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Abstrakt

DURIS, Karol: Analyza riesenf nelinedrnych parcialnych diferencidlnych rov-
nic finan¢nej matematiky [Diplomova pracal, Univerzita Komenského v Bra-
tislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej mate-
matiky a Statistiky; skolitel': prof. RNDr. Daniel Sevéovié, CSc., Bratislava,
2015, 82 stran

Tato diplomova praca sa zaobera nelinedrnym zovSeobenenim linearne;j
Black-Scholesovej rovnice. Rovnica reprezentuje hodnotu opcie zavisli na
roznych vstupoch. Nelinedrne modely zovSeobecnuju zjednoduseny ramec
tejto parcialnej diferencidlnej rovnice. Uvazuju s viacerymi vyznamnymi fak-
tormi, ktoré su pritomné na finanénom trhu - transakéné naklady, vplyv
dominantného investora, efekt nelikvidného trhu, ¢i riziko plynice z neza-
bezpeceného portfélia, s ktorymi Black-Scholesov model nepocita. Jednym z
ciel'ov préace je vypocitat’ vSeobecné riesenie ceny finanéného derivatu pre ne-
linedrne modely pomocou metédy malého parametra. Metéda predpokladé,
Ze rieSenie sa da napisat’ v tvare asymptotického rozvoja a d’alsim ciel'om je
odvodit’ druhy ¢len tohto rozvoja, nakol'ko prvy je zndmy. Pre model uvazu-
juci nelikvidny trh (Frey-Stremmeho model) kalibrujeme v praci na zéklade

odvodeného vzorca parametre o a p pre redlne trhové data.

KT'ucové slova: ocenovanie opcii, kalibracia, nelinearny
Frey-Stremmeho model, metéda malého parametra, asymtoticky
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Abstract

DURIS, Karol: The Analysis of the Nonlinear Partial Differential Equation
Solutions of Financial Mathematics [Master’s Thesis|, Comenius University
in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department
of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: prof. RNDr. Daniel Sev-
covic, CSc., Bratislava, 2015, 82 pages

The master thesis deals with the nonlinear generalisation of the linear
Black-Scholes formula. This equation represents the option price, which is
dependent on various inputs. The models generalize simplified framework of
this partial differential formula. These models consider a number of substan-
tial factors present on the financial market - transaction costs, feedback and
illiquid market effects due to large investors on the market or risk from unpro-
tected portfolio. The Black-Scholes model does not deal with these problems.
Therefore, this master thesis introduces the general solution of the financial
derivative price for nonlinear models using small parameter method. This
method assumes, that the solution can be written in the form of the asymp-
totic expansion. Therefore, the goal of this thesis is do derive the second
term of the expansion since the first is already known. The thesis also points
out on parameter calibration ¢ and p for the real market data purposes on
the basis of the derived formula for Frey-Stremme model assuming illiquid

market effects.

Keywords: options pricing, calibration, nonlinear Frey-Stremme

model, the method of small parameter, asymptotical expansion
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Zoznam pouzitych symbolov a

terminov

PDR
02V (S, 7)
N(z) (N'(x))

H = S0tV
S/E

ask cena
bid cena
bid-ask stred

Black-Scholesova cena

parcidlna diferencidlna rovnica

9%V (S,7)
852

distribuéné funkcia (hustota) standardizovaného normélneho

rozdelenia
velicina vyjadrena kvoli tomu, ze je bezrozmerna

pomer ceny akcie a expirac¢nej ceny - velicina vyjadrena kvoli

tomu, ze je bezrozmerna

ponukova cena

dopytova cena
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Uvod

Jednym z najdolezitejsich, no nie smerodajnych ukazovatel'ov, su pre kazdui
akciovi spolo¢nost’ hodnoty jej akcii. Firme zabezpecuju akcie kapital pre
fungovanie a aj budice investicie spolo¢nosti. Naopak pre akcionarov na bur-
zovom trhu predstavuju tieto aktiva moznost’ ivesticie, ktord moze priniest’
investorovi zisk z dividend ¢i vzrastu hodnoty akcie, ale aj stratu z jej po-
klesu. Jednym z prikladov vécsej straty je obrovsky prepad akcii na americke;j
burze NYSE koncom 30. rokov minulého storocia, ktory sposobila Vel'ké hos-
podarska kriza.

Jednou z moznosti ako predist’ stratam s opcie. Tieto financné derivaty
poskytuju pravo obchodovat’ v budicom c¢ase s podkladovou akciou, resp.
aktivom, za dohodnuti cenu. Ohodnocovanie opcii sa preto stalo v minulom
storo¢i dolezitou témou, na ktord nasli v roku 1973 odpoved’ na problém
ocenenia tychto derivatov americki ekonomovia Fisher Black a Myron Scho-
les znacne znamej a dolezitej parcialnej diferencidlnej rovnice. Tento linearny
model poskytuje rieSenie ceny opcie na zéklade istych predpokladov, ktoré
vSak nemozno zovSeobecnit’ v kazdej situacii. Kvoli tomu boli neskor od-
vodené nelinedrne Black-Scholesove modely, ktoré brali do tivahy rozne sku-
tocnosti finanénych trhov ako st transakéné néklady, investorove preferencie,
nelikvidita vyskytujica sa na trhu, ¢i riziko plyntce z nezabezpecenosti port-
folia.

Ciel'om tejto prace je odvodit’ vSeobecny explicitny vzorec pre nelinedrne
modely, ktory bude ohodnocovat’ opciu v pritomnosti niektorej z uvedenych

moznosti. Nakol'ko vSak vzorec nemozno explicitne vyjadrit’ vo vSeobecnosti,



UVOD

pokusime sa aproximovat’ hl'adané riesenie. Zvolime pristup metody malého
parametra, ktory vie aproximovat’ funkciu pomocou asymptotického rozvoja.
Vzhl'adom na nérocnost” vypoctov chceme ziskat’ tvar prvych dvoch clenov
rozvoja. Dalsou zlozkou préce je aj kalibrdcia pomocou odvodenej formuly
na skutoc¢nych trhovych cenéch.

Sucast’ou ciel'ov prace je navrh numerického algoritmu a jeho porovnanie
efektivity a presnosti s odvodenym explicitnym vzorcom. Tato cast’ préace
bude uverejnend v clanku [9].

Praca je rozdelena do piatich kapitol. Prva kapitola je venovana tvodu do
problematiky ocenovania opcii. Popiseme motivaciu odvodenia nelinearnych
modelov a uvedieme ich prehl'ad. V nasledujicej casti sa upriamime na tému
asymptotickych metéd. Uvedieme zakladny tvar tlohy, na ktord bude apli-
kovana metdda malého parametra. Tuto metédu otestujeme na motivaénych
prikladoch a vysledky graficky vyhodnotime. Na zaver definujeme zakladnu
tlohu pre kiupnu call opciu, ktori ma praca za ciel’ vyriesit’. V stvrtej kapi-
tole odvodime explicitny vzorec na zaklade spoloéného tvaru funkcie volatility
pre nelinearne modely. Vzorec preskimame na zaklade citlivosti premennych,
ktoré don vstupujui. Spomenieme aj odvodenie formuly pre iné typy zacia-
toénych podmienok opcif. Stvrté kapitola je venovana odvodeniu funkcie vo-
latility a jej parametrov pre Frey-Stremmeho nelinearny model nelikvidného
trhu. Uvedend je aj myslienka a postup kalibracie modelu pomocou roznych
metod. Obsahom poslednej piatej kapitoly je kalibracia Frey-Stremmeho mo-
delu na trhovych datach. Uvedené vysledky kalibracie interpretujeme a zdo-
vodnime spravanie trhovych cien. Analyzujeme faktory citlivosti pre model
a ukazeme ich zavislost’ na faktoroch vyssich radov.

V druhej a piatej kapitole sme vysledky kalibracie doplnili grafickymi ilus-
traciami. Tieto obrazkové grafy sme pocitali a nasledne vykreslili pomocou

programovacieho prostredia Mathematica(c).



Kapitola 1

ZovSeobecnené nelinearne
modely Black-Scholesovho typu

s nekonstantnou volatilitou

V tvodnej kapitole sa pozrieme na historiu ocenovania opcii aj na to, aké mo-
dely boli vyvinuté kvoli vypoctu hodnoty tohto cenného papiera a uvedieme

metody pouzivané v nasej praci.

1.1 Motivacia ocenovania opcii

Priklad kontraktu, ktory sa vzt’ahuje na budice obdobie, ndjdeme uz v jednej
z nasich najstarsich knih - v biblii Gn 29,15-25 [1§] a []. Izdkov syn Jakub
si hl'add zenu a ndjde ju u Labana. Dohodnt sa vSak na forme obchodu.
Jakub bude u Labana pracovat’ sedem rokov a po uplynuti tohoto obdobia
dostane Labanovu dcéru Rachel za svoju manzelku. V dnesnej dobe by sme
tito dohodu mohli povazovat’ za podobnt forwardu. Za budice dohodnuté
aktivum obchodu, teda Labanovu dcéru Réachel, musel platit’ Jakub vopred
stanovenych sedem rokov.

Dalsia motivacia pre stiudium hlPadania ceny opcie pochédza zo 17. sto-

rocia z [I8]. Tulipdny v Holansku boli v tomto ¢ase symbolom spolo¢enského



1.2. Odwvodenie Black-Scholesovho modelu KAPITOLA 1

postavenia a ich popularita sa rozsirila aj do zahranicia. Ceny tulipanov a
tulipanovych cibuliek prudko vzrastli, pricom trh s tulipanmi sa ¢i uz pre
pestovatel'ov, alebo aj pre vel'kopredajcov stal ziskovym podnikanim. Kvoli
riziku zo zlej urody si pestovatelia zacali kupovat’ predajné put opcie a ob-

chodnici, naopak, kiipne call opcie.

1.2 Odvodenie Black-Scholesovho modelu

V druhej polovici 20. storocia vznikol sucasny najvacsii trh s opciami CBOE.
Kvoli tomu vznikla potreba vytvorit’ model, ktory by vedel ohodnotit’ jednot-
livé opcné kontrakty na podkladové aktiva. Podarilo sa to v roku 1973 dvom
americkym ekonémom Fischerovi Blackovi a Myronovi Scholesovi, ktory vy-
tvorili model nazvany podl'a nich samych - Black-Scholesov model. Tento ako
aj iné modely st odvodené z predpokladu, Zze cena podkladového aktiva S
sleduje vyvoj geometrického Brownovho pohybu. Ten sa da zapisat’ pomocou

stochastickej diferencidlnej rovnice:
dS = pSdt + o SdWy, (1.2.1)

kde p urcuje trend ceny, o je jeho volatilita, t € [0, 7] je ¢as a W; je Wienerov
proces. V diferencidlnej rovnici vystupuju zmeny jednotlivych parametrov
za Casovu zmenu dt a Wienerov proces je charakterizovany nasledujicimi

podmienkami:
1. Wo - 0
2. trajektorie Wienerovho procesu su spojité s pravdepodobnost’ou 1.

3. Wienerov proces W; ~ N(0,t) ma nezavislé prirastky W, , — Wy ~
N(0,1).

Myslienka odvodenia spociva bud’ vo vytvoreni samofinancovatelného port-
folia V' zlozeného z jedného dlhopisu V a ¢ akcii S pri odvodeni Blacka a
Scholesa [17]:

P=V+565, (1.2.2)
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alebo portfélia s nulovym rastom investicii, kde cena akcie (opcie) je S (V) a

jej pocet Qs (Qv) a penazny objem bezrizikovych dlhopisov B [21]:
SQs +VQy+ B=0. (1.2.3)

Tento pristup bol nezavisle od Blacka a Scholesa odvodeny Mertonom. Sa-
mofinancovatel'nost” portfélif znaci drzanie takého pomeru akcii a opcii, aby
dané portfélio zostalo vzhl'adom na vyvoj cien akcii a opcii nad’alej bezrizi-
kové. Tento proces zmeny pomeru, pri ktorom sa hodnota portfélia nement,
hoci zmena hodnot jednotlivych poloziek mohla nastat’, sa nazyva delta he-
dzing pripadne hedZovanie portfilia.

Vysledkom prace [5] Blacka a Scholesa je parcidlna diferencidlna rovnica,
ktorej rieSenie popisuje vyvoj hodnoty opcie V(S,t) zavisiacej od ¢asu a

hodnoty podkladového aktiva:
1
oV + 50252631/ + (r —q)S0sV —rV = 0. (1.2.4)

Premenna o je spominand volatilita ceny opcie z (1.2.1]),  je irokova miera
bezrizikového dlhopisu a ¢ irokovéa miera z rocne vyplacanych dividend pod-

kladového aktiva.

1.3 Typy opcii

Na vypocet hodnoty opcie je potrebné mat’ rovnicu aj s pociato¢nou, resp.
koncovou podmienkou, ked'ze pre PDR ((1.2.4)) existuje nekonecne vel'a fun-
kcii, ktoré su jej rieseniami. NajcastejSimi obchodovacimi opciami su call a

put opcie. Budeme predpokladat’, ze su europskeho charakteru:

e Eurdpska call opcia je pravo, teda nie povinnost’ kupit’ podkladové
aktivum, na ktoré sa dana opcia vzt’ahuje, vo vopred dohodnutom tzv.

expiracnom case T za vopred dohodnuti ezpiracni cenu FE,

e Europska put opcia je pravo, teda nie povinnost’ predat’ podkladové
aktivum, na ktoré sa dana opcia vzt’ahuje, vo vopred dohodnutom tzv.

expiracnom case T za vopred dohodnuti ezpiracni cenu E.
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Vyplata opcie vlastnikovi v expiracnom c¢ase sa nazyva payoff. Opcia bude
uplatnend, resp. zrealizovand, pokial vlastnik opcie bude mat’ z realizacie
zisk. Inak sa pre majitel'a call (put) opcie neoplati v ¢ase T" uplatnit’ opciu,
ked’ je expira¢na cena F vyssia (nizsia) ako cena podkladového aktiva v tom
istom case. Vtedy hovorime, ze opcia je out-of-money, takze vlastnik by jej
uplatnenim mal stratu. Naopak pri zisku z uplatnenia hovorime, Ze opcia je
in-the-money. Ak je cena podkladového aktiva rovna expira¢nej cene, vtedy
hovorime, ze opcia je at-the-money. Matematicky sa da koncova podmienka

pre zisk z uplatnenia, resp. pre neuplatnenie call opcie zapisat’ nasledovne:
V(S,T) = max(0,5 — E), (1.3.1)

resp. pre put opciu:
V(S,T) = max(0, E — 5). (1.3.2)

7, uvedenych typov opcii put a call sa daji pomocou ich zmieSania robit’
kombinované stratégie podl'a toho, aké ma investor ocakavania o vyvine akcii,
ktoré su popisané napr. cast’ 2.3.3 [21].

Pre ostatné typy opcii odkazujeme citatel'a na knihy [17], [20] a [21].

1.4 Nelinearne modely

Black-Scholesov model ma mnoho predpokladov, ktoré na finanénych trhoch
nanest’astie neplatia. Obmedzil sa kvoli vypoctom, ktoré by boli vel'mi zlo-
zité na priklady trhov, ktoré si uplné, dokonale elastické a likvidné. Trh v
tomto modeli obsahuje dostatocny pocet schopnych a ochotnych kupujicich
a predavajucich. Preto predpokladd podmienku na trhu, aby poskytoval do-
statocny pocet opcii s rozdielnymi ¢asmi splatnosti a expira¢nych cien, teda
aby bola moznost’ vytvorit’ samofinancovatel'né portfdlio.

Takisto na trhu neexistuje ziaden dominantny investor, ktory by svojim
obchodovanim vedel ovplyvnit’ vyvoj ceny akcie. Model predpokladd kon-
Stantnu volatilitu a existenciu bezrizikovej trokovej miery, s ktorou mozno

I'ubovol'ne ¢asto obchodovat’.
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Tieto podmienky sa vSak na trhoch nedaju zaistit’. Uz len predpoklad, ze
ponukova cena, ktora sa nazyva ask a dopytova cena - bid, budi rovnaké, nie
je redlny predpoklad. Na financnych trhoch su vsetky ask ceny vyssie ako bid
ceny, takze v tomto pripade nemozeme hovorit’ o jednotnej cene aktiva, ktord
by sa dala z PDR vypoéitat’. Tieto rozdiely v cene aktiv nazyvame
transakcné ndklady.

Predpoklad jednotnej ceny aktiva sa v modeli nachadza kvoli hedzovaniu
portfélia. Neustala zmena hodnot zloziek portfélia implikuje neustalu zmenu
ich pomeru a teda aj neustaly nakup a predaj akcii a opcii. Pri pritomnosti
transakénych nakladov su naklady pri delta hedzingu nekonecné a teda straca
svoj vyznam. Z tohto dovodu je mozné menit’ pomer akcii a opcii iba v
postupnych diskrétnych casoch. Tu vznikd problém z moznej straty kvoli
tomu, ze portfolio uz nie je uplne bezrizikové. Moze vtedy nastat’ strata z

nezabezpecenosti portfolia.

1.4.1 Prehlad nelinearnych modelov

Pri kalibrécii volatility Black-Scholesovho modelu z prikladu realnych dat
mozeme zistit’, ze implikovana volatilita nema konstantni tendenciu. Vel'mi
casty je jav nazvany volatility smile. Vtedy implikovana volatilita v zavislosti
od ceny podkladového aktiva ma tvar ismevu. V matematickom ponimani m&
tvar konvexnej funkcie premennej S a to hlavne v okoli, v ktorom premenné
S nadobuda hodnoty blizke expirac¢nej cene. V tomto okoli zaroven nadobuida
implikovana volatilita nizsie hodnoty.

Mozeme preto usudit’, ze volatilitu nemozno povazovat’ za konstantnt,
ale bude zavisla od premennych. Preto potrebujeme zovseobecnenie Black-
Scholesovho modelu a teda aj tipravu rovnice (1.2.4)). Budeme predpokladat’,
ze bude funckiou:

o=0(H,ST-1), (1.4.1)
kde H = S92V sucin ceny S podkladového aktiva s druhou parcidlnou de-
rivaciou. Dovod, preco je vo vyraze H aj sicin s hodnotou S je taky, ze

pri pocitani call opcie, ktort budeme pouzivat’ ako priklad pri vypocte PDR
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(1.2.4), vznikd v menovateli v druhej parcidlnej derivacii takisto cena S a
preto sa navzajom vykratia. Vyraz H sa preto stava bezrozmernym. Tiez
predpokladame, ze funkcia zavisi od samotnej ceny a od casu ostavajicom
do expiracie.

Linedrnu PDR preto upravime na rovnicu, ktora vsak vo vSeobecnosti
nie je linedrna. V nasledujicom odstavci si uvedieme prehl’ad modelov, ktoré

zodpovedaju niektorym zovsSeobecneniam.

1.4.1.1 Lelandov model

Ako uz bolo spomenuté vyssie, transakéné naklady neumoznuju spojité up-
ravy zloziek v portféliu. Je to mozné iba v diskrétnych casoch kvoli neohra-
nicenym nakladom za jednotlivé transakcie. Lelandov model, ktory odvodil
Hayne E. Leland [16], zovseobectiuje Black-Scholesov linedrny model a zahfna
nenulové transakéné naklady. Tie su pre kazdé aktivum charakterizované bez-
rozmernou konstantou:

Sask — Sbid

=22 1.4.2
o= Dok P (142)

kde stredné cena aktiva je poc¢itand pomocou aritmetického priemeru medzi
ask a bid cenou aktiva S = % Model, tak ako pri Black-Scholesovom
modeli, vychadza zo zostavenia portfélia z akcii a opcii s takym rozdielom,
ze zmena hodnoty portfélia zahina stratu vzniknuti pritomnost’ou transaké-
nych nékladov. Inymi slovami pri obchodovani s akciami alebo opciami klesé
hodnota portfdlia.

Lelandov model sa zaobera takisto otazkou ako casto ma nastavat’ aktu-
alizacia portfdlia. V prilis kratkom case by naklady spojené s transakciami
boli vel'mi velké. Preto musi byt’ ¢as At, ktory oznacuje ¢as medzi dvomi
zaist’ovaniami portfolia zdola ohrani¢eny. Pre vel'mi vel'ké hodnoty 0t vsak
vznikd riziko z nezabezpecenosti portfélia, preto tento ¢as nemodze byt ani
prilis vysoky.

V tomto modeli sa funkcia volatility da napisat’ v tomto tvare:
2 ~2 . H ~92 . )
o*(H,S,7)=¢6 <1 + Lesign <§)> = 06°(1+ Lesign(0gV)), (1.4.3)

9
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kde Lelandovo ¢islo:

2 ¢
Le = \/j ) 144
‘TN 7oA (14.4)

V Lelandovom modeli sa da odvodit’ explicitné rieSenie pre call, resp.
put opciu, ked’ze vieme, ze obe opcie si konvexnou funkciou ceny aktiva.
Preto maju druhé parcidlne derivacie kladné znamienko. Aby sme vypocitali

rieSenie, zvolime ¢as, ktory ur¢uje nasu aktualizaciu portfélia, tak aby:
0< Le<1. (1.4.5)

Ked'ze vSetky premenné si nezaporné, podmienka sa redukuje na podmienku
z [2]:

¢ < \/g&@. (1.4.6)

Tato situacia je splnend, ak transakéné néklady ¢ si dostatocne nizke, alebo
interval At je dostatocne vel'ky. Druhd moznost’ moze sposobit’, ze funkcia
bude zaporné a rieSenie vo vSeobecnosti neexistuje. Pre investora je
to obchodovanie na krdtkej pozicii. Z odseku II. ¢lanku [2] vyplyva, Ze je v
tomto pripade potrebné znovu spravit’ aktualizovanie portfélia.
Po zvoleni ¢asu At vypocitame upravené volatility postupne pre bid a ask
ceny opcit:
6%+ (1 — Le)o?,
(1.4.7)
6%+ (14 Le)o™.
RieSenie cien opcii je teraz mozné vypocitat’ pomocou upravenych volatilit

dosadenych do PDR ([1.2.4)).

1.4.1.2 Model s ohranic¢enou volatilitou

Dalsfm prikladom nelinedrneho rozsirenia Black-Scholesovho modelu je mo-
del s ohrani¢enou volatilitou. Model je uvedeny v ¢clanku [1]. Vychddza z
predpokladu, ze nekonstantna historicka volatilita o, je ohrani¢ena dvomi

extremalnymi hodnotami o,,;, zdola a ¢,,,, zhora:
Omin S 0¢ S Omazx- (148)

10
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Potom ma funkcia volatility tvar:

62, ak9iV <0,

o*(H,S, T —t) =
62, ak iV >0,

(1.4.9)
kde 1, 69 st navzajom opacné hranice volatilit 6,,in, Omaz-

1.4.1.3 Model zohladnujici preferencie investorov

Na zaciatku tejto casti sme uvadzali priklad, kedy investorove preferencie
mohli ovplyvnit’ trhovii cenu finanénych derivatov. Spominand pritomnost’
transakcnych nakladov sposobuje, ze neexistuje portfélio na financnych tr-
hoch, ktoré by bolo dokonale samofinancovatel'né. Barles a Soner odvodili
model vo svojej praci [3], v ktorom sa snazili zohI'adnit’ preferencie investorov
a taktiez ich aj kvantifikovat’ na priklade eurépskej call opcie. Na stanovenie

preferencii investorov pouzili exponencialnu uzitkova funkciu:
Us(z) =1—e¢, (1.4.10)

s parametrom &, pricom % je priamo umerny faktoru udavajicemu rizikovi
averziu investora. Samotna averziu k riziku je oznac¢end parametrom a. Fun-
kcia volatility pre nelinedrne zovseobecnenie Black-Scholesovho modelu (|1.2.4))
ma tvar:

o*(H,S, T —t) = 6*(1 + U(a®e"TVSH)), (1.4.11)

kde funkcia WU(z) je riesenim obycajnej diferencidlnej rovnice:

N (@)l

Vi) = 2x/~*§\P_)<x>—w’ (1.4.12)

v(0)=0.
Riesenie ¥(x) ma takd vlastnost’, ze v okoli hodnét blizkych nule sa tdto
funkcia sprava priblizne ako funkcia tretej omocniny: W(z) ~ O(a:%) pre x ~
0. Tato vlastnost’ je potrebna kvoli neskorsej linearizacii resp. aproximacie
funkcie volatility do pozadovaného tvaru v nasledujicej kapitole. Aby bola
presnost’ funkcie zarucenad, je potrebné, aby bol parameter a dostatocne nizky,
aby aj cely vyraz v argumente funkcie sa priblizoval k nule. Inak aproximacia

tret’ou odmocninou nie je vhodna.

11
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1.4.1.4 Nelikvidita trhu a vplyv dominantného investora v modeli

V modeli ([1.2.4]) sa predpokladd, ze investori si dostatoéne mali na to, aby
nemohli svojim zabezpecovanim portfélia ovplyvnit’ hodnotu podkladového
aktiva. Model predpoklada, ze trh je likvidny, teda I'ubovol'ny investor dokaze
kupit’ resp. predat’ 'ubovol'né aktivum za vel'mi maly ¢as. V zovSseobecnenom
modeli popisovanom v pracach Freya [10] a Freya a Stremmeho [12] st tieto
predpoklady vynechané. V préacach je odvodeny model, pre ktory je jeho
nekonstantnd volatilita funkciou:

5‘2

o*(H,S, T —t) = 0= SISV (1.4.13)

berie do ivahy vplyv dominantného investora na cenu aktiv. Takisto nepred-

poklada, ze trh je dokonale likvidny. Ako v prikladoch ostatnych nelinearnych
modelov, tak aj v tomto vystupuje parameter p, ktory urc¢uje mieru nelikvi-
dity trhu. Funkcia A(S) je striktne konvexnd podl'a [20] a predpoklada sa, ze
A(S) = 1.

V praci Bordagovej a Chmakovej [7] a Bordagovej a Freya [§] je uve-
dené explicitné rieSenie pre ulohu, v ktorej uirokova miera a miera dividend
r = 0,q = 0. Pouzivaju pritom metdédy s analyzy Lieovych skupin, pricom
vyuzivaju symetrické vlastnosti rieseni. Model sa takisto nachadza v praci

Freya a Patieho [I1], kde su popisané simulacné stidie k modelu.

1.4.1.5 Model so vzrastajicou trhovou volatilitou

Dalsi model podobny tomu predchddzajicemu vznikd so vzrastajicou vola-
tilitou na trhu. Pridanim spétného efektu dominantného investora do Black-
Scholesovho modelu vznikne model reprezentovany nelinedrnou parcialnou
diferencidlnou rovnicou. Odvodeny je v praci [19]:

2
. 1—p85V
2(H,S, T —t) =62 . 1.4.14

Pre tento model je prvy ¢len asymptotickej expanzie spominanej v casti
(2.2.2.4)) zhodny s prvym clenom nelinearneho modelu popisujiceho vplyv

dominantného investora.
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1.4.1.6 Risk Adjusted Pricing Methodology

Posledny model, ktory zapad4 medzi nelinearne rozsirenia Black-Scholesovho
modelu, je Risk Adjusted Pricing Methodology (RAPM). Model zahfna trans-
akcné naklady spominané v Lelandovom modeli a tiez aj riziko vznikajuice pri
nezabezpecenom portféliu. Ako bolo uz vyssie spominané, portfélio nemozno
aktualizovat’ prilis ¢asto kvoli vzrastajucim transakénym nakladom, ale tiez
na druhej strane pri aktualizovani portfélia po prilis dlhom obdobi vznika ri-
ziko, ze portfélio ostane nezabezpecené. Kvoli tomu model riesi ilohu, ktord
hl'ada taky cas aktualizacie, ktory bude spiﬁat’, aby zaroven ani jedno z
tychto dvoch spomenutych nemalo vysoké naklady. Matematicky su trans-

akéné néklady vyjadrené rovnicou:

C’ S 1
? | V|—, (1.4.15)
VAL
ktorych formulacia je totoznd s mierou transakénych nakladov v Lelandovom
modeli. Na druhej strane néklady spojené s nezabezpecenym portféliom sa

daju formulovat’ nasledovne:
Lo 4 cope
ryp=R——2% = §Ra ST At. (1.4.16)

Gamma opcie I' = 9% vyjadruje druhui parcidlnu derivéciu hodnoty opcie.
Meria citlivost” ako sa meni delta opcie, teda pomer v hedzovanom portféliu,
pri zmene ceny podkladového aktiva S. Ako mozeme pozorovat’, transakcné
néklady st nepriamo timerné casu medzi dvomi transakciami, zatial' ¢o na-
klady s vel'mi volatilnym portféliom st tomuto ¢asu priamo timerné. Preto

rieSime 1lohu minimalizacie celkovych nakladov, ktoré si suc¢tom tychto dvoch:

CoS
TR =TTC +TVp = d | SV| —— —l— R 1SPT2 AL — AHI(%]H . (1.4.17)
te(0,00

V [15] je vypocitany ¢as, kedy su celkové néklady vzhl'adom na dany interval

zmeny portfolia najnizsie:

K2 C \?
Aty = —— kde K = . 1.4.18
NPT ¢ (RM?W) ( )

62|H|5

13
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1
Ak polozime p =3 (CQR/\/ 27r) * podla [15] sa dd odvodit’ model, ktory je
nelinearnym zovseobecnenim ([1.2.4]) s funkciou volatility:

o (H,8,T — 1) = 6 (1+MH%). (1.4.19)

14



Kapitola 2
Metody malého parametra

V tejto kapitole sa budeme venovat’ asymptotickym metédam v matematike
a ich vyuzitim v inych vedeckych odvetviach. Mnoho 1loh v matematike ne-
mozno vo vseobecnosti explicitne vyriesit’. Medzi tieto ulohy patria rozne
integraly, vypocet riesenia funkcie f(z) = 0, & vypocet riesenia obycajnych
alebo parcialnych diferencidlnych rovnic. Kvoli neexistencii explicitného rie-
Senia sa zvyknu tieto tulohy riesit’ pomocou casto pouzivanych numerickych
metod. Hladany vysledok poskytuji z numerickymi nepresnost’ami vyplyva-
jucimi bud’ z aritmetiky pocitaca, alebo z aproximacie pozadovaného riesenia
rovnice & vyrazu. Dalsou nevyhodou numerickej matematicky byva casto ¢a-
sovo zlozity algoritmus, ktory pre zlozitejsi problém pocita rieSenie dlhsie.
V knihdch Holmesa [13] a [14] st uvedené iné metédy, ktoré mozu ta-
kisto priblizne vyriesit’ dany problém. Jednym zo sposobov je perturbacia
danej ulohy, teda jemné odchylenie od pociatocnej tulohy. Uloha sa upravi
takym sposobom, Ze pre upravenu rovnicu bude existovat’ explicitné riesenie.
Potom véacsinou mé perturbované riesenie ulohy podobnu hodnotu pripadne

charakter ako povodné riesenie, ktorého explicitny tvar neexistuje.
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2.1 Motivacny priklad

V oboch knihach je uvedeny ako motivac¢ny priklad projektilu, ktory je vystre-
leny nad povrch Zeme. Podl'a Newtonovho druhého zakona plati pre vysku
projektilu, ze je rieSenim obycajnej diferencidlnej rovnice:

d*x gR?

Aby bolo riesenie rovnice jednoznacné, polozime pociatoéné podmienky:
(2.1.2)

ktoré popisuju nulovi zaciatoénu vysku a zaciatocnu rychlost” objektu .
Tato diferencialna rovnica je nelinearna a teda n&jst’ explicitné riesenie
by bolo naro¢né. Avsak ked’ porovname hodnoty vysky projektilu s polome-
rom Zeme, ktory je radovo omnoho vyssi, tak po zanedbani vysky projektilu
v menovateli rovnice dostaneme vyraz, ktory je spominanou perturbaciou

povodnej tlohy:
dZZL'O
dt?

Tato diferencialna rovnica je uz linearna a preto sa da rieSenie néjst’ jedno-

= —g, pre t > 0. (2.1.3)

duchym integrovanim:

1
To(t) = —59t2 + vot. (2.1.4)

Néajdené rieSenie je pomerne dobrou aproximéaciou skutocného riesenia pocia-
tocénej rovnice. Stale vSak ostéva otdzkou zistit’, ako presne riesenie
popisuje skutocny tvar krivky funkcie povodného riesenia. Ttto vysku chyby
by sme chceli takisto aj odmerat’. Preto je potrebné pridat’ k rieseniu
korektny ¢len, ktory by mohol lepSie aproximovat’ rieSenie povodnej rovnice.
Na druhej strane nie vzdy je mozné urobit’ takito tpravu, ktord by vo vhod-

nej miere aproximovala poévodni tlohu.
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2.2 Asymptotické metddy

Na riesenie popisanych problémov sa v matematike pouzivaju asymptotické
metddy popisané [13] a [14]. Tieto metédy zahfnaju rozsirenia priblizného
rieSenia ulohy. Ich vyuzitie sa uplatnuje najmé v tlohéach, ktoré su dané
oby¢ajnymi ¢i diferencialnymi rovnicami. Ich pouzitie si uvedieme na priklade
z predchadzajiceho odseku.

Kvoli lepsej predstave priklad upravime do inej podoby. Spominané pub-
likacie [13] a [14] popisuji transforméciu, ktord transformuje jednotlivé pre-

menné na bezrozmerné premenné 7:

gt
T ==,
Vo
2.2.1
y(r) = iy o
v
Transformovanéd diferencidlna rovnica bude mat’ teraz tvar:
Py 1
dr? (1+ey)* (2.2.2)

y(0)=0, ¥(0)=1,

2
kde bezrozmerny parameter ¢ = E—‘;. Aproximécia pomocou perturbovaného
rieSenia (2.1.4)) by bola vhodnym priblizenim, pokial’ by poé¢iatoéna rychlost’

bola dostatoéne nizka (vy << 300ms™*

, porov. [14]). Potom by parameter ¢
bol dostatocne nizky na to, aby sme ho v (2.2.2)) mohli zanedbat’. RieSenim

upravenej tlohy by v tomto pripade bolo transformované riesenie (2.1.4)).

2.2.1 Metoéda malého parametra

Problém vsak nastéava, ked’ parameter ¢ nie je iplne zanedbatel'ny. RieSenie
by sme chceli vylepsit’ pomocou vhodnejsej aproximécie. Vieme, zZe rieSenie
transformovaného prikladu mé pre hodnoty ¢ — 0 dostatoéne blizke
nule vel'mi podobny charakter pévodnému rieseniu. Ijlohy tohto typu budeme

nazyvat’ perturbacné problémy.
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Takyto problém budeme reprezentovat’” pomocou rovnice nasledujiceho

tvaru:
L(y,e) =0,
P(y(c"A), ) = 0,

pricom predpokladame, Zze operator £ obsahujici parameter € urcuje l'avi

(2.2.3)

stranu rovnice a y je rieSenie danej rovnice. Operédtor P predstavuje stustavu
pociatocnych podmienok k danému rieseniu, pricom je rovny nulovému vek-
toru 0. A je vektor hodnot, kde sa aplikuje koncova podmienka a vektor ¢ je
jednotkovy vektor. V nom je jednotka na tej pozicii, na ktorej je aktivna defi-
ni¢na hodnota koncovej podmienky. Pre diferencialne rovnice prvého radu sa
vsak vyskytuje len jedna podmienka, teda vektor A bude jednorozmernym a
¢ = 1. Vo vSeobecnosti je nutné zaviest’ viacrozmerny vektor, kvoli moznosti

viacerych pociatoénych podmienok vycislenych v roznych bodoch.

2.2.2 Aplikacia MMP na motivacné priklady

Za priklad rovnice si zoberieme priklad z predchadzajiceho odseku:

d*y 1
L(y,e) = g2 A4y
c=1,
A=0, (2.2.4)
P = | 4l

Definovany operator £ je v tomto pripade nelinearny. Avsak nasim ciel'om je
ziskat’ rieSenie pomocou expanzie asymptotického radu. Dobrou myslienkou
v tomto pripade je upravenie nelinearneho operatora pomocou Taylorovho

radu pre parametre blizke nule:
2

z(e) = 2(0) +2'(0) + 52”(0) +... (2.2.5)

Nedostatkom tohto radu vsak je, ze tvar mocniny parametra nemusi byt’ vo

vSeobecnosti iba prirodzené cislo. Takyto pripad by nastal, keby v priklade
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(2.2.2) bol v menovateli uvedeny parameter pod odmocninou. Preto je nutné

zovseobecnit’ (2.2.5) na rad s mocninami vo vseobecnom tvare:
z(e) ~zog+ €Mz + €20+ ..., (2.2.6)

kde mocniny st usporiadané: a; < as < az < ... kvoli jednoznacnosti a
prehl'adnosti zapisu. Niektoré rovnice spiﬁajli tento zapis aj v povodnom
zadani, ale tie, ktoré sa tak nedaji zapisat’, musime do tohto tvaru upravit’.
Priklad bude v tomto pripade v tvare:

2

Y
Nﬁ+1—2€y+... (2.2.7)

L(y,e)
Podstatou metédy malého parametra je snaha o ziskanie odhadu riesenia
do pozadovaného radu parametra . RieSenie bude teda rovnako ako operator

zavisiet’ od mocnin parametra:
Y~ Yo+ My 4+ My + .., (2.2.8)

kde tak ako v predchadzajicom, usporiadame mocniny podl'a ich vel’kosti:
A1 < Ay < A3 < .... Mocniny byvaju prevazne identické s mocninami v
rovnici, pripadne st ich nasobkami.

Inak povedané nasim cielom bude riesit’ rovnice, ktoré sa dajui napisat’
v tvare . Hl'adané riesenie chceme mat’ zapisané v tvare asymptotic-
kej expanzie pomocou parametra . Cim viac ¢lenov rozvoja radu
vypocitame, tym blizSiu vieme ziskat’ aproximaciu. Na opacnej strane vsak
vypoctova ndroc¢nost’ problému sa zvysuje so zvySujicou presnost’ou rieSenia.
V niektorych prikladoch hl'adanie viacerych ¢clenov rozvoja je preto nemysli-

tel'né a vystacime si s niz§im poctom clenov asymptotickej expanzie.

2.2.2.1 Priklad 1 - dloha vysky projektilu

Vyuzitie metody malého parametra si ukdazeme na niekol’kych motivacnych
prikladoch. V prvom vypocitame prvé dva ¢leny hl'adaného rieSenia vysky
vystreleného projektilu popisanej rovnicou (2.1.1). Z dévodu, ze hl'addame

rieSenie diferencidlnej rovnice, ktoré zavisi na casovej premennej, jednotlivé
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¢leny riesenia budu takisto nevyhnutne zavisiet’ od 7. Rovnicu ([2.2.2)) potom

prepiseme do nasledovného tvaru s pociatoé¢nymi podmienkami:

(yy (7) + 5’\1y1’(7) + 5)‘2y;’(7) +..)+ 1 —2e(yo(r) + 6)‘1y1(7) +...)+...=0,
yo(O) + 5/\1y1(0) + €>\2y2(0) +...= O,
Yo(0) +eMyi(0) + e*2y5(0) + ... = 1.
(2.2.9)

Rovnicu rozlozime na viacero rovnic podl'a radu parametra. Pre rieSenie

bude platit’, ze vyrazy pri rovnakych hodnotach exponentov parametra budua

s/

o(1): wy(r)+1=0,
yO(O) = 07'3/(/)(0) =1,
Riesenie tohto podproblému je po kratkom vypocte
yo(1T) = —7%/2 4 7. Daldf najnizsf zndmy exponent je linedrny,

preto polozime Ay = 1.

o(e): y(r) — 2u0(r) =0,
y1(0) = 0,11(0) =0,
Riesenie linedrneho ¢lena je yi (1) = — 35 (7 — 4)7°. Ked'ze vieme,
Ze prvy exponent je rovny jednej a vyraz v d’alsom rozvoji je
rovny dvom, tak d’alsi najnizsi rad bude \y = 2 z vyrazu
e2(=2y1(7) + 3y2(7)). Takisto si mozeme vsimnit’, ze jednotlivé
¢leny asymptotického rozvoja budi polynémy a bude pre ne
platit’, Ze so zvysujucim poradim ¢lena v rozvoji sa stupen

polynému zvysi o dva.

Riesenie 1lohy s pozadovanou presnost’ou sme teda nasli. Zapiseme ho
pomocou rozvoja ([2.2.8)):

,7_2

1
y(T) ~ Y +7 - 5E(T — 47, (2.2.10)
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2.2. Asymptotické metody KAPITOLA 2

Prepisanim tejto rovnice do povodnych suradnic dostaneme aproximaciu vysky
projektilu:

1 1
x(t) ~ —égt2 + U()t - ﬁ(gt - 4U0 7
0

Ak porovname toto riesenie s rieSenim perturbovanej tlohy (2.1.3)), mézeme

(2.2.11)

si vSimnut’, ze rieSenie je identické s prvym ¢lenom nasho asymptotického
rozvoja (2.2.11). Inymi slovami mozeme povedat’, ze ak polozime ¢ = 0,
potom dostavame pomocou hl'adaného rozvoja presné riesenie. Toto rieSenie
bude pomerne presné aj pre dostato¢ne nizke hodnoty a linedarny c¢len rozvoja

bude zvySovat’ jeho presnost’.

2.2.2.2 Priklad 2 - diferencialna rovnica druhého radu

Dalsf motivaény priklad, ktory uvedieme, je autorom vymysleny priklad oby-
cajnej diferencialnej rovnice druhého radu s pociatoénymi podmienkami. Pa-

rameter € < 1 sa nachadza pri prvej derivécii hl'adanej funkcie:

y'(t) + 2ey/(t) —y(t) = 0,

y(0) =0, (2.2.12)
y'(0) =1.
Funkciu mozeme opét’ zapisat’ v zakladnom tvare (2.2.3)):
dy(t) ., dy(t)
E(y7€) - A2 + 2 dt _y(t)v
c=1,
A=0, (2.2.13)
y(A
Py, = [, P
@A) -1

V tejto ulohe vieme I'ahko vypocitat’ explicitné riesenie, takze h'adany asymp-
toticky rozvoj mozeme porovnat’ graficky. Zistime tak, ako vel'mi sa rozvoj
odlisuje od skutocného riesenia. Riesenie zapiseme rovnako ako v predchadza-
jucom priklade pomocou asymptotickej expanzie . Tentokrat vsak bude
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2.2. Asymptotické metody KAPITOLA 2

hl'adané riesenie zavisiet’ od premennej t. Z nasho zadania potom vznikne
problém, ktory sa opét’ da rozpisat’ na systém rovnic podl'a radu parametra.
Budeme hl'adat’ prvé tri ¢leny rozvoja, preto ocakavame, ze aproximacia bude

presnejsia, ako keby sme aproximovali riesenie iba pomocou dvoch ¢lenov.

(w0 () + Myl (8) + M5 (1) + .. )+

+ 2e(yp(t) + M () +..) — (wo(t) + eMun(t)...) =0, 2214
y0(0) + eMy1(0) + e*?y 0)+...=0,
y6(0) + My (0) + eMyh(0) + ... =1,

Pre najnizsi rad, ktory neobsahuje parameter o(1) plati:

o(1): yg(t) —wo(t) =0,
Y0(0) = 0,45(0) = 1,
Dana rovnica je homogénna diferencidlna rovnica druhého radu.
Pri rieSeni jej charakteristickej rovnice vzniknu dva korene
r+ = £1. Po zohl'adneni pociatotnych podmienok je teda riesenie

¢'—e”' Takisto ako v predchddzajicom

tejto podilohy yo(t) =
priklade sa pozrieme na d’alsie ¢leny, aby sme mohli uré¢it’
koeficienty v rozvoji . Najblizsi clen, ktory najviac prispieva
k zmene hodnoty riesenia je 2¢y/(t). Preto polozime parameter

A =1

o(e): yi(t) —um(t) = —2u5(t),
Na rozdiel od predchadzajicej casti prikladu, teraz zadana

diferencialna rovnica ma nehomogénnu cast’ na pravej strane.

Riesenie tejto rovnice je potom y;(t) =

parameter A\, = 2.

o(e?): Yo (t) — yo(t) = —2y1(¢),
y2(0) = 0,y5(0) =0,
Riegenie rovnice je y,(t) = t2 €t+46‘t 4 tet;e—t
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2.2. Asymptotické metody KAPITOLA 2

Nasli sme aproximéciu rieSenia pomocou troch ¢lenov:

t ot —t ¢ 2 t ot
gt~ 8 4 T (—+t> S (2.2.15)

2 2 2

Kvoli zisteniu, ze dobre asymptotické riesenie sa podoba skutoé¢nému, na
obrazku je uvedené grafické porovnanie rieSeni vypracované v programe
Wolfram Mathematica 9.0. Pri pohl'ade na obrazky zistime, ze pre vel'mi
malé hodnoty parametra ¢ nadobudaji aproximéacie pomocou 'ubovol'ného
poctu ¢lenov rozvoja dostatocné vysledky na sledovanom intervale. So zvy-
Sujucou hodnotou parametra sa aproximacia pomocou jediného ¢lenu stava
nedostatocne presnou (porov. obr. , e = 0.01). Na najvyssej sledovanej
hladine parametra ¢ = 0.1 dava dostato¢nu presnost’ uz len najviac aproxi-
mované rieSenie s tromi clenmi rozvoja .

2.2.2.3 Priklad 3 - singularna dloha

Doposial’ sme uviedli priklady, ktoré sa dali pomocou asymptotického rozvoja
I'ahko spocitat’. Existuju aj ulohy, pre ktoré plati, Ze nemaji expanziu, ktord
koverguje k hl'adanému rieseniu. V literatire [I4] je uvedeny taky priklad.

/¢ m4 funkéné hodnoty prilis malé na to, aby sa dali charakteri-

Funkcia e~
zovat’ pomocou rozvoja ([2.2.8)).

Problém s rieSenim pomocou metédy malého parametra sa vyskytuje aj v
prikladoch linearnych alebo diferecianych rovnic, kedy parameter vystupuje
pri ¢lene najvyssieho stupna rovnice osamote. RieSenie tohto problému si

uvedieme na priklade kubickej rovnice z knihy [14], cvicenie 1.18 (e):
L(r,e)=ex’ -3z +1=0,
P(y(cT A),e) = 0.

Ak by sme rozvoj popisali pomocou , potom v prvom kroku:

(2.2.16)

e(ad+3eMake +..) = 3(wo +eMay + P+ ) +1=0, (2.2.17)

rovnicu, v ktorej sa nenachadza kubicky c¢len:

— 320+ 1=0. (2.2.18)
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e=0.1
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Obr. 2.1: Porovnanie skutoéného riesenia obycajnej diferecncialnej rovnice

(2.2.12)) s jeho asymptotickym rozvojom s 1, 2 a 3 ¢lenmi na intervale [0, 3].

a dolny obrazok zobrazuje riesenie s ¢ = 0.001. Uvedené su styri grafy fun-

keif: skutocné riesenie (plnd, modra), riesenie s jednym (bodkovana, fialovd),

dvoma (plnsie bodky, zelenohnedd) a troma ¢lenmi rozvoja (Giarkovana, ze-

lend).
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Pri hl'adani druhého ¢lenu rozvoja polozime \; = 1:

zy — 3z = 0. (2.2.19)
20000
10000
X 0
>
-10000
~20000 | 7
-6000 -4000 -2000 0 2000 4000 6000
X

Obr. 2.2: N4ért rieSenia rovnice ([2.2.16|) v tvare ex® = 3z — 1 pre ¢ = 107".

Tieto rovnice s linedrne a poskytuji preto jediné riesenie z() = % + 5
Zo zékladnej vety algebry vieme, Ze rovnica ma tri rieSenia, takze
pomocou rozvoja nemozno dostat’ iplné riesenie. Ostatné riesenia z tohto
rozvoja nemozeme ziskat’ totiz preto, lebo aproximacia iba pomocou prvého
clena je identicka rieSeniu, kedy by sme v rovnici polozili € = 0.

Obrazok zobrazuje rieSenie rovnice pre vel'mi nizke hodnoty para-
metra. Hodnoty rieSeni si naopak vysoké, preto sa mozeme domnievat’, ze
niektoré cleny asymptotickej expanzie budi nepriamo imerné parametru e.

Riesenie podl'a [14] napiseme v tvare:
x~el(mg+eMa +.. ). (2.2.20)
Hodnotu ~ urc¢ime tak, aby sa exponenty parametra ¢ v:
e (gf 4 3eM e + .. ) — 37 (xo + Moy +FeMay +..)+1=0 (2.2.21)
v jednotlivych vyrazoch rovnali. Pri porovnani druhého a tretiecho vyrazu

(v = 0) dostdvame vyssie skimany rozvoj a prvého a tretieho vyrazu (v =
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2.2. Asymptotické metody KAPITOLA 2

—1/3) ostane v druhom vyraze ¢len s nizsim radom. Preto ndm ostava po-

rovnat’ vyrazy vzniknuté z kubického a linedrneho ¢lena. Vtedy polozime
v=-1/2.

o(e72): 23 — 32 =0,
Nulové riesenie zodpoveda najdenému rieSeniu rovnice .
Preto berieme do tvahy riesenia 2 = ++/3. Najblizsi najnizsi
exponent sa nachadza v tret’om konstantnom vyraze ('), preto

A =1/2.

o(e%):  3xdry — 3z, +1=0,
Vypocitame rieSenie rovnice: 2% = —1 /6. Ag uréime z rozvoja

prvého ¢lena Ay = 2\ = 1.

o(e2):  3wor? + 3awy — 30 = 0,
Riegenie rovnice je 8% = +/3/36.

Po vypocitani rovnice pomocou asymptotického rozvoja ([2.2.20)) sme na-

koniec nasli vsetky hl'adané riesenia:

1 1
1 - =
x 3+581’

3 1 V3
@_, /2_1
@ \[E =t e (2.2.22)

® \/§ 1 V3
W =/ - -
e 6 36
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Obr. 2.3: Skutocné riesenia (plnd, modrd) rovnice (2.2.16) a asymptoticky

rozvoj (12.2.22)) (zelena, ciarkovanad).
@22

Na obrazku (2.3)) je zndzornené porovnanie realnych a aproximovanych rie-
Seni v zavislosti od vel’kosti parametra €. Mozeme si vSimnut’, ze druhy koren

rovnice sa pre vicsie hodnoty vacsmi odchyl'uje od presného rieSenia. Moze to
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byt sposobené skutocnost’ou, ze jeho asymptoticky rozvoj ma iba dva cleny

v porovnani s ostatnymi rieSeniami.

2.2.2.4 Nelinearne zobseobecnenia Black-Scholesvej PDR pomo-

cou metédy malého parametra

V jadre naSej prace sa budeme venovat’ vypoctu cien opcii nelinearnych mo-
delov. Ako bolo vyssie spominané, explicitné riesenie modelov vo vSeobecnosti
neexistuje, preto treba pri vypocte zvolit’ iny pristup. Riesenie sa pokisime
najst’ pomocou asymptotickej metédy - Metody malého parametra. Téato
cast’ prace je sucast’ou clanku [9], ktorého autorom je aj autor tejto prace.
Zodpovedajicu tlohu napiSeme v zékladnom tvare ([2.2.3)):

L(V,e) =0,V + %OS(H, S, T —1)S?02V + (r — q)SOsV —rV =0,
c=1,

A=T,

P(V(S,A),e) =V(S,A),

(2.2.23)

pricom V = V(S,t) a ako bolo spominané v predoslej kapitole: H = S92V
Uloha je pocitana pre eurdopsky typ call opcie.

Tak ako v predchadzajicej casti by mohol problém nastat’ v pripade
existencie singularity spominanej v publiacii [14] v danom probléme, ked'ze
parameter sa nachddza pri najvysSom stupni 92V parcidlnej derivécie rov-
nice. Funkcia o(H, S, T —t) mé vsak taky tvar, v ktorom ak by nastal pripad
¢ = 0, potom sa rovnica zmeni na povodnu Black-Scholesovu PDR a najvyssi
stupen parcidlnej derivacie sa zachova. Rovnica je preto regularna a mozno
na 1u aplikovat’ reguldrny asymptoticky rozvoj ([2.2.8).

Kvoli multidimenzionalite problému bude ciel’'om vypocitat’ prvé dva ¢leny

asymptotickej expanzie (2.2.8]):
V(S,t) = Vy(S,t) + eMVi(S,t). (2.2.24)

14 i 14 vnicu v (2.2. 07 ANt 3
Parcidlnu diferencialnu rovnicu 2.2.23) mozeme rozpisat’ podl'a radu
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2.2. Asymptotické metody KAPITOLA 2

exponentu parametra:
LV, e) = Lo(V) 4+ ML (V) +eM2Lo(V) + ... (2.2.25)

Ked'ze parameter ¢ vystupuje v Black-Scholedovej PDR iba v ¢lene s fun-
kciou volatility, tak z jednotlivych spominanych modelov z predchadzajicej
kapitoly vieme zistit’ blizsie informaciu o exponentoch A;. Modely, v ktorych
parameter nevystupuje v menovateli, budi obsahovat’ iba jeden exponent,
preto £;(V) = 0 pre Vi > 2. Iné modely (napr. model s vplyvom dominant-
ného investora) s parametrom v menovateli sa daji rozpisat’ do asymptotic-

kého radu, pre ktory bude platit’, Ze exponenty tvoria aritmeticky rad:

)\1 - )\,
Ao = 2],

(2.2.26)
Az = 3],

Tieto exponenty sa budu zhodovat’ v oboch radoch (2.2.24]) a (2.2.25)), aby
bolo mozné vypocitat’ cleny asymptotického rozvoja riesenia.
Vidime, Ze chyba aproximacie (2.2.24) je rddu O(e*}). Preto budeme

uvazovat’ parameter € nadobudajici dostatoéne nizke hodnoty. Pre hodnoty

e > 0 je potrebné pre zlepsenie aproximacie zvysit’ pocet ¢lenov v ([2.2.24)).
Nakol'ko budeme pocitat’ iba dva cleny expanzie, PDR mozeme zredu-
kovat’ na rovnicu s dvomi clenmi. Ostatné ¢leny maji parametre s vyssim

exponentom a preto nam k pozadovanému rieSeniu nebudu prispievat’.
L(V,e) = Lo(V) + Ly (V). (2.2.27)
Do tejto rovnice potom mozeme dosadit’ h'adané riesenie (2.2.24)):
LV,e) = Lo(Vy + M) + €70, (vo + gm) . (2.2.28)

Oba operatory Ly, £; rozvinieme na principe Taylorovho rozvoja s dvomi
¢lenmi vo Vj:
dLy

L(V,e) = Lo(Vp) + eki—ﬁ)(%)m + & (cl(vo) + eAW(vo)vl) . (2.2.29)
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Ked'ze v nasom pripade je operdtor Lo(V') linedrny vo V', jeho symbolicka
derivacia bude znamenat’:

Ly

o (Vo)Vi = Lo(Vh). (2.2.30)
Rovnicu (2.2.29)) upravime:
A A ALy
L(V,2) = £o(Vi) + LafVi) +2* ( £2(V) + 2L (o) Va
e
= Lo(Vo) + N Lo(V) + La(e) + 2 2oy (223

=0.

Nakol'’ko ilohu budeme riesit’ pre eurépsku Call opciu, doratame pocia-

tocné podmienky pre jednotlivé ¢leny rozvoja:
PV (S, A),e) =V(S, A) = Vy(S, A) +e V1 (S, A) = max(S—E,0). (2.2.32)

Parcidlna diferencidlna rovnica ([2.2.31)) a aj pociatocna podmienka ([2.2.32))

obsahuje stistavu rovnic podl'a rdadu exponenta parametra e:

o(1):  Lo(Vpy) =0,
Vo(S, A) = max(S — E,0).
Riesnie prvého clena je riesenim Black-Scholesovej PDR (1.2.4]),

preto tito podilohu nie je potrebné pocitat’.

o(e*): Lo(Vi) = —L1(Vo),
Vi(S, A) = 0.
Této tloha m4 rovnaky tvar ako Black-Scholesova PDR (1.2.4)),
na pravej strane vSak obsahuje nehomogénnu cast’, ¢o znacne
skomplikuje riesenie aj napriek tomu, ze pociatocna podmienka je
nulova. V nasledujicej kapitole sa budeme venovat’ vypoctu tohto

problému.
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Kapitola 3

Odvodenie explicitného
nelinearneho vzorca pre cenu

opcie

3.1 Odvodenie pre nelinearnu funkciu volati-
lity

V tejto casti prace sa budeme venovat’ popisaniu a odvodeniu vzorca ceny
opcie pocitaného pomocou metédy malého parametra. Explicitny vzorec sa
poktsime odvodit’ pre vSeobecny rdmec nelinearnych modelov popisanych v
kapitole a odvodenie je tak ako predchadzajica cast’ sicast’ou ¢lanku
[9], ktorého autorom je aj autor tejto price. Spominané modely sa lisia v

zapise funkcie volatility. Po blizSom analyzovani mozeme polozit’ funkciu vo-

latility (1.4.1)):
o=0.(H,S,T—t)~&*(1+B(T —t)STH™). (3.1.1)

Pravi cast’ funkcie sme aproximovali na zaklade (2.2.27), kvoli tomu, ze
pozadujeme z dovodu vel'’kosti problému iba prvé dva ¢leny. Funkciu B(T —t)
sme polozili ako funkciu zavisiacu od casu do expiracie. Tak ako doteraz

uvazujeme H = SO2V ako stcin ceny akcie s druhou parcidlnou derivéciou
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ceny opcie podl'a ceny akcie, ktord sa inak nazyva gamma opcie. Z dovodu
neskorsieho jednoduchsieho zapisu sme pouzili vieobecné exponenty v—1, d—
1.

Riesenie mozeme zapisat’ v podobe s dvomi ¢lenmi expanzie:

V(S,t) = Vo(S,t) + e Vi(S, ). (3.1.2)

Mozeme si vSimnut’, ze v aproximacii sme pouzili namiesto povodného Aq,
exponent totozny s exponentom parametra v (3.1.1]), aby sme mohli podobne
ako v casti (2.2.2.4)) porovnat’ rovnaké exponenty v PDR ([2.2.23]). Tito rov-

nicu moézeme pre funkciu (3.1.1]) rozpisat’ pomocou funkcii £;(V) z (2.2.25)

s tvarom exponenta A\; = A, i=0,1:

1
Lo(V) =0,V + 5&252831/ + (r — q)S9sV —rV,

5 (3.1.3)
L(V)=B(T - t)?sv(sagvy?

Z konca predoslej kapitoly mozeme zapisat’ ulohu Ly(V;) = —L£4(Vp), ktori

chceme v nasej préci riesit’ pre eurépsku call opciu:

Lo(Vi) = —A(T — )STHS, (S,t) € (0, 00) x [0, 7],

) (3.1.4)
Vi(S,T) =0, S € (0,00),

kde bezrozmernd velicina je definovana pre prvy clen rozvoja (2.2.24) H =
SOV a Lo(Vy) = 0,V + %62523?;‘/1 + (r — q)S0sVh — rV;. Ked'ze funkcia
casu do expiracie B(T —t) zavisi od konkrétneho modelu, kvoli jednoduchosti
zadanej ulohy sme polozili A(T'—t) = B(T'—t) "—22 a Cas, v ktorom sa aplikovala

koncova podmienka A = T je Casom expiracie opcie.

3.2 Vypocet vzorca

V tejto sekcii sa pokusime vypocitat’ rieSenie parcidlnej diferencidlnej rovnice
(3.1.4). Kvoli tomu potrebujeme poznat’ riesenie Vy. Z kapitoly 3 knihy [20]
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vieme:

~2
dyy = 7 (3.2.1)

T=T-—t,
kde vyraz N(d;) je hodnota distribuénej funcie standardizovaného normél-

neho rozdelenia v bode d;. Preto vyraz vystupujici na pravej strane (3.1.4)

ma tvar:

e~ N'(dy)
SoT

Idea riesenia nelinedrnej rovnice je transformacia siuradnic tak, aby vzni-

0Vy = (3.2.2)
nutd rovnica bola linedrna a v zdkladnom tvare. Casovi premennd trans-
formujeme na premennu vyjadrujicu cas ostavajici do expira¢ného casu a
premennu S logaritmicky transformujeme. Napokon rovnicu pomocou expo-
nencialy pretransformujeme na zakladnu parabolicki rovnicu. Podobne ako
v [20]:

T=T—1t,

S = Fe", (3.2.3)

ety (x, 7) = Vi(S, 1),

pricom konstanty « a [ zvolime tak, aby koeficienty pri ¢lene s funkciou

V(S,t) a ¢lene s jeho parcidlnou derivdaciou podla hodnoty podkladového

aktiva v (3.1.4]) boli nulové:

_1 q—r

T e

5:_(&_2+T+q+(r_Q)2>:_6_2a2_7, (3.2.4)
8 2 262 2 '

Po tprave PDR (j3.1.4) dosadenim transformovanych premennych (3.2.3) do-

stavame:
5.2
—eaHﬁTaTu + ea”mgaiu = —A(1) E"e™" e~ 07

u(z,0) = 0.
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Mozeme vidiet’, ze pociatoéna podmienka je aj po transformacii nulova. Upra-
vené d; ma po transformacii premennej udavajicej hodnotu podkladového

aktiva tvar:

T

) \/; — ; + (1 — a)a\/;_ (3.2.6)

Zo Statistiky vieme, ze derivacia distribuc¢nej funkcie standardizovaného nor-
malneho rozdelenia je jeho hustota:
1 22

N'(z) = vorali (3.2.7)

Napokon upravime rovnicu a dosadime vyraz (3.2.2)), takze rovnica, z ktorej

budeme vychédzat’ pri vypocte:

p

~2
O-u — O—@iu — EY _A T)ef2;27_m2+['y757a(175)]x
2 (27627)2 (z,7) € R x [0,T],
o [Bras+§(1-a)?6%r
u(z,0) =0, r € R.

\

(3.2.8)
7 diferencidlneho poctu vieme, ze vSeobecné riesenie nehomogénnej parabo-

lickej PDR:

Ou — a*d?u = f(x,t), (z,t) € R x[0,00],

u(z,0) = u’(z), r€R, (3.2.9)

sa da vypocitat’ ako stucet integralu homogénneho riesenia a integralu kon-

volucie:
u(x, ) = / Gz — s, 7)u’(s)ds + / / Gz —s,7—1)f(s,)dsdl,
—o0 0 —00
1 2
G(&,t) = s

(3.2.10)

pricom v nasej ulohe je funkcia u°(z) nulové pociatocné riesenie a funkcia
f(x,t) nehomogénna ¢ast’ na pravej strane PDR a Greenovo tepelné jadro:

£2

e 262t (3211)

G(&t) =

252

]H

34



3.2. Vypocet vzorca KAPITOLA 3

Vzhl'adom na to, ze pociatoéna podmienka je nulova, tak aj integral z nulovej

funkcie je nulovy a teda riesenie sa redukuje iba na vypocet druhého integralu

z (13.2.10)):
T oe] _ (zfs)2 Y
P L T S
0 Jooor/2m02(T — 1) (2mw62l)2 (3.2.12)

o327+ [1—0—a(1=0)|s—[B+ao+5 (1-a)26%]7 ;. 1

Ak oznacime E X P sicet oboch exponentov eulerovho ¢isla, potom uprave-
nim na Stvorec dostavame vyraz:

22 — 218 + 52 )
EXP=— 2y —b—a(l-0)]s—
i —p et i al=d)ls

— [B—i-qé—i-g(l —a)%Q} [ =

4=, o+ [y—0—a(l—-0)] (T —1)
20 62(1 — 1)

K 2
— {B + g0 + 5(1 — 04)2621 l

:_5T+(1—5)z{82_2x+[7—5—a(1—5)&2(7—1)]

S—

- 262(r — 1)
262(1 — 1)l 5t + (1—0)l st

t4+[y—6—a(l-46)] 6% -1 ’
+ S+ (1=0)l ‘-
) x+[75a(15)}32(75)lr}

0T+ (1 —6)l

- {ﬁ+q5+g(1—a)262 - 2&2(9;2—0 -
__5T+(1—5)z{8_x+[7—5—@(1—5)}&2<7—z)l}2+
262 =)l 6t + (1 —4)l

x —d—a(l=0)]6*(r—1 ’
 letbh—d-et-a)eC-n)

262(r — 1) [67 + (1 — 0)]]
- [6+q5+ g(1 - a)2621 - ﬁ
(3.2.13)
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3.2. Vypocet vzorca KAPITOLA 3

Vyraz sme upravovali na stvorec kvoli tomu, ze integral na mnozine redlnych
¢isel z hustoty norméalneho rozdelenia je z tedrie pravdepodobnosti ista uda-
lost” a teda rovny jednej. To vyuzijeme v tprave celkového riesenia ((3.2.§]),
pricom musime vynasobit’ rieSenie Specidlnou jednotkou kvoli disperzii nor-
malneho rozdelenia:

{m+['y—6—a(l—6)]&2(7—l)}2
l)e 262 (r—1)[sT+(1-5)I]

u(z, ) = /T £
R+ /2w (T — l)(27r621)g

—[B+as+E(1-a)?6?)i- o | 2w (T — 1)1
e 264 (T—1) -~
0T+ (1-9)I
S 1 _raan [ at=d-a(1-9)]s*(r-D), 2
o 202D s S+ (1—0)1 ds dl —
o 2w62(T—1
SrH(1=0)l

zQZ 172
A(l)e 262(r—D)[67+(1-8)] 262(r—1)

/0 (2762)31°F /o7 + (1 — 0)l

[y—6—a(1-8)]al | [y—6—a(1-58)]262(r—1)

s 2:2
sTra=or T 2[67+(1—6)l] _[6+q5+5(1_0‘) e ]l

e dl.

(3.2.14)

Do posledného vyrazu exponentu mézeme dosadit’ tvar konstanty £ z (3.2.4)):

0 252 0?4 0 5 2, 0 9.9
ﬁ+q5+§(1—a)a =-Ga —r+q5+§a + dad +50°6" =
/\2 5
:qé—r+%a2(5—1)+§&2(1—2a):
-2
B o° 5 0.4 1 qg—r B
_qé—r+?a (5—1)+§0 [1—2<§+ o )] —

~9 ~2

:qé—r+%a2(5—1)+6(r—q):r(5—1)+%a2(5—1):

= (r + %20z2> (06 —1).

(3.2.15)
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Dosadenim vyrazu (|3.2.15)) do upravy riesenia (3.2.14)) dostavame:

T EY I—[67+(1-8)1] 22
u(z,T) = / 5 5-1 A(l)e?? -0l +a-9)]
e e T i

3.2.1 Vypocet vzorca pre § # 1

V tejto casti predpokladdme, ze parameter o # 1. Preto mozeme racionalne

funkcie vystupujice v exponente (3.2.16|) upravit’ na parcidlne zlomky:

l Lt (1=9l—-6r 1 oT 1
ST+(1 =8 1-8§ 6r+(1=8  1-6 1=+ (1=
(=101 C
—— =Al+ B+ ——
PPy A R ey ¢ T
(3.2.17)
kde vyrazy A = ﬁ, B = W a(C = —% a celkovo vyraz (13.2.16)):
T _E’Y z2 1
uer) = [ Aye St
o (2ma2)2l7z (/o1 + (1 —6)l
['775711(176)]17[776704(175)]1(57' 1 +[7*57a(17§)}262l
e = -5 STH(1—0)l 2(6—1)
~y—6—a(l— 26'27' y—6—a(l— 262 7'2 &2 2
6[ : 2(1(_5;52)] _[2(16_5)2([52}(1—5(;1] _(”‘70‘ )(6_1)ldl _

T E’Y
:/ on 3,01 A(l)
o (2m62)2l7z (/o1 + (1 —6)l

y—b—a(1—68)]%62 52 N—b—a(l-8)|z [v—6—a(1-6)]%62+
{[ oa-1) _(T+2a2)(5_1)},+{[ 2=l | fros-e0-b)]
e

_{5z2+[7—5—a(1—5)]x67+[7—6—a(1—6)]262572} 1
e

262 -6 2(1—6)2 or+(1-06)1

dl.
(3.2.18)
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3.2. Vypocet vzorca KAPITOLA 3

Povodné riesenie tlohy (3.1.4]) sa dd potom odvodit’ nasledovne:
Vi(S,7) = ey (2, 7) =
(2752)%
T R (3.2.19)
/ A e{w(r+2a2)(6l)}l
—1
o 17 /0r+ (1)l

{ %+ [7*6*&(};5)]1574} ['yféfa(lf6)}2626f2 } 1
(&

1 2(1—6)2 ST+(1-0)1

dl,

kde substituované premenné x,7 pochadzaju z transformécie (3.2.3). Ich

spatnym nahradenim bude mat’ rieSenie tvar:

y—i—a(1-6)]%52

=96 [ }
Y 1-5 ﬂ—&-ﬁ T
Vi(s,7) = — (5) Jrs

PN
(2m62)z \E (3.2.20)
/ _ A(l) 6Kl—M(3)mdl,
0o 'z \/oT+ (1 —9)l
kde vyraz:
2
[y =6 —a(l-46)]" 6
K = 0—1 3.2.21
S TR G (3:2.21)
funkcia:
) S\ [y=d—a(l=¢8]ér S [7—5—04(1—5)}26267'2
M(S) = In — In =
(%) 262(DE) - 1-0 oM 2(1—0)?
(3.2.22)
a premenna 7 = T — t. Tuto premennt sme nechali v transformovanom

zapise, kvoli jednoduchsiemu vyjadreniu vo vzorci. Zaroven vyjadruje c¢as do

expiracie opcie ako bolo spominané pri jej zadefinovani.

3.2.2 Vypocet vzorca pre § =1

Pre tplnost’ riesenia zadania ((3.1.4) vypocitame aj moznost’, v ktorej je pa-
rameter 6 = 1. Pokrac¢ujeme v tuprave funkcie u(z,7) z tvaru (3.2.16)), do
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3.3. Analyza citlivosti rieSenia podl’a premenngch KAPITOLA 3

ktorej dosadime urceny tvar parametra:

(e 57

TR =Dl (=1)26%(r=1)
U(ZE,T):/ ——A Tt o7 dl =
V2 A2
0 Ve (3.2.23)

T v _ (=122 [(v=Dz | (=126 |, 42
:/ L B ]
0o V2moiT

Dosadenim do funkcie spred transformécie dostavame vyraz:

Vi(S, 1) = eo‘xJ’BTu(x,T) =

2,2 2,2

EY S\ . m$? [T _G=1% l2+[<v—1>m+<w—1) & ]z

= ——— (%) Ale 2 ? dl.
V2roir \E 0

(3.2.24)

Rovnako ako v pripade, kedy parameter v nie je rovny jednej, sme ponechali

¢asovi premennu vo forme casu do expirécie.

3.3 Analyza citlivosti rieSenia podl’a premen-
nych

V d’alsom kroku by sme chceli riesenie (3.2.20) analyzovat’ na zaklade cit-
livosti jednotlivych premennych vstupujicich do vzorca. Problémom je vel-
kost’ vzorca a fakt, ze premenné S, 7 vstupuju do vzorca na viacerych po-
ziciach. Preto moze sposobovat’ problém jednoznacéne urcit’; ¢i sa tieto pre-
menné priamo alebo nepriamo timerné vyslednej hodnote opcie. Vzhl'adom
na to, ze parametre v a ¢ su dané vSeobecne, nemozno urc¢it’ exponenty vy-
razov. Ak vSak Ciastocne upresnime ich hodnoty, potom sa vyrazy vo vzorci
(3.2.20) znacne zjednodusia. Taktiez sa ukazuje, ze modely popisané v casti
(1.4.1)) nadobuidaju tie hodnoty, ktoré zjednodusia vzorec riesenia.

Citlivost’ na premennej S budeme skiimat’ na zdklade zmeny pomeru
ceny akcie S a expiracnej ceny E kvoli tomu, ze podiel S/E je bezrozmerna
veli¢ina.

Najjednoduchsi tvar nadobudne vzorec v pripade, ak su obidve premenné

rovné v = 0 = 1. To nastdva v Lelandovom modeli, pre ktory Leland od-
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3.3. Analyza citlivosti rieSenia podl’a premenngch KAPITOLA 3

vodil pre call opciu explicitny vzorec v praci [16]. Tymto pripadom sa teda

nebudeme zaoberat’.

3.3.1 Model s parametrom v =1

Ked” porovname tvar funkcie volatility (3.1.1)) s funkciami pre nelinedrne
zovSeobecnenia v ([1.4.1]), tak zistime, Ze sem patria modely:

e Model s vplyvom dominantného investora (Frey-Stremmeho model)
e Model so vzrastajicou trhovou volatilitou
e Risk Adjusted Pricing Methodology

Vzorec sa zjednodusi nasledovne:

V(s = 2 (§>“*““) o=,

(27r(32)g E
/ _ A(l) (1=8)al=M(S) 5=y g7 _
o 'z \/oT+ (1-=96)l
_ E 5 ﬁe_qT /T _ A(l) e(l_é)ql_M(S)mdl,
(2762)2 E 0o Iz 6T+ (1-6)l
(3.3.1)
pricom
5 S\ ? S (1 —a)*6267?
M(S) = s (ln E) + [(1 — a)(ST] In 5 + I (3.3.2)

Pri analyzovani zdvislosti hodnoty V;(S,t) od podielu S/E pozorujeme
kvoli nezapornosti vSetkych vyrazov, ze zavislost’ je kladna na zaklade vy-
skytu podielu pred odmocninou. Na druhej strane podiel sa vyskytuje aj vo
funkcii M(S) z . V prvom vyraze funkcie vystupuje podiel v kvadra-
tickom tvare logaritmu podielu, takze akédkol'vek zmena od podielu S/E =1
znizuje funkéni hodnotu exponencidly kvoli zapornému znamienku. Naopak
druhy vyraz obsahuje logaritmus podielu, preto sa zvysSenie podielu prejavi

v znizeni hodnoty exponentu. Ak porovname oba ¢initele pred vyrazmi 2%
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3.3. Analyza citlivosti rieSenia podl’a premenngch KAPITOLA 3

a (1 — a)dr, tak mozeme usudit’, ze celkovo mé prvy vyraz vacsi vplyv na
cena akcie bude rovnat’ expiracnej cene. Zavisi to vSak aj hodnot jednotli-
vych parametrov vystupujicich vo vyrazoch, preto to vo vseobecnosti nemusi
platit’.

Casové premenné ovplyviiuje cenu opcie viacerymi spésobmi. Vyraz e~ 9"
udava nepriamu umeru ceny od casu, zatial' ¢o hranica integrdlu sa zvacsuje
so zvySovanim c¢asu do expirdcie. Ked'ze je vnutro integralu kladné, potom
sa zvysuje aj funkéna hodnota s rasticim casom do expirdcie. Funkcia na-
chadzajica sa vo vnutri integralu je takisto funkciou ¢asu do expiracie, takze
celkovo nie je mozné bez vypoctu jednoznacne urcit’ zavislost’ hodnoty opcie

od casovej premenne;j.

3.3.2 Model s parametrom v = ¢

Druhou skupinou, pri ktorej sa vzorec zjednodusi je model, v ktorom sa

parametre 7, 0 rovnaju. Patri sem napr.:
e Model zohl'adnujuci preferecnie investorov (Barles Sonerov model)

Tentokrat bude vzorec vyzerat’ nasledovne:

a4 —a(1=3) [—a(1—-8)]%52
EY S\t {6+}7
‘/1(5’,7-) = —— <_) e 2(1—06)2
2

(2m62)2 \ B

/T _ A(l) e(l—é)rl—M(S)mdl _

o Iz \/oT+(1—-96)l

_ B 5 e‘”/ _ A(l) e(l—é)rl—M(S)mdl7

(2m62?)2 o 'z \/or+(1—-96)l

(3.3.3)
kde funkcia:
5 S\° S a?527?
M(S) = 552 (1n E) —adTIn o + — (3.3.4)

V porovnani s predchadzajicim mé tento priklad tiez podobné vlastnosti.

Na rozdiel od modelu s v = 1 sa v8ak vykratil podiel S/E, preto je od tohto
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3.4. Explicitné riesenie pre ind koncovi podmienku KAPITOLA 3

pomeru cena opcie zavisld vo vnutri funkcie M (.S). Tentokrat sa zvySenim
podielu zvysi hodnota exponentu pre druhy vyraz vo funkeii (3.3.4), no pre
podiel S/E # 1 sa naopak tato hodnota znizi v prvom vyraze.

Skumanim zavislosti hodnoty opcie na ¢ase do expiracie 7 dospejeme k
rovnakym uvaham ako pre predosly model. Preto budeme zéavislost’ od ¢asu

musiet’ analyzovat’ inym sposobom.

3.4 Explicitné riesenie pre inti koncovua pod-
mienku

V nasej praci sa zaoberame vypoctom hodnoty pre eurépsku call opciu. Zau-
jimavé by vsak bolo zistit’ tvar rozvoja pre iné typy koncovej podmienky.
Casto pouzivanym typom opcie je okrem call takisto aj put opcia, ktord v
Case expirdcie vyplaca investorovi vyplatu V(S,T) = max(E — S,0). Ked'ze
tloha takisto riesi PDR ([1.2.4)), riesenie sa oproti vypoctu call opcie zmenf len
na zaklade zmeny terminalnej podmienky. Ked’ze pouzivame transformovany
cas do expiracie 7, potom mozeme skor hovorit’ o zaciatocnej podmienke.

Podl'a [20] plati pre put opciu poc¢itani Black-Scholesovym modelom:
Vo(S,7) = Ee ""N(—dy) — Se " N(—d) (3.4.1)

a takisto Gamma opcie je totozna s Gammou pre call opciu:
e_qTN’(dl)
oS\T
Do riesenia druhého ¢lena (3.1.4]) rozvoja ([2.2.24]) nevstupuje zaciatoéna pod-
mienka a riesenie Vi(.S,7) vstupuje iba prostrednictvom H = ST. Preto je

Fput = I‘call = Q%V(S, T) = (342)

rieSenie V;(S,7) pre eurépsku put opciu identické s riesenim pre eurépsku
call opciu.

Vypocet explicitného vozrca pre vseobecnii opcni stratégiu vsak je omnoho
zlozitejsie. Ako priklad moézeme uviest’ stratégiu straddle s roznymi expi-

racnymi cenami Fp, Ey pre sucet call a put opcie. Zaciatotnd podmienka v
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premennej 7 je potom:
V(8,0) = VE(S, 1)+ VE (S, 7) = max(S— Ey, 0) + max(E> — S,0). (3.4.3)

Black-Scholesov linearny ¢len ostava kvoli linearite PDR lienarnou kom-
binaciou samostatnych Black-Scholesovych rieseni pre opcie. Pre druhy ¢clen
rozvoja sa meni taktiez ako v predchadzajicom pripade iba I' pre straddle
stratégiu, ktora ma tvar:

B_qTN/(dl (El)) e‘qTN’(dl (EQ))

Fsra e — ~ ~ 3.4.4
traddl US\/F US\/F ( )

Kvoli tomu, ze sa v I' pre straddle stratégiu nachadzaju rozne expiraéné ceny,
nie je mozné spravit’ linearizaciu rieseni na vypocet Vi (S, 7). Vypocet ¢lena

pre zmieSanu stratégiu je preto znacne komplikovanejsi.
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Kapitola 4

Frey-Stremmeho model
nelikvidného trhu a vplyvu

dominantného investora

Vseobecny vzorec z predchadzajicej casti je odvodeny vo vSeobecnom ramci
pre nelinedrne modely (1.4.1)). Frey-Stremmeho model s vlastnymi paramet-
rami zapada do tohto konceptu, preto bude cielom tejto kapitoly zamerat’
sa na popis odvodenia funkcie volatility vedici ku kalibracii modelu. Taktiez

opiseme rozne pristupy kalibracie.

4.1 Popis vytvarania modelu

Ako bolo spominané v sekcii ((1.4.1)), model bol odvodeny prostrednictvom
zovseobecnenia Black-Scholesovho linedrneho modelu. Lisi sa tym, ze volati-
lita nie je konstantna, ale je definovana ako funkcia zavisla od premennych.
Jej tvar spomenieme kvoli prehl’'adnosti:

5'2

2(H, S, T —t)= —
g ( 757 ) (1_psagv)27

(4.1.1)

Funkciu volatility dosadime do povodnej Black-Scholesovej PDR, za vyraz

udavajuci konstantnu volatilitu 6. Zda sa, ze problém nastane kvoli tomu, ze
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4.1. Popis vytvarania modelu KAPITOLA 4

rovnica sa neda zapisat’ v tvare mocninového radu s odliSnymi expontentmi,
aby zodpovedala zapisu ulohy , ktori rieSime v praci. Ak vsak
rovnicu rozvinieme do asymptotickej expanzie, potom nam bude stacit’ urcity
pocet prvych c¢lenov na dosiahnutie asymptotického explicitného vysledku.
Funkciu volatility o(H,S,T — t) upravime na nekoneény mocninovy rad s

postupnost’ou prirodzenych ¢isel na mieste exponentov:

14 pSOFV + (pSOZV)* + ...
14 pSOFV + (pSOFV )2 + ...

5‘2

2(H,S, T —t) =
0( 737 t) (1_p58§‘/)2

= 4 {1 +20S02Vp + p? [3(S02V0)? + 2592VA] + .. }

~ 6 (14 2pSo5Vp) -
(4.1.2)

Ked'ze ulohou tejto prace je vypocitat’ prvé dva cleny rozvoja ceny opcie,
bude opét’ postacovat’ iba nacrtnutd aproximacia funkcie volatility. Pre vhodnu
aproximéciu je potrebné, aby bol parameter p dostatocne nizky, ako bolo
spomenuté v casti (2.2.2.4). V opatnom pripade sa moze priblizovanim me-
novatel'a k nule stat’, ze volatilita bude neohranicena.

Teraz je uz mozné porovnat’ funkciu volatility so vSeobecnym tvarom
zovSeobecnenych modelov . Metoda malého parametra sa teda pre nas
model bude uplatnovat’ pre € = p a pre hodnotu exponentu A = 1. Funkcia
B(7) = 2 preto A(7) a ostatné parametre charakterizujice Frey-Stremmeho

model nadobudaji hodnoty:

A(r) = &,
v=1 (4.1.3)
§=2.

Naozaj sme teda overili, ze model patri do skupiny s v = 1 spominanej
v predchddzajicej kapitole v casti (3.3.1). Ked" dosadime funkciu A(7) a
oba parametre do vzorca (3.2.20]), dostaneme presny tvar vzorca pre Frey

Stremmeho model.
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Vypoéitanim parametrov vieme zistit’ chybu aproximdcie rieSenia (3.1.2)).
Kvoli tomu, Ze exponent parametra A = 1, je aproximacna chyba na turovni
o(p?). Inak moézeme tiito chybu interpretovat’ tivahou, 7Ze ak zaéni byt fi-
nanc¢né derivaty na trhu menej likvidné, potom mé aproximacény vzorec nizsiu

presnost’.

4.2 Postup ziskavania udajov

Na kalibrovanie parametrov modelu potrebujeme zistit’ zavislost’” kazdého pa-
rametra ako funkciu od ceny akcie S a ¢asu 7. Casovid premennt budeme opét’
udavat’ v transformovanom tvare udavajicom cas zostavajici do expiracie.
Preto je potrebné ziskat’ tdaje z redlneho priebehu cien akcie a opcii pre
rozne expirac¢né ceny v case. Udaje su prevzaté z internetovej stranky posky-
tujucej informacie o pohyboch cien akcii, opcii a indexov finance.yahoo.com,
ktory aktualizuje informécie o tychto hodnotach v priebehu niekol’kych se-
kind pocas obchodovacieho dna na financnej burze.

Kazdych péat’ mintt sa stiahli informécie o hodnotach akcii a opcii pre
mnoho expira¢nych cien, ktoré sa zapisali do siboru vyhradeného pre kazdua
expiracni cenu. Problém pri st’ahovani dat nastal kvoli posunu idajov o
casovy usek, ktory nastal na strane webovej stranky. Udaje totiz neboli zve-
rejnené v spravnych casoch, preto bolo potrebné posunit’ tdaje o casovy
usek naspét’.

Kalibrovat’ model je mozné viacerymi sposobmi. Jeden z nich zahina
vypocitanie volatility na zaklade historickych dat a kalibraciu implikova-
ného parametra modelu. Dalsou moznost'ou je kalibrdcia oboch paramet-
rov sucasne na zaklade kipnej a predajnej ceny opcie. Kalibracia je popi-
sand riesenim systému dvoch nelinearnych parcidlnych diferencidlnych rovnic
s dvoma neznamymi parametrami. Rovnice zodpovedaju bid a ask cenam
opcii a riesenie zodpovedd V' (S,7) = Vo(S,7) + pVi(S,7) (resp. V(S,7) =
Vo(S,7) — pVi(S, 7)) postupne pre ask (bid) cenu opcie. Systém rovnic sa

riesi najcastejsie numerickou Newtonovou metédou pre najdenie korena neli-
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nearnej rovnice, no metéda je pre systém relativne komplikovana.
Poslednym riesenim, ako nakalibrovat’ model, je postupna kalibracia pa-
rametra o na zaklade Black-Scholesovho modelu a neskor jej aplikdcia na p

vo Frey-Stremmeho modeli. Nasledovna cast sa bude riadit’ tymto pripadom.

4.3 Postupna kalibracia o, a pimp

4.3.1 Implikovana volatilita a jej existencia

Dolezitym bodom pri kalibracii modelu je vypocitanie implikovanej volatility
Gimpi Na zdklade Black-Scholesovo modelu. Implikovani volatilitu mozeme
definovat’ na zaklade [21] tak, ze Gy > 0 je takd hodnota parametra, pre
ktoru plati, Ze cena opcie je pre cenu akcie rovnu trhovej cene v danom case
rovna skutocnej realnej cene opcie. Inymi slovami, ak dosadime hodnotu im-
plikovanej volatility do Black-Scholesovej PDR, potom riesenie pocitané pre
realnu cenu podkladového aktiva a v danom c¢ase nadobuda realnu hodnotu
opcie na trhu. Implikovanu volatilitu sme pocitali v programe Scilab 5.5.1,
kvoli jednoduchosti a rychlosti vypoctu programu.

Udaje, ktoré sme stiahli obsahovali tri rézne druhy cien:

e Close - je posledné cena, za ktortu bola obchodovand opcia
e Bid - je pontkand cena na kipu opcie

e Ask - je pozadovana cena na predaj opcie

Cena, pomocou ktorej pocitame implikovanu volatilitu dosadzovani do
modelu, je strednou cenou medzi bid a ask cenou opcie, pricom plati nerov-
nost’ Viig < Vask. Takze matematicky vyjadrené:

‘/bid + Vask

Ves = 5

(4.3.1)

Implikovana volatilita na stred medzi bid a ask ma v kazdom case pre kazdy

podiel S/FE vlastni hodnotu, ked'ze je v kazdom ¢ase pocitand pre aktudlnu
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trhovi cenu opcie a akcie. Je to preto funkcia zavisiaca od podielu ceny akcie
a expiracnej ceny S/F a Casu 7.

Implikovana volatilita vo vSeobecnosti nemusi existovat’. Z publikacii [20]
a [21] vieme urcit’ limity pre vel'mi nizku ¢i vysoku volatilitu. Ak uvazu-
jeme spojité vyplacanie dividend, v limite ¢ — o0 sa cena opcie priblizuje
odirocenej cene akcie o dividendy V(S,7) — Se™?". Na druhej strane ak
sa volatilita pohybuje blizko nuly ¢ — 0, potom cena opcie V(S,7) —
max(0,Se™9 — Ee™""). Preto podmienkou na existovanie implikovanej vo-

latility je, aby skuto¢nd trhova cena opcie patrila vypoc¢itanému intervalu:
Viea(S,7) € (max(0,Se™ — Ee™"7), Se™") (4.3.2)

Z tohto intervalu mozeme zistit’, ze ak vzrastie skutoéna trhova cena nad
hranicu odurocenej ceny akcie o vyplacané dividendy, implikované volatilita v
tomto pripade nebude existovat’. V skutoc¢nosti by vSak tato situdcia nemala
nastat’, ked'ze taka je v tomto c¢ase cena akcie, na ktord sa opcia viaze a
ma vysSiu hodnotu ako jej derivat. Implikovana volatilita nebude existovat’
takisto, ak hodnota opcie klesne pod hodnotu max(0,Se 9" — Ee™""). To
sa stane ak je v urCitom case pre nizku expira¢nu cenu vysoka cena akcie.
Podiel je v tomto pripade S/FE > 1 a dolnd hranica intervalu (4.3.2)) je vel'mi
vysoka.

Existenciu implikovanej volatility sme testovali na realnych datach. Na-
ozaj pri nizkych expira¢nych cenach sme zistili, ze v urcitych ¢asoch impli-
kovana volatilita existovat’ nemusi.

Neexistencia volatility sposobuje problém, kedy sa model da kalibrovat’
iba v uzSom intervale, na ktorom nadobtida hodnoty podiel S/E. Riesenim
by mohla byt taka uprava dat, kedy by sme hodnoty cien, pre ktoré impli-
kovana volatilita neexistuje, nahradili cenami zodpovedajicimi implikovanej
volatilite z predchadzajiceho sledovaného ¢asu. Tymto by sme vSak mohli
upravit’ ceny tak, ze by stratili doleziti informéciu, ktord vd’aka vykresl'o-
vaniu realnej situdcie niesli. Preto sme expira¢né ceny, pre ktoré aspon v
jednom case neexistovala implikovand volatilita, nebrali do tvahy v nasom

modeli.
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4.3.2 Kalibracia parametra p

V prechadzajicom odseku sme sa venovali kalibracii implikovanej volatility
o pomocou strednej hodnoty medzi kipnou a predajnou cenou opcie. Zo-
stavajucou ulohou je kalibrovat’ parameter p. Tento parameter sa nachadza
vo funkcii . Cfm vyssf zvolime parameter p, tym sa bude menovatel
vyrazu zmensovat’. Preto sa celkovo funkéna hodnota funkcie volatility zvysi.
Vieme, Ze cena opcie je rastiucou funkciou volatility, preto sa zvysenie ceny
opcie prejavi pomocou rastu parametra p. Preto ho budeme kalibrovat’ po-
mocou rozdielu medzi ask cenou a stredom bid a ask ceny opcie a zmena z
modelu, kde je polozeny p = 0 na model s p = pjm bude zachytavat’ tuto
zmenu. Inymi slovami, stredna cena medzi bid a ask cenou zodpovedala neli-
nearnemu modelu, kde sme polozili paramater p = 0. Mozeme si vSimnut’, ze
tento model zodpoveda linearnemu Black-Scholesovimu modelu s konstantnou
volatilitou. Preto tito cenu mozeme nazvat’ Black-Scholesovou cenou opcie.
Naopak ask cena opcie bude poc¢itand pomocou implikovaného parametra
Pimpl -

Otazkou ostava, ako zistit’ implikovany parameter, ak z redlnych vieme
zistit’ ceny opcii bid aj ask. Na to nam posluzi vzorec a ak uvazujeme
v transformovanej premennej 7, potom:

V(S T) = V(S T)
Pimpl = "8, 7)
Aproximéciu budeme chapat’ podl'a vyssie uvedeného ako sucet

Black-Scholesovej ceny, ktora je stredom medzi bid a ask cenou, a druhého

(4.3.3)

s¢éitanca. Za vysledok suctu povazujeme ask cenu opcie V (S, 7). Preto vypo-
¢et parametra z (4.3.3) je charakterizovany rozdielom medzi ask V' (S, 1) a
Black-Scholesovou cenou V;(S, 7) a tento rozdiel je vydeleny druhym ¢lenom
asymptorického rozvoja ceny opcie Vi (S, 7).

Ked'ze ask a Black-Scholesova cena opcie mé pre iny ¢as 7 ini cenu akcie
S, aj p bude mat’ pre kazdy ¢as réznu hodnotu. Kalibrovat’ model mozeme
takisto pre rozne expiracné ceny. Celkovo preto mozeme povazovat’ parameter

p za funkciu bezrozmernej veliciny S/E a casovej premennej 7.
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4.4 Kalibracia modelu pomocou historickej vo-

latility

Druhé alternativa k vypoctu implikovanych parametrov o a pimpi je pouzi-
tie historickej volatility v modeli. Tento pristup zohl'adnuje vyvoj ceny opcie
pocitanej v minulosti a po vypocte historickej volatility pokracuje rovnakym
sposobom ako predchédzajica moznost’.

Ozna¢me historicku volatilitu symbolom o4;s. Potom tuto volatilitu po-
¢itame ako Standardnu odchylku vynosov za sledované obdobia. Nasa praca
zahtnala denné udaje o vyvoji ceny akcie, preto pocitanim s dennymi vynosmi
dostaneme dennu historicki volatilitu. Pre rotnu potom plati, Zze bude na-
sobkom odmocniny poétu obchodovacich dnif burzy oft , = v/2520L,,, ked'ze
volatilita je odmocninou disperzie.

Historické volatilita charakterizuje mieru roznorodosti ceny aktiva v po-
slednom obdobi. Cifm viac sa cena vychyli, tym vyssia bude hodnota o;s.
Vypocet je zalozeny na predpoklade, ze volatilita v poslednom obdobi ostane

d’alej na rovnakej tirovni.
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Kapitola 5
Kalibracia na realne data

Frey-Stremmeho model popisany v predoslej kapitole sme kalibrovali na da-
tach firmy Apple Inc. za obdobie 3.1.—27.1.2015 s expira¢nym ¢asom 30.1.2015
pri drokovej miere r = 1%. Vyvoj ceny akcie je zobrazeny na obrazku (j5.1)).

114

112

o, 110

108

106

0.07 0.06 0.05 0.04 0.03 0.02
T

Obr. 5.1: Vyvoj ceny akcie firmy Apple Inc. v ¢ase od 5. janudra 2015 do 27.

janudra 2015. Cas 7 je merany v pocte rokov, ktoré ostavaji do expirdcie.
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5.1. Skumanie vijvoja implikovanej volatility oimp KAPITOLA 5

Posledné dni pred expriaciou sme nebrali do ivahy, ked'ze islo o typ ame-
rickych opcii, ktoré mohli byt uplatnené tesne pred expiraciou, ¢o znacne
negativne ovplyvnilo vypocty. Vyska vyplacanych dividend bola za dané ob-
dobie ¢ = 1.7%. Udaje boli ziskané pre celoéiselné expiraéné ceny v rozpiti
E € [100,130] okrem hodnoty E = 129. Pocet dni, kedy je burzovy trh
otvoreny, bol v modeli predpokladany na 252 dni.

Hodnoty parametrov je mozné kalibrovat’ iba pre diskrétne hodnoty po-
dielov S/E a pre diskrétne casy 7, pre ktoré boli idaje stiahnuté. Nasim
ciel'om je vSak ziskat’ funkciu volatility zavisli od tychto premennych v spoji-
tych ¢asoch. Na grafické vykreslenie zavislosti funkcie od akychkol'vek hodnot

premennych je v praci pouzita interpolacia funkcie tretieho stupna.

5.1 Skumanie vyvoja implikovanej volatility
Oimpl

5.1.1 Implikovana volatilita pocitana s Black-Scholesovymi
cenami opcii

Ako sme uviedli v predoslom odseku, prvym parametrom, ktory sme pocitali
pri postupnej kalibrécii modelu, bola implikovana volatilita ratand pomocou

zékladného modelu (|1.2.4)) s Black-Scholesovymi cenami opcii. Funkcia impli-

kovanej volatility pre Black-Scholesovu cenu opcie je vykreslend na obrazku

62.

Kvalitativne vlastnosti funkcie implikovanej volatility

Z obrazku sa zd4, ze implikovany parameter zostava priblizne kon-
stantny v zavislosti od podielu S/E pre kazdd ¢asovi hodnotu. Preto sme
vykreslili obrdzky (5.3), ktoré charakterizuju implikovant volatilitu ako fun-
kciu od podielu S/FE na konci vybranych obchodovacich dni na burze.

Na prvych troch podgrafoch obrazka mozeme pozorovat’ jav "wo-

latility smile”, teda implikovand volatilita nadobida nizsie hodnoty pre tie
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S/E

Obr. 5.2: Funkcia volatility (ops) pocitand na zdklade Black-Scholesovho
modelu poc¢itand pre stredni hodnotu bid a ask ceny, zavisla na podiele S/E

a case T.

expiracné ceny, ktoré si blizsie k aktudlnej cene opcie, zatial' ¢o pre vel'mi
odlisné expiracné ceny je implikovana volatilita vyssia. Na poslednom ob-
razku to nie je mozné potvrdit’, tvar krivky méa skor rastici charakter.

Na oboch obrazkoch a si vSak mozeme vSmnut’ mierne ras-
ttci trend volatility vzhl'adom na ¢as priblizujtici sa expiracii. V poslednom
tyzdni, ked’ 7 < 0.02, volatilita zacina prudko rast’, co moze byt dosledkom

toho, ze opcie su amerického typu.

5.1.2 Volatilita nelinearneho modelu

Do nelinedrneho zasahuje na rozdiel od zjednoduseného modelu volatilita

inym sposobom.
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Obr. 5.3: Funkcia volatility ako funkcia pomeru ceny akcie a expiracnej ceny

v konkrétnom case.

5.1.2.1 Volatilita pocitana pomocou nelinearneho modelu

Pocas kalibracie Frey-Stremmeho modelu sme pocitali implikovani volatilitu
pomocou modelu a potom kalibrovali parameter p na zadklade rozdielu
ceny medzi ask cenou a bid-ask stredom. Na tento model sa mozme tiez
pozerat’ ako na zakladny model , ktory obsahuje nekonstatni funkciu
volatility. Ttto volatilitu mozme pocitat’ rovnako ako pre zakladny tvar ako
funkciu podielu S/FE a ceny do expiracie 7. Volatilitu oznac¢ime ako Frey-
Stremmeho volatilitu opg a z odvodime:

B o
11— pimplsag‘v| ’
Funkcia by mala rovnaky tvar ako implikovana volatilita z predchadzaju-

ceho odstavca ((5.2)), keby sme vo funkcii volatility (5.1.1)) polozili parameter

ors(S/E,T) (5.1.1)
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p = 0. Do modelu vsak vstupuje nezdporny implikovany parameter pjyp.
Ked'Ze vo vyraze sa nachadzaji kladné ¢initele S a 9%V, hodnota meno-
vatel'a poklesne rastom p. Celkova hodnota volatility preto vzrastie, takze
v kazdom bode je funkcia volatility pre kalibrovany Frey-Stremmeho model

vyssia ako implikovand na stred medzi bid a ask cenou.

1.05

S/E

Obr. 5.4: Funkcia volatility (org) pocitand kalibrdciou na Frey-Stremmeho

model.

Na obrézku (5.4) je zobrazena Frey-Stremmeho volatilita pre nakalibro-
vané data. Rozdiel medzi obrazkami (5.2) a (5.4) nie je viditel'ny, takze roz-
diely v hodnotéch volatility si rddovo ovel’a mensie ako samotné hodnoty.

5.1.2.2 Implikovana volatilita na ask cenu opcie

Frey-Stremmeho volatilitu org mozeme vnimat’ ako volatilitu, ktori celkovo
kalibrujeme na ask cenéch opcie. Teda do nelinedrnej PDR ([2.2.23)) vstupuje
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prave tato cena opcie. Iny sposob pocitania volatility na tieto idaje je moz-
nost’ vypocitat’ implikovanu volatilitu priamo na predajni cenu opcie. Inymi
slovami v linedrnom modeli ([1.2.4)) pocitame implikovani volatilitu na ask
cenu. Tieto odlisné sposoby nedavaji rovnaky vysledok ale mézeme porovnat’
vysledky, ktoré dostaneme vypoctom.

Z literatury [20] a [21] vyplyva, ze v lineérnom Black-Scholesovom modeli
je cena opcie rasticou funkciou Volatlhty > 0. Preto vieme zhodnotit’,
ze implikovana volatilita poc¢itand na vyssSiu cenu je vyssia ako keby bola
pocitand na nizsiu cenu opcie. Preto aj v tomto pripade bude implikovana
volatilita na ask cenu vyssia ako implikovand volatilita na bid-ask stred. Jej
nécrt je na obrdzku (5.5)). Rovnako ako v predchddzajicom pripade je rozdiel

medzi volatilitami vel'mi nizky:.

S/E 1.05

Obr. 5.5: Implikovana volatilita (o) po¢itand na linedrnom modeli ((1.2.4]

s ask cenami opcie.
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S/E

OFs

O impl

Obr. 5.6: Frey-Stremmeho volatilita (opg) a implikovana volatilita (). V

kazdom bode plati nerovnost’ o, > org, preto volatilitu opg nevidno.
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Obr. 5.7: Frey-Stremmeho volatilita (opg, modrou) a implikovana volatilita

(Cimpl, flalovou) ako funkcia pomeru ceny akcie a expiracnej ceny v case.
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Frey-Stremmeho a implikovand volatilita na ask cenu sa obe pocitaji
pomocou totoznych hodnot parametrov. Preto méa zmysel ich porovnavat’
a zistit’ ich vzdajomny vzt’ah. Na obrazkoch si zobrazené pre rozne
expiracné ceny a casy do expiracie a vycislené pre tie isté casy ako
(©-3)-

Vidime teda, ze implikovana volatilita na ask cenu nadobtida v porovnani
s Frey-Stremmeho volatilitou vécsie hodnoty. Z obrazka vsak este vieme
vydedukovat’, ze pre hodnoty akcie blizke expiracnej cene sa hodnoty oboch

volatilit lisia menej ako pre vzdialenejsie hodnoty.

5.2 Skumanie vyvoja parametra p

Obr. 5.8: Implikovany parameter pin,, pre Frey-Stremmeho model.

Druhy paramter, ktory vo Frey-Stremmeho modeli kalibrujeme je pippi-

Ako uz bolo uvedené parameter urc¢uje mieru nelikvidity trhu. Predpokla-
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dédme, ze hodnoty parametra budu vel'mi nizke, aby pre kalibraciu Frey-
Stremmeho modelu pocitana metdéda malého parametra dévala dostatocne
presné hodnoty. Aj mélo badatelny rozdiel medzi obrazkami (5.2)) a ((5.4)

implikuje skutocnost’ nizkych hodnot pimp.
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0.001 0.001

0.000 0.000

0.85 0.90 0.95 1.00 1.05 0.85 0.90 0.95 1.00 1.05
S/E S/E
| 7=8/252 7=3/252

0.008 0.0035

0.0030

~ 0.006, — 0.0025

£ £0.0020

< 0.004 £0.0015

0.002 0.0010

0.0005

0.000 0.0000

0.85 0.90 0.95 1.00 1.05 0.85 0.90 0.95 1.00 1.05
S/E S/E

Obr. 5.9: Implikovany parameter p;,, ako funkcia S/E kalibrovany na konci

niektorych dni.

Kalibrovany parameter p;n,, je vykresleny na obrazkoch a .
Hodnoty parametra si naozaj nizke, preto aproximdcia funkcie o(H, S, 7)
aj s uvazenim obrazka ([5.12)) nebola nevhodné.

Na grafe mozeme pozorovat’ zvySené hodnoty parametra v casoch 7 =
0.063 a 7 ~ 0.028. Hodnoty parametra zavislého od S/FE si v tomto case
zobrazené na . Vyvoj cien akcii a opcii (tabul'ky a [5.2)) zazname-
nal v tychto obdobiach vysoky vzrast, co mohlo nepriamo zapri¢init’ vzrast

prametra v tomto obdobii.
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7=16/252 T=7/252
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Obr. 5.10: Implikovany parameter p;m, v obdobi prudkého vzrastu akcii a

opcil.
Expiracné cena E
Cas Cena akcie | 103 | 108 | 113 | 118 | 123
07/01/2015 15:30 107.84 7 411.965 | 0.875 | 0.38
07/01/2015 16:00 107.75 | 6.925 | 3.95 | 1.925 | 0.85 | 0.385
08/01/2015 09:30 109.04 8| 4.625 | 2.415 | 1.085 | 0.48
08/01/2015 10:00 110.06 | 8.25 | 4.975 | 2.565 | 1.15 | 0.485

Tabul’ka 5.1: Vyvoj cien akcie a opcii na konci 17-teho a zaciatku 16-teho dna

pred expirdciou opcii (7 = 16/252, kurzivou) pre vybrané expiracné ceny.
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Expiracnd cena E
Cas Cena akcie 104 122 123 124 125
21/01/2015 15:30 109.96 | 7.125 | 0.24 | 0.63 | 0.19 | 0.145
21/01/2015 16:00 109.55 6.9 | 0.24 | 0.605 | 0.18 | 0.145
22/01/2015 09:50 110.37 7410265 0.71| 0.21 | 0.166
22/01/2015 10:00 110.37 | 7.25 1 0.235 | 0.71 | 0.185 | 0.146

Tabul'ka 5.2: Vyvoj cien akcie a opcii na konci 6smeho a zaciatku siedmeho

dna pred expiraciou opcii (7 = 7/252, kurzivou) pre vybrané expira¢né ceny.

Interpretacia vysledkov kalibracie p sa moéze vzt’ahovat’ na nelikviditu
trhu v obdobi vysokych hodnot parametra. Parameter p moze byt interpre-
tovany na zéklade odvodenia aj ako normovany rozdiel medzi ask
a bid-ask strednou cenou opcie pomocou ¢lena Vi(S, 7). Na zdklade toho
mozno pozorovat’, ze v tabul'ke , ktora popisuje spravanie sa ceny opcie
s expiracnou cenou E = 111, sa rozpétie medzi bid a ask rapidne zvysilo na
prelome sledovanych dni. Ponukova bola prilis vysoka vzhI'adom k dopytovej

cene, preto opcia nebola dostatocne likvidnou.

Cas Cena akcie | Bid | Stred | Ask
07/01/2015 15:30 107.84 | 2.63 | 2.655 | 2.68
07/01/2015 16:00 107.75 | 2.58 2.6 | 2.62
08/01/2015 09:30 109.04 | 29| 3.15| 34
08/01/2015 10:00 110.06 | 3.25 3.3 13.35

Tabulka 5.3: Vyvoj cien akcie, bid a ask opcii na konci 17-teho a zaciatku
16-teho dna pred expirdciou opcii (7 = 16/252, kurzivou) pre expiraéni
cenu £ = 111 (v ¢ase 7 = 16/252: S/E = 0.982). Parameter mal hodnotu
p = 0.0093.
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5.3 Faktory citlivosti

Dolezitou charakteristikou v problematike ocenovania opcii je skiimanie cit-
livosti roznych faktorov vplyvajucich na vytvoreny model. Analyzovanim
vplyvu tychto "Greeks” faktorov zistime lepSie zavislosti medzi parametrami
modela. Zameriame sa najmé na vplyv volatility na hodnotu opcie. Vieme,
ze volatilita, s ktorou sa obchoduje na trhu, je vel'mi $pecificky parameter,
ktory sa neda jednoznacne zmerat’ a zavisi vo vel'kej miere od trhu a jeho

mvestorov.

5.3.1 Parameter Vega T

Zavislost” medzi cenou V' a volatilitou o vyjadruje faktor citlivosti Vega: T =
‘g—‘;. Podl'a knihy [20] sa da pre Black-Scholesov model vypocitat’ explicitny

vzorec pre europsku call opciu:
TBS = EG_TTNI(dQ)\/;. (531)

Problém nastava, ked’ chceme parameter vypocitat’ explicitne pre Frey-
Stremmho model. Cena opcie je zlozena z dvoch zloziek asymptotického roz-

voja, pricom prvy ¢len je definovany pomocou explicitného vzorca. Z (2.2.24)):

ov  9(Vy + pV; oV;
Tps= L 0ot oV) oy o OV (5.3.2)
oo oo oo

Riesenie V; z (13.2.20)), do ktorého su dosadené hodnoty (4.1.3)), je vsak pri-
vel'mi komplikované na to, aby sme vedeli jednoducho vypocitat’ parcidlnu

derivaciu podl'a o. Parcidlnu derivaciu sme vSak pocitali pomocou programu
Mathematica 9.0.

Obréazok sa pokusime interpretovat’ na jednoduchom priklade. Pre dany
cas a expiracnui cenu budeme sledovat’ zmenu ceny za jednotku zmeny vo-
latility, co vlastne udava Y. Vybrali sme pre nas nazorny priklad expira¢nu
cenu na zaciatku sledovaného obdobia, pre ktori S/E =~ 0.97. Cena opcie
pre bid-ask stred bola 3.4$, zatial ¢o sa opcia pontkala za ask 3.5$, teda

jej vzrast Vigeq — 1.03V,4,. Parameter sa da pre tento Cas a expira¢ni cenu
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Obr. 5.11: Parameter T pg zavislosti ceny opcie od volatility o pre Frey-

Stremmeho model.

aproximovat’ T = 10, ¢o sa da interpretovat’ ako vyjadrenie, ze ak hodnota
volatility vzrastie o 1%, potom hodnota opcie vzrastie o 10%. Preto ocaka-
vany vzrast volatility je desat’krat nizsi ako ceny opcie, teda v nasom priklade
to je 0 — 1.0030.

Ked naopak porovname vzrast volatility pre oba modely, pre ktoré sa
dané ceny opcii pocitaji, potom tento vzrast sa da vyjadrit’ o — o(1+ pST).
Pokusime sa odhadnit’ na akej irovni sa nachadza veli¢ina ST'.

Z obréazka (5.12) mozeme usudit’, ze ST' ~ 3. Teda celkovo vzrast o —
o(1 4 3p) mé zodpovedat’ predpokladanému vzrastu o — 1.0030. Preto bu-
deme ocakavat’, ze parameter vplyvu dominantného investora bude radovo na
urovni p =~ 0.001. Tento predpoklad sa zhoduje s kalibrovanim implikovaného

parametra na obrazku ((5.8)).
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Obr. 5.12: Bezrozmern4 velicina ST'.

5.3.2 Vega zavisi od Zommy

Ak vsak chceme zistit’ viac informacii o zavislosti, ako sa vyvija T explicitne
od premennych v modeli, naprogramovana derivacia nam zial' nebude stacit’.
Na druhej strane sa moézeme pokiusit’ vypocitat’ derivaciu nepriamo pomocou
vzorca.

Povodné zadanie nasej ulohy, kde nehomogénna zlozka zavisela od
' = 9%V}, sme pretransformovali na transformovani tilohu , ktoru sme
pocitali pomocou dvojného integralu. Tento mézeme naspét’ transformovat’

do povodnych siradnic tak, ze nam vznikne tloha:
Vi(S,7) = / / G(S, 5,7 1: ) F(RVi(s, L o), s, o)ds dl,  (5.3.3)
0o JRr

kde G je Greenovo tepelné jadro a funkcia F' je nehomogénna prava strana

PDR, ktora charakterizuje ilohu. RieSenie sa da teraz parcidlne diferencovat’
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podl'a premennej o:

MZ/ /G;(S,S,T,Z;U)F(P,S,Z;O')—i—
do 0o JR

+G(S,s,7,l;0)F.(P,s,l;0)+ (5.3.4)
?V,

+ G(S,S,T,Z;U)FJQ(RS,Z;U)M

dsdl,

kde sme oznacili P = 92V;(s,l;0) a pomocou horného indexu v podobe
ciarky je naznacend parcialna derivacia.

Celkovo sme tym ukazali, ze Vega Y pg priamo zavisi od Greek tretieho
radu Zommy povodného Black-Scholesovho modelu %. Tento faktor citli-
vosti sme taktiez vykreslili na obrazku . Popisuje citlivost’ zmeny para-
metra [' na zaklade zmeny hodnoty volatility. Blizsie je parameter popisany

v dizertacnej praci [0].

Obr. 5.13: Greek treticho radu Zomma
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5.3.3 Zavislost’ ostatnych parametrov na "Greeks” vys-
Sieho radu

Podobne mozeme ukéazat’, ze aj iné faktory citlivosti zavisia od faltorov vys-

sich radov. Podstatou zostava, ze riesenie v tvare integralu konvolicie mo-

zeme derivovat’ podl'a dotyéného parametra. Rad sa kvoli druhej parcidlnej
derivacii z (5.3.4)) posunie o dva rady nasledovne:

e pre Deltu: A = 2% bude zévisiet’ od Speed(Vp) = %,

e pre Thetu: © = —2¥ bude zdvisiet' od Color(Vp) = a§2?r'

Rovnako ako to platilo pre parameter Zomma, aj tieto parametre udavaju
postupne zavislost’ zmeny I' od zmeny hodnot ceny akcie S a casu do expiracie

T.

5.4 Kalibracia prostrednictvom historickej vo-

latility

Druhy sposob kalibrovania modelu (4.4]) v porovnani s predchadzajicim pri-
stupom vypocita v prvom kroku historicki volatilitu namiesto implikovanej.
Ostatné kroky kalibracie ostavaji nezmenené.

Ocenovanie opcii pomocou vypoctu s historickou volatilitou nie je pova-
zované za vel'mi presny pristup k problému. Volatilita ¢asto nema ustalent
tendenciu, preto jej vyvoj v ¢ase moze byt’ roznorody. Napriek tomu mozeme

urobit’ kalibraciu pre porovnanie s predchadzajicim modelom.

5.4.1 Parameter o

Obdobie, za ktoré sme pocitali historicku volatilitu na zaklade ceny akcie,
sme stanovili na jeden mesiac. Rotné hodnota volatility potom vysla ;s =

0,237. Tentokrat teda je parameter ¢ = o, konstantny, preto budeme
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graficky zobrazovat’ volatilitu (5.1.1]) na ilustraciu jej vyvoja:

Ohis
ors(S/E,T) = T pi;lg ok (5.4.1)

Jej vyvoj znazornime na obrazku (5.14]). Vo vyvoji orpg mozno taktiez ako
pre (5.4) pozorovat’ rasticu tendenciu pri casoch priblizujicich sa k expira-
cii. Tentokrat vsak dosahuje parameter o dost’ nizsie hodnoty. Tento jav je
sposobeny faktom, ze hodnota oy, je nizka v porovnani s hodnotami im-
plikovanej volatility. Mozeme teda predpokladat’; ze hodnoty p budu znacne
vyssie ako v pripade prvej kalibracie. Preto mozeme povedat’, ze kalibracia
pomocou historickej volatility nie je najspravnejsi pristup. To dokazuje pre
nase trhové déta aj obrdzok (5.15]). Skutotné ceny totiz dosahuji vyrazne

vyssie hodnoty ako hodnoty pocitané pre historicku volatilitu.

v I
Ly S

S/E 1.05

Obr. 5.14: Funkcia volatility (org) pocitand kalibraciou prostrednictvom his-

torickej volatility na Frey-Stremmeho model.
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S
S =N WA N

0.07 0.06 0.05 0.04 0.03 0.02
T

Obr. 5.15: Vyvoj trhovej (modrd) a teoretickej ceny opcie (fialovd) pre his-

toricku volatilitu a pre expiracni cenu E = 108$.

5.4.2 Parameter p

Tak ako pre postupnu kalibraciu parametrov pocitame parameter pjm,, na
obr. a .

Parameter podl'a predpokladu dosahuje vel'mi vysoké hodnoty. Obrazok
zobrazuje zaporné hodnoty parametra. Implikovand volatilita dosaho-
vala nizsie hodnoty, preto v tychto pripadoch nemusel vyjst’ kladny vysledok.

Na obrazku nie sui zobrazené vysoké hodnoty pre cas bliziaci sa
expiracii a S/E > 1 alebo S/E < 1. Dévodom si nizke hodnoty odvodenej
funkcie V;(S,7) v tychto bodoch (5.18)). Takisto si mozeme vSimnut’ tvar
druhého ¢lena funkcie, ktory pripomina zvycajny tvar parametra 'y = 92V,
Tato uvaha zodpoveda odseku , tentoraz vSak sa posiva rad parcialnej

derivéacie aj pre samotnu funkciu.
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S/E

Obr. 5.16: Vyvoj parametra pjm, s pristupom s historickou volatilitou.
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Obr. 5.17: Parameter pj,,; na konci niektorych dni pre historickd volatilitu.
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Obr. 5.18: Druhy ¢len rozvoja

S/

1.05

E

3.1.2

s pristupom s historickou volatilitou.

Funkcia takisto zavisi od faktora citlivosti pre Black-Scholesovu cenu

opcie, v ktorom je parcidlna derivicia znizend o dva stupne.
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V préaci sme sa venovali ocenovaniu opénych derivatov na zaklade riesenia
nelinedarnych parcialnych diferencidlnych rovnic. Jej cielom bolo analyzovat’
rieSenia nelinedrnych parcidlnych diferencidlnych rovnic, ktoré mali na roz-
diel od linearneho modelu nekonstantnu volatilitu zavisli od niekol’kych pre-
mennych. Ked'ze explicitné rieSenie pre vSeobecny ramec nelinedrnej Black-
Scholesovej rovnice neexistuje, zvolili sme iny pristup. Hodnotu opcie sme
pocitali rozvinutim rieSenia do asymptotického rozvoja. Ciel'om bolo vypo-
citat’ prvé dva cleny tohto rozvoja pre spolocny tvar funkcie volatility neli-
nearnych modelov. Situdacia bola ul’ahcend faktom, ze prvy clen zodpovedal
rieSeniu linearnej Black-Scholesovej rovnice, preto predmetom zaujmu sa stal
druhy ¢len rozvoja. Na zaver sme prezentovali ziskany explicitny vzorec na
zéklade kalibracie parametrov ¢ a p Frey-Stremmeho modelu nelikvidného
trhu.

V prvych dvoch kapitolach sme sa venovali teoretickej problematike prace.
Sucast’ou prvej casti je ivod do nelinearnych modelov a ich prehl'ad. V dru-
hej casti sme sa venovali asymptotickej metéde malého parametra, ktoru
sme prezentovali pomocou nami vytvorenych, ¢i prebratych prikladov z pub-
likdcie [14]. Tieto priklady sme uviedli v zdkladnom tvare (2.2.3)), z ktorého
sme na zaver kapitoly odvodili zékladni tlohu pre hodnotu opcie. Prinosom
prace v nasledujicej casti bol Uspesne odvodeny explicitny vzorec (|3.2.20))
pre druhy ¢len asymptotického rozvoja hodnoty opcie na zaklade rovnakého
tvaru funkcie volatility z roznymi hodnotami Specifickych parametrov. Ulohu

sme riesili pre eurépsku call opciu, no ukéazali sme, ze pre eurépsku put opciu
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ma druhy clen rozvoja rovnaky tvar. Zaverecné kapitoly sme venovali Frey-
Stremmeho modelu, ktory bral do ivahy moznost’ nelikviditu na finanénom
trhu, a jeho kalibracii. V stvrtej kapitole sme popisali parametre, ktoré cha-
rakterizuju Frey-Stremmeho model na zaklade funkcie volatility a jej
aproximacie. Na zaver sme vysvetlili myslienku myslienka kalibracie para-
metrov a uviedli moznosti pristupov ku kalibracii. V poslednej kapitole sa
nam podarilo ziskané vysledky kalibrovat’ na realnych datach trhu. Rovnako
boli sme parametre ¢ a p znazornili graficky, pricom boli uvedené mozné pri-
¢iny ich spravania. Spravnost’ o¢akavanych vysledkov potvrdil aj priklad z
odseku (5.3.1)). Prezentovali sme aj citlivost’ rieSenia na volatilite o a ukazali
sme, ze tento faktor, no aj iné, priamo zavisia od faktorov vyssieho radu. V
zaverecnom odseku sme sa venovali kalibracii prostrednictvom implikovanej
volatility, no podl'a predpokladov tento pristup neposkytuje vhodné vysledky.

Napriek prinosu prace v podobe explicitného tvaru rieSenia pomocou
dvoch ¢lenov rozvoja (3.1.2), nemusi davat’ nase rieSenie hodnoty s dosta-
tocnou presnost’ou. Chyba aproximéacie dvoch ¢lenov expanzie je pre Frey-
Stremmeho model o(p?), ¢o pri zvySenych hodnotich parametra moze byt’
rddovo priblizne o(1072). Moznost’ou, ako zlepsit’ presnost’, je vypocitat’ na-
sledujuci ¢len rozvoja. Avsak kvoli velkému poctu vstupujucich premennych
uz do nehomogénnej PDR pre druhy c¢len, moze tloha pre nasledujici ¢len
vo vel'mi vel'kej miere zvySovat’ ndro¢nost’ vypoctu.

V kazdej ulohe, pre ktort je riesenie vypocitané iba priblizne, je dolezitym
faktom, ako je aproximované rieSenie spravne vzhl'adom na presné riesenie.
Jednou z moznosti je porovnanie s numerickym pristupom k danej proble-
matike. Tomuto porovnaniu sa venujeme v ¢ldnku [9], ktory nadvézuje na
diplomovi pracu. Porovname v nom aproximované rieSenie s numerickymi

metodami zalozenymi na Newtonovej metdde.
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