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Abstrakt v ²tátnom jazyku

HURBAN, Martin: Statická stabilita trojzloºkových systémov, Univerzita Komenského

v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matema-

tiky a ²tatistiky; ²kolite©: doc. RNDr. Peter Guba, PhD., Bratislava, 2015, 52 s.

V na²ej práci analyzujeme proces tuhnutia ternárnych zmesí prostredníctvom rovníc

riadiacich tuhnutie v primárnej dendritickej vrstve. Uvádzame parametrické redukcie

vedúce k explicitnému rie²eniu jednorozmerného základného stavu riadiacich rovníc.

Zaoberáme sa redukciami pri nenulovej makroskopickej rýchlosti tuhnutia. V práci iden-

ti�kujeme niektoré vlastnosti koncentra£ných polí zodpovedné za statickú nestabilitu

základného stavu. Pri istých redukciách uvádzame explicitný tvar staticky neutrálne

stabilných kriviek v priestore okrajových hodnôt.

K©ú£ové slová: ternárne zmesi, staticka stabilita, tuhnutie, dentritická zóna,

konvekcia, vztlaková sila



Abstract

HURBAN, Martin: Static stability of three-component systems, Comenius University in

Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied

Mathematics and Statistics; Supervisor: doc. RNDr. Peter Guba, PhD., Bratislava,

2015, 52 p.

We analyze a model for the primary solidi�cation of a three component alloy. We

identify a number of parametric reductions of the underlying di�erential system, allo-

wing explicit solutions for the non-convecting one-dimensional base state of the system.

Of particular interest are the cases with a �nite rate of macroscopic solidi�cation. We

identify some local properties of the concentration �elds, important from the viewpoint

of static stability of the system. For some reductions we determine explicit formulae

for the static stability boundaries in the parameter space of initial liquid compositions.

Keywords: ternary alloy, static stability, solidi�cation, mushy layer, convection,

buoyancy
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Úvod

�túdium tuhnutia viaczloºkových zmesí vná²a poh©ad do mnohých oblastí ©udského

poznania, £i uº ide o metódy odlievania sú£iastok v metalurgii, popis pohybov zem-

ského jadra alebo správanie sa vrchných vrstiev oceánov.

Tuhnutie viaczloºkových zmesí je pomerne zloºitý proces, ktorého v²etky aspekty

e²te nie sú známe. Po£as tohto procesu vzniká medzi tuhou a kvapalnou fázou dendri-

tická vrstva, a práve táto vrstva je zodpovedná za nehomogénnu ²truktúru vznikajúcej

tuhej fázy. V tejto pórovitej vrstve dochádza k redistribúcii tepla medzi tuhou a kvapal-

nou fázou, uvo©¬ovaniu skupenského tepla ako aj k difúzii prímesí. Objektom skúmania

sú podmienky potrebné pre vznik prúdenia v tejto vrstve, pretoºe práve typ a intezita

prúdenia výrazne ur£ujú �nálnu makrosegregáciu tuhej fázy.

Pre vznik konvektívnych tokov v kvapaline je hnacím motorom vztlaková sila. Takéto

prúdenie môºe vznika´ napríklad ak vrchná vrstva kvapaliny je hustej²ia ako spodná,

£o môºe by´ spôsobené bu¤ teplotným alebo koncentra£ným gradientom. Príkladom

konvektívneho prúdenia pohá¬aného teplotným gradientom je ohrev vody zo spodnej

hranice, kde teplej²ia a teda menej hustá voda je pod vrstvou studenej vody. Situácie,

kedy je hustej²ia kvapalina nad red²ou, nazývame staticky nestabilné a ku konvenkcii

dôjde v momente, kedy vztlaková sila prekoná viskóznu a iné odporové sily v kvapaline.

Konvektívne prúdenie môºe v prítomnosti viacerých difúznych polí vznika´ i za staticky

stabilných podmienok, t.j. ke¤ hustota v kvapaline klesá s vý²kou. Tento fenomén sa

nazýva dvoj-difúzne prúdenie a prúdenie vzniká v¤aka rôznej rýchlosti difúzie dvoch

polí. Príkladom z prostredia oceánogra�e je prísun £istej a studenej vody z ©adovca do

mora. Viac sa moºno do£íta´ v [10].

Vztlakovou silou pohá¬ané prúdenie je £asto prítomné v systémoch, kde prebieha

fázová zmena. Takéto systémy môºu zah¯¬a´ okrem kvapalnej zloºky rôzny po£et prí-

mesí. Systém s jednou prímesou sa nazýva binárna zmes. Je známe, ºe po£as tuhnutia

binárnych zmesí vzniká pórovitá dendritická vrstva tvorená z dobre vyvinutých kry²-

tálov. Tuhnutie binárnych zmesí je analyzované napr. v prácach [15], [16].

Konvektívne prúdenie môºe vzniknú´ v dentritickej vrstve, pretoºe sú v nej prítomné

teplotné a koncentra£né gradienty.

V dendritickej zóne je v¤aka relatívne vysokému pomeru povrchu a objemu kry²-
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tálov udrºiavaná termodynamická rovnováha. Dôsledkom toho je väzba teplotného a

koncentra£ných polí prostredníctvom krivky liquidus ternárneho fázového diagramu.

Preto sú v modeloch tuhnutia zmesí teplotné a koncentra£né pole lineárne zviazané,

£ím v binárnych zmesiach nie je splnená nutná podmienka vzniku dvoj-difúzneho prú-

denia. V binárnych zmesiach je v²ak mnoho zaujímavých otázok k ²túdiu, z ktorých

niektoré sú rozoberané v [5], [6], [7], [13], [14].

Okrem skúmania binárnych zmesí sú podnety z industriálnej sféry pre ¤al²í rozvoj

v oblasti správania sa konvektívneho prúdenia v ternárnych zmesiach. Numerické si-

mulácie týkajúce sa �nálnej makrosegregácie zliatin boli urobené v prácach [11], [12].

Tieto práce boli zamerané na kvantitatívne presné predikcie priebehu tuhnutia a mak-

rosegregácie zliatin.

Laboratórne experimenty týkajúce sa trojzloºkových vodných roztokov v prácach

[2], [4] odhalili nové skuto£nosti o procese tuhnutia ternárnych roztokov, konkrétne

formovanie dvoch typov dendritických vrstiev - primárnej a sekundárnej. Model uve-

dený v [3], ktorého ²peciálny prípad je model tuhnutia binárnych zmesí popísaný v

[14], predstavuje moºnos´ skúma´ podmienky pre vznik konvektívneho prúdenia v pri-

márnej dendritickej vrstve. Tento model zah¯¬a difúzny aj konvektívny prenos tepla

a prímesí, viazaný cez podmienku termodynamickej rovnováhy. Pre tento model bola

v [14] vykonaná analýza lineárnej stability základného stavu (stavu bez prúdenia) a

pre ²peciálny prípad bolo získané analytické rie²enie, ktoré osvet©uje prí£iny vzniku

konvektívnych prúdení v ternárnej zmesi.

Model z [3] je ¤alej analyzovaný v [9], kde je skúmaná istá limita, ktorá vykazuje

nové mody nestability základného stavu, vznikajúce pri rozdielnych rýchlostiach vylu-

£ovania prímesí a ich po£iato£ných koncentrácií.

Cie©om tejto práce je analýza základného stavu modelu pre primárnu dendritickú

vrstvu popísanú v [3] a [9]. Na²im cie©om je taktieº skúmanie vplyvu parametrov na

statickú stabilitu základného stavu prostredníctvom analytických a numerických rie²ení

základného stavu.
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1 Ideálna trojzloºková dendritická vrstva s konvek-

ciou

Budeme sa zaobera´ modelom pre trojzloºkovú dendritickú vrstvu, ktorej riadiace rov-

nice sú popísané v [3, str. 313]. Model popisuje oblas´ medzi dvoma pozíciami z̃ = V ′t′

a z̃ = H ′+V ′t′, ktorá sa pohybuje v £ase t′ danou kon²tantnou rýchlos´ou V ′. O hrúbke

dendritickej vrstvy H ′ predpokladáme, ºe je kon²tantná. Hustota kvapaliny sp¨¬a

ρ′ = ρR [1− α (T ′ − T ′R)− α1 (C ′1 − C ′1R)− α2 (C ′2 − C ′2R)] , (1)

kde α a αj (j = 1, 2) sú koe�cienty tepelnej a koncentra£nej roz´aºnosti a R ozna£uje

referen£ný stav. Riadiace rovnice [3, 2.2] pre teplotu T ′, koncentrácie C ′1 a C ′2, po-

diel pevnej £asti φ, tlak p′ a Darcyho rýchlos´ u′ v sústave pohybujúcej sa zárove¬ s

rozhraním z′ = z̃ − V ′t′ sú

c̄ (φ)

(
∂T ′

∂t′
− V ′∂T

′

∂z′
+ u′·∇T ′

)
=∇

(
k̄ (φ)∇T ′

)
+ Lv

(
∂φ

∂t′
− V ′ ∂φ

∂z′

)
, (2a)

(1− φ)

(
∂C ′j
∂t′
− V

∂C ′j
∂z′

)
+ u′·∇C ′j =∇ ·

(
D̄j (φ)∇C ′j

)
+ (1− kj)C ′j

(
∂φ

∂t′
− V ′ ∂φ

∂z′

)
,

pre j = 1, 2, (2b)

T ′ = T ′0 +m′1C
′
1 +m′2C

′
2, (2c)

u′ = −Π′ (φ)

µ

(
∇p′ + ρ′gk̂

)
, (2d)

∇·u′ = 0, (2e)

kde c̄ (φ) = φcs + (1− φ) cl je efektívne ²peci�cké teplo dendritickej vrstvy; cs a cl sú

merná tepelná kapacita pevnej a kvapalnej fázy; k̄ (φ) = φks + (1− φ) kl je efektívna

tepelná vodivos´ dendritickej vrstvy; ks a kl sú tepelné vodivosti pevnej a kvapalnej

fázy; D̄j = (1− φ)Dj je D̄jdifuzivita prímesy j v dendritickej zóne a Dj je difuzivita

prímesy j v kvapalnej fáze zóny; T ′0 je teplota topenia £istého materiálu; Π′ (φ) je per-

meabilita dendritickej vrstvy; µ je viskozita kvapalnej zloºky; g je gravita£né zrýchlenie;

a k̂ je jednotkový vektor v smere osi z′. Predpokladáme, ºe segrega£né koe�cienty kj a

sklony plochy liquidus sú kon²tantné. Vo v²eobecnom prípade by tieto rovnice záviseli

od dynamiky kvapalnej zóny. V tomto modeli je v²ak cie©om izolova´ dynamiku v pri-

márnej dendritickej vrstvy, a preto predpokladáme, ºe koncentra£né polia zostávajú na
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ploche liquidus mimo kotektických alebo eutektických bodov fázového diagramu. Preto

sú hrani£né podmienky nasledovné:

T ′ (H ′) = T ′top, C
′
1 (H ′) = C ′1top, φ (H ′) = φ0, u′ (H ′) · k̂ = 0, (3)

T ′ (0) = T ′bot, C
′
1 (0) = C ′1bot, u

′ (0) · k̂ = 0, (4)

kde T ′bot, T
′
top, C

′
1bot, C

′
1top a φ0 sú dané kon²tanty.

1.1 Zbezrozmernenie

Podobne ako v [3] vy²²ie uvedené rovnice upravíme do bezrozmerného tvaru, z kto-

rého bude ©ah²ie vidie´ matematickú ²truktúru rovníc. D¨ºky pre²kálujeme hrúbkou

dendritickej vrstvy H ′, £as pomocou H ′2/κ, kde κ = kl/cl je merná tepelná vodivos´ a

rýchlos´ κ/H ′. Bezrozmerná teplota a koncentrácie sú de�nované vz´ahmi

T =
T ′ − T ′bot

∆T
, Cj =

C ′j
∆Cj

, (5)

kde ∆T = T ′top − T ′bot a ∆Cj = C ′jtop − C ′jbot pre j = 1, 2. Bezrozmerný tlak zavedieme

v tvare

p =
Π0

κµ

(
p′ + ρRgz′

)
, (6)

kde Π0 je permeabilita referen£ného stavu. Bezrozmerné riadiace rovnice majú tvar:

c (φ)

(
∂T

∂t
− V ∂T

∂z
+ u·∇T

)
=∇ · (k (φ)∇T ) + S

(
∂φ

∂t
− V ∂φ

∂z

)
, (7a)

(1− φ)

(
∂Cj
∂t
− V ∂Cj

∂z

)
+ u·∇Cj = Lej∇ · [(1− φ)∇Cj] + (1− kj)Cj

(
∂φ

∂t
− V ∂φ

∂z

)
,

pre j = 1, 2, (7b)

T = T0 +m1C1 +m2C2, (7c)

u = −Π (φ)
(
∇p+ ∆ρk̂

)
, (7d)

∇ · u = 0, (7e)

kde c (φ) = (cs/cl)+1−φ, k (φ) = (ks/kl)+1−φ, Π (φ) = Π′ (φ) /Π0 a ∆ρ predstavuje

zmenu hustoty v závislosti od teploty a koncentrácií

∆ρ = −Ra
(
T − TR

)
−Ra1

(
C1 − CR

1

)
−Ra2

(
C2 − CR

2

)
. (8)
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Bezrozmerné parametre vystupujúce v rovniciach majú tvar:

V =
V ′H ′

κ
, S =

Lv
cl∆T

, Lej =
κ

Dj

, T0 =
T ′0 − T ′bot

∆T
, TR =

T ′R − T ′bot
∆T

(9)

Ra =
α∆TgΠ0H

′

κν
, Raj =

αj∆CjgΠ0H
′

κν
, mj =

m′j∆Cj

∆T
, CR

j =
C ′jR
∆Cj

, (10)

pre j = 1, 2, kde ν = µ/ρR. V¤aka väzbe ∆T = m′1∆C1 + m′2∆C2 v bezrozmernom

tvare platí m1 +m2 = 1. Bezrozmerné hrani£né podmienky nadobúdajú formu:

T (1) = 1, C1 (1) = C1top, φ (1) = φ0, u (1) · k̂ = 0, (11)

T (0) = 0, C1 (0) = C1bot, u (0) · k̂ = 0, (12)

kde C1bot = C ′1bot/∆C1. V²imnite si, ºe namiesto podmienok pre T moºno ekviva-

lentne naloºi´ podmienky C2 (0) = C2bot a C2 (1) = C2top = C2bot + 1, kde C2bot =

− (T0 +m1C1bot) /m2 .

1.1.1 Alternatívny prístup

Rovnakými rovnicami ako v [3, str. 313], ktorých formu preberáme v tejto práci sa

zaoberá aj [9, str. 638], av²ak s rozdielnymi de�níciami bezrozmerných premenných, aby

bolo moºné porovna´ na²e výsledky s výsledkami prác [3] a [9] uvedieme transforma£né

vz´ahy TA = TG + 1, CjA = CjG + 1 +Cjbot, pre j = 1, 2. V limite analyzovanej v [9] je

rýchlos´ makroskopického tuhnutia V ozna£ená ako δ, pre pomer merných tepelných

kapacít tuhej a kvapalnej fázy cs/cl = 1, taktieº pre pomer tepelných vodivostí tuhej a

kvapalnej fázy ks/kl = 1. Permeabilita prostredia Π (φ) je v [9] zavedená cez Π (φ) =

1/K (φ) a pri výpo£toch sa uvaºuje Taylorov rozvoj funkcieK (φ) polynomiálneho typu

K (φ) = (1− φ)p.

1.2 Základný stav

Podobne ako v [3] a [9] základným stavom budeme nazýva´ stabilné, jednorozmerné

rie²enie systému (7) bez konvekcie (u = 0). Rovnice základného stavu majú tvar:

−c(φ)V
dT

dz
=

d

dz

[
k (φ)

dT

dz

]
− V Sdφ

dz
, (13a)

−V (1− φ)
dCj
dz

=
1

Lej

d

dz

[
(1− φ)

dCj
dz

]
− V (1− kj)Cj

dφ

dz
, pre j = 1, 2, (13b)

T = T0 +m1C1 +m2C2 (13c)
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a hrani£né podmienky C1 (0) = C1bot, C2 (0) = C2bot, C1 (1) = C1bot + 1, C2 (1) =

C2bot + 1 a φ (1) = φ0.

1.3 Numerické rie²enie pre základný stav

Numerické rie²enie rovníc (13) získame podobne ako v [3] metódou stre©by. rovnice

najskôr transformujeme na systém piatich nelineárnych diferenciálnych rovníc prvého

rádu s neznámymi φ, C1, C2, Q1 a Q2, kde Qj = (1− φ)
dCj

dz
, pre j = 1, 2. Tieto rovnice

majú tvar:

dφ

dz
=
V [m1Le1Q1 +m2Le2Q2 − (c (φ) /k (φ)) (m1Q1 +m2Q2)]

V [m1Le1 (1− k1)C1 +m2Le2 (1− k2)C2]− f
, (14a)

dQ1

dz
= −V Le1Q1 + V Le1 (1− k1)C1

dφ

dz
, (14b)

dQ2

dz
= −V Le2Q2 + V Le2 (1− k2)C2

dφ

dz
, (14c)

dC1

dz
=

Q1

1− φ
, (14d)

dC2

dz
=

Q2

1− φ
, (14e)

kde

f = −m1Q1 +m2Q2

1− φ
+
V S (1− φ)

k (φ)
− 1

k (φ)

dk

dφ
(m1Q1 +m2Q2) .

Metóda stre©by bude ²tartova´ z po£iato£ných hodnôt C1 (1) = C1bot + 1, C2 (1) =

C2bot + 1, φ (1) = φ0, Q1 (1) = Q1top a Q2 (1) = Q2top. Hodnoty Q1top a Q2top sú

neznáme a budú ur£ené iteratívne tak, aby boli splnené podmienky C1 (0) = C1bot,

C2 (0) = C2bot.Výpo£ty sme implementovali v programovacom prostredí Matlab. Pre

integrovanie systému diferenciálnych rovníc sme pod©a potreby pouºili funkcie ode23s,

ode45, ode113 a ode23tb. Aby sme mohli pouºi´ vy²²ie ²peci�kované funkcie so ²tar-

tovacím bodom 0 je potrebná transformácia systému z intervalu z ∈ [0; 1] na ς ∈ [0; 1],

£o zodpovedá substitúcii z = 1 − ς. Pre ur£enie hodnôt Q1top a Q2top pouºívame fun-

kciu fsolve. V nasledujúcej kapitole sa nachádzajú analytické rie²enia [14], pri rôznych

parametrických redukciách a ich porovnania s numericky získaným rie²ením.
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2 Analytické rie²enia pre základný stav

Podobne ako v predchádzajúcej kapitole uvaºujeme jednorozmerné rie²enia s nulovou

rýchlos´ou. Zodpovedajúce riadiace rovnice majú 9 parametrov a 3 nezávislé hrani£né

podmienky. Dôleºité je poznamena´, ºe uvaºovaný model pre ternárne zmesi sa stáva

modelom pre efektívne binárne zmesi, ak je splnená jedna z nasledujúcich mnnoºín

podmienok:

• Le1 = Le2, k1 = k2 a m2Ra1 = m1Ra2

• Le1 = Le2, k1 = k2 a C1bot = C2bot.

V tejto kapitole uvedieme analytické rie²enia, ktoré moºno získa´ pri redukciách v para-

metrickom priestore. Vzájomná poloha nieko©kých prípadov v parametrickom priestore

(pre nenulovú rýchlos´ makroskopického tuhnutia ) je uvedená v tabu©ke 1.

Tabu©ka 1: Preh©ad prípadov pri nenulovom V

Le1 = Le2 = Le, S = 0 k1 = k2 = 1 k1 = k2 = 0 k1 = k2 = k

ks/kl = cs/cl = 0 rie²enie neexistuje Prípad 2.6 Prípad 2.8

ks/kl = cs/cl = 1 Prípad 2.3 Prípad 2.4 Prípad 2.7

2.1 Prípad nulovej rýchlosti makroskopického tuhnutia

Lineárna stabilita základného stavu v tomto prípade bola ²tudovaná v [3, str. 323].

Explicitné rie²enie poruchových rovníc v tomto ²peciálnom prípade bolo moºné nájs´

moºné a teda aj predpis neutrálne stabilných kriviek. Rie²enie základného stavu je

závislé iba na hrani£ných podmienkach φ0, C1bot a C2bot a má tvar:

φ (z) = φ0, (15a)

C1 (z) = z + C1bot, (15b)

C2 (z) = z + C2bot. (15c)

Na obrázku 1 sa nachádza typický priebeh základného stavu hodnoty parametrov V =

0, Le1 = Le2 = 0, k1 = k2 = 1, S = 0, ks/kl = cs/cl = 1 a okrajové podmienky

C1bot = −1, C2bot = −3 a φ0 = 0.1.
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Obr. 1: Rie²enie pri nulovej rýchlosti makroskopického tuhnutia (V = 0)

2.2 Prípad s väzbou medzi po£iato£nou pevnou fázou a difúziou

prímesí

Tento prípad poskytuje explicitné rie²enie systému rovníc pri nenulovej hodnote pa-

rametra V a pri väzbách Le1 = Le2 ≡ Le a c(φ)
k(φ)

= Le. Rie²enie je závislé iba od

hrani£ných hodnôt podmienkok φ0, C1bot, C2bot a parametrov Le a V pri spomínanej
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väzbe.

φ (z) = φ0, (16a)

C1 (z) =
e−LeV z − 1

e−LeV − 1
+ C1bot, (16b)

C2 (z) =
e−LeV z − 1

e−LeV − 1
+ C2bot. (16c)

Na obrázku 2 sa nachádza typický priebeh základného stavu. Hodnoty parametrov sú

V = 0.2, Le1 = Le2 = 5, k1 = k2 = 0, S = 0, ks/kl = cs/cl = 6 a okrajové podmienky

sú C1bot = −1, C2bot = −3 a φ0 = 0.4.

Obr. 2: Prípad väzby po£iato£nej pevnej zloºky a difúzie
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Na rozdiel od obrázku 1 je priebeh funkcií C1 a C2 nelineárny, funkcia φ v²ak zostáva

kon²tantná.

2.3 Prípad bez uvo©¬ovania prímesí

Tento prípad predstavuje explicitné rie²enie systému ODR pri nenulovej hodnote para-

metra V , a pri väzbách Le1 = Le2 = Le, S = 0, k1 = k2 = 1, cs/cl = ks/kl = 1. Rie²enie

je parametrizované cez okrajové hodnoty φ0, C1bot, C2bot, a Le a V . Redukovaný systém

rovníc pre tento prípad má tvar:

dφ

dz
= V (Le− 1) (1− φ) , (17a)

dQj

dz
= −V LeQj , j = 1, 2, (17b)

dCj
dz

=
Qj

1− φ
, j = 1, 2, (17c)

s hrani£nými podmienkami C1 (0) = C1bot, C2 (0) = C2bot, C1 (1) = C1bot + 1, C2 (1) =

C2bot + 1 a φ (1) = φ0. Rovnice (17a, b) predstavujú tri nezávislé lineárne diferenciálne

rovnice, ktorých v²eobecné rie²enia majú tvar

1− φ (z) = c1e−V (Le−1)z, (18a)

Q1 (z) = c2e−V Lez, (18b)

Q2 (z) = c3e−V Lez, (18c)

kde c1, c2 a c3 sú kon²tanty. Dosadením (18a, b, c) do (17c) a následným integrovaním

získame v²eobecné rie²enie C1 (z) a C2 (z). Po aplikácii hrani£ných podmienok získame

rie²enie redukovaných rovníc v tvare:

φ (z) = 1− (1− φ0) eV (Le−1)(1−z), (19a)

Cj (z) =
e−V z − 1

e−V − 1
+ Cjbot pre j = 1, 2. (19b)

Na obrázku 3 sa nachádza typický priebeh základného stavu. Hodnoty parametrov sú

V = 0.1, Le1 = Le2 = 5, k1 = k2 = 1, S = 0, ks/kl = cs/cl = 1 a hrani£ných

podmienok C1bot = −1, C2bot = −3 a φ = 0.4.
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Obr. 3: Prípad bez uvo©l¬ovania prímesí

Narozdiel od prípadov 2.1 a 2.2 pole φ nie je kon²tantné ale monotónne rastie s vý²kou z.

Takéto správanie je neo£akávané nezodpovedá konven£nej situácii známej z binárneho

prípadu. Taktieº platí, ºe φ zotrvá v intervale [0, 1] len ak platí Le < 1 − ln(1−φ0)
V

. Vo

v²etkých nasledujúcich prípadoch budú prípustné aj parametrické reºimy s klesajúcim

φ.

2.4 Prípad úplného uvo©¬ovania prímesí

Tento prípad zodpovedá situácii V 6= 0, s väzbami Le1 = Le2 ≡ Le, S = 0, k1 = k2 = 0

a cs/cl = ks/kl = 1. Rie²enie je závislé len od po£iato£ných podmienok φ0, C1bot, C2bot
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a parametrov m1, Le a V . Redukovaný systém rovníc má tvar:

dφ

dz
=

V (Le− 1) (1− φ) (m1Q1 +m2Q2)

m1Q1 +m2Q2 + V Le (m1C1 +m2C2) (1− φ)
, (20a)

dQj

dz
= −V LeQj + V LeCj

dφ

dz
, j = 1, 2, (20b)

dCj
dz

=
Qj

1− φ
, j = 1, 2. (20c)

s okrajovými podmienkami C1 (0) = C1bot, C2 (0) = C2bot, C1 (1) = C1bot + 1, C2 (1) =

C2bot + 1 a φ (1) = φ0. Rie²enie moºno získa´ nasledovným postupom:

1. De�nujeme zloºené premenné C := 2 (m1C1 +m2C2) a Q := 2 (m1Q1 +m2Q2),

a parameter Cbot := 2 (m1C1bot +m2C2bot);

2. Vyrie²ime systém rovníc pre neznáme φ, C a Q;

3. Vypo£ítame C1 a C2 vyuºitím známej funkcie φ.

Rovnice v nových premenných majú tvar

dφ

dz
=
V (Le− 1) (1− φ)Q

Q+ V LeC (1− φ)
, (21a)

dQ

dz
= −V LeQ+ V LeC

dφ

dz
, (21b)

dC

dz
=

Q

1− φ
, (21c)

kde rovnica (21b) vznikla sú£tom rovníc (20b) pre j = 1 a 2 a rovnica (21c) vznikla sú£-

tom rovníc (20c) pre j = 1 a 2. Okrajové podmienky majú tvar C (0) = 2 (m1C1bot +m2C2bot),

C (1) = 2 (m1C1bot +m2C2bot) + 2 a φ (1) = φ0.

Z rovnice (21c) vyjadríme Q a dosadíme do rovnice (21b), £ím získame vz´ah

dQ

dz
= −V LedC

dz
(1− φ) + V LeC

dφ

dz
. (22)

Integrovaním tejto rovnice máme

Q = −V Le (1− φ)C + c1, (23)

kde c1 je integra£ná kon²tanta. Pomocou rovnice (23) a vz´ahu Q = dC
dz

(1− φ) vyjad-

renom z (21c) do (21a) získame rovnicu

dφ

dz
=
V (Le− 1) (1− φ)2

c1

dC

dz
, (24)
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ktorej integráciou máme

1

1− φ
=
V (Le− 1)

c1

C + c2, (25)

kde c2 je integra£ná kon²tanta. Kombináciou rovníc (21c) ,(23) a (25) získame lineárnu

diferenciálnu rovnicu s kon²tantnou nehomogenitou

dC

dz
=
−V Le (1− φ)C + c1

(1− φ)
= −V LeC +

c1

1− φ
= −V C + c1c2, (26)

pre C s rie²ením:

C (z) = c3e−V z − c1c2, (27)

kde c3 je integra£ná kon²tanta. Pomocou vz´ahu medzi C a φ moºno vyjadri´ v²eobecné

rie²enie φ v tvare

φ (z) = 1− c1

V (Le− 1) c3e−V z − c1c2

. (28)

S vyuºitím okrajových podmienok moºno dopo£íta´ hodnoty c1, c2 a c3. Funkcia φ, o

ktorú máme najvä£²í záujem, má tvar:

φ (z) = 1− (1− φ0)
2

e−V −1

(
1− Le−1

Le
e−V

)
− Cbot

2
e−V −1

(
1− Le−1

Le
e−V z

)
− Cbot

. (29)

Teraz moºno vyuºi´ explicitný predpis pre φ a dopo£íta´ C1 a C2. Uvedieme len postup

pre C1, pretoºe postup pre C2 je analogický. Pomocou rovníc (20b) a (20c) moºno

vyjadri´ vz´ah medzi C1 a Q1.

Q1 = −V Le (1− φ)C1 + c1, (30)

kde c1 je integra£ná kon²tanta. Po dosadení do rovnice (20c) a vyuºitím vz´ahu pre φ

máme rovnicu:

dC1

dz
= −V LeC1 +

c1

(
2

e−V −1

(
1− Le−1

Le
e−V z

)
− Cbot

)
(1− φ0)

(
2

e−V −1

(
1− Le−1

Le
e−V

)
− Cbot

) . (31)

s rie²ením

φ (z) = 1− (1− φ0)
2

e−V −1

(
1− Le−1

Le
e−V

)
− Cbot

2
e−V −1

(
1− Le−1

Le
e−V z

)
− Cbot

, (32a)

C1 (z) = α1e−LeV z + β1

(
Cbot + 2

e−V z − 1

e−V − 1

)
, (32b)

C2 (z) = α2e−LeV z + β2

(
Cbot + 2

e−V z − 1

e−V − 1

)
, (32c)
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kde

αj =
2Cjbot − Cbot

Cbot (1− e−LeV ) + 2
, j = 1, 2,

βj =
Cjbot

(
1− e−LeV

)
+ 1

Cbot (1− e−LeV ) + 2
, j = 1, 2.

Tieto vz´ahy platia pre v²etky hodnoty okrajových koncentrácií okrem intervalu Cbot ∈[
−2
(
1− Le−1

Le
e−V

)
/
(
1− e−V

)
; −2
Le
/
(
1− e−V

)]
. Pre limitný prípad kedy Le � 0 má

neprípustný interval limitný tvar [−2; 0].

V limite V → 0 sa tento prípad redukuje na prípad 2.1, vo v²eobecnosti to tak by´

nemusí. Funkcia φ je pre v²etky parametrické reºimi klesajúca s vý²kou z. Na obrázku

4 je znázornený typický priebeh základného stavu, pre hodnoty parametrov V = 0.1,

Le1 = Le2 = 100, k1 = k2 = 0, S = 0, ks/kl = cs/cl = 1, m1 = m2 = 0.5 a hrani£né

podmienky C1bot = −1, C2bot = −3 a φ0 = 0.1. Numerické rie²enie sme získali pomocou

funkcie ode45, pri tolerancii 10−3. Metóda ode45, zaloºená na algoritme Dormanda a

Princea, ktorý predstavuje modi�kovanú Runge-Kutta metódu 4. rádu s adaptívnou

d¨ºkou kroku.

Nemonotónny priebeh C2 indikuje formovanie koncentra£ných hrani£ných vrstiev pri

spodnej hranici primárnej zóny. Vidíme, ºe priebeh φ, C1 a C2 je silne nelineárny.

Nemonotónnos´ koncentra£ného po©a staticky destabilizuje základný stav. Pre tento

prípad moºno získa´ explicitný predpis pre také hrani£né hodnoty C1bot a C2bot, pre

ktoré je priebeh C1, resp. C2 nemonotónny. Podrobnej²ie sa tejto téme budeme veno-

va´ v kapitole 3.

Na obrázku 5 sa nacháza priebeh rozdielu medzi explicitným rie²ením (32a) a nu-

merickým rie²ením. Poznamenávame, ºe oblas´ koncentra£ných hrani£ných vrstiev je

za´aºená najvä£²ou numerickou chybou.

2.5 Prípad s uvo©¬ovaním latentného tepla

Tento prípad predstavuje rie²enie základného stavu pri nenulovom S a nenulovom V ,

pri parametrických obmedzeniach: ks/kl = cs/cl = 0, k1 = k2 = 1, m1 = 0.5 a Le1 =
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Obr. 4: Prípad úplného uvo©¬ovania prímesí

Le2 = Le. Parametre V , Le a S a okrajové podmienky Cjbot sú vo©né. Redukovaný

systém rovníc má tvar:

dφ

dz
=
− (Le− 1)

2S
(Q1 +Q2) (33a)

dQj

dz
= −V LeQj , j = 1, 2 , (33b)

dCj
dz

=
Qj

1− φ
, j = 1, 2 , (33c)

s okrajovými podmienkami C1 (0) = C1bot, C2 (0) = C2bot, C1 (1) = C1bot + 1, C2 (1) =

C2bot + 1 a φ (1) = φ0. Rie²enie redukovaných rovníc moºno získa´ nasledovne: Rovnice

(33b) sú lineárne homogénne rovnice s rie²eniami:

Qj = cje
−LeV z, pre j = 1, 2, (34a)

kde c1 a c2 sú integra£né kon²tanty. Integrovaním rovnice (33a) potom dostávame:

φ (z) =
(Le− 1) (c1 + c2)

2SLeV
e−LeV z + c3. (35)
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Obr. 5: Rozloºenie chyby numerického rie²enia

Dosadením vz´ahov pre Q1, Q2 a φ do rovnice (33c), a následnou integráciou máme

C1 (z) =
2c1S

(Le− 1) (c1 + c2)
ln
[
1− c3 −

(Le− 1) (c1 + c2)

2SLeV
e−LeV z

]
+ c4, (36a)

C2 (z) =
2c2S

(Le− 1) (c1 + c2)
ln
[
1− c3 −

(Le− 1) (c1 + c2)

2SLeV
e−LeV z

]
+ c5, (36b)

kde c4 a c5 sú integra£né kon²tanty. Vyuºitím okrajových podmienok moºno dour£i´

hodnoty kon²tánt c1 - c5. Rie²enie napokon nadobúda tvar:

φ (z) = φ0 + (1− φ0) γ
e−LeV z − e−LeV

1− e−LeV
, (37a)

C1 (z) = C1bot + 1 +
S

Le− 1
ln
[
1− γ e−LeV z − e−LeV

1− e−LeV

]
, (37b)

C2 (z) = C2bot + 1 +
S

Le− 1
ln
[
1− γ e−LeV z − e−LeV

1− e−LeV

]
. (37c)

Poznamenávame, ºe parameter γ ≡ 1− e
−(Le−1)

S nadobúda hodnoty z intervalu (0; 1) a

φ má vlastnos´ 0 < φ (z) < 1pre Le > 1

Navy²e moºno získa´ nasledujúce uºito£né vlastnosti:

lim
S→∞

φ(z) = φ0,
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lim
S→∞

Cj(z) = Cjbot +
1− e−LeV z

1− e−LeV
, pre j = 1, 2

lim
V→0

φ(z) = φ0 + (1− φ0) γ (1− z) ,

lim
V→0

Cj(z) = Cjbot + 1 +
S

Le− 1
ln [1− γ (1− z)] , pre j = 1, 2.

Prvá limita sa redukuje na rie²enie prípadu 2.2, av²ak druhá limita vedie k odli²nému

priebehu základného stavu ako v prípade 2.1, kde V = 0. Na obrázku 6 sa nachádza

priebeh pre hodnoty V = 0.1, Le1 = Le2 = 10, k1 = k2 = 1, S = 10, ks/kl = cs/cl = 0

a okrajové podmienky C1bot = −1, C2bot = −3 a φ = 0.1. Numerické rie²enie bolo

získané pomocou metódy ode23s, s toleranciou 10−3. Metóda ode23s je zaloºená na

tzv. modi�kovanej Rosenbrockovej formule druhého rádu. Táto metóda je vhodná pre

tzv. 'sti�' problémy s formovaním hrani£ných vrstiev, i tak nám metóda umoº¬uje

získa´ numericky stabilné rie²enia len pre pomerne nízke hodnoty parametra Le.

Obr. 6: Prípad s uvo©¬ovaním latentného tepla
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Funkcia φ ostáva konvexná nezávisle v celom tomto parametrickom reºime a so vzras-

tajúcim S konverguje k limitnému prípadu t.j. ku φ = φ0.

Obr. 7: Rozloºenie chyby numerického rie²enia

2.6 Prípad s úplným uvo©novaním prímesí a s nulovou relatív-

nou vodivos´ou

Tento prípad predstavuje rie²enie základného stavu pri V 6= 0 a väzbe Le1 = Le2 = Le.

Ostatné parametre sú �xované na hodnotách: ks/kl = cs/cl = 0, k1 = k2 = 0, a S = 0.
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Redukovaný systém rovníc má tvar:

dφ

dz
=
Le− 1

Le

m1Q1 +m2Q2

m1C1 +m2C2

, (38a)

dQj

dz
= −V LeQj + V LeCj

dφ

dz
, j = 1, 2 (38b)

dCj
dz

=
Qj

1− φ
, j = 1, 2 , (38c)

s okrajovými podmienkami C1 (0) = C1bot, C2 (0) = C2bot, C1 (1) = C1bot + 1, C2 (1) =

C2bot + 1 a φ (1) = φ0. Rie²enie moºno získa´ podobným postupom ako pre prípad 2.4,

pomocou prepisu na agregovaný tvar rovníc:

dφ

dz
=
Le− 1

Le

Q

C
, (39a)

dQ

dz
= −V LeQ+ V LeC

dφ

dz
, (39b)

dC

dz
=

Q

1− φ
. (39c)

Elimináciou dφ
dz

z (39b) pomocou (39a) máme:

dQ

dz
= −V Q (40)

a teda

Q (z) = c1e−V z. (41)

Vz´ah medzi φ a C získame pouºitím (39a,c):

1

1− φ
dφ

dz
=
Le− 1

LeC

dC

dz
(42)

Integrovaním a následnými úpravami dostaneme:

φ = 1− (1− φ0)

(
C

Cbot + 2

)−Le−1
Le

. (43)

Teraz moºno dosadením rovníc (41) a (43) do (39c) a následným integrovaním ur£i´

C (z) v tvare (
C

Cbot + 2

) 1
Le

=
−c1e−V z

LeV (1− φ0) (Cbot + 2)
+ c3. (44)

S vyuºitím okrajových podmiennok a vz´ahu (42) moºno získa´ predpis pre φ:

φ (z) = 1 + (φ0 − 1)

(
e−V z − e−V

1− e−V

[(
Cbot

Cbot + 2

) 1
Le

− 1

]
+ 1

)1−Le

. (45)
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So známou funkciou φ (z) moºno opusti´ agregované rovnice a vráti´ sa k pôvodnému

redukovanému systému. Budeme pracova´ len s rovnicami (38b, d); pre druhé dve je

postup analogický (symetria).

Z rovnice (38c) vyjadríme Q1 a dosadíme do rovnice (38b), £ím získame vz´ah:

dQ1

dz
= −V LedC1

dz
(1− φ) + V LeC1

dφ

dz
. (46)

Po integrácii:

Q1 = −V Le (1− φ)C1 + c1, (47)

kde c1 je integra£ná kon²tanta. Pouºitím (47) a (45) v (38c) získame :

dC1

dz
= −V LeC1 +

c1

1− φ0

(
e−V z − e−V

1− e−V

[(
Cbot

Cbot + 2

) 1
Le

− 1

]
+ 1

)−(Le−1)

, (48)

£o je lineárna diferenciálna rovnica s nekon²tantnou nehomogenitou. Metódou variácie

kon²tánt a aplikáciou hrani£ných podmienok moºno získa´ rie²enie v tvare:

φ (z) = 1 + (φ0 − 1) δ (z)−(Le−1) ,

C1 (z) =
(2C1bot − Cbot) e−LeV z + (Cbot + 2)

[
C1bot

(
1− e−LeV

)
+ 1
]

Cbot (1− e−LeV ) + 2
δ (z)Le , (49)

C2 (z) =
(2C2bot − Cbot) e−LeV z + (Cbot + 2)

[
C2bot

(
1− e−LeV

)
+ 1
]

Cbot (1− e−LeV ) + 2
δ (z)Le ,

kde

δ (z) ≡ e−V z − e−V

1− e−V

[(
Cbot

Cbot + 2

) 1
Le

− 1

]
+ 1,

a

Cbot = 2 (m1C1bot +m2C2bot) .

Tieto vz´ahy platia pre v²etky hrani£né koncentrácie Cbot okrem intervalu [−2; 0],

pre ktorý neexistuje rie²enie.

Na obrázkoch 8 a 9 sa nachádza typický priebeh základného stavu. Hodnoty parametrov

sú V = 0.1, Le1 = Le2 = 30 a 100, k1 = k2 = 0, S = 0, ks/kl = cs/cl = 0 a okrajové

podmienky C1bot = −1, C2bot = −3 a φ0 = 0.1.
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Obr. 8: Prípad s úplným uvo©novaním prímesí a s nulovou relatívnou vodivos´ou Le = 30

Na obrázkoch 8 a 9 si moºno v²imnú´, ºe so zmenou Le sa mení monotónnos´ a C2.

Podobne ako v prípade 2.4 vznikájú koncetra£né hrani£né vrstvy pri spodnom okraji

zóny. Nemonotónnos´ koncetra£ného po©a opä´ staticky destabilizuje základný stav.

Pre tento prípad moºno získa´ pomerne jednoduchý implicitný predpis pre hrani£né

hodnoty C1bot a C2bot, pre ktoré je priebeh C1 resp. C2 nemonotónny.
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Obr. 9: Prípad s úplným uvo©¬ovaním prímesí a s nulovou relatívnou vodivos´ou Le = 100

2.7 Prípad rovnakej rýchlosti uvo©¬ovania prímesí

Tento prípad predstavuje rie²enie základného stavu pri V 6= 0 a väzbách Le1 = Le2 ≡

Le, k1 = k2 ≡ k. Taktieº je nutná podmienka 1 6= Le (1− k). Tento prípad je roz²írením

prípadu 2.4, ke¤ºe sme odstránili väzbu k1 = k2 = 0. Podmienky : ks/kl = cs/cl = 1,

k1 = k2 = k, a S = 0. Vo©né parametre sú V , Le, k, m1 a okrajové podmienky.
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Redukovaný systém rovníc pre tento prípad má tvar:

dφ

dz
=

V (Le− 1) (1− φ) (m1Q1 +m2Q2)

m1Q1 +m2Q2 + V Le (1− k) (1− φ) (m1C1 +m2C2)
, (50a)

dQj

dz
= −V LeQj + V Le (1− k)Cj

dφ

dz
, j = 1, 2 (50b)

dCj
dz

=
Qj

1− φ
, j = 1, 2 (50c)

s okrajovými podmienkami C1 (0) = C1bot, C2 (0) = C2bot, C1 (1) = C1bot + 1, C2 (1) =

C2bot + 1 a φ (1) = φ0.

Agregovaný systém rovníc vznikne zavedením C := 2 (m1C1 +m2C2) aQ := 2 (m1Q1 +m2Q2)

a má tvar:

dφ

dz
=

V (Le− 1) (1− φ)Q

Q+ V Le (1− k) (1− φ)C
, (51a)

dQ

dz
= −V LeQ+ V Le (1− k)C

dφ

dz
, (51b)

dC

dz
=

Q

1− φ
, (51c)

s okrajovými podmienkami C (0) = 2 (m1C1bot +m2C2bot) = Cbot, C (1) = Cbot + 2 a

φ(1) = φ0.

Úpravami (51a) a (51b) moºno získa´ rovnicu pre Q a φ:

1

Q

dQ

dz
= −V − 1

1− φ
dφ

dz
. (52)

Integrovaním a dosadením do (51c) máme rie²enie pre C v tvare:

C (z) = 2
e−V z − 1

e−V − 1
+ Cbot. (53)

Pouºitím (51a) a integrovaním získame rie²enie pre φ:

φ (z) = 1− (1− φ0)

[
e−V (Le (1− k)− 1) + η (1− k)Le

e−V z (Le (1− k)− 1) + η (1− k)Le

]γ
, (54)

kde γ = Le−1
1−Le(1−k)

a η =
(
e−V − 1

)
Cbot/2− 1.

Pre ur£enie C1 a C2 pouºijeme rovnicu (60) uvádzanú niº²ie. Tvar tejto rovnice je

rovnaký ako v kapitole 2.8, s modi�kovaným koe�cientom − 1
1−φ

dφ
dz

v tvare:

− 1

1− φ
dφ

dz
= γ
−V ωe−V z

1 + ωe−V z
, (55)
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kde ω = Le(1−k)−1
ηLe(1−k)

.

Pomocou substitúcie C1 (z) = C1 (ξ), kde ξ = 1 + ωe−V z môºeme rovnicu (60) trans-

formova´ na nasledovný tvar:

d2C1

dξ2
ξ (1− ξ) +

dC1

dξ
[γ − ξ (1− Le+ γ)]− C1 [− (1− k)Leγ] = 0. (56)

Zis´ujeme, ºe C1 (ξ) je rie²ením hypergeometrickej diferenciálnej rovnice s parametrami

a = −1, b = Le (1− k) γ a c = γ. Rie²enie má tvar:

φ (z) = 1− (1− φ0)

[
e−V (Le (1− k)− 1) + η (1− k)Le

e−V z (Le (1− k)− 1) + η (1− k)Le

]γ
,

C1 (ξ) = α1 2F1 (−1, Le (1− k) γ, γ, ξ) + β1 (ξ)1−γ
2F1 (−γ, 2− Le, 2− γ, ξ) ,

C2 (ξ) = α2 2F1 (−1, Le (1− k) γ, γ, ξ) + β2 (ξ)Le 2F1 (−γ, 2− Le, 2− γ, ξ) ,

kde

ξ = 1 + ωe−V z, ω =
Le (1− k)− 1

ηLe (1− k)
, η =

(
e−V − 1

)
Cbot/2− 1,

Cbot = 2 (m1C1bot +m2C2bot) .

Kon²tanty α1, α2, β1 a β2 sú rie²eniami 4 lineárnych rovníc, ktoré plynú z okrajových

podmienok pre C1 a C2. Horeuvedené vz´ahy reprezentujú fyzikálne rie²enie okrem pa-

rametrického reºimu:

Cbot ∈
[

2
e−V −1

(
1− e−V Le(1−k)−1

Le(1−k)

)
; 2

e−V −1

(
1− Le(1−k)−1

Le(1−k)

)]
. Pre Le � 0 sa tento inter-

val redukuje na [−2; 0].

Na obrázkoch 10 a 11 je zobrazený základný stav, pre hodnoty parametrov sú V = 0.1,

Le1 = Le2 = 100, k1 = k2 = 0.3 a 1, S = 0, ks/kl = cs/cl = 1, m1 = 0.5 a okrajové

podmienky C1bot = −1, C2bot = −3 a φ = 0.1. Obrázky 12 a 13 zobrazujú priebeh zá-

kladného stavu pri rôznych sklonoch plochy liquidus. Hodnoty parametrov sú V = 0.1,

Le1 = Le2 = 100, k1 = k2 = 0.3, S = 0, ks/kl = cs/cl = 1, m1 = 0.1 a 0.9 a hodnoty

hrani£ných podmienok sú C1bot = −1, C2bot = −3 a φ = 0.1.
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Obr. 10: Prípad rovnakej rýchlosti uvo©¬ovania prímesí k = 0.3

2.7.1 Degenerovaný prípad

�peciálny (degenerovaný) prípad nastáva, ak parametre Le a k sp¨¬ajú väzbu Le (1− k) =

1. Funkcie C1 a C2 sp¨¬ajú tzv. roz²írenú kon�uen£nú hypergeometrickú rovnicu. Rie-

²enie moºno získa´ podobne ako pre hlavnú vetvu pomocou agregovaných rovníc a ná-

slednou úpravou rovnice pre C1, ktorá je v tomto prípade zov²eobecnená degenerovaná

hypergeometrická rovnica, alebo inak (Extended con�uent hypergeometric equation):

31



Obr. 11: Prípad rovnakej rýchlosti uvo©¬ovania prímesí k = 0.8

φ (z) = 1− (1− φ0) eγe−V z

,

C1 (z) = eγe−V z [
α1M

(
2− Le, 1− Le, γe−V z

)
+ β1U

(
2− Le, 1− Le, γe−V z

)]
,

C2 (z) = eγe−V z [
α2M

(
2− Le, 1− Le, γe−V z

)
+ β2U

(
2− Le, 1− Le, γe−V z

)]
,

kde kon²tanty

γ =
Le− 1

(e−V − 1)Cbot/2− 1
,

Cbot = 2 (m1C1bot +m2C2bot) .

Kon²tanty α1, α2, β1 a β2 sú rie²eniami 4 lineárnych rovníc, ktoré pramenia z okrajo-

vých podmienok pre C1 a C2 v bodoch 0 a 1.M (a, b, z) predstavuje Kummerovu funkciu
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Obr. 12: Prípad rovnakej rýchlosti uvo©¬ovania prímesí pri rôznych sklonoch liquidusu m1 =

0.1

1.rádu de�novanú akoM (a, b, z) =
∑∞

n=0
a(n)

b(n)
zn

n!
, kde a(n) = a (a+ 1) (a+ 2) . . . (a+ n− 1)

je stúpajúci faktoriál. Táto funkcia je nie je de�novaná pre b = 0,−1,−2, . . ., teda

pre nekladné celé £ísla. Ke¤ºe b = 1 − Le, neprípustné sú v²etky celo£íslené hodnoty

Le. U (a, b, z) predstavuje Tricomiho con�uentnú hypergeometrickú funkciu de�novanú

prostredníctvom Kummerovej funkcie:

U (a, b, z) =
Γ (1− b)

Γ (a− b+ 1)
M (a, b, z) +

Γ (b− 1)

Γ (a)
z1−bM (a− b+ 1, 2− b, z) .

Viac informácií o spomínaných funkciách moºno nájs´ [1, kapitola 13]. Pre výpo£et

hodnôt funkcií M (a, b, z) a U (a, b, z) sme pouºili Matlabovské funkcie hypergeom a
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Obr. 13: Prípad rovnakej rýchlosti uvo©¬ovania prímesí pri rôznych sklonoch liquidusu m1 =

0.9

KummerU.

Rie²enie pre funkciu φ môºe by´ rastúce i klesajúce, pri£om fyzikálne zaujímavý prípad

je ten, kde φ je klesajúce. Takáto situácia nastáva, ke¤−Cbot < 2/
(
1− e−V

)
. Napríklad

hodnotu V = 0.1 platí, ºe φ je klesajúce ke¤ −Cbot < −21.

Na obrázku 18 sa nachádza priebeh základného stavu pre hodnoty parametrov V = 0.4,

Le1 = Le2 = 8.5, k1 = k2 = 15/17, S = 0, ks/kl = cs/cl = 1, m1 = 0.5 a okrajové

podmienky C1bot = −5, C2bot = −3 a φ = 0.1. Numerické rie²enie sme získali funkciou

ode23s v Matlabe, pri tolerancii 10−3. Funkcia ode23s je zaloºená na modi�kovanej

Rosenbrockovej formule druhého rádu.
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Obr. 14: Degenerovaný prípad

V tomto prípade je numerické rie²enie za´aºné relatívne ve©kou chybou v porovnaní s

predchádzajúcimi prípadmi, ako vidie´ na obr. 15

2.8 Prípad rovnakej rýchlosti uvo©¬ovania prímesí s nulovou

relatívnou vodivos´ou

Tento prípad predstavuje rie²enie základného stavu pri V 6= 0 a väzbách Le1 = Le2 ≡

Le, k1 = k2 ≡ k. Navy²e je potrebné redpoklada´ 1 6= Lek. Tento prípad je roz²írením

prípadu2.6, ke¤ºe je uvo©nená podmienka k1 = k2 = 0. �al²ie podmienky sú ks/kl =

cs/cl = 0, k1 = k2 = k a S = 0. Parametre V , Le, k m1 a okrajové podmienky Cjbot su
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Obr. 15: porovnanie numerického a analytického rie²enia

vo©né. Systém rovníc má tvar:

dφ

dz
=

Le− 1

Le (1− k)

m1Q1 +m2Q2

m1C1 +m2C2

, (57a)

dQj

dz
= −V LeQj + V Le (1− k)C1

dφ

dz
, j = 1, 2 (57b)

dCj
dz

=
Qj

1− φ
, j = 1, 2 (57c)

so v²ebecnými okrajovými podmienkami uvaºuvanými v kapitole 2.6 Postupom uvá-

dzaným v kapitole 2.6 získame

φ (z) = 1 + (φ0 − 1)

(
e−V z − e−V

e−V − 1

[
1−

(
Cbot + 2

Cbot

) Lek−1
Le(1−k)

]
+ 1

) 1−Le
1−Lek

. (58)

Pri h©adaní rie²enia pre C1 za£neme úpravou rovnice (7b), ktorá má pri na²ej redukcii

tvar:

−V (1− φ)
dC1

dz
=

1

Le

d

dz

[
(1− φ)

dC1

dz

]
− V (1− k)

dφ

dz
C1. (59)
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Túto rovnicu moºno previes´ na hypergeometrický tvar indenti�kova´ hodnoty jej pa-

rametrov. Upravíme ju do kanonického tvaru a po úpravách dostaneme:

d2C1

dz2
+

dC1

dz

[
V Le− 1

1− φ
dφ

dz

]
+ C1

[
−V Le (1− k)

1

1− φ
dφ

dz

]
= 0. (60)

Výraz obsahujúci φ má známy tvar:

− 1

1− φ
dφ

dz
=

(1− Le)V
1− Lek

ωe−V z

1− ωe−V z
, (61)

kde ω = η
ηe−V +1−e−V a η = 1 −

(
Cbot+2
Cbot

) Lek−1
Le(1−k)

. Pomocou substitúcie C1 (z) = C1 (ξ),

kde ξ = ωe−V z, rovnicu (60) transformujeme do tvaru:

d2C1

dξ2
ξ (1− ξ) +

dC1

dξ

[
1− Le− ξ

(
1− Le+

1− Le
1− Lek

)]
− C1

[
Le (Le− 1) (1− k)

1− Lek

]
= 0.

(62)

Porovnaním s hypergeometrickou rovnicou:

d2w

du2
u (1− u) +

dw

du
[c− u (1 + a+ b)]− aby = 0, (63)

moºno indeti�kova´ a = c = Le− 1 a b = Le(1−k)
Lek−1

. Spätnou substitúciou substitúciou z

ξ do z dostaneme výsledné rie²enie v tvare:

φ (z) = 1 + (φ0 − 1)

(
e−V z − e−V

e−V − 1

[
1−

(
Cbot + 2

Cbot

) Lek−1
Le(1−k)

]
+ 1

) 1−Le
1−Lek

C1 (ξ) = α1 2F1 (a, b, a, ξ) + β1 (ξ)Le 2F1 (1, b− a+ 1, 2− a, ξ) ,

C2 (ξ) = α2 2F1 (a, b, a, ξ) + β2 (ξ)Le 2F1 (1, b− a+ 1, 2− a, ξ) .

Horeuvedené vz´ahy platia pre prirodzené po£iato£né podmienky okrem prípadu Cbot ∈

[−2; 0], kde fyzikálne prípustné rie²enie neexistuje.

Kon²tanty α1, α2, β1 a β2 sú rie²eniami 4 lineárnych rovníc, ktoré vzniknú po do-

sadení okrajových podmienok pre funkcie C1 a C2 v bodoch 0 a 1. 2F1 predstavuje

gausovu hypergeometrickú funkciu, ktorá je de�novaná nasledovne: 2F1 (a, b, c, z) =∑∞
n=0

(a)n(b)n
(c)n

zn

n!
, kde (a)n je stúpajúci faktoriál. Parametre, v ktorých je po£ítaná hy-

pergeometrická funkcia, umoº¬ujú ¤al²ie zjednodu²enie, av²ak nie do triedy elemen-

tárnych funkcií.

Horeuvedené vz´ahy platia pre po£iato£né podmienky okrem prípadu Cbot ∈ [−2; 0],
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kde rie²enie neexistuje.

Na obrázkoch 16 a 17 je uvedený pro�l základného stavu pre parametre V = 0.1,

Le1 = Le2 = 100, k1 = k2 = 0.3 a 0.8, S = 0, ks/kl = cs/cl = 0 a C1bot = −1,

C2bot = −3 a φ0 = 0.1.

Obr. 16: Prípad rovnakej rýchlosti uvo©¬ovania prímesí k = 0.3

2.8.1 Degenerovaný prípad

�peciálnym prípad nastáva ak parametre Le a k sp¨¬ajú väzbu Lek = 1 , pri£om os-

tatné väzby sa nezmenili.
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Obr. 17: Prípad rovnakej rýchlosti uvo©¬ovania prímesí k = 0.8

Rie²enie moºno získa´ analogickým spôsobom ako pre hlavnú vetvu zavedením agre-

govaných rovníc. Rovnice pre C1 je v tomto prípade kon�uentná hypergeometrická

rovnica prípadne Kummerova rovnica alebo degenerovaná hypergeometrická rovnica.

Pomocou vz´ahov z [1, kapitola 13] moºno rie²enie vyjadri´ v jednoduch²om tvare:

φ (z) = 1 + (φ0 − 1)

(
Cbot

Cbot + 2

) e−V −e−V z

1−e−V

,

Cj (z) =

(
Cbot

Cbot + 2

) e−V z

1−e−V
[
αj + βjΓ

(
Le,

e−V z

1− e−V
ln
(

Cbot
Cbot + 2

))]
, pre j = 1, 2,

(64)
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kde

Cbot = 2 (m1C1bot +m2C2bot) .

Kon²tanty α1, α2, β1 a β2 moºno ur£i´ pomocou okrajových podmienok pre C1 a C2.

Γ (s, x) predstavuje neúplnú gama funkciu de�novanú ako Γ (s, x) =
∫∞
x
ts−1e−tdt. Pre

výpo£et hodnôt funkcie Γ, sme pouºili funkciu gammainc implementovanú v Matlabe.

Analýzou týchto vz´ahov opä´ zis´ujeme, ºe fyzikálne prípustné rie²enia musia leºa´

mimo intervalu Cbot ∈ [−2; 0].

Na obrázku 18 sa nachádza moºný priebeh základného stavu, hodnoty parametrov sú

V = 0.1, Le1 = Le2 = 30, k1 = k2 = 1/30, S = 0, ks/kl = cs/cl = 0, m1 = 0.5 a

hodnoty okrajových podmienkok sú C1bot = −1, C2bot = −3 a φ0 = 0.1.

2.9 Prípad bez uvo©l¬ovania prímesí pri v²eobecnej tepelnej

vodivosti a kapacite

Uvaºujeme prípad s nenulovou rýchlos´ou makroskopického tuhnutia, V 6= 0, pri väz-

bách Le1 = Le2 ≡ Le, S = 0, k1 ≡ k2 = 1. Predpokladáme, ºe platí Leksl−Le−csl+1 6=

0. Poznamenávame, ºe rie²enie je závislé od po£iato£ných podmienok φ0, C1bot, C2bot a

parametrov ks/kl ≡ ksl, cs/cl ≡ csl, Le a V . Redukovaný systém rovníc má tvar:

dφ

dz
=

V

ksl
(1− φ) [(Leksl − Le− csl + 1)φ+ Le− 1] , (65a)

dQj

dz
= −V LeQj j = 1, 2, (65b)

dCj
dz

=
Qj

1− φ
j = 1, 2, (65c)

s okrajovými podmienkami uvedenými v napr. 2.1.

Rie²enie rovnice (65a) moºno získa´ separáciou, a následnou integráciou pri podmienke

φ(1) = φ0.

φ (z) = 1− csl − Leksl
(Leksl−Le−csl+1)φ0+Le−1

(1−φ0)
eγ(z−1) + (Leksl − Le− csl + 1)

, (66)
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Obr. 18: Degenerovaný prípad

kde γ ≡ (Leksl−csl)V
ksl

. Následnou integráciou rovníc (65b) a (65c) moºno získa´ rie²enia

pre C1 a C2.

Cj (z) = αj

[
e−γ (Leksl − Le− csl + 1)φ0 + Le− 1

(γ − LeV ) (φ0 − 1)
e(γ−LeV )z − e−LeV z

]
−

− αj
[
LekslLe− csl + 1

LeV

]
+ βj , pre j = 1, 2.

Kon²tanty α1, α2, β1 a β2 sú rie²eniami 4 lineárnych rovníc, ktoré vzniknú uplatne-

ním okrajových podmienok pre funkcie C1 a C2 v bodoch 0 a 1. Na obrázku 19 sa nachá-

dza moºný priebeh základného stavu pre hodnoty parametrov V = 0.5, Le1 = Le2 = 4,

k1 = k2 = 1, S = 0, ks/kl = 0.4, cs/cl = 9 a okrajových podmienok C1bot = −1,

C2bot = −3 a φ0 = 0.3.
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Rie²enie pre funkciu φ má fyzikálne ºelanú vlastnos´, klesajúcos´ za predpokladu

(Leksl − Le− csl + 1)φ0 > Le− 1.

Obr. 19: Prípad bez uvo©¬ovania prímesí pri v²eobecnej tepelnej vodivosti a kapacite

2.10 Prípad väzby difúzie a za£iato£nej koncentrácie zmesi

Tento prípad predstavuje explicitné rie²enie jednorozmerného základného stavu pri

nenulovej rýchlosti makroskopického tuhnutia, V 6= 0,a pri väzbách Le1 = Le2 ≡ Le,

k1 ≡ k2 = 0, csl = 1 a najmä e−V Le = Cbot+2
Cbot

. Tento ²peciálny prípad je významný tým,
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ºe umoº¬uje kvalitatívne pochopenie vzájomnej interakcie uvo©¬ovania skupenského

tepla S a pomeru teplotných vodivostí tuhej a kvapalnej fázy ksl. Redukovaný systém

rovníc bez uplatnenia väzby e−V Le = Cbot+2
Cbot

má tvar:

dφ

dz
=
−V [Le (ksl − 1)φ− 1] (m1Q1 +m2Q2)

V S (1− φ)− (ksl − 1) (m1Q1 +m2Q2)
, (67a)

dQj

dz
= −V LeQj + V LeCj

dφ

dz
j = 1, 2, (67b)

dCj
dz

=
Qj

1− φ
j = 1, 2, (67c)

s okrajovými podmienkami C1 (0) = C1bot, C2 (0) = C2bot, C1 (1) = C1bot + 1, C2 (1) =

C2bot + 1 a φ (1) = φ0.

Agregovaním rovníc ako bolo ukázané v prípade 2.4 a pouºitím väzby e−V Le = Cbot+2
Cbot

získame predpisy

Q (z) = −V Le (1− φ)C , (68a)

C (z) = Cbote
−V Lez . (68b)

Dosadením týchto vz´ahov do [67a] získame

dφ

dz
=

V

ksl − 1

[Le (ksl − 1)φ− 1] e−V Lez

γ + e−V Lez
, (69)

£o je separovate©ná diferenciána rovnice pre φ a kon²tanta γ = 2S
(ksl−1)LeCbot

. Po jej

integrovaní a aplikovaní po£iato£nej podmienky získavame:

φ (z) = − Le− 1

Le (ksl − 1)
+

[
φ0 +

Le− 1

Le (ksl − 1)

]
γ + e−V Le

γ + e−V Lez
. (70)

Pre vyjadrenie C1 budeme vychádza´ [7b] v tomto prípade má tvar:

d2C1

dz2
+

[
V Le− 1

1− φ
dφ

dz

]
dC1

dz
− V Le 1

1− φ
dφ

dz
= 0. (71)

Pretoºe φ uº poznáme ide o lineárnu diferenciánu rovnicu 2 rádu. Prvé partikulárne rie-

²enie je C1part = e−V Lez. Celkové rie²enie získame pomocou Ábelovej identity. Rie²enie

rovnice moºno bez znalosti φ upravi´ na tvar:

C1 (z) = e−V Lez
(
ᾱ1 + β̄1

∫
eV Lez

1− φ
dz

)
. (72)
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Po dosadení φ do predo²lého predpisu a integrácii získavame C1 postup pre C2 je

analogický.

φ (z) = − Le− 1

Le (ksl − 1)
+

[
φ0 +

Le− 1

Le (ksl − 1)

]
γ + e−V Le

γ + e−V Lez
,

C1 (z) = α1e−V Lez + β1

 θγ[
φ0 + Le−1

(ksl−1)Le

]
(γ + e−V Le)

+ e−V Lezln
[
1 +

Le− 1

Le (ksl − 1)
− θeLeV z

] ,

C2 (z) = α2e−V Lez + β2

 θγ[
φ0 + Le−1

(ksl−1)Le

]
(γ + e−V Le)

+ e−V Lezln
[
1 +

Le− 1

Le (ksl − 1)
− θeLeV z

] ,

kde

γ ≡ 2S

(−1)LeCbot
,

θ ≡
(
γ + e−V Le

) [
φ0 +

Le− 1

Le (ksl − 1)

]
−
[
1− 1− Le

Le (ksl − 1)

]
γ.

Kon²tanty α1, α2, β1 a β2 získame aplikáciou okrajových podmienok. Na obrázku 20

je zobrazený základný stav pri hodnotách parametrov V = 0.05, Le1 = Le2 = 20ln (2),

k1 = k2 = 0, S = 30, ks/kl = 1.5 a okrajových podmienok C1bot = −1, C2bot = −3 a

φ0 = 0.1.

Rie²enie je de�nované pre v²etky hodnoty parametrov okrem prípadu, kedy sú£asne

platí

[ksl > 1] a
[

2S

(ksl − 1)Le
∈ [− (Cbot + 2) ;−Cbot]

]
.

Navy²e φ je klesajúce a zárove¬ konvexné v dvoch rozdie©nych separátnych prípadoch

• [ksl < 1] a
[
Le > 1

φ0(ksl−1)+1

]
• [ksl > 1] a

[
−Cbot < 2S

(ksl−1)Le

]
.
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Obr. 20: Prípad väzby difúzie a po£iato£ného zloºenia zmesi

3 Statická stabilita základného stavu

Základný stav de�nujeme ako staticky stabilný pokia©, hustota kvapaliny klesá s vý²kou

(pozri [3], [9]). V predchádzajúcej kapitole sa vyskytovali prípady, kedy bol základný

stav pre v²etky hodnoty hrani£ných podmienok Cjbot staticky stabilný. Existujú v²ak

hodnoty Cjbot, pri ktorých sa základný stav stáva staticky nestabilný. Pre niektoré

prípady analyzované v kapitole 2 moºno získa´ neutrálne stabilné krivky, ktoré odde©ujú

staticky stabilnú a staticky nestabilnú oblas´. Tvar neutrálne stabilných kriviek sme

ur£ili pre prípady 2.4 a 2.6, ktoré boli analyzované v kapitole 2. Statická stabilita

základného stavu je ur£ená krivkami v parametrickom priestore (C1bot, C2bot) pozd¨º,
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ktorých je dCj

dz
|z=0 = 0, pre j = 1, 2. Tvar týchto kriviek moºno získa´ numericky. Pre

ur£enie explicitných tvarov vyuºijeme rie²enie C1 a C2 uvádzané v predchádzajúcej

kapitole.

3.1 Tvar regiónu statickej stability pre prípad 2.4

Prípustné hodnoty okrajových hodnôt C1bot a C2bot leºia v tre´om kvadrante, s výnim-

kou £asti, v ktorej základný stav nie je de�novaný (porovnaj kap. 2.4). Horná hranica

staticky stabilnej oblasti je daná výrazom: C1bot =
C2bot(e−LeV +m1Le(1−e−V )−1)−1

m1Le(1−e−V )
.

Dolná hranica je C1bot =
1+m2Le(1−e−V )C2bot

e−LeV +m2Le(1−e−V )−1
.

Na obrázku 21 sú zobrazené hranice oblasti statickej stability v parametrickom pries-

tore C1bot, C2bot, pre hodnoty Le = 100, V = 0.1 a m1 = 0.7. V oranºovej alebo v

£ervenej oblasti je koncentrácia prímesí staticky stabilne strati�kovaná, v tmavo oran-

ºovej oblasti je C1 nemonotónne, v ºltej oblasti je C2 nemonónne a preto je základný

stav v oboch prípadoch staticky nestabilný. �ierna oblas´ je mnoºina okrajových hod-

nôt (C1bot, C2bot), v ktorej rovnice pre základný stav nemajú rie²enie. Z explicitného

vyjadrenia marginálnych hodnôt Cjbot moºno poveda´, ºe rast Le zvä£²uje oblas´ sta-

tickej nestability v priestore C1bot, C2bot, efekt parametra V je opa£ný. Pre hodnoty

parametra m1 = 0.5 je staticky stabilná oblas´ symetrická, vo v²etkých ostatný prípa-

doch je staticky stabilná oblas´ asymetrická.

Typické hodnoty parametra Le sú dos´ ve©ké a naopak parametra V relatívne malé.

V takom prípade V → 0, kde Le = L̄e/V a L̄e = O(1) nadobúdajú hranice staticko

stabilnej oblasti:

C1bot =
1 +m2L̄eC2bot

eL̄e +m2L̄e− 1
, C2bot =

1 +m1L̄eC1bot

eL̄e +m1L̄e− 1
. (73)

3.2 Tvar regiónu statickej stability pre prípad 2.6

Predpis pre krivky zodpovedajúce hraniciam statickej stability, je v tomto prípade im-

plicitný. Numericky moºno tvar týchto kriviek získa´ pomocou nasledujúceho algoritmu

v troch krokoch:
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Obr. 21: Oblas´ statickej stability pre základný stav pre prípad 2.4

1. diskretizácia Cbot;

2. výpo£et C1bot z niº²ie uvedeného vz´ahu pre tvar hranice;

3. výpo£et C2bot = Cbot−2m1C1bot

2m2
.

Druhú krivku moºno získa´ analogicky.

V tomto prípade hranice statickej stability v priestore C1bot vs C2bot sú:

Cjbot =

Cbot

(
1 +

(
Cbot+2

Cbot

)1/Le
−1

1−e−V

)

2− 1−e−LeV

1−e−V Cbot

((
Cbot+2
Cbot

)1/Le

− 1

) , kde j = 1, 2.

Analýzou týchto nelineárnych výrazov (v premennej Le) zis´ujeme, ºe staticky sta-

bilný región zaniká (redukuje sa na priamku C1bot = C2bot ) v limite Le → ∞. Na

obrázku 22 sú zobrazené staticky neutrálne stabilné krivky v priestore po£iato£ných

koncentrácií C1bot, C2bot, pre parametre: Le = 50, V = 0.1 a m1 = 0.7. V oranºovej a

£ervenej oblasti je koncentrácia prímesí staticky stabilne strati�kovaná, v tmavo oran-

ºovej oblasti je C1 nemonotónne, v ºltej oblasti je C2 nemonónne a preto je základný

stav v oboch prípadoch staticky nestabilný. �ierna oblas´ je mnoºina zodpovedajúca
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okrajovým hodnotám, v ktorej rovnice pre základný stav nemajú fyzikálne prípustné

rie²enie. V¤aka explicitnému vyjadreniu hrani£ných hodnôt moºno poveda´, ºe stúpa-

júce Le zvä£²uje plochu staticky nestabilných regiónov v priestore C1bot, C2bot, opa£ne

pôsobí V . Parameter m1 je zodpovedný za asymetriu staticky stabilnej oblasti.

Obr. 22: Oblas´ statickej stability pre základný stav z prípadu 2.6
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Záver

V na²ej práci sme uviedli model popisujúci správanie primárnej dendritickej zóny, ktorý

bol sformulovaný a ¤alej skúmaný v [3] a [9]. Analyzovali sme rovnice pre jednoroz-

merný základný stav spomínaného modelu. Narozdiel od analytického rie²enia pre ²pe-

ciálny prípad v [3], kde bola rýchlos´ makroskopického tuhnutia nulová, my sme sa

venovali parametrickým redukciám pri nenulovej rýchlosti makroskopického tuhnutia.

V nieko©kých prípadoch sa nám podarilo získa´ explicitné formuly pre rie²enia zá-

kladného stavu. Pri tejto analýze sme odhalili zaujímavé vlastnosti po©a pevnej zloºky

φ, ktoré je klesajúce a lokalizované v intervale [0,1] len za netriviálnych podmienok.

Táto vlastnos´ bola prítomná pri parametrických redukciách popísaných v 2.9 a 2.10.

Podarilo sa nám identi�kova´ oblas´ hodnôt okrajových podmienok, kde rie²enie pre

základný stav neexistuje. Táto oblas´ je zvä£²a situovaná v intervale Cbot ∈[-2,0]. Ta-

kéto správanie základného stavu sme zistili v prípadoch 2.4, 2.6, 2.7, 2.8, a v prípade

2.10.

Pomocou explicitného rie²enia získaného v prípadoch 2.5 a 2.10 sa nám podarilo

zachyti´ vplyv ve©kého Stefanovho £ísla S. Platí limS→∞φ (z) = φ0.

Ur£ili sme nieko©ko prípadov, kedy základný stav nemusí by´ staticky stabilný ale

v¤aka nemonotónnosti jedného z koncentra£ných polí dochádza k vytváraniu hrani£-

ných vrstiev pri spodnom okraji dentritickej vrstvy. Tento druh správania základného

stavu bol prítomný v prípadoch 2.4, 2.6, 2.7, 2.8.

V kapitole 3 sme popísali tvar staticky neutrálne stabilných kriviek pre prípady 2.4

a 2.6, tým sme klasi�kovali mnoºinu okrajových hodnôt (C1bot, C2bot) do nieko©kých

oblastí. Taktieº sa nám podarilo identi�kova´ vplyv parametrov Le, V a m1 na sta-

tickú stabilitu príslu²ného základného stavu.

Zistenia z na²ich analýz sme veri�kovali pomocou strie©acej metódy. Porovnanie ana-

lytických a numerických výsledkov ukazuje, ºe rovnice pre základný stav sú pre mnohé

parametrické reºimmy sti� úlohou.
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Preh©ad zobrazených rie²ení základných stavov

Preh©ad zobrazených priebehov základného stavu, hodnoty parametrov ktoré neovp-

lyv¬ujú priebeh základného stavu zobrazeného na obrazku sú ozna£ené Na

Obr. £. m1 V Le1 Le2 k1 k2 S cs
cl

ks

kl
φ0 C1bot C2bot

1 Na 0 Na Na Na Na Na Na Na 0.1 -1 -3

2 Na 0.2 5 5 Na Na Na 6 0 0.4 -1 -3

3 Na 0.1 5 5 1 1 0 1 1 0.4 -1 -3

4 0.5 0.1 100 100 0 0 0 1 1 0.1 -1 -3

6 Na 0.1 10 10 1 1 10 0 0 0.1 -1 -3

8 0.5 0.1 30 30 0 0 0 0 0 0.1 -1 -3

9 0.5 0.1 100 100 0 0 0 0 0 0.1 -1 -3

10 0.5 0.1 100 100 0.3 0.3 0 1 1 0.1 -5 -3

11 0.5 0.1 100 100 0.8 0.8 0 1 1 0.1 -5 -3

12 0.1 0.1 100 100 0.3 0.3 0 1 1 0.1 -5 -3

13 0.9 0.1 100 100 0.3 0.3 0 1 1 0.1 -5 -3

14 0.5 0.4 8.5 8.5 15
17

15
17

0 1 1 0.1 -5 -3

16 0.5 0.1 100 100 0.3 0.3 0 0 0 0.1 -5 -3

17 0.5 0.1 100 100 0.8 0.8 0 0 0 0.1 -5 -3

18 0.5 0.1 30 30 1
30

1
30

0 0 0 0.1 -1 -3

19 Na 0.5 4 4 1 1 0 0.4 9 0.3 -1 -3

20 0.5 1
20

20 ln2 20 ln2 0 0 30 1 1.5 0.1 -1 -3
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