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Abstrakt v statnom jazyku

HURBAN, Martin: Staticka stabilita trojzlozkovych systémov, Univerzita Komenského
v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matema-
tiky a Statistiky; 8kolitel: doc. RNDr. Peter Guba, PhD., Bratislava, 2015, 52 s.

V nasej praci analyzujeme proces tuhnutia ternarnych zmesi prostrednictvom rovnic
riadiacich tuhnutie v priméarnej dendritickej vrstve. Uvadzame parametrické redukcie
veduce k explicitnému rieSeniu jednorozmerného zékladného stavu riadiacich rovnic.
Zaoberame sa redukciami pri nenulovej makroskopickej rychlosti tuhnutia. V préci iden-
tifikujeme niektoré vlastnosti koncentra¢nych poli zodpovedné za staticka nestabilitu
zakladného stavu. Pri istych redukcidch uvadzame explicitny tvar staticky neutralne

stabilnych kriviek v priestore okrajovych hodnot.

Krlacové slova: ternarne zmesi, staticka stabilita, tuhnutie, dentritickd zona,

konvekcia, vztlakova sila



Abstract

HURBAN, Martin: Static stability of three-component systems, Comenius University in
Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied
Mathematics and Statistics; Supervisor: doc. RNDr. Peter Guba, PhD., Bratislava,
2015, 52 p.

We analyze a model for the primary solidification of a three component alloy. We
identify a number of parametric reductions of the underlying differential system, allo-
wing explicit solutions for the non-convecting one-dimensional base state of the system.
Of particular interest are the cases with a finite rate of macroscopic solidification. We
identify some local properties of the concentration fields, important from the viewpoint
of static stability of the system. For some reductions we determine explicit formulae

for the static stability boundaries in the parameter space of initial liquid compositions.

Keywords: ternary alloy, static stability, solidification, mushy layer, convection,

buoyancy
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Uvod

Stadium tuhnutia viaczlozkovych zmesi vnasa pohlad do mnohych oblasti Iudského
poznania, ¢i uz ide o metédy odlievania siciastok v metalurgii, popis pohybov zem-
ského jadra alebo spravanie sa vrchnych vrstiev oceanov.

Tuhnutie viaczlozkovych zmesi je pomerne zlozity proces, ktorého vSetky aspekty
eSte nie st zname. Pocas tohto procesu vznika medzi tuhou a kvapalnou fazou dendri-
tickd vrstva, a prave tato vrstva je zodpovednd za nehomogénnu Struktaru vznikajicej
tuhej fazy. V tejto porovitej vrstve dochédza k redistribicii tepla medzi tuhou a kvapal-
nou fazou, uvolnovaniu skupenského tepla ako aj k difuzii primesi. Objektom skiimania
st podmienky potrebné pre vznik pridenia v tejto vrstve, pretoze prave typ a intezita
pridenia vyrazne urc¢uju finadlnu makrosegregaciu tuhej fazy.

Pre vznik konvektivnych tokov v kvapaline je hnacim motorom vztlakova sila. Takéto
priadenie moze vznikat napriklad ak vrchné vrstva kvapaliny je hustejSia ako spodna,
¢o moze byt sposobené bud teplotnym alebo koncentra¢nym gradientom. Prikladom
konvektivneho pridenia pohénaného teplotnym gradientom je ohrev vody zo spodnej
hranice, kde teplejsia a teda menej husta voda je pod vrstvou studenej vody. Situacie,
kedy je hustejSia kvapalina nad redSou, nazyvame staticky nestabilné a ku konvenkcii
dojde v momente, kedy vztlakova sila prekona viskéznu a iné odporové sily v kvapaline.
Konvektivne pridenie moze v pritomnosti viacerych difaznych poli vznikat i za staticky
stabilnych podmienok, t.j. ked hustota v kvapaline klesa s vyskou. Tento fenomén sa
nazyva dvoj-difuzne priadenie a prudenie vznikd vdaka roznej rychlosti diftzie dvoch
poli. Prikladom z prostredia oceanografie je prisun ¢istej a studenej vody z Tadovea do
mora. Viac sa mozno doéitat v [10].

Vztlakovou silou pohanané prudenie je ¢asto pritomné v systémoch, kde prebieha
fazova zmena. Takéto systémy mozu zahiniat okrem kvapalnej zlozky rozny pocet pri-
mesi. Systém s jednou primesou sa nazyva bindrna zmes. Je zndme, Ze pocas tuhnutia
binarnych zmesi vznika porovita dendriticka vrstva tvorend z dobre vyvinutych krys-
talov. Tuhnutie bindrnych zmesi je analyzované napr. v pracach [15], [16].
Konvektivne priudenie méze vzniknut v dentritickej vrstve, pretoze si v nej pritomné
teplotné a koncentracné gradienty.

V dendritickej zone je vdaka relativne vysokému pomeru povrchu a objemu krys-



talov udrziavani termodynamicka rovnovaha. Désledkom toho je vizba teplotného a
koncentra¢nych poli prostrednictvom krivky liquidus ternarneho fazového diagramu.
Preto st v modeloch tuhnutia zmesi teplotné a koncentra¢né pole lineadrne zviazané,
¢im v bindrnych zmesiach nie je splnena nutnd podmienka vzniku dvoj-difizneho pru-
denia. V binarnych zmesiach je v8ak mnoho zaujimavych otazok k stidiu, z ktorych
niektoré st rozoberané v [5], 6], [7], [13], [14].

Okrem sktimania binarnych zmesi st podnety z industrialnej sféry pre dalsi rozvoj
v oblasti spravania sa konvektivneho prudenia v ternidrnych zmesiach. Numerické si-
mulécie tykajice sa findlnej makrosegregacie zliatin boli urobené v pracach [11], [12].
Tieto prace boli zamerané na kvantitativne presné predikcie priebehu tuhnutia a mak-
rosegregacie zliatin.

Laboratorne experimenty tykajtice sa trojzlozkovych vodnych roztokov v préacach
2], [4] odhalili nové skuto¢nosti o procese tuhnutia ternarnych roztokov, konkrétne
formovanie dvoch typov dendritickych vrstiev - primérnej a sekundarnej. Model uve-
deny v [3], ktorého $pecidlny pripad je model tuhnutia binarnych zmesi popisany v
[14], predstavuje moznost skimat podmienky pre vznik konvektivneho priadenia v pri-
méarnej dendritickej vrstve. Tento model zahina diftzny aj konvektivny prenos tepla
a primesi, viazany cez podmienku termodynamickej rovnovahy. Pre tento model bola
v [14] vykonané analyza linearnej stability zakladného stavu (stavu bez pridenia) a
pre Specialny pripad bolo ziskané analytické rieSenie, ktoré osvetluje pric¢iny vzniku
konvektivnych priadeni v ternarnej zmesi.

Model z 3| je dalej analyzovany v [9], kde je skiman4 ista limita, ktora vykazuje
nové mody nestability zakladného stavu, vznikajice pri rozdielnych rychlostiach vylu-
¢ovania primesi a ich pociato¢nych koncentrécii.

Cielom tejto prace je analyza zékladného stavu modelu pre primarnu dendriticka
vrstvu popisani v [3] a [9]. Nasim cielom je taktiez skiimanie vplyvu parametrov na
staticku stabilitu zdkladného stavu prostrednictvom analytickych a numerickych rieSeni

zakladného stavu.



1 Idealna trojzlozkova dendritickd vrstva s konvek-
ciou

Budeme sa zaoberat modelom pre trojzlozkovia dendritickt vrstvu, ktorej riadiace rov-
nice su popisané v [3, str. 313|. Model popisuje oblast medzi dvoma poziciami Z = V't/
az = H'+V't', ktora sa pohybuje v ¢ase t’ danou konstantnou rychlostou V’. O hribke

dendritickej vrstvy H' predpokladame, Ze je konstantna. Hustota kvapaliny splha
pr=p"1—a(l'~Tp) — (O] = Clg) — a2 (Cy = C3p)] (1)

kde o a a; (j = 1,2) st koeficienty tepelnej a koncentra¢nej roztaznosti a R oznacuje
referenény stav. Riadiace rovnice [3, 2.2] pre teplotu 7", koncentracie C| a C%, po-
diel pevnej ¢asti ¢, tlak p’ a Darcyho rychlost 4’ v sistave pohybujtcej sa zaroven s

rozhranim 2/ = Z — V't/ st

= aT/ /aT/ ’ / _ 1. ! %_ /a_¢

C<¢)<8t’ VaZ/Jru VT)—V(k(qﬁ)VT)JrLU(at, Vaz/)’ (2a)

oc" oC" _ ¢ ¢

_ i J 'O =V - (D, ' kol (2 oy 22
(1 gb)(at, Vazl> +u/-VC; =V - (D;(¢) VC)) + (1 - k;) C] (8t, Vazl),
pre j = 1,2, (2b)
T' = Ty +m{ C} +myCy, (20)

’r_ _H/ <¢) / /7

w=—— (Vp +pg/€)7 (2d)
V' =0, (2e)

kde ¢(¢) = ¢cs + (1 — @) ¢ je efektivne $pecifické teplo dendritickej vrstvy; ¢ a ¢ st
merna tepelna kapacita pevnej a kvapalnej fazy; k (¢) = ¢k, + (1 — @) k; je efektivna
tepelna vodivost dendritickej vrstvy; kg a k; su tepelné vodivosti pevnej a kvapalnej
fazy; D; = (1 — ¢) D; je D;difuzivita primesy j v dendritickej zone a D; je difuzivita
primesy j v kvapalnej faze zony; T] je teplota topenia ¢istého materialu; I’ (¢) je per-
meabilita dendritickej vrstvy; u je viskozita kvapalnej zlozky; g je gravita¢né zrychlenie;
ak je jednotkovy vektor v smere osi z’. Predpokladame, Ze segregacné koeficienty k; a
sklony plochy liquidus st konstantné. Vo vSeobecnom pripade by tieto rovnice zaviseli

od dynamiky kvapalnej zony. V tomto modeli je vSak cielom izolovat dynamiku v pri-

méarnej dendritickej vrstvy, a preto predpokladame, Ze koncentrac¢né polia zostavaji na
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ploche liquidus mimo kotektickych alebo eutektickych bodov fazového diagramu. Preto

st hrani¢né podmienky nasledovné:

T/ (H/) topi Cl ( ) Cito;ﬁ (b (H/) = ¢07 ’l,l,/ (Hl) k= 07 (3)
T (O) = Tb/ot7 C:/l (O) = 1bot7 u’ (0) k= 0, (4)
kde Ty, Tiops Cliors Cliop @ G0 s dané konstanty.

1.1 Zbezrozmernenie

Podobne ako v 3| vySSie uvedené rovnice upravime do bezrozmerného tvaru, z kto-
rého bude Tahsie vidief matematicka Struktaru rovnic. DIzky preskalujeme hriubkou
dendritickej vrstvy H’, ¢as pomocou H'?/k, kde k = k;/¢; je merna tepelna vodivost a

rychlost k/H'. Bezrozmerna teplota a koncentrécie st definované vztahmi

T -1 o
T="—tt = 5
AT ! AC ©)
kde AT =15, — Ty, a AC; = Cf,,, — Chy, pre j = 1,2. Bezrozmerny tlak zavedieme
v tvare
HO / R__/
" 6
=, ' +0"), (6)

kde Il je permeabilita referen¢ného stavu. Bezrozmerné riadiace rovnice maju tvar:

c0) (G -V +wvr) = V@ vy s (5 -V, (7a)
(1=9) <aa—(i B V%ﬁ) +wVC = Le;V-[(1-9) VO] + (1= k) C (gf vV )
pre j = 1,2, (7h)

T =Ty + m1Cy + myCy, (7¢)

w=—T1(6) (Vp+Apk). )

V=0 (7e)

kde ¢ (¢) = (cs/c)) +1 =0, k(¢) = (ks/ki)+1—¢, 11 (¢) =1I' (¢) /Iy a Ap predstavuje

zmenu hustoty v zavislosti od teploty a koncentracii
Ap:—Ra(T—TR)—Ra1 (Cl—ClR)—RCLQ (CQ_C§> (8)
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Bezrozmerné parametre vystupujice v rovniciach maja tvar:

VH L 5o T Ty o Th—Th

k0 T AT YT Dy 0T AT AT (9)
aATgllgH' a;AC;gll H' miAC; g iR
= 7 B L - ph— 1
Ra KU 9 Raj KU I m] AT Y Cj ch ) ( O)

pre j = 1,2, kde v = p/p®. Vdaka vizbe AT = m{AC; + m)ACy v bezrozmernom

tvare plati m; + mo = 1. Bezrozmerné hrani¢né podmienky nadobudajia formu:

T(1)=1,Ci (1) = Ciop, ¢ (1) = ¢, u (1)
T (0) =0, C1 (0) = Croot, u (0)

k=0, (11)
k=0, (12)

kde Cipot = C,,,/AC,. VSimnite si, Ze namiesto podmienok pre 7" mozno ekviva-
lentne nalozit podmienky C5(0) = Copor @ Co (1) = Copop = Copor + 1, kde Coppp =
— (Th + m1Chpor) /M .

1.1.1 Alternativny pristup

Rovnakymi rovnicami ako v [3, str. 313|, ktorych formu preberame v tejto praci sa
zaobera aj |9, str. 638|, aviak s rozdielnymi definiciami bezrozmernych premennych, aby
bolo mozné porovnat nase vysledky s vysledkami préac [3| a [9] uvedieme transformacné
vztahy Ty = T+ 1, Cja = Cjg + 1+ Cipot, pre j = 1,2. V limite analyzovanej v [9] je
rychlost makroskopického tuhnutia V' oznac¢end ako 9, pre pomer mernych tepelnych
kapacit tuhej a kvapalnej fazy c/¢; = 1, taktiez pre pomer tepelnych vodivosti tuhej a
kvapalnej fazy ks/k; = 1. Permeabilita prostredia II (¢) je v [9] zavedena cez 11 (¢) =
1/K (¢) a pri vypoctoch sa uvazuje Taylorov rozvoj funkcie K (¢) polynomialneho typu

K(¢)=(1-9¢)".

1.2 Zakladny stav

Podobne ako v [3] a [9] zakladnym stavom budeme nazyvat stabilné, jednorozmerné

rieSenie systému (7) bez konvekcie (u = 0). Rovnice zakladného stavu maju tvar:

ar 4 ar do
oV = 5 [0 ] - Vs (132)
A% _ L 410 099 v k0092 e =
V(1-29) T - Te, s {( o) P } V(1-Ek;)C T pre j = 1,2,  (13b)
T = TQ + m1C1 + mQCQ (13C)
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a hraniéné podmienky Cj (0) = Cipor, C2(0) = Copor, C1 (1) = Crpor + 1, Co (1) =
Copot +1 a ¢ (1) = ¢o.

1.3 Numerické rieSenie pre zakladny stav

Numerické riesenie rovnic (13) ziskame podobne ako v [3] metédou strelby. rovnice
najskor transformujeme na systém piatich nelinearnych diferencidlnych rovnic prvého

radu s neznamymi ¢, C1, Cy, Q1 a Q2, kde Q; = (1 — ¢) dd—(’;j, pre j = 1, 2. Tieto rovnice

maji tvar:
do _ VmiLeiQy +maLes@s — (c(9) [k (¢)) (miQ1 + szz)L (14a)
dz VimiLey (1 —ky) Cy +moLey (1 — ky) Co] — f
G o VIaQutVIa( -k (14D)
% = —VLesQq + VLey (1 —ky) ng—f, (14c)
% _ 1?1¢7 (14d)
% - 1?25’ (14e)
kde

f__m1Q1+m2Q2+VS(1_¢)_ 1 dk

1—-¢ k(¢) k(¢)de
Metoda strelby bude Startovat z pociato¢nych hodnot Cy (1) = Cper + 1, Co (1) =
C'2bot + 17 ¢(1) = (b(]a Ql (1) = Qltop a QQ (1) = QQtop- HOanty Qltop a QZtop st

nezname a budia urcené iterativne tak, aby boli splnené podmienky C; (0) = Clpo,

(M1Q1 + maQ2) .

C5(0) = Coper-Vypolty sme implementovali v programovacom prostredi Matlab. Pre
integrovanie systému diferencidlnych rovnic sme podla potreby pouzili funkcie ode23s,
ode45, ode113 a ode23tb. Aby sme mohli pouzit vyssie Specifikované funkcie so Star-
tovacim bodom 0 je potrebna transformécia systému z intervalu z € [0;1] na ¢ € [0; 1],
¢o zodpoveda substiticii z = 1 — <. Pre urcenie hodnot Q140p & Q2t0p pouzivame fun-
kciu fsolve. V nasledujucej kapitole sa nachadzaji analytické rieSenia [14], pri réznych

parametrickych redukciach a ich porovnania s numericky ziskanym riesenim.
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2 Analytické rieSenia pre zakladny stav

Podobne ako v predchadzajicej kapitole uvazujeme jednorozmerné riesenia s nulovou
rychlostou. Zodpovedajice riadiace rovnice majiu 9 parametrov a 3 nezavislé hrani¢né
podmienky. Délezité je poznamenat, Ze uvazovany model pre ternarne zmesi sa stava
modelom pre efektivne binarne zmesi, ak je splnend jedna z nasledujicich mnnozin

podmienok:
® L61 = Leg, ]{?1 = ]{?2 a ngal = mlRag
o Ley = Ley, ki = ko a Cipor = Copor

V tejto kapitole uvedieme analytické rieSenia, ktoré mozno ziskat pri redukciach v para-
metrickom priestore. Vzajomna poloha niekolkych pripadov v parametrickom priestore

(pre nenulovi rychlost makroskopického tuhnutia ) je uvedena v tabulke 1.

Tabulka 1: Prehlad pripadov pri nenulovom V

L61:L62:L6,S:0 klzkzzl k1=k2=0 klzkgzk

ks/ki =cs/ci =0 rieSenie neexistuje | Pripad 2.6 Pripad 2.8
ks/ki =cs/cp =1 Pripad 2.3 Pripad 2.4 Pripad 2.7

2.1 Pripad nulovej rychlosti makroskopického tuhnutia

Linearna stabilita zdkladného stavu v tomto pripade bola Studovana v [3, str. 323|.
Explicitné rieSenie poruchovych rovnic v tomto Specidlnom pripade bolo mozné najst
mozné a teda aj predpis neutralne stabilnych kriviek. RieSenie zdkladného stavu je

zavislé iba na hrani¢nych podmienkach ¢y, Cipor @ Copor @ ma tvar:

¢ (2) = ¢o, (15a)
Cy (2) = z + Cipors (15b)
CQ (Z) =z + CQbot- (15C)

Na obrézku 1 sa nachédza typicky priebeh zékladného stavu hodnoty parametrov V =
0, Ley = Leg = 0, ky = ko =1, S =0, ks/k; = ¢s/c; = 1 a okrajové podmienky
Clbot = —1, Cgbot =-3Ja ¢0 =0.1.

13



Obr. 1: Riesenie pri nulovej rychlosti makroskopického tuhnutia (V' = 0)

0.8 1 0.8
0.6 1 0GB
r4 r4
0.4 1 0.4
0.2 : nz
0 a
0 0.5 1 a 0.5 1
& T
1 a
1
0.8 C2 027
0.k 1 0.4}
] (_';'_
0.4 1 DB}
0.2 1 08¢
0 -1
5 4 2 0

2.2 Pripad s vizbou medzi poc¢iato¢nou pevnou fazou a diftiziou

primesi

Tento pripad poskytuje explicitné rieSenie systému rovnic pri nenulovej hodnote pa-
rametra V a pri vizbach Le; = Les = Le a z((‘:;)) = Le. RieSenie je zavislé iba od
hrani¢nych hodno6t podmienkok ¢y, Cipor, Copor @ parametrov Le a V' pri spominanej
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vizbe.

¢ (2) = ¢o, (16a)
e—LeVz -1

Ci(z) = Lev —1 T et (16b)
efLeVz -1

CQ (Z) = W + C2bot- (16C)

Na obrazku 2 sa nachadza typicky priebeh zédkladného stavu. Hodnoty parametrov si
V=02, Ley = Les =5,k =ko=0,5=0, ks/k; = ¢s/c; = 6 a okrajové podmienky
su Clbot = —1, CQbot =-3a ¢0 =0.4.

Obr. 2: Pripad viizby podiato¢nej pevnej zlozky a diftzie

0.8 1 0.8
0&B 1 0B
[ 3
0.4 . 0.4
0.2 1 n.z2
0 a
0 045 1 a 04 1
o T
1 a
1
0.8 C2 K 0.2}
0&E 1 0.4}
r4 (_)‘_
0.4 1 L6}
0.2 1 087
0 -1
B 4 2 0 -3 248 -2
C C
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Na rozdiel od obrazku 1 je priebeh funkcii C; a C5 nelinearny, funkcia ¢ v8ak zostava

konStantna.

2.3 Pripad bez uvoltiovania primesi

Tento pripad predstavuje explicitné rieSenie systému ODR pri nenulovej hodnote para-
metra V', a pri vizbach Le; = Les = Le, S = 0, k; = ky = 1, ¢5/¢; = ks/k; = 1. RieSenie
je parametrizované cez okrajové hodnoty ¢g, Cipot, Coper, @ Le a V. Redukovany systém

rovnic pre tento pripad ma tvar:

¢ _

4, =V Le-1){1-9), (17a)
@, o
E = VLGQ] , ] = 1, 2, (17b)
ac;  Q; .
E_ 1_¢ a]_laQa (]‘7C)

s hrani¢nymi podmienkami C} (0) = Cipor, C2 (0) = Copor, C1 (1) = Cipor + 1, Co (1) =
Copot +1 a ¢ (1) = ¢o. Rovnice (17a, b) predstavuju tri nezavislé linearne diferencialne

rovnice, ktorych vSeobecné rieSenia maja tvar

1—¢(2) = cre”V ez (18a)
Q1 (2) = cpe” VI, (18b)
Qs (2) = cge™V ez, (18c)

kde c1, ¢o a ¢z st konstanty. Dosadenim (18a, b, ¢) do (17¢) a néaslednym integrovanim
ziskame v8eobecné rieSenie C (2) a Cy (z). Po aplikacii hrani¢nych podmienok ziskame

rieSenie redukovanych rovnic v tvare:

¢ (2) =1 — (1 —gg) e’ e, (19a)
—Vz 1

1 + Clpor pre j =1,2. (19b)

Na obrazku 3 sa nachadza typicky priebeh zékladného stavu. Hodnoty parametrov st

V =01, Le; = Les = 5, k; = ko =1, 5 =0, ks/ki = ¢/ = 1 a hrani¢nych
podmienok Cipor = —1, Copor = —3 a ¢ = 0.4.
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Obr. 3: Pripad bez uvollfiovania primesi

0.5

0.k

0.4

0.2

1
0.5 C2

0.k

0.4

0.2

Narozdiel od pripadov 2.1 a 2.2 pole ¢ nie je konStantné ale monotonne rastie s vyskou z.
Takéto spravanie je neocakavané nezodpoveda konvencnej situacii znamej z binédrneho
pripadu. Taktiez plati, 7e ¢ zotrva v intervale [0, 1] len ak plati Le < 1 — hl(l%’bo) Vo
vSetkych nasledujicich pripadoch budi pripustné aj parametrické rezimy s klesajicim

o.

2.4 Pripad uplného uvolniovania primesi

Tento pripad zodpoveda situacii V' # 0, s vizbami Le; = Leg = Le, S =0, ky = ko =0

a cs/c; = ks/k; = 1. RieSenie je zavislé len od pociato¢nych podmienok ¢g, Cipor, Copor

17



a parametrov mq, Le a V. Redukovany systém rovnic mé tvar:

% _ V(Le—1) (1 —¢) (miQ1 + maQ2)

_ , 20
dz miQ1 + meQs + VLe (miCy + maCs) (1 — ¢) (202)

d j d¢ .

995 _ e, 1 viee 2 - 19 2
p eQ; + V LeC} ) )2, (20b)

dC; Q; .

L 1ol h (20¢)

s okrajovymi podmienkami C; (0) = Clpor, Co (0) = Copor, C1 (1) = Crpor + 1, Co (1) =

Cowot + 1 a ¢ (1) = ¢g. RieSenie mozno ziskat nasledovnym postupom:

1. Definujeme zlozené premenné C' := 2 (m;C; + moCy) a Q = 2 (m1Q1 + maQ)s),

a parameter Cyor := 2 (m1C1p0r + M2C2%01);
2. VyrieSime systém rovnic pre nezname ¢, C' a Q;
3. Vypocitame C a Cy vyuzitim znamej funkcie ¢.

Rovnice v novych premennych maji tvar

dp V(Le-1)(1-¢)@Q

&z Q+VLeC(1—9)’ (212)
dQ do

ic  Q

E = —1 — ¢, (21C)

kde rovnica (21b) vznikla sa¢tom rovnic (20b) pre j = 1 a 2 a rovnica (21c¢) vznikla suc-
tom rovnic (20c) pre j = 1 a 2. Okrajové podmienky maji tvar C' (0) = 2 (m1Clpor + m2Copot),
C (1) = 2 (m1Chpot + maCapot) +2 a ¢ (1) = ¢y.

Z rovnice (21c) vyjadrime @ a dosadime do rovnice (21b), ¢im ziskame vztah

dQ ite, do

Integrovanim tejto rovnice méme
Q=-VLe(l1-9¢)C+c, (23)

kde ¢; je integra¢na konstanta. Pomocou rovnice (23) a vztahu @ = % (1 —¢) vyjad-
renom z (21c¢) do (21a) ziskame rovnicu

dp  V(Le—1)(1-¢)*dC
&_ C1 aj

(24)

18



ktorej integraciou mame
1 V(Le—1)
— C 25
1 — qb c1 + Co, ( )

kde ¢, je integracné konstanta. Kombinaciou rovnic (21c) ,(23) a (25) ziskame linearnu

diferencialnu rovnicu s konstantnou nehomogenitou

dC  —VLe(l—-9¢)C+ c
N — — — _ 9
P (1 — ¢) VLeC + 1_ ¢ Ve + C1Ca, ( 6)
pre C' s rieSenim:
C(2) = cze™V* — cio, (27)

kde c3 je integracna konstanta. Pomocou vztahu medzi C' a ¢ mozno vyjadrit vSeobecné
rieSenie ¢ v tvare

C1
V(Le —1)cze V% — cien

6(z)=1- (28)

S vyuzitim okrajovych podmienok mozno dopocitat hodnoty ¢, ¢z a c3. Funkcia ¢, o

ktort mame najvicsi zaujem, ma tvar:

v (1= e™") = Crw

o (1= 5o ") — G’

(29)

Teraz mozno vyuzit explicitny predpis pre ¢ a dopocitat C; a Cs. Uvedieme len postup
pre Ci, pretoze postup pre Co je analogicky. Pomocou rovnic (20b) a (20c¢) mozno

vyjadrit vztah medzi C a Q1.
Q1 =—-VLe(l—¢)Ci+ ¢, (30)

kde ¢ je integracna konstanta. Po dosadeni do rovnice (20¢) a vyuzitim vztahu pre ¢

mame rovnicu:

ﬂ — _VILeC, + @ (6_3_1 (1 - ngle—\/z) - Cbot) (31)
dz FT = 00) (= (1= ELe ) = Cu)
s rieSenim
7‘2 ( Le—le—V) _ Cbot

(2)=1—(1—¢y) =1 Le , 32a
(2) (1= ¢o) Sy Gy 7= P prs (32a)

—Vz _ 1
Ch (2) = are™ V7 + By ((Jbot +2° T ) 7 (32b)

—Vz _ 1
Cy (2) = ape V7 4 (Cbot +2—— 1 ) ; (32¢)



kde

2C(jbot - Cbot
T Chot(1—e LeV) 12
Clvor (1 —e7LV) +1
5= (T t) 12

Q; Jj:1727

L j=1,2.

Tieto vztahy platia pre vSetky hodnoty okrajovych koncentracii okrem intervalu Cj,; €
[—2 (1 — Li—;le_v) / (1 — e_V) §Z_§ (1 — e_v)}. Pre limitny pripad kedy Le > 0 ma
nepripustny interval limitny tvar [—2;0].

V limite V' — 0 sa tento pripad redukuje na pripad 2.1, vo vSeobecnosti to tak byt
nemusi. Funkcia ¢ je pre vSetky parametrické rezimi klesajica s vyskou z. Na obrazku
4 je znazorneny typicky priebeh zakladného stavu, pre hodnoty parametrov V = 0.1,
Ley = Les = 100, ky = ke =0, S =0, ks/ky = ¢/ = 1, my = my = 0.5 a hrani¢né
podmienky Cipor = —1, Coper = —3 a ¢ = 0.1. Numerické rieSenie sme ziskali pomocou
funkcie ode45, pri tolerancii 1073. Metoda ode45, zaloZena na algoritme Dormanda a

Princea, ktory predstavuje modifikovanii Runge-Kutta metédu 4. radu s adaptivnou

dlzkou kroku.

Nemonotonny priebeh Cy indikuje formovanie koncentra¢nych hrani¢nych vrstiev pri
spodnej hranici priméarnej zony. Vidime, ze priebeh ¢, C; a Cs je silne nelinearny.
Nemonotonnost koncentra¢ného pola staticky destabilizuje zakladny stav. Pre tento
pripad mozno ziskat explicitny predpis pre také hrani¢né hodnoty Cip,; a Copet, pre
ktoré je priebeh Ci, resp. Cy nemonoténny. Podrobnejsie sa tejto téme budeme veno-
vat v kapitole 3.

Na obrazku 5 sa nachaza priebeh rozdielu medzi explicitnym riesenim (32a) a nu-
merickym rieSenim. Poznamenavame, Ze oblast koncentra¢nych hrani¢nych vrstiev je

zatazend najvacSou numerickou chybou.

2.5 Pripad s uvoltiovanim latentného tepla

Tento pripad predstavuje riesenie zakladného stavu pri nenulovom S a nenulovom V,

pri parametrickych obmedzeniach: ks/k; = ¢s/c; =0, ky = ks =1, my = 0.5 a Le; =
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Obr. 4: Pripad tplného uvolfiovania primesi

1 =
—o— MR
--------- AR
kd r 05
& .
a 045 1
T
0 ——
i MR
0.2
S Rt AR
0.4 15
H (_)1_
0.6
0.8 ;
-3 —2.I5 2
CE

Ley = Le. Parametre V, Le a S a okrajové podmienky Cjp, st volné. Redukovany

systém rovnic ma tvar:

d¢ —(Le—1

d(j: (265 )<Q1+Q2> (332)
dQ, o

- - VLeQ; ,j=1,2, (33b)
c; Q.

& 1-¢ /b (3¢

s okrajovymi podmienkami C; (0) = Cpot, Co (0) = Copot, C1 (1) = Crpor + 1, Co (1) =
Copot +1 a ¢ (1) = ¢o. RieSenie redukovanych rovnic mozno ziskat nasledovne: Rovnice

(33b) st linedrne homogénne rovnice s rieSeniami:

Q; = cje V% pre j =1,2, (34a)

kde ¢; a ¢y st integratné konstanty. Integrovanim rovnice (33a) potom dostavame:

(Le _ 1) (Cl + CQ)G—LGVZ

2SLeV + e (35)

¢(2) =
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Obr. 5: RozloZenie chyby numerického riesenia

N 05 { N OS5
0 - 0
1 @056 0 05 1 3 4 2 0
- T -T !
d)e d)n % 10 A L
1 1
N 05 { N Os5
0 - 0 -
5 0 5 10 10 5 0 5
cC -C B Cc. -C N
1e = < *10 76 “on ¥

Dosadenim vztahov pre @1, Q2 a ¢ do rovnice (33¢), a naslednou integraciou mame

. 2CIS (Le B 1) (Cl + 62) —LeVz

Cl (Z) = (Le — 1) (Cl n C2)111 |:1 C3 9SLeV (S + ¢4, (36&)
B 2¢9S (Le—1)(c1+ca) _pev.

Cy(z) = P 02)111 ll 3 YA e + ¢s, (36b)

kde ¢4 a c5 st integracné konstanty. Vyuzitim okrajovych podmienok mozno dourcit

hodnoty konstant c; - c5. RieSenie napokon nadobida tvar:
—LeVz _ —LeV

e [§]
8(2) = b0+ (1= 60) 7 =g (372
S e—LeVz _ e—LeV
Cl (Z):Clb0t+1+Le_1ln |:1_7 1—eiL€V :| ) (37b)
e—LeVz _ e—LeV
CQ(Z):C2bot+1+Le_1ln {1—7 o Lev ] ) (37¢c)

=5 nadobuda hodnoty z intervalu (0;1) a

Poznamenéavame, Ze parameter v = 1 — e~
¢ mé vlastnost 0 < ¢ (2) < lpre Le > 1

Navyse mozno ziskat nasledujtice uzito¢né vlastnosti:

lim ¢(z) = oo,

S—00
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1 — e—LeVz

Jim G3(2) = Cjpor + T oy > pre j = 1,2

lim ¢(=) = ¢o + (1 — do) 7 (1 — 2),

V=0

. S :
‘1/13%)03-(2) = Cjpor + 1+ To 1ln [1—~v(1—2)] ,prej=12.

Prva limita sa redukuje na rieSenie pripadu 2.2, avSak druha limita vedie k odliSnému
priebehu zakladného stavu ako v pripade 2.1, kde V' = 0. Na obrazku 6 sa nachidza
priebeh pre hodnoty V = 0.1, Le; = Ley =10, ky = ke =1, S =10, ks/k; = ¢s/c; =0
a okrajové podmienky Cipr = —1, Coper = —3 a ¢ = 0.1. Numerické rieSenie bolo
ziskané pomocou metddy ode23s, s toleranciou 1073. Metdda ode23s je zaloZena na
tzv. modifikovanej Rosenbrockovej formule druhého radu. Tato metoda je vhodna pre
tzv. ’stiff’ problémy s formovanim hrani¢nych vrstiev, i tak ndm metéda umoziuje

ziskat numericky stabilné rieSenia len pre pomerne nizke hodnoty parametra Le.

Obr. 6: Pripad s uvolfiovanim latentného tepla

1 &
—=— MR
--------- AR
05
I:I L
1 0 0.5 1
T
1 & : 0
C,NR [ NR
{—e—CnNRPl | L AR
mOsf g AR || & 08
0 : 1+
4 3 2 0 3 25 2
C(z) C,
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Funkcia ¢ ostava konvexnd nezavisle v celom tomto parametrickom rezime a so vzras-

tajucim S konverguje k limitnému pripadu t.j. ku ¢ = ¢,.

Obr. 7: RozloZenie chyby numerického riesenia

N 05 1 N 05

N D5 1 N 05

C'le'C’ln w10 C. -C w10

2.6 Pripad s aplnym uvol'novanim primesi a s nulovou relativ-

nou vodivostou

Tento pripad predstavuje rieSenie zakladného stavu pri V' # 0 a vizbe Le; = Ley = Le.

Ostatné parametre si fixované na hodnotach: kg /k; = ¢;/c; =0, k1 = ko =0, a S = 0.
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Redukovany systém rovnic ma tvar:

d¢ _ Le—1miQ1 + maQs

= 38
dz Le mlCl + TTLQCQ ’ ( a)
dQ; do .
d_Z] = —VLBQj + VL@C]‘E7 ] = 1, 2 (38b)
a¢; Q5 .
— = =1,2
dZ 1 _ ¢7 j Y Y (38C)

s okrajovymi podmienkami C (0) = Cipor, C2 (0) = Copor, C1 (1) = Cipor + 1, Co (1) =
Cowot +1 2 ¢ (1) = ¢p. Riesenie mozno ziskat podobnym postupom ako pre pripad 2.4,

pomocou prepisu na agregovany tvar rovnic:

dp Le—1Q
dz Le C’ (392)
d@ d¢
— =-VL LeC— b
p VLeQ+V eCdZ, (39b)
dcC Q
Elimindciou $¢ z (39b) pomocou (39a) mame:
d@
Xy 40
Lo g (40)
a teda
Q(z) =cre V. (41)
Vztah medzi ¢ a C' ziskame pouzitim (39a,c):
1 Le—1
1 d¢_Le—1dC (42)
1—¢dz LeC' dz
Integrovanim a néslednymi tpravami dostaneme:
O 7szl
=1—-(1- . 43
o=1-0-a) (s ) (13

Teraz mozno dosadenim rovnic (41) a (43) do (39¢) a néslednym integrovanim urcit

C (z) v tvare

C Le —cie”V?
= : + . (44)
Cbot —+ 2 LEV (1 — QZ50) (Cbot + 2)
S vyuzitim okrajovych podmiennok a vztahu (42) mozno ziskat predpis pre ¢:

+1> o (45)

—Vz

_ eV Chot s
¢(Z):1+(¢0_1)<61—e—ev' [(Cbtb+2) !
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So znamou funkciou ¢ (z) mozno opustit agregované rovnice a vratit sa k povodnému
redukovanému systému. Budeme pracovat len s rovnicami (38b, d); pre druhé dve je
postup analogicky (symetria).

Z rovnice (38¢) vyjadrime @; a dosadime do rovnice (38b), ¢im ziskame vztah:

aQ, dC dé
Po integréacii:

Ql = —VLie (1 — gb) Cl + C1, (47)

kde ¢; je integracna konstanta. Pouzitim (47) a (45) v (38c) ziskame :

1 —(Le—-1)
dC; 1 e V: eV < Chot ) Le
— _VLeC, + 1 41 . (48
A ( Cbot + 2 ( )

dz 1-— ¢0 1—eV
¢o je linearna diferencidlna rovnica s nekonstantnou nehomogenitou. Met6dou variacie

konstant a aplikdciou hrani¢nych podmienok mozno ziskat rieSenie v tvare:

¢(z) =1+ (g0 — 10 ()Y,
(QOlbot - Cbot) eiLeVZ + (Cbot + 2) [ClbOt (1 B e*LGV) + 1}

O (2) = Coor (1 — e LV +2 ()", (49)
Cy (z) = (2C20t — Chot) e_Le(‘;;:F(l((i)o;ti)) [fz;)ot (1—e V) +1] 5 ()%,
kde L . - N
52 = % (@:12>‘_1 1,

Chot = 2 (m1Chpot + m2Caot) -

Tieto vztahy platia pre v8etky hrani¢né koncentracie Cj, okrem intervalu [—2;0],
pre ktory neexistuje rieSenie.
Na obrazkoch 8 a 9 sa nachadza typicky priebeh zakladného stavu. Hodnoty parametrov
st V =0.1, Le; = Les =30 a 100, ky = ko = 0, S =0, ks/k; = ¢s/c; = 0 a okrajové
podmienky Cipor = —1, Copor = —3 a ¢g = 0.1.
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Obr. 8: Pripad s Gplnym uvolnovanim primesi a s nulovou relativhou vodivostou Le = 30
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Na obréazkoch 8 a 9 si mozno vSimnut, Ze so zmenou Le sa meni monotonnost a Cl.
Podobne ako v pripade 2.4 vznikdji koncetra¢né hrani¢né vrstvy pri spodnom okraji
zony. Nemonotonnost koncetra¢ného pola opét staticky destabilizuje zakladny stav.
Pre tento pripad mozno ziskat pomerne jednoduchy implicitny predpis pre hrani¢né

hodnoty Ctpyr a Copet, pre ktoré je priebeh C; resp. C', nemonotonny.
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Obr. 9: Pripad s dplnym uvolfiovanim primesi a s nulovou relativnou vodivostou Le = 100
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2.7 Pripad rovnakej rychlosti uvolfiovania primesi

Tento pripad predstavuje rieSenie zakladného stavu pri V' # 0 a vézbach Le; = Ley =
Le, ki = ko = k. Taktiez je nutna podmienka 1 # Le (1 — k). Tento pripad je rozsirenim
pripadu 2.4, kedze sme odstréanili vizbu k; = ks = 0. Podmienky : k;/k; = ¢s/c; = 1,

ki = ko = k, a S = 0. VoIné parametre sa V, Le, k, m; a okrajové podmienky.
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Redukovany systém rovnic pre tento pripad méa tvar:

% _ V (L€ _ 1) (1 B ¢) (lel + m2Q2) (50&)
dz miQ1+maeQy+VLe(l—k)(1—¢)(miCi+ meCy)’
% =—VLeQ;+VLe(l—k) Cj%, j=1,2 (50b)
N
E—l_¢,j—1,2 (50C)

s okrajovymi podmienkami C} (0) = Cipor, C2 (0) = Copor, C1 (1) = Cipor + 1, Co (1) =
Copor +1 a ¢ (1) = ¢o.

Agregovany systém rovnic vznikne zavedenim C' := 2 (m1C; + myCs) a @ := 2 (m1Q1 + maQ)s)

a ma tvar:
dp V(Le-1)(1-9)Q
$_Q+VL6(1—k)(1—¢)C’ (512)
dQ d¢
4 = VLeQ+VLe(1-k) O, (51b)
ic  Q
== ﬂ’ (5lc)

s okrajovymi podmienkami C (0) = 2 (m1Chpot + m2Cobot) = Chot, C (1) = Chor + 2 a
o(1) = ¢o-

Upravami (51a) a (51b) mozno ziskat rovnicu pre Q a ¢:
1dQ 1 dé

Integrovanim a dosadenim do (51c) méame rieSenie pre C' v tvare:

—Vz_l

C(z) —9°

oV _1 + Chot- (53)

Pouzitim (5la) a integrovanim ziskame rieSenie pre ¢:

eV (Le(1—k)—1)+n(1—Fk)Le]’

0(2) = 1= =) | e e TR = 1)+ (1= ) Le| (54)

kde”y:#(’ll_k) an= (e_V—l)Cbot/Z—l.

Pre uréenie C; a Cy pouzijeme rovnicu (60) uvadzani nizsie. Tvar tejto rovnice je
rovnaky ako v kapitole 2.8, s modifikovanym koeficientom —ﬁj—‘b v tvare:
- z

1 do —Vwe V2

ok Trwe 7

1—¢dz (55)
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_ Le(l1—-k)—1
kde w = m.

Pomocou substiticie C; (z) = C; (€), kde £ = 1 + we™"* moZeme rovnicu (60) trans-

formovat na nasledovny tvar:

ddglf(l &)+ %[v—&(l —Le+7)] = Ci[- (1= k) Ley] = 0. (56)

Zistujeme, 7e C; (§) je rieSenim hypergeometrickej diferencialnej rovnice s parametrami

a=—-1,b=Le(l—k)v ac=r. RieSenie ma tvar:

eV (Le(1—k)—1)+n(1—k)Le]’
eV (Le(1—k)—1)+n(l—Fk)Le| ’

Cl (5) = 2F1 (_17L6 (1 - k) ,77’%5) + 51 (5)1*7 2F1 (_’772 - L672 - 775) )
Co (f) = a2 2F; <_17L6(1 - k) ’Ya’%f) + 62 (g)Le2Fl (_772 - L€72 - 776)7

¢(z) =1—(1—¢o)

kde
_ Le(1—Fk)—1
=1 Vz =
§ +we 7w DLe(=F)

Chot = 2 (m1Chpot + m2Copot) -

n= (e_V — 1) Chot/2 — 1,

Konstanty aq, as, 81 a [y st rieSeniami 4 linearnych rovnic, ktoré plyni z okrajovych
podmienok pre C a (5. Horeuvedené vztahy reprezentuji fyzikalne rieSenie okrem pa-
rametrického rezimu:

Chot € [ﬁ (1 —e Vv LZS&?,;) ; 6_3,1 (1 — Lz(el(i)k;l)]. Pre Le > 0 sa tento inter-

val redukuje na [—2;0].

Na obrazkoch 10 a 11 je zobrazeny zakladny stav, pre hodnoty parametrov sa V' = 0.1,
Ley = Leg = 100, ky = ke =03 a1, S =0, ks/ky = ¢s/c; = 1, my = 0.5 a okrajové
podmienky Cippr = —1, Copr = —3 a ¢ = 0.1. Obrazky 12 a 13 zobrazuju priebeh zé-
kladného stavu pri réznych sklonoch plochy liquidus. Hodnoty parametrov si V = 0.1,
Ley = Ley = 100, ky = ko = 0.3, S =0, ks/k; = ¢s/c; = 1, my = 0.1 a 0.9 a hodnoty
hrani¢nych podmienok si Cipy = —1, Copor = —3 a ¢ = 0.1.
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Obr. 10: Pripad rovnakej rychlosti uvolfiovania primesi k& = 0.3
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2.7.1 Degenerovany pripad

Specialny (degenerovany) pripad nastéva, ak parametre Le a k spliajt vizbu Le (1 — k) =
1. Funkcie C a O, splhaju tzv. rozsirent konfluencni hypergeometricki rovnicu. Rie-
Senie mozno ziskat podobne ako pre hlavni vetvu pomocou agregovanych rovnic a na-
slednou tpravou rovnice pre C, ktora je v tomto pripade zovSeobecnena degenerované

hypergeometrickd rovnica, alebo inak (Extended confluent hypergeometric equation):
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Obr. 11: Pripad rovnakej rychlosti uvolfiovania primesi k£ = 0.8
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Vz

¢(2)=1-(1—¢o)e™
C (2) —Vz

(&)

e’ [oa M (2 — Le, 1 — Le,ve™V?) + U (2 — Le, 1 — L€7,.Yerz)} :

Vz

Cy(2) = " [aaM (2 — Le,1 = Le,ve™ V%) + BoU (2 — Le, 1 — Le,ve™ )],

kde konStanty

Le—1
(eV —1)Cyp/2 — 1’
Chot = 2 (m1Chpor + m2Copot) -

’y:

Konstanty aq, as, 81 a [y st rieSeniami 4 linearnych rovnic, ktoré pramenia z okrajo-

vych podmienok pre Cy a Cy v bodoch 0 a 1. M (a, b, z) predstavuje Kummerovu funkciu
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Obr. 12: Pripad rovnakej rychlosti uvolfiovania primesi pri roznych sklonoch liquidusu m; =

0.1
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L.radu definovant ako M (a,b,z) = >, %%7:7 kdea™ =a(a+1)(a+2)...(a+n—1)
je stupajaci faktoridl. Tato funkcia je nie je definovand pre b = 0,—1,—-2,..., teda
pre nekladné celé éisla. KedZe b = 1 — Le, nepripustné st vSetky celo¢islené hodnoty
Le. U (a,b, z) predstavuje Tricomiho confluentnii hypergeometrickt funkciu definovant
prostrednictvom Kummerovej funkcie:

['(1-0)

r'b-1)
I'(a—b+1)

Ula,b,z) = I (@)

M (a,b, z) + AM(a—b+1,2—b,2).

Viac informécii o spominanych funkcidach mozno najst |1, kapitola 13|. Pre vypocet

hodnét funkcii M (a,b, z) a U (a,b, z) sme pouzili Matlabovské funkcie hypergeom a
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Obr. 13: Pripad rovnakej rychlosti uvolfiovania primesi pri roznych sklonoch liquidusu m; =

0.9
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KummerU.

Riesenie pre funkciu ¢ moze byt rastice i klesajuce, pricom fyzikalne zaujimavy pripad
je ten, kde ¢ je klesajuce. Takato situacia nastava, ked —Chyy < 2/ (1 — e_V). Napriklad
hodnotu V' = 0.1 plati, Ze ¢ je klesajice ked —Cp,; < —21.

Na obrazku 18 sa nachadza priebeh zakladného stavu pre hodnoty parametrov V = 0.4,
Ley = Ley = 85, ky = ky = 15/17, S = 0, ks/k; = ¢s/c; = 1, my = 0.5 a okrajové
podmienky Cipy = —5, Coper = —3 a ¢ = 0.1. Numerické rieSenie sme ziskali funkciou
ode23s v Matlabe, pri tolerancii 1073, Funkcia ode23s je zaloZena na modifikovanej

Rosenbrockovej formule druhého radu.

34



Obr. 14: Degenerovany pripad
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V tomto pripade je numerické rieSenie zatazné relativne velkou chybou v porovnani s

predchadzajicimi pripadmi, ako vidiet na obr. 15

2.8 Pripad rovnakej rychlosti uvolfiovania primesi s nulovou

relativnou vodivostou
Tento pripad predstavuje rieSenie zakladného stavu pri V' # 0 a vézbach Le; = Ley =
Le, ki = ky = k. Navy$e je potrebné redpokladat 1 # Lek. Tento pripad je rozsirenim
pripadu2.6, kedze je uvolnena podmienka ki = ky = 0. Dalsie podmienky su kg/k; =

cs/a =0,k =ky=kaS=0.Parametre V, Le, kK m; a okrajové podmienky Cjp, su
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Obr. 15: porovnanie numerického a analytického rieSenia

M 05 . N 05
0 - - 0 -
-1.05 a oos 01 015 -0.04 -0.02 a 0.0z
0.~ 0, Te -T
1 1
[ IR 1 KN 05
0 ] : .
-1.05 0 0.05 0.1 -00s 0 ooz 01
C’1e_ C’]n CEe_ CEH
voIné. Systém rovnic méa tvar:
do Le—1 miQq + maQs
— = , (57a)
dz Le (1 — ]{Z) mlCl + TTZQCQ
d@; do .
dC; Q; .
—1 =1.2 o7

so vSebecnymi okrajovymi podmienkami uvazuvanymi v kapitole 2.6 Postupom uvé-

dzanym v kapitole 2.6 ziskame

eVr—eV Chot + 2\ 00 o
=1 1) ———F|1— 1 .
6(2) =1+ (60— 1) ( E— [ (G2 (58)

Pri hl'adani rieSenia pre C} za¢neme tipravou rovnice (7b), ktora ma pri nasej redukcii

tvar:

dc, 1.d dcy

~V(1-¢) :——{(1—@ dz}—V(l—k)

d¢
dz  Ledz ¢

o, (59)
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Tuto rovnicu mozno previest na hypergeometricky tvar indentifikovat hodnoty jej pa-

rametrov. Upravime ju do kanonického tvaru a po tdpraviach dostaneme:

1 dé

20, 4o 1 do
— |VL Ci|-VLe(l—k)——| =0. 60
d22+dz[ CTi gz T A s (60)

Vyraz obsahujici ¢ ma znamy tvar:
1 dp (1-Le)V we™V? (61)
1—¢dz  1—Lek 1—weV?’
Lek—1

kde w = SmvFiv an =1 - (%’f) "0 Pomocou substiticie Cy (z) = C (€),

kde £ = we™V?, rovnicu (60) transformujeme do tvaru:

d*Cy dcy 1—Le Le(Le—1)(1—k)
1— l—Le—¢(1—Le+——— )| = C =0.
gz =9+ 5 { ‘ 5( €+1—Lek>] 1[ 1= Lek
(62)

Porovnanim s hypergeometrickou rovnicou:

d? d

d—:gu(l—u)—f—ﬁ[c—u(l—l—a—kb)]—aby:O, (63)
mozno indetifikovat a =c=Le—1a b= L;SC:?). Spatnou substiticiou substiticiou z

¢ do z dostaneme vysledné rieSenie v tvare:

B e Vi eV Chrot + 2 Léi=h T
¢(Z)—1+(¢0—1)<e_v—_1[1—< - ) +1>
Ch (f) = o (a,b,a,f)—i—ﬁl (f)L62F1(17b—a+172—aa5)7
02 (6) = (X9 2F1 (&,b,&,é)%—ﬁz (S)LegFl (1,()—&—}—1,2—&,5).

Horeuvedené vztahy platia pre prirodzené pociatoc¢né podmienky okrem pripadu Chpy, €
[—2; 0], kde fyzikalne pripustné rieSenie neexistuje.

Konstanty aq, as, 81 a (B st rieSeniami 4 linedrnych rovnic, ktoré vznikna po do-
sadeni okrajovych podmienok pre funkcie C a C5 v bodoch 0 a 1. o F; predstavuje
gausovu hypergeometricka funkciu, ktora je definovana nasledovne: oF} (a,b,c,z) =
Yoo % =, kde (a), je stupajici faktorial. Parametre, v ktorych je pocitana hy-
pergeometricka funkcia, umoziuja dalsie zjednoduSenie, avSak nie do triedy elemen-

tarnych funkcii.

Horeuvedené vztahy platia pre po¢iatoéné podmienky okrem pripadu Cyy € [—2;0],
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kde rieSenie neexistuje.
Na obrazkoch 16 a 17 je uvedeny profil zakladného stavu pre parametre V = 0.1,
Ley = Ley = 100, ky = ko = 03 a 0.8, S =0, ks/ki = ¢5/¢p = 0 a Cipor = —1
Copot = —3 a ¢g = 0.1.

Obr. 16: Pripad rovnakej rychlosti uvolfiovania primesi k£ = 0.3
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2.8.1 Degenerovany pripad

Speciélnym pripad nastéva ak parametre Le a k spliiaji viizbu Lek = 1, pri¢om os-

tatné vazby sa nezmenili.
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Obr. 17: Pripad rovnakej rychlosti uvolfiovania primesi k£ = 0.8
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Riesenie mozno ziskat analogickym spésobom ako pre hlavni vetvu zavedenim agre-
govanych rovnic. Rovnice pre C je v tomto pripade konfluentna hypergeometricka
rovnica pripadne Kummerova rovnica alebo degenerovani hypergeometrickd rovnica.

Pomocou vztahov z |1, kapitola 13| moZno riesenie vyjadrit v jednoduchsom tvare:

eV _— V2
Cbot 1—e=V
=1 -1 | =———=
o) =101 (o) T
CYbot 16:677?/ e—Vz Cbot .
(z) = [ =t + 8T (L 1 =1,2
Oj (2) (Cbot+2) |:&]+5] ( 671—€_V H(Cbot+2>):| 7prej ) <

(64)
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kde
Chot = 2 (m1Chpot + m2Capot) -

Konstanty aq, ao, 51 a S mozno urcit pomocou okrajovych podmienok pre C; a Cs.
I (s,z) predstavuje netplni gama funkciu definovant ako T' (s,z) = [ t* e 'd¢. Pre
vypocet hodnot funkcie I', sme pouzili funkciu gammainc implementovantu v Matlabe.

Analyzou tychto vztahov opat zistujeme, ze fyzikalne pripustné rieSenia musia lezat
mimo intervalu Chy € [—2;0].
Na obrazku 18 sa nachadza mozny priebeh zédkladného stavu, hodnoty parametrov si
V =0.1, Le; = Ley = 30, ky = ko = 1/30, S =0, ks/k; = ¢s/c; = 0, m; = 0.5 a
hodnoty okrajovych podmienkok st Cipy = —1, Copor = —3 a ¢g = 0.1.

2.9 Pripad bez uvollilovania primesi pri vSeobecnej tepelnej

vodivosti a kapacite

Uvazujeme pripad s nenulovou rychlostou makroskopického tuhnutia, V' # 0, pri véz-
bach Le; = Ley = Le, S = 0, ki = ko = 1. Predpokladame, Ze plati Leky—Le—cy+1 #
0. Poznamenavame, Ze rieSenie je zavislé od pociato¢nych podmienok ¢g, Clpor, Copor

parametrov ks/k; = kg, ¢s/¢; = cq, Le a V. Redukovany systém rovnic méa tvar:

@:1(1_@ [(Lekg — Le —cq +1) ¢ + Le — 1], (65a)
dZ ksl
dd%j — —VLeQ; j=1,2, (65b)
ac; Q.
e =1,2

- s j 2, (65¢)

s okrajovymi podmienkami uvedenymi v napr. 2.1.
RieSenie rovnice (65a) mozno ziskat separaciou, a naslednou integraciou pri podmienke
o(1) = ¢o.

Csl — Leksl

¢(z) =1~ |
(2) (ko Ee—ca S0intle o) 4+ (Leky — Le — cy + 1)

(66)
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Obr. 18: Degenerovany pripad
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kde v = w Naslednou integraciou rovnic (65b) a (65¢) mozno ziskaf rieSenia
pre Cl a CQ.
e V(Leky — Le —cqg +1 Le—1
Cj(2) =q [ (Leks t+1)do+ e=LeV)z _ g=LeVz
(v = LeV) (¢o — 1)

o {Lek’sl[zze;/csl +1 + B prej—1,2.

Konstanty aq, ag, f1 a [ st rieSeniami 4 linearnych rovnic, ktoré vzniknt uplatne-
nim okrajovych podmienok pre funkcie C; a Cy v bodoch 0 a 1. Na obrazku 19 sa nacha-
dza mozny priebeh zakladného stavu pre hodnoty parametrov V = 0.5, Le; = Ley = 4,

ki = ke = 1,5 =0, ks/ky = 0.4, ¢/ = 9 a okrajovych podmienok Cippy = —1
Cgbot =-3a ¢0 =0.3.

Y
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Riesenie pre funkciu ¢ ma fyzikdlne Zelanu vlastnost, klesajucost za predpokladu

(Lekg — Le — cq + 1) ¢pg > Le — 1.

Obr. 19: Pripad bez uvolfiovania primesi pri vieobecnej tepelnej vodivosti a kapacite
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2.10 Pripad vazby diftizie a zaciato¢nej koncentracie zmesi

Tento pripad predstavuje explicitné rieSenie jednorozmerného zakladného stavu pri

nenulovej rychlosti makroskopického tuhnutia, V' # 0,a pri vizbach Le; = Ley = Le,

ki=ky=0,cy=1anajmie Ve = % Tento $pecialny pripad je vyznamny tym,
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7e umoziuje kvalitativne pochopenie vzajomnej interakcie uvoliovania skupenského

tepla S a pomeru teplotnych vodivosti tuhej a kvapalnej fazy k. Redukovany systém

—VLe _ Chott2

ma tvar:
C1bot

rovnic bez uplatnenia vizby e

dp -V [Le (kg — 1) ¢ — 1] (m1Q1 + maQ2)

- = , 67
&~ VS (1= 0) — (hu — 1) Qi + maQa) (672)
@, | do .
E = VLeQ] + VLGCJ dz ] = ]_, 27 (67b)
ac; — Q; .
dZ - 1_¢]_1727 (67C)

s okrajovymi podmienkami C; (0) = Cpo, Co (0) = Copot, C1 (1) = Crpor + 1, Co (1) =

Copor +1 2 ¢ (1) = ¢o.
Vie Chot+2

Agregovanim rovnic ako bolo ukdzané v pripade 2.4 a pouzitim vizby e~ = =&-
ziskame predpisy
Q(z) = —VLe(1-9)C | (68)
C (2) = Cyope™ V17 . (68b)
Dosadenim tychto vztahov do [67a] ziskame

dé V. [Le(ky—1)¢—1]eVLe

g ; 69
dz  kg—1 v+ e Viez (69)
¢o je separovatelna diferenciana rovnice pre ¢ a konStanta v = (k:l—lQ)—ierot Po jej
integrovani a aplikovani pociato¢nej podmienky ziskavame:
Le—1 Le —1 v+ e VEe
_ X 70
oG = o {%Jr Le (ky — 1)] Y T o Ve (70)
Pre vyjadrenie C; budeme vychadzat [7b| v tomto pripade mé tvar:
d2C, 1 do¢l| dCy 1 do¢
—— + |VLe— — —Vie——— = 71
422 +{ CT1-4d:]| a2 ‘I 6dz (1)

Pretoze ¢ uz pozname ide o linedrnu diferencidnu rovnicu 2 radu. Prvé partikularne rie-
Senie je Clpere = €7V, Celkové riesenie ziskame pomocou Abelovej identity. RieSenie
rovnice mozno bez znalosti ¢ upravit na tvar:

Cl (Z) _ erLez <071 + ﬁ_l/ ivje;d2> . (72)
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Po dosadeni ¢ do predoslého predpisu a integréacii ziskavame C' postup pre Cs je

analogicky.
Le—1 [ Le—1 N e Vie
¢ (2) T Telbo—1) (ku — 1) + _¢o + Te (b — 1)] o Vi
0 [ Le—1
Cy(2) = are VP 4+ 51 < = P 1 +e VEIn 1+ T Z 5~ PeleVz
_¢° - (ksze—_l)L_e} (v + e VEe) L ¢ (kg —1)
0 [ Le —1
Cy (2) = aze VF* 4+ 35 ¢ = — 1 +e VN 1+ T =T Z o heleV>
_¢0 + (kszi_l)Le} (’7 + e—VLe) - 6( sl ™ )
kde
28

7= (T LeChy

_ Vie Le—1 1—Le
=+ [+ ] - [ - )

Konstanty aq, as, 81 a By ziskame aplikiciou okrajovych podmienok. Na obrazku 20
je zobrazeny zakladny stav pri hodnotach parametrov V' = 0.05, Le; = Les = 20In (2),
ki = ko =0, S =30, ks/k; = 1.5 a okrajovych podmienok Chpyy = —1, Copey = —3 a
o =0.1.
Riesenie je definované pre vSetky hodnoty parametrov okrem pripadu, kedy sicasne

plati
25

(ksl — 1) Le

Navyse ¢ je klesajuce a zaroven konvexné v dvoch rozdielnych separatnych pripadoch

kg > 1] a [ € [— (Chot +2) ; —Chot]

1
o [ky<1] a [L6> ¢o(ksz—1)+1]

° [ksl > 1] a |:_Cbot < (kslzsi)[/e} :
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Obr. 20: Pripad vizby difazie a pociatotného zloZenia zmesi
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3 Staticka stabilita zAkladného stavu

Zakladny stav definujeme ako staticky stabilny pokial, hustota kvapaliny klesa s vyskou
(pozri [3], [9]). V predchadzajticej kapitole sa vyskytovali pripady, kedy bol zakladny
stav pre v8etky hodnoty hrani¢nych podmienok Cj, staticky stabilny. Existuju vSak
hodnoty Cjpet, pri ktorych sa zakladny stav stava staticky nestabilny. Pre niektoré
pripady analyzované v kapitole 2 moZno ziskat neutréalne stabilné krivky, ktoré oddeluja
staticky stabilni a staticky nestabilni oblast. Tvar neutralne stabilnych kriviek sme
urcili pre pripady 2.4 a 2.6, ktoré boli analyzované v kapitole 2. Staticka stabilita

zakladného stavu je urcend krivkami v parametrickom priestore (Clpor, Copor) pozdlz,
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ktorych je %E:o =0, pre j = 1,2. Tvar tychto kriviek mozno ziskat numericky. Pre
urcenie explicitnych tvarov vyuzijeme rieSenie C; a Cy uvadzané v predchadzajtcej

kapitole.

3.1 Tvar regiénu statickej stability pre pripad 2.4

Pripustné hodnoty okrajovych hodnot Cip; a Cope lezia v tretom kvadrante, s vynim-

kou ¢asti, v ktorej zdkladny stav nie je definovany (porovnaj kap. 2.4). Horna hranica
CQbot<97L6V+m1[16(1—87v>—1>—1
miLe(1—e=V) .

staticky stabilnej oblasti je dana vyrazom: Clpy =

1+m2Le(1—e_V)Cgbot
e LeVimoLe(l—e=V)—1"

Dolné hranica je Clpor =
Na obrazku 21 st zobrazené hranice oblasti statickej stability v parametrickom pries-
tore Clpor, Copor, pre hodnoty Le = 100, V = 0.1 a m; = 0.7. V oranzovej alebo v
¢ervenej oblasti je koncentréicia primesi staticky stabilne stratifikovana, v tmavo oran-
zovej oblasti je C; nemonotoénne, v zltej oblasti je Cy nemonoénne a preto je zédkladny
stav v oboch pripadoch staticky nestabilny. Cierna oblast je mnozina okrajovych hod-
16t (Clpot, Copot), Vv ktorej rovnice pre zékladny stav nemaja rieSenie. Z explicitného
vyjadrenia marginalnych hodnét Cj,,; mozno povedat, ze rast Le zvicSuje oblast sta-
tickej nestability v priestore Ciper, Copor, efekt parametra V' je opa¢ny. Pre hodnoty
parametra m; = 0.5 je staticky stabilnd oblast symetricka, vo vSetkych ostatny pripa-

doch je staticky stabilna oblast asymetricka.

Typické hodnoty parametra Le st dost velké a naopak parametra V relativne malé.
V takom pripade V — 0, kde Le = Le/V a Le = O(1) nadobiidaji hranice staticko
stabilnej oblasti:

1+ mQEGCQbOt 1+ mlEeclbot

ele + mole — 1" 2bot = ele + myLe—1

C'lbot - (73)

3.2 Tvar regiénu statickej stability pre pripad 2.6

Predpis pre krivky zodpovedajice hraniciam statickej stability, je v tomto pripade im-
plicitny. Numericky mozno tvar tychto kriviek ziskat pomocou nasledujiceho algoritmu

v troch krokoch:
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Obr. 21: Oblast statickej stability pre zdkladny stav pre pripad 2.4
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1. diskretizacia Cyy;

2. vypocet Chpor z nizsie uvedeného vztahu pre tvar hranice;

3. vypocet Copor = —Cbot—;n”gclbot

Druht krivku mozno ziskat analogicky.

V tomto pripade hranice statickej stability v priestore Cipor vs Copop St

(Cgot+2)1/Le_1
Chor | 1+ ——
1/L
9 _ 1_efLeVC Chost+2 /Le 1
1_o-V “bot Chot

Cj bot =

 kde j =1,2.

Analyzou tychto nelinearnych vyrazov (v premennej Le) zistujeme, Ze staticky sta-

bilny region zanika (redukuje sa na priamku Cippy = Copyy ) v limite Le — oo. Na

obrazku 22 su zobrazené staticky neutralne stabilné krivky v priestore pociato¢nych

koncentracii Clpor, Copot, pre parametre: Le = 50, V = 0.1 a m; = 0.7. V oranzovej a

¢ervenej oblasti je koncentricia primesi staticky stabilne stratifikovana, v tmavo oran-

zovej oblasti je C'; nemonotonne, v zltej oblasti je C; nemondénne a preto je zékladny

stav v oboch pripadoch staticky nestabilny. Cierna oblast je mnozina zodpovedajica
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okrajovym hodnotam, v ktorej rovnice pre zdkladny stav nemaji fyzikalne pripustné
rieSenie. Vdaka explicitnému vyjadreniu hrani¢nych hodnét mozno povedat, Ze stiupa-
juce Le zvacsuje plochu staticky nestabilnych regionov v priestore Clpor, Caopor, Opacne

posobi V. Parameter m; je zodpovedny za asymetriu staticky stabilnej oblasti.

Obr. 22: Oblast statickej stability pre zakladny stav z pripadu 2.6

U T T T T T T
1r === harna hranica
oL | T C1bot=C2n0t
daolna hranica
3 — definiény obor

|::‘I bot
o

48



Zaver

V naSej praci sme uviedli model popisujici spravanie primarnej dendritickej zony, ktory
bol sformulovany a d'alej skaimany v [3| a [9]. Analyzovali sme rovnice pre jednoroz-
merny zakladny stav spominaného modelu. Narozdiel od analytického riesenia pre Spe-
cidlny pripad v [3], kde bola rychlost makroskopického tuhnutia nulova, my sme sa
venovali parametrickym redukciam pri nenulovej rychlosti makroskopického tuhnutia.

V niekolkych pripadoch sa nam podarilo ziskat explicitné formuly pre rieSenia za-
kladného stavu. Pri tejto analyze sme odhalili zaujimavé vlastnosti pola pevnej zlozky
¢, ktoré je klesajice a lokalizované v intervale [0,1] len za netrividlnych podmienok.
Tato vlastnost bola pritomna pri parametrickych redukciach popisanych v 2.9 a 2.10.

Podarilo sa nam identifikovat oblast hodnot okrajovych podmienok, kde riesenie pre
zékladny stav neexistuje. Tato oblast je zvi¢Sa situovana v intervale Chpyy €[-2,0]. Ta-
kéto spravanie zdkladného stavu sme zistili v pripadoch 2.4, 2.6, 2.7, 2.8, a v pripade
2.10.

Pomocou explicitného riesenia ziskaného v pripadoch 2.5 a 2.10 sa nam podarilo
zachytit vplyv velkého Stefanovho ¢isla S. Plati limg_,00¢ (2) = ¢y.

Ur¢ili sme niekolko pripadov, kedy zakladny stav nemusi byt staticky stabilny ale
vdaka nemonoténnosti jedného z koncentra¢nych poli dochadza k vytvaraniu hranic-
nych vrstiev pri spodnom okraji dentritickej vrstvy. Tento druh spravania zakladného
stavu bol pritomny v pripadoch 2.4, 2.6, 2.7, 2.8.

V kapitole 3 sme popisali tvar staticky neutralne stabilnych kriviek pre pripady 2.4
a 2.6, tym sme klasifikovali mnozinu okrajovych hodnét (Ciper, Coper) do niekolkych
oblasti. Taktiez sa nam podarilo identifikovat vplyv parametrov Le, V a m; na sta-
tickd stabilitu prislusného zakladného stavu.

Zistenia z naSich analyz sme verifikovali pomocou strielacej metody. Porovnanie ana-
lytickych a numerickych vysledkov ukazuje, Ze rovnice pre zdkladny stav st pre mnohé

parametrické rezimmy stiff ilohou.

49



Zoznam pouzitej literatiry

[1] Abramowitz, M., Stegun, A. 1., 1965 Handbook of Mathematical Functions with
Formulas, Graphs, and Mathematical Tables. New York: Dover

[2] Aitta, A., Huppert, H. E., Worster, M. G., 2001 Diffusion-controlled solidification
of a ternary melt from cooled boundary. J. Fluid Mech. 432, 201-217.

[3] Anderson, D. M., McFadden, G. B., Coriell, S. R., Murray B. T, 2010 Convective
instabilities during the solidification of an ideal ternary alloy in a mushy layer. J.

Fluid Mech. 647, 309-333.

[4] Bloomfield, L. J., Huppert, H. E., 2003 Solidification and convection of ternary
solution cooled from side. J. Fluid Mech. 489, 269-299.

[5] Guba, P., 2001 On the finite-amplitude steady convection in rotating mushy layers.
J. Fluid Mech. 437, 337-365.

[6] Guba, P., Worster, M. G., 2004 Nonlinear oscillatory convection in mushy layers.
In Mechanics of 21st Century — ICTAMO4 Proceedings. Institute of Theoretical
Geophysics, DAMTP, Centre for Mathematical Sciences, University of Cambridge,
Wilberforce Road, Cambridge.

[7] Guba, P., Worster, M. G., 2006 Nonlinear oscillatory convection in mushy layers.
J. Fluid Mech. 553, 419-443.

[8] Guba, P., Worster M. G., 2010 Interactions between steady and oscillatory con-
vection in mushy layers. J. Fluid Mech. 645, 411-434.

[9] Guba, P., Anderson, D. M., 2014 Diffusive and phase change instabilities in a
ternary mushy layer. J. Fluid Mech. 760, 634-669.

[10] Ruddick, B., Gargett, A. E., 2003. Oceanic double-diffusion: introduction. Progr.
Oceanogr. 56 (3-4), 381-393.,

20



[11] Schneider, M. C., Beckermann, C., 1995 Formation of macrosegregation by mul-
ticomponent thermosolutal convection during the solidification of steel, Metall.

Mat. Trans. A26, 23732388,

[12] Schneider, M. C., Gu, J. P., Beckermann, C., Boettinger, W. J. Katner, U. R.
1997 Modeling of micro- an mackrosegregation and freckle formation in single-

crystal nickel-base superalloy directional solidification, Metall. Mat. Trans. A28,
1517-1531,

[13] Worster, M. G., 1992 Instabilities of liquid and mushy regions during solidification
of alloys, J. Fluid Mech. 237, 649-669.

[14] Worster, M. G., 1992 The dynamics of mushy layers, Interactive Dynamics of
Convection and Solidification pp.113—-138, Kluwer.

[15] Worster, M. G., 1997 Convection in mushy layers, J. Fluid Mech. 29, 91-122.

[16] Worster, M. G., 2000 Solidification of fluids, Perspectives in Fluid Dynamics,
pp.393-446, Cambridge University Press.

ol



Prehl'ad zobrazenych rieseni zakladnych stavov

Prehlad zobrazenych priebehov zakladného stavu, hodnoty parametrov ktoré neovp-

lyviiuju priebeh zékladného stavu zobrazeného na obrazku st oznacené Na

Obr.é | my | V Le, Ley, | ki | ko | S ‘;—j 2—:‘ ®o | Cibot | Capot
1 Na 0 Na Na Na | Na | Na | Na | Na | 0.1 -1 -3
2 Na | 0.2 5) 5) Na | Na | Na | 6 0 |04 -1 -3
3 Na | 0.1 5 d 1 1 0 1 1 104 -1 -3
4 0.5 | 0.1 100 100 0 0 1 1 101 -1 -3
6 Na | 0.1 10 10 1 1 10 ] 0 0 |01 -1 -3
8 0.5 | 0.1 30 30 0 0 0 0 0 |01 -1 -3
9 0.5 | 0.1 100 100 0 0 0 0 0 |01 -1 -3
10 0.5 | 0.1 100 100 {03103 O 1 1 101 - -3
11 0.5 ] 0.1 100 100 [ 08 ]08 ]| O 1 1 101 -5 -3
12 0.1 | 0.1 100 100 {03103 0O 1 1 101 - -3
13 09 | 0.1 100 100 {03103 O 1 1 101 -5 -3
14 05| 04 | 85 85 | 2| 2|0 | 1 | 1]01| -5 -3
16 0.5 | 0.1 100 100 {03103 O 0 0 |01 -5 -3
17 0.5 ] 0.1 100 100 [ 08108 ]| O 0 0 |01 -5 -3
18 0.5 | 0.1 30 30 % % 0 0 0 |01 -1 -3
19 Na | 0.5 4 4 1 1 0 [04] 9 |03 -1 -3
20 05| & |20In2 | 2002 | 0 0 | 30 1 | 15|01 -1 -3
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