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Abstrakt v ²tátnom jazyku

KURINEC, Luká²: Vyuºitie kopula funkcií pri modelovaní vývoja výnosov £eského ak-

tíva pre slovenského investora [Diplomová práca], Univerzita Komenského v Bratislave,

Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a ²tatis-

tiky; ²kolite©: Mgr. Andrea Stup¬anová, PhD., Bratislava, 2015, 63 s.

V predloºenej práci sme sa zaoberali aplikáciou teórie kopúl, ktorá bola pouºitá na

modelovanie vývoja výnosov £eského aktíva pre slovenského investora. Na²ím cie©om

bolo nájs´ vhodné kopule zachytávajúce vzájomnú závislos´ indexu praºskej burzy a me-

nového kurzu. Aplikovaním eliptických a Archimedovských kopúl sme do²li k záveru,

ºe eliptické kopule sú pre dané dáta vhodnej²ie. Ako bonus sme pripravili tri ²túdie,

po£as ktorých sme pozorovali zmeny spôsobené zanedbaním nutnosti pouºitia GARCH

modelov pri �ltrácii alebo rozdelením dát na rôzne £asové obdobia. Dáta sme rozde-

lovali na £asti, kvôli otvorenej otázke, £i náhla zmena v indexe alebo menovom kurze

môºe vies´ k ovplyvneniu závislosti dát a tým pádom aj vo©by kopule.

K©ú£ové slová: Archimedovská kopula, Eliptická kopula, Sklarova veta,

ARMA-GARCH modely, závislos´



Abstract

KURINEC, Luká²: Utilization of copula functions by modelling of returns develop-

ment of Czech's assets for Slovak investor. [Diploma Thesis], Comenius University in

Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied

Mathematics and Statistics; Supervisor: Mgr. Andrea Stup¬anová, PhD., Bratislava,

2015, 63 p.

In the work presented we focused on application of the copula theory, which was used

for modelling of returns development of Czech's assets for Slovak investor. Our objec-

tive was to �nd convenient copulas capturing the interdependence between Index of

Prague stock exchange and exchange rate. By applying elliptical and Archimedean co-

pulas we came to conclusion that elliptical copulas are for given data more convenient.

Furthermore we carried out three studies in which we were observing changes caused by

neglecting the necessity of using GARCH models for �ltration or by dividing data into

di�erent periods of time. We divided data into two partitions because of unanswered

question, whether sudden change in index or exchange rate could lead to a�ection of

dependence of data and therefore also to a�ection of choice of copula.

Keywords: Archimedean copula, elliptical copula, Sklar's Theorem, ARMA-GARCH

models, dependence
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ÚVOD ÚVOD

Úvod

V tejto práci sa zameriame na vyuºitie kopúl pri modelovaní vývoja výnosov £eského

aktíva pre slovenského investora. Práca je in²pirovaná £lánkom [3]. Pri takomto mode-

lovaní je potrebné zohladni´ vývoj dvoch rizikových faktorov, medzi ktorými môºe by´

ur£itá závislos´. Ak by sme túto závislos´ nebrali do úvahy, mohli by vzniknú´ problémy

s podhodnotením alebo nadhodnotením rizika.

Elegantným rie²ením modelovania závislosti je pouºitie kopúl. Kopule sú funkcie,

ktoré prepájajú jednorozmerné marginálne rozdelenia náhodných premenných s ich

zdruºeným rozdelením, teda modelujú výhradne ich vzájomný vz´ah. V praxi sa kopule

vyuºívajú pri rôznych �nan£ných aplikáciach, ako napríklad odhad value-at-risk alebo

oce¬ovanie kreditných derivátov.

Na za£iatku práce si pripomenieme základné pojmy z pravdepodobnosti a ²tatistiky.

V druhej £asti sa budeme venova´ kopuliam v teoretickej rovine, uvedieme si triedy

kopúl a ich vlastnosti. Podrobne sa budeme zaobera´ triedou Archimedovských kopúl,

z ktorých spomenieme Gumbelovu, Frankovu, Claytonovu a Ali-Mikhael-Haq kopulu.

Následne sa prepracujeme k praktickej £asti. Ako aktívum si zvolíme index praºskej

burzy PX v £asovom období od roku 2010 do roku 2015. Po �ltrovaní dát ARMA-

GARCH modelmi, o ktorých sa podrobnej²ie môºeme do£íta´ v [5], získame párové

dáta vhodné na spracovanie pomocou kopúl.

Okrem �tovania jednotlivých kopúl na pre�ltrované dáta ARMA-GARCH modelmi

po£as celého obdobia, rozanalyzujeme si tri zaujímavé ²túdie. Prvou z nich je pozoro-

vanie zmeny výstupov v prípade nepouºitia GARCH modelov, ktorých pouºitie môºe

ovplyv¬ova´ mieru závislosti. V druhej ²túdii rozdelíme dáta na dve £asové obdobia, z

dôvodu jednorazového výrazného poklesu hodnôt indexu PX a porovnáme s pôvodnou

²túdiou. V poslednej £asti si opä´ rozdelíme dáta na dve £asové obdobia, tentoraz pod©a

výraznej zmeny v menovom kurze. Na záver výsledky porovnáme a analyzujeme.
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1 ÚVOD DO KOPÚL

1 Úvod do kopúl

Na za£iatku tejto kapitoly si uvedieme základné pojmy, ktoré budeme neskôr vyuºíva´

pri kopuliach. Pôjde o pojmy ako z pravdepodobnosti, tak aj z matematickej analýzy.

Celá kapitola je spracovaná na základe [4].

1.1 Základné pojmy

Predpokladajme dvojicu náhodných premenných X a Y s distribu£nými funkciami

F (x) = P [X ≤ x] a G(y) = P [Y ≤ y] a zdruºenou distribu£nou funkciou

H(x, y) = P [X ≤ x, Y ≤ y]. Ku kaºdej dvojici reálnych £ísel (x, y) vieme priradi´

trojicu : F (x), G(y) a H(x, y). Treba si uvedomi´, ºe kaºdé hodnoty z nich leºia v in-

tervale [0, 1]. Ak to celé zhrnieme, tak ku kaºdej dvojici reálnych £ísel (x, y) priradíme

(F (x), G(y)), ktoré leºi v jednotkovom ²tvorci [0, 1]× [0, 1].

Teraz si zade�nujeme základné pojmy. Ozna£enie R bude zna£i´ reálnu os (−∞,∞) a R̄

bude ozna£ova´ roz²írenú reálnu os [−∞,∞]. �alej R̄2 bude ozna£ova´ roz²írenú rovinu

reálnych £ísel R̄×R̄. Obd¨ºnik v R̄2 de�nujeme ako kartézsky sú£in B dvoch uzavretých

intervalov: B = [x1, x2]× [y1, y2]. Vrcholy obd¨ºnika sú body (x1, y1), (x1, y2), (x2, y1) a

(x2, y2). Jednotkový ²tvorec I2 je sú£inom I×I, kde I = [0, 1]. Takzvaná binárna reálna

funkcia H je funkcia, ktorej de�ni£ný obor D(H) je podmnoºina R̄2 a obor hodnôt

H (H) je podmnoºina R.

De�nícia 1.1.1.

Nech S1 a S2 sú neprázdne podmnoºiny R̄ a nech H je binárna reálna funkcia, ktorej

obor hodnôt je H (H) = S1 × S2. Nech B = [x1, x2] × [y1, y2] je mnoºina v²etkých

moºných vrcholov, ktoré sú z H (H). Potom H-objem B je daný ako

VH(B) = H(x2, y2)−H(x2, y1)−H(x1, y2) +H(x1, y1). (1)

Ak zade�nujeme rád prvých diferencií z H na obd¨ºniku B ako

4x2
x1
H(x, y) = H(x2, y)−H(x1, y) 4y2

y1
H(x, y) = H(x, y2)−H(x, y1),

9



1.1 Základné pojmy 1 ÚVOD DO KOPÚL

tak potom H-objem z B vieme napísa´ ako rád druhých diferencií z H na B, a to

VH(B) = 4y2
y1
4x2
x1
H(x, y).

De�nícia 1.1.2.

Hovoríme, ºe binárna reálna funkcia H je 2-rastúca, ak VH(B) ≥ 0 pre v²etky obd¨º-

niky B, ktorých vrcholy leºia v D(H).

Ak je H 2-rastúca, tak budeme H-objem B ozna£ova´ ako H-mieru B. Treba si uvedo-

mi´, ºe 2-rastúca neznamená a ani neimplikuje, ºe H je neklesajúca v kaºdej premennej.

Znázorníme si to na príklade.

Príklad 1.1.1.

Nech H(x, y) = max(x, y) je de�novaná na I2. Aj ke¤ je H neklesajúca v x aj y, tak

je H nie je 2-rastúca, pretoºe napríklad

VH(I2) = max(1, 1)−max(1, 0)−max(0, 1) + max(0, 0) = −1,

a teda VH(I2) ≤ 0. �iºe H nie je 2-rastúca.

Nasledujúca lema bude uºito£ná pri zavedení spojitosti kopúl a subkopúl.

(a) Max(x,y) (b) Vrstevnice pre max(x,y)

Obr. 1: Príklad 1.1.1.

Lema 1.1.1.

Nech S1 a S2 sú neprázdne podmnoºiny R̄ a nech H je 2-rastúca funkcia s de�ni£ným

oborom S1 × S2. Nech x1, x2 sú z S1 také, ºe x1 ≤ x2 a nech y1, y2 sú z S2 s podmien-

kou y1 ≤ y2. Potom funkcia t 7→ H(t, y2) − H(t, y1) je neklesajúca na S1 a funkcia

10



1.1 Základné pojmy 1 ÚVOD DO KOPÚL

t 7→ H(x2, t)−H(x1, t) je neklesajúca na S2.

De�nícia 1.1.3.

Predpokladajme, ºe S1 má najmen²í prvok a1 a S2 má najmen²í prvok a2. Hovoríme,

ºe funkcia H :S1 × S2 7→ R je ukotvená ak H(x, a2) = 0 = H(x, a1) ∀(x, y) ∈ S1 × S2.

Lema 1.1.2.

Nech S1 a S2 sú neprázdne podmnoºiny v R̄ a nech H je ukotvená 2-rastúca funkcia s

D(H) = S1 × S2. Potom H je neklesajúca v kaºdej premennej.

Dôkaz:

Ozna£me a1, a2 ako najmen²ie prvky v S1, S2. Teraz ozna£me x1 = a1 a y1 = a2 v

Leme 1.1.1. a teda dostávame poºadovaný výsledok. �

De�nícia 1.1.4.

Predpokladajme, ºe S1 má najvä£²í prvok b1 a S2 má najvä£²í prvok b2. Potom funkcia

H:S1 × S2 7→ R má marginálne distribu£né funkcie F,G, ktoré sú funkcie dané ako :

H (F ) = S1 a F (x) = H(x, b2) ∀x ∈ S1;

H (G) = S2 a F (x) = H(b1, y) ∀y ∈ S2.

Ukáºeme si to na príklade.

Príklad 1.1.2.

Nech H je funkcia de�novaná na [−1, 1]× [0,∞] ako

H(x, y) =
(x+ 1)(ey − 1)

x+ 2ey − 1
.

Vidíme, ºe H je ukotvená, pretoºe H(x, 0) = (x+1)(0)
x+1

= 0 a H(1, y) = (0)(ey−1)
2ey−2

= 0.

Marginálne distribu£né funkcie pre H sú F,G, ktoré vypo£ítame :

F (x) = H(x,∞) = lim
y→∞

(x+ 1)(ey − 1)

x+ 2ey − 1

LHospital
=

(x+ 1)ey

2ey
=
x+ 1

2
;

G(y) = H(1, y) =
2(ey − 1)

2ey
= 1− e−y.

11



1.1 Základné pojmy 1 ÚVOD DO KOPÚL

Túto kapitolu ukon£íme s poznámkou, ktorá sa bude týka´ ukotvených 2-rastúcich fun-

kcií s marginálnymi distribu£nými funkciami.

Poznámka 1.1.1.

Nech S1, S2 sú neprázdne podmnoºiny v R̄ a nech H je ukotvená 2-rastúca funkcia s

marginálnymi distribu£nými funkciami, ktorých de�ni£ný obor je S1×S2. Nech (x1, y1)

a (x2, y2) patria S1 × S2. Potom

|H(x2, y2)−H(x1, y1)| ≤ |F (x2)− F (x1)|+ |G(y2)−G(y1)|.

12



2 KOPULE

2 Kopule

V tejto kapitole si zade�nujeme kopule. Preberieme dôleºité vety, lemy a príklady, ktoré

nám neskôr pomôºu pri kon²trukcii kopúl. Celá kapitola je spracovaná na základe [4].

2.1 Kopule - teoretická rovina

Ako prvé si musíme zade�nova´ subkopuly.

De�nícia 2.1.1.

Dvojdimenzionálna subkopula, alebo skrátene len subkopula, je funkcia C ′ s nasledujú-

cimi vlastnos´ami:

1. D(C ′) = S1 × S2, kde S1 sú podmnoºiny I obsahujúce 0 a 1.

2. C ′ je ukotvená a 2-rastúca

3. ∀u ∈ S1,∀v ∈ S2 platí:

C ′(u, 1) = u a C ′(1, v) = v. (2)

Treba si uvedomi´, ºe pre v²etky (u, v) z D(C ′) platí: 0 ≤ C ′(u, v) ≤ 1 a teda je aj

H (C ′) podmnoºina I.

Nasledujúca de�nícia tvorí jeden zo základov pre teóriu kopúl.

De�nícia 2.1.2.

Dvojdimenzionálnou kopulou, skrátene kopulou, voláme subkopulu C, ktorej D(C) je

I.

Podobne ako subkopula, aj kopula má ²peciálne vlastnosti, a to nasledovné:

1. Pre v²etky u, v z I platí

C(u, 0) = 0 = C(0, v) (3)

C(u, 1) = u a C(1, v) = v; (4)

2. Pre v²etky u1, u2, v1, v2 z I také, ºe u1 ≤ u2 a v1 ≤ v2 platí

C(u2, v2)− C(u2, v1)− C(u1, v2) + C(u1, v1) ≥ 0. (5)

13



2.1 Kopule - teoretická rovina 2 KOPULE

Poznámka 2.1.1.

Nech C ′ je subkopula. Potom pre kaºdé (u, v) z D(C ′) platí:

max(u+ v − 1, 0) ≤ C ′(u, v) ≤ min(u, v). (6)

Ke¤ºe kaºdá kopula je subkopula, poznámka 2.1.1. platí aj pre kopule.

�ahko sa dá overi´, ºe obe strany sú kopule. Ozna£íme ich ako W (u, v) = max(u+ v−

1, 0) a M(u, v) = min(u, v). Potom pre kaºdú kopulu C a kaºdé (u, v) v I2 platí:

W (u, v) ≤ C(u, v) ≤M(u, v). (7)

Nerovnos´ (7) je kopula verzia Fréchet-Hoe�ding bounds nerovnice, ktorú budeme ne-

skôr vyuºíva´.M budeme vola´ hornou Fréchet-Hoe�ding hranicou aW dolnou Fréchet-

Hoe�ding hranicou. Tre´ou dôleºitou kopulou, ktorú budeme potrebova´ je sú£inová

kopula Π(u, v) = uv.

Obr. 2: Grafy kopúl M,Π,W

�asto pouºívaný typ grafu kopúl je vrstevnicový graf, ktorý zachytáva vrtevnice daného

grafu. V prípade kopúl je to na mnoºine I2 dané ako C(u, v) = c, pre kon²tanty v I. V

nasledujúcom obrázku si ukáºeme vrstevnicové grafy pre v²etky 3 spomínané kopule.

Teraz si zade�nujeme následovnú vetu, ktorá bude hovori´ a spojitosti kopúl a subkopúl

cez Lipschitzovskú podmienku na I2.

Veta 2.1.1.

Nech C ′ je subkopula. Potom ak pre kaºdé (u1, u2), (v1, v2) z D(C ′) platí

|C ′(u2, v2)− C ′(u1, v1)| ≤ |u2 − u1|+ |v2 − v1|, (8)

tak je C ′ rovnomerne spojitá na jej de�ni£nom obore.

14



2.1 Kopule - teoretická rovina 2 KOPULE

Obr. 3: Vstevnicové grafy kopúl M,Π,W

�alej budeme pokra£ova´ dvoma vetami týkajúcimi sa parciálnych derivácií kopúl.

Veta 2.1.2.

Nech C je kopula. Pre akéko©vek v v I, parciálna derivácia ∂C(u,v)
∂u

existuje pre takmer

v²etky u a pre také u a v platí

0 ≤ ∂

∂u
C(u, v) ≤ 1. (9)

Podobne, pre akéko©vek u v I, parciálna derivácia ∂C(u,v)
∂v

existuje pre takmer v²etky v

a pre také u a v platí

0 ≤ ∂

∂v
C(u, v) ≤ 1. (10)

Naviac, funkcie u 7→ ∂C(u,v)
∂v

a v 7→ ∂C(u,v)
∂u

sú de�nované a neklesajúce takmer v²ade v I.

Nasledujúca veta sa bude týka´ druhých derivácií.

Veta 2.1.3.

Nech C je kopula. Ak ∂C(u,v)
∂v

a ∂2C(u,v)
∂u∂v

sú spojité na I2 a ∂C(u,v)
∂u

existuje pre v²etky

u ∈ (u, v) ke¤ v = 0, potom ∂C(u,v)
∂u

a ∂2C(u,v)
∂v∂u

existujú v (0, 1)2 a ∂2C(u,v)
∂u∂v

= ∂2C(u,v)
∂v∂u

.
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2.2 Kopule - Sklarova veta 2 KOPULE

2.2 Kopule - Sklarova veta

Táto veta je jedna z najdôleºitej²ích v teorií kopúl a je základom pre ve©a aplikácií

v ²tatistike. Objas¬uje úlohu kopúl vo vz´ahu medzi viacrozmernou distribu£nou fun-

kciou a jej jednorozmernými marginálnymi funkciami.

Najprv si ale pripomenieme základné de�nície z pravdepodobnosti.

De�nícia 2.2.1.

Distribu£ná funkcia je funkcia F s de�ni£ným oborom R̄ taká, ºe

• F je neklesajúca,

• F (−∞) = 0 a F (∞) = 1.

Ako príklad si uvedieme rovnomerné rozdelenie, pretoºe ho neskôr vyuºijeme.

Príklad 2.2.1.

Pre akéko©vek £ísla a, b z R s podmienkou a < b, rovnomerné rozdelenie na [a, b] je

distribu£ná funkcia Rab dané ako

Rab(x) =


0 x ∈ [−∞, a)

x−a
b−a x ∈ [a, b]

1 x ∈ (b,∞]

De�nícia 2.2.2.

Zdruºená distribu£ná funkcia je funkcia H s de�ni£ným oborom R2 taká, ºe

• H je 2-rastúca,

• H(x,−∞) = H(−∞, y) = 0 a H(∞,∞) = 1.

Pretoºe H je ukotvená a H = R2, tak má H marginálne distribu£né funkcie dané ako

F (x) = H(x,∞) a G(y) = H(∞, y)
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Príklad 2.2.1.

Nech H je funkcia s de�ni£ným oborom R2 daná ako

H(x, y) =


(x+1)(ey−1)
x+2ey−1

(x, y) ∈ [−1, 1]× [0,∞]

1− e−y (x, y) ∈ [1∞]× [0,∞]

0 inak

Ukáza´, ºe H je zdruºená distribu£ná funkcia nechávame na £itate©ovi. Sta£í iba ove-

ri´, ºe je H je 2-rastúca a druhú vlastnos´ z de�nície (2.2.2.). Teda H je zdruºená

distribu£ná funkcia. Marginálne distribu£né funkcie F a G sú dané ako

G(y) =

 0 y ∈ [−∞, 0)

1− e−y y ∈ [0,∞]
a F = R−1,1

Teraz sa dostávame k de�novaniu Sklarovej vety.

Veta 2.2.1.

Nech H je zdruºená distribu£ná funkcia s marginálnymi distribu£nými funkciami F a

G. Potom existuje kopula C taká, ºe pre v²etky x, y z R̄ platí

H(x, y) = C(F (x), G(y)). (11)

Ak sú F a G spojité, potom je C jednozna£ná, inak je C jednozna£ne ur£ená na

H (F ) ×H (G). Na druhej strane, ak C je kopula a F a G sú distribu£né funkcie,

potom funkcia H de�novaná ako (11) je zdruºená distribu£ná funkcia s marginálnymi

distribu£nými funkciami F a G.

Táto veta sa prvýkrát objavila v roku 1959 a vtedaj²í pojem kopula znamenal couples

a teda ”párovala” zdruºené distribu£né funkcie na jednorozmerné marginálne distri-

bu£né funkcie. Teraz si zavedieme Sklarovu vetu pre n-rozmerné zdruºené distribu£né

funkcie a ukáºeme si aj pravdepodobnostný náh©ad do kopúl.

Veta 2.2.2.

Ak H : [−∞,∞]n → [0, 1] je n-rozmerná zdruºená distribu£ná funkcia s 1-rozmernými

marginálnymi distribu£nými funkciami F1, ..., Fn : [−∞,∞] → [0, 1], potom existuje
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2.2 Kopule - Sklarova veta 2 KOPULE

n-kopula C taká, ºe platí:

H(x) = C(F1(x1), ..., Fn(xn)) (12)

pre v²etky x ∈ Rn. Ak sú F1, ..., Fn spojité, potom je kopula C jednozna£ná, inak je C

jednozna£ne ur£ená na H (F1)× ...×H (Fn).

Pre akéko©vek 1-rozmerné distribu£né funkcie F1, ..., Fn a akúko©vek n-kopulu C je

funkcia H, daná vz´ahom (12), n-rozmernou distribu£nou funkciou s 1-rozmernými

marginálnymi distribu£nými funkciami F1, ..., Fn.

Teraz si ukáºeme pravdepodobnostnú charakterizáciu troch kopúl Π,W a M . Pre uda-

losti E1, .., En v tvare Ei = {Xi ≤ x}, nech sú P (E1), ..., P (En) ich príslu²né pravde-

podobnosti. �o vieme poveda´ o pravdepodobnosti prieniku ∩ni=1Ei?

Pravdepodobnos´ P (E1∩ ...∩En) vieme získa´ pomocou vety 2.2.2.vyuºitím kopúl ako

P (E1 ∩ ... ∩ En) = C(P (E1, ..., P (En))).

Kedºe vieme, ºe W ≤ C ≤M , tak pre akúko©vek kopulu C máme najlep²í odhad

W (P (E1), ..., P (En)) ≤ P (E1 ∩ ... ∩ En) ≤M(P (E1), ..., P (En)).

Ak sú udalosti E1, ..., En zdruºene nezávislé, potom C = Π a platí:

P (E1 ∩ ... ∩ En) = Π(P (E1), ..., P (En))

Teraz si ukáºeme príklady kopúl na základe vlastností zo ²tatistiky a pravdepodobnosti.

Príklad 2.2.2.

Nezávislos´ náhodných premenných sa dá vyjadri´ sú£inovou kopulou Π, £o znamená,

ºe akáko©vek n-tica (X1, ..., Xn) n nezávislých náhodných premenných má zdruºenú

distribu£nú funkciu

FXi,...,Xn(x) =
n∏
i=1

FXi(xi).

Ako druhú kopulu máme minimovú kopulu,M . Minimum popisuje náhodné premenné,

ktoré sú úplne pozitívne závislé v tom zmysle, ºe v náhodnom vektore (X1, ..., Xn) kaºdé
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2.2 Kopule - Sklarova veta 2 KOPULE

Xi sa dá vyjadri´ vo forme Xi = fi(X1), kde fi je reálna funkcia rastúca na rozsahu

X1. Potom

FX1,...,Xn(x) = M(FX1(x1), ..., FXn(xn)).

Nasleduje dôleºitá vlastnos´ binárnych kopúl.

Poznámka 2.2.1.

Nech C : [0, 1]2 → [0, 1] je binárna zdruºená funkcia a nech IC je mnoºina

idempotentných prvkov. Potom C je binárna kopula práve vtedy, ke¤ IC je komplement

zjednotenia ∪k∈K ]ak, bk[ disjunktných otvorených neprázdnych podintervalov ]ak.bk[ z

[0, 1] a

C(x, y) =

 ak + (bk − ak)Ck
(

x−ak
bk−ak

, y−ak
bk−ak

)
(x, y) ∈]ak, bk[

2

Min(x, y) inak,

kde kaºdé Ck : [0, 1]2 → [0, 1] je binárna kopula s netriviálnym idempotentným prvkom,

£o znamená, ºe C je ordinálny sú£et kopúl Ck.

Poznámka 2.2.2.

Pre n-kopule C : [0, 1]n → [0, 1] a pre akéko©vek x, y ∈ [0, 1]n platí

|C(x)− C(y)| ≤
n∑
i=1

|xi − yi|,

a teda C je 1-Lipschitzovská a preto spojitá zdruºená funkcia.

Lema 2.2.2.

Nech C ′ je subkopula. Potom exituje kopula C taká, ºe C(u, v) = C ′(u, v) pre v²etky

(u, v) z D(C ′), £iºe to znamená, ºe akáko©vek subkopula vie by´ roz²írená na kopulu.

Roz²írenie je vo v²eobecnosti nejednozna£né.

Dôkaz:

Pozri Nelsen(2006).
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2.2 Kopule - Sklarova veta 2 KOPULE

Príklad 2.2.3.

Nech máme bod (a, b) ∈ R2. �alej nech máme distribu£nú funkciu

H(x, y) =

 0 x < a alebo y < b

1 x ≥ a alebo y ≥ b.

Hranice funkcie H(x, y) sú jednotkové funkcie εa a εb, dané ako

εk =

 0 x ∈ [−∞, k)

1 x ∈ [k,∞].

Ak aplikujeme Lemu 2.2.1., dostávame subkopulu C ′ s de�ni£ným oborom [0, 1]× [0, 1]

takú, ºe C ′(0, 0) = C ′(1, 0) = C ′(0, 1) = 0 a C ′(1, 1) = 1. Ror²írenie C ′ na kopulu C

pomocou Lemy 2.2.2. je kopula C(u, v) = uv.

Teraz si zade�nujeme kvázi-inverzné funkcie distribu£ných funkcií.

De�nícia 2.2.3.

Nech F je distribu£ná funkcia. Potom kvázi-inverzná funkcia k funkcii F je funkcia

F−1 s de�ni£ným oborom I taká, ºe

• ak t patrí H (F ), potom F−1(t) je akéko©vek £íslo x z R̄ také, ºe F (x) = t, £o

znamená, ºe

F (F−1(t)) = t;

• ak t nepatrí H (F ), potom

F−1(t) = inf{x|F (x) ≥ t} = sup{x|F (x) ≤ t}.

Ak je F ostro rastúca, potom je kvázi-inverzná funkcia totoºná s klasickou inverznou

funkciou.

Dôsledok 2.2.1.

Nech H,F,G a C ′ sp¨¬ajú Lemu 2.2.1. a nech F−1 a G−1 sú kvázi-inverzné funkcie k

F a G. Potom pre akéko©vek (u, v) ∈ D(C ′) platí

C ′(u, v) = H(F−1(u), G−1(v)). (13)
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Ak F a G sú spojité, dôsledok platí aj pre kopule a dáva nám metódu kon²trukcie

kopúl pomocou zdruºených distribu£ných funkcií.

Uvedieme príklad.

Príklad 2.2.4.

H(x, y) =


(x+1)(ey−1)
x+2ey−1

(x, y) ∈ [−1, 1]× [0,∞]

1− e−y (x, y) ∈ [1,∞]× [0,∞]

0 inak

Marginálne distribu£né funkcie F a G sú dané ako F = H(x,∞), G = H(∞, y) a teda

dostávame:

F (x) =


0 x < −1

x+1
2

x ∈ [−1, 1]

1 x > 1

a

G(y) =

 0 y ∈ [−∞, 0)

1− e−y y ∈ [0,∞].

Kvázi-inverzné funkcie sú následne dané jednoducho ako F−1(u) = 2u − 1 a G(v) =

− ln(1− v) pre (u, v) ∈ I. Ke¤ºe platí, ºe H (F ) = H (G) = I, tak potom kopula C je

daná ako

C = H(F−1(u), G−1(v)) =
(2u− 1 + 1)(e−ln(1−v) − 1)

2u− 1 + 2e−ln(1−v) − 1
=

uv

u− uv + v
.

Príklad 2.2.5.

Ukáºeme si kon²trukciu kopula funkcie na Gumbelovom dvojrozmernom exponenciál-

nom rozdelení, ktoré je dané ako

Hθ(x, y) =

 1− e−x − e−y + e−(x+y+θxy) x, y ≥ 0

0 inak,

kde θ ∈ [0, 1]. Podobne ako v predchádzajúcom príklade sa dajú ©ahko odvodi´ margi-

nálne distribu£né funkcie F,G a z nich kvázi-inverzné funkcie F−1(u) = −ln(1 − u) a

G−1(v) = −ln(1− v) pre (u, v) ∈ I. Teda kopula bude zadaná ako

Cθ(u, v) = u+ v − 1 + (1− u)(1− v)e−θln(1−u)ln(1−v).
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Obr. 4: Graf a vstevnicový graf pre príklad 2.2.3.

2.3 Kopule a náhodné premenné

V tejto kapitole budeme pouºíva´ ozna£enie ve©kých písmen, ako napríklad X a Y ,

ktoré budú reprezentova´ náhodné premenné a malé písmená x a y ich hodnoty. Ná-

sledne bude plati´, ºe F je distribu£ná funkcia náhodnej premennej X, ke¤ pre v²etky

x ∈ R̄ platí, ºe F (x) = P [X ≤ x].

Teraz zade�nujeme Sklarovu vetu v pojmoch náhodných premenných.

Veta 2.3.1.

Nech X a Y sú náhodné premenné s distribu£nými funkciami F a G a zdruºenou

distribu£nou funkciou H. Potom existuje kopula C taká, ºe vz´ah (11) platí. Ak sú

F a G spojité, potom je C jednozna£ná. Inak je kopula C jednozna£ne ur£ená na

H (F )×H (G).

Kopulu zo Sklarovej vety v náhodných premenných budeme ozna£ova´ CXY . Nasledujú-

cou vetou ukáºeme, ºe takzvaná sú£inová kopula Π(u, v) = uv charakterizuje nezávislé

náhodné premenné, ke¤ sú ich distribu£né funkcie spojité.

Veta 2.3.2.

Nech X a Y sú spojité náhodné premenné. Potom X a Y sú nezávislé vtedy a len

vtedy, ke¤ CXY = Π.

Veta 2.3.3.

Nech X a Y sú spojité náhodné premenné s kopulou CXY . Ak α a β sú ostro rastúce
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na H (X) a H (Y ), potom Cα(X)β(Y ) = CXY . Teda CXY je invariantná vzh©adom na

ostrú rastúcos´ tranformácií X a Y .

Ak je aspo¬ jedna z dvojice α, β klesajúca, dostávame nasledujúcu lemu o transfor-

mácii kopule.

Lema 2.3.1.

Nech X a Y sú spojité náhodné premenné s kopulou CXY . Nech α a β sú ostro mono-

tónne na H (X) a H (Y ). Potom

• Ak α je ostro rastúca a β je ostro klesajúca, potom

Cα(X)β(Y )(u, v) = u− CXY (u, 1− v).

• Ak α je ostro klesajúca a β je ostro rastúca, potom

Cα(X)β(Y )(u, v) = v − CXY (1− u, v).

• Ak α je ostro klesajúca aj β je ostro klesajúca, potom

Cα(X)β(Y )(u, v) = u+ v − 1 + CXY (1− u, 1− v).

Teraz si pripomenieme zopár poznatkov, ktoré budú v ¤al²ích £astiach dôleºité. Kaºdá

zdruºená distribu£ná funkcia H stanovuje pravdepodobnostnú mieru na R2

ako VH
(
(−∞, x] × (−∞, y]

)
= H(x, y). Kaºdá kopula C ur£uje pravdepodobnostnú

mieru na I2 ako VC([0, u]× [0, v]) = C(u, v).

Pre akúko©vek kopulu C, nech

C(u, v) = AC(u, v) + SC(u, v),

kde

AC(u, v) =

∫ u

0

∫ v

0

∂2

∂s∂t
C(s, t)dtds; SC(u, v) = C(u, v)− AC(u, v). (14)

Teraz zopár ²peciálnych prípadov.

Ak C = AC na I2, £o je práve vtedy, ke¤ uvaºujeme zdruºenú distribu£nú funkciu,
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tak C má zdruºenú hustotu danú ∂2C(u,v)
∂u∂v

. Potom C je absolútne spojitá, zatia© £o ak

C = SC na I2, teda ke¤ ∂2C(u,v)
∂u∂v

= 0 takmer v²ade na I2, tak potom je C singulárna.

Inak má C absolútne spojitý £len AC a singulárny £len SC . V takom prípade ani jeden

z £lenov AC , SC nie je kopula. Uvedieme príklad.

Príklad 2.3.1.

Sú£inová kopula Π(u, v) = uv je absolútne spojitá, pretoºe pre v²etky (u, v) v I2,

AΠ(u,v) =

∫ u

0

∫ v

0

∂2

∂s∂t
Π(s, t)dtds =

∫ u

0

∫ v

0

1dtds = uv = Π(u, v),

a teda dostávame, ºe CΠ = AΠ.
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2.4 Archimedovské kopule

V tejto £asti sa budeme venova´ dôleºitej triede kopúl, Archimedovským kopulám.

Tento typ kopúl ma ²iroké uplatnenie pre viacero dôvodov. Ke¤ºe sú jednozna£ne

ur£ené svojím generátorom, preto do tejto triedy patrí ve©ká mnoºina rôznych kopúl.

V tretej kapitole z Nielsen(2006) sa ukázalo, ºe zdruºené a marginálne distribu£né

funkcie z triedy Ali-Mikhail-Haq sp¨¬ajú vz´ah

1−H(x, y)

H(x, y)
=

1− F (x)

F (x)
+

1−G(y)

G(y)
+ (1− θ)1− F (x)

F (x)

1−G(y)

G(y)
.

S men²ou pomocou sa to dá prepísa´ na

1 + (1− θ)1−H(x, y)

H(x, y)
=

[
1 + (1− θ)1− F (x)

F (x)

][
1 + (1− θ)1−G(y)

G(y)

]
,

a teda platí, ºe λ(H(x, y)) = λ(F (x))λ(G(y)), kde λ(t) = 1 + (1− θ 1−t
t

). Teda môºeme

napísa´, ºe λ(H(x, y)) = λ(F (x))λ(G(y)) platí pre funkciu λ, ktorá musí by´ kladná

na intervale (0, 1). Potom pre ϕ(t) = −lnλ(t) vieme taktieº napísa´ H ako sumu

marginálnych funkcií F a H ako ϕ(H(x, y)) = ϕ(F (x)) + ϕ(G(y)) a pre kopule

ϕ(C(u, v)) = ϕ(u) + ϕ(v) (15)

Ke¤ºe nás zaujíma výraz, ktorým by sme kon²truovali kopula funkcie, chceme vyrie²i´

vz´ah ϕ(C(u, v)) = ϕ(u) + ϕ(v), a teda pre C(u, v) máme C(u, v) = ϕ−1(ϕ(u) + ϕ(v))

pre dobre zade�novaný inverz ϕ−1.

De�nícia 2.4.1.

Nech ϕ je spojitá, ostro klesajúca funkcia z I do [0,∞] taká, ºe ϕ(1) = 0. Pseudo-inverzná

funkcie ϕ je funkcia ϕ[−1] s D(ϕ[−1]) = [0,∞] a H (ϕ[−1]) = I daná ako

ϕ[−1](t) =

 ϕ−1(t) 0 ≤ t ≤ ϕ(0)

0 ϕ(0) ≤ t ≤ ∞.
(16)

V²imnime si, ºe ϕ[−1] je spojitá a nerastúca na [0,∞] a ostro klesajúca na [0, ϕ(0)].

Naviac platí ϕ[−1](ϕ(u)) = u na I a

ϕ(ϕ[−1](t)) =

 t 0 ≤ t ≤ ϕ(0)

ϕ(0) ϕ(0) ≤ t ≤ ∞,
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a teda ϕ(ϕ−1(t)) = min(t, ϕ(0)). Ak ϕ(0) =∞, tak potom ϕ[−1] = ϕ−1.

Lema 2.4.1.

Nech ϕ je spojitá, ostro klesajúca funkcia z I do [0,∞] taká, ºe ϕ(1) = 0 a nech ϕ[−1]

je pseudo-inverz funkcie ϕ de�novaný ako (16). Nech C je funkcia z I2 do I daná ako

C(u, v) = ϕ[−1](ϕ(u) + ϕ(v)) (17)

Potom C sp¨¬a ohrani£enia (3) a (4) pre kopule.

Veta 2.4.1.

Nech ϕ je spojitá, ostro klesajúca funkcia z I do [0,∞] taká, ºe ϕ(1) = 0 a nech ϕ[−1] je

pseudo-inverzná funkcia k ϕ. Potom funkcia C z I2 do I daná vz´ahom (17) je kopula

funkcia práve vtedy, ak ϕ je konvexná.

Dôkaz:

Pozri Nelsen (2006).

Funkciu ϕ voláme aditívnym generátorom kopule. Archimedovksé kopule sú také aso-

ciatívne kopule, ktoré sp¨¬ajú nerovnos´ C(x, x) < x pre v²etky x z intervalu ]0, 1[.

Kaºdú Archimedovskú kopulu moºno reprezentova´ funkciou ϕ : [0, 1 → ∞], ktorá je

ostro klesajúca funkcia, ϕ(1) = 0 a

C(x, y) = ϕ−1(min(ϕ(0), ϕ(x) + ϕ(y)))

Uvedieme si príklad.

Príklad 2.4.1.

1. nech ϕ(t) = −ln(t) pre t ∈ [0, 1]. Ke¤ºe platí, ºe ϕ(0) =∞, ϕ je striktná, a preto

platí, ºe ϕ[−1](t) = ϕ−1 = e−t a generovanie kopula funkcie pomocou vz´ahu (17)

nám dáva C(u, v) = e−[(−ln(u))+(−ln(v))] = uv = Π(u, v). Preto je Π Archimedovská

kopula.

2. nech ϕ(t) = 1 − t pre t ∈ [0, 1]. Potom ϕ[−1](t) = 1 − t pre t ∈ [0, 1]. a 0

pre t > 1, teda ϕ[−1] = max(1 − t, 0). Pouºitím vz´ahu (17) dostávame kopulu

C(u, v) = max(u+ v − 1, 0) = W (u, v). Preto je W taktieº Archimedovská.
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2.4 Archimedovské kopule 2 KOPULE

Obr. 5: Generátory z príkladu 2.4.1.

Veta 2.4.2.

Nech C je Archimedovská kopula s generátorom ϕ. Potom

1. C je symetrická, teda C(u, v) = C(v, u) pre v²etky u, v z I.

2. C je asociatívna, teda C(C(u, v), w) = C(u,C(v, w)) pre v²etky u, v, w z I

3. Ak pre kon²tantu c platí c > 0, potom cϕ je taktieº generátor.
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2.5 Eliptické kopule

V tejto £asti si spomenieme nie£o málo o eliptických kopuliach.

Ako prvú spomenieme Gaussovu, £astej²ie pomenovanú ako normlnu, kopulu. Za pred-

pokladu korelácie medzi náhodnými premennými, ktorú ozna£íme R, je de�novaná na

základe Sklarovej vety vz´ahom

CGauss
R (u, v) = ΦR(Φ−1(u),Φ−1(v)),

kde Φ−1 je invezná funkcia k distribu£nej funkcii normovaného normálneho rozdelenia

Φ, ΦR je dvojrozmerná zdruºená distribu£ná funkcia normovaného normálneho rozde-

lenia pri korelácii R.

Studentova kopula vychádza zo studentovho rozdelenia a je de�novaná ako

CStudent
R,ν (u, v) = tR,ν(t

−1
ν (u), t−1

ν (v)),

kde t−1
ν je inverzná funkcia k distribu£nej funkcii studentovho rozdelenia, ν ozna£uje

po£et stup¬ov vo©nosti, tR,ν je dvojrozmerná zdruºená distribu£ná funkcia normova-

ného studentovho rozdelenia s koreláciou R a stup¬ami vo©nosti ν.

Zmenou po£tu stup¬ov vo©nosti sa menia chvostové závislosti zdruºenej distribu£nej

funkcie. Ak je po£et stup¬ov vo©nosti malý, pravdepodobnos´ výskytu extrémnych hod-

nôt je ve©ká, chvosty sú ´aº²ie. Pri ve©kom po£te stup¬ov vo©nosti sa Studentova kopula

podobá na normálnu kopulu.
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3 Jednoparametrické triedy kopúl - vlastnosti

Ako sme si mohli v²imnú´ na príkladoch, Archimedovské kopule môºu by´ generované

pomocou vety o konvexnosti ϕ (veta 2.4.1.), len musíme nájs´ také funkcie, ktoré by

boli generátormi a teda spojité, klesajúce konvexné funkcie ϕ z I do [0,∞] s vlastnos´ou

ϕ(1) = 0.

V tabu©ke 1 si ukáºeme niektoré dôleºité jednoparametrické triedy Archimedovských

kopúl s ich aditívnymi generátormi a parametrom.

Meno Cθ(u, v) ϕθ(t) θ ∈

Pareto [max(u−θ + v−θ − 1; 0)]−
1
θ

1
θ
(t−θ − 1) [−1,∞) \ {0}

Ali - Mikhail - Haq uv
1−θ(1−u)(1−v)

ln 1−θ(1−t)
t

[-1,1)

Gumbel exp

(
−
[
(− ln(u))θ + (− ln(v))θ

] 1
θ

)
(− ln(t))θ [1,∞)

Frank −1
θ

ln

(
1 + (e−θu−1)(e−θv−1)

e−θ−1

)
− ln e−θt−1

e−θ−1
(−∞,∞) \ {0}

Gumbel - Barnett uv exp(−θ ln(u) ln(v)) ln(1− θ ln(t)) (0, 1]

Tabu©ka 1: Tabu©ka jednoparametrických kopúl

Pre£o sa vlastne volajú Archimedovské kopule? Pripome¬me si Archimedovskú axiómu

pre kladné reálne £ísla. Ak a, b sú kladné reálne £ísla, potom existuje celé £íslo n také,

ºe na > b. Archimedovské kopule sú vlastne binárne operácie na intervale I, v ktorom

kopula C prira¤uje kaºdej dvojici (u, v) v I £íslo C(u, v) v I.

Pripome¬me si, ºe mnoºina vrstevníc pre kopulu C je daná ako

{(u, v) ∈ I2|C(u, v) = t}. Pre Archimedovské kopule platí podobné. Pre t > 0, táto

mnoºina vrtevníc obsahuje body z vrstevnice ϕ(u) + ϕ(v) = ϕ(t) na I2, ktorá spája

body (1, t) a (t, 1). V praxi sa vrtevnice zapisujú ako v = Lt(u), £o vedie k

v = Lt(u) = ϕ[−1]
(
ϕ(t)− ϕ(u)

)
= ϕ−1

(
ϕ(t)− ϕ(u)

)
, (18)

kde posledný krok zmeny ϕ[−1] na ϕ−1 platí vºdy, pretoºe ϕ(t) − ϕ(u) je z intervalu

[0, ϕ(0)]. Pre t = 0 budeme {(u, v) ∈ I2|C(u, v) = 0} vola´ nulovou mnoºinou kopule C

a ozna£íme ju Z(C). Pre ve©a Archimedovských kopúl sú Z(C) jednoducho len 2 úse£ky

{0} × I a I× {0}. Pre zvy²ok ma Z(C) kladný priestor a pre takú nulovú mnoºinu je

hrani£ná krivka ϕ(u) + ϕ(v) = ϕ(0), teda v = L0(u) a nazývame ju nulovou krivkou.

29



3 JEDNOPARAMETRICKÉ TRIEDY KOPÚL - VLASTNOSTI

Lema 3.1.

Vrstevnice Archimedovských kopúl sú konvexné krivky.

Pozn: Obrázok pôjde.

Veta 3.1.

Nech C je Archimedovská kopula generovaná pomocou ϕ na Ω.

1. Pre t z (0, 1) je C-miera vrtevnice ϕ(u) + ϕ(v) = ϕ(t) daná ako

ϕ(t)

[
1

ϕ′(t−)
− 1

ϕ′(t+)

]
, (19)

kde ϕ′(t−) a ϕ′(t+) sú jednostranné derivácie ϕ v t.Ak ϕ′(t) existuje, potom je

táto C −miera rovná 0.

2. Ak C nie je striktná, potom C-miera nulovej krivky ϕ(u) + ϕ(v) = ϕ(0) je rovná

− ϕ(0)

ϕ′(0+)
, (20)

a preto je rovná 0, ak ϕ′(0+) = −∞.

Dôkaz:

Pozri Nelsen (2006).

Príklad 3.1.

Nech je θ je z (0, 1] a nech ϕθ a nech ϕθ je po £astiach lineárna funkcia v Ω, ktorej graf

spája (0, 2− θ) do ( θ
2
, 1− θ

2
) a nakoniec do (1, 0). Sklony oboch úse£iek sú −2−θ

θ
a −1.

Ak Cθ je Archimedovská kopula generovaná pomocou ϕθ, potom na základe vz´ahu

(19) platí, ºe Cθ −miera vrstevnice ϕθ(u) + ϕθ(v) = ϕθ(
θ
2
) je(

1− θ

2

)[
− θ

2− θ
+ 1

]
= 1− θ,

a zo vz´ahu (20) platí, ºe Cθ − miera nulovej krivky ϕθ(u) + ϕθ(v) = ϕθ(0) je θ.

Ke¤ºe tieto miery dávajú dokopy 1, tak potom Archimedove kopule v tejto triede sú

singulárne a podpora Cθ pozostáva z vrstevnice ϕθ(u)+ϕθ(v) = ϕθ(
θ
2
) a nulovej krivky.
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3 JEDNOPARAMETRICKÉ TRIEDY KOPÚL - VLASTNOSTI

Lema 3.2.

Nech C je Archimedovská kopula generovaná pomocou ϕ v Ω. Nech KC(t) ozna£uje

C-mieru mnoºiny
{

(u, v) ∈ I2|C(u, v) ≤ t
}

alebo ekvivalentne mnoºiny
{

(u, v) ∈

I2|ϕ(u) + ϕ(v) ≥ ϕ(t)
}
. Potom pre akéko©vek t v I platí

KC(t) = t− ϕ(t)

ϕ′(t+)
. (21)

Nasledúci dôsledok bude dôleºitý pri de�novaní takzvaného Kendall Tau.

Dôsledok 3.1.

Nech C je Archimedovská kopula generovaná pomocou ϕ v Ω. Nech K ′C(s, t) ozna£uje

C-mieru mnoºiny
{

(u, v) ∈ I2|u ≥ s, C(u, v) ≤ t
}
. Potom pre akéko©vek s, t z I platí

K ′C(s, t) =

 s s ≤ t

t− ϕ(t)−ϕ(s)
ϕ′(t+)

s > t.
(22)

Dôsledok 3.2.

Nech U a V sú náhodné premenné s rovnomerným rozdelením v intervale (0, 1), ktorých

zdruºená distribu£ná funkcia je Archimedovská kopula C generovaná pomocou ϕ v

Ω. Potom funkcia KC daná vz´ahom (21) je distribu£ná funkcia náhodnej premennej

C(u, v) a naviac, funkcia K ′C daná vz´ahom (22) je zdruºená distribu£ná funkcia U a

C(u, v).
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4 MODELOVANIE VÝVOJA INDEXU PX

4 Modelovanie vývoja indexu PX

V tejto kapitole sa budeme venova´ praktickej £asti aplikácie kopúl. Ako £eské aktívum

sme si zvolili index praºskej burzy v období od 1.1.2010 do 31.12.2014 . Následne budú

aplikované poznatky z £asových radov, ktorých základnú znalos´ u £itate©a predpokla-

dáme. V²etky aplikácie budú vykonávané v programe R.

4.1 ARMA modely

Predtým, ako budeme pouºíva´ kopule, musia by´ na dáta aplikované ARMA modely

a musia sa reziduá testova´ na podmienenú homoskedasticitu. Na²e dáta predstavujú

3 £asové rady. Konkrétne sú to denné výnosy indexu praºskej burzy v oboch menách

a ako tretí £asový rad sú denné výnosy menového kurzu EUR/CZK, £o znamená,

ºe sme pouºili transformáciu 1
x
, pretoºe pôvodný menový kurz CZK/EUR pre ve©mi

malé £ísla sa nedal pouºi´.

Ako prvé sme dáta zlogartimovali, aby sme zmen²ili rozptyl a pouºili Dickey−Fuller

test jednotkového kore¬a. V tabu©ke si vypí²eme hodnoty testovacích ²tatistík pre di-

ferencovanim a po diferencovaní ako aj kritické hodnoty na úrovni 5%.

Dáta TS pred dif. KH 5% TS po dif. KH 5% po dif.

PX czk -2,4835 -3,41 -25,5404 -1,95

Px eur -2,7289 -3,41 -24,1544 -1,95

Kurz -2,8119 -3,41 -24,2696 -1,95

Na základe testu sme nulovú hypotézu prítomnosti jednotkového kore¬a nezamietli,

pretoºe hodnota testovacej ²tatistiky bola vo v²etkých 3 £asových radoch vä£²ia ako

kritická hodnota na hladine významnosti 5%, a preto sme dáta diferencovali. Následne

tieto dáta uº vyhovovali a ¤al²í test nulovú hypotézu zamietol. Podotýkame, ºe v²etky

doteraj²ie zmeny boli aplikované na v²etky 3 £asové rady.

Ako prvý si rozanalyzujeme £asový rad indexu praºskej burzy v £eských korunách.

Pre ur£enie ARMA modelu sme sa pozreli na autokorelácie. Z testovaných modelov

nám najviac vyhovovali modely arma(2, 2) a ma(3).
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4.1 ARMA modely 4 MODELOVANIE VÝVOJA INDEXU PX

Obr. 6: Autokorelácie pre PXinCZK

Obr. 7: Ljung-Box p-value pre arma(2,2) a ma(3)

Na základe p-hodnôt Ljung-Boxovej ²tatistiky vidíme, ºe oba modely sú vyhovujúce.

Porovnaním Akaikeho informa£ného kritéria, ktoré pre arma(2,2) vy²lo −7, 940414 a

pre ma(3) −7, 94183 sme dospeli k vo©be modelu ma(3).
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4.1 ARMA modely 4 MODELOVANIE VÝVOJA INDEXU PX

Ako nasledujúci £asový si rad zoberieme index praºskej burzy v eurách. Rovnako

ako v predchádzajúcom prípade sa pozrieme na autokorelácie. V tomto prípade pre

Obr. 8: Autokorelácie pre PXinEUR

Obr. 9: Ljung-Box p-value pre ar(3) a arma(3,1)

testované modely nám najviac vyhovovali ar(3) a arma(3, 1). Porovnaním Akaikeho

informa£ných kritérií, ktoré vy²li −7, 866864 a −7, 865283 sme sa rozhodli pre ar(3)

model.
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4.1 ARMA modely 4 MODELOVANIE VÝVOJA INDEXU PX

Posledným £asovým radom je menový kurz EUR/CZK. Zobrazíme si autokore-

lácie. Ako jediný model zo ²iroké spektra modelov, nám vyhovoval model AR(4).

Obr. 10: Autokorelácie pre Rate

Obr. 11: Ljung-Box p-value pre ar(4)

Ljung-boxové hodnoty p-value pre neskor²ie posunutia síce nie sú nad úrov¬ou 5%,

ale ke¤ºe sa týkajú aº ve©mi ¤alekých posunutí, tak sme zhodnili pouºitie modelu ako

posta£ujúce.

Pred pouºitím kopúl sa �ltrované dáta, teda reziduá, pomocou ARMA modelov tes-

tujú na podmienenú homoskedasticitu, na ktorú pouºijeme Ljung-Box Q-test, ktorý je

v programe R implementovaný ako funkcia Box.test, ktorej vstup sú ²tvorce reziduí.

Ako výstup testu je hodnota p − value. V prípadoch indexu praºskej burzy v £es-

kých korunách a eurách nám test hypotézu H0 zamietol, pri£om p-value bola v oboch
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4.1 ARMA modely 4 MODELOVANIE VÝVOJA INDEXU PX

prípadoch skoro nulová, presnej²ie 2, 2.10−16 a preto musíme dáta �ltrova´ GARCH

modelmi. V prípade menového kurzu hypotéza H0 nebola zamietnutá, pretoºe p-value

vy²la 0, 7763, a preto sú dáta dostato£ne �ltrované daným AR(4) modelom.

36
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4.2 ARCH/GARCH modely

Posledným krokom pred aplikovaním kopúl je �ltrácia dát praºskej burzy pomocou

ARCH/GARCH modelov a príslu²ných testov, ktoré nám vyhodnotia správnos´ po-

uºitia modelu.

Na h©adanie správneho ARCH/GARCH modelu budeme pouºíva´ kniºnicu fGarch

a z nej príslu²ný príkaz garchF it, ktorého vstupy sú na²e pretransformované dáta a

rad GARCH modelu, ktorý chceme testova´. Po nájdení správneho modelu sa budú tes-

tova´ ²tandardizované reziduá pomocou BDS testu z kniºnice tseries, ktorého výstup

je znova p-value, ktorá nám povie, £i sú reziduá vhodné, nezávislé a rovnako rozdelené,

v skratke i.i.d. .

Ako prvý £asový rad si rozoberieme index praºskej burzy v £eských korunách. Je v²e-

obecne známe, ºe model garch(1, 1) vo ve©a prípadoch funguje. Rozhodli sme sa priamo

túto skuto£nos´ otestova´. Správnos´ modelu otestujeme pomocou 3 vecí. Reziduá by

nemali obsahova´ autokoreláciu, BDS test nám potvrdí správnos´ reziduí pomocou hod-

nôt p-value a box.test nám na záver potvrdí homoskedasticitu. Zobrazíme si výstupy

v²etkých dvoch testov:

Obr. 12: Testovanie správnosti modelu garch(1,1)
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Hodnota p-value pre ²tvorce reziduí pouºitím box.test nám vy²la 0.3487. Vidíme, ºe

model garch(1,1) sa ukázal ako správny a ¤alej budeme preto pouºíva´ reziduá z to-

hoto modelu.

Druhý a posledný £asový rad, ktorý musíme �ltrova´ pomocou ARCH/GARCH mo-

delov bude £asový rad indexu praºskej burzy v eurách. Pre tento rad nám ale mo-

del garch(1, 1) nebol vyhovujúci, pretoºe reziduá vykazovali autokoreláciu. Zvy²ovanie

rádu taktieº nepomáhalo. Nakoniec sa ako najvhodnej²í model ukázal aº kombinácia

modelov garch(1, 1) a arma(3, 1). Zobrazíme si výstupy oboch testov:

Obr. 13: Testovanie správnosti modelu arma(3,1)+garch(1,1)

Pre tento model je hodnota p-value pre ²tvorce reziduí z box.test rovná 0.577. V¤aka

tomu je kombinovaný model arma(3, 1)+garch(1, 1) vyhodnotený ako správny a ¤alej

budeme preto pouºíva´ reziduá z tohoto modelu.

Teraz si vytvoríme párové dáta a pozrieme sa na ich vzájomnú koreláciu, ktorá nám

napovie, pre ktoré párové dáta budeme pouºíva´ a hlada´ najlep²iu kopulu. Jedny pa-

rové dáta budú index praºskej burzy v £eských korunách spolu s menovým kurzom a

druhé párové dáta budú index praºskej burzy v eurách s menovým kurzom.

Korelácia prvých spomínaných párových dát vy²la záporná, ale ve©mi malá, presnej²ie
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−0.0577467. Oh©adom druhých párov vy²la korelácia podobne záporná, ale o trocha

lep²ia, konkrétne −0.2021563. Ke¤ºe sa snaºíme zachyti´ ur£itú závislos´ rizikových

faktorov, tak sme sa rozhodli pouºi´ dáta, ktoré vykazujú vä£²iu koreláciu.

4.3 Marginálne rozdelenia

V tejto £asti si ukáºeme, aké majú na²e �ltrované dáta rozdelenia.

Obr. 14: Hustoty �ltrovaných dát

Z vykreslených hustôt budeme testovat normálne a studentovo rozdelenie. Pomocou

Shapiro −Wilk testu, ktorý je v programe R implementovaný ako shapiro.test, sme

zamietlu normalitu, pretoºe hodnoty p-value vy²li 1.205.10−8 a 2.2.10−16. Ako druhý

test normality sme zvolili Pearson chi-kvadrát test. Pomocou príkazu pearson.test sme

dostali p-value hodnoty 0.02689 a 2.2.10−16, a preto sme znova zamietli normálne roz-

delenie.
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Ako druhé testujeme studentovo rozdelenie. Pouºitím príkazu ks.test.t dostváme p-

value hodnoty 0.8308 a 0.0004034, a teda sme dospeli k záveru, ºe by oba rady mohli

ma´ studentovo rozdelenie. V prípade �ltrovaných dát menového kurzu by mohol by´

problém testova´ celý rad, pretoºe aj ve©mi malá výchylka môºe spôsobi´ zamietnutie

testov. Z výsledku ks.test.t testu si môºeme v²imnú´ ten rozdiel pri testovani normality,

ktorá úplne zamietnutá, zatia© £o pri testovaní studentovho rozdelenia vidíme náznaky,

ºe by to predsa len mohlo by´ spomínané rozdelenie.

Vybrali sme si náhodne 400 �ltrovaných dát a pozreli sa na výsledky ks.test.t testu

a taktieº na výsledky testu normality pomocou spomínaných dvoch testov. Hodnoty sú

tentokrát priaznivé, konkrétne 0.1325 pre testovanie studentovho rozdelenia, 6.903.10−12

a 3.663.10−15 pre testovanie normality. Dospeli sme k záveru, ºe �ltrované dáta meno-

vého kurzu sú skuto£ne pomerne blízke studentovmu rozdeleniu.
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4.4 Fitovanie kopúl

V tejto £asti sa budeme venova´ aplikácii kopúl na na²e dáta. Uvidíme, ktorá kopula

sa na na²e dáta hodí najlep²ie, ako aj vlastností na²ich dát. Testova´ budeme viacero

kopúl. Potrebova´ na to budeme kniºnicu copula.

Ako prvé si ale transformujeme �ltrované dáta pomocou empirickej distribu£nej fun-

kcie na vektor s rovnomerným rozdelením pomocou funkcie apply, a potom si na²e

dáta pretransformujeme, aby závislos´ bola kladná, pretoºe niektoré kopule nevedia

zachyti´ zápornú závislos´. Tranformáciou bude od£ítanie druhého st¨pca na²ich dát

od jednotky, £ím sa korelácia zmení len v znamienku. Pozrieme sa, ako vyzerajú na²e

dáta.

Obr. 15: Graf na²ich dát

Ke¤ºe dáta nevykazujú signi�kantnú závislos´, tak je moºnos´ aj aplikácia nie len Ar-

chimedovských, ale aj eliptických kopúl.

Pri aplikácii kopúl budeme pouºíva´ hlavne implementované funkcie �tCopula a ná-

sledne sa pozrieme funkciou gofCopula na kvalitu �tovania kopule. Odhad parametrom

bude robený metódou mpl, teda maximum pseudo-likelyhood. Ako prvé budeme apli-

kova´ eliptické kopule, Gaussovskú a Studentovu. Odhadneme parameter a pozrieme

sa na hodnotu ²tatistiky, ktorá nám hovorí, aká je miera vzdialenosti medzi testovanou

a empirickou kopulou, a zárove¬ sa pozrieme na p-value. Hodnoty výstupov sú násle-

dovné:
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Kopula �tatistika Parameter P-value

Normálna 0,02 0,192 0,4341

Studentova 0.0267 0,165 0,1374

Ako môºeme vidie´, ani jedna z kopúl nebola zle na�tovaná. Dokonca normálna kopula

sa ukazuje ako ve©mi dobre aplikovaná kopula. Za dobre odhadnutý povaºujeme aj pa-

rameter. Hodnota ²tatistiky tieº zatia© uprednost¬uje normálnu kopulu.

Rovnaký postup pouºijeme aj v prípade Archimedovských kopúl. Testované budú cel-

kovo 4 kopule. Gumbelova, ktorá výborne modeluje hornú chvostovú závislos´. Clayto-

nova, ktorá je asymetrická so silnou dolnou chvostovou závislos´ou, ale slab²ou hornou

závislos´ou. Frankova, ktorá je symetrická, teda rovnako modeluje hornú ako aj dolnú

chvostovú závislos´. Je podobná k normálnej kopule, len slab²ie modeluje spomínané

závislosti. Aplikovaná bola e²te aj Ali-Mikhail-Haq(AMH) kopula. Hodnoty výstupov

po aplikácii funkcií sú:

Kopula �tatistika Parameter P-value

Gumbelova 0,0365 1,117 0,06943

Frankova 0,0232 1,02 0,2033

AMH 0,0216 0,463 0,2852

Claytonova 0,0272 0,245 0,2143

Ako si môºeme v²imnú´, najhor²ie zo v²etkých vy²la Gumbelova kopula. Z toho by sme

mohli zamietnú´, ºe na²e dáta majú signi�kantnú hornú chvostovú závislos´. Ostatné

kopule sú dobre namodelované. Môºeme poveda´, ºe ako celkovo najlep²ia kopula pre

na²e dáta sa ukazuje normálna kopula.

Môºeme si ale poloºi´ nasledujúce otázky. Mohlo aplikovanie GARCH modelov zhladi´

závislos´ medzi dátami? Zmenili by sa výsledky, pokia© by sme aplikovali kopule uº

po ARMA modeloch? �o ak si dáta rozdelíme na viac £astí pod©a ich priebehu a

odstránime extrémne prípady? Rozoberieme si teda aj prípady, kedy dáta rozdelíme

na 2 £asti a pozrieme sa na aplikáciu kopúl a ich výsledky.
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5 Modelovanie - ²peciálne prípady

V tejto kapitole sa pozrieme na prípady, kde moºná tranformácia dát mohla zmeni´

výsledky �tovania kopúl alebo si dáta rozdelíme na £asti odstránením dát, kde sa

extrémne zmenily hodnoty dát na krátkom £asovom intervale.

5.1 Pomocou ARMA modelov

Ako prvý prípad si zoberieme stav, kedy budeme pouºíva´ kopule hne¤ po �ltrácii po-

mocou ARMA modelov. Podobne ako v predchádzajúcej kapitole aplikujeme na dáta

logaritmus a po nezamietnutí nulovej hypotézy o jednotkovom koreni dáta diferencu-

jeme.

Ako ¤al²í krok sa budeme snaºi´ nájs´ £o najjednoduch²ie modely, obsahujúce len

AR £leny. Pre dáta menového kurzu nám predchádzajúci model vyhovuje, teda AR(4)

model. Pre dáta indexu praºskej burzy v £eských korunách i eurách je vyhovujúci mo-

del AR(3). Dané modely patrili k jedným z tých lep²ích v predchádzajucej kapitole.

Následne sa uº dostávame na aplikáciu kopúl. E²te predtým si vytvoríme párové dáta,

pretransformujeme ich pomocou empirickej distribu£nej funkcie a pozrieme sa na ich

koreláciu. Aj v tomto prípade sú párové dáta, ktoré sú tvorené ako kombinácia indexu

praºskej burzy v eurách a dáta menového kurzu, ove©a viac korelovanej²ie. Konkrétne

korela£ný koe�cient je −0.1653751, zatia© £o v druhom prípade len −0.02897761 a preto

aj teraz budeme aplikovat kopule na korelovanej²ie dáta.

Najprv si dáta transformujeme kvôli zápornej korelácii a ako od£ítanie druhého st¨pca

na²ich dát od jednotky.

Pozorujeme, ºe v dátach nenastala ve©ká zmena, ale to neznamená, ºe sa nemohli zmeni´

aj výsledky. Ako prvé budeme �tova´ eliptické kopule. Hodnoty výstupov sú následovné:

Kopula �tatistika Parameter P-value

Normálna 0,0284 0,198 0,1773

Studentova 0.0165 0,174 0,5989
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Obr. 16: Graf dát

Ako si môºeme v²ímnú´, obe eliptické kopule sú vhodné, ako tomu bolo aj v prípade

�ltrácie dát pomocou GARCH modelov. Tentokrát sa normálna kopula uº nejaví ako

silnej²ia. Odhadnuté parametre sa ve©mi nezmenili, ale predsa len zmena o par stotín

vedie aj k zmene kvality �tovania kopule. Pozrieme sa, £o to spraví s Archimedovskými

kopulami.

Kopula �tatistika Parameter P-value

Gumbelova 0,0387 1,131 0,05544

Frankova 0,0329 1,061 0,05045

AMH 0,0339 0,48 0,03946

Claytonova 0,0279 0,253 0,2303

Odhanuté parametre sa tak isto ve©mi nezmenili, lenºe v tomto prípade aj malá zmena

viedla dokonca k zamietnutiu �tovania kopule a na hladine významnosti 10 percent by

sme dokonca aº 4 kopule ur£ili ako nevyhovujúce.

Pre tieto dôvody môºeme zhrnú´, ºe GARCH modely nám závislos´ neporu²ili ani

ve©mi nezhladili. Dokonca pouºitie týchto modelov dáva lep²ie výsledky v závislosti od

dát, ktoré máme k dispozícii.
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5.2 Rozdelenie pod©a indexu

Ke¤ºe na²e výsledky sa pre £asový rad ako celok aj po �ltrácii pomocou GARCH

modelov alebo len pomocou ARMA modelov ve©mi nemenia, rozhodli sme sa dáta

rozdeli´ na dve £asti a aplikova´ kopule na obe £asti samostatne. Konkrétne sme dáta

na²ich £asových radov rozdelili pod©a ve©kého poklesu hodnoty indexu praºskej burzy

na trhu. Rozhodli sme sa odstráni´ 28 dát, ktoré sa nachádzajú pribliºne v okolí spo-

Obr. 17: Priebeh hodnôt index PX v £eských korunách

mínaného poklesu. Dostávame dokopy 6 £asových radov o d¨ºke 384 alebo 844 dát. Po

testovaní jednotkového kore¬a nám vy²lo, ºe v²etky rady treba diferencova´ a zárove¬

sme aplikovali logaritmus na zjemnenie rozptylu.

Dáta TS pred dif. KH 5% TS po dif. KH 5% po dif.

PX czk1 -3,2332 -3,42 -14,3167 -1,95

Px eur1 -3,2356 -3,42 -13,4204 -1,95

PX czk2 -3,3415 -3,41 -22,319 -1,95

Px eur2 -3,542 -3,41 -21,1031 -1,95

Kurz1 -2,5111 -3,42 -13,1334 -1,95

Kurz2 -3,0142 -3,41 -20,1858 -1,95
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Napriek tomu, ºe pre druhú £as´ indexu praºskej burzy zamietame na hladine 5%

nulovú hypotézu o prítomnosti jednotkového kore¬a, tak sme dáta diferencovali kvôli

priebehu autokorelácií.

Obr. 18: Autokorelácie pre PX v eurách druhej £asti

Rozoberieme si najprv prvú £as´, teda krat²ie rady a pozrieme sa, aké ARMA modely

sú vhodné a budeme sa ich snaºi´ nájs´ £o najjednoduch²ie. Ak bude potrebné, apliku-

jeme aj teóriu GARCH modelov. Ako prvé si vykreslíme autokorelácie, z ktorých sa

dá model predur£i´.
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Obr. 19: Autokorelácie pre PX a pre kurz

Vidíme, ºe pre tento prípad nebude uº také jednoduché ur£i´ modely pre index praºskej

burzy v oboch menách. Výrazne autokorelácie sa prejavujú aº pri desiatom posunutí,

rovnako ako v prípade parciálnych autokorelácií. Môºe to zna£i´, ºe vyhovujúci model

bude ve©kého rádu. Oh©adom kurzu to môºe jednoduch²ie, pretoºe výrazne autokore-

lácie sa objavujú podstatne skôr.

Predsa len sme testovali aj modely nízkeho rádu, ale v²etky výrazne zlyhávali. Na

oba £asové rady indexu praºskej burzy najlep²ie sedel aº model AR(12) a teda sa

potvrdila prognóza o£akávania vysokého rádu. Týkajúc sa £asového radu menového

kurzu, najlep²ie vyhovoval model AR(3). Zvolenie daných modelov nám potvrdila aj

Ljung −Box ²tatistika.
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Obr. 20: P-value pre Ljung-Boxové ²tatistiky v poradi pre PX a pre kurz

Následne testujeme ²tvorce reziduí na homoskedasticitu pomocou Box.test. Tento test

nám ale vo v²etkých prípadoch zamietne nulovú hypotézu, pretoºe hodnoty p-valeu

boli rádovo 10−16, a preto je potrebné dáta �ltrova´ pomocou GARCH modelov. Ako

prvé boli otestované najviac vyuºívané garch(1, 1) modely. Jediný prípad, kde model

zlyháva, je pri modelovaní dát menového kurzu. Ako najlep²í sa v tomto prípade ukázal

kombinovaný model ar(3)+garch(1,1). Potvrdenie správnosti modelov nám preukázal

aj BDS test.
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Obr. 21: Overenie správnosti modelov

Vytvoríme si párové dáta. Prvé budú tvorené kombináciou indexu praºskej burzy v

£eských korunách a menového kurzu. Druhé párové dáta budú tvorené kombináciou in-

dexu praºskej burzy v eurách a menového kurzu. Vhodné dáta znova zvolíme pomocou

korela£ného koe�cientu. Pre prvé dáta je korela£ný koe�cient −0.05836996, pre druhé

je rovný −0.2138104. Zatia© sa stále v kombinácii indexu praºskej burzy v £eských ko-

runách a menového kurzu javí ve©mi malá závislos´, a preto budeme modelova´ kopule

pre dáta s vy²²iou závislos´ou.

Najprv pouºijeme tranformáciu pomocou empirickej distribu£nej funkcie. Potom si

dáta transformujeme kvôli zápornej korelácii a to ako od£ítanie druhého st¨pca na²ich

dát od jednotky. Vykreslenie dát je zobrazené na obrázku 22. Vidíme, ºe sa dáta vý-

razne nezhlukujú. Po aplikácii normálnej a Studentovej kopule dostávame následovné

výstupy:
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Obr. 22: Graf dát pre prvú £as´

Kopula �tatistika Parameter P-value

Normálna 0,0133 0,245 0,8836

Studentova 0.0232 0,206 0,2652

Uº pri tomto výsledku sú ²ance pre lep²ie �tnutie pre ostatné kopule ve©mi malé, pre-

toºe normálna kopula je výborne na�tovaná. Hodnota ²tatistiky taktieº ukazuje ve©mi

dobrú aplikáciu normálnej kopule. Zobrazíme si výstupy aj pre zvy²né kopule.

Kopula �tatistika Parameter P-value

Gumbelova 0,0205 1,15 0,2522

Frankova 0,0172 1,306 0,522

AMH 0,0157 0,567 0,7008

Claytonova 0,0222 0,297 0,3511

Aj po aplikovaní ostatných kopúl, stále je najlep²ia normálna kopula. Ve©mi dobre bola

na�tovaná aj Ali-Mikhail-Haq kopula, ktorá nám moºno tro²ka napovedá, ºe ak je v

dátach men²ia chvostová závislos´, tak je to dolná. Teraz zopakujeme celý postup aj

pre druhú £as´ na²ich rozdelených dát.

Ako prvý krok si ur£íme vhodné ARMA modely. Pod©a autokorelácií sa dá pozorova´,

ºe tentokrát by mohli by´ vhodné aj modely s niº²ím rádom, ale nesmieme zabúda´,

ºe výrazné autokorelácie sa nachádzajú aj na neskor²ích posunutiach,a preto budeme

testova´ aj rady s vy²²ím rádom, ak by rady s niº²ím zlyhali. Ostali sme prekvapení,

pretoºe ako najvhodnej²ie modely pre indexy praºskej burzy v oboch menách sa opä´
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Obr. 23: Autokorelácie pre £asové rady
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ukázali aº modely vy²²ieho rádu, konkrétneMA(12). Pre menový kurz bol najvhodnej²í

AR(4). Výstupy hodnôt p-value Ljung-Boxovej ²tastiky potvrdili modely. Testovanie

²tvorcov reziduí nezamietol nulovú hypotézu iba v prípade menového kurzu, a preto

je potreba modelovania GARCH modelov pre index praºskej burzy v oboch menách.

Ako najvhodnej²í model pre index praºskej burzy v eurách sa osved£il garch(1, 1) a

pre index praºskej burzy v £eských korunách sa ukázal najlep²í kombinovaný model

arma(0,12)+garch(1,1). Správnosti vo©by modelov zobrazíme rovnako ako v predchá-

dzajúcich prípadoch.

Obr. 24: Overenie správnosti modelov pre druhú £as´ dát

Podobne ako v minulých £astiach si vytvoríme párové dáta a pozrieme sa na koreláciu

dát. Korela£ný koe�cient pre kombináciu indexu praºskej burzy v £eských korunách a

menového kurzu vy²iel −0.02249383 a pre druhú dvojicu dát vy²iel −0.165239 a teda

sme sa znova presved£ili, ºe je vhodné modelova´ kopule pre druhú kombináciu dát.

E²te pred aplikáciou kopúl na dáta pouºijeme tranformáciu pomocou empirickej dis-

tribu£nej funkcie a z dôvodu zápornej korelácie od£ítame druhý st¨pec na²ich dát od

jednotky.

Nepozorujeme ani tentokrát výrazné zhlukovanie. Pouºitím eliptických kopúl dostá-

vame nasledujúce výstupy.

Kopula �tatistika Parameter P-value

Normálna 0,0209 0,194 0,4301

Studentova 0.0213 0,167 0,3032
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Obr. 25: Graf na²ich dát pre druhú £as´

Vhodnos´ eliptických kopúl sa znova ukázala ako moºná dobrá vo©ba, ale aplikujeme

aj Archimedovské kopule.

Kopula �tatistika Parameter P-value

Gumbelova 0,0283 1,123 0,1763

Frankova 0,0256 1,034 0,1454

AMH 0,0251 0,466 0,1863

Claytonova 0,0229 0,237 0,3631

Celkovo môºeme vidie´, ºe najlep²ia kopula znova vy²la normálna, ale dobré na�tovanie

vykazuje aj Claytonova kopula, ktorá dobre modeluje dolnú chvostovú závislos´.

V tomto prípade sme mohli vidie´, ºe ak dáta rozdelíme na 2 samostatné £asti pod©a

výrazného poklesu hodnôt indexu praºskej burzy, môºeme pozorova´ zmenu v správaní

sa ur£itých kopúl. Filtrované dáta za£ínajú ukazova´ známky chvostových závislosti,

ke¤ºe sa mení sila �tovania kopúl, ale ani v jednej £asti neboli nato©ko silné, aby

prekonali aplikovanos´ eliptických kopúl.
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5.3 Rozdelenie pod©a kurzu

Ako posledný prípad sme dáta rozdelili na 2 £asti pod©a známeho prepadu kurzu £es-

kej koruny oproti euru, ktorý sa udial v roku 2013. Odstránili sme 6 dát. Aplikujeme

rovnaký postup ur£enia ARMA modelov, poprípade GARCH modelov a pozrieme sa

ako sa zmenila chvostová závislos´ �ltrovaných dát a ako sa zmenili kvality �tovania

kopúl.

Pred pouºitím ARMA modelov sme dáta diferencovali a pouºili logaritmus. Na ur-

£enie ARMA modelov nám znova poslúºi graf autokorelácií. Dostávame:
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Obr. 26: Autokorelácie pre £asové rady

Ako najvhodnej²ie modely nám vy²li postupne AR(3),AR(3) a AR(4) model. Reziduá

ale nepre²li testom podmienenej homoskedasticity a preto je potrebné pouºi´ GARCH

modely.

Pre index praºskej burzy v £eských korunách sa model garch(1, 1) osved£il, pre menový

kurz bol najlep²í kombinovaný model ar(4)+garch(1,0) a pre index praºskej burzy v

eurách kombinovaný model ar(3)+garch(1,1). Zobrazíme si pre istotu aj overenia zvo-

lenia dobrých modelov.
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Obr. 27: Overenie správnosti modelov

Aj ke¤ sa môºe zda´, ºe reziduá menového kurzu obsahujú autokoreláciu, tak tes-

tovanie bieleho ²umu sa preukázalo ako správne a preto sú reziduá vyhovujúce.

Nie je ºiadným prekvapením, ºe po vytvorení párových dát sa ukazuje kombinácia

indexu praºskej burzy v eurách a menového kurzu korelovanej²ia a preto pre tieto dáta

budeme aplikova´ kopule. Korelácia vy²la −0.2149996 a preto pretransformujeme dáta,
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aby sme dostali kladnú závislos´.

Obr. 28: Graf na²ich dát

Môºeme si v²imnú´, ºe sa zhlukovanie dát príli² nemení . Po aplikovaní v²etkých kopúl

dostávame následovné výstupy.

Kopula �tatistika Parameter P-value

Normálna 0,0133 0,247 0,8756

Studentova 0.0244 0,21 0,1873

Gumbelova 0,0323 1,155 0,09341

Frankova 0,0167 1,334 0,537

AMH 0,0156 0,564 0,6978

Claytonova 0,0296 0,295 0,1603

Výrazne najlep²ou kopulou je znova normálna kopula a ke¤ºe Gumbelova kopula nepre-

ukazuje ve©mi dobré na�tovanie, tak predpokladáme slabé horné chvostové závislosti a

ke¤ºe dobre aplikovaná kopula bola Ali-Mikhael-Haq kopula, môºeme zhodnoti´ slabú

aº miernu dolnú chvostovú závislos´.

Ako poslednú £as´ treba e²te spravi´ ten istý postup pre dáta z druhej £asti. Najprv sa

na dáta aplikuje logaritmus a potom sme na základe testu jednotkového kore¬a pouºili

diferencie.

Na základe autokorelácií môºeme vidie´, ºe modely s niº²ím rádom by mohli by´

vhodné. Pre kaºdý model vy²iel najlep²í ar(2). Testovanie príslu²ných reziduí na pod-
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Obr. 29: Autokorelácie pre £asové rady
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mienenú homoskedasticitu zlyhalo a preto je vhodné pouºi´ GARCH modely alebo

kombinácie s GARCH modelmi.

Pre index praºskej burzy v £eských korunách sa najlep²ie ukazovala kombinácia

ar(2)+garch(1,1), pre index praºskej burzy v eurách kombinácia ar(2)+garch(1,1) a

rovnako aj pre menový kurz kombinácia ar(2)+garch(1,1). Overenie správnosti mode-

lov sme otestovali pomocou rovnakých kritérií.

Obr. 30: Overenie správnosti modelov pre PX

Párové dáta indexu praºskej burzy v eurách spolu s menovým kurzom znova vyka-

zujú vä£²iu koreláciu a preto budeme modelova´ kopule na túto kombináciu. Z dôvodu

zápornej korelácie pouºijeme tranformáciu pre získanie kladnej korelácie a pretranfor-

mujeme párové dáta pomocou empirickej distribu£nej funkcie.

Vykreslíme si na²e nové dáta a pozrieme sa, £i o£akávame zmenu v aplikáciach kopúl
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Obr. 31: Overenie správnosti modelov pre kurz

alebo nebudeme prekvapení, ak sa eliptické kopule znova osved£ia.

Obr. 32: Graf na²ich dát

Môºeme si v²imnú´, ºe v tomto prípade je hustota dát v strede o nie£o men²ia ako

tomu bolo v ostatných prípadoch. Zostavíme si tabu©ku pre výstupy z aplikácie kopúl.

Kopula �tatistika Parameter P-value

Normálna 0,0211 0,089 0,3871

Studentova 0.0268 0,051 0,1494

Gumbelova 0,0196 1,059 0,5222

Frankova 0,0229 0,389 0,2832

AMH 0,0234 0,169 0,2323

Claytonova 0,0284 0,042 0,2113
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5.3 Rozdelenie pod©a kurzu 5 MODELOVANIE - �PECIÁLNE PRÍPADY

Gumbelova kopula sa ukazuje ako najlep²ia. Po prvý krát sa modelovanie eliptických

kopúl nejavilo ako najlep²ie.
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ZÁVER ZÁVER

Záver

V tejto práci sme sa oboznámili s problematikou kopúl a aplikovali sme ich pri modelo-

vaní závislosti indexu PX a menového kurzu. Filtrované dáta ARMA-GARCH modelmi

nejavili prive©ké známky závislosti, £o sa odrazilo aj na výstupoch na²ej analýzy. Vo

vä£²ine prípadov sa eliptické kopule, ktoré sa pouºívajú v prípadoch dát s malou chvos-

tovou závislos´ou, javili ako najlep²ie. Vo©bu najvhodnej²ej triedy kopúl neovplyv¬ovalo

ani rozdelenie dát na rôzne £asové obdobia ani zanedbanie pouºitia GARCH modelov.

To nás vedia k záveru, ºe po£iato£ný výber dát vo ve©kej miere ovplyvnil výstupy.

Za pozitívny výsledok analýzy povaºujeme fakt, ºe vo ve©kej vä£²ine prípadov neboli

zamietnuté na 5% úrovni ºiadne kopule. Podrobnej²ia analýza výsledkov jednotlivých

²túdií sa nachádza v kapitolách 4 a 5.
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