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Abstrakt v statnom jazyku

KURINEC, Lukas: Vyuzitie kopula funkcii pri modelovani vyvoja vynosov ¢eského ak-
tiva pre slovenského investora [Diplomova praca|, Univerzita Komenského v Bratislave,
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statis-

tiky; skolitel: Mgr. Andrea Stupnanova, PhD., Bratislava, 2015, 63 s.

V predlozenej praci sme sa zaoberali aplikiciou tedrie kopul, ktord bola pouzitd na
modelovanie vyvoja vynosov Ceského aktiva pre slovenského investora. Nasim cielom
bolo najst vhodné kopule zachytavajice vzajomniu zavislost indexu prazskej burzy a me-
nového kurzu. Aplikovanim eliptickych a Archimedovskych kopil sme dosli k zaveru,
7e eliptické kopule st pre dané data vhodnejsie. Ako bonus sme pripravili tri $tadie,
pocas ktorych sme pozorovali zmeny sposobené zanedbanim nutnosti pouzitia GARCH
modelov pri filtracii alebo rozdelenim dat na rézne ¢asové obdobia. Data sme rozde-
lovali na casti, kvoli otvorenej otézke, ¢i ndhla zmena v indexe alebo menovom kurze

moze viest k ovplyvneniu zavislosti dat a tym padom aj volby kopule.

Krladové slova: Archimedovskd kopula, Elipticka kopula, Sklarova veta,

ARMA-GARCH modely, zavislost



Abstract

KURINEC, Lukas: Utilization of copula functions by modelling of returns develop-
ment of Czech’s assets for Slovak investor. [Diploma Thesis|, Comenius University in
Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied
Mathematics and Statistics; Supervisor: Mgr. Andrea Stupnanova, PhD., Bratislava,

2015, 63 p.

In the work presented we focused on application of the copula theory, which was used
for modelling of returns development of Czech’s assets for Slovak investor. Our objec-
tive was to find convenient copulas capturing the interdependence between Index of
Prague stock exchange and exchange rate. By applying elliptical and Archimedean co-
pulas we came to conclusion that elliptical copulas are for given data more convenient.
Furthermore we carried out three studies in which we were observing changes caused by
neglecting the necessity of using GARCH models for filtration or by dividing data into
different periods of time. We divided data into two partitions because of unanswered
question, whether sudden change in index or exchange rate could lead to affection of

dependence of data and therefore also to affection of choice of copula.

Keywords: Archimedean copula, elliptical copula, Sklar’s Theorem, ARMA-GARCH

models, dependence
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UVOD UVOD

Uvod

V tejto praci sa zameriame na vyuzitie koptl pri modelovani vyvoja vynosov ¢eského
aktiva pre slovenského investora. Préca je inSpirovana ¢lankom [3]. Pri takomto mode-
lovani je potrebné zohladnit vyvoj dvoch rizikovych faktorov, medzi ktorymi moze byt
urcita zavislost. Ak by sme tuto zavislost nebrali do Gvahy, mohli by vzniknut problémy
s podhodnotenim alebo nadhodnotenim rizika.

Elegantnym rieSenim modelovania zavislosti je pouzitie kopil. Kopule si funkcie,
ktoré prepajaju jednorozmerné marginalne rozdelenia nadhodnych premennych s ich
zdruzenym rozdelenim, teda modeluji vyhradne ich vzajomny vztah. V praxi sa kopule
vyuzivaju pri roznych finan¢nych aplikaciach, ako napriklad odhad value-at-risk alebo
ocenovanie kreditnych derivatov.

Na zaciatku prace si pripomenieme zakladné pojmy z pravdepodobnosti a Statistiky.
V druhej ¢asti sa budeme venovat kopuliam v teoretickej rovine, uvedieme si triedy
kopil a ich vlastnosti. Podrobne sa budeme zaoberat triedou Archimedovskych kopil,
z ktorych spomenieme Gumbelovu, Frankovu, Claytonovu a Ali-Mikhael-Haq kopulu.
Nasledne sa prepracujeme k praktickej casti. Ako aktivum si zvolime index prazskej
burzy PX v ¢asovom obdobi od roku 2010 do roku 2015. Po filtrovani dat ARMA-
GARCH modelmi, o ktorych sa podrobnejsie mozeme docitat v [5], ziskame parové
data vhodné na spracovanie pomocou kopul.

Okrem fitovania jednotlivych kopil na prefiltrované data ARMA-GARCH modelmi
pocas celého obdobia, rozanalyzujeme si tri zaujimavé stidie. Prvou z nich je pozoro-
vanie zmeny vystupov v pripade nepouzitia GARCH modelov, ktorych pouzitie moze
ovplyvihovat mieru zavislosti. V druhej stadii rozdelime déta na dve ¢asové obdobia, z
dovodu jednorazového vyrazného poklesu hodnét indexu PX a porovname s pévodnou
studiou. V poslednej casti si opét rozdelime data na dve ¢asové obdobia, tentoraz podla

vyraznej zmeny v menovom kurze. Na zaver vysledky porovname a analyzujeme.



1 UVOD DO KOPUL

1 Uvod do kopiil

Na zaciatku tejto kapitoly si uvedieme zékladné pojmy, ktoré budeme neskor vyuzivat
pri kopuliach. P6jde o pojmy ako z pravdepodobnosti, tak aj z matematickej analyzy.

Cela kapitola je spracovana na zaklade [4].

1.1 Zakladné pojmy

Predpokladajme dvojicu ndhodnych premennych X a Y s distribu¢nymi funkciami
F(x) = P[X <z] a G(y) = P[Y <y a zdruzenou distribu¢nou funkciou

H(z,y) = P[X < z,Y < y|. Ku kazdej dvojici redlnych ¢isel (z,y) vieme priradit
trojicu : F(z),G(y) a H(x,y). Treba si uvedomit, ze kazdé hodnoty z nich lezia v in-
tervale [0, 1]. Ak to celé zhrnieme, tak ku kazdej dvojici realnych ¢isel (z,y) priradime

(F(x),G(y)), ktoré lezi v jednotkovom $tvorci [0, 1] x [0, 1].

Teraz si zadefinujeme zakladné pojmy. Oznacenie R bude znaéit redlnu os (—oo, o) a R
bude oznacovat rozsirent realnu os [—o0, o0]. Dalej R? bude oznacovat rozsirent rovinu
realnych ¢isel R x R. Obdlznik v R? definujeme ako kartézsky siicin B dvoch uzavretych
intervalov: B = [z, 23] X [y1,92]. Vrcholy obdlznika st body (x1,v1), (21, 42), (z2,71) a
(z2,92). Jednotkovy §tvorec I* je sucinom I x I, kde I = [0, 1]. Takzvana bindrna redlna
funkcia H je funkcia, ktorej definicny obor 2(H) je podmnozina R? a obor hodnot
¢ (H) je podmnozina R.

Definicia 1.1.1.

Nech S; a S, st neprazdne podmnoziny R a nech H je binarna realna funkcia, ktorej
obor hodnét je S#(H) = Sy x Ss. Nech B = [x1,23] X [y1,y2] je mnoZina vSetkych
moznych vrcholov, ktoré su z s (H). Potom H-objem B je dany ako

Vi(B) = H(x2,y2) — H(z2,y1) — H(21,92) + H(z1,51). (1)
Ak zadefinujeme rad prvych diferencii z H na obdlzniku B ako

AifH(sc,y) = H<$2,y) o H(xby) Asz(%y) = H(:Uay2) - H(Qi,y1>,
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tak potom H-objem z B vieme napisat ako rad druhych diferencii z H na B, a to

Va(B) = DRAZ H(,y).

Definicia 1.1.2.

Hovorime, Ze binarna realna funkcia H je 2-rastica, ak Vi (B) > 0 pre vietky obdlz-
niky B, ktorych vrcholy lezia v 2(H).

Ak je H 2-rastica, tak budeme H-objem B oznacovat ako H-mieru B. Treba si uvedo-
mit, Ze 2-rastica neznamend a ani neimplikuje, Ze H je neklesajica v kazdej premenne;j.

Znazornime si to na priklade.

Priklad 1.1.1.
Nech H(z,y) = max(z,y) je definovana na I?. Aj ked je H neklesajica v z aj y, tak

je H nie je 2-rasttca, pretoze napriklad
Vi (I?) = max(1,1) — max(1,0) — max(0, 1) + max(0,0) = —1,

a teda Vi (I?) < 0. Cize H nie je 2-rastica.

Nasledujtca lema bude uzito¢na pri zavedeni spojitosti koptl a subkopdl.

e —

0.5

oo L L L L L L L 0.0F] ! i . fu
0.0 0.5 Lo 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

(a) Max(x,y) (b) Vrstevnice pre max(x,y)

Obr. 1: Priklad 1.1.1.

Lema 1.1.1.
Nech S; a S, sit neprazdne podmnoziny R a nech H je 2-rasttica funkcia s defini¢nym
oborom S7 X Sy. Nech x1, x5 st z S také, ze x1 < x5 a nech yp,ys st z Sy s podmien-

kou y; < yo. Potom funkcia ¢t — H(t,y2) — H(t,y1) je neklesajuca na S, a funkcia

10
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t — H(xa,t) — H(x1,t) je neklesajica na Ss.

Definicia 1.1.3.
Predpokladajme, Ze S; mé najmensi prvok a; a Se mé najmensi prvok as. Hovorime,

ze funkcia H :S; x Sy — R je ukotvend ak H(x,as) =0 = H(x,a,) Y(x,y) € S1 x Sa.

Lema 1.1.2.

Nech S; a S, sit neprazdne podmnoziny v R a nech H je ukotvena 2-rastiica funkcia s
P(H) = S; x Sy. Potom H je neklesajica v kazdej premennej.

Doékaz:

Ozna¢me aq, a; ako najmensie prvky v S, Ss. Teraz oznacme 1 = a; a y; = as v

Leme 1.1.1. a teda dostavame pozadovany vysledok. B

Definicia 1.1.4.
Predpokladajme, ze S; méa najvacsi prvok by a Sy mé najvacsi prvok by. Potom funkcia

H:S; x S5 — R méa marginélne distribu¢né funkcie F, G, ktoré st funkcie dané ako :

H(F)=51 a F(z) = H(x,by) Vo € Sy;
H(G) =55 a F(z) = H(b,y) Yy € 5.

Ukazeme si to na priklade.

Priklad 1.1.2.
Nech H je funkcia definovana na [—1,1] x [0, o] ako

(v +1)(er = 1)

H(z,y) = P —

Vidime, ze H je ukotvena, pretoze H(z,0) = (x;r—i)l(o) =0a H(l,y) = (Ogiiy__;) = 0.

Marginalne distribu¢né funkcie pre H su F, G, ktoré vypocitame :

F(x) _ H(:L’ oo) — lim (x + 1>(€y - 1) LHospital (:L“ + l)ey _ €T -+ 1.

y—oo T+ 2e¥ —1 2eY 2
2(e? — 1) _
Gly) = H(Ly) ==L =1-e.

11
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Tuto kapitolu ukon¢ime s poznamkou, ktora sa bude tykat ukotvenych 2-rasticich fun-

kcif s marginalnymi distribuénymi funkciami.

Poznamka 1.1.1.
Nech Si, S, st neprazdne podmnoziny v R a nech H je ukotvena 2-rastiica funkcia s
marginalnymi distribuénymi funkciami, ktorych definiény obor je Sy x Sy. Nech (z1,41)

a (xg,1y9) patria S7 X Sy. Potom

| H (22, y2) — H(z1,91)| < |F(22) — F(21)] + [G(y2) — G(wn)l.

12
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2 Kopule

V tejto kapitole si zadefinujeme kopule. Preberieme doélezité vety, lemy a priklady, ktoré

nam neskor pomozu pri konstrukeii kopil. Cela kapitola je spracovana na zaklade [4].

2.1 Kopule - teoreticki rovina

Ako prvé si musime zadefinovat subkopuly.

Definicia 2.1.1.
Dvojdimenziondlna subkopula, alebo skratene len subkopula, je funkcia C’ s nasleduju-

cimi vlastnostami:
1. 2(C") = S x Ss, kde S; st podmnoziny I obsahujice 0 a 1.
2. (' je ukotvena a 2-rastiica
3. Yu € S1,Vv € 95 plati:
C'(u,1)=u a C'(1,v)=v. (2)

Treba si uvedomit, ze pre vietky (u,v) z Z(C") plati: 0 < C'(u,v) < 1 a teda je aj
A (C") podmnozina I.

Nasledujtca definicia tvori jeden zo zdkladov pre tedriu kopul.
Definicia 2.1.2.
Dvojdimenziondlnou kopulou, skratene kopulou, volame subkopulu C, ktorej 2(C) je

I.

Podobne ako subkopula, aj kopula ma Specidlne vlastnosti, a to nasledovné:
1. Pre vSetky u,v z I plati

C(u,0) =0=C(0,v) (3)
Clu,1)=u a C(1,v) =uv; (4)

2. Pre vSetky uq,us,v1,v9 z I takeé, ze uy < ug a v; < vy plati
C'(ug,v9) — Clug,v1) — C(ug,ve) + C(uy,vy) > 0. (5)

13
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Poznamka 2.1.1.
Nech C" je subkopula. Potom pre kazdé (u,v) z 2(C") plati:

max(u+ v —1,0) < C'(u,v) < min(u, v). (6)

Ked7Ze kazda kopula je subkopula, poznamka 2.1.1. plati aj pre kopule.
Lahko sa da overit, ze obe strany s kopule. Oznacime ich ako W (u,v) = max(u + v —

1,0) a M(u,v) = min(u,v). Potom pre kazdi kopulu C a kazdé (u,v) v I* plati:
W (u,0) < Clu,0) < M(u,v) ™)

Nerovnost (7) je kopula verzia Fréchet-Hoeffding bounds nerovnice, ktortt budeme ne-
skor vyuzivat. M budeme volat hornou Fréchet-Hoeffding hranicou a W dolnou Fréchet-
Hoeffding hranicou. Tretou délezitou kopulou, ktorit budeme potrebovat je sicinovd

kopula II(u,v) = wv.

.l‘““

T O
, ‘\&l“‘\“m\\\

Obr. 2: Grafy kopil M, ILW

Casto pouzivany typ grafu kopil je vrstevnicovy graf, ktory zachytava vrtevnice daného
grafu. V pripade kopil je to na mnozine I? dané ako C(u,v) = ¢, pre konstanty v I. V
nasledujicom obrazku si ukdzeme vrstevnicové grafy pre vSetky 3 spominané kopule.

Teraz si zadefinujeme néasledovni vetu, ktora bude hovorit a spojitosti koptl a subkopil

cez Lipschitzovskid podmienku na I?.

Veta 2.1.1.
Nech C" je subkopula. Potom ak pre kazdé (u1,us), (v1,v2) z 2(C") plati

|C"(ug, v2) — C'(uy,v1)] < |ug — ug| + vy — v1], (8)

tak je C' rovnomerne spojita na jej definicnom obore.

14
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L L L n ri [ o n L n L h
0.0 02 0.4 0.6 0.8 10 0.0 02 0.4 0.6 0.8 1o

Obr. 3: Vstevnicové grafy kopal M, ITI,W

Dalej budeme pokracovat dvoma vetami tykajicimi sa parcialnych derivacii kopl.

Veta 2.1.2.

0C (u,v)
ou

Nech C je kopula. Pre akékol'vek v v I, parcidlna derivacia existuje pre takmer

vSetky u a pre také u a v plati

0
< — < 1.
0< auC(u,v) <1 9)

oC (u,v)
v

Podobne, pre akékoIvek u v I, parcidlna derivacia existuje pre takmer vsetky v

a pre také u a v plati

0< aﬁcm,v) <1 (10)

()

C(u,v)

Naviac, funkcie u — 8T a v 2L

a—Z’”) st definované a neklesajuce takmer viade v L.

Nasledujtca veta sa bude tykat druhych derivacii.

Veta 2.1.3.

Nech C je kopula. Ak 22 P0(uv) g spojité na I? a 224 existuje pre vietky

Ov dudv ou
0C (u,v) 920 (u,w) 9%C(uw) _ 9%2C(uw)
a oudv ~ Ovdu

ou Jvou

existuja v (0,1)% a

u € (u,v) ked v = 0, potom

15
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2.2 Kopule - Sklarova veta

Tato veta je jedna z najdolezitejsich v teorii kopul a je zakladom pre vela aplikacii
v Statistike. Objasnuje ulohu kopul vo vztahu medzi viacrozmernou distribu¢nou fun-
kciou a jej jednorozmernymi marginalnymi funkciami.

Najprv si ale pripomenieme zékladné definicie z pravdepodobnosti.
Definicia 2.2.1.
Distribucnd funkcia je funkcia F s definiénym oborom R taka, Ze

e [ je neklesajuca,

o ['(—o0)=0a F(o0) =1.

Ako priklad si uvedieme rovnomerné rozdelenie, pretoze ho neskor vyuzijeme.

Priklad 2.2.1.
Pre akékol'vek ¢&isla a,b z R s podmienkou a < b, rovnomerné rozdelenie na [a,b] je

distribu¢né funkcia R, dané ako

0 x € [—00,a)

Rab(x) = % S [avb]

Definicia 2.2.2.

Zdruzend distribucnd funkcia je funkcia H s defini¢nym oborom R? taka, 7Ze
e [ je 2-rastlca,
o H(z,—00) = H(—00,y) =0 a H(co,00) = 1.

Pretoze H je ukotvend a 57 = R?, tak ma H marginalne distribu¢né funkcie dané ako

F(x) = H(z,00) a G(y) = H(co,y)

16
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Priklad 2.2.1.

Nech H je funkcia s definiécnym oborom R? dan ako

EED (2,y) € [-1,1] x [0, 0]

H(z,y)=q 1—e?  (z,y) € [loo] x [0, 0]
0 mak

Ukazat, ze H je zdruzena distribu¢na funkcia nechavame na ¢itatelovi. Staci iba ove-
rit, ze je H je 2-rastica a druhu vlastnost z definicie (2.2.2.). Teda H je zdruZena

distribu¢na funkcia. Marginalne distribu¢né funkcie F' a G st dané ako

0 y € [—00,0)
G(y) = [ a F= R—l,l
l—e? yel0,o0]

Teraz sa dostavame k definovaniu Sklarovej vety.

Veta 2.2.1.
Nech H je zdruzena distribu¢na funkcia s marginalnymi distribu¢nymi funkciami F' a

G. Potom existuje kopula C' taka, ze pre vietky z,y z R plati
H(z,y) = C(F(x),G(y))- (11)

Ak st F a G spojité, potom je C jednoznacné, inak je C' jednoznacne urcend na
JC(F) x #(G). Na druhej strane, ak C je kopula a F' a G st distribu¢né funkcie,
potom funkcia H definovana ako (11) je zdruzena distribu¢na funkcia s marginalnymi

distribu¢nymi funkciami F' a G.

Tato veta sa prvykrat objavila v roku 1959 a vtedajsi pojem kopula znamenal couples
a teda "parovala” zdruzené distribu¢né funkcie na jednorozmerné marginéilne distri-
bu¢né funkcie. Teraz si zavedieme Sklarovu vetu pre n-rozmerné zdruzené distribu¢né

funkcie a ukdzeme si aj pravdepodobnostny nahlTad do kopul.

Veta 2.2.2.
Ak H : [—00,00]" — [0, 1] je n-rozmerné zdruzend distribu¢na funkcia s 1-rozmernymi
marginalnymi distribu¢nymi funkciami Fi, ..., F, : [—00,00] — [0, 1], potom existuje
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n-kopula C' taka, ze plati:
H(z) = C(R(@1), ..y o)) (12)

pre vSetky x € R". Ak su Fi, ..., F,, spojité, potom je kopula C' jednoznac¢né, inak je C'
jednoznacne urcend na J(Fy) x ... x H(F,).

Pre akékoIvek 1-rozmerné distribuc¢né funkcie Fi, ..., F,, a akukoIvek n-kopulu C je
funkcia H, dana vztahom (12), n-rozmernou distribu¢nou funkciou s l-rozmernymi

margindlnymi distribu¢nymi funkciami F, ..., F,.

Teraz si ukdzeme pravdepodobnostnu charakterizéciu troch kopul I, W a M. Pre uda-
losti Fy, .., E, v tvare E; = {X; < z}, nech sa P(E,),..., P(E,) ich prislusné pravde-
podobnosti. Co vieme povedat o pravdepodobnosti prieniku N}, E;?

Pravdepodobnost P(E;N...N E,) vieme ziskat pomocou vety 2.2.2.vyuzitim kopil ako
P(EyN..NE,) =C(P(Ey,...,P(E,))).
Kedze vieme, 7e W < C < M, tak pre akukolvek kopulu C' mame najlepsi odhad
W(P(Ey),...,P(E,)) < P(EyN..NE,) <M(P(E),.., P(E,)).
Ak st udalosti Ey, ..., F, zdruzene nezavislé, potom C = II a plati:
P(EyN...NE,) =1I(P(E),.., P(E,))

Teraz si ukdzeme priklady kopul na zaklade vlastnosti zo Statistiky a pravdepodobnosti.

Priklad 2.2.2.
Nezavislost nahodnych premennych sa da vyjadrit sic¢inovou kopulou II, ¢o znamené,
ze akakol'vek n-tica (Xi,..., X,,) n nezavislych nadhodnych premennych ma zdruzent

distribu¢na funkeciu
i=1

Ako druhi kopulu mame minimovd kopulu, M. Minimum popisuje ndhodné premenné,

ktoré si tplne pozitivne zavislé v tom zmysle, Ze v ndhodnom vektore (X1, ..., X,,) kazdé
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X; sa da vyjadrit vo forme X; = f;(Xy), kde f; je redlna funkcia rastica na rozsahu

X;. Potom
Flel-an('/L)> = M(FXI ($1), SL3) FXn(xﬂ))

Nasleduje dolezita vlastnost binarnych kopl.

Poznamka 2.2.1.

Nech C': [0,1]> — [0, 1] je binarna zdruZen4 funkcia a nech I je mnoZzina
idempotentnijch prokov. Potom C' je binarna kopula prave vtedy, ked I je komplement
zjednotenia Ugeklay, bg| disjunktnych otvorenych neprazdnych podintervalov Jay.bg| z

[0,1] a

bp—ar’ bp—ay

Clay =43 ™ (o - a’“)c’“<x_ak M) (z,y) Elar, bl

Min(z,y) inak,
kde kazdé Cy : [0,1]* — [0, 1] je binarna kopula s netrividlnym idempotentnym prvkom,

¢o znamena, ze C' je ordinalny stcet kopul Cy.

Poznamka 2.2.2.
Pre n-kopule C': [0,1]™ — [0, 1] a pre akékolvek x,y € [0, 1]" plati

|C(z) — C(y)| < Z |z — yil,

a teda C je 1-Lipschitzovskd a preto spojita zdruzena funkcia.

Lema 2.2.2.

Nech C’ je subkopula. Potom exituje kopula C' také, ze C(u,v) = C'(u,v) pre vSetky
(u,v) z 2(C"), ¢ize to znamena, ze akdkolvek subkopula vie byt rozsirena na kopulu.
Rozsirenie je vo vSeobecnosti nejednoznacné.

Dokaz:

Pozri Nelsen(2006).

19



2.2 Kopule - Sklarova veta 2 KOPULE

Priklad 2.2.3.

Nech mame bod (a,b) € R2. Dalej nech mame distribuéni funkeiu

0 z<aaleboy<b
H(z,y) =
1 x> aaleboy>b.

Hranice funkcie H(z,y) st jednotkové funkcie €, a ¢,, dané ako

0 z€[—o00,k)
€ —
1 z e[k, o0l

Ak aplikujeme Lemu 2.2.1., dostavame subkopulu C” s defini¢nym oborom [0, 1] x [0, 1]
takua, ze C'(0,0) = C'(1,0) = C'(0,1) = 0 a C’(1,1) = 1. Rorsirenie C’ na kopulu C

pomocou Lemy 2.2.2. je kopula C'(u,v) = uv.

Teraz si zadefinujeme kvdzi-inverzné funkcie distribuc¢nych funkeii.
Definicia 2.2.3.
Nech F' je distribu¢na funkcia. Potom kvdzi-inverznd funkcia k funkcii F' je funkcia

F~1 s defini¢cnym oborom I taka, Ze

e ak t patri SZ(F), potom F~1(t) je akékol'vek ¢islo z z R také, ze F(z) = t, ¢o

znamena, ze

e ak t nepatri .7 (F), potom

F~Yt) = inf{x|F(z) > t} = sup{z|F(z) < t}.

Ak je F ostro rastiuca, potom je kvazi-inverzna funkcia totozna s klasickou inverznou

funkciou.

Déosledok 2.2.1.
Nech H, F,G a C' spliaju Lemu 2.2.1. a nech F~! a G~! st kvazi-inverzné funkcie k
F a G. Potom pre akékol'vek (u,v) € 2(C") plati

C'(u,v) = H(F(u), G (v)). (13)
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Ak F a G su spojité, dosledok plati aj pre kopule a dava ndm metodu konstrukcie
koptl pomocou zdruzenych distribu¢nych funkcii.

Uvedieme priklad.

Priklad 2.2.4.

D (2,y) € [-1,1] x [0,09]
H(z,y)=q 1—e¢v  (z,y) €[1,00] x [0,00]
0 inak

Marginalne distribu¢né funkcie F' a G su dané ako F' = H(z,00), G = H(o0,y) a teda

dostavame:
0 r<—1
Flz)=q = ze[-1,1]
1 x>1
a
0 y € [—00,0)

Gly) =
l—e¥ ye|0,00].

Kvazi-inverzné funkcie st nasledne dané jednoducho ako F~'(u) = 2u — 1 a G(v) =
—1In(1 —wv) pre (u,v) € I. Kedze plati, ze 57 (F) = 5 (G) = 1, tak potom kopula C' je
dana ako

(2u—141)(e 0= —1) uw
2u— 142 n0-v) 1  y—yu+ov

C = H(F'(u), G (1)) =

Priklad 2.2.5.
Ukézeme si konstrukciu kopula funkcie na Gumbelovom dvojrozmernom exponencial-

nom rozdeleni, ktoré je dané ako

1—e™®—e ¥4 e @ty 5 9>
Hg(l’, y) =
0 mak,
kde 6 € [0, 1]. Podobne ako v predchadzajicom priklade sa daju Tahko odvodit margi-
nalne distribu¢né funkcie F, G a z nich kvazi-inverzné funkcie F~(u) = —In(1 —u) a

G~ 1(v) = —In(1 — v) pre (u,v) € I. Teda kopula bude zadana ako

Colu,v) =u+v—1+ (1 —u)(l —v)e tni-win-v)
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Obr. 4: Graf a vstevnicovy graf pre priklad 2.2.3.

2.3 Kopule a ndhodné premenné

V tejto kapitole budeme pouzivat oznacenie velkych pismen, ako napriklad X a Y,
ktoré budd reprezentovat ndhodné premenné a malé pismena x a y ich hodnoty. Na-
sledne bude platit, zZe F' je distribu¢na funkcia ndhodnej premennej X, ked pre vsetky

z € R plati, ze F(x) = P[X < z].

Teraz zadefinujeme Sklarovu vetu v pojmoch ndhodnych premennych.

Veta 2.3.1.

Nech X a Y st n&dhodné premenné s distribu¢nymi funkciami F' a G a zdruzenou
distribu¢nou funkciou H. Potom existuje kopula C' taka, 7e vztah (11) plati. Ak st
F a G spojité, potom je C' jednoznac¢na. Inak je kopula C' jednoznacne urcend na

H(F) x H(G).

Kopulu zo Sklarovej vety v ndhodnych premennych budeme oznacovat C'xy. Nasleduju-
cou vetou ukazeme, Ze takzvana sicinovd kopula I1(u,v) = uv charakterizuje nezéavislé

nahodné premenné, ked su ich distribu¢né funkcie spojité.

Veta 2.3.2.
Nech X a Y st spojité ndhodné premenné. Potom X a Y st nezavislé vtedy a len

Vtedy, ked OXY =1L

Veta 2.3.3.

Nech X a Y si spojité nahodné premenné s kopulou Cxy. Ak a a [ st ostro rastice
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na J£(X) a J(Y), potom Cyx)av) = Cxy. Teda Cxy je invariantna vzhladom na

ostru rastucost tranformacii X a Y.

Ak je aspon jedna z dvojice a, [ klesajuca, dostavame nasledujicu lemu o transfor-
macii kopule.
Lema 2.3.1.
Nech X a Y st spojité ndhodné premenné s kopulou Cxy. Nech « a 3 sii ostro mono-

tonne na J(X) a J(Y). Potom

e Ak «a je ostro rastica a 3 je ostro klesajtuca, potom
Cax)pvy(u,v) = u — Cxy(u,1 —v).
e Ak « je ostro klesajica a [ je ostro rastiica, potom
Cax)pv)y(u,v) = v — Cxy (1 —u,v).
e Ak « je ostro klesajica aj [ je ostro klesajuca, potom

Coix)p) (4, v) = u+v — 14 Cxy (1 —u, 1 —v).

Teraz si pripomenieme zopér poznatkov, ktoré buda v d'alSich ¢astiach dolezité. Kazda
zdruzena distribu¢na funkcia H stanovuje pravdepodobnostnti mieru na R?

ako Vi ((—00, ] X (—00,y]) = H(z,y). Kazd4 kopula C urtuje pravdepodobnostni
mieru na I* ako Vo ([0, u] x [0,v]) = C(u,v).

Pre akikol'vek kopulu C', nech

C(u,v) = Ac(u,v) + Sc(u,v),

kde

Ac(u,v) = /0“ /0” 6fat0(s,t)dtds; So(u,v) = C(u,v) — Ac(u,v). (14)

Teraz zopar Specialnych pripadov.

Ak C = A¢ na I?, ¢o je prave vtedy, ked uvazujeme zdruzenu distribu¢nt funkeiu,
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920 (u,w)

5.0 - Potom C' je absolitne spojitd, zatial co ak

tak C' mé zdruzenu hustotu dani
C = Sc na I?, teda ked % = 0 takmer vSade na I?, tak potom je C singuldrna.
Inak ma C' absolitne spojity ¢len Ag a singularny ¢len Se. V takom pripade ani jeden

z Clenov A¢, S¢ nie je kopula. Uvedieme priklad.

Priklad 2.3.1.

Stcinova kopula I1(u,v) = uv je absolttne spojita, pretoze pre vietky (u,v) v I?,

U v 82 U v
Al = II(s, t)dtds = ldtds = wv = II(u, v),
TT(u,v) /0 /0 e, (s,t)dtds /o /0 5 = uv (u,v)

a teda dostavame, ze C = Ajy.
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2.4 Archimedovské kopule

V tejto Casti sa budeme venovat dolezitej triede koptul, Archimedovskym kopulam.
Tento typ kopul ma §iroké uplatnenie pre viacero dovodov. KedZe st jednoznadne
ur¢ené svojim generatorom, preto do tejto triedy patri velkd mnoZina réznych kopul.
V tretej kapitole z Nielsen(2006) sa ukazalo, Ze zdruZené a marginalne distribu¢né
funkcie z triedy Ali-Mikhail-Haq spliaju vztah

1-H(zy) 1-F(z) 1-G(y)

H(z,y)  F(a) G(y) Flz) Gy
S menSou pomocou sa to da prepisat na
1+(1—9)%(2’)y): 1+(1—e)1;(—];(>‘”)H1 (1—0)%(;‘”),

a teda plati, ze A(H (z,y)) = MF(2))A(G(y)), kde A(t) = 1+ (1 — §1%). Teda mozeme
napisat, ze A(H(z,y)) = MF(2))A(G(y)) plati pre funkciu A, ktora musi byt kladna
na intervale (0,1). Potom pre ¢(t) = —InA(t) vieme taktiez napisat H ako sumu

marginalnych funkcii F' a H ako p(H(z,y)) = ¢(F(x)) + ¢(G(y)) a pre kopule

P(C(u,v)) = p(u) + ¢(v) (15)

KedZe nas zaujima vyraz, ktorym by sme konstruovali kopula funkcie, chceme vyriesit
vztah o(C(u,v)) = p(u) + ¢(v), a teda pre C(u,v) mame C(u,v) = ¢ 1 (p(u) + ¢(v))

pre dobre zadefinovany inverz o~ 1.

Definicia 2.4.1.
Nech ¢ je spojita, ostro klesajica funkcia z I do [0, oo] taka, ze ¢(1) = 0. Pseudo-inverznd

funkcie ¢ je funkcia @' s 2(pl7Y) = [0, 0] a #(pl"1) =T dana ako
P = (16)

Vimnime si, ze o~ je spojita a nerastiica na [0, 00] a ostro klesajiica na [0, (0)].

Naviac plati p=(p(u)) =unala

ol () =
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a teda ¢(p1(t)) = min(t, ©(0)). Ak (0) = oo, tak potom @[~ = 1.

Lema 2.4.1.
Nech ¢ je spojitd, ostro klesajiica funkcia z I do [0, 00] taka, ze ¢(1) = 0 a nech @[~
je pseudo-inverz funkcie ¢ definovany ako (16). Nech C je funkcia z I* do I dana ako

C(u,v) = o (p(u) + ¢(v)) (17)

Potom C splia ohranicenia (3) a (4) pre kopule.

Veta 2.4.1.

Nech ¢ je spojita, ostro klesajiica funkcia z I do [0, oo] taka, ze (1) = 0 a nech o= je
pseudo-inverzna funkcia k . Potom funkcia C' z I do I dana vztahom (17) je kopula
funkcia prave vtedy, ak ¢ je konvexna.

Doékaz:

Pozri Nelsen (2006).

Funkciu ¢ volame aditivnym generdtorom kopule. Archimedovksé kopule su také aso-
ciativne kopule, ktoré splhaju nerovnost C(z,z) < z pre vietky z z intervalu 0, 1[.
Kazda Archimedovsku kopulu mozno reprezentovat funkciou ¢ : [0,1 — oo], ktora je

ostro klesajica funkcia, (1) =0 a

C(z,y) = ¢~ (min(p(0), ¢(z) + ¢(y)))

Uvedieme si priklad.
Priklad 2.4.1.
1. nech ¢(t) = —In(t) pre t € [0, 1]. KedZe plati, Ze p(0) = oo, ¢ je striktnd, a preto
plati, ze p71(t) = ¢! = e~ a generovanie kopula funkcie pomocou vztahu (17)

nam dava C(u,v) = e~ [(Z)+Em@] = 4y = T1(u, v). Preto je IT Archimedovska

kopula.

2. nech o(t) = 1 —t pre t € [0,1]. Potom @l"4(¢t) = 1 —t pre t € [0,1]. a 0
pre t > 1, teda ¢l = max(1 — ¢,0). Pouzitim vztahu (17) dostdavame kopulu
C(u,v) = max(u +v —1,0) = W(u,v). Preto je W taktiez Archimedovska.
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Obr. 5: Generatory z prikladu 2.4.1.

Veta 2.4.2.

Nech C' je Archimedovska kopula s generatorom . Potom

1. C je symetricka, teda C'(u,v) = C(v,u) pre vietky u,v z L.

2. C je asociativna, teda C'(C(u,v),w) = C(u,C(v,w)) pre vSetky u,v,w 7 I

3. Ak pre konstantu c plati ¢ > 0, potom cy je taktiez generétor.
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2.5 Eliptické kopule

V tejto Casti si spomenieme nieco malo o eliptickych kopuliach.
Ako prvi spomenieme Gaussovu, ¢astejsie pomenovanu ako normlnu, kopulu. Za pred-
pokladu korelacie medzi ndhodnymi premennymi, ktori oznac¢ime R, je definovana na

zaklade Sklarovej vety vztahom
CR (u,0) = (P~ (u), @' (v)),

kde @' je invezna funkcia k distribu¢nej funkcii normovaného norméalneho rozdelenia
®, Pp je dvojrozmerné zdruzend distribu¢na funkcia normovaného normélneho rozde-
s ¥R

lenia pri korelacii R.

Studentova kopula vychadza zo studentovho rozdelenia a je definované ako
Cru(u,v) = tr, (1, (u), 1, (v)),

kde ¢! je inverzna funkcia k distribu¢nej funkcii studentovho rozdelenia, v oznacuje
pocet stupiiov volnosti, tg, je dvojrozmerna zdruzena distribu¢na funkcia normova-
ného studentovho rozdelenia s korelaciou R a stupiiami volnosti v.

Zmenou poctu stupiov volnosti sa menia chvostové zavislosti zdruzenej distribuc¢nej
funkcie. Ak je pocet stupiiov volnosti maly, pravdepodobnost vyskytu extrémnych hod-
not je velka, chvosty su tazsie. Pri ve[kom poc¢te stupiiov volnosti sa Studentova kopula

podoba na normalnu kopulu.
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3 Jednoparametrické triedy kopil - vlastnosti

Ako sme si mohli v§imnut na prikladoch, Archimedovské kopule mézu byt generované
pomocou vety o konvexnosti ¢ (veta 2.4.1.), len musime najst také funkcie, ktoré by
boli generatormi a teda spojité, klesajtuce konvexné funkcie ¢ z I do [0, 0ol s vlastnostou
(1) =0.

V tabulke 1 si ukdZeme niektoré dolezité jednoparametrické triedy Archimedovskych

kopiil s ich aditivnymi generatormi a parametrom.

Meno Co(u,v) (1) 0 e
Pareto max(u + v~ —1;0)] % Lt —1) | [~1,00)\ {0}
. . wv 1-6(1—t
Ah - l\’llkha,ll - Haq m In % [—1,1)
Gumbel exp < — [(=In(w)? + (- In(v))?] "> (—1In(t))® [1,00)
Frank —1n (1 + <”<1”> —In 5=l | (—o0,00) \ {0}
Gumbel - Barnett uv exp(—0In(u) In(v)) In(1 —01In(t)) (0, 1]

Tabul'ka 1: Tabulka jednoparametrickych kopul

Preco sa vlastne volaju Archimedovské kopule? Pripomenme si Archimedovskia axiému
pre kladné redlne cisla. Ak a,b st kladné redlne ¢isla, potom existuje celé ¢islo n takeé,
ze na > b. Archimedovské kopule st vlastne binarne operécie na intervale I, v ktorom
kopula C priraduje kazdej dvojici (u,v) v I ¢islo C(u,v) v L

Pripomenme si, Ze mnozina vrstevnic pre kopulu C' je dané ako

{(u,v) € T*|C(u,v) = t}. Pre Archimedovské kopule plati podobné. Pre t > 0, tato
mnoZina vrtevnic obsahuje body z vrstevnice o(u) 4+ o(v) = ¢(t) na I?, ktora spaja

body (1,t) a (¢,1). V praxi sa vrtevnice zapisuji ako v = L;(u), ¢o vedie k

v =Li(u) = o (p(t) — p(w) = o (e(t) — (u), (18)

kde posledny krok zmeny ¢l=! na ©=! plati vidy, pretoze p(t) — ¢(u) je z intervalu
[0,0(0)]. Pre t = 0 budeme {(u,v) € I*|C(u,v) = 0} volat nulovou mnoZinou kopule C
a oznacime ju Z(C). Pre vela Archimedovskych kopil st Z(C') jednoducho len 2 tsecky
{0} xT aIx {0}. Pre zvysok ma Z(C) kladny priestor a pre takti nulovii mnozinu je

hraniéna krivka ¢(u) + ¢(v) = ¢(0), teda v = Lo(u) a nazyvame ju nulovou krivkou.
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Lema 3.1.
Vrstevnice Archimedovskych kopil st konverné krivky.

Pozn: Obrazok pojde.

Veta 3.1.

Nech C' je Archimedovska kopula generovana pomocou ¢ na ).

1. Pre t z (0,1) je C-miera vrtevnice ¢(u) + ¢(v) = p(t) dana ako

o0 5 - =) (19

Pt)  ¢(th)
kde ¢'(t7) a ¢'(tT) st jednostranné derivicie ¢ v t.Ak ¢'(t) existuje, potom je
tato C' — miera rovna 0.

2. Ak C nie je striktnd, potom C-miera nulovej krivky ¢(u) + ¢(v) = ¢(0) je rovna

©(0) (20)

a preto je rovna 0, ak ¢'(07) = —oo.

Dokaz:
Pozri Nelsen (2006).

Priklad 3.1.

Nech je 6 je z (0, 1] a nech ¢y a nech ¢y je po Castiach linearna funkcia v €, ktorej graf
spaja (0,2 —6) do (g, 1-— g) a nakoniec do (1,0). Sklony oboch tseciek st —% a —1.
Ak Cy je Archimedovskd kopula generovand pomocou gy, potom na zdklade vztahu

(19) plati, zZe Cy — miera vrstevnice pp(u) + @o(v) = po(2) je

-D)ster] oo

a zo vztahu (20) plati, ze Cy — miera nulovej krivky ¢g(u) + wa(v) = ©a(0) je 0.
Kedze tieto miery davaju dokopy 1, tak potom Archimedove kopule v tejto triede su

singulérne a podpora Cp pozostéva z vrstevnice @g(u)+@g(v) = @o(%) a nulovej krivky.
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Lema 3.2.
Nech C' je Archimedovska kopula generovana pomocou ¢ v Q. Nech K (t) oznacuje
C-mieru mnoziny {(u,v) € I*|C(u,v) < t} alebo ekvivalentne mnoziny {(u,v) €

I*|o(u) + ¢(v) > ¢(t)}. Potom pre akékolvek ¢ v I plati

(21)

Nasledici dosledok bude dolezity pri definovani takzvaného Kendall Tau.
Déosledok 3.1.
Nech C' je Archimedovska kopula generovand pomocou ¢ v . Nech K[ (s,t) oznacuje

C-mieru mnoziny {(u, v) € Plu > s,C(u,v) < t}. Potom pre akékolvek s,t z I plati

S s<t
Ki(s,t) = (22)

Désledok 3.2.

Nech U a V st ndhodné premenné s rovnomernym rozdelenim v intervale (0, 1), ktorych
zdruzena distribu¢na funkcia je Archimedovskd kopula C' generovana pomocou ¢ v
Q2. Potom funkcia K¢ dana vztahom (21) je distribu¢na funkcia ndhodnej premenne;

C(u,v) a naviac, funkcia K{, dana vztahom (22) je zdruzena distribu¢néa funkcia U a

C(u,v).
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4 Modelovanie vyvoja indexu PX

V tejto kapitole sa budeme venovat praktickej ¢asti aplikacie kopil. Ako ¢eské aktivum
sme si zvolili index prazskej burzy v obdobi od 1.1.2010 do 31.12.2014 . Nasledne budu
aplikované poznatky z ¢asovych radov, ktorych zakladna znalost u ¢itatela predpokla-

dame. Vsetky aplikacie buda vykonavané v programe R.

4.1 ARMA modely

Predtym, ako budeme pouzivat kopule, musia byt na déata aplikované ARMA modely
a musia sa rezidué testovat na podmienent homoskedasticitu. NaSe data predstavuju
3 casové rady. Konkrétne st to denné vynosy indexu prazskej burzy v oboch menach
a ako treti ¢asovy rad su denné vynosy menového kurzu EUR/CZK, ¢o znamené,
ze sme pouzili transforméciu %, pretoze povodny menovy kurz CZK/EUR pre velmi
malé ¢isla sa nedal pouZit.

Ako prvé sme data zlogartimovali, aby sme zmensili rozptyl a pouzili Dickey — Fuller
test jednotkového korena. V tabulke si vypiSeme hodnoty testovacich Statistik pre di-

ferencovanim a po diferencovani ako aj kritické hodnoty na trovni 5%.

Déta TS pred dif. | KH 5% | TS po dif. | KH 5% po dif.

PX czk | -2,4835 341 | -255404 | -1,95
Px eur | -2,7289 341 | -24,1544 | -1,95
Kurz | -2,8119 341 | -24,2696 | -1,95

Na zaklade testu sme nulovi hypotézu pritomnosti jednotkového korena nezamietli,
pretoze hodnota testovacej Statistiky bola vo vsetkych 3 ¢asovych radoch vécsia ako
kritickd hodnota na hladine vyznamnosti 5%, a preto sme data diferencovali. Nasledne
tieto data uz vyhovovali a dalsi test nulovi hypotézu zamietol. Podotykame, Ze vSetky

doterajsie zmeny boli aplikované na vSetky 3 casové rady.

Ako prvy si rozanalyzujeme ¢asovy rad indexu prazskej burzy v ¢eskych korunach.
Pre urcenie ARMA modelu sme sa pozreli na autokorelacie. Z testovanych modelov

nam najviac vyhovovali modely arma(2,2) a ma(3).
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Obr. 6: Autokorelicie pre PXinCZK

Series: diffkurz
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Obr. 7: Ljung-Box p-value pre arma(2,2) a ma(3)

p values for Ljung-Box statistic

04 08

Na zéklade p-hodnot Ljung-Boxovej Statistiky vidime, Ze oba modely st vyhovujtce.
Porovnanim Akaikeho informac¢ného kritéria, ktoré pre arma(2,2) vyslo —7,940414 a

pre ma(3) —7,94183 sme dospeli k volbe modelu ma(3).
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4 MODELOVANIE VYVOJA INDEXU PX

Ako nasledujuci ¢asovy si rad zoberieme index prazskej burzy v eurdch. Rovnako

ako v predchédzajicom pripade sa pozrieme na autokorelacie. V tomto pripade pre

Obr. 8: Autokorelacie pre PXinEUR

Series: diffindexeu
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Obr. 9: Ljung-Box p-value pre ar(3) a arma(3,1)

p values for Ljung-Box statistic

o
o
o
3
=]
S =
o o
i
= T T
10 1 20
lag
o
=1
-
a
e U S
= T T
10 1 20

testované modely ndm najviac vyhovovali ar(3) a arma(3,1). Porovnanim Akaikeho

informac¢nych kritérii, ktoré vysli —7,866864 a —7,865283 sme sa rozhodli pre ar(3)

model.
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Poslednym ¢asovym radom je menovy kurz EUR/CZK. Zobrazime si autokore-

lacie. Ako jediny model zo 8iroké spektra modelov, ndAm vyhovoval model AR(4).

Obr. 10: Autokorelacie pre Rate

Series: diffkurz
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Obr. 11: Ljung-Box p-value pre ar(4)

p values tor Ljung-Box statistic

p vaie

Ljung-boxové hodnoty p-value pre neskorSie posunutia sice nie st nad droviiou 5%,
ale kedZe sa tykaju az velmi dalekych posunuti, tak sme zhodnili pouZitie modelu ako

postacujice.

Pred pouzitim kopul sa filtrované data, teda rezidua, pomocou ARMA modelov tes-
tuji na podmieneni homoskedasticitu, na ktora pouzijeme Ljung-Box @-test, ktory je
v programe R implementovany ako funkcia Boz.test, ktorej vstup st Stvorce rezidui.
Ako vystup testu je hodnota p — value. V pripadoch indexu prazskej burzy v Ces-

kych korunach a eurdch nam test hypotézu HO zamietol, pricom p-value bola v oboch
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pripadoch skoro nulové, presnejsie 2,2.1071¢ a preto musime data filtrovat GARCH
modelmi. V pripade menového kurzu hypotéza HO nebola zamietnutd, pretoze p-value

vysla 0, 7763, a preto st data dostatoéne filtrované danym AR(4) modelom.
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4.2 ARCH/GARCH modely

Poslednym krokom pred aplikovanim kopul je filtracia dat prazskej burzy pomocou
ARCH/GARCH modelov a prislusnych testov, ktoré naim vyhodnotia spravnost po-

uZitia modelu.

Na hladanie spravneho ARCH/GARCH modelu budeme pouzivat kniznicu fGarch
a z nej prislusny prikaz garchF'it, ktorého vstupy st nase pretransformované data a
rad GARCH modelu, ktory chceme testovat. Po najdeni spravneho modelu sa bud tes-
tovat Standardizované rezidud pomocou BDS testu z kniznice tseries, ktorého vystup
je znova p-value, ktord nadm povie, ¢i st rezidué vhodné, nezavislé a rovnako rozdelené,

v skratke 1.i.d. .

Ako prvy ¢asovy rad si rozoberieme index prazskej burzy v ¢eskych korunéch. Je vse-
obecne zname, ze model garch(1, 1) vo vela pripadoch funguje. Rozhodli sme sa priamo
tito skutocnost otestovat. Spravnost modelu otestujeme pomocou 3 veci. Rezidué by
nemali obsahovat autokorelaciu, BDS test nam potvrdi spravnost rezidui pomocou hod-
not p-value a box.test ndm na zaver potvrdi homoskedasticitu. Zobrazime si vystupy

vSetkych dvoch testov:

Series: cz.resstand

Epsilon for close points = 0.5003 1.0006 1.5009 2.0011

standard Normal =
[ 0.5003 ] [ 1.0006 ] [ 1.5009 ] [ 2.0011 ]

[ 2] 0.5403 0.8491 1.0096 1.3369
p-value =

[ 0.5003 ] [ 1.0006 ] [ 1.5009 ] [ 2.0011 ]
[ 2] 0.589 0. 3958 0.3127 0.1812

Obr. 12: Testovanie spravnosti modelu garch(1,1)
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Hodnota p-value pre Stvorce rezidui pouzitim boz.test nam vysla 0.3487. Vidime, Ze
model garch(1,1) sa ukazal ako spravny a d'alej budeme preto pouzivat rezidua z to-

hoto modelu.

Druhy a posledny ¢asovy rad, ktory musime filtrovat pomocou ARCH/GARCH mo-
delov bude c¢asovy rad indexu prazskej burzy v eurach. Pre tento rad nam ale mo-
del garch(1,1) nebol vyhovujici, pretoze rezidua vykazovali autokorelaciu. ZvySovanie
rddu taktiez nepomahalo. Nakoniec sa ako najvhodnejsi model ukizal az kombinécia

modelov garch(1,1) a arma(3,1). Zobrazime si vystupy oboch testov:

Series: eu.resstand

Epsilon for close points = 0.5002 1.0004 1.5006 2.0008
standard Normal =

[ 0.5002 ] [ 1.0004 ] [ 1.5006 ] [ 2.0008 ]
[ 2] 0.0796 0.326 0.4999 0.B8786

p-value

—
(=

L5002 ] [ 1.0004 ] [ 1.5006 ] [ 2.0008 ]
[ 2] 0.9366 0.7444 0.6172 0.3796

Obr. 13: Testovanie spravnosti modelu arma(3,1)+garch(1,1)

Pre tento model je hodnota p-value pre Stvorce rezidui z boz.test rovna 0.577. Vdaka
tomu je kombinovany model arma(3, 1)+ garch(1,1) vyhodnoteny ako spravny a dalej

budeme preto pouzivat rezidud z tohoto modelu.

Teraz si vytvorime parové data a pozrieme sa na ich vzajomnu korelaciu, ktord nam
napovie, pre ktoré parové data budeme pouzivat a hladat najlepsiu kopulu. Jedny pa-
rové data budu index prazskej burzy v ¢eskych korunach spolu s menovym kurzom a
druhé parové data budi index prazskej burzy v eurdch s menovym kurzom.

Korelacia prvych spominanych parovych dat vysla zaporna, ale velmi malé, presnejsie
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—0.0577467. Ohladom druhych parov vysla korelacia podobne zaporna, ale o trocha
lepsia, konkrétne —0.2021563. Kedze sa snazime zachytit urcitu zéavislost rizikovych

faktorov, tak sme sa rozhodli pouzit data, ktoré vykazuju vicsiu korelaciu.

4.3 Marginalne rozdelenia

V tejto cCasti si ukdzeme, aké maju naSe filtrované data rozdelenia.

density.default(x = reseu)
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Obr. 14: Hustoty filtrovanych dat

Z vykreslenych hustot budeme testovat normalne a studentovo rozdelenie. Pomocou
Shapiro — Wilk testu, ktory je v programe R implementovany ako shapiro.test, sme
zamietlu normalitu, pretoZe hodnoty p-value vygli 1.205.107% a 2.2.1071%. Ako druhy
test normality sme zvolili Pearson chi-kvadrdt test. Pomocou prikazu pearson.test sme
dostali p-value hodnoty 0.02689 a 2.2.107!, a preto sme znova zamietli normélne roz-

delenie.
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Ako druhé testujeme studentovo rozdelenie. Pouzitim prikazu ks.test.t dostvame p-
value hodnoty 0.8308 a 0.0004034, a teda sme dospeli k zaveru, ze by oba rady mohli
mat studentovo rozdelenie. V pripade filtrovanych dat menového kurzu by mohol byt
problém testovat cely rad, pretoze aj velmi mala vychylka moze sposobit zamietnutie
testov. Z vysledku ks.test.t testu si mézeme vSimnut ten rozdiel pri testovani normality,
ktora tplne zamietnuté, zatial Co pri testovani studentovho rozdelenia vidime naznaky,
7e by to predsa len mohlo byt spominané rozdelenie.

Vybrali sme si ndhodne 400 filtrovanych dat a pozreli sa na vysledky ks.test.t testu
a taktiez na vysledky testu normality pomocou spominanych dvoch testov. Hodnoty st
tentokrat priaznivé, konkrétne 0.1325 pre testovanie studentovho rozdelenia, 6.903.10~12
a 3.663.107% pre testovanie normality. Dospeli sme k zaveru, ze filtrované data meno-

vého kurzu sa skutocne pomerne blizke studentovmu rozdeleniu.
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4.4 Fitovanie kopil

V tejto Casti sa budeme venovat aplikacii koptl na nase data. Uvidime, ktord kopula
sa na naSe data hodi najlepsie, ako aj vlastnosti naSich dat. Testovat budeme viacero

kopul. Potrebovat na to budeme kniZznicu copula.

Ako prvé si ale transformujeme filtrované data pomocou empirickej distribucnej fun-
kcie na vektor s rovnomernym rozdelenim pomocou funkcie apply, a potom si nase
data pretransformujeme, aby zavislost bola kladné, pretoze niektoré kopule nevedia
zachytit zapornu zavislost. Tranforméaciou bude odéitanie druhého stipca nagich dat
od jednotky, ¢im sa koreladcia zmeni len v znamienku. Pozrieme sa, ako vyzeraji nase

data.

Obr. 15: Graf nasich dat
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KedZe data nevykazuju signifikantna zavislost, tak je moznost aj aplikacia nie len Ar-

chimedovskych, ale aj eliptickych kopl.

Pri aplikacii kopul budeme pouzivat hlavne implementované funkcie fitCopula a na-
sledne sa pozrieme funkciou gofCopula na kvalitu fitovania kopule. Odhad parametrom
bude robeny metodou mpl, teda mazximum pseudo-likelyhood. Ako prvé budeme apli-
kovat eliptické kopule, Gaussovski a Studentovu. Odhadneme parameter a pozrieme
sa na hodnotu Statistiky, ktord ndm hovori, aké je miera vzdialenosti medzi testovanou
a empirickou kopulou, a zaroven sa pozrieme na p-value. Hodnoty vystupov st nasle-

dovné:
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Kopula Statistika | Parameter | P-value
Normélna | 0,02 0,192 0,4341
Studentova | 0.0267 0,165 0,1374

Ako mozeme vidiet, ani jedna z kopiul nebola zle nafitovana. Dokonca normalna kopula
sa ukazuje ako veI'mi dobre aplikovana kopula. Za dobre odhadnuty povaZzujeme aj pa-

rameter. Hodnota Statistiky tiez zatial uprednostiiuje normalnu kopulu.

Rovnaky postup pouzijeme aj v pripade Archimedovskych kopul. Testované budu cel-
kovo 4 kopule. Gumbelova, ktora vyborne modeluje hornt chvostova zavislost. Clayto-
nova, ktora je asymetricka so silnou dolnou chvostovou zavislostou, ale slabSou hornou
zavislostou. Frankova, ktora je symetricka, teda rovnako modeluje hornu ako aj dolnu
chvostovi zavislost. Je podobna k normalnej kopule, len slabsie modeluje spominané
zéavislosti. Aplikovana bola este aj Ali-Mikhail-Haq(AMH) kopula. Hodnoty vystupov

po aplikacii funkcii si:

Kopula Statistika | Parameter | P-value
Gumbelova | 0,0365 1,117 0,06943
Frankova 0,0232 1,02 0,2033
AMH 0,0216 0,463 0,2852
Claytonova | 0,0272 0,245 0,2143

Ako si mozeme vSimnut, najhorsie zo vSetkych vysla Gumbelova kopula. Z toho by sme
mohli zamietnit, ze naSe data maja signifikantnd hornt chvostovi zavislost. Ostatné
kopule st dobre namodelované. Mo6zeme povedat, ze ako celkovo najlepsia kopula pre
nase data sa ukazuje normélna kopula.

Moézeme si ale polozit nasledujice otédzky. Mohlo aplikovanie GARC' H modelov zhladit
zavislost medzi datami? Zmenili by sa vysledky, pokial by sme aplikovali kopule uz
po ARM A modeloch? Co ak si data rozdelime na viac ¢asti podla ich priebehu a
odstrdnime extrémne pripady? Rozoberieme si teda aj pripady, kedy data rozdelime

na 2 Casti a pozrieme sa na aplikaciu kopul a ich vysledky.
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5 Modelovanie - §pecialne pripady

V tejto kapitole sa pozrieme na pripady, kde mozn4 tranformécia dat mohla zmenit
vysledky fitovania kopil alebo si data rozdelime na casti odstranenim dat, kde sa

extrémne zmenily hodnoty dat na kratkom c¢asovom intervale.

5.1 Pomocou ARMA modelov

Ako prvy pripad si zoberieme stav, kedy budeme pouzivat kopule hned po filtracii po-
mocou ARM A modelov. Podobne ako v predchadzajucej kapitole aplikujeme na data
logaritmus a po nezamietnuti nulovej hypotézy o jednotkovom koreni data diferencu-

jeme.

Ako dalsi krok sa budeme snazit najst ¢o najjednoduchsie modely, obsahujice len
AR ¢leny. Pre data menového kurzu nam predchadzajuci model vyhovuje, teda AR(4)
model. Pre data indexu prazskej burzy v ¢eskych korunéch i eurach je vyhovujtci mo-
del AR(3). Dané modely patrili k jednym z tych lepsich v predchadzajucej kapitole.
Nésledne sa uz dostavame na aplikaciu kopil. Este predtym si vytvorime parové data,
pretransformujeme ich pomocou empirickej distribuc¢nej funkcie a pozrieme sa na ich
koreldciu. Aj v tomto pripade su parové data, ktoré sa tvorené ako kombindacia indexu
prazskej burzy v eurach a data menového kurzu, ovela viac korelovanejsie. Konkrétne
korela¢ny koeficient je —0.1653751, zatial ¢o v druhom pripade len —0.02897761 a preto

aj teraz budeme aplikovat kopule na korelovanejsie data.

Najprv si data transformujeme kvoli zapornej korelacii a ako odé¢itanie druhého stipca
nasich dat od jednotky.
Pozorujeme, Ze v datach nenastala velkd zmena, ale to neznamené, 7e sa nemohli zmenit

aj vysledky. Ako prvé budeme fitovat eliptické kopule. Hodnoty vystupov st nasledovné:

Kopula Statistika | Parameter | P-value
Normalna | 0,0284 0,198 0,1773
Studentova | 0.0165 0,174 0,5989
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Obr. 16: Graf dat
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Ako si m6zeme vSimnut, obe eliptické kopule st vhodné, ako tomu bolo aj v pripade
filtracie dat pomocou GARCH modelov. Tentokrat sa normélna kopula uz nejavi ako
silnejsia. Odhadnuté parametre sa velmi nezmenili, ale predsa len zmena o par stotin
vedie aj k zmene kvality fitovania kopule. Pozrieme sa, ¢o to spravi s Archimedovskymi

kopulami.

Kopula Statistika | Parameter | P-value
Gumbelova | 0,0387 1,131 0,05544
Frankova 0,0329 1,061 0,05045
AMH 0,0339 0,48 0,03946
Claytonova | 0,0279 0,253 0,2303

Odhanuté parametre sa tak isto vel'mi nezmenili, lenze v tomto pripade aj mala zmena
viedla dokonca k zamietnutiu fitovania kopule a na hladine vyznamnosti 10 percent by
sme dokonca az 4 kopule urc¢ili ako nevyhovujice.

Pre tieto dovody mozeme zhrnit, ze GARCH modely nam zévislost neporusili ani
velmi nezhladili. Dokonca pouzitie tychto modelov déva lepSie vysledky v zavislosti od

dat, ktoré mame k dispozicii.
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5.2 Rozdelenie podla indexu

Ked7Ze naSe vysledky sa pre casovy rad ako celok aj po filtracii pomocou GARCH
modelov alebo len pomocou ARM A modelov velmi nemenia, rozhodli sme sa data
rozdelit na dve casti a aplikovat kopule na obe ¢asti samostatne. Konkrétne sme data
nasich ¢asovych radov rozdelili podla velkého poklesu hodnoty indexu prazskej burzy

na trhu. Rozhodli sme sa odstranit 28 dat, ktoré sa nachadzaja priblizne v okoli spo-

Obr. 17: Priebeh hodnot index PX v €eskych korunach
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minaného poklesu. Dostavame dokopy 6 ¢asovych radov o dlzke 384 alebo 844 dat. Po
testovani jednotkového koreiia nam vyslo, ze vSetky rady treba diferencovat a zaroven

sme aplikovali logaritmus na zjemnenie rozptylu.

Déta TS pred dif. | KH 5% | TS po dif. | KH 5% po dif.
PX czkl | -3,2332 342 | -14,3167 | -1,95
Px curl | -3,2356 3,42 |-134204 |-1,95
PX czk2 | -3,3415 -3,41 -22.319 -1,95
Px eur2 | -3,542 341 |-21,1031 | -1,95
Kurzl | -2,5111 342 |-13,1334 | -1,95
Kurz2 -3,0142 -3,41 -20,1858 -1,95
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Napriek tomu, Ze pre druhu c¢ast indexu prazskej burzy zamietame na hladine 5%
nulovii hypotézu o pritomnosti jednotkového korena, tak sme data diferencovali kvoli

priebehu autokorelacii.

Obr. 18: Autokorelacie pre PX v eurach druhej casti

Series: log(indexeucast2)
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Rozoberieme si najprv prva cast, teda kratsie rady a pozrieme sa, aké ARM A modely
st vhodné a budeme sa ich snazit najst ¢o najjednoduchsie. Ak bude potrebné, apliku-
jeme aj teériu GARCH modelov. Ako prvé si vykreslime autokorelacie, z ktorych sa

da model predurdit.

Series: diffindexcz1

6‘—.: _________________ r ____________________________
‘(C’ T ||—' L n | [
B S R
2 [ [ [ [ [ [
0 5 10 15 20 25 30
LAG
.
EC’ T | L1 — L
B et e
Qo [ [ [ [ [ [
0 5 10 15 20 25 30
LAG

46



5.2

Rozdelenie podla indexu

5 MODELOVANIE - SPECIALNE PRIPADY

Vidime, Ze pre tento pripad nebude uz také jednoduché urcit modely pre index prazskej
burzy v oboch menach. Vyrazne autokorelacie sa prejavuju az pri desiatom posunuti,
rovnako ako v pripade parcidlnych autokorelacii. Moze to znacit, Ze vyhovujuci model

bude velkého radu. OhTadom kurzu to moze jednoduchSie, pretoze vyrazne autokore-
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Obr. 19: Autokorelacie pre PX a pre kurz

lacie sa objavuji podstatne skor.

Predsa len sme testovali aj modely nizkeho radu, ale vSetky vyrazne zlyhévali. Na
oba Casové rady indexu prazskej burzy najlepSie sedel az model AR(12) a teda sa
potvrdila prognéza ocakavania vysokého radu. Tykajuc sa ¢asového radu menového

kurzu, najlepsie vyhovoval model AR(3). Zvolenie danych modelov nam potvrdila aj

Ljung — Box Statistika.
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p values for Ljung-Box statistic

p value
o
o
o

lag

08

p value
04

P value

Obr. 20: P-value pre Ljung-Boxové statistiky v poradi pre PX a pre kurz

Néasledne testujeme Stvorce rezidui na homoskedasticitu pomocou Box.test. Tento test
nam ale vo vSetkych pripadoch zamietne nulova hypotézu, pretoze hodnoty p-valeu
boli radovo 10716, a preto je potrebné data filtrovat pomocou GARCH modelov. Ako
prvé boli otestované najviac vyuzivané garch(1,1) modely. Jediny pripad, kde model
zlyhéava, je pri modelovani dat menového kurzu. Ako najlepsi sa v tomto pripade ukazal
kombinovany model ar(3)+garch(1,1). Potvrdenie spravnosti modelov ndm preukazal

aj BDS test.

Series: cz.resstand1

02
|

ACF

0.1

Epsilon for close points = 0.5012 1.0023 1.5035 2.0046

standard Normal =
[ 0.5002 ] [ 1.0023 ] [ 1.5035 ] [ 2.0046 ]

[ 2] -1.2966 -0.5343 -0, 3964 -0.0355
p-value =

[ 0.5012 ] [ 1.0023 ] [ 1.5035 ] [ 2.0046 ]
[ 2] 0.1948 0.5931 0.6918 0.9717
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Series: eu.resstand1
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|

ACF

-0.1

Epsilon for close points = 0.5015 1.0030 1.5045 2.0059

Standard Normal =
[ 0.5015 ] [ 1.003 ] [ 1.5045 ] [ 2.0059 ]

[ 2] -1.9612 -0.9817 -0.7584 -0.1331
p-value =

[ 0.5015 ] [ 1.003 ] [ 1.5045 ] [ 2.0059 ]
[ 2] 0.0599 0.3262 0.4482 0.8941

Series: kurz.resstand
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Epsilon for close points = 0.4990 0.9979 1.4969 1.9959

standard Normal =
[0.499 ] [ 0.9979 ] [ 1.4969 ] [ 1.9959 ]
[2] 0.6457 0.6322 0.5726 0.7365

p-value =
[ 0.499 ] [ 0.9979 ] [ 1.4969 ] [ 1.9959 ]
[2] 0.5185 0.5273 0. 5669 0.4614

Obr. 21: Overenie spravnosti modelov

Vytvorime si parové data. Prvé budi tvorené kombinaciou indexu prazskej burzy v
¢eskych korunach a menového kurzu. Druhé parové data buda tvorené kombinaciou in-
dexu prazskej burzy v eurach a menového kurzu. Vhodné data znova zvolime pomocou
korela¢ného koeficientu. Pre prvé data je korela¢ny koeficient —0.05836996, pre druhé
je rovny —0.2138104. Zatial sa stale v kombinécii indexu prazskej burzy v ¢eskych ko-
runéch a menového kurzu javi velmi malé zavislost, a preto budeme modelovat kopule
pre data s vysSiou zavislostou.

Najprv pouzijeme tranforméciu pomocou empirickej distribu¢nej funkcie. Potom si
data transformujeme kvoli zdpornej korelcii a to ako odéitanie druhého stlpca nagich
dat od jednotky. Vykreslenie dat je zobrazené na obrazku 22. Vidime, ze sa data vy-

razne nezhlukuji. Po aplikacii normalnej a Studentove]j kopule dostavame néasledovné

vystupy:
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Obr. 22: Graf dat pre prva cast
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Kopula Statistika | Parameter | P-value

Normaéalna | 0,0133 0,245

0,206

0,8836
0,2652

Studentova | 0.0232

Uz pri tomto vysledku st Sance pre lepSie fitnutie pre ostatné kopule velmi malé, pre-
toze normalna kopula je vyborne nafitovana. Hodnota Statistiky taktieZ ukazuje velmi

dobri aplikaciu normélnej kopule. Zobrazime si vystupy aj pre zvy$né kopule.

Kopula Statistika | Parameter | P-value
Gumbelova | 0,0205 1,15 0,2522
Frankova 0,0172 1,306 0,522
AMH 0,0157 0,567 0,7008
Claytonova | 0,0222 0,297 0,3511

Aj po aplikovani ostatnych kopiil, stale je najlepsia normalna kopula. Velmi dobre bola
nafitovand aj Ali-Mikhail-Haq kopula, ktora nAm mozno troska napoveda, ze ak je v
datach mensia chvostova zavislost, tak je to dolna. Teraz zopakujeme cely postup aj

pre druhu ¢ast nasich rozdelenych dat.

Ako prvy krok si uréime vhodné ARM A modely. Podla autokorelécii sa da pozorovat,
7e tentokrat by mohli byt vhodné aj modely s nizs§im raddom, ale nesmieme zabudat,
7e vyrazné autokorelacie sa nachadzaju aj na neskorsich posunutiach,a preto budeme
testovat aj rady s vyS$im rddom, ak by rady s niz§im zlyhali. Ostali sme prekvapeni,

pretoze ako najvhodnejsie modely pre indexy prazskej burzy v oboch menach sa opéat
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Series: diffindexcz2
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Obr. 23: Autokorelécie pre ¢asové rady
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ukézali az modely vysgieho radu, konkrétne M A(12). Pre menovy kurz bol najvhodnejsi
AR(4). Vystupy hodndt p-value Ljung-Boxovej Stastiky potvrdili modely. Testovanie
Stvorcov rezidui nezamietol nulovi hypotézu iba v pripade menového kurzu, a preto
je potreba modelovania GARCH modelov pre index prazskej burzy v oboch menéch.
Ako najvhodnejsi model pre index prazskej burzy v eurach sa osved¢il garch(1,1) a
pre index prazskej burzy v ceskych korunich sa ukazal najlepsi kombinovany model
arma(0,12)+garch(1,1). Spravnosti volby modelov zobrazime rovnako ako v predché-

dzajicich pripadoch.

Series: cz.resstand2 Series: eu.resstand2
&3 &7
[y wo-
2 o T N T S S g o DU S R
1S I R S L ARAS LS N & M SEAAN RARARE
< T T T 1 < T T T T
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
LAG LAG
Epsilon for close points = 0.5017 1.0034 1.5052 2.0069 epsilon for close points = 0.4991 0.9983 1.4974 1.9966
standard Mormal = standard Normal =
[ 0.5017 ] [ 1.0034 ] [ 1.5052 ] [ 2.0069 ] [ 0.4991 ] [ 0.9983 ] [ 1.4974 ] [ 1.9966 ]
[2] 1.4576 1.3197 1.3717 1.2733 [2] 0.8227 0.0132 0.3847 0.2742
p-value = p-value =
[ 0.5017 1 [ 1.0034 ] [ 1.5052 ] [ 2.0069 ] [ 0.4991 ] [ 0.9983 ] [ 1.4974 ] [ 1.9966 ]
[21] 0.145 0.1869 0.1702 0.2029 [2] 0.4107 0.9894 0.7154 0.784

Obr. 24: Overenie spravnosti modelov pre druhu cast dat

Podobne ako v minulych c¢astiach si vytvorime parové data a pozrieme sa na korelaciu
dat. Korela¢ny koeficient pre kombinéciu indexu prazskej burzy v ¢eskych korunach a
menového kurzu vysiel —0.02249383 a pre druhd dvojicu dat vysiel —0.165239 a teda
sme sa znova presvedcili, Ze je vhodné modelovat kopule pre druhi kombinéciu dat.
Este pred aplikidciou kopil na data pouzijeme tranforméaciu pomocou empirickej dis-
tribu¢nej funkcie a z dovodu zapornej korelacie od¢itame druhy stipec nagich dat od
jednotky.

Nepozorujeme ani tentokrat vyrazné zhlukovanie. Pouzitim eliptickych kopul dosté-

vame nasledujice vystupy.

Kopula Statistika | Parameter | P-value
Normalna | 0,0209 0,194 0,4301
Studentova | 0.0213 0,167 0,3032
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Obr. 25: Graf nagich dat pre druhua cast
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Vhodnost eliptickych kopil sa znova ukazala ako mozna dobra volba, ale aplikujeme

aj Archimedovské kopule.

Kopula Statistika | Parameter | P-value
Gumbelova | 0,0283 1,123 0,1763
Frankova 0,0256 1,034 0,1454
AMH 0,0251 0,466 0,1863
Claytonova | 0,0229 0,237 0,3631

Celkovo mozeme vidiet, Ze najlep$ia kopula znova vysla normalna, ale dobré nafitovanie

vykazuje aj Claytonova kopula, ktora dobre modeluje dolni chvostovi zavislost.

V tomto pripade sme mohli vidiet, ze ak data rozdelime na 2 samostatné ¢asti podla
vyrazného poklesu hodnot indexu prazskej burzy, mozeme pozorovat zmenu v spravani
sa urcitych kopul. Filtrované data zacinaju ukazovat zndmky chvostovych zavislosti,
kedZe sa meni sila fitovania kopil, ale ani v jednej ¢asti neboli natolko silné, aby

prekonali aplikovanost eliptickych kopul.
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5.3 Rozdelenie podla kurzu

Ako posledny pripad sme data rozdelili na 2 ¢asti podla znameho prepadu kurzu ces-
kej koruny oproti euru, ktory sa udial v roku 2013. Odstranili sme 6 dat. Aplikujeme
rovnaky postup urc¢enia ARM A modelov, popripade GARC H modelov a pozrieme sa
ako sa zmenila chvostova zavislost filtrovanych dat a ako sa zmenili kvality fitovania

kopal.

Pred pouzitim ARM A modelov sme data diferencovali a pouzili logaritmus. Na ur-

¢enie ARM A modelov nam znova posluzi graf autokorelacii. Dostavame:
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Series: diffkurz11
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Obr. 26: Autokorelédcie pre ¢asové rady

Ako najvhodnejsie modely nam vysli postupne AR(3),AR(3) a AR(4) model. Rezidua

ale nepresli testom podmienenej homoskedasticity a preto je potrebné pouzit GARC H

modely.

Pre index prazskej burzy v ¢eskych korunach sa model garch(1, 1) osved¢il, pre menovy

kurz bol najlepsi kombinovany model ar(4)+garch(1,0) a pre index prazskej burzy v

eurdch kombinovany model ar(8)+garch(1,1). Zobrazime si pre istotu aj overenia zvo-

lenia dobrych modelov.
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Epsilon for close points = 0.5004 1.0007 1.5011 2.0015

Standard Normal =
[ 0.5004 1 [ 1.0007 ] [ 1.5011 ] [ 2.0015 ]

[ 2] -0.2973 0.1354 0.2709 0.5515
p-value =

[ 0.5004 ] [ 1.0007 ] [ 1.5011 ] [ 2.0015 ]
[ 2] 0.7662 0.8923 0.7865 0.5813
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Series: eu.resstand11

ACF
-0.06 0.20
L1

Epsilon for close points = 0.5015 1.0030 1.5045 2.0059

standard Normal =
[ 0.5015 ] [ 1.003 ] [ 1.5045% ] [ 2.0059 ]
[ 2] -1.9612 -0.9817 -0.7584 -0.1331

p-value =
[ 0.5015 ] [ 1.003 ] [ 1.5045 ] [ 2.0059 ]
[ 2] 0.0599 0.3262 0.4482 0. 8941

Series: kurz.resstandi11

ACF
|
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Epsilon for close points = 0.5002 1.0004 1.5006 2.0007
standard Normal =

[ 0.5002 ] [ 1.0004 ] [ 1.5006 ] [ 2.0007 ]
[ 2] 0. 3674 -0.0069 -0.741 -1.1781

p-value

—
(=]

L5002 J [ 1.0004 ] [ 1.50086 ] [ 2.0007 ]
[ 2] 0.7133 0.9945 0.4587 0.2387

Obr. 27: Overenie spravnosti modelov

Aj ked sa moze zdat, Ze rezidud menového kurzu obsahuju autokorelaciu, tak tes-

tovanie bieleho Sumu sa preukézalo ako spravne a preto su rezidua vyhovujice.

Nie je ziadnym prekvapenim, ze po vytvoreni parovych dat sa ukazuje kombinécia

indexu prazskej burzy v eurdch a menového kurzu korelovanejsia a preto pre tieto data

budeme aplikovat kopule. Korelacia vysla —0.2149996 a preto pretransformujeme data,
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aby sme dostali kladna zavislost.

Obr. 28: Graf nasich dat
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Mozeme si v8imnut, ze sa zhlukovanie dat prilis nemeni . Po aplikovani vSetkych kopil

dostdvame nésledovné vystupy.

Kopula Statistika | Parameter | P-value
Normalna | 0,0133 0,247 0,8756
Studentova | 0.0244 0,21 0,1873
Gumbelova | 0,0323 1,155 0,09341
Frankova 0,0167 1,334 0,537
AMH 0,0156 0,564 0,6978
Claytonova | 0,0296 0,295 0,1603

Vyrazne najlepSou kopulou je znova norméalna kopula a kedze Gumbelova kopula nepre-
ukazuje veImi dobré nafitovanie, tak predpokladame slabé horné chvostové zavislosti a
kedZe dobre aplikovana kopula bola Ali-Mikhael-Haq kopula, méZeme zhodnotit slabu

aZ miernu dolna chvostovia zavislost.

Ako poslednu cast treba este spravit ten isty postup pre data z druhej ¢asti. Najprv sa
na data aplikuje logaritmus a potom sme na zéklade testu jednotkového korena pouzili
diferencie.

Na zéaklade autokorelacii mozeme vidiet, Ze modely s niz8§im rddom by mohli byt

vhodné. Pre kazdy model vysiel najlepsi ar(2). Testovanie prislugnych rezidui na pod-
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Series: diffindexcz22
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Obr. 29: Autokorelécie pre ¢asové rady
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mienent homoskedasticitu zlyhalo a preto je vhodné pouzit GARCH modely alebo
kombinacie s GARC'H modelmi.

Pre index prazskej burzy v ceskych korunach sa najlepSie ukazovala kombinacia
ar(2)+garch(1,1), pre index prazskej burzy v eurdch kombinacia ar(2)+garch(1,1) a
rovnako aj pre menovy kurz kombinacia ar(2)+garch(1,1). Overenie spravnosti mode-

lov sme otestovali pomocou rovnakych kritérii.

Series: cz.resstand22
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Epsilon for close points = 0.5004 1.0008 1.5012 2.0016

standard Normal =
[ 0.5004 ] [ 1.0008 ] [ 1.5012 1 [ 2.0016 ]

[ 2] 0.4806 0.728 0.2043 0.3653
p-value =
[ 0.5004 7 [ 1.0008 ] [ 1.5012 ] [ 2.0016 ]
[ 2] 0.6308 0.4666 0.8381 0.7149
Series: eu.resstand22
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epsilon for close points = 0.5005 1.0009 1.5014 2.0018

standard Normal =
[ 0.5005 ] [ 1.0009 ] [ 1.5014 ] [ 2.0018 ]
[2] 0.2657 -0.0145 0.1201 0.3045

p-value

—
(=N

L5005 ] [ 1.0009 ] [ 1.5014 ] [ 2.0018 ]
[2] 0.7905 0.9884 0.9044 0.7608

Obr. 30: Overenie spravnosti modelov pre PX

Parové data indexu prazskej burzy v eurach spolu s menovym kurzom znova vyka-
zuju vacsiu korelaciu a preto budeme modelovat kopule na tiuto kombinaciu. Z dévodu
zapornej korelacie pouzijeme tranforméciu pre ziskanie kladnej korelacie a pretranfor-
mujeme parové data pomocou empirickej distribuc¢nej funkcie.

Vykreslime si nase nové data a pozrieme sa, ¢i ocakdvame zmenu v aplikaciach kopil
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Series: kurz.resstand22

Epsilon for close points = 0.5009 1.0017 1.3026 2.0035

standard Normal =
[ 0.5009 ] [ 1.0017 1 [ 1.5026 ] [ 2.0035 ]

[21] 3.0085 1.1099 -0.2069 -0.6541
p-value =

[ 0.5009 17 [ 1.0017 ] [ 1.5026 ] [ 2.0035 ]
[ 2] 0.1026 0.267 0.8361 0.5131

Obr. 31: Overenie spravnosti modelov pre kurz

alebo nebudeme prekvapeni, ak sa eliptické kopule znova osvedcia.

Obr. 32: Graf nasich dat
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Mozeme si vSimnut, Ze v tomto pripade je hustota dat v strede o nie¢o mensia ako

tomu bolo v ostatnych pripadoch. Zostavime si tabulku pre vystupy z aplikicie koptl.

Kopula Statistika | Parameter | P-value
Normalna | 0,0211 0,089 0,3871
Studentova | 0.0268 0,051 0,1494
Gumbelova | 0,0196 1,059 0,5222
Frankova 0,0229 0,389 0,2832
AMH 0,0234 0,169 0,2323
Claytonova | 0,0284 0,042 0,2113
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Gumbelova kopula sa ukazuje ako najlepsia. Po prvy krat sa modelovanie eliptickych

kopil nejavilo ako najlepsie.
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ZAVER ZAVER

Zaver

V tejto praci sme sa oboznédmili s problematikou koptl a aplikovali sme ich pri modelo-
vani zavislosti indexu PX a menového kurzu. Filtrované data ARMA-GARCH modelmi
nejavili privelké znamky zavislosti, ¢o sa odrazilo aj na vystupoch nasej analyzy. Vo
vacsine pripadov sa eliptické kopule, ktoré sa pouzivaji v pripadoch dat s malou chvos-
tovou zavislostou, javili ako najlepsie. Vol bu najvhodnejsej triedy kopul neovplyviiovalo
ani rozdelenie dat na rézne ¢asové obdobia ani zanedbanie pouzitia GARCH modelov.

To nas vedia k zaveru, Ze pociatoény vyber dat vo velkej miere ovplyvnil vystupy.
Za pozitivny vysledok analyzy povazujeme fakt, Zze vo velkej vac¢Sine pripadov neboli
zamietnuté na 5% turovni Ziadne kopule. Podrobnejsia analyza vysledkov jednotlivych

studii sa nachadza v kapitolach 4 a 5.
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