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Abstrakt

MÉSZÁROSOVÁ, Mária: Finan£né modelovanie - vybrané problémy [Diplomová práca],

Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Ka-

tedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky; ²kolite©: doc. RNDr. Beáta Stehlíková, PhD.,

Bratislava, 2015, 57s.

Cie©om tejto práce je skúma´ vybrané problémy z oblasti �nan£ného modelovania.

Práca sa zaoberá modelmi úrokových mier - Cox-Ingersoll-Rossov, Va²í£kov a Nelson-

Siegelov model a chooser opciami. V kaºdej zo skúmaných oblastí je uvedené doplnenie

beºne dostupnej literatúry, prípadne jej korektúra.

K©ú£ové slová: Cox-Ingersoll-Rossov model, Va²í£kov model, Nelson-Siegelov model,

výnosová krivka, chooser opcie



Abstract

MÉSZÁROSOVÁ, Mária: Financial modelling [Master Thesis], Comenius University in

Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied

Mathematics and Statistics; Supervisor: doc. RNDr. Beáta Stehlíková, PhD., Brati-

slava, 2015, 57p.

Aim of this thesis is to analyse selected problems from the area of �nancial mo-

delling. It deals with interest rate models - Cox-Ingersoll-Ross model, Va²í£ek model,

Nelson-Siegel model and chooser options. A completion or a correction of the available

literature is presented in each of the analysed areas.

Keywords: Cox-Ingersoll-Ross model, Va²í£ek model, Nelson-Siegel model, yield

curve, chooser options
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ÚVOD

Úvod

Vyuºitie matematiky vo �nanciách, konkrétne vo �nan£nom modelovaní, robí matema-

tiku zaujímavej²ou a atraktívnej²ou. Predtým moºno nikomu ni£ nehovoriace vzorce

získavajú zmysel a aplikáciu v reálnom svete a motivujú ©udí zaujímajúcich sa o �-

nancie na²tudova´ si teóriu poloºenú na matematických základoch. Rozmach internetu

spôsobil, ºe v dne²nej dobe má £lovek prístup k neuverite©nému mnoºstvu informácií,

�nan£né modelovanie nevynímajúc. �ia©, nie v²etky zdroje sa opierajú o dávno ove-

rené a správne matematické metódy a nie v²etky zdroje ponúkajú kompletnú �pravdu�.

Nájdeme diery v dôkazoch tvrdení, v hor²om prípade ºiadne dôkazy. V tejto diplomo-

vej práci sa budeme zaobera´ práve takýmito problémami, kde po£as dop¨¬ania ne-

dokonalých tvrdení a ich dokazovania alebo opravovania prejdeme mnoºstvom oblastí

matematiky a teórie �nancií.

Diplomová práca je rozdelená do ²tyroch kapitol. V prvej kapitole budeme skúma´

v²eobecne známy Cox-Ingersoll-Rossov proces a budeme h©ada´ jeho pravdepodob-

nostné rozdelenie. Druhá kapitola sa zaoberá Va²í£kovým modelom a hlavne odvode-

ním tvaru jeho výnosovej krivky. V tretej kapitole sa pozrieme na Nelson-Siegelov mo-

del a uvedieme klasi�kciu pre konvexnos´ a konkávnos´ jeho kriviek. Posledná, ²tvrtá

kapitola, skúma exotické opcie, konkrétne chooser opcie a popisuje ich závislos´ od

vybraných ukazovate©ov.
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Pravdepodobnostné rozdelenie CIR procesu

1 Pravdepodobnostné rozdelenie CIR procesu

Vývoj úrokovej miery má nespochybnite©ne náhodný charakter. Obrázok (obr.1) ilus-

truje vývoj no£nej medzibankovej úrokovej miery EONIA v období od apríla 2013 po

apríl 2015 a v období od apríla 2000 po apríl 2005. Na jej modelovanie je preto vhodným

nástrojom stochastický kalkulus.

Obr. 1: Euro OverNight Index Average 2013-2015 [9]

Obr. 2: Euro OverNight Index Average 2000-2005 [9]

�al²ou �nan£nou veli£inou, o ktorej sa dá predpoklada´, ºe je náhodná, je volatilita

na �nan£nom trhu, napríklad na trhu s akciami a ich derivátmi. Nízka volatilita zod-

povedá stabilným obdobiam, kým v nestabilných je volatilita vysoká. Kvantitatívne to

vyjadruje napríklad VIX (pozri obr.3), Chicago Board Options Exchange Market Vo-

9



Pravdepodobnostné rozdelenie CIR procesu

latility Index, ktorý meria implikovanú volatilitu opcií na index S&P500 a tým pádom

trhové o£akávania o volatilite na akciovom trhu [5].

Obr. 3: Priebeh CBOE VolatilityIndex za obdobie 11/2014-04/2015 [5]

1.1 Pravdepodobnostné rozdelenie náhodného procesu a Fokker-

Planckova rovnica

De�nujme najskôr základné pojmy stochastického kalkulu, s ktorými budeme pracova´

v tejto kapitole.

Stochastický proces je systémom náhodných premenných {X (t) , t ∈ τ} de�nova-

ných na pravdepodobnostnom priestore (Ω,A,P) a indexovaných parametrom t, kde

t ∈ τ . Pokia© τ je diskrétna mnoºina, stochastický proces nazývame diskrétny; v prí-

pade, ºe ide o interval, stochastický proces je spojitý. Parameter t zvy£ajne popisuje

£as.

Brownov pohyb {X (t) , t ≥ 0} je stochastický proces, pri£om

1. v²etky prírastky X (t+ ∆)−X (t) majú normálne rozdelenie so strednou hodno-

tou µ∆ a varianciou σ2∆,

2. v²etky trajektórie sú spojité v premennej t ≥ 0 s pravdepodobnos´ou 1

3. pre kaºdé delenie t0 = 0 < t1 < t2 < ... < tn sú prírastky X (t1)−X (t0) , X (t2)−

X (t1) , ..., X (tn) − X (tn−1) nezávislé náhodné premenné s parametrami pod©a

bodu 1.,

4. X (0) = 0

10



Pravdepodobnostné rozdelenie CIR procesu

Obr. 4: Brown a Wiener [23]

Brownov pohyb s parametrami µ = 0, σ2 = 1 nazývame Wienerov proces [31].

Nech a (x) : Rn → Rn a b (x) : Rn → Rnm sú merate©né funkcie, W je m-rozmerný

Obr. 5: Desa´ realizácií Wienerovho procesu s £asovým krokom 1/500

Wienerov proces a X0 je náhodná premenná v Rn, nezávislá odW . Potom stochastický

proces X je rie²ením stochastickej diferenciálnej rovnice

dX = a (X) dt+ b (X) dW, (1)

X (0) = X0,

11



Pravdepodobnostné rozdelenie CIR procesu

ak je s pravdepodobnos´ou 1 rovný zodpovedajúcemu Itóovmu procesu

X (t) = X0 +

∫ t

0

a (X (s)) ds+

∫ s

0

a (b (s)) dWs.v.

Navy²e, a nazývame drift a b je difúzia [28]. �alej budeme pokra£ova´ s jednorozmer-

nými procesmi, ktorých hodnota v £ase 0 je kon²tantná, teda X (0) = x0 =kon²t.

Kumulatívna distribu£ná funkcia G = G (X, t) = P
(
X (t) < x

∣∣X (0) = x0
)
procesu

X (t), t ≥ 0, ktorý sp¨¬a stochastickú diferenciálnu rovnicu (1) môºe by´ vypo£ítaná

pomocou funkcie hustoty p = ∂G
∂x
, ktorá je rie²ením Fokker-Planckovej rovnice :

∂p

∂t
=

1

2

∂2

∂x2
(
σ2p
)
− ∂

∂x
(µp) , (2)

p (x, 0) = δ (x− x0) .

Pomocou δ (x− x0) sme ozna£ili tzv. Diracovu deltu funkciu lokalizovanú v bode x0

[31].

1.2 Charakteristická funkcia náhodnej premennej a Fourierova

transformácia

Charakteristickou funkciou náhodnej premennej X nazývame funkciu

ϕX (t) := EeitX ,

pri£om i2 = −1 a t ∈ R. Jednou z vlastností charakteristickej funkcie je aj jednozna£-

nos´. Nech X a Y sú náhodné premenné. Potom

φX (t) = φY (t)⇒ X
d
=Y,

£iºe charakteristická funkcia jednozna£ne ur£uje rozdelenie náhodnej premennej [11].

Charakteristickú funkciu náhodnej premennej vieme získa´ Fourierovou transformáciou

funkcie hustoty náhodnej premennej [27]. Ke¤ºe hustota p (t, y (t)) náhodného procesu

y(t) je rie²ením Fokker-Planckovej rovnice (2), aplikáciou Fourierovej transformácie na

(2) získame transformovanú rovnicu, ktorej rie²ením bude tentokrát charakteristická

funkcia náhodného procesu y(t). Nech f(t, ω) je charakteristická funkcia náhodného

procesu y(t). Získa´ ju vieme nasledovne:

f (t, ω) =

∫ ∞
−∞

eiωyp (t, y) dy =

∫ ∞
−∞

e−iυyp (t, y) dy = F (−ω) . (3)

12



Pravdepodobnostné rozdelenie CIR procesu

Pre potreby tejto práce budeme vyuºíva´ nasledujúce vlastnosti Fourierovej transfor-

mácie: Nech f (x) je funkcia a f̂ (υ) =
∫∞
−∞ = f (x) e−iυxdx jej Fourierova transfomácia.

Potom platia nasledujúce vz´ahy [10]:

f (x) f̂ (υ) =
∫∞
−∞ f (x) e−iυxdx

a · f (x) a · f̂ (υ)

dnf(x)
dxn (iυ)n f̂ (υ)

xnf (x) ind
n
f̂(υ)

dυn

Tabu©ka 1: Prevodová tabu©ka pre Fourierovu transformáciu

1.3 Cox-Ingersoll-Rossov proces

V roku 1985 John C. Cox, Jonathan E. Ingersoll a Stephen A. Ross predstavili tzv. CIR

model popisujúci správanie sa okamºitej úrokovej miery y(t) ako rie²enie stochastickej

diferenciálnej rovnice [6]

dy(t) = k (η − y (t)) dt+ θ
√
y (t)dWt (4)

y(0) = y0,

kde η, θ a k sú kon²tanty. Rýchlos´, akou sa úroková miera prispôsobuje dlhodobému

priemeru η, je ozna£ená k a volatilitu reprezentuje θ. V tomto modeli sa drift aj vo-

latilita menia s meniacou sa hodnotou okamºitej úrokovej miery. Variancia je úmerná

odmocnine aktuálnej úrokovej miery, £iºe nárast úrokovej miery spôsobí nárast varian-

cie. Toto zaru£uje aj nezápornos´ úrokovej miery. V £ase navrhnutia tohto modelu, ako

aj v nedávnej minulosti nadobúdali úrokové miery naozaj také hodnoty, ºe moºnos´

záporných úrokových mier sa povaºovala za nevýhodu modelu. V sú£asnosti to uº ne-

platí (pozri obr.1 na za£iatku kapitoly). Poznamenajme e²te, tieº v súvislosti s úvodom

kapitoly a tam uvedeným indexom volatility, ºe v tzv. Hestonovom modeli cien akcií

[12] sa druhá mocnina volatility akcie modeluje presne procesom (4).

1.4 Pravdepodobnostné rozdelenie CIR procesu

V literatúre sa ku Cox-Ingersoll-Rossovmu procesu uvádza, ºe má rozdelenie necen-

trálny chí kvadrát. Toto tvrdenie nájdeme napríklad v [4], [34] alebo [21]. Na druhej

13



Pravdepodobnostné rozdelenie CIR procesu

strane £lánok spolo£nosti Egar Technology uvádza dôkaz o tom, ºe CIR proces nemá

rozdelenie necentrálny chí-kvadrát.

Nasledujúce výpo£ty budú robené na základe £lánku Marka Io�eho [13], ktorý v ¬om

uvádza len £iastkové výsledky. Na²im cie©om bude zisti´, £i sa mýli Io�e alebo sa-

motní Cox, Ingersoll a Ross, ktorí tvrdenie o rozdelení �svojho� procesu uvádzajú aj v

pôvodnom £lánku [6].

Obr. 6: Cox
Obr. 7: Ingersoll

Obr. 8: Ross [23]

1.4.1 Fourierova transformácia

Aplikovaním Fourierovej transformácie, a vyuºitím jej linearity [10], na pravú stranu

Fokker-Planckovej rovnice pre CIR proces získame:

F
[
− ∂

∂y
(k (η − y) p)

]
(υ) +

1

2
F
[
∂2

∂y2
(
θ2yp

)]
(υ) . (5)

Z tabu©kovej vlastnosti pre deriváciu [10] a s opätovným vyuºitím linearity vieme výraz

(5) upravi´ na tvar

− iυF [kηp− kyp] (υ) +
1

2
(iυ)2F

[
θ2yp

]
(υ) (6)

=− iυk {ηF [p] (υ)−F [yp] (υ)} − 1

2
υ2θ2F [yp] (υ) .

14



Pravdepodobnostné rozdelenie CIR procesu

Zo vz´ahu pre násobok argumentu (dualita s deriváciou (tab.1)) a s vyuºitím de�nície

(3) získame ¤al²ími úpravami výrazu (6):

− iυkηF [p] (υ) + i2υk
dF [p]

dυ
(υ)− 1

2
υ2θ2i

dF [p]

dυ
(υ)

=− iυkηf (t,−υ)− υk∂f (t,−υ)

∂υ
− 1

2
iυ2θ2

∂f (t,−υ)

∂υ
.

Jednoduchými úpravami sa dostaneme aº k tvaru:

ikηωf (t, ω)− ωk∂f (t, ω)

∂ω
+

1

2
iω2θ2

∂f (t, ω)

ω

=
∂f (t, ω)

∂ω

(
−ωk +

1

2
iω2θ2

)
+ ikωηf (t, ω) . (7)

Fourierova transformácia ©avej strany (2) nám dáva

F
[
∂p (t, y)

∂t

]
(υ) =

∫ ∞
−∞

eiωy
∂p (t, y)

∂t
dy =

∂

∂t

∫ ∞
−∞

peiωydy =
∂f (t, ω)

∂t
. (8)

Spojením vz´ahov (8) a (7) sme získali kvázilineárnu parciálnu diferenciálnu rovnicu

v premenných t a ω a k nej zodpovedajúcu po£iato£nú podmienku:

∂f

∂t
= ikωηf +

(
−kω +

1

2
iθ2ω2

)
∂f

∂ω
(9)

f (0, ω) = eiωy0 ,

ktorú sme získali nasledujúcim spôsobom:

f (0, ω) =

∫ ∞
−∞

eiωyp (0, y) dy =

∫ ∞
−∞

eiωyδ (y − y0) dy = eiωy.

1.4.2 Rie²enie parciálnej diferenciálnej rovnice

Ideou rie²enia tejto kvázilinieárnej rovnice je kon²trukcia pomocnej lieárnej rovnice,

ktorá bude ma´ tvar

−∂z
∂t
−
(
kω − 1

2
iθ2ω2

)
∂z

∂ω
− ikωηf ∂z

∂f
= 0, (10)

pri£om neznámou v tejto funkcii je z (t, ω, f).

Pod©a Tvrdenia 3.2. z [30] platí, ºe ak z(t, ω, f) je hladkým rie²ením (10) a f je

hladká funkcia, a zárove¬ platí, ºe z(t, ω, f(t, ω)) je kon²tantné pre kaºdé t ∈ R+,

ω ∈ R a ∂z
∂f
6= 0 pre kaºdé t ∈ R+, ω ∈ R, potom f je rie²ením rovnice (9) na R+ × R.

�alej, pod©a Tvrdenia 3.1. [30] je funkcia z rie²ením rovnice (10) práve vtedy, ke¤ je
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Pravdepodobnostné rozdelenie CIR procesu

funkcia z kon²tantná na kaºdej charakteristike, £iºe na kaºdom rie²ení charakteristic-

kého systému.

Charakteristickým systémom rovnice (10) je:

ω̇ = −ωk +
1

2
iω2θ2

ṫ = −1

ḟ = −ikωηf

Najskôr pomocou prvých dvoch rovníc získame vz´ah pre prvý integrál:

ω̇

ṫ
= ωk − 1

2
iω2θ2

ω̇

ω
(
k − 1

2
iθ2ω

) = ṫ.

Po zintegrovaní racionálnej funkcie na ©avej strane získame:

tk − ln
∣∣∣∣ ω

k − 1
2
iθ2ω

∣∣∣∣ = c1,

kde c1 ∈ R. Prvý integrál má teda tvar

p = tk − ln
∣∣∣∣ ω

k − 1
2
iθ2ω

∣∣∣∣ . (11)

Teraz sa pozrieme na prvú a tretiu rovnicu charakteristického systému, ich podiel nám

dáva:

ω̇

ḟ
=
k − 1

2
iθ2ω

ikηf
,

ḟ

f
=

ikη

k − 1
2
iθ2ω

ω̇

Po zintegrovaní tejto rovnice dostávame druhý integrál

q =
2kη

θ2
ln
(

1 +
1

2
c1iθ

2ekt
)
− f = c2. (12)

Pre zjednodu²enie ozna£me:

α =
2kη

θ2
, (13)

β =
θ2

k
. (14)
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Integrály (11) a (12) sú kon²tantné na charakteristikách, po pouºití substitúcie (13)

ich vieme e²te viac zjednodu²i´

p = tk − ln
ω

1− 1
2
iβω

+ lnk = tk − ln
ω

1− 1
2
iβω

q = lnk−α + ln
(

1− 1

2
iβω

)−α
− lnf = ln

(
1− 1

2
iβω

)−α
− lnf,

ke¤ºe k je kon²tantné.

V²eobecné rie²enie parciálnej diferenciálnej rovnice v teda je

z(t, ω, f) = Φ

(
tk − ln

ω

1− 1
2
iβω

, ln
(

1− 1

2
iβω

)−α
− lnf

)
, (15)

kde Φ je ©ubovo©ná hladká funkcia dvoch premenných.

Pod©a spomínaného Tvrdenia 3.2 [30], ak poloºíme v²eobecné rie²enie pomocnej

rovnice (15) rovné kon²tante, napr. nule, potom získané f bude h©adaným rie²ením

rovnice (9). Funkciu Φ ur£íme z podmienky f (0, ω) = eiωy0 . Dosadením t = 0 do (15)

dostaneme

Φ

(
ln

1− 1
2
iβω

ω
, ln
(

1− 1

2
iβω

)−α
− iωy0

)
= 0.

H©adáme takú funkciu Φ, pre ktorú bude plati´, ºe Φ (p, q) = 0. Máme:

eq = eln(1− 1
2
iβω)

−α
−iωy0 = e−iωy0

(
1− 1

2
iβω

)−α
. (16)

Teraz z ep vyjadrime ω:

ep =
1− 1

2
iβω

ω
,

ω =
1

ep + 1
2
iβ
. (17)

Z (16) a (17) dostávame:

0 = eq − e
− iy0
ep+1

2 iβ

(
1− 1

2
iβ

1

ep + 1
2
iβ

)−α
,

Z £oho vidíme, ºe h©adaná funkcia Φ(p, q) je

Φ (p, q) = eq − e
− iy0
ep+1

2 iβ

(
1− 1

2
iβ

1

ep + 1
2
iβ

)−α
.
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Po dosadení tejto funkcie Φ do v²obecného rie²enia (15) pomocnej rovnice (10) si vieme

vyjadri´ explicitné rie²enie parciálnej diferenciálnej rovnice (9):

f (t, ω) =

(
1− 1

2
iβω

)−α
e

iy0e
−kt

ω−1− 1
2 iβ(1−e

−kt)

(
1−

1
2
iβe−kt

ω−1 − 1
2
iβ (1− e−kt)

)α
. (18)

Môºeme si v²imnú´, ºe toto rie²enie (18) je totoºné s rie²ením z £lánku M. Io�eho [13].

Ke¤ºe neskôr budeme pracova´ s f (t, 0), prenásobme zlomky vo funkcii (18) ²peciálnou

jednotkou v tvare ω
ω
. Dostávame:

f (t, ω) =

(
1− 1

2
iβω

)−α
e

iy0ωe
−kt

1− 1
2 iβω(1−e

−kt)

(
1−

1
2
iβωe−kt

1− 1
2
iβω (1− e−kt)

)α
. (19)

1.4.3 Výpo£et momentov

Napriek tomu, ºe výpo£et momentov nie je nutný na zistenie pravdepodobnostného

rozdelenia CIR procesu, pozrieme sa na tento postup. Hodnota momentov nám napovie,

£i nami získané rie²enia sú zhodné so strednou hodnotou a disperziou uvádzanou v

pôvodnom £lánku autorov Cox, Ingersoll a Ross [6].

Funkcia f (t, ω) (19) je charakteristickou funkciou rozdelenia úrokovej miery y (t).

Momenty náhodnej premennej y (t) vieme nájs´ pouºitím vzorca [11]:

E
(
y (t)k

)
= (−i)k df (t, ω)k

dω

∣∣∣
ω=0

(20)

a teda vieme získa´ strednú hodnotu a varianciu y(t). Výpo£et momentov nám zna£ne

zjednodu²í po£ítanie s logaritmom charakteristickej funkcie:

lnf (t, ω) = −αln
(

1− 1

2
iβω

)
+

iy0ωe
−kt

1− 1
2
iβω (1− e−kt)

+ ln
(

1−
1
2
iβωe−tk

1
2
iβω (e−tk − 1) + 1

)α
.

(21)

Deriváciou tejto rovnice (21) pod©a ω získame:

1

f (t, ω)

∂f (t, ω)

∂ω
=

1

2
iαβ

(
1− e−tk

)
+ iy0e

−tk.

V²imnime si, ºe f (t, 0) = 1. Potom

E (y) = −i∂f (t, ω)

∂ω

∣∣∣
ω=0

=
1

2
αβ
(
1− e−tk

)
+ y0e

−tk. (22)

Varianciu budeme po£íta´ taktieº pomocou logaritmu charakteristickej funkcie (21).

Ozna£me si navy²e

A (t, ω) =
iy0ωe

−tk

1− 1
2
iβω (1− e−tk)

.
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Derivácia (21) potom vyzerá ako

1

f (t, ω)

∂f (t, ω)

∂ω
=

1
2
iαβ

1− 1
2
iβω

+
∂A (t, ω)

∂ω

(
1−

1
2
αβ

y0 − 1
2
A (t, ω) β

)
. (23)

Derivovaním (23) sa vieme dopracova´ ku vz´ahu

1

f (t, ω)2

(
f (t, ω)

∂2f (t, ω)

∂ω2
−
(
∂f (t, ω)

ω

)2
)

=
1
4
αβ2(

1− 1
2
iβω

)2 − (∂A (t, ω)

∂ω

)2 1
4
αβ2(

y0 − 1
2
A (t, ω) β

)2 +
∂2A (t, ω)

∂ω2

(
1−

1
2
αβ

y0 − 1
2
A (t, ω) β

)
.

Po¤me sa pozrie´ ako vyzerajú derivácie A (t, ω). Pre zjednodu²enie zave¤me substi-

túciu

a (t) = iy0e
−tk,

b (t) =
1

2
iβ
(
1− e−tk

)
,

kde a (t) a b (t) uº nezávisia od ω. Derivácie pre ω = 0 potom vyzerajú nasledovne:

∂A (t, ω)

∂ω

∣∣∣
ω=0

=
a (t)

(1− b (t)ω)2

∣∣∣
ω=0

= a (t) ,

∂2A (t, ω)

∂ω2

∣∣∣
ω=0

=
2a (t) b (t)

(1− b (t)ω)3

∣∣∣
ω=0

= 2a (t) b (t) .

V²imnime si e²te, ºe A (t, ω)
∣∣∣
ω=0

= 0. Potom po pouºití vzorca (20) a dosadení do

známeho vzorca pre výpo£et variancie [11],

V ar (X) = E
(
X2
)
− E (X)2 , (24)

©ahko spo£ítame, ºe

V ar (y (t)) =
1

4
αβ2

(
1− e−2kt

)
+ y0β

(
1− 1

2

αβ

y0

)
e−kt

(
1− e−kt

)
. (25)

Výpo£et momentov z charakteristickej funkcie sme pouºívali sledujúc £lánok M. Io�eho

[13]. Existuje v²ak aj iný spôsob ako sa dopracova´ k strednej hodnote náhodného

procesu y(t), a to aplikovaním strednej hodnoty na celú rovnicu pre CIR proces (4) [1]:

dy(t) = k (η − y (t)) dt+ θ
√
y (t)dWt /E [.] (26)

dE [y(t)] = k (η − E [y (t)]) dt+ 0. (27)
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V rovnici (27) sme vyuºili, ºe stredná hodnota prírastku Brownovho pohybu je nulová.

Táto rovnica (27) je oby£ajnou diferenciálnou rovnicou, s po£iato£nou podmienkou

E [y(0)] = y0,

ktorej rie²enie nám dáva rovnaký výsledok ako v prípade výpo£tu z charakteristickej

funkcie, teda:

E [y(t)] = y0e
−kt + η

(
1− e−kt

)
.

Podobne by sme sa vedeli prepracova´ aj k variancii procesu y(t), ktorú by sme znova

rátali pouºitím vzorca (24) a rie²ením stochastickej diferenciálnej rovnice.

Pracujme teda so vz´ahom (4), pri£om na²ím cie©om bude vypo£íta´ E(y2). Za pomoci

Itóovej lemy dostaneme pre x = y2 stochastickú diferenciálnu rovnicu:

dx =
[(

2kη + θ2
)
y − 2ky2

]
dt+ [2yθ

√
y] dWt. (28)

Na rovnicu (28) aplikujeme strednú hodnotu, vyuºijeme vlastnos´ nulovej strednej hod-

noty prírastku Wienerovho procesu a dostaneme

dE (x) =
(
2kη + θ2

)
E (y) dt− 2kE (x) dt.

Strednú hodnotu E (y) sme uº vypo£ítali, dosadíme za ¬u teda (22). Pre zjednodu²enie

notácie pouºime substitúciu E (x) = z. Máme:

dz
dt

= −2kz +
(
2kη + θ2

) (
y0e
−kt + η

(
1− e−kt

))
. (29)

Rovnica (29) je lineárnou diferenciálnou rovnicou prvého rádu s nekon²tantnou neho-

mogenitou, ktorú vieme vyrie²i´ metódou variácie kon²tánt. Dopracujeme sa tým k

rovnakému výsledku ako (25).

1.4.4 Rozdelenie necentrálny chí-kvadrát

Ak Yi sú navzájom nezávislé normálne rozdelené náhodné premenné s nulovou strednou

hodnotou a disperziou rovnou 1, potom

X =
k∑
i=1

Y 2
i
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Obr. 9: Hustota chí-kvadrát rozdelenia pre 6 aº 10 stup¬ov vo©nosti

má χ2 rozdelenie s k stup¬ami vo©nosti.

Necentrálny chí kvadrát [32] je pravdepodobnostné rozdelenie sumy n ²tvorcov nezá-

vislých normálne rozdelených náhodných premenných so strednou hodnotou µ a varian-

ciou 1. Zov²eobecnením tejto de�nície je de�novanie rozdelenia necentrálny chí-kvadrát

pomocou charakteristickej funkcie, kde môºeme uvaºova´ n ∈ R.

Charakteristickou funkciou necentrálneho chí-kvadrátu je nasledujúca funkcia:

ϕ (ω, n, λ) = (1− 2iω)−
n
2 e

iλ
ω−1−2i ,

kde λ = nµ2 je parameter necentrality.

Pre násobok platí:

ϕ (aω, n, λ) = (1− 2iaω)−
n
2 e

iλ

(ωa)−1−2i . (30)

Pod©a £lánku [6] má násobok ná²ho procesu (4) rozdelenie necentrálny chí-kvadrát,

konkrétne:

2cy (t) ∼ χ2 [2q + 2, 2u] , (31)

pri£om v na²om ozna£ení máme:

c =
2k

θ2 (1− e−kt)
,

u = cy0e
−kt,

q =
2kη

θ2
− 1.
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Obr. 10: Hustota necentrálneho chí-kvadrát rozdelenia pre 6 aº 10 stup¬ov vo©nosti, para-

meter necentrality=3

Parameter 2q + 2 ozna£uje po£et stup¬ov vo©nosti a 2u je parameter necentrality.

V £lánku [6] Cox, Ingersoll a Ross tvrdia, ºe násobok ná²ho y (t) má necentrálny chí

kvadrát rozdelenie s uvedenými parametrami (31). V praxi to znamená, ºe ak je to

pravda, musíme by´ schopní nájs´ také hodnoty parametrov k,η,θ,y0 v rovnici (18),

ºe po ich dosadení získame rovnicu (30), ktorá závisí len od troch parametrov: λ,a,n.

Porovnaním rovníc (18) a (30) získame dvojice

e
iy0e
−kt

ω−1− 1
2βi(1−e

−kt) = e
iλ

(aω)−1−2i (32)1−
1
2
iβe−kt

ω−1− 1
2
β(1−e−kt)

1− 1
2
iβω


α

= (1− 2iωa)−
n
2 , (33)

z ktorých si vieme vyjadri´ vz´ahy pre parametre λ,a,n. Po ich vyjadrení a následnom

dosadení do (30) by sme mali dosta´ rovnicu (18), ktorú sme získali Fourierovou trans-

ormáciou Fokker-Planckovej rovnice pre CIR proces.

Najskôr sa pozrime, £o vieme dosta´ z (32). Porovnaním exponentov a metódou porov-

návania koe�cientov sa prepracujeme k vyjadreniam pre λ a a.

a =
β
(
1− e−kt

)
4

=
θ2
(
1− e−kt

)
4k

(34)

λ =
y0e
−kt

a
=

4y0e
−kt

β (1− e−kt)
=

4ky0e
−kt

θ2 (1− e−kt)
. (35)

Z (33) hne¤ vidíme, ºe môºeme zvoli´ α = n
2
a potom prevrátením základu na ©avej
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strane rovnice a jeho porovnaním s pravou stranou sa dostaneme ku vz´ahu:

1− 1
2
iβω

ω−1 − 1
2
iβ

=
1− 2iωa

ω−1 − 1
2
iβ + 1

2
iβe−kt

. (36)

Mark Io�e v £lánku [13] tvrdí, ºe sú dva dôvody, pre£o CIR process nemá rozdelenie

necentrálny chí kvadrát. Prvým z nich je, ºe vo v²eobecnosti, £iºe pre kt 6= ∞, nie je

moºné nájs´ parametre, ktoré by sp¨¬ali (18) aj (30). Ak by sme teraz pouºili nesprávnu

metódu porovnania £itate©a s £itate©om a menovate©a s menovate©om, dostali by sme,

ºe a = β
4
, £o by pre ná² skôr získaný vz´ah pre a (34) platilo len v prípade, ºe kt =∞.

Korektnými úpravami zlomkov v (36) v²ak dostávame ten istý výsledok pre a, ako sme

získali porovnávaním exponentov v (32).

Pre charakteristické funkcie platí vlastnos´ ϕX (at) = ϕaX (t). �iºe, ak s = at, tak

ϕX (s) = ϕaX
(
s
a

)
. Ak teda známu charakteristickú funkciu pre necentrálny chí-kvadrát

budeme po£íta´ ako ϕ
(
ω
a
, n, λ

)
, dostaneme sa k tomu istému výsledku ako (18).

Druhým dôvodom, pre£o je pod©a M. Io�eho necentrálny chí-kvadrát nesprávne

rozdelenie, je nesúhlasiace gra�cké a numerické porovnanie distribu£ných funkcií ne-

centrálneho chí-kvadrátu a distribu£nej funkcie prislúchajúcej hustote (18). Na výpo£et

neznámej distribu£nej funkcie pouºíva numerický vzorec, do ktorého dosádza nespráv-

nym spôsobom vypo£ítané parametre necentrálneho chí-kvadrátu. Toto tým pádom vy-

ústi do hypotézy, ºe numerický odhad distribu£nej funkcie necentrálneho chí-kvadrátu

a numerický odhad distribu£nej funkcie CIR-procesu sú rôzne.
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2 Va²í£kov model úrokových mier

V tejto kapitole sa budeme najskôr zaobera´ Ornstein-Uhlenbeckovým procesom, ktorý

tvorí základ Va²í£kovho modelu. Z derivátov úrokovej miery sa budeme venova´ dl-

hopisu a jeho oce¬ovaniu, odvodíme vzorec výnosovej krivky pre Va²í£kov model a

nakoniec de�nujeme jej priebeh.

2.1 Ornstein-Uhlenbeckov proces

Jedným zo stochastických procesov, ktoré majú ²iroké vyuºitie v teórii modelov úro-

kových mier, je aj takzvaný Ornstein-Uhlenbeckov proces y = y (t), ktorý je rie²ením

nasledujúcej stochastickej diferenciálnej rovnice:

dy (t) = [φ− κy (t)] dt+ βdW (t) . (37)

Parametre φ, β a κ sú kon²tantné, pri£om zárove¬ platí, ºe κ > 0. Alternatívnym

zápisom (37) môºe by´

dy (t) = κ [θ − y (t)] dt+ βdW (t) , (38)

kde sme pouºili jednoduchú substitúciu θ = φ
κ
[19].

Ornstein-Uhlenbeckov proces je známy svojou vlastnos´ou mean-reversion, £o v jeho

prípade znamená, ºe drift je kladný, ke¤ y (t) < θ a záporný, ke¤ y (t) > θ. Proces je

tým pádom stále pri´ahovaný smerom k rovnováºnej hodnote θ. Stochastický £len v (38)

v²ak môºe zaprí£ini´ vz¤a©ovanie sa y (t) od θ. Parameter κ ur£uje mieru pribliºovania

sa procesu k rovnováºnej polohe a je £asto ozna£ovaný ako mean-reversion parameter

alebo sila pri´ahovania k rovnováºnej hodnote [19].

O tom, ºe θ je skuto£ne rovnováºnou hodnotou, sa vieme ©ahko presved£i´ pomocou

výpo£tu limity strednej hodnoty (38). Pre strednú hodnotu Ey (t) platí

dE (y (t)) = E (dy (t)) = κ [θ − E (y (t))] dt+ E (βdW (t)) = κ [θ − E (y (t))] dt,

pri£om sme vyuºili fakt, ºe E (βdW (t)) = 0. Rie²enie nasledujúcej diferenciálnej rov-

nice je zrejmé:

d
dt
E (y (t)) = κ [θ − E (y (t))] , (39)

E (y (t)) = θ + [E (y (0))− θ] e−κt. (40)
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Ako vidíme, z (40) je potom zjavné, ºe limt→∞Ey (t) = θ.

Old°ich Va²í£ek, £eský matematik, v roku 1977 vo svojom £lánku An equilibrium

characterization of the term structure [33] navrhol pouºi´ Ornstein-Uhlenbeckov proces

na modelovanie úrokovej miery. Predpokladá teda, ºe krátkodobá úroková miera sleduje

Ornstein-Uhlenbeckov proces:

dy (t) = κ [θ − y (t)] dt+ βdW (t) .

Va²í£kov model patrí medzi historicky prvé a najjednoduch²ie modely vývoja okam-

ºitej úrokovej miery. Ak je úroková miera blízka nule, volatilita je stále kon²tantná a

proces sa preto môºe s nenulovou pravdepodobnos´ou dosta´ aj do záporných hodnôt.

Na obrázku (11) môºeme vidie´ simulácie s parametrami κ = 0.1, β = 0.015, θ = 0.05,

kde okamºitá úroková miera zachádza aj do záporných hodnôt.

Obr. 11: Trajektórie short-ratu

2.2 Deriváty úrokovej miery a oce¬ovanie dlhopisu

Derivát je �nan£ný kontrakt, ktorého výnosy sú odvodené zo správania sa nejakého

aktíva (dlhopis, akcia), úrokovej miery, menového kurzu alebo indexu - vo v²eobecnosti
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podkladového aktíva.

My sa budeme zaobera´ oce¬ovaním derivátov úrokovej miery. Medzi tie najjedno-

duch²ie patria deriváty typu swap, �oor, cap, dlhopisy a opcie na dlhopisy. Pri analýze

týchto derivátov je potrebné zoh©adni´ nielen samostatné podkladové aktívum (v na-

²om prípade úrokovú mieru), ale aj celú výnosovú krivku opisujúcu £asovú ²truktúru

úrokových mier pre jednotlivé d¨ºky doby splatnosti. Výplata (pay-o�) derivátov úro-

kovej miery je závislá od hodnoty okamºitej úrokovej miery a od doby do splatnosti

nami uvaºovaných derivátov.

Bezkupónovým dlhopisom budeme nazýva´ kontrakt na základe ktorého nám v stano-

venom £ase T bude vyplatená stanovená £iastka X. Predstavuje jeden zo základných

kontraktov naviazaných na podkladový proces - okamºitú úrokovú mieru. Dlhopis je

dohodou zaplati´ ur£itú £iastku oproti prís©ubu obdrºania vy²²ej £iastky v budúcnosti.

�as maturity (splatnosti) dlhopisu ozna£ujeme T , cena dlhopisu P (t, T ) je funkciou

okamºitého £asu t a doby splatnosti T . Cenami dlhopisov je ur£ená £asová ²truktúra

úrokových mier R (t, T ), ktorá je de�novaná vz´ahom

P (t, T ) = e−R(t,T )(T−t), (41)

pri£om P (t, T ) je cena dlhopisu a R (t, T ) je úroková miera dlhopisu v dne²ný de¬ t a

so splatnos´ou v £ase expirácie T . Zo vz´ahu (41) vieme R (t, T ) vyjadri´ nasledujúcim

spôsobom:

R (t, T ) = − lnP (t, T )

T − t
.

Okamºitá úroková miera rt v £ase t je potom úroková miera R (t, T ) s okamºitou splat-

nos´ou T = t, teda

rt = R (t, t) .

Ke¤ºe podkladovým aktívom bezkupónového dlhopisu je úroková miera, budeme pri

odvodzovaní parciálnej diferenciálnej rovnice pre jeho cenu vychádza´ z nasledujúceho

vz´ahu:

dr = µ (t, r) dt+ σ (t, r) dw,

ktorý opisuje vývoj okamºitej úrokovej miery pomocou jednofaktorového modelu. Cena

dlhopisu závisí od aktuálneho £asu t, £asu expirácie T a od hodnoty okamºitej úrokovej
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miery r, t.j. P = P (r, t, T ). Neskôr sa ukáºe, ºe cena dlhopisu závisí len od £asu

ostávajúceho do expirácie, £iºe τ = T − t. Z Itóovej lemy dostávame

dP =

(
∂P

∂t
+ µ

∂P

∂r
+
σ2

2

∂2P

∂2r

)
dt+ σ

∂P

∂r
dw

= µB (t, r) dt+ σB (t, r) dw,

kde µB (t, r) je drift a σB (t, r) je volatilita ceny dlhopisu.

Zostavme portfólio z dlhopisov s dvoma maturitami, pri£om budeme ma´ jeden dlhopis

s maturitou T1 a ∆ dlhopisov s maturitou T2. Hodnota π portfólia je

π = P (r, t, T1) + ∆P (r, t, T2) . (42)

Zmena hodnoty portfólia dπ je daná ako

dπ = dP (r, t, T1) + ∆P (r, t, T2) (43)

= (µB (r, t, T1) + ∆µB (r, t, T2)) dt+ (σB (r, t, T1) + ∆σB (r, t, T2)) dw. (44)

Vhodnou vo©bou pomeru medzi po£tami dlhopisov ∆,

∆ = −σB (r, t, T1)

σB (r, t, T2)
, (45)

vieme eliminova´ náhodnú £as´ v (43) a dostaneme bezrizikové portfólio, ktoré má len

deterministickú £as´

dπ =

(
µB (r, t, T1)−

σB (r, t, T1)

σB (r, t, T2)
µB (r, t, T2)

)
dt.

Aby sme vylú£ili moºnos´ arbitráºe, výnos tohto portfólia sa musí rovna´ okamºitej

bezrizikovej úrokovej miere, t.j. dπ = rπdt, konkrétne

µB (r, t, T1)−
σB (r, t, T1)

σB (r, t, T2)
µB (r, t, T2) = rπ.

Po dosadení za π z (42) a (45) dostávame

µB (r, t, T1)−
σB (r, t, T1)

σB (r, t, T2)
µB (r, t, T2) = r

(
P (r, t, T1)−

σB (r, t, T1)

σB (r, t, T2)
P (r, t, T2)

)
,

Z £oho vyplýva rovnos´

µB (r, t, T1)− rP (r, t, T1)

σB (r, t, T1)
=
µB (r, t, T2)− rP (r, t, T2)

σB (r, t, T2)
.
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Ke¤ºe maturity T1 a T2 boli ©ubovo©né, tento výraz nemôºe závisie´ od maturity dl-

hopisu, t.j. existuje taká funkcia λ (r, t), ºe je splnená identita

λ (r, t) =
µB (r, t, T )− rP (r, t, T )

σB (r, t, T )
(46)

pre ©ubovo©nú maturitu T. Funkcia λ (r, t) sa nazýva trhová cena rizika, pretoºe vy-

jadruje o£akávaný nárast výnosu dlhopisu na jednotku rizika.

Dosadením µB a σB do (46) dostávame parciálnu diferenciálnu rovnicu pre cenu dlho-

pisu P (r, t, T ):

∂P

∂t
+ (µ (r, t)− λ (r, t)σ (r, t))

∂P

∂r
+
σ2 (r, t)

2

∂2P

∂r2
− rP = 0

Hodnota dlhopisu v okamihu splatnosti je rovná jednotke bez oh©adu na aktuálnu

hodnotu okamºitej úrokovej miery. Funkcia P (r, T, T ) teda musí sp¨¬a´ terminálovú

podmienku [31]

P (r, T, T ) = 1 pre kaºdé r > 0.

2.3 Výnosová krivka pre Va²í£kov model

Obr. 12: Old°ich Va²í-

£ek [23]

Va²í£ek [33] opisuje okamºitú úrokovú mieru prostredníctvom

jednofaktorového modelu

dy (t) = κ [θ − y (t)] dt+ βdW (t) .

Cenu dlhopisu budeme h©ada´ ako funkciu okamºitej úrokovej

miery r a £asu τ , ktorý zostáva do splatnosti, t.j. τ = T − t.

Funkcia P (r, τ) potom sp¨¬a parciálnu diferenciálnu rovnicu

−∂P
∂τ

+ (κ (θ − r)− λσ)
∂P

∂r
+
σ2

2

∂2P

∂r2
− rP = 0 (47)

so za£iato£nou podmienkou P (r, 0) = 1 pre kaºdé r > 0. Pre

kon²tantnú trhovú cenu rizika λ budeme rie²enie h©ada´ v tvare

P (r, τ) = A (τ) e−B(τ)r,
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pri£om funkcie A,B budú sp¨¬a´ za£iato£né podmienky A (0) = 1 a B (0) = 0. Derivácie

vystupujúce v rovnici vyzerajú nasledovne:

∂P

τ
= e−Br

(
Ȧ− AḂr

)
,

∂P

∂r
= −BAe−Br,

∂2p

∂r2
= B2Ae−Br.

Po dosadení derivácií do parciálnej diferenciálnej rovnice (47) dostávame

−
(
Ȧ− AḂr

)
+
σ2

2
B2A− (κ (θ − r)− λσ)AB − rA = 0.

Zdruºiac £leny obsahujúce r a neobsahujúce r máme(
−Ȧ+

σ2

2
AB2 − (κθ − λσ)AB

)
+ rA

(
Ḃ + κB − 1

)
= 0.

Aby bola táto rovnos´ splnená pre v²etky r, obe zátvorky musia by´ identicky nulové,

teda:

−Ȧ+
σ2

2
AB2 − (κθ − λσ)AB = 0,

Ḃ + κB − 1 = 0.

Oby£ajná diferenciálna rovnica pre B je lineárna a preto jej rie²enie sp¨¬ajúce za£ia-

to£nú podmienku B(0) = 0 je moºné nájs´ v tvare

B (τ) =
1− e−κt

κ
.

Ke¤ poznáme funkciu B, vieme vypo£íta´ A. Integrovaním rovnice pre A dostávame

lnA =

∫
d lnA
dτ

=

∫
σ2

2
B2 − (κθ − λσ)Bdτ.

Dosadením funkcie B (τ), vypo£ítaním integrálu a vyuºitím podmienky A (0) = 1

dostaneme

lnA (τ) =

[
1

κ

(
1− e−κτ

)
− τ
]
R∞ −

σ2

4κ3
(
1− e−κτ

)2
,

kde

R∞ = θ − λσ

κ
− σ2

2κ2
. (48)
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Ak pouºijeme zápis R (r, t, t+ τ) pre £asovú ²truktúru úrokových mier v £ase t so

splatnos´ou v £ase t+τ , pri£om okamºitá úroková miera je r, tak potom sa R (r, t, t+ τ)

pre Va²í£kov model dá vyjadri´ ako

R (r, t, t+ τ) = − lnP (r, τ)

τ
(49)

=

(
1− 1− e−κτ

κτ

)
R∞ +

σ2

4κ3
(1− e−κτ )2

τ
+

1− e−κτ

κτ
r (50)

Obr. 13: Rôzne tvary výnosovej krivky pre Va²í£kov model pri rôznych hodnotách r

2.4 Priebeh výnosovej krivky vo Va²í£kovom modeli

Na obrázku (obr.13) vidíme, ºe výnosové krivky majú spolo£nú limitu. To je vlastnos´,

ktorá sa ²tandardne v literatúre uvádza [7], [15] a dá sa jednoducho overi´ výpo£tom

limity výrazu (50) pre τ →∞:

limτ→∞R (r, t, t+ τ) =

(
1− 1− e−κτ

κτ

)(
θ − λσ

κ
− σ2

2κ2

)
+

σ2

4κ3
(1− e−κτ )2

τ
+

1− e−κτ

κτ
r

=

(
θ − λσ

κ
− σ2

2κ2

)
,

ke¤ºe vidíme, ºe

limτ→∞

(
1− e−κτ

κτ

)
= 0 a tieº limτ→∞

(
(1− e−κτ )2

τ

)
= 0.

Toto sú£asne vysvet©uje obvyklé zna£enie R∞ pre kon²tantu (48).

Takisto vieme vypo£íta´ limitu pre τ → 0, ktorá by sa logicky mala rovna´ okamºitej
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úrokovej miere r. Takto to naozaj vyjde, ako vidno z nasledujúcich výpo£tov:

limτ→0
1− e−κτ

κτ
L.H.
= limτ→0

κe−κτ

κ
= limτ→0e

−κτ = 1,

limτ→0
(1− e−κτ 2)

τ
L.H.
= limτ→02

(
1− e−κτ

)
κe−κτ = 0

a po dosadení máme:

limτ→0R (r, t, t+ τ) = r.

Va²í£ek vo svojom £lánku [33] uvádza tvar výnosových kriviek svojho modelu, av-

²ak bez dôkazu. Tvrdí, ºe výnosová krivka bezkupónového dlhopisu bude ma´ jeden z

nasledujúcich troch moºných priebehov v závislosti od parametrov modelu a aktuálnej

okamºitej úrokovej miery:

• ak r < R∞ − σ2

4κ2
, výnosová krivka je rastúca;

• ak r > R∞ + σ2

2κ2
, výnosová krivka je klesajúca

• pre ostatné hodnoty r je výnosová krivka vypuklá (angl. humped), t.j. rastúca v

T aº do maturity T ∗ a potom klesajúca pre vy²²ie hodnoty maturity.

Rovnako bez dôkazu sa toto tvrdenie obvykle uvádza v literatúre, napr. v [29], [17].

Podarilo sa nám v²ak nájs´ odvodenie v knihe Fixed Income Modelling od Clausa

Munka, v ktorom v²ak chýba jeden krok dôkazu. V tejto £asti práce uvedieme dôkaz

aj s dôkazom tvrdenia, ktoré v [24] nebolo uvedené.

Výnosová krivka bezkupónového dlhopisu je daná nasledovne:

R (r, t, T ) =
a (T − t)
T − t

+
b (T − t)
T − t

r,

= R∞ +
b (T − t)
T − t

(
σ2

4κ
b (T − t) + r −R∞

)
,

pri£om sme zaviedli substitúciu

a (T − t) = a (τ) =
κτ − (1− e−κτ )

κ
R∞ +

σ2

4κ3
(
1− e−κτ

)2
,

b (T − t) = b (τ) =
1− e−κτ

κ
.

Zaujíma nás vz´ah medzi výnosom a £asom do maturity, teda funkcia Y (τ) = R(r, t, t+

τ). De�novaním funkcie h (τ) = b(τ)
τ

dostávame

Y (τ) = R∞ + h (τ)

(
σ2

4κ
b (τ) + r −R∞

)
. (51)
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Výraz (51) vieme zderivova´:

Y ′ (τ) = h′ (τ)

(
σ2

4κ
b (τ) + r −R∞

)
+ h (τ) e−κτ

σ2

4κ
,

pri£om sme vyuºili skuto£nos´, ºe b′ (τ) = e−κτ .

De�nujme pomocnú funkciu:

g (τ) = b (τ) +
h (τ) e−κτ

h′ (τ)
. (52)

Teraz vieme prepísa´ Y ′ (τ) nasledovne:

Y ′ (τ) = h′ (τ)

(
r −R∞ +

σ2

4κ
g (τ)

)
. (53)

Najskôr zistime, aký má priebeh funkcia h′ (τ). Derivácia h (τ) vyzerá ako

h′ (τ) =
e−κττ − b (τ)

τ 2
,

£o je záporné, ke¤ e−κτ < b (τ), alebo ekvivalentne, ak 1 + κτ < eκτ . To je splnené

pre v²etky τ > 0. Priebeh funkcie g (τ) sa dá nájs´ �by di�erentiation and tedious

manipulations� , a preto dôkaz nedokon£uje. Nakoniec sa v²ak ukáºe, ºe to vôbec nie je

�také zlé� .

Vyjadrime explicitne funkciu g (τ) z (52):

g (τ) =
1− e−κτ

κ
+
τ (1− e−κτ )
κτ − eκτ + 1

a jej deriváciu:

g′ (τ) =
1− e−κτ

κτ − eκτ + 1
− τ (κ− κeκτ ) (1− e−κτ )

(κτ − eκτ + 1)2
+ e−κτ +

κτe−κτ

κτ − eκτ + 1
.

Aby sme sa vyhli práci so zlomkami, prenásobme g′ (τ) výrazom (κτ − eκτ + 1)2 > 0 a

predpokladajme, ºe g′ (τ) > 0. Dostaneme nerovnicu(
1− e−κτ

)
(κτ − eκτ + 1)− τ (κ− κeκτ )

(
1− e−κτ

)
+ e−κτ (κτ − eκτ + 1)2 + κτe−κτ (κτ − eκτ + 1) > 0.

V²etky zátvorky roznásobíme a jednotlivé £leny nerovnosti premiestnime tak, aby bolo

pred nimi znamienko plus. Dostaneme sa nasledujúcej nerovnosti:

κτ + 2 + κτeκτ + 4κτe−κτ + 2κ2τ 2e−κτ + eκτ + e−κτ >

5κτ + 2 + κτe−κτ + eκτ + e−κτ ,
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z ktorej vieme eliminova´ nieko©ko £lenov:

κτeκτ + 3κτe−κτ + 2κ2τ 2e−κτ > 4κτ.

Ke¤ºe κτ > 0, môºeme nerovnicu týmto £lenom vydeli´:

eκτ + e−κτ (3 + 2κτ) > 4. (54)

Obr. 14: Priebeh funkcie G(τ) pre parameter κ = 0, 05

Na obrázku 14 je priebeh ©avej strany (54) ako funkcie τ pre zvolené hodnoty β > 0.

Analyticky dokáºeme nerovnos´ (54) tak, ºe de�nujeme funkciu

G (τ) = eκτ + e−κτ (3 + 2κτ) ,

a dokáºeme, ºe G (τ) > 4 pre τ > 0. Platí:

G′ (τ) = κeκτ − e−κτ
(
κ+ 2κ2τ

)
,

G′ (0) = 0.

Funkcia G′ (τ) bude kladná pre v²etky τ , ak bude rastúca v τ , £iºe ak G′′ (τ) > 0.

Vypo£ítame druhú deriváciu:

G′′ (τ) = κ2
(
eκτ − e−κτ

)
+ 2κ3τe−κτ .
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Uº treba len ukáza´, ºe eκτ − e−κτ > 0 pre v²etky τ > 0:

eκτ − e−κτ
∣∣∣
τ=0

= 0,

d
dτ

(
eκτ − e−κτ

)
= k

(
eκτ + e−κτ

)
> 0, ∀τ > 0.

Ukázali sme teda, ºe G (τ) je rastúca, z £oho vyplýva, ºe G (τ) > 4 pre τ > 0. Teraz

uº môºeme pokra£ova´ v dôkaze pod©a Munkovej knihy [24].

Vrá´me sa k rovnici (53). Vieme, ºe ©avá zátvorka bude vºdy záporná. Pravú zát-

vorku ovplyv¬uje priebeh funkcie g (τ), o ktorej sme zistili, ºe je rastúca. Vieme vypo-

£íta´ jej limity:

limτ→0g (τ) = −2

κ
a limτ→∞g (τ) =

1

κ
.

Potom môºeme vyvodi´ záver, ºe ak r −R∞ + σ2

4κ2
< 0, výraz v pravej zátvorke v (53)

bude záporný pre v²etky τ . Tým pádom bude Y ′ (τ) > 0 pre v²etky τ a teda výnosová

krivka bude rastúca. Podobne bude plati´, ºe ak r−R∞+ σ2

2κ2
> 0, výnosová krivka bude

klesajúca. Pre zvy²né hodnoty r bude výraz napravo v (53) záporný pre τ ∈ [0, τ ∗) a

kladný pre τ > τ ∗, kde τ ∗ je jednozna£ne dané rovnicou

r −R∞ +
σ2

4κ
g (τ ∗) = 0.

V tomto prípade bude výnosová krivka vypuklá.
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3 Nelson-Siegelov model

Model Nelsona a Siegela z roku 1987 pomocou jedného exponenciálneho výrazu apro-

ximuje £asovú ²truktúru úrokových mier. Výhodou tohto modelu je, ºe odhadovanej

úrokovej miere prisudzuje asymptotické správanie sa pre ve©ké maturity. Pozrime sa,

ako vyzerá predpis pre forwardovú výnosovú krivku. Táto krivka znázor¬uje závis-

los´ forwardových výnosností od doby splatnosti dlhopisu. Nelson a Siegel ju de�nujú

nasledovne:

f (t) = α1 + α2e
−t/β + α3

t

β
e−t/β.

Tomu zodpovedajúca výnosová krivka Nelsona a Siegela [25]

y (t) =

∫ t
0
f (s) ds
t

.

3.1 Výnosové krivky v Nelson-Siegelovom modeli

Model Nelsona a Siegela pre výnosy bezkupónového dlhopisu vyzerá teda nasledovne:

y (t) = α1 + (α2 + α3)
β

t

(
1− e−t/β

)
− α3e

−t/β. (55)

Tento model je teda zaloºený na ²tyroch parametroch. V literatúre sa stretávame

s vlastnos´ami a s opisom vplyvu jednotlivých parametrov na tvar výnosovej krivky.

Vä£²ina zdrojov (napr. [20], [14])sa zhoduje na nasledujúcich, ktoré sa dajú jednoducho

dokáza´:

• α1 + α2 je okamºitá úroková miera, t.j. α1 + α2 = y (0) = f (0).

Priamym dosadením a s vyuºitím l'Hospitalovho pravidla vieme spo£íta´, ºe

limt→0y (t) = limt→0α1 + (α2 + α3) β
1− e−t/β

t
− α3e

−t/β

= limt→0α+ (α2 + α3) e
−t/β − α3e

−t/β = α1 + α2,

podobne aj pre forwardovú krivku, kde sta£í len dosadi´:

limt→0f (t) = limt→0α1 + α2e
−t/β +

α3

β
te−t/β = α1 + α2.
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• α1 predstavuje asymptotickú hodnotu £asovej ²truktúry úrokových mier aj for-

wardových mier, t.j. α1 = y (∞) = f (∞).

V tomto prípade máme:

limt→∞y (t) = limt→∞α1 + (α2 + α3)
β

t

(
1− e−t/β

)
− α3e

−t/β = α1,

limf→∞f (t) = limf→∞α1 + α2e
−t/β + α3

t

β
e−t/β = α1.

• −α2 môºe by´ interpretované ako rozdiel medzi po£iato£nou hodnotou ²truktúry

úrokových mier aj forwardových mier a ich hodnotou v nekone£ne.

• β > 0 je rýchlos´ konvergencie £asovej ²truktúry smerom k asymptotickej hod-

note. Niº²ie hodnoty β �urých©ujú� konvergenciu.

3.2 Konvexnos´ a konkávnos´ výnosovej krivky

V knihe Interest Rate Risk Modeling : The Fixed Income Valuation Course [25] sa v²ak

okrem horeuvedených vlastností stretávame aj s nasledujúcou vlastnos´ou:

• α3 ovplyv¬uje zakrivenie výnosovej krivky. Ke¤ α3 > 0, výnosová krivka dosahuje

maximum, £o ústi do konkávneho tvaru; ke¤ α3 < 0, výnosová krivka smerujúca

do minima vytvára konvexný tvar.

K tomuto tvrdeniu sme v uvedenej knihe [25] nena²li dôkaz. Ilustrované je len obrázkom

(obr. 15). Nie je ani celkom jasné, ako matematicky presne toto tvrdenie sformulova´.

Uvedieme dve moºné interpretácie, pri£om ukáºeme, ºe ani jedna z nich neplatí. Ná-

sledne odvodíme klasi�káciu konvexnosti/konkánosti výnosovej krivky v závislosti od

parametrov.

3.2.1 Interpretácia 1: globálna konvexnos´ a konkávnos´

Tvrdenia �£o ústi do konkávneho tvaru� a �vytvára konvexný tvar� by sa mohli inter-

pretova´ ako konkávnos´, resp. konvexnos´ na celom de�ni£nom obore t > 0.

Na obrázku (obr.16) vidíme, ºe pre zvolené parametre to neplatí (α3 > 0, ale priebeh

je konvexný). V nasledujúcej £asti ukáºeme, ºe to nemôºe plati´ pre ºiadnu kombináciu

parametrov. Budeme uvaºova´ tvrdenie o konvexnosti �ke¤ α3 < 0, výnosová krivka
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Obr. 15: Vplyv parametrov na zmenu tvaru výnosovej krivky [26]

Obr. 16: Konvexný tvar výnosovej krivky pre α3 > 0

smerujúca do minima vytvára konvexný tvar� (tvrdenie o konkávnosti bolo analogické).

Predpokladajme teda, ºe výnosová krivka má po£as celého priebehu konvexný tvar, má

jedno minimum v bode t∗ > 0 a, ako sme uº ukázali, kone£nú limitu pre t → ∞. Pre

t > t∗ je druhá derivácia kladná, y′′ (t) > 0, z £oho vyplýva, ºe prvá derivácia, y′ (t),

je rastúca. Znamená to potom, ºe ke¤ zvolíme t1 = t∗ + 1, tak y′ (t1) > y′ (t∗) = 0.

Ozna£me si D = y′ (t1). Potom pod©a vety o strednej hodnote [16] pre ∀t2 > t1:

y (t2)− y (t1) = y′ (ξ) (t2 − t1) ,

pre nejaké ξ ∈ (t1, t2), ktoré môºe závisie´ od t2. Ke¤ºe y′ (t) je rastúca funkcia, platí,

ºe y′ (ξ) > D. Vieme teda napísa´:

y (t2)− y (t1) = y′ (ξ) (t2 − t1) > D (t2 − t1) .

V²imnime si, ºe y (t2)−y (t1) je ohrani£ené, lebo y (t2) má limitu pre t2 →∞. Na druhej

strane, ak t2 → ∞, aj D (t2 − t1) → ∞, £o zjavne vedie k sporu. Ukázali sme teda,
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ºe ak má výnosová krivka kone£nú limitu pre maturity idúce do nekone£na, nemôºe

ma´ pre v²etky maturity konvexný tvar. Poznamenajme, ºe tento dôkaz je zaloºený na

dôkaze vety (Corollary 7) v diplomovej práci [18], kde sa ve©mi podobným spôsobom,

pomocou vety o strednej hodnote dokazuje správanie ur£itej funkcie v nekone£ne.

3.2.2 Interpretácia 2: existencia lokálneho extrému

Inou interpretáciou tvrdenia �ke¤ α3 > 0, výnosová krivka dosahuje maximum, £o

ústi do konkávneho tvaru� , by mohlo by´ to, ºe výnosová krivka nadobúda lokálne

maximum a v okolí tohto maxima je konkávna, pozri (obr.17).

Obr. 17: Konkávny tvar výnosovej krivky pre α3 > 0

Zvo©me si α3 = 1. Potom výnosová krivka Nelsona a Siegela môºe vyzera´ ako na

obrázkoch 18 a 19.

Obr. 18: α1 = −1, α2 = 3, α3 = 1, β = 1 Obr. 19: α1 = 2, α2 = 2, α3 = 1, β = 5

Gra�cky sa zdá, ºe výnosová krivka je pre v²etky t > 0 klesajúca a konvexná. Doká-

ºeme (pre parametre z obr.18, prípad obr.19 by sa dokazoval rovnako) tieto vlastnosti

analyticky.
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Pozrime sa na derivácie (55):

y′ (t) = (α2 + α3)
e−t/β

t
+ α3

e−t/β

β
− (α2 + α3) β

1− e−t/β

t2
,

ozna£me si

g (t) = (α2 + α3)
(
βt− β2et/β + β2

)
+ α3t

2,

pri£om g (t) má rovnaké znamienko ako y′ (t), ke¤ºe y′ (t) = e−t/β

βt2
g (t). Druhá derivácia

(55):

y′′ (t) = − (α2 + α3)
e−t/β

βt
− 2 (α2 + α3)

e−t/β

t2
− α3

e−t/β

β2
+ 2 (α2 + α3)

β
(
1− e−t/β

)
t3

,

(56)

tieº si ozna£me:

h (t) = (α2 + α3)
(
−βt2 − 2β2t+ 2β3et/β − 2β3

)
− α3t

3,

pri£om h (t) má rovnaké znamienko ako y′′ (t), ke¤ºe y′′ (t) = e−t/β

β2t3
h (t).

Pozrime sa aj analyticky na priebeh výnosovej krivky s parametrami obrázka (obr18).

Monotónnos´ zistíme z prvej derivácie:

g (t) = (α2 + α3)
(
βt− β2et/β + β2

)
+ α3t

2 = 4
(
t− et + 1

)
+ t2,

s vyuºitím aproximácie z Taylorovho rozvoja môºeme pokra£ova´ nasledovne:

g (t) = 4
(
t− et + 1

)
+ t2 < 4

(
t− 1− t− t2

2
+ 1

)
+ t2 = −t2 < 0,

�iºe y′ (t) < 0 a tým pádom y (t) klesá. Konvexnos´ alebo konkávnos´ budeme zis´ova´

z druhej derivácie:

h (t) = (α2 + α3)
(
−βt2 − 2β2t+ 2β3et/β − 2β3

)
− α3t

3

= 4
(
−t2 − 2t+ 2et − 2

)
− t3

> 4

(
−t2 − 2t+ 2 + 2t+ t2 +

t3

3
− 2

)
− t3 =

1

3
t3 > 0.

Opä´ sme pouºili Taylorovu aproximáciu, tentoraz do tretieho rádu, a ukázali sme, ºe

y′′ (t) > 0, £iºe y je konvexná funkcia.
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3.2.3 Klasi�kácia konvexnosti a konkávnosti

Závislos´ konvexnosti alebo konkávnosti (aj ke¤ nie pre v²etky maturity) nebude zjavne

ovplyvnená len jedným parametrom α3. Pozrime sa podrobnej²ie na druhú deriváciu

y′′ (t) a skúsme nájs´ nejaký predpis pre kombináciu parametrov ur£ujúcich konvexnos´

alebo konkávnos´ výnosovej krivky.

Upravme si (56) do nasledujúceho tvaru:

y′′ (t) = (α2 + α3)

[
−e
−t/β

βt
− 2e−t/β

t2
+

2β
(
1− e−t/β

)
t3

]
− α3

e−t/β

β2
.

Funkcia y (t) bude ma´ konkávny tvar, ak y′′ (t) < 0. Má plati´ nerovnos´

(α2 + α3)

[
−e
−t/β

βt
− 2e−t/β

t2
+

2β
(
1− e−t/β

)
t3

]
< α3

e−t/β

β2
,

ktorú pre zjednodu²enie môºeme prenásobi´ kladným výrazom et/β. Dostaneme

(α2 + α3)

[
− 1

βt
− 2

t2
+

2β

t3
et/β − 2β

t3

]
<
α3

β2
. (57)

Analogicky y (t) bude ma´ konvexný tvar, ak y′′ (t) > 0, £o zodpovedá nerovnosti

(α2 + α3)

[
− 1

βt
− 2

t2
+

2β

t3
et/β − 2β

t3

]
>
α3

β2
. (58)

Najskôr dokáºeme pomocné tvrdenie o výraze v hranatej zátvorke v (57) a (58).

Ozna£me si

f (t, β) = − 1

βt
− 2

t2
+

2β

t3
et/β − 2β

t3

a zistime, aké hodnoty nadobúda. Máme teda:

βt3f (t, β) = −t2 − 2βt+ 2β2et/β − 2β2.

Skúsme si ohrani£i´ výraz et/β pomocou nerovnosti získanej z Taylorovho rozvoja:

et/β >

(
1 + t/β +

(t/β)2

2

)
.

Pomocou tejto nerovnosti vieme napísa´

t3

β
f (t, β) > −t2 − 2βt+ 2β2

(
1 +

t

β
+

t2

2β2

)
− 2β2 = 0,

z £oho vyplýva, ºe f (t, β) nadobúda len kladné hodnoty. To navy²e znamená, ºe
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• ak α2+α3 < 0, α3 > 0, tak platí (57) pre kaºdé t, a teda funkcia y (t) je konkávna.

• ak α2+α3 > 0, α3 < 0, tak platí (58) pre kaºdé t, a teda funkcia y (t) je konvexná.

Predpokladajme teraz, ºe α2+α3>0 a α3 > 0. V tom prípade nerovnicu (57) môºeme

prenásobi´ kladným výrazom t3β
α2+α3

a dostaneme

−t2 − 2βt+ 2β2et/β − 2β2 <
α3

β (α2 + α3)
t3. (59)

Pre zjednodu²enie e²te nerovnicu (59) prenásobme 1
β2 a následne budeme môc´ urobi´

substitúciu x = t
β
:

− t
2

β2
− 2

t

β
+ 2et/β − 2 <

α3

β3 (α2 + α3)
t3, (60)

−x2 − 2x+ 2ex − 2 <
α3

α2 + α3

x3. (61)

Vzh©adom na to, ºe v tejto nerovnici vystupuje exponenciálna funkcia, ktorá rastie

rýchlej²ie ako ostatné £leny, nevieme nájs´ takú kombináciu parametrov, ktorá by za-

ru£ovala platnos´ nerovnice pre v²etky kladné £asy t.

Vieme v²ak nájs´ dostato£nú podmienku, pri ktorej bude pre v²etky t plati´ nerov-

nos´ (58). Opä´ s vyuºitím Taylorovho rozvoja aproximujeme

et/β > 1 + t/β +
(t/β)2

2
+

(t/β)3

6
. (62)

Potom (58) sa dá zapísa´ (ke¤ºe α2 + α3 > 0) ako

−
(
t

β

)2

− 2t

β
+ 2et/β − 2 >

α3

β3 (α2 + α3)
t3. (63)

Ak bude plati´

− (t/β)2 − 2t/β + 2

(
1 + t/β +

(t/β)2

2
+

(t/β)3

6

)
− 2 >

α3

α2 + α3

(t/β)3 ,

(t/β)3
(

1

3
− α3

α2 + α3

)
> 0,

t.j.

α2 − 2α3

3 (α2 + α3)
> 0,

α2 − 2α3 > 0,
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tak v¤aka odhadu (62) bude plati´ aj (63). Dokázali sme teda, ºe ak α3 > 0, α2+α3 > 0,

α2 − 2α3 > 0, tak y (t) je konvexná.

Pre α3 > 0 uº zostáva iba prípad, ke¤ α2 + α3 > 0, α2 − 2α3 < 0. Znovu zave¤me

substitúciu x = t/β. Z predchádzajúcich výpo£tov vyplýva, ºe potrebujeme zisti´, kedy

−x2 − 2x+ 2ex − 2 <
α3

α2 + α3

x3, (64)

resp. − x2 − 2x+ 2ex − 2 >
α3

α2 + α3

x3, (65)

pri£om prvá nerovnos´ zodpovedá konkávnosti pre príslu²né hodnoty t a druhá konvex-

nosti. Ekvivalentne môºeme h©ada´ znamienko funkcie

F (x) = ex −
(

1 +
x2

2
+

α3

2 (α2 + α3)
x3
)
, x ≥ 0,

pri£om prvej nerovnosti v (64) zodpovedá F (x) < 0 a druhej F (x) > 0. Platí:

F (x) =

(
1

6
− α3

2 (α2 + α3)

)
x3 +

∞∑
k=4

xk

k!
, (66)

pri£om, vzh©adom na predpoklady α2 + α3 > 0, α2 − 2α3 < 0 je koe�cient pri x3

záporný:

1

6
− α3

2 (α2 + α3)
=

α2 − 2α3

6 (α2 + α3)
< 0.

Z toho vyplýva 1, ºe F (x) < 0 na okolí bodu x = 0. Naopak, z rýchlosti rastu exponen-

ciálnej funkcie vyplýva, ºe F (x) > 0 pre �ve©ké� x. To znamená, ºe existuje také x̃ > 0,

ºe F (x̃) = 0. Dokáºeme teraz, ºe je len jedno. Z toho potom vyplýva, ºe F (x) < 0 pre

x < x̃ a F (x) > 0 pre x > x̃. Pre funkciu y (t) to znamená, ºe pre t < t̃ je konkávna a

pre t > t̃ je konvexná.

Sporom, nech sú dva body x1, x2 > 0 také, ºe F (x1) = F (x2) = 0. Sú£asne máme

F (x0) = 0 pre x0 = 0. Pod©a Rolleho vety [16] potom existuje w1 (medzi x0 a x1) a w2

(medzi x1 a x2) tak, ºe F ′ (w1) = 0, F ′ (w2) = 0. Ak pouºijeme Rolleho vetu e²te raz,

existuje z (medzi w1 a w2) také, ºe F ′′ (z) = 0. Lenºe

F ′′ (z) = ez −
(

1 +
3α3

(α2 + α3)
z

)
= 0

⇒ ez = 1 +
3α3

α2 + α3

z < 1 + z,

1F (0) = F ′ (0) = F ′′ (0) = 0, F ′′′ (x) < 0 na okolí nuly, teda F ′′ (x) ja tam klesajúca, z £oho máme

F ′′ (x) < 0, at¤., aº sa dostaneme k tomu, ºe na okolí nuly je F (x) < 0
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£o je spor, lebo z > 0.

Pozrime sa na priebeh funkcie y (t) za predpokladu, ºe α3 < 0 a α2 + α3 < 0. Aby

bola y (t) konkávna, musí plati´

(α2 + α3)

[
− 1

βt
− 2

t2
+

2β

t3
et/β − 2β

t3

]
<
α3

β2
.

Prenásobením tejto nerovnosti kladným výrazom t3

β
a opätovným pouºitím aproximácie

exponenciálnej funkcie dostaneme:

(α2 + α3)

(
− t

2

β2
− 2

t

β
+ 2 +

t2

β2
+

t3

3β3
− 2

)
<
α3t

3

β3
.

Po úpravách máme

t3

β3

(
α2 − 2α3

3

)
< 0.

Vidíme, ºe ak α2 − 2α3 < 0, tak y (t) bude konkávna funkcia.

Ostáva uº len prípad, ºe α3 < 0, α2 + α3 < 0 a α2 − 2α3 > 0. Podobne ako pri

predchádzajúcej analýze, budeme vychádza´ z nerovníc

(α2 + α3)
(
−x2 − 2x+ 2ex − 2

)
< α3α2 + α3x

3, (67)

resp. (α2 + α3)
(
−x2 − 2x+ 2ex − 2

)
> α3x

3, (68)

kde prvá nerovnica ur£uje podmienky pre konkávnos´ a druhá pre konvexnos´. V po-

rovnaní s predchádzajúcim prípadom, v²ak platí, ºe α2 + α3 < 0, teda ak nerovnice

(67) predelíme týmto výrazom, znamienka nerovnosti sa oto£ia. Pomocná funkcia F (x)

(66) teraz pre F (x) > 0 zna£í konkávnos´ a F (x) < 0 zase konvexnos´. Vy²etríme zna-

mienko koe�cientu pri x3 v (66):(
1

6
− α3

2 (α2 + α3)

)
=

α2 − 2α3

6 (α2 + α3)
< 0,

ke¤ºe £itate© je kladný a menovate© je záporný. Funkcia F (x) je tým pádom v okolí

bodu nula záporná a kvôli rýchlosti rastu exponenciálnej funkcie je pre �ve©ké� x

kladná. Ukázali sme uº, ºe x̂ > 0, pre ktoré platí F (x̂) existuje len jedno. Vieme teda,

ºe pre t < t∗ je y (t) konvexná a pre t > t∗ je y (t) konkávna.

Zhrnutie na²ich výsledkov ilustruje tabu©ka 2 a priebehy výnosovej krivky zodpove-

dajúce jednotlivým prípadom sú na obrázku 20.
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Obr. 20: Priebeh výnosovej krivky pre rôzne parametre α2 a α3

A α3 > 0, α2 + α3 < 0 ∀t konkávnos´

B α3 > 0, α2 + α3 > 0, α2 − 2α3 > 0 ∀t konvexnos´

C α3 > 0, α2 + α3 > 0, α2 − 2α3 < 0 ∀t < t∗ konkávnos´, ∀t > t∗ konvexnos´

D α3 < 0, α2 + α3 < 0 ∀t konvexnos´

E α3 < 0, α2 + α3 < 0, α2 − 2α3 < 0 ∀t konkávnos´

F α3 < 0, α2 + α3 < 0, α2 − 2α3 > 0 ∀t < t∗ konvexnos´, ∀t > t∗ konkávnos´

Tabu©ka 2: Klasi�kácia konvexnosti a konkávnosti
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4 Chooser opcie

�tandardná chooser opcia opráv¬uje jej drºite©a si vo vopred dohodnutom £ase Tc v

budúcnosti zvoli´, £i opcia so splatnos´ou v £ase T je európska call opcia alebo európska

put opcia, ktorej expira£ná cena je E a £as do splatnosti T−Tc. Pouºijeme postup z [17]

a odvodíme cenu tejto opcie pri Black-Scholesových predpokladoch. Výplata chooser

opcie v £ase vo©by je nasledovná:

V (STc , Tc) = max
(
c, c+ Ee−r(T−Tc) − STce−q(T−Tc)

)
= c+ e−q(T−Tc)max

(
0, Ee−(r−q)(T−Tc) − STc

)
.

Tým pádom je vlastne chooser opcia ekvivalentná kombinácii jednej call opcie s expi-

ra£nou cenou E a £asom do expirácie T a e−q(T−Tc) jednotkám put opcie s expira£nou

cenou Ee−(r−q)(T−Tc) a £asom do splatnosti Tc. Toto vyjadrenie hodnoty v £ase Tc je

nezávislé od modelu pre cenu akcie. Pri pouºití konkrétneho modelu môºeme oceni´

túto opciu v £ase t < Tc.

Uvaºujme Black-Scholesov model, oce¬ujúci �nan£ný derivát na základe Black-

Scholesovej parciálnej diferenciálnej rovnice [3]:

∂V

∂t
+

1

2
σ2S2 ∂

2

∂S2
V − rV = 0,

pri£om V (S, t) je cena opcie závislá od £asu a ceny podkladového aktíva, S je cena pod-

kladového aktíva, T je £as expirácie, σ je volatilita, r je bezriziková úroková miera a q

je ro£ná úroková miera pre dividendy. Pre odvodenie Black-Scholesovho modelu sú po-

trebné predpoklady o dokonale elastickom a dokonale likvidnom trhu bez transak£ných

nákladov. V tomto prípade sú známe vz´ahy pre ceny call a put opcií:

V C (S, t) = N (d1)S −N (d2)Ke
−r(T−t)

V P (S, t) = N (−d2)Ke−r(T−t) −N (−d1)S,

pri£om platí [3]:

d1 =
1

σ
√
T − t

[
ln
(
S

K

)
+

(
r +

σ2

2

)
(T − t)

]
,

d2 =
1

σ
√
T − t

[
ln
(
S

K

)
+

(
r − σ2

2

)
(T − t)

]
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a tieº platí, ºe ak je zadaný payo� lineárnou kombináciou call a put opcií, cena tohoto

deruvátu je rovnakou lineárnou kombináciou cien príslu²ných call a put opcií [31]. Preto

je hodnota chooser opcie v £ase t rovná

V (S, 0) =Se−qTN (x)− Ee−rTN
(
x− σ

√
T
)

+ e−q(T−Tc) (69)[
Ee−(r−q)(T−Tc)e−rTcN

(
−y + σ

√
Tc

)
− Se−qTcN (−y)

]
=Se−qTN (x)− Ee−rTN

(
x− σ

√
T
)

+ Ee−rTN
(
−y + σ

√
Tc

)
− Se−qTN (−y) ,

kde S je aktuálna cena akcia a platí [17]:

x =
ln S
E

+
(
r − q + σ2

2

)
T

σ
√
T

, (70)

y =
ln S
E

+ (r − q)T + σ2

2
Tc

σ
√
Tc

. (71)

4.1 Závislos´ ceny chooser opcie od £asu vo©by

V £lánku Exotic Options: A Chooser Option and Its Pricing [22] autorka uvádza prí-

klad:

Majme európsku chooser opciu s maturitou 1 rok. Cena podkladového ak-

tíva je 50 EUR, rizikovo nezávislá úroková miera je 10%, výnos za dividendy

je 5% a volatilita aktíva je 20%. Chooser opcia opráv¬uje vybra´ si v £ase

Tc medzi callom a putom s rovnakou expira£nou cenou E =50 EUR a ma-

turitou 1 rok. S meniacim sa £asom vo©by sa mení aj cena chooser opcie

[22].

K tomuto príkladu potom je uvádzaná tabu©kami s hodnotami Tc a cenou opcie. Tieto

hodnoty sú vyobrazené na nasledujúcom grafe (obr.21).

K obrázku 21 je e²te pripojený komentár, ºe vz´ah medzi týmito dvoma pozorovanými

faktormi (Tc a V (S, 0)) je takmer lineárny.

Ke¤ºe toto tvrdenie nie je nijak podloºené ani bliº²ie ²peci�kované a je zaloºené len na

tomto jednom numerickom príklade, pozrieme sa, ako závisí cena chooser opcie od £asu

vo©by. Pokra£ujme v numerických ukáºkach a ich gra�ckom znázornení. Na obrázku 22

je rovnaká závislos´ znázornená pri dne²nej cene akcie rovnej S = 70 EUR.
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Obr. 21: Gra�cké porovnanie vz´ahu medzi £asom vo©by a cenou akcie, S = 50, r = 0.1,

q = 0.05, σ = 0.2, E = 50 [22]

Obr. 22: Gra�cké porovnanie vz´ahu medzi £asom vo©by a cenou akcie, S = 70, r = 0.1,

q = 0.05, σ = 0.2, E = 50 [22]

Vidíme, ºe tvrdenie o takmer lineárnej závislosti uº neplatí. �o v²ak majú grafy na

obr. 21 a 22 spolo£né, je rastúca závislos´. Tá je z �nan£ného h©adiska logická: £ím

sme bliº²ie k £asu maturity (£ím je Tc vy²²ie), tým presnej²iu informáciu máme o stave

akcie v £ase T . Cena opcie teda rastie, lebo bude jednoduch²ie sa rozhodnú´, £i opciu

uplatni´ ako call alebo put.
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Rastúcos´ ceny chooser opcie ako funkcie Tc teraz dokáºeme analyticky. Budeme

derivova´ (69) pod©a Tc. Vypo£ítajme najskôr £iastkové derivácie:

∂y

∂Tc
=

1
2
σ3
√
Tc −

(
ln S
E

+ (r − q)T + σ2

2
Tc

)
σ

2
√
Tc

σ2Tc

=
σ

4
√
Tc
−

ln S
E

+ (r − q)T

σT
3
2
c

,

pri£om vidíme, ºe ∂x
∂Tc

= 0. Derivácia V potom vyzerá nasledovne:

∂V

∂Tc
=Ee−rTf

(
−y + σ

√
Tc

)[ ln S
E

+ (r − q)T

σT
3
2
c

+
σ

4
√
Tc

]
(72)

− Se−qTf (−y)

[
ln S
E

+ (r − q)T

σT
3
2
c

− σ

4
√
Tc

]
.

Ako funkciu f (t) sme ozna£ili hustotu normovaného normálneho rozdelenia, £iºe f (t) =

1√
2π
e−

t2

2 . Ozna£me si tieº

A = Ee−rTf
(
−y + σ

√
Tc

)
B = Se−qTf (−y) ,

a vypo£ítajme si pomocný vz´ah A−B:

A−B = Ee−rT
1√
2π
e−

(σ
√
Tc−y)2

2 − Se−qT 1√
2π
e−

y2

2

=
1√
2π
e−

y2

2

[
Ee−rT e−

σ2Tc−2σ
√
Tcy

2 − Se−qT
]
.

Teraz dosadíme za y (71) a dostaneme:

A−B =
1√
2π
e−

y2

2

[
Ee−rT

S

E
erT e−qT − Se−qT

]
(73)

=
1√
2π
e−

y2

2

[
Se−qT − Se−qT

]
= 0.

To znamená, ºe:

∂V

∂Tc
=

([
ln S
E

+ (r − q)T

σT
3
2
c

+
σ

4
√
Tc

]
−

[
ln S
E

+ (r − q)T

σT
3
2
c

− σ

4
√
Tc

]
A

)

=
σ

2
√
Tc
Ee−rT

1√
2π
e−

(−y+σ
√
Tc)

2

2 > 0.

Vidíme teda, ºe cena chooser opcie je rastúcou funkciou £asu vo©by Tc. Av²ak, vieme

poveda´, ºe je rastúca v Tc.
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4.2 Závislos´ ceny chooser opcie od expira£nej ceny

�al²ím zaujímavým ukazovate©om pre vý²ku ceny chooser opcie je pod©a £lánku [22]

aj expira£ná cena. Na nasledujúcom grafe (obr.23) prebranom z [22] je zobrazená zá-

vislos´ ceny chooser opcie od vý²ky expira£nej ceny. Na výpo£et boli pouºité rovnaké

parametre ako v podkapitole 4.1.

Obr. 23: Gra�cké porovnanie vz´ahu medzi expira£nou cenou a cenou akcie S = 50, r = 0.1,

q = 0.05, σ = 0.2 [22]

Pre body vyzna£ené na obrázku (E = 20, 30, ..., 90) sú príslu²né ceny uvedené v ta-

bu©ke a je z nich vypo£ítaná korelácia, ktorá vy²la rovná 0, 21. Z tohto sa v²ak spraví

nesprávny záver, ºe závislos´ ceny od £asu vo©by je dôleºitá (vy²la 0,99), kým závislos´

od expira£nej ceny dôleºitá nie je 2 Pritom v²ak práve takáto závislos´, ako je na ob-

rázku 23, je typickým príkladom situácie, v ktorej medzi premennými je silná závislos´,

ale malá, v niektorých prípadoch aj nulová, korelácia.

Túto skuto£nos´ môºme ukáza´ na jednoduchom príklade uvedenom v [8]: Majme

náhodnú premennú X, ktorá nadobúda hodnoty 1 alebo -1 s pravdepodobnos´ou 1
2
.

2 The calculations made in the article showed that the price of the chooser is closely correlated

with the choice time and low correlated with its strike price. So the �rst mentioned factor should be

taken into consideration when making appropriate hedging and investing decisions [22].
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Nech Y = X2, tým pádom budú zjavne závislé, ale nekorelované, ke¤ºe

E [XY ] = E
[
X3
]

= E [X] = 0 a aj E [X]E [Y ] = 0.

Takúto mnoºinu závislých, ale nekorelovaných náhodných premenných vieme vyge-

nerova´ nasledujúcim spôsobom: zvolíme náhodnú premennú X, ktorá je rovnomerne

rozdelená na symetrickom intervale. Nech funkcia f (x) je párna a g (x) nepárna. Potom

Y = f (X) a Z = g (X) budú nekorelované, za predpokladu, ºe nie sú z degenerovaného

rozdelenia a existujú ich prvé a druhé momenty [8]. V literatúre sa k téme kombiná-

cie závislosti a nekorelácie zvy£ajne uvádza ako príklad obrázok, ktorý vyzerá ve©mi

podobne ako obr.23. Takýto nájdeme aj napríklad v [2], pozri obr.24.

Obr. 24: Ukáºka dokonalej nelineárnej závislosti s nulovou koreláciou [2]

Obrázok 23 nás v²ak vedie k my²lienke skúma´ závislos´ ceny chooser opcie od expi-

ra£nej ceny E. Dokáºeme, ºe cena je konvexnou funkciou E a nájdeme expira£nú cenu,

pre ktorú je minimálna. Interpretácia o£akávaného priebehu je opä´ logická. Ke¤ºe

cena chooser opcie je tým vy²²ia, £ím jednoduch²ie je rozhodovanie sa, v tomto prí-

pade platí, ºe £ím vy²²ia expira£ná cena, tým je pravdepodobnej²ie, ºe chooser opciu

úspe²ne uplatníme ako put, naopak, £ím niº²ia expira£ná cena, tým je vä£²ia pravde-

podobnos´, ºe sa chooser opciu oplatí uplatni´ ako call. Na druhej strane, rozhodovanie

sa bude ´aº²ie, ke¤ E bude blízko S.

My skúsime nájs´ minimum funkcie V v závislosti od E. Najskôr vypo£ítame £ias-
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tkové derivácie:

∂x

∂E
= − 1

E

1

σ
√
T
,

∂y

∂E
= − 1

E

1

σ
√
T
.

Derivácia ceny chooser opcie potom vyzerá nasledovne:

∂V

∂E
=Se−qTf (x)

(
− 1

E

1

σ
√
T

)
−

N (x− σ√T)− f
(
x− σ

√
T
)

σ
√
T

 e−rT (74)

+ e−rT

[
N
(
−y + σ

√
Tc

)
+
f
(
−y + σ

√
Tc
)

σ
√
Tc

]
− Se−qTf (−y)

1

E

1

σ
√
Tc
.

Opä´ sme ako f(t) ozna£ili hustotu normovaného normálneho rozdelenia. Výraz (74)

vieme ¤alej upravi´ na tvar:

∂V

∂E
=

(
−e−qT S

E

1

q

)[
f (x)√
T

+
f (−y)√

Tc

]

+
e−rT

σ

f
(
x− σ

√
T
)

√
T

+
f
(
−y + σ

√
Tc
)

√
Tc

 (75)

+ e−rT
[
N
(
−y + σ

√
Tc

)
−N

(
x− σ

√
T
)]
.

�alej sa budeme zaobera´ hlavne prvými dvoma riadkami v (75). V²imnime si, ºe

£leny, v ktorých vystupuje y sa nám od£ítajú, ke¤ºe ide o rovnaký vz´ah ako v prípade

(73). Skúsme zisti´, aký je vz´ah medzi £lenmi obsahujúcimi x. Zave¤me si pomocnú

substitúciu

C = −e−qT S
E

1

q

f (x)√
T
,

D = e−rT
1

q

f
(
x− σ

√
T
)

√
T
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a po£ítajme

C +D =
1√
T

1√
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[
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Z (75) uº ostalo len

∂V

∂E
= e−rT

[
N
(
−y + σ

√
Tc

)
−N

(
x− σ

√
T
)]
. (76)

Ke¤ºe h©adáme extrém funkcie V , poloºíme (76) rovné nule. Sta£í teda vy²etrova´

nasledujúcu rovnos´:

N
(
−y + σ

√
Tc

)
= N

(
x− σ

√
T
)
. (77)

Ke¤ºe k distribu£nej funkcii normálneho rozdelenia existuje inverzná funkcia N−1 (t),

môºeme ju aplikova´ na rovnos´ (77) a dostaneme:

−y + σ
√
Tc = x− σ

√
T .

Dosadíme za x a y:

−ln S
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− (r − q)T + σ2

2
Tc√
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2

)
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√
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. (78)

Z rovnice (78) budeme chcie´ postupne vyjadri´ E, preto ¤alej upravujeme:
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Aplikujeme na (79) exponenciálnu funkciu:

S

E
= e−T (r−q)+

σ2

2

√
Tc
√
T

a h©adaný extrém vyzerá nasledovne:

E∗ = Se−T (r−q)+
σ2

2

√
Tc
√
T .

Dokáºeme e²te, ºe ºe V je konvexná v E a tým pádom nájdený extrém E∗ je minimum.

Zderivujme funkciu V druhýkrát pod©a E. Ke¤ºe prvá derivácia sa dala pekne upravi´,

sta£í nám derivova´ výraz (76). Po£ítajme:
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.

Tento výsledok je zjavne nezáporný, z £oho vyplýva, ºe cena chooser opcie je konvexná

v expira£nej cene a dosahuje minimum pre E∗ = Se−T (r−q)+
σ2

2

√
Tc
√
T . V takom prípade

má chooser opcia hodnotu
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.
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Záver

V tejto práci sme sa venovali vybraným problémom z oblasti �nan£ného modelova-

nia. Zaoberali sme sa známymi modelmi úrokových mier a menej známymi exotickými

opciami typu �chooser options� .

V prvej kapitole sme na základe £lánku M. Io�eho [13] odvodili v literatúre uvádzané

pravdepodobnostné rozdelenie pre Cox-Ingersoll-Rossov proces a zárove¬ sme vyvrátili

tvrdenie z £lánku [13], ktoré uvádza, ºe CIR proces nemá rozdelenie necentrálny chí-

kvadrát.

�al²ou tematikou boli výnosové krivky, konkrétne ich priebeh. Pre Va²í£kov model

sme spracovali preh©ad problematiky a dokon£ili a doplnili dôkaz o tvare výnosovej

krivky.

Výnosovej krivky sa týkala aj kapitola o Nelson-Siegelovom modeli, v ktorej sa skúma

tvar výnosovej krivky v závislosti od parametrov modelu. V literatúre sa uvádza vplyv

na správanie sa krivky v limitných prípadoch, my sme odvodili kompletnú klasi�káciu

prípadov pre konvexnos´/konkávnos´ výnosovej krivky v závislosti od parametrov α2 a

α3; motiváciou bolo nesprávne tvrdenie v knihe [25].

Posledná kapitola pojednáva o problematike chooser opcií, kde sme vychádzali z

£lánku [22] o vplyve £asu vo©by a expira£nej ceny na vý²ku ceny chooser opcie. Záro-

ve¬ sme poukázali na nesprávnos´ tvrdenia o korelácii, ktoré sa v tomto £lánku tieº

vyskytlo.

Táto diplomová práca ponúka preh©ad nieko©kých metód �nan£ného modelovania,

pri£om v kaºdom z prípadov pridáva dôkaz nepodloºeného tvrdenia, alebo vyvracia

nesprávne tvrdenia a modi�kuje ich tak, aby boli správne.

Pomyselným pokra£ovaním tejto práce je konktaktova´ autorov, ktorých £lánkami

sa práca primárne zaoberá, a ponúknu´ im svoju verziu rie²enia problematiky.
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