UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

FINANCNE MODELOVANIE - VYBRANE PROBLEMY

DIPLOMOVA PRACA

2015 Be. Maria MESZAROSOVA



UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

FINANCNE MODELOVANIE - VYBRANE PROBLEMY

étudijny’ program:
Studijny’ odbor:

Skoliace pracovisko:

Vedci prace:

Bratislava 2015

DIPLOMOVA PRACA

Ekonomicka a finan¢na matematika
1114 Aplikovand matematika
Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky

doc. RNDr. Bedta Stehlikova, PhD.

Be. Maria MESZAROSOVA



19638377

Univerzita Komenského v Bratislave
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky

ZADANIE ZAVERECNEJ PRACE

Meno a priezvisko Studenta: Bc. Maria Mészarosova

Studijny program: ekonomicka a finan¢né matematika (Jednoodborové
Studium, magistersky II. st., denna forma)

Studijny odbor: 9.1.9. aplikovana matematika

Typ zaverecnej prace: diplomova

Jazyk zaverefnej prace: slovensky

Sekundarny jazyk: anglicky

Nazov: Finan¢né modelovanie — vybrané problémy

Ciel’:

Veduci:
Katedra:

Financial modelling - selected problems

Vasickov (1977) a Cox-Ingersoll-Rossov model (1985) su jednoduché short
rate modely, pre ktoré je zname explicitné vyjadrenie ceny dlhopisu. Napriek
tomu, Ze ide o dlho zndme modely: V publikacii zo série research and working
papers spolo¢nosti Egar technology sa tvrdi, ze vSeobecne v literatire uvadzané
pravdepodobnostné rozdelenie urokovych mier v CIR modeli (necentralny chi-
kvadrat) je nespravne. V DP sa na tento vypocet pozrieme. Pévodny Vasickov
¢lanok uvadza tvrdenie o priebehu vynosov bez dokazu. Pritom nejde o tvrdenie,
ktoré by bolo okamzite zrejmé. V diplomovej praci toto tvrdenie dokazeme.
Dal3im populdrnym spésobom fitovania vynosovych kriviek je model Nelsona
a Siegela (1987). Pri interpretacii jeho koeficientov v knihe (Nawalkha et al.,
2005) sa uvadza tvrdenie o konvexnosti/konkavnosti vynosovej krivky, ktorého
interpretacia ani spravnost’ nie je jasna. V diplomovej praci sa toto objasni.
Posledna c¢ast’ diplomovej prace sa bude zaoberat opciami typu "chooser
options", pre ktoré je v ¢lanku (Martinkute-Kauline, 2012) uvedenych niekol’ko
poznamok o zavislosti ceny opcie od parametrov. Su vsak ilustrované len
graficky pre zvolené parametre, v diplomovej praci sa budu Studovat’ analyticky.

RNDr. Beata Stehlikova, PhD.
FMFLKAMS - Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky

Vediuci katedry: prof. RNDr. Daniel Sevéovi¢, CSc.
Datum zadania: 29.01.2014

Datum schvalenia: 10.02.2014 prof. RNDr. Daniel Sevéovig, CSc.

garant $tudijného programu

Student

veduci prace



Pod’akovanie Chcela by som sa podakovat doc. RNDr. Beate Stehlikovej, mojej
skolitelke, za neuveritelnu ochotu a za skvelé rady pri pisani tejto prace. Dalej dakujem

Martinovi Hurbanovi za trpezlivost a Marte Mészarosovej sa originalne ilustracie.



Abstrakt

MESZAROSOVA, Maria: Finanéné modelovanie - vybrané problémy [Diplomova pracal,
Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Ka-
tedra aplikovanej matematiky a Statistiky; skolitel: doc. RNDr. Beata Stehlikova, PhD.,
Bratislava, 2015, 57s.

Cielom tejto prace je skumat vybrané problémy z oblasti finanéného modelovania.
Praca sa zaober&d modelmi urokovych mier - Cox-Ingersoll-Rossov, Vasi¢kov a Nelson-
Siegelov model a chooser opciami. V kazdej zo skiimanych oblasti je uvedené doplnenie

bezne dostupnej literatiry, pripadne jej korektira.

Krlucové slova: Cox-Ingersoll-Rossov model, Vasickov model, Nelson-Siegelov model,

vynosové krivka, chooser opcie



Abstract

MESZAROSOVA, Maria: Financial modelling [Master Thesis|, Comenius University in
Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied
Mathematics and Statistics; Supervisor: doc. RNDr. Beédta Stehlikova, PhD., Brati-
slava, 2015, 57p.

Aim of this thesis is to analyse selected problems from the area of financial mo-
delling. It deals with interest rate models - Cox-Ingersoll-Ross model, Vasicek model,
Nelson-Siegel model and chooser options. A completion or a correction of the available

literature is presented in each of the analysed areas.

Keywords: Cox-Ingersoll-Ross model, Va§icek model, Nelson-Siegel model, yield

curve, chooser options
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UvVOD

Uvod

Vyuzitie matematiky vo financiach, konkrétne vo finané¢nom modelovani, robi matema-
tiku zaujimavejSou a atraktivnejSou. Predtym mozno nikomu ni¢ nehovoriace vzorce
ziskavaju zmysel a aplikdciu v redlnom svete a motivuju [udi zaujimajucich sa o fi-
nancie nastudovat si teériu polozend na matematickych zakladoch. Rozmach internetu
sposobil, Ze v dnesnej dobe ma ¢lovek pristup k neuveritelnému mnozstvu informéacii,
finan¢né modelovanie nevynimajuc. Zial, nie vSetky zdroje sa opieraju o davno ove-
rené a spravne matematické metody a nie vSetky zdroje ponikaji kompletna ,,pravdu®.
Najdeme diery v ddkazoch tvrdeni, v horSom pripade ziadne dokazy. V tejto diplomo-
vej praci sa budeme zaoberaf prave takymito problémami, kde pocas doplhania ne-
dokonalych tvrdeni a ich dokazovania alebo opravovania prejdeme mnoZstvom oblasti
matematiky a tedrie financii.

Diplomova praca je rozdelena do Styroch kapitol. V prvej kapitole budeme skiimat
v8eobecne znamy Cox-Ingersoll-Rossov proces a budeme hladat jeho pravdepodob-
nostné rozdelenie. Druhé kapitola sa zaoberd Vasickovym modelom a hlavne odvode-
nim tvaru jeho vynosovej krivky. V tretej kapitole sa pozrieme na Nelson-Siegelov mo-
del a uvedieme klasifikciu pre konvexnost a konkavnost jeho kriviek. Posledné, Stvrta
kapitola, skima exotické opcie, konkrétne chooser opcie a popisuje ich zavislost od

vybranych ukazovatelov.



Pravdepodobnostné rozdelenie CIR procesu

1 Pravdepodobnostné rozdelenie CIR procesu

Vyvoj arokovej miery méa nespochybnitelne nahodny charakter. Obrazok (obr.1) ilus-
truje vyvoj no¢nej medzibankovej tirokovej miery EONIA v obdobi od aprila 2013 po
april 2015 a v obdobi od aprila 2000 po april 2005. Na jej modelovanie je preto vhodnym

nastrojom stochasticky kalkulus.
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Obr. 1: Euro OverNight Index Average 2013-2015 [9]
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Obr. 2: Euro OverNight Index Average 2000-2005 [9]

Dal$ou finan¢nou veli¢inou, o ktorej sa da predpokladat, Ze je nahodna, je volatilita
na finan¢nom trhu, napriklad na trhu s akciami a ich derivatmi. Nizka volatilita zod-
poveda stabilnym obdobiam, kym v nestabilnych je volatilita vysoka. Kvantitativne to

vyjadruje napriklad VIX (pozri obr.3), Chicago Board Options Exchange Market Vo-



Pravdepodobnostné rozdelenie CIR procesu

latility Index, ktory meria implikovanu volatilitu opcii na index S&P500 a tym padom
trhové ocakavania o volatilite na akciovom trhu [5].
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Obr. 3: Priebeh CBOE VolatilityIndex za obdobie 11/2014-04/2015 [5]

1.1 Pravdepodobnostné rozdelenie naAhodného procesu a Fokker-

Planckova rovnica

Definujme najskor zakladné pojmy stochastického kalkulu, s ktorymi budeme pracovat
v tejto kapitole.

Stochasticky proces je systémom nahodnych premennych {X (t),t € 7} definova-
nych na pravdepodobnostnom priestore (£2,.A, P) a indexovanych parametrom ¢, kde
t € 7. Pokial 7 je diskrétna mnozina, stochasticky proces nazyvame diskrétny; v pri-
pade, ze ide o interval, stochasticky proces je spojity. Parameter ¢t zvycajne popisuje
cas.

Brownov pohyb {X (t),t > 0} je stochasticky proces, pricom

1. vSetky prirastky X (¢t + A) — X (¢) maja normalne rozdelenie so strednou hodno-

tou A a varianciou o2A,
2. vSetky trajektorie st spojité v premennej ¢t > 0 s pravdepodobnostou 1

3. pre kazdé delenie tg = 0 < t; <ty < ... < t, st prirastky X (t1) — X (to), X (t2) —
X (t1),...; X (tn) — X (tn—1) nezavislé nahodné premenné s parametrami podla

bodu 1.,

1. X (0)=0

10



Pravdepodobnostné rozdelenie CIR procesu

Obr. 4: Brown a Wiener [23]

Brownov pohyb s parametrami p = 0, 0 = 1 nazyvame Wienerov proces |31].

Nech a(z) : R = R" a b(x) : R* — R™ st meratelné funkcie, W je m-rozmerny

-2
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Obr. 5: Desat realizacii Wienerovho procesu s ¢asovym krokom 1/500

Wienerov proces a X je ndhodna premenné v R", nezavisla od W. Potom stochasticky
0 )

proces X je rieSenim stochastickej diferencidlnej rovnice
dX =a(X)dt+b(X)dW, (1)
X (0) - XO,

11



Pravdepodobnostné rozdelenie CIR procesu

ak je s pravdepodobnostou 1 rovny zodpovedajicemu Itbovmu procesu

X (t) = Xo —i—/o a(X (s))ds+ /Osa(b (s))dWs.v.

Navyse, a nazyvame drift a b je difizia [28]. Dalej budeme pokracovat s jednorozmer-
nymi procesmi, ktorych hodnota v ¢ase 0 je kon$tantna, teda X (0) = xg =konét.
Kumulativna distribuénd funkcia G = G (X,t) = P (X (t) < | X (0) = x0) procesu
X (t), t > 0, ktory spliia stochasticki diferencialnu rovnicu (1) moze byt vypocitana
pomocou funkcie hustoty p = %—f, ktora je rieSenim Fokker-Planckovej rovnice:

op 1 0 0
EZE@ (UQP) _8_x('up)’ (2)

p(x,0) =0 (xr —z0).

Pomocou § (x — xo) sme oznadili tzv. Diracovu deltu funkciu lokalizovanu v bode z

31].

1.2 Charakteristicka funkcia ndhodnej premennej a Fourierova

transformacia
Charakteristickou funkciou ndhodnej premennej X nazyvame funkciu
ox (t) = B,

pricom 72 = —1 a t € R. Jednou z vlastnosti charakteristickej funkcie je aj jednoznad-

nost. Nech X a Y st ndhodné premenné. Potom
d
ox (1) = oy () = X=Y,

¢ize charakteristickd funkcia jednoznacne ur¢uje rozdelenie ndhodnej premennej [11].
Charakteristickd funkciu nahodnej premennej vieme ziskat Fourierovou transforméaciou
funkcie hustoty ndhodnej premennej [27]. Ked7Ze hustota p (¢, y (¢)) ndhodného procesu
y(t) je rieSenim Fokker-Planckovej rovnice (2), aplikaciou Fourierovej transformécie na
(2) ziskame transformovani rovnicu, ktorej rieSenim bude tentokrat charakteristicka
funkcia ndhodného procesu y(t). Nech f(t,w) je charakteristicka funkcia ndhodného
procesu y(t). Ziskat ju vieme nasledovne:

ftw) = /_OO e“Up(t,y)dy = /Oo e "p (ty)dy = F (—w). (3)

[e.e] —0o0

12



Pravdepodobnostné rozdelenie CIR procesu

Pre potreby tejto prace budeme vyuzivat nasledujice vlastnosti Fourierovej transfor-
R . . r - oo i o . . L, .
macie: Nech f (z) je funkcia a f (v) = [, = f(z) e ""*dz jej Fourierova transfomacia.

Potom platia nasledujice vztahy [10]:

Tabul'ka 1: Prevodova tabulka pre Fourierovu transformaciu

1.3 Cox-Ingersoll-Rossov proces

V roku 1985 John C. Cox, Jonathan E. Ingersoll a Stephen A. Ross predstavili tzv. CIR
model popisujtci spravanie sa okamzitej tirokovej miery y(¢) ako rieSenie stochastickej

diferencialnej rovnice [6]

dy(t) =k (n—y (£)) dt + 0:/y (H)dW, (4)
y(0) = wo,

kde 7, 6 a k st konStanty. Rychlost, akou sa tirokova miera prispdsobuje dlhodobému
priemeru 7, je ozna¢end k a volatilitu reprezentuje 6. V tomto modeli sa drift aj vo-
latilita menia s meniacou sa hodnotou okamzitej tirokovej miery. Variancia je imerné
odmocnine aktuélnej arokovej miery, ¢ize narast trokovej miery sposobi narast varian-
cie. Toto zarucuje aj nezdpornost trokovej miery. V ¢ase navrhnutia tohto modelu, ako
aj v nedavnej minulosti nadobtidali irokové miery naozaj také hodnoty, 7Ze moznost
zapornych trokovych mier sa povazovala za nevyhodu modelu. V stc¢asnosti to uz ne-
plati (pozri obr.1 na zaciatku kapitoly). Poznamenajme este, tieZ v savislosti s ivodom
kapitoly a tam uvedenym indexom volatility, ze v tzv. Hestonovom modeli cien akcii

[12] sa druh& mocnina volatility akcie modeluje presne procesom (4).

1.4 Pravdepodobnostné rozdelenie CIR procesu

V literatture sa ku Cox-Ingersoll-Rossovmu procesu uvidza, ze mé rozdelenie necen-

tralny chi kvadrat. Toto tvrdenie ndjdeme napriklad v [4], [34] alebo [21]. Na druhej

13



Pravdepodobnostné rozdelenie CIR procesu

strane ¢lanok spoloc¢nosti Egar Technology uvidza dokaz o tom, ze CIR proces nemé
rozdelenie necentralny chi-kvadrat.

Nasledujtice vypocty budi robené na zaklade ¢lanku Marka Toffeho [13], ktory v fiom
uvadza len ¢iastkové vysledky. NaSim ciefom bude zistit, ¢i sa myli loffe alebo sa-
motni Cox, Ingersoll a Ross, ktori tvrdenie o rozdeleni ,svojho* procesu uvadzaji aj v

povodnom ¢lanku [6].

Obr. 7: Ingersoll

Obr. 8: Ross [23]

1.4.1 Fourierova transformacia

Aplikovanim Fourierovej transformacie, a vyuzitim jej linearity [10], na prava stranu

Fokker-Planckovej rovnice pre CIR proces ziskame:

0 1 0
F =g, k0= y)p)} (V) +5F {8_3/2 (0 yp)} (v). )

Z tabulkovej vlastnosti pre derivaciu [10] a s opatovnym vyuzitim linearity vieme vyraz

(5) upravit na tvar

— ivF [knp — kyp) (v) + % (iv)® F [0%yp] (v) (6)

— vk (0 9] (v) — Flup] (0)) — 200 F [y ().

14



Pravdepodobnostné rozdelenie CIR procesu

Zo vztahu pre nasobok argumentu (dualita s derivaciou (tab.1)) a s vyuzitim definicie
(3) ziskame d'alsimi apravami vyrazu (6):

— iwknF [p] (v) + iQUk—dgv[p} (v) — 10292i—d§1j[p] (v)

of (t,—v) _ 2928f( )

—vknf (t,—v) — vk 50 5 50

Jednoduchymi tpravami sa dostaneme az k tvaru:

iknwf (t,w) — wkafa(z;w) 5 2028f( )
_ofhw) g;’“’) (—wk + %M@?) +ikwnf (t,w) . (7)

Fourierova transforméacia Tavej strany (2) nam dava

ap (t7y) _ > iwyap (t7y) _ 2 > 1wy _ 8f (t7w)
}—[—81% ](U)—/_we T dy—at/_oope dy_—(?t . (8)

Spojenim vztahov (8) a (7) sme ziskali kvéazilinedrnu parcialnu diferencialnu rovnicu

v premennych ¢ a w a k nej zodpovedajicu pociatoéni podmienku:

of 1o 5\ 0f
5 = ikwnf + (—l{:w+ 2@9 w ) N 9)

F0,w) = e,

ktort sme ziskali nasledujicim sposobom:

f(0.0) = / “p (0, ) dy = / £V5 () — o) dy — €Y.

—o0 —o0
1.4.2 RieSenie parcidlnej diferenciilnej rovnice

Ideou riesenia tejto kvazilinieArnej rovnice je konsStrukcia pomocnej liedrnej rovnice,

ktora bude mat tvar

—% - (kw - %2’9%2) gw - zkwnf f 0, (10)
pricom neznamou v tejto funkcii je z (¢, w, f).

Podla Twurdenia 3.2. z [30] plati, ze ak z(t,w, f) je hladkym rieSenim (10) a f je
hladka funkcia, a zaroven plati, Ze z(t,w, f(t,w)) je konstantné pre kazdé t € RT,
weRa az 7 # 0 pre kazdé t € R, w € R, potom f je rieSenim rovnice (9) na RT x R.

Dalej, podla Tvrdenia 3.1. [30] je funkcia z rieSenim rovnice (10) prave vtedy, ked je

15



Pravdepodobnostné rozdelenie CIR procesu

funkcia z konstantnéd na kazdej charakteristike, ¢ize na kazdom rieSeni charakteristic-

kého systému.

Charakteristickym systémom rovnice (10) je:

1
w = —wk + éiw292

t=-1

f = —ikonf

Najskor pomocou prvych dvoch rovnic ziskame vztah pre prvy integral:

. 1
f. = wk — —iw?6?
t 2

w .
=1.

w (k — %i@%})

Po zintegrovani racionalnej funkcie na lavej strane ziskame:

w
th —In |————| =
M E = $16%w b
kde c¢; € R. Prvy integradl ma teda tvar
=tk —In|————|. 11
P . 162w (1)

Teraz sa pozrieme na prva a tretiu rovnicu charakteristického systému, ich podiel nam

dava:

_ k— %i@%}

tknf
1k

k — %2«9%}

~ | ~. .| &

Po zintegrovani tejto rovnice dostavame druhy integrél

2k 1
q= e—jln (1 + §C1i02€kt> - f = Ca. (12)

Pre zjednodusSenie ozna¢me:
a=—" (13)

B== (14)
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Integraly (11) a (12) su konstantné na charakteristikach, po pouziti substitucie (13)

ich vieme esSte viac zjednodusit

p =tk — +1Ink =tk —In

L w W
1 — 2ifw 1 — 2ifw
_ L - 1. -
qg=Ink ™ +1In (1—§zﬁw> —Inf =1In (l—ézﬁw) — Inf,

kedZe k je konStantné.

VSeobecné rieSenie parcidlnej diferencidlnej rovnice v teda je

Atw, f) = (tk —h—— I (1 - lz’ﬁw) o lnf> : (15)
1-— Sipw 2

kde ® je Tubovolna hladka funkcia dvoch premennych.
Podla spominaného Twrdenia 3.2 [30], ak polozime vSeobecné rieSenie pomocne;
rovnice (15) rovné konStante, napr. nule, potom ziskané f bude hladanym riegenim

rovnice (9). Funkciu @ ur¢ime z podmienky f (0,w) = e*¥. Dosadenim ¢ = 0 do (15)

1-1 1.\"°
) <ln—ﬁ In <1 — —iﬁw) — iwy()) =0.
w 2

Hladame takd funkciu @, pre ktora bude platit, ze @ (p, q) = 0. Mame:

dostaneme

el = eln(l*éiﬁ“)ia%”yo — ¢~ wyo (1 — —Zﬁw) ) (16)
Teraz z eP vyjadrime w:
P Sifw
w )
1
Ww=—". 17

Z (16) a (17) dostavame:

0—et—e 75 (1-Lip— 1 )
2 er+ 5if

Z toho vidime, ze hladana funkcia ®(p, q) je

_ iyo o
o —et e e (1oL .
(p,q) = e —e ( 66“ zﬂ)

17



Pravdepodobnostné rozdelenie CIR procesu

Po dosadeni tejto funkcie & do v§obecného rieSenia (15) pomocnej rovnice (10) si vieme
vyjadrit explicitné riegenie parcidlnej diferencidlnej rovnice (9):
iyge d

1. - ﬁ %Zﬂe*kt @
f )= (1 N 52Bw) er ) (1 T LB (1 —ekty ) (18)

2

Mozeme si vSimnut, Ze toto rieSenie (18) je totozné s rieSenim z ¢lanku M. Ioffeho [13].
Kedze neskor budeme pracovat s f (¢,0), prenasobme zlomky vo funkcii (18) §pecidlnou
jednotkou v tvare £. Dostéavame:

1 —Q iyowe_kt : l —kt a
f(t,w) = <1 - 5@&0) AR CECED <1 gtwe )> . (19)

1—2ifw (1 — e H

1.4.3 Vypocet momentov

Napriek tomu, Ze vypocet momentov nie je nutny na zistenie pravdepodobnostného
rozdelenia CIR procesu, pozrieme sa na tento postup. Hodnota momentov ndm napovie,
¢i nami ziskané riesenia st zhodné so strednou hodnotou a disperziou uvadzanou v
povodnom ¢lanku autorov Cox, Ingersoll a Ross [6].

Funkeia f (t,w) (19) je charakteristickou funkciou rozdelenia trokovej miery y ().
Momenty nahodnej premennej y (¢) vieme néajst pouzitim vzorca [11]:

B (o) = (i Ll

a teda vieme ziskat stredni hodnotu a varianciu y(t). Vypo¢et momentov nam znacne

(20)

w=0

zjednodusi pocitanie s logaritmom charakteristickej funkcie:

1. iyowekt LiBwet* “
Inf (¢ =—aln|1—-= In(1-— 2 .
nf(tw) o ( 22&0) * 1—2ifw (1 —e) i Tifw (et —1) + 1
(21)
Derivéciou tejto rovnice (21) podla w ziskame:
1 Of(tw) 1. —tk otk
= — 1— :
) ow 22046 ( e ) + iype
Vsimnime si, ze f (¢,0) = 1. Potom
Of (t,w) 1 —tk —tk
E(y):—za—wwzoziaﬁ(l—et)+yoet. (22)

Varianciu budeme pocitat taktiez pomocou logaritmu charakteristickej funkcie (21).

Ozna¢me si navyse

iyowe

11— Lipw (1 —e k)’

Alt,w)
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Derivacia (21) potom vyzera ako

1 of (t,w) siaf 0A (t,w) 1 saf
ft,w) Ow 1—%iﬁw+ Ow ( yo—%A(t,w)ﬁ)'

(23)

Derivovanim (23) sa vieme dopracovat ku vztahu

1 SO tw)  (0f (tw) 2
f(t,w)? <f<t’ ) Ow? < w ))

 Lap? _(aA(t,w))2 Lap? +82A(t,w) (1_ lap )
g’ N %) (g gAe)p)” O vo—3A w8

Podme sa pozriet ako vyzeraju derivacie A (t,w). Pre zjednodusSenie zavedme substi-

tuciu
a(t) = iyoe ",

b(t) = %iﬁ (1—e"),

kde a (t) a b (t) uz nezavisia od w. Derivéicie pre w = 0 potom vyzeraju nasledovne:

A
8 (t7 w) — a (t) . —a (t) ,
Ow  lw=0 (1 —=b(t)w)”lw=0
2A(t 2a (t) b (t
Oow w=0 (1 —b (t) Q_)) w=0
Vsimnime si eSte, Ze A(t,w)’ L= 0. Potom po pouZiti vzorca (20) a dosadeni do
znameho vzorca pre vypocet variancie [11],
Var (X)=E (X?) - BE(X)?, (24)
Tahko spocitame, Ze
1 1la
Var (y (t) = 08 (1= e7") + 403 (1 - §y—f) e (1—e). (25)

Vypocet momentov z charakteristickej funkcie sme pouzivali sledujic ¢lanok M. loffeho
[13]. Existuje v8ak aj iny sposob ako sa dopracovat k strednej hodnote ndhodného

procesu y(t), a to aplikovanim strednej hodnoty na celd rovnicu pre CIR proces (4) [1]:

dy(t) = k(n —y @) dt + 0+/y (H)dW,  [E[] (26)
dE[y(t)] =k (n — Ely (1)]) dt + 0. (27)
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V rovnici (27) sme vyuzili, Ze stredna hodnota prirastku Brownovho pohybu je nulova.

Téato rovnica (27) je oby¢ajnou diferencidlnou rovnicou, s pociato¢nou podmienkou

Ey(0)] = o,

ktorej rieSenie ndm déava rovnaky vysledok ako v pripade vypoctu z charakteristickej

funkcie, teda:

Elyt)] =yoe ™ +n(1—e™).

Podobne by sme sa vedeli prepracovat aj k variancii procesu y(t), ktort by sme znova
ratali pouzitim vzorca (24) a rieSenim stochastickej diferencialnej rovnice.
Pracujme teda so vztahom (4), pricom nasim cielom bude vypocitat E(y?). Za pomoci

Itoovej lemy dostaneme pre x = y? stochasticka diferencidlnu rovnicu:
da = [(2kn + 6%) y — 2ky?] dt + [2y60/y] dW,. (28)

Na rovnicu (28) aplikujeme stredna hodnotu, vyuzijeme vlastnost nulovej strednej hod-

noty prirastku Wienerovho procesu a dostaneme
dE (z) = (2kn + 6*) E (y) dt — 2kE (z) dt.
Stredni hodnotu E (y) sme uz vypodéitali, dosadime za fiu teda (22). Pre zjednodusenie

notécie pouzime substiticiu E (z) = z. Méame:

% = —2kz + (2kn + 6%) (yoe ™ + 1 (1 —e™)). (29)

Rovnica (29) je linearnou diferencialnou rovnicou prvého radu s nekonstantnou neho-
mogenitou, ktora vieme vyrieSit metodou varidcie konStant. Dopracujeme sa tym k
rovnakému vysledku ako (25).

1.4.4 Rozdelenie necentralny chi-kvadrat

Ak Y; st navzajom nezavislé norméalne rozdelené nahodné premenné s nulovou strednou

hodnotou a disperziou rovnou 1, potom
k
=y
i=1
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Obr. 9: Hustota chi-kvadrat rozdelenia pre 6 aZ 10 stupfiov volnosti

méa x? rozdelenie s k stupiiami volnosti.

Necentrdlny chi kvadrat [32] je pravdepodobnostné rozdelenie sumy n §tvorcov neza-
vislych normalne rozdelenych ndhodnych premennych so strednou hodnotou p a varian-
ciou 1. ZovSeobecnenim tejto definicie je definovanie rozdelenia necentralny chi-kvadrat
pomocou charakteristickej funkcie, kde mozeme uvazovat n € R.

Charakteristickou funkciou necentralneho chi-kvadratu je nasledujica funkcia:
(2N

¢ (w,n,\) = (1 — 2iw) 2 eoi o,

kde A\ = nu® je parameter necentrality.

Pre nasobok plati:

" ix
@ (aw,n, ) = (1 — 2iaw)” 2 ewa)~T-2i, (30)

Podla ¢lanku [6] mé& nasobok nasho procesu (4) rozdelenie necentralny chi-kvadrét,

konkrétne:
2¢y (t) ~ x* [2q + 2, 2u] (31)

pricom v naSom oznaceni mame:

2k
= ———
62 (1 — ekt)’
u = cyoe ™,
2k
q= i/ 1.

92
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Obr. 10: Hustota necentralneho chi-kvadrat rozdelenia pre 6 az 10 stupiiov volnosti, para-

meter necentrality=3

Parameter 2q + 2 oznacuje pocet stupiiov volnosti a 2u je parameter necentrality.

V ¢lanku [6] Cox, Ingersoll a Ross tvrdia, ze nasobok nasho y (¢) méa necentralny chi
kvadrat rozdelenie s uvedenymi parametrami (31). V praxi to znamena, ze ak je to
pravda, musime byt schopni najst také hodnoty parametrov k,n,0,y0 v rovnici (18),
ze po ich dosadeni ziskame rovnicu (30), ktora zavisi len od troch parametrov: \a,n.

Porovnanim rovnic (18) a (30) ziskame dvojice

iyge—Ft

B e = (32)
1 - _%fﬂ;ikt_ )
o 1—55(1—5 kt) . _n
7 = (1 — 2iwa)”% | (33)
1 — 3ifw

z ktorych si vieme vyjadrit vztahy pre parametre A\,a,n. Po ich vyjadreni a naslednom
dosadeni do (30) by sme mali dostat rovnicu (18), ktora sme ziskali Fourierovou trans-
orméaciou Fokker-Planckovej rovnice pre CIR proces.

Najskor sa pozrime, ¢o vieme dostat z (32). Porovnanim exponentov a metédou porov-

navania koeficientov sa prepracujeme k vyjadreniam pre A a a.

I6; (1 — e‘kt) _ ik (1 — e‘kt)

= 34
¢ 1 4k (34)
—kt 4 —kt 4k —kt
a B(l—e k) 62(1—e k)
Z (33) hned vidime, Ze mozeme zvolit o = % a potom prevratenim zakladu na Tavej
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strane rovnice a jeho porovnanim s pravou stranou sa dostaneme ku vztahu:

1-— %iﬁw B 1 — 2iwa

wl—Lig Wl —Lig+ Ligeht’

(36)

Mark Toffe v ¢élanku [13] tvrdi, Ze su dva dovody, pre¢o CIR process nemé rozdelenie
necentralny chi kvadrit. Prvym z nich je, Ze vo v8eobecnosti, ¢ize pre kt # oo, nie je
mo7né najst parametre, ktoré by spliiali (18) aj (30). Ak by sme teraz pouZili nespravnu
metodu porovnania Citatela s ¢itatelom a menovatela s menovatelom, dostali by sme,

7e a =

S

¢o by pre nas skor ziskany vztah pre a (34) platilo len v pripade, 7e kt = oo.
Korektnymi upravami zlomkov v (36) vsak dostavame ten isty vysledok pre a, ako sme
ziskali porovnévanim exponentov v (32).

Pre charakteristické funkcie plati vlastnost ¢x (at) = @ux (t). Cize, ak s = at, tak
ox (8) = pax (i) Ak teda zndmu charakteristickt funkciu pre necentralny chi-kvadrat
budeme pocitat ako ¢ (f, n, )\), dostaneme sa k tomu istému vysledku ako (18).

Druhym dévodom, preco je podla M. loffeho necentralny chi-kvadrat nespravne
rozdelenie, je nesthlasiace grafické a numerické porovnanie distribu¢nych funkcii ne-
centralneho chi-kvadratu a distribu¢nej funkcie prislichajiicej hustote (18). Na vypocet
neznamej distribuc¢nej funkcie pouziva numericky vzorec, do ktorého dosidza nesprav-
nym sposobom vypocitané parametre necentralneho chi-kvadratu. Toto tym padom vy-
usti do hypotézy, ze numericky odhad distribuc¢nej funkcie necentralneho chi-kvadratu

a numericky odhad distribuc¢nej funkcie CIR-procesu st rozne.
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2 Vasickov model tirokovych mier

V tejto kapitole sa budeme najskor zaoberat Ornstein-Uhlenbeckovym procesom, ktory
tvori zéklad Vasi¢kovho modelu. Z derivatov trokovej miery sa budeme venovat dl-
hopisu a jeho ocenovaniu, odvodime vzorec vynosovej krivky pre Vasickov model a

nakoniec definujeme jej priebeh.

2.1 Ornstein-Uhlenbeckov proces

Jednym zo stochastickych procesov, ktoré maji Siroké vyuzitie v teérii modelov dro-
kovych mier, je aj takzvany Ornstein-Uhlenbeckov proces y = y (), ktory je rieSenim

nasledujicej stochastickej diferencidlnej rovnice:

dy (t) = [¢ — wy (t)] dt + AW (1) (37)

Parametre ¢, § a x su konStantné, pricom zaroven plati, ze x > 0. Alternativnym

zapisom (37) moze byt
dy (t) = 5[0 —y ()] dt + BAW () (39)

kde sme pouzili jednoduchi substitticiu 6 = £ [19].

Ornstein-Uhlenbeckov proces je znamy svojou vlastnostou mean-reversion, ¢o v jeho
pripade znamené, ze drift je kladny, ked y () < 6 a zaporny, ked y (t) > 6. Proces je
tym padom stale pritahovany smerom k rovnovaznej hodnote 6. Stochasticky ¢len v (38)
v8ak moze zapricinit vzdalovanie sa y (t) od 6. Parameter x ur¢uje mieru priblizovania
sa procesu k rovnovaznej polohe a je ¢asto oznacovany ako mean-reversion parameter
alebo sila pritahovania k rovnovaznej hodnote [19].

O tom, Ze 0 je skuto¢ne rovnovaznou hodnotou, sa vieme I'ahko presved¢it pomocou

vypoctu limity strednej hodnoty (38). Pre stredni hodnotu Ey (¢) plati

4B (y (1)) = E (dy (£)) = k[0 — E (y (1))] dt + E (34W (£)) = 5[0 — E (y (1)) dt,
pricom sme vyuzili fakt, ze E (5dW (t)) = 0. RieSenie nasledujtcej diferenciilnej rov-
nice je zrejmé:
—EW®) =r[0-E(y®)], (39)

E(y(t) =0+[E(y(0) —0le™ (40)
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Ako vidime, z (40) je potom zjavné, 7Ze lim; ,Ey (t) = 6.

Oldrich Vagicek, ¢esky matematik, v roku 1977 vo svojom c¢lanku An equilibrium
characterization of the term structure [33] navrhol pouzit Ornstein-Uhlenbeckov proces
na modelovanie irokovej miery. Predpoklada teda, ze kratkodobé trokova miera sleduje

Ornstein-Uhlenbeckov proces:
dy (t) = k[0 —y (t)]dt + SdW (t).

Vagickov model patri medzi historicky prvé a najjednoduchsie modely vyvoja okam-
7itej urokovej miery. Ak je urokova miera blizka nule, volatilita je stale konStantna a
proces sa preto moze s nenulovou pravdepodobnostou dostat aj do zapornych hodnot.
Na obréazku (11) mozeme vidiet simulacie s parametrami x = 0.1, 5 = 0.015, § = 0.05,

kde okamzita tirokovi miera zachadza aj do zapornych hodnot.

Simuldcia Vasic¢kovych tirokovych mier

0.08

rovnovaZzna miera: theta = 0.05

0.04
|

rt
0.02
1

0.00
|

-0.02

0.0 02 04 06 0.8 1.0

Obr. 11: Trajektorie short-ratu

2.2 Derivaty trokovej miery a ocenovanie dlhopisu

Derivat je finan¢ny kontrakt, ktorého vynosy st odvodené zo spravania sa nejakého

aktiva (dlhopis, akcia), arokovej miery, menového kurzu alebo indexu - vo v§eobecnosti
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podkladového aktiva.

My sa budeme zaoberat ocenovanim derivatov urokovej miery. Medzi tie najjedno-
duchsie patria derivaty typu swap, floor, cap, dlhopisy a opcie na dlhopisy. Pri analyze
tychto derivatov je potrebné zohladnit nielen samostatné podkladové aktivum (v na-
Som pripade trokovi mieru), ale aj celi vynosovi krivku opisujicu ¢asovi Struktiru
irokovych mier pre jednotlivé dizky doby splatnosti. Vyplata (pay-off) derivatov uro-
kovej miery je zavisla od hodnoty okamzitej tirokovej miery a od doby do splatnosti
nami uvazovanych derivatov.

Bezkuponovym dlhopisom budeme nazyvat kontrakt na zaklade ktorého nam v stano-
venom case T bude vyplatena stanovena c¢iastka X. Predstavuje jeden zo zakladnych
kontraktov naviazanych na podkladovy proces - okamziti trokovi mieru. Dlhopis je
dohodou zaplatit urcita ¢iastku oproti prislubu obdrzania vy$sej ¢iastky v budicnosti.
Cas maturity (splatnosti) dlhopisu oznacujeme T, cena dlhopisu P (¢,T") je funkciou
okamzitého Casu t a doby splatnosti 7. Cenami dlhopisov je urc¢end Casova Struktira

arokovych mier R (¢,7), ktora je definovana vztahom
P(t,T) = e MDE0, (41)

pricom P (t,T') je cena dlhopisu a R (t,T) je urokova miera dlhopisu v dne$ny den ¢ a
so splatnostou v ¢ase expiracie T'. Zo vztahu (41) vieme R (¢,T) vyjadrit nasledujicim
sposobom:

WP (tT)

R{t,T) = -

Okam?ita arokova miera r; v ¢ase t je potom trokova miera R (¢,7T) s okamzitou splat-

nostou 1" = t, teda
Ty = R (t, t) .

KedZe podkladovym aktivom bezkuponového dlhopisu je urokova miera, budeme pri
odvodzovani parcidlnej diferencidlnej rovnice pre jeho cenu vychadzat z nasledujtceho

vztahu:
dr = p(t,r)dt + o (t,r)dw,

ktory opisuje vyvoj okamzitej tirokovej miery pomocou jednofaktorového modelu. Cena

dlhopisu zavisi od aktualneho ¢asu ¢, ¢asu expiracie T" a od hodnoty okamzitej urokove]
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miery r, t.j. P = P(r,t,T). Neskor sa ukaze, ze cena dlhopisu zavisi len od ¢asu
ostavajiceho do expiracie, ¢ize 7 =T — t. Z Itoovej lemy dostavame

oP oP o?0°P oP
P: —_— —_— —_—
d (at +M8r+232r>dt+08rdw

=g (t,r)dt+op(t,r)dw,

kde pp (t,r) je drift a op (t,7) je volatilita ceny dlhopisu.
Zostavme portfolio z dlhopisov s dvoma maturitami, pricom budeme mat jeden dlhopis

s maturitou 77 a A dlhopisov s maturitou 75. Hodnota m portfélia je
7=P(r,t,Ty)+ AP (r,t,T3). (42)
Zmena hodnoty portfolia d= je dané ako

dr = dP (r,t,T1) + AP (r,t, Ty) (43)

= ([LB (T,t,Tl) -+ A[LB (T,t, Tg)) dt -+ (UB (T,t,Tl) + AO’B (’l“,t, Tg)) dw. (44)

Vhodnou volbou pomeru medzi po¢tami dlhopisov A,

OB (T7 t7 Tl)

A\ =
OB <T7 tu T2> ’

(45)

vieme eliminovat ndhodnu ¢ast v (43) a dostaneme bezrizikové portfolio, ktoré ma len
deterministicki cast

OB (7’, t7 Tl)

dm = (MB (r7taT1) - o (T t TZ)

UB (T, t, Tg)) dt.

Aby sme vylacili moznost arbitraze, vynos tohto portfélia sa musi rovnat okamzitej
bezrizikovej tirokovej miere, t.j. dm = rmdt, konkrétne

OB (Ta 7(;7 TI)

t,15) = rm.
o (7’, t7T2) up (7’, ) 2) rm

UB (7”, t? Tl) -

Po dosadeni za 7 z (42) a (45) dostavame

OB (T, ta Tl)
OB (T7 ta TQ)

OB ('I", ta Tl)

UB (T,t,Tg) =T (P (T,t,Tl) — m

UB (Ta t7T1) - P (T7t7 T2)) )

Z ¢oho vyplyva rovnost

pp (rit,Ty) —rP(r,t,Tv)  pup(r,t,To) —rP(r,t,Ts)

0B (rataTl> OB <T7t7T2)
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KedZe maturity 77 a T5 boli [ubovolné, tento vyraz nemoze zavisiet od maturity dl-
hopisu, t.j. existuje takd funkcia A (r,t), Ze je splnené identita

pp (r,t, T) —rP(r,t,T)
OB (7’, tv T)

A(r,t) = (46)

pre Tubovolni maturitu T. Funkcia A (r,t) sa nazyva trhova cena rizika, pretoze vy-
jadruje o¢akavany narast vynosu dlhopisu na jednotku rizika.
Dosadenim pp a op do (46) dostavame parcidlnu diferencialnu rovnicu pre cenu dlho-

pisu P (r,t,T):

oP oP o2 (r,t) 0°P
E‘*’(M(T,t)—)\(T’,t)O'(T,t))W—F 9 W—TP—O

Hodnota dlhopisu v okamihu splatnosti je rovna jednotke bez ohladu na aktualnu
hodnotu okamzitej tirokovej miery. Funkcia P (r,T,T) teda musi spliiaf terminalovi

podmienku [31]

P(r,T,T) =1 pre kazdé r > 0.

2.3 Vynosova krivka pre VasSickov model

Vagicek [33| opisuje okamziti trokovii mieru prostrednictvom

jednofaktorového modelu
dy (t) = k[0 —y (t)]dt + SdW (t).

Cenu dlhopisu budeme hladat ako funkciu okamzitej arokovej
miery r a ¢asu 7, ktory zostava do splatnosti, t.j. 7 =T — t.

Funkcia P (r,7) potom splha parcidlnu diferencialnu rovnicu

) oP  o?0*P
—E—F(K(G—T)—)\U)W—i—?m—rpfo (47)

so zatiato¢nou podmienkou P (r,0) = 1 pre kazdé r > 0. Pre

konstantni trhovii cenu rizika A budeme rieSenie hladat v tvare

P(r,r)=A(r)e B0, Obr. 12: Oldfich Vagi-
Cek [23]
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pri¢om funkcie A,B budi spliaf zac¢iato¢né podmienky A (0) = 1 a B (0) = 0. Derivécie

vystupujiice v rovnici vyzeraju nasledovne:

oP /- :
T =€ (A — ABT) y
oP B

W = —BAG y

82]7 2 —Br

W = B A€ .

Po dosadeni derivécii do parcidlnej diferencidlnej rovnice (47) dostavame
— (d-aBr) + %232,4— (k(0—1) — A\o) AB — 1A =0,
Zdruziac ¢leny obsahujice r a neobsahujice r mame
<—A + %2,432 — (k0 — \o) AB) +7rA (B + KB — 1) = 0.

Aby bola tato rovnost splnend pre vSetky r, obe zatvorky musia byt identicky nulové,

teda:

2
A+ %AB? — (k0 — Ao) AB = 0,
B+kB—-1=0.

Oby¢ajna diferencialna rovnica pre B je linearna a preto jej rieSenie spliajice zadia-

toént podmienku B(0) = 0 je mozné najst v tvare

1 — e—nt

B(r)=—

Ked pozname funkciu B, vieme vypocitat A. Integrovanim rovnice pre A dostavame

InA 2
lnA:/d . /%BZ—(HLQ—)\U) Bdr.

ar
Dosadenim funkcie B (7), vypo¢itanim integralu a vyuzitim podmienky A (0) = 1
dostaneme

InA(r) = [l (1—e™) T‘| R — 0—2 (1 671'”)2,
K 453
kde
2
Re=0— %’ - % (48)
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Ak pouZzijeme zapis R (r,t,t + 7) pre Casovi Struktiru trokovych mier v ase ¢ so
splatnostou v ¢ase t+7, pricom okamzita irokova miera je r, tak potom sa R (r,t,t + 7)

pre Vasickov model d& vyjadrit ako

InP
Rirtttr)=—2P®7) (49)
T
1 — e hT 0.2 (1 - e—m’)2 1 — e KT
=(1-—— )R+ — 50
( KT ) * 4k3 T + KT " (50)

Tvary vynosovej krivky

0.0980
|

0.0985
|

yield[1:50,]

0.0980
|

0.0975
1

T T T T T T
0 10 20 30 40 50

maturity[1:50]

Obr. 13: Rozne tvary vynosovej krivky pre Vagickov model pri roznych hodnotach r

2.4 Priebeh vynosovej krivky vo Vasickovom modeli

Na obrazku (obr.13) vidime, Ze vynosové krivky maja spolo¢nt limitu. To je vlastnost,
ktora sa Standardne v literattire uvadza |7], [15] a da sa jednoducho overit vypoctom
limity vyrazu (50) pre 7 — oo:

1 — e KT by 2 2 1 — —kT\2 1 — "7
hmHooR(r,t,HT):(l__@)(9__0'_0_>+0_( e >Jr e

KT 4kK3 T KT

kedze vidime, Ze

1 —e F7 1 — e KT 2
lim, . (—6> —0  atier lim.. (g) —0.

RT T

Toto stucasne vysvetluje obvyklé znacenie R, pre konStantu (48).

Takisto vieme vypocitat limitu pre 7 — 0, ktora by sa logicky mala rovnat okamzitej
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urokovej miere r. Takto to naozaj vyjde, ako vidno z nasledujicich vypoctov:

1 _ e—HT L.H. K;e_HT

lim, o ———— L lim, g
RT

1— —KRT2
Q LA lim,_,o2 (1 — e”‘”) ke "T =0

: —KT
= lim,_,pe =1,

limT*}O
T

a po dosadeni mame:
lim, oR(r,t,t+7)=r.

Vagicek vo svojom ¢lanku [33] uvadza tvar vynosovych kriviek svojho modelu, av-
Sak bez dokazu. Tvrdi, Ze vynosova krivka bezkuponového dlhopisu bude mat jeden z
nasledujicich troch moznych priebehov v zavislosti od parametrov modelu a aktuélnej
okamzitej tirokovej miery:

2 e 7 . . ’
e ak 7 < Ry — 7=, vynosova krivka je rastuca;

e akr > R + %, vynosové krivka je klesajica

e pre ostatné hodnoty r je vynosova krivka vypukla (angl. humped), t.j. rastica v

T az do maturity 7™ a potom klesajica pre vyssie hodnoty maturity.

Rovnako bez dokazu sa toto tvrdenie obvykle uvadza v literature, napr. v [29], [17].
Podarilo sa nam vSak najst odvodenie v knihe Fized Income Modelling od Clausa
Munka, v ktorom vSak chyba jeden krok dokazu. V tejto Casti prace uvedieme dokaz
aj s dokazom tvrdenia, ktoré v [24] nebolo uvedené.

Vynosova krivka bezkupénového dlhopisu je dani nasledovne:

a(T—t) b(T—1t)

T) =
R (r7 t? ) T _ t T o t TJ
b(T —t) (o*
—Roo‘i_ﬁ (Eb(T—t)—i‘T—Roo),
pricom sme zaviedli substiticiu
KT — (1 —e™"7) o? e\ 2
CL(T_t):a(T): K Roo_f—m(l_e ) )
1 — e 7
b(T—t)=b(r) = ———
K

Zaujima nas vztah medzi vynosom a ¢asom do maturity, teda funkcia Y (7) = R(r,t,t+

7). Definovanim funkcie h (1) = @ dostéavame

Y (1) = Roo + h (1) (%b(ﬂ +r— ROO) . (51)
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Vyraz (51) vieme zderivovat:

o? o?
Y' (1) =h (1) (ﬂb (1) +7r— Roo) + h(1) e_’”ﬂ,
pricom sme vyuzili skutoénost, ze b (1) = e 7.

Definujme pomocntu funkciu:

Teraz vieme prepisat Y’/ (7) nasledovne:

Y' (1) =1 (1) (r — Ry + %g (7’)) . (53)

Najskor zistime, aky ma priebeh funkcia b’ (7). Derivacia h (7) vyzera ako

e " —b(7)
2 )

h' (1) =

-
¢o je zaporné, ked e "7 < b (1), alebo ekvivalentne, ak 1 + k7 < €"". To je splnené
pre vietky 7 > 0. Priebeh funkcie ¢ (7) sa da najst , by differentiation and tedious
manipulations®, a preto dokaz nedokoncuje. Nakoniec sa vSak ukaze, ze to vobec nie je
ytaké zlé*.

Vyjadrime explicitne funkciu g (7) z (52):

9(7) = K KT —efT 41
a jej derivaciu:
1—e™"" T(k—ke™) (1 —e " KTe T
) e (e |
KT — e 41 (kT — e + 1) KT — e + 1

Aby sme sa vyhli praci so zlomkami, prenasobme ¢ () vyrazom (k7 — e +1)* > 0 a

predpokladajme, Ze ¢’ (1) > 0. Dostaneme nerovnicu

(1—e™) (k7 = +1) =7 (5 — k") (1 —e7"7)

+ e (kT — e + 1)’ + kTe ™ (kT — e +1) > 0.

Vsetky zatvorky roznasobime a jednotlivé ¢leny nerovnosti premiestnime tak, aby bolo

pred nimi znamienko plus. Dostaneme sa nasledujtcej nerovnosti:

KT + 2 4+ k1e™ + dkme ™ + 262727 4+ e 4 " >

ST + 2+ kTe T + €T 47",
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z ktorej vieme eliminovat niekol'ko ¢lenov:
KTe™ + 3kTe " + 26272 > AkT.
Kedze kT > 0, mozeme nerovnicu tymto ¢lenom vydelit:

e +e " (34 2kT) > 4. (54)

tau

Obr. 14: Priebeh funkcie G(7) pre parameter k = 0,05

Na obrazku 14 je priebeh lavej strany (54) ako funkcie 7 pre zvolené hodnoty 5 > 0.

Analyticky dokadzeme nerovnost (54) tak, 7ze definujeme funkciu

G(r)=¢€"+e " (34 2kT),

a dokdzeme, ze G (1) > 4 pre 7 > 0. Plati:

G' (1) = ke™ — e (k4 2K77)

G’ (0) = 0.

Funkcia G’ (1) bude kladné pre vSetky 7, ak bude rastica v 7, ¢ize ak G” (1) > 0.

Vypocitame druht derivaciu:

G" (1) =K (" — ™) + 2k°Te ™.
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Uz treba len ukazat, ze e"” — e™"" > 0 pre vSetky 7 > 0:

— (e’” — e"”) =k (e’W + e_’”) >0, Vr>D0.

Ukézali sme teda, ze G (7) je rastica, z ¢oho vyplyva, ze G (1) > 4 pre 7 > 0. Teraz

uz mozeme pokratovat v dokaze podla Munkovej knihy [24].

Vratme sa k rovnici (53). Vieme, ze lava zatvorka bude vzdy zéporna. Prava zat-
vorku ovplyviiuje priebeh funkcie g (7), o ktorej sme zistili, Ze je rastiica. Vieme vypo-
¢itat jej limity:

lim, 09 (1) = — alim, g (1) = -
Potom mozeme vyvodit zaver, ze ak r — Ry + % < 0, vyraz v pravej zatvorke v (53)
bude zaporny pre vietky 7. Tym padom bude Y’ (7) > 0 pre vSetky 7 a teda vynosova
krivka bude rastiica. Podobne bude platit, ze ak T—Roo+% > 0, vynosova krivka bude
klesajuca. Pre zvy$né hodnoty r bude vyraz napravo v (53) zaporny pre 7 € [0,7%) a
kladny pre 7 > 7%, kde 7* je jednoznac¢ne dané rovnicou
o2

— Ry,
T +4/€

g(t*)=0.

V tomto pripade bude vynosova krivka vypukla.
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3 Nelson-Siegelov model

Model Nelsona a Siegela z roku 1987 pomocou jedného exponencialneho vyrazu apro-
ximuje casova Strukturu drokovych mier. Vyhodou tohto modelu je, ze odhadovane;j
urokovej miere prisudzuje asymptotické spravanie sa pre velké maturity. Pozrime sa,
ako vyzera predpis pre forwardovi vynosovi krivku. Této krivka znazoriuje zavis-
lost forwardovych vynosnosti od doby splatnosti dlhopisu. Nelson a Siegel ju definuju

nasledovne:

t
ft) =01+ a4 asge_t/ﬁ-

Tomu zodpovedajica vynosova krivka Nelsona a Siegela [25]

y(t) = fo 7 (9)ds fis)ds‘

3.1 Vynosové krivky v Nelson-Siegelovom modeli

Model Nelsona a Siegela pre vynosy bezkupénového dlhopisu vyzera teda nasledovne:
y(t) = a1+ (a2 + a3) g (1—e?) —aze™?. (55)

Tento model je teda zalozeny na Styroch parametroch. V literatire sa stretavame
s vlastnostami a s opisom vplyvu jednotlivych parametrov na tvar vynosovej krivky.
Védsina zdrojov (napr. [20], [14])sa zhoduje na nasledujucich, ktoré sa daju jednoducho

dokézat:

e oy + i je okamzita urokova miera, t.j. ay + s =y (0) = £ (0).
Priamym dosadenim a s vyuzitim I’Hospitalovho pravidla vieme spocitat, ze

1—e 8

—t/8
— age
; 3

limy oy (t) = im0 + (a2 + a3) B

= limy o0y (2 + a3) e P — aze”P = oy + a2,
podobne aj pre forwardova krivku, kde sta¢i len dosadit:

limy_of (t) = limy_00q + age P 4 %t@t/ﬁ =y + as.
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e «; predstavuje asymptotickii hodnotu ¢asovej Struktiry trokovych mier aj for-
wardovych mier, t.j. oy =y (00) = f (00).
V tomto pripade méame:

limy ooy () = limy ooy + (o + i3) g (1- e’t/ﬁ) — aze P = q,

t
limys oo f () = limy ooy + aoe P 4 az—e P = .

e —a, mobze byt interpretované ako rozdiel medzi pociato¢nou hodnotou Struktiary

urokovych mier aj forwardovych mier a ich hodnotou v nekonecne.

e 3 > 0 je rychlost konvergencie ¢asovej §truktiry smerom k asymptotickej hod-

note. Nizgie hodnoty (8 ,,urychluju* konvergenciu.

3.2 Konvexnost a konkavnost vynosovej krivky

V knihe Interest Rate Risk Modeling : The Fized Income Valuation Course [25] sa vSak

okrem horeuvedenych vlastnosti stretavame aj s nasledujicou vlastnostou:

e «3 ovplyviiuje zakrivenie vynosovej krivky. Ked as > 0, vynosova krivka dosahuje
maximum, ¢o asti do konkavneho tvaru; ked a3z < 0, vynosova krivka smerujica

do minima vytvara konvexny tvar.

K tomuto tvrdeniu sme v uvedenej knihe 25| nenasli dokaz. Ilustrované je len obrazkom
(obr. 15). Nie je ani celkom jasné, ako matematicky presne toto tvrdenie sformulovat.
Uvedieme dve mozné interpretacie, pricom ukéZzeme, Ze ani jedna z nich neplati. N&-
sledne odvodime klasifikdciu konvexnosti/konkanosti vynosovej krivky v zévislosti od

parametrov.

3.2.1 Interpretacia 1: globalna konvexnost a konkavnost

Tvrdenia ,,¢o tsti do konkédvneho tvaru® a ,,vytvara konvexny tvar® by sa mohli inter-
pretovat ako konkavnost, resp. konvexnost na celom defini¢nom obore t > 0.

Na obrazku (obr.16) vidime, Ze pre zvolené parametre to neplati (ag > 0, ale priebeh
je konvexny). V nasledujuicej ¢asti ukaZeme, Ze to nemoze platit pre ziadnu kombinéciu

parametrov. Budeme uvazovat tvrdenie o konvexnosti ,ked as < 0, vynosova krivka
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Time 1 malurily

Obr. 15: Vplyv parametrov na zmenu tvaru vynosovej krivky [26]

a1=5, a2=20, a3=5, b=5

Obr. 16: Konvexny tvar vynosovej krivky pre az > 0

smerujica do minima vytvara konvexny tvar® (tvrdenie o konkévnosti bolo analogické).
Predpokladajme teda, ze vynosova krivka mé pocas celého priebehu konvexny tvar, ma
jedno minimum v bode t* > 0 a, ako sme uz ukazali, kone¢na limitu pre ¢ — oco. Pre
t > t* je druha derivacia kladna, y” (t) > 0, z ¢oho vyplyva, Ze prva derivacia, y' (t),
je rastuca. Znamené to potom, ze ked zvolime t; = t* + 1, tak ¢/ (1) > ¢/ (t*) = 0.

Oznac¢me si D = 4/ (t1). Potom podla vety o strednej hodnote [16] pre Viy > t;:

y(ta) —y (t1) =y (&) (t2 — 1),

pre nejaké & € (1, ta), ktoré moze zavisiet od to. Kedze 3/ (¢) je rastica funkcia, plati,

ze y' (§) > D. Vieme teda napisat:

y(t2) —y(t) =y (§) (ta —t1) > D (ta — t).

Vsimnime si, ze y (t2) —y (t1) je ohranic¢ené, lebo y (t3) méa limitu pre ¢t — co. Na druhej

strane, ak tos — 00, aj D (t; —t1) — o0, ¢o zjavne vedie k sporu. Ukazali sme teda,
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ze ak ma vynosova krivka konec¢nu limitu pre maturity idice do nekonecna, nemoze
mat pre vSetky maturity konvexny tvar. Poznamenajme, Ze tento dokaz je zalozeny na
dokaze vety (Corollary 7) v diplomovej praci [18], kde sa velmi podobnym sposobom,

pomocou vety o strednej hodnote dokazuje spravanie urcitej funkcie v nekonecne.

3.2.2 Interpretacia 2: existencia lokalneho extrému

Inou interpretaciou tvrdenia ,ked «s > 0, vynosova krivka dosahuje maximum, ¢o
usti do konkavneho tvaru“, by mohlo byt to, Ze vynosova krivka nadobuda lokalne

maximum a v okoli tohto maxima je konkévna, pozri (obr.17).

a1=5, a2=5, a3=10, b=5

Obr. 17: Konkavny tvar vynosovej krivky pre az > 0

Zvolme si a3 = 1. Potom vynosova krivka Nelsona a Siegela moze vyzerat ako na

obrazkoch 18 a 19.

a1=-1,a2=3,a3=1,b=1 a1=2, a2=2, a3=1, b=5

0.0 05

-05
25

-10

Obr. 18: a1 = —-1l,as =3,a3=1,8=1 Obr. 19: a1 =2,a0 =2, a3=1,=5
Graficky sa zda, ze vynosova krivka je pre vSetky ¢t > 0 klesajtca a konvexna. Doka-

zeme (pre parametre z obr.18, pripad obr.19 by sa dokazoval rovnako) tieto vlastnosti

analyticky.
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Pozrime sa na derivacie (55):

e_t/ﬁ e_t/ﬁ 1 — e_t/ﬁ
: + a3 3 —(a2+a3)ﬂt—2,

Y (t) = (a2 + a3)
oznacme si

g(t) = (a2 + ag) (Bt — B%"P + B°) + ast’,

pricom ¢ (t) ma rovnaké znamienko ako ' (t), kedze ' () = G;Qﬁg (t). Druh4 derivacia
(55):
e~ t/B e~ t/B e—t/8 B(1—et/8
y' (1) = = (a2 + as) Bt —2(az + a3) 2 — Q3 i + 2 (g + a3) —( e )7

(56)

tieZ si oznac¢me:

h(t) = (o2 + a3) (—Bt* — 28% + 26%"7 — 28%) — ast?,

pricom h (t) mé rovnaké znamienko ako y” (t), kedze y” (t) = < ’h (t).

B2t3

Pozrime sa aj analyticky na priebeh vynosovej krivky s parametrami obrazka (obr18).

Monoténnost zistime z prvej derivacie:
g(t) = (a2 +a3) (Bt — B2’ + 8°) +ast® =4 (t — ' +1) + 12,

s vyuzitim aproximécie z Taylorovho rozvoja mozeme pokracovat nasledovne:

t2
g(t):4(t—€t+1)+t2<4(t—1—t—§+1)+t2:—t2<0,

Cize i/ (t) < 0 a tym padom y (¢) klesa. Konvexnost alebo konkévnost budeme zistovat

z druhej derivacie:

h(t) = (ag + ag) (—ﬁt2 —23%t 4 233%e!/8 — 253) — ast?

=4 (-t —2t+2¢"—2) = t°

t3 1
>4(—t2—2t+2+2t+t2+§—2) —t3:§t3>0.

Opét sme pouzili Taylorovu aproximéciu, tentoraz do tretieho radu, a ukazali sme, ze

y" (t) > 0, ¢ize y je konvexna funkcia.
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3.2.3 Klasifikacia konvexnosti a konkadvnosti

Zavislost konvexnosti alebo konkavnosti (aj ked nie pre vetky maturity) nebude zjavne
ovplyvnena len jednym parametrom «s. Pozrime sa podrobnejSie na druht derivaciu
y" (t) a skisme najst nejaky predpis pre kombinaciu parametrov ur¢ujicich konvexnost
alebo konkavnost vynosovej krivky.

Upravme si (56) do nasledujticeho tvaru:

e t/B 2e=t/B 23 (1 —eB o—t/B
2 28 ( 7.

y” (t) = (042 + Oég) ﬁt 2 3 BQ ’

Funkcia y (t) bude mat konkavny tvar, ak y” (£) < 0. Ma platit nerovnost

e—t/B 9et/B 28 (1 —et/B —t/B
— + b ( ) < 0436

(a2 + 043) 5t 2 3 ﬁ2 !

ktora pre zjednodugenie mozeme prenasobit kladnym vyrazom e/?. Dostaneme

(OéQ"‘Oég) |:—i - z + %et/ﬂ — %:|

a3
Bt 2 3 ol e (57)

B
Analogicky y (t) bude mat konvexny tvar, ak y” (t) > 0, ¢o zodpoveda nerovnosti

_i_z_{_%et/ﬂ_% >%
ﬁt 2 3 3 ﬁZ'

Najskor dokdzeme pomocné tvrdenie o vyraze v hranatej zatvorke v (57) a (58).

(a2 + as) { (58)

Oznaéme si

_ 12 28 2P
f(tvﬁ)_ Bt t2+ t3e t3

a zistime, aké hodnoty nadobtida. Mame teda:

BEf (t,B) = —t* — 2t 4 2%t/ — 23,

Skiisme si ohrani¢it vyraz e//® pomocou nerovnosti ziskanej z Taylorovho rozvoja:

et/ > <1 +t/6+ <t/26)2> .

Pomocou tejto nerovnosti vieme napisat
t3f(tﬁ)> t2 25t+252(1+t+ tQ) 26% =0
CAO B 2p? ’

z ¢oho vyplyva, ze f (t,3) nadobuda len kladné hodnoty. To navySe znamena, ze
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e ak ax+az <0, ag > 0, tak plati (57) pre kazdé ¢, a teda funkcia y (¢) je konkavna.
e ak axt+az >0, ag < 0, tak plati (58) pre kazdé t, a teda funkcia y (¢) je konvexnaé.

Predpokladajme teraz, ze ap+a3>0a a3 > 0. V tom pripade nerovnicu (57) mozeme

prenasobit kladnym vyrazom a;ii - a dostaneme
—t? = 2Bt +28%P — 287 < ————¢3, 59
pt+2p s Blon + ) (59)

Pre zjednodusenie eSte nerovnicu (59) prendsobme % a nasledne budeme moct urobit

substiticiu z = L

B
B ol L oets o < . R— (60)
pgrB 3? (a2 + as)
a2 242" — 2 < —2 g, (61)
Qg + a3

VzhIadom na to, Ze v tejto nerovnici vystupuje exponencialna funkcia, ktord rastie
rychlejsie ako ostatné ¢leny, nevieme najst takt kombinaciu parametrov, ktora by za-

rucovala platnost nerovnice pre v8etky kladné casy t.

Vieme vSak najst dostatoéni podmienku, pri ktorej bude pre vSetky t platit nerov-

nost (58). Opét s vyuzitim Taylorovho rozvoja aproximujeme

e > 14+t/8+ (t/f)z + (t/g)g. (62)

Potom (58) sa da zapisat (kedze ay + az > 0) ako

_ (3) B Y P S B} (63)
B A Bs (a2 + as)

Ak bude platit

—(t/B)* —2t/B +2 (1+t/5+ (‘ﬁ/Qﬂ)2 N (t/§)3) L,

> t/8)*,
—%(1/p)
1 a3
t/8)° (= — >0
w8 (3- 2] >0,
t.j.
062—2063 >0,
3 (g + as)
gy — 2a3 > 0,
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tak vd'aka odhadu (62) bude platit aj (63). Dokazali sme teda, ze ak az > 0, ag+az > 0,
as — 2a > 0, tak y (t) je konvexna.
Pre a3 > 0 uZ zostéava iba pripad, ked as + az > 0, as — 2a3 < 0. Znovu zavedme

substituciu x = t/f. Z predchadzajicich vypoctov vyplyva, Ze potrebujeme zistit, kedy

2?2 27— 2 < — 2 s (64)
Qg + a3

resp. — a2 — 2r + 2" — 2 > s 73 (65)
o + Qg3

pricom prva nerovnost zodpoveda konkavnosti pre prislusné hodnoty ¢ a druhé konvex-
nosti. Ekvivalentne mozeme hladat znamienko funkcie

F(z)=¢" <1+x2+ s 3) >0
x)=¢e" — — 2], x>0,
2 2(0&24—063)

pri¢om prvej nerovnosti v (64) zodpoveda F' (x) < 0 a druhej F' (z) > 0. Plati:

1 Q3 3 =Tk
F(z) = (6—m>x +;H’ (66)

pricom, vzhladom na predpoklady s + az > 0, ay — 2a3 < 0 je koeficient pri 23
zaporny:

1 (6% . Oé2—20é3 <0
6 2(&2+C¥3) - 6(&2+O&3) '

Z toho vyplyva !, ze F' (x) < 0 na okoli bodu x = 0. Naopak, z rychlosti rastu exponen-
cialnej funkcie vyplyva, ze F' (z) > 0 pre ,velké* x. To znamena, Ze existuje také z > 0,
ze F' () = 0. Dokazeme teraz, Ze je len jedno. Z toho potom vyplyva, ze F' () < 0 pre
v <ialF(x)>0prexz> 7. Pre funkciu y (t) to znamena, 7e pre t <t je konkévna a
pre t >t je konvexna.

Sporom, nech su dva body z1, 22 > 0 také, ze F (x1) = F (x2) = 0. St¢asne mame
F (x9) = 0 pre o = 0. Podl'a Rolleho vety [16] potom existuje w; (medzi zo a 1) a wy
(medzi z1 a x5) tak, ze F' (wy) = 0, F' (wy) = 0. Ak pouzijeme Rolleho vetu este raz,
existuje z (medzi wy a we) také, ze F” (z) = 0. Lenze

F'(2) = e — (1+&)z> ~0

(062 -+ Qa3
30[3
Q9 + Q3

= =1+ Z<1+27

LF(0) = F'(0) = F” (0) = 0, F"" (x) < 0 na okoli nuly, teda F" (x) ja tam klesajtica, z ¢oho mame

F" (z) <0, atd., az sa dostaneme k tomu, Ze na okoli nuly je F' (z) <0
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¢o je spor, lebo z > 0.
Pozrime sa na priebeh funkcie y (t) za predpokladu, ze a3 < 0 a ay + a3 < 0. Aby

bola y (t) konkavna, musi platit

(CYQ"‘Oég) |:—E—t—2+t—3€ _t_3 <@.
Prenasobenim tejto nerovnosti kladnym vyrazom % a opatovnym pouzitim aproximacie

exponencialnej funkcie dostaneme:

12 t 12 3 ast3
(042—|—043) (—§—23+2+§+3—ﬁ?’—2) <F.

Po tapraviach mame

2 (s — 203
— | —— ) <0O0.
B ( 3 )

Vidime, Ze ak as — 2a3 < 0, tak y (t) bude konkavna funkcia.
Ostava uz len pripad, 7ze a3 < 0, as + a3 < 0 a as — 2a3 > 0. Podobne ako pri

predchadzajucej analyze, budeme vychadzat z nerovnic

(g + ai3) (—x2 —2x + 2e” — 2) < azay + asz?, (67)

resp. (qo + ag) (—2* — 20 4 2" — 2) > asa®, (68)

kde prva nerovnica urcuje podmienky pre konkadvnost a druha pre konvexnost. V po-
rovnani s predchadzajucim pripadom, vsak plati, Ze as + ag < 0, teda ak nerovnice
(67) predelime tymto vyrazom, znamienka nerovnosti sa oto¢ia. Pomocné funkcia F' (x)
(66) teraz pre F' (z) > 0 znad¢i konkévnost a F' (z) < 0 zase konvexnost. VySetrime zna-

mienko koeficientu pri 23 v (66):

1 o3 a9 — 203
(6 a 2(a2+a3)> - 6 (g + a3) <0,
ked7e ¢itatel je kladny a menovatel je zaporny. Funkcia F' (x) je tym padom v okoli
bodu nula zaporna a kvoli rychlosti rastu exponencialnej funkcie je pre ,velké“ x
kladna. Ukéazali sme uz, ze & > 0, pre ktoré plati F'(Z) existuje len jedno. Vieme teda,
ze pre t < t* je y (t) konvexna a pre ¢t > t* je y (t) konkavna.
Zhrnutie nagich vysledkov ilustruje tabulka 2 a priebehy vynosovej krivky zodpove-

dajice jednotlivym pripadom st na obrazku 20.
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a1=5, a2=-20, a3=5, b=5

a1=5, a2=20, a3=5, b=5

a1=5, a2=5, a3=10, b=5

a1=5, a2=20, a3=-10, b=5

a1=5, a2=-20, a3=-10, b=5

a1=5, a2=-2, a3=-100, b=5

Obr. 20: Priebeh vynosovej krivky pre rozne parametre as a as

A a3>0, as+a3<0 Vit konkavnost
B a3>0, as+a3>0, ay—2a3>0 Vit konvexnost
C a3>0, as+a3>0, a;—2a3<0 Vt<t* konkdvnost, Vt>t* konvexnost
D a3<0, ay+a3<0 Vit konvexnost
E a3<0, as4+a3<0, ay—2a3<0 Vit konkévnost
F oa3<0, as+a3<0, as—2a3>0 Vt<t* konvexnost, Vt>t* konkdvnost

Tabul'ka 2: Klasifikicia konvexnosti a konkavnosti
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4 Chooser opcie

Standardna chooser opcia opraviuje jej drzitela si vo vopred dohodnutom ¢ase T, v
budicnosti zvolit, ¢i opcia so splatnostou v ¢ase T' je eurdpska call opcia alebo eurépska
put opcia, ktorej expiracné cena je F a ¢as do splatnosti T'— T,.. PouZijeme postup z [17]
a odvodime cenu tejto opcie pri Black-Scholesovych predpokladoch. Vyplata chooser

opcie v ¢ase vol'by je nasledovna:

V (ST67 Tc) = max (67 c—+ Ee_T(T_TC) — STCe_q(T_TC)>

=c+ e 1T T max (O, Ee (r—a(T=Te) _ STC) )

Tym padom je vlastne chooser opcia ekvivalentni kombinacii jednej call opcie s expi-

7q(T7Tc

racnou cenou E a ¢asom do expiracie T  a e ) jednotkam put opcie s expiracnou

T=Te) 3 ¢asom do splatnosti 7,. Toto vyjadrenie hodnoty v ¢ase 7. je

cenou Ee~ (=)
nezavislé od modelu pre cenu akcie. Pri pouziti konkrétneho modelu mézeme ocenit
tuto opciu v case t < T..

Uvazujme Black-Scholesov model, ocenujuci finanény derivat na zaklade Black-

Scholesovej parcidlnej diferencialnej rovnice [3]:

ool ., ., 0 B
E+§05wv—’f’v-0,

pricom V' (S, t) je cena opcie zavisla od ¢asu a ceny podkladového aktiva, S je cena pod-
kladového aktiva, T" je Cas expiracie, o je volatilita, r je bezrizikova tirokova miera a ¢
je ro¢na trokova miera pre dividendy. Pre odvodenie Black-Scholesovho modelu st po-
trebné predpoklady o dokonale elastickom a dokonale likvidnom trhu bez transakénych

nakladov. V tomto pripade st zname vztahy pre ceny call a put opcii:

VE(S,t) =N (dy)S — N (dy) Ke T~
VP (S, t) = N (—dy) Ke "D — N (—d,) S,

pricom plati [3]:
e () (D) ],
= () < (- 5) )
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a tiez plati, Ze ak je zadany payoff linedrnou kombinaciou call a put opcii, cena tohoto
deruvatu je rovnakou linearnou kombinaciou cien prislusnych call a put opcif [31]. Preto
je hodnota chooser opcie v ¢ase t rovna
V(S,0) =Se "N (z) — Ee”"'N (g; —~ a\/T) + e T Te) (69)
[Ee_(T_Q)(T_TC)e_TTCN (—y + 0@) — Se” N (—y)
=Se "N (z) — EeT"'N (x - U\/T)
—I—Ee_”TN< y—l—a\/—> Se” ™' N (—y),
kde S je aktuédlna cena akcia a plati [17]:
ns + (r—q+"§)T
ovT ’

:ln%—k(r—q)T—i-éTc

ov/T.

xr =

4.1 Zavislost ceny chooser opcie od ¢asu vol'by

V ¢élanku Ezotic Options: A Chooser Option and Its Pricing [22] autorka uvadza pri-
klad:

Majme eurépsku chooser opciu s maturitou 1 rok. Cena podkladového ak-
tiva je 50 EUR, rizikovo nezéavisla arokova miera je 10%, vynos za dividendy
je 5% a volatilita aktiva je 20%. Chooser opcia opraviuje vybrat si v ¢ase
T. medzi callom a putom s rovnakou expira¢nou cenou £ =50 EUR a ma-
turitou 1 rok. S meniacim sa ¢asom volby sa meni aj cena chooser opcie

22].

K tomuto prikladu potom je uvadzana tabulkami s hodnotami 7T, a cenou opcie. Tieto
hodnoty st vyobrazené na nasledujticom grafe (obr.21).

K obrazku 21 je eSte pripojeny komentéar, ze vztah medzi tymito dvoma pozorovanymi
faktormi (7. a V' (5,0)) je takmer linearny.

KedZe toto tvrdenie nie je nijak podlozené ani bliz8ie §pecifikované a je zaloZené len na
tomto jednom numerickom priklade, pozrieme sa, ako zavisi cena chooser opcie od ¢asu
volby. Pokrac¢ujme v numerickych ukézkach a ich grafickom znézorneni. Na obrazku 22

je rovnaké zavislost zndzornena pri dnesnej cene akcie rovnej S = 70 EUR.
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8.00
7.00
6.00
5.00

4.00
—4—Value of a
3.00 simple

2.00 chooser
1.00

0.00
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25

Time to choice (in years)

Value of a simple chooser

Obr. 21: Grafické porovnanie vztahu medzi ¢asom volby a cenou akcie, S = 50, r = 0.1,

q=0.05,0=02, E =50 [22]

price
I I I I I

2146 2148 2150 2152 2154 2158

Obr. 22: Grafické porovnanie vztahu medzi ¢asom volby a cenou akcie, S = 70, r = 0.1,

q=0.05,0=02 E =50 [22]

Vidime, Ze tvrdenie o takmer linedrnej zavislosti uz neplati. Co viak maju grafy na
obr. 21 a 22 spolotné, je rastica zavislost. T4 je z financ¢ného hladiska logicka: ¢im
sme blizsie k ¢asu maturity (¢im je T, vy$Sie), tym presnejsiu informéciu mame o stave
akcie v case T'. Cena opcie teda rastie, lebo bude jednoduchsie sa rozhodnift, ¢i opciu

uplatnit ako call alebo put.
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Rasticost ceny chooser opcie ako funkcie T, teraz dokdZeme analyticky. Budeme
derivovat (69) podla T.. Vypocitajme najskor ¢iastkové derivacie:
oy 13T, — (ln +(r—q)T+% TC>2W
8Tc o?T,
o _ln%—i—(r—q)T
4y/T. 0T ’

= (. Derivacia V potom vyzera nasledovne:

pricom vidime, Ze 3

T
oV In2 + r—q)T o
T f(yt+ovT) P R W

2+ (r—q)T o

3
olé AVT.

Ako funkciu f (¢) sme oznadili hustotu normovaného normélneho rozdelenia, ¢ize f () =
t2 .
e~ 2. Oznacme si tiez

(72)

— Se™ " f (~y)

5
3

A=Eef <—y + a@)

B=38e"f(~y),

a vypocitajme si pomocny vztah A — B:

_0\2
A—B=Ee"T L e_(a@ 2 — ST 1 e_%

N Nz

erTemdl — SeqT} (73)

To znamena, Ze:

ov. 1n%+(r—q)T+ o InZz+(r—q)T o |4
or, OTC% 4T, O'Tc% 4T,
—rT 1 (—y+am)2

e 2 >0

o
= Ee

21, V2T

Vidime teda, Ze cena chooser opcie je rastucou funkciou ¢asu volby T.. Avsak, vieme

povedat, ze je rastuca v T,.
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4.2 Zavislost ceny chooser opcie od expira¢nej ceny

Dalsim zaujimavym ukazovatelom pre vysku ceny chooser opcie je podla ¢lanku [22]
aj expiracné cena. Na nasledujicom grafe (obr.23) prebranom z [22] je zobrazena za-
vislost ceny chooser opcie od vysky expirac¢nej ceny. Na vypocet boli pouzité rovnaké

parametre ako v podkapitole 4.1.

36.00
32.00
28.00
24,00
20.00
16.00

= Value of a

12.00 simple
chooser

Value of a simple chooser

8.00
4.00

0.00
0 5101520253035404550556065707580859095
Strike price

Obr. 23: Grafické porovnanie vztahu medzi expira¢nou cenou a cenou akcie S = 50, r = 0.1,

q=0.050=02[22

Pre body vyznafené na obrazku (E = 20,30, ...,90) st prislusné ceny uvedené v ta-
bulke a je z nich vypoéitana korelacia, ktora vysla rovna 0,21. Z tohto sa vSak spravi
nespravny zaver, ze zavislost ceny od ¢asu volby je ddlezita (vysla 0,99), kym zavislost
od expiracnej ceny doleZita nie je 2 Pritom v8ak prave takato zavislost, ako je na ob-
razku 23, je typickym prikladom situécie, v ktorej medzi premennymi je silné zavislost,
ale mala, v niektorych pripadoch aj nulova, korelacia.

Tato skuto¢nost moézme ukizat na jednoduchom priklade uvedenom v [8]: Majme

nahodnu premennu X, ktora nadobuda hodnoty 1 alebo -1 s pravdepodobnostou %

2 The calculations made in the article showed that the price of the chooser is closely correlated
with the choice time and low correlated with its strike price. So the first mentioned factor should be

taken into consideration when making appropriate hedging and investing decisions [22].
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Nech Y = X2, tym padom budt zjavne zavislé, ale nekorelované, kedze
EXY]=E[X’| =E[X]=0aaj E[X]E[Y]=0.

Taktto mnozinu zavislych, ale nekorelovanych ndhodnych premennych vieme vyge-
nerovat nasledujicim sposobom: zvolime ndhodnt premennt X, ktord je rovnomerne
rozdelend na symetrickom intervale. Nech funkcia f (z) je pArna a g (x) neparna. Potom
Y = f(X)aZ = g(X) budi nekorelované, za predpokladu, ze nie st z degenerovaného
rozdelenia a existuju ich prvé a druhé momenty [8]. V literatire sa k téme kombina-
cie zévislosti a nekorelacie zvycajne uvadza ako priklad obrazok, ktory vyzerad vel'mi

podobne ako obr.23. Takyto najdeme aj napriklad v [2], pozri obr.24.

Obr. 24: Ukazka dokonalej nelinearnej zavislosti s nulovou korelaciou [2]

Obrazok 23 nas vSak vedie k myslienke skiimat zavislost ceny chooser opcie od expi-
racnej ceny E. Dokazeme, Ze cena je konvexnou funkciou F a najdeme expiracni cenu,
pre ktort je miniméalna. Interpretacia ocakavaného priebehu je opéat logicka. Kedze
cena chooser opcie je tym vyssia, ¢im jednoduchsie je rozhodovanie sa, v tomto pri-
pade plati, ze ¢im vySSia expiracna cena, tym je pravdepodobnejSie, ze chooser opciu
uspesne uplatnime ako put, naopak, ¢im nizsia expira¢na cena, tym je vic¢sia pravde-
podobnost, Ze sa chooser opciu oplati uplatnit ako call. Na druhej strane, rozhodovanie
sa bude tazsie, ked E bude blizko S.

My sktsime najst minimum funkcie V' v zévislosti od E. Najskor vypocitame Cias-
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tkové derivacie:

or 1 1
OE  EoVT
oy 1 1
0E  EovT

Derivacia ceny chooser opcie potom vyzera nasledovne:

_f(x—aﬁ)

T e (74)

g—g =Se 1 f (z) <—%$) - |N (x—aﬁ)

T f(=y+oVT) 1 1
+e [N(—y—ka@)—k o T Ea\/f'

Opit sme ako f(t) oznacili hustotu normovaného normélneho rozdelenia. Vyraz (74)

— Se™ T f (~y)

vieme dalej upravit na tvar:
v _ (_e—qTﬁz) {f (@, f <—y>]
OF Eq)|vT VT
T f(a:—aﬁ)ij(_gH_g\/Tc)
o VT VT,

et [N (—y+ m/i) N (g; - aﬁ)] .

+

Dalej sa budeme zaoberaf hlavne prvymi dvoma riadkami v (75). V&imnime si, Ze
¢leny, v ktorych vystupuje y sa nam odcitaja, kedze ide o rovnaky vztah ako v pripade
(73). Skiasme zistit, aky je vztah medzi ¢lenmi obsahujicimi z. Zavedme si pomocni

substituciu
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a pocitajme

1 1 S .2 o2
VT \2r E
— L 1 €_§ e_qTE _ e_rT _c T2zgﬁ:|
VT V27 i E
_ L1 a8 S (e
VT 2r E
= L 1 €_§ e—qT§ _ G_TTﬁeT(T_q):|
VT V27 i E
= 0.

Z (75) uz ostalo len

W [N (=gt o) =N (2= aVT)]. (76)

Kedze hladame extrém funkcie V', polozime (76) rovné nule. Sta¢i teda vySetrovat

nasledujicu rovnost:

N(—y—f—a\/Y_}):N(m—a\/T). (77)

Kedze k distribu¢nej funkcii normalneho rozdelenia existuje inverzna funkcia N—! (¢),

mozeme ju aplikovat na rovnost (77) a dostaneme:
—y+0'\/TC:$—Uﬁ.
Dosadime za x a y:

—1H%—(T—Q)T—I—§Tc_ln%+<r_q_7>T

= 78
VT VT (7%)
Z rovnice (78) budeme chciet postupne vyjadrit F, preto dalej upravujeme:
15( 1 1) (T—q—%)T+—§TC+(r—q)T
n_ J— —_ prm—
E\ VTI. VT VT VT.
1 1 o?
=T (r— +— ——(\/TJF\/TC).
) L/T \/T} 2
Vyjadrime ln%:
S o2 VT + T,
o =-T0—a)+ 571 (79)

Tc+\/:7

= T (=) + TTNT

ﬁ
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Aplikujeme na (79) exponencialnu funkciu:

S _ Tr-g+ZVTVT

E

a hladany extrém vyzera nasledovne:

B Se TR VT,

Dokazeme eSte, 7ze ze V' je konvexnd v E' a tym paddom najdeny extrém £* je minimum.
Zderivujme funkciu V' druhykrat podla E. KedZe prva derivacia sa dala pekne upravit,
sta¢i nam derivovat vyraz (76). Pocitajme:
o (ovy (TN (-y+ovT) =N (z-oVT)])
OF (8_E) - o

_% {\/%f(—y—l—a@)—i—%f(w—aﬁ)].

Tento vysledok je zjavne nezaporny, z ¢oho vyplyva, Ze cena chooser opcie je konvexna

. . . . . o? f
v expiracnej cene a dosahuje minimum pre E* = Se~T~0+% VIVT Y takom pripade

ma chooser opcia hodnotu
02
V(E) =5 {7 [N (w) = N (=2)] 4+ "0+ 5VIVT N (w - oVT) + N (=2 +0y/T) |}

pricom

2T(T—q)+%2\/7(\/7—\/i)
oT ’
2T(T—Q)+”—;\/T(\/Tc—ﬁ>
o/T, '

w=ux(E")=

z=y(E") =
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Zaver

V tejto praci sme sa venovali vybranym problémom z oblasti finan¢ného modelova-
nia. Zaoberali sme sa znadmymi modelmi trokovych mier a menej zndmymi exotickymi
opciami typu ,,chooser options®.

V prvej kapitole sme na zaklade ¢lanku M. Toffeho [13]| odvodili v literatire uvadzané
pravdepodobnostné rozdelenie pre Cox-Ingersoll-Rossov proces a zaroven sme vyvratili
tvrdenie z ¢lanku [13], ktoré uvadza, ze CIR proces nema rozdelenie necentralny chi-
kvadrat.

Dalsou tematikou boli vynosové krivky, konkrétne ich priebeh. Pre Vasickov model
sme spracovali prehlad problematiky a dokoncili a doplnili dokaz o tvare vynosovej
krivky.

Vynosovej krivky sa tykala aj kapitola o Nelson-Siegelovom modeli, v ktorej sa skiima
tvar vynosovej krivky v zavislosti od parametrov modelu. V literatire sa uvadza vplyv
na spravanie sa krivky v limitnych pripadoch, my sme odvodili kompletnu klasifikaciu
pripadov pre konvexnost/konkavnost vynosovej krivky v zavislosti od parametrov o a
as; motivaciou bolo nespravne tvrdenie v knihe [25].

Posledné kapitola pojednava o problematike chooser opcii, kde sme vychadzali z
¢lanku [22] o vplyve ¢asu volby a expiracnej ceny na vysku ceny chooser opcie. Zaro-
ven sme poukazali na nespravnost tvrdenia o korelacii, ktoré sa v tomto ¢lanku tiez
vyskytlo.

Tato diplomova praca pontka prehlad niekolkych metdéd finanéného modelovania,
pricom v kazdom z pripadov pridava dokaz nepodlozeného tvrdenia, alebo vyvracia
nespravne tvrdenia a modifikuje ich tak, aby boli spravne.

Pomyselnym pokracovanim tejto prace je konktaktovat autorov, ktorych ¢lankami

sa praca primarne zaoberd, a poniknut im svoju verziu rieSenia problematiky.
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