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Abstrakt

METES, Matus: Optimélny ¢as na vymenu auta: pohlad z roznych perspektiv [Dip-
lomova pracal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a in-
formatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; skolitel': Dr. Zuzana Chladna,
Bratislava, 2015, 68 s.

Cielom tejto diplomovej prace je skiimat tlohu optiméalnej vymeny auta. Ulohu na-
modelujeme s pouzitim teérie optimélneho riadenia v ktorej minimalizujeme naklady
spojené s vlastnenim auta. V prvej Casti prace predstavime nas vlastny deterministicky
model optimalneho riadenia. Vychédzajuc zo zakladnej formulacie, v ktorej mozeme au-
tomobil vymenit za novy typ, tento model postupne modifikujeme a skimame zmenu
optimalnej vymeny pre moznost kupy ojazdeného vozidla, iného typu auta alebo ekolo-
gicky tspornejsieho vozidla. V zévere prvej casti doplnime funkciu uzitoc¢nosti v acelove;j
funkcii. Druhé ¢ast je venovana stochastickému modelu. Pri jeho rieSeni zohladiujeme
nahodnost vyvoja cien pohonnych hmot a nahodni kazivost vozidla. Vysledky ziskané
z oboch ¢asti interpretujeme a porovname pre jednotlivé styri typy skiimanych modelov

aut.

Krluacové slova: optimélna vymena auta, teoria optimalneho riadenia, geometricky
Brownov pohyb, redlne opcie, Monte Carlo simulécie, Least Squares Monte Carlo,

stochasticka tuloha



Abstract

Abstract METES, Matus: Optimal car replacement time from different points of view
[Diploma Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics
and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: Dr.
Zuzana Chladné, Bratislava, 2015, 68 p.

The aim of this diploma thesis is to study the optimal car replacement problem. We
formulate the problem using optimal control theory where the objective is to minimize
the costs associated with car ownership. In the first part of the thesis we introduce our
own deterministic optimal control model. Starting from the basic formulation which
allows us to replace the car for a new type, we gradually modify this model and examine
the change of optimal car replacement time when the possibility to buy a used car,
another type of car or eco friendly car is enabled. Finally, in the end of the first part
we extend the model with utility function in the objective function. The second part is
devoted to the stochastic model. We consider oil prices development contingency and
random car defectiveness. Consequently, we interpret and compare the results obtained

in both parts of this thesis for four different car types.

Keywords: optimal control problem of car replacement, optimal control theory,
geometric Brownian motion, real options, Monte Carlo simulations, Least Squares

Monte Carlo, stochastic problem
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UVOD UVOD

Uvod

V nasej diplomovej préaci sa budeme zaoberat dilemou, ktort riesi pravdepodobne kazdy
Sofér alebo majitel auta. Kedy je nacase, aby som si kipil nové auto? Kedy je optimalne
staré auto vymenit za nové, pripadne ojazdené? Kedy je pre mna ekonomicky najvy-
hodnejsie auto vymenit? Odpoved na tieto otazky nie je jednoduché ani jednoznaé¢na
a je podmienend viacerymi faktormi.

Cielom diplomovej prace je pokusit sa hladat rieSenie naznaceného problému vhod-
nou optimaliziciou na priklade vybranych modelov dut. Ttuzbou majitela je uz pri jeho
kupe auto maximalne vyuzivat pri minimalnych nakladoch na jeho réziu a opravu. Preto

potencialni majitelia nového auta zohladnujua pri kipe viaceré kritéria:

e Cena auta: Cenu auta je mozné povazovat za rozhodujuci faktor, ktory je pod-
mieneny finanénymi moznostami kupujtaceho. Uz tento faktor nemusi byt jedno-
znacny. Napriek nizkej pociatoc¢nej investicii, naklady na jeho neskorsi servis a

opravy mdzu kupujuceho ovplyvnit.

e Typ pohonnej hmoty: Dlhodobo je sice diesel lacnejsi ako benzin, ale vstupna
investicia do dieslového motora je vyssia ako do toho benzinového. Ktora je ta

spravna cesta? Vznetovy (dieslovy) alebo zazihovy (benzinovy) motor?

e Rocné ndklady na auto: Prezutie pneumatik, zakonné poistenie, kazdoro¢na pre-
hliadka v servise, vymena olejov ¢i filtrov. Tymto nevyhnutnym investicidm sa
nevyhne ziaden motorista. Néklady na ne sa vSak u réznych znaciek aut mozu

lisit. Do avah o optimélnej vymene auta ich preto musime zahrnut.

e Spotreba: NiZsia spotreba velakrat znamené slabsi motor a teda nizsi pozitok z
jazdy. Na druhej strane, implikuje tiez niz8ie prevadzkové naklady. Vyssia spot-

reba zase znamena vyssie vydavky na pohonné hmoty.

e Rocné ubidanie hodnoty auta: Niektoré znacky a modely maja vyrazne nadstre-
lené ceny nad skuto¢nu hodnotu auta a uz v prvom roku po kupe cena takého
auta rapidne klesia. Do tivahy preto prichddza moznost kupit ojazdené vozidlo.

Aj z toho vsak vyplyva dalsia otézka: kolkorocné auto kupit?

11



UVOD UVOD

e Bezpecnost: Dlhodobou jednotkou v bezpecnosti je v rebricku Volvo, no odraza
sa to aj na jeho cene. Na druhej strane, malé Tahké auticko s nizkou spotrebou
predstavuje bezpecnostni hrozbu pre svojich pasazierov, lebo pri moznej havéarii

neposkytne dostatoént ochranu.

e Komfort: V re¢i motorovych fajnSmekrov, Bentley vodi¢ovi poskytne vyssi iizitok
minimélne z pocitového hladiska ako Mercedes a Mercedes zas vySsi uzitok ako
Skoda. Hlavne pre Zenské pokolenie je zas vyhodou auticko, s ktorym sa I'ahko

parkuje alebo ktoré ma parkovacieho asistenta.

e necistenie Zivotného prostredia: Eko Soféri si radi priplatia za niz8ie emisie alebo

uz spominanu nizsiu spotrebu. Za ekologickost vozidla si vSak musime priplatit.

e [Fuarba: Jeden z rozhodujucich faktorov, ktory vsak cenu a kipu konkrétneho vo-
zidla zvycajne neovplyviuje. Jedine ze by ste si chceli namiesat svoj vlastny

odtien Ferrari.

Ako vidime, rozhodnutie o kuipe auta zavisi od velkého mnozstva parametrov, ktoré
je v8ak problematické vyd¢islit ¢ stanovit ich hodnotu. V nasSej préaci priblizime a po-
kusime sa analyzovat problém optimalnej vymeny automobilu pomocou najpodstat-
nejsich vlastnosti ovplyviiujucich nase rozhodovanie. Pracovat budeme s konkrétnymi
prikladmi a modelmi aut. Rozhodovanie, kde na jednej strane stoji uzitocnost a na tej
druhej cena ¢i naklady, naznacuje, ze sa bude jednat o optimaliza¢né tlohy, pri ktorych
sa v kazdom kroku rozhodujeme, ¢o spravime - kiipime, preddme, vymenime za novsi
alebo tplne iny model. Pomézeme si vlastnym modelom - nie vSak auta, ale modelom
optimélneho riadenia, ktory si predstavime v dalsich ¢astiach tejto diplomovej prace.
Do modelu sa v jednotlivych ¢astiach pokiisime postupne zahrnut viaceré aspekty, aby
sme sa ¢o najviac priblizili redlnej situacii.

Diplomova préaca je rozdelend do Styroch kapitol. V prvej kapitole si predstavime
deterministick tilohu optimalneho riadenia, jej clenenie ako aj metody rieSenia.

V Kapitole 2 tato tlohu implementujeme do nasho problému optimalnej vymeny
auta. Numericky vyratame optimalny vek auta pred predajom doplnenim funkcie uzi-

toc¢nosti, alebo moznostou vymenit automobil za iny typ. Klasifikiciu a metody rieSenia

12
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tlohy stochastického dynamického programovania si priblizime v Kapitole 3. V Kapi-

tole 4 tieto poznatky pouzijeme pri numerickej analyze, pri diskrétnom vyvoji kazivosti

pre kazdé auto, ale aj spojitom vyvoji cien pohonnych hmot.
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1 Deterministicka tiloha

1 Deterministicka tiloha optimalneho riadenia

Na tvod naSej prace si predstavime tlohu optiméalneho riadenia. Uloha optimalneho
riadenia predstavuje oporny bod v nasom dalSom skimani. Pri spracovani tejto ¢asti
nasej diplomovej prace sme vychadzali najmé z [5].

Uvazujme systém, ktory treba riadit pocas k-etap. Pod pojmom etapa zvycajne roz-
umieme isté c¢asové obdobie. Premennou x;, i = 0, ..., k nazveme stavovii premenni.
Téato premenna nam umoznuje popisat stav, v akom sa systém v danej etape nacha-
dza. Hodnota stavovej premennej na zaciatku systému (xg) je znama. Stav systému
sa v kazdej etape meni, a to v zéavislosti od riadiacej premennej, ktort oznac¢ime u;,
1t =0,..., k—1. Hodnota stavovej premennej z; je uréené jednoznacne stavovou rovnicou
Tiy1 = filxi, w). Ulohou optimalneho riadenia bude maximalizovat hodnotu ucelovej
funkcie f2(z;,u;). Ozna¢me X; mnoZinu pripustnych stavov a U; je mnoZina pripust-
nych riadeni v kazdej etape. Hodnotu koncového stavu (xj) obmedzime mnozinou C'.

Zavedme tlohu optiméalneho riadenia v standardnom tvare:

k-1
max Z (i, w),
1=0

u; €U; 4
Tiv1 = filzi,uy), i=0,1,...k—1,
o = 20, (1)
x, € C,
uelU;, 1=0,1,...,k—1,
x; € X;.

Ako je vidiet zo standardnej tlohy optimélneho riadenia (1) vzhladom na stavovi
rovnicu f;(x;,u;) bude x; jednozna¢ne urcené v kazdej etape systému. Riadenie w;
je v kazdej iteracii obmedzené v zavislosti od stavovej rovnice f;(x;,u;), aby stavova
premenna ostala v pripustnej mnozine X;. Riesenim tejto tlohy je mnozina riadeni
U= {ug,u1,...,ux_1} a mnozina jej odozvy, teda stavov X = {zo, 1, ..., Tp—1, Tk}

Standardni tlohu optimalneho riadenia je mozné podla [5] jednoznacne klasifikovat

v zévislosti od nasledovnych kritérii:
o Typ tucelovej funkcie

14



1 Deterministicka tiloha 1 Deterministicka tiloha

Typ vcelovej a riadiacej funkcie v zdvislosti od casu 1

Typ koncovej podmienky

Ohranicenia

Pocet etdp
e Rozmer premenngjch

Ndhodnost

Typ tcelovej funkcie

Okrem standardného typu tcelovej funkcie zavislej od x; a u; modze byt ucelova funkcia
nahradena alebo obohatena o funkciu zavisla od koncového stavu x. Preto rozlisujeme

tri druhy tucelovych funkcif:
1. Lagrangeova iloha: v tejto tlohe maximalizujeme Z;iol T2, uy).
2. Mayerova iloha: v tejto tlohe maximalizujeme len ¢(xy).
3. Bolzova 1tloha: tato dloha je kombinaciou dvoch predoslych typov tloh, preto
maximalizujeme S0 £0(x, us) 4+ ¢(2p).
Typ tcelovej a riadiacej funkcie v zavislosti od casu 1

Od casu i zavisia v kazdom okamihu riadiace x; a stavové premenné u;. Cas ¢ moze
vSak mat vplyv aj na ucelové a riadiace funkcie, a preto v zavislosti pritomnosti ¢asu

¢ klasifikujeme dva typy tloh:

1. Autonomna tloha: v tejto tlohe ani uc¢elova funkcia, ani stavova rovnica nezavisia
priamo od ¢asu 4. Prikladom moéze byt f?(z;, u;) = x7 —u? a fi(x;, u;) = z; + 2u;

pre vsetky ¢+ = 0,1,..., k — 1.

2. Neautondmna tloha: v tejto tlohe aspon jedna bud ucelova funkcia alebo stavové
rovnica zavisi priamo od ¢asu i. Prikladom moéze byt f;(x;, u;) = x; + 2u; — i pre

vsetky © =0,1,...,k — 1.

15



1 Deterministicka tiloha 1 Deterministicka tiloha

Typ koncovej podmienky

V tomto kritériu budeme sledovat obmedzenie na koncovii podmienku z;, teda podla

standardnej tlohy budeme sledovat mnozinu C'. Dostaneme nasledujtce tri typy tloh:

1. Uloha s pevngm koncom: v tejto tlohe je pevny koniec z; jednoznacne uréeny a

mnozina C' obsahuje jediny bod, napriklad x, = 10.

2. Uloha s volngm koncom: v tejto tlohe nemame obmedzenie na koncovy stav ;.

Napriklad mnozina C' méze byt mnozinou realnych ¢isel R.

3. Uloha s ciastocne pevnym koncom: do tejto kategorie patria vietky ostatné typy

uloh, ktoré nemaji jednoznac¢ne uréeny pevny alebo volny koniec.

Ohranicenia

Nie kazda tloha optimalneho riadenia musi mat dané ohrani¢enia na jednotlivé riadiace
a stavové premenné. V takomto pripade nahréddzaju ohranicenia na tieto premenné
defini¢né obory jednotlivych funkcii f;(z;,u;) a f?(z;,u;). Rozélenit tlohy podla typu

ohrani¢enia mézeme nasledovne:

1. Uloha s ohranicenim: v tomto pripade st mnoziny X; a U; pevne dané pre vietky

i=0,1,.... k—1.

2. Uloha bez ohraniceni na riadenie: mnozina U; nema obmedzenie, a preto moze

byt napriklad U; = R pre vsetky i =0,1,...,k — 1.

3. Uloha bez ohraniceni na stav: mnozina X; nemé obmedzenie, a preto byt napri-

klad X; = R pre vSetky ¢ =0,1,... k — 1.
4. Uloha bez ohraniceni na riadenie a stav: tento pripad nema obmedzenie ani na ria-

denie, ani na stav, a preto napriklad U; = R, X; = R pre vSetky+=0,1,..., k—1.

Pocet etap

Kazdy systém riadime pocas k-etap. Pocet etap modze byt znamy, neznamy alebo do-

konca nekonec¢ny. Na zaklade toho ¢lenime tlohy do troch kategorii:

16



1.1 Metody rieSenia tilohy optiméalneho riadenia 1 Deterministicka tiloha

1. Uloha s pevngm casom: v tejto tulohe je pocet etap k pevne dany. Napriklad

k = 30.

2. Uloha s volngm casom: v tejto tlohe je pocet etap k neznamy, ale koneény. Ozna-

cujeme k =T.

3. Uloha s nekonecngm casovym horizontom: pocet etap je nekonecny. Teda k = co.

Rozmer premennych

Standardne sme uvadzali jednozlozkové riadiace a stavové premenné. Vo vSeobecnosti

mozu byt tieto premenné aj vektory, teda viaczlozkové, a tak budeme rozlisovat:
1. Jednorozmernd tloha: x; aj u; € R, pre vSetky ¢ =0,1,...,k — 1.

2. Viacrozmernd tloha: x; alebo u; € R™, ak n > 2 a pre vSetky ¢ =0,1,...,k — 1.

Nahodnost

Poslednym zo zakladnych deleni pre naSe tlohy je rozlisit, ¢i si naSe premenné jed-
noznac¢ne urcené, alebo ich vyvoj je ovplyvneny nejakym nahodnym faktorom. Preto

budeme rozlisovat:

1. Deterministickd loha: V tejto tlohe st parametre urcené vopred, ich hodnoty

vo v8etkych etapach st zname uz v ¢ase 0.

2. Stochastickd uloha: V tejto tlohe je hodnota stavovej premennej zavisla od vyvoja
jednej ¢ viacerych ndhodnych premennych. Napriklad stavova rovnica by vyze-
rala x;11 = x; + 2u; + z;, kde z; je ndhodna premenné, ktora nadobida hodnotu

1 s pravdepodobnostou %, a hodnotu 0 s pravdepodobnostou taktiez %

1.1 Metbédy riesenia tilohy optimalneho riadenia

Vratme sa k $tandardnej tulohe optiméalneho riadenia (1). Existuje viacero pristupov
ako tlohu optimalneho riadenia riesit. V nasom pripade budeme riesit ilohu pomocou

metddy dynamického programovania. Tento postup je podrobne popisany v [5]. Pre
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1.1 Metody rieSenia tilohy optiméalneho riadenia 1 Deterministicka tiloha

deterministicki tlohu s pevnym ¢asom odvodime Bellmanovu rovnica dynamického

programovania nasledovne:

Vi(z) = max [f7(z,u) + Vi (fi(@,u))],

ujel;(z)
j=0,.. . k-1,
S Xj, (2>
0, pre x € C,
Vi(z) =
—o0, prex ¢ C.

Funkcia V' sa nazyva hodnotové funkcia a funkcia I'j(x) je pripustnd mnozina riadeni
v kazdom case j. Koncovi hodnotu hodnotovej funkcie Vj, uré¢ime pre vSetky pripustné
stavy © € X, v zavislosti od toho, ¢i stav = € C alebo x ¢ C'. Pri minimaliza¢nej tlohe
sa hodnota koncovej hodnotovej funkcie Vi zmeni na +oo pre z ¢ C. Formulécie v
tvare (2) nam umoziuje najst hodnotu optiméalneho riadenia rekurzivne, tzv. spatnou
indukciou. Po stanoveni hodnotovej funkcie v poslednej etape k pre vsetky x € X;
nam algoritmus pokracuje spétne, ¢im vyratame V;(z) pre vsetky j =0,...,k— 1. V
kazdom Case j si pri vyratani V;(x) pamétame optimélne @ pre vietky x € X;. Nasledne
pouzitim zg, stavovej rovnice f;(x;, u;) a u; pre dané £; vyratanych vyratame optimalne

mnoziny U a X. Schému takého vypo¢tu mozno zhrniat do nasledovnych krokov:

Krok 1 Vypocet koncovej hodnotovej funkcie Vj, pre vSetky mozné stavy = € Xj.

Krok 2 Vytvorenie vonkajsieho cyklu pre ¢asy j = (k—1) : (—=1) : to a vnatorného
cyklu pre vSetky stavy z € X; a vSetky riadenia u € U;. V kazdom kroku
pre dané riadenie u vyratame hodnotova funkciu V;(z) a vyberame maxi-
malne V;(z) z uz vypocitanych hodnét v zavislosti od riadenia u. Informaciu
o zvolenej stratégii u pre dany Cas j si uchovame. Hodnotovu funkciu Vj(x)

nastavime na maximélnu vyratani hodnotu.

Krok 3 Vo finalnej faze je pre kazdy ¢as j, stav z stanovena optimalna stratégia
u. Mnoziny UaX vypocitame s pouzitim pociato¢nej podmienky a stavovej

rovnice f;(x,u).
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2 Deterministické tloha

2 Optimalna vymena auta ako deterministicka tloha

V tejto ¢asti naformulujeme zékladny problém optimalnej vymeny auta ako tlohu opti-
mélneho riadenia. Uvazujme jednotlivea (alebo firmu), ktory sa pocas vopred stanove-
ného ¢asového horizontu moze kazdy rok rozhodnut, ¢i si svoje sucasné auto poneché,
alebo ho preda a kipi si nové. Predpokladajme, Ze jednotlivec sa rozhoduje racionalne
a len na zaklade o¢akédvanych nakladov spojenych s jednotlivym rozhodnutim. Z uvede-
nych alternativ voli teda tu, ktora minimalizuje celkové naklady spojené s vlastnictvom
a prevadzkou auta. Naklady pozostavaju z investi¢nych a prevadzkovych vydavkov. In-
vesticné vydavky predstavuju néklady spojené s predajom a kiapou auta. Prevadzkové
vydavky reprezentuji naklady na opravy ¢i poistenie. V nasom priklade budeme pred-
pokladat, Ze na zaciatku sledovaného obdobia mame nové auto. Ozna¢me 1(0) hodnotu
nového auta. Funkcia (i) oznac¢uje hodnotu auta starého ¢ rokov. Predpokladame, ze
vek auta znizuje jeho hodnotu, t.j. ze funkcia (i) je klesajuca. Prevadzkové naklady
popiSeme pomocou funkcie (i), ktora predstavuje naklady na auto vo veku ¢ az (i+1)
rokov. Predpokladame, Ze pre i-rocné auto su funkecie (i) a ¢(i) v sledovanom obdobi
vopred zname. Dalej predpokladajme, Ze auto mozeme predat a ihned vymenit za nové
len na konci kazdého roka. Model optimélnej vymeny auta mozeme teda zapisat v tvare

tlohy optimélneho riadenia nasledovne:

miny" i jrw () + (6(0) — (s + 1))u],

welU;, 1=0,1,....k—1,
x,eX;, 1=0,1,...,k—1.

Riadiaca premenné w; ndm urcuje, aké rozhodnutie sme sa rozhodli vykonat na
konci i-teho roka. V zékladnej tlohe uvazujeme len dve hodnoty riadenia: moznost
auto predat (u; = 1) alebo nepredat (u; = 0). Stavova premennd z; oznacuje vek vo-
zidla. Mnozina X; stanovuje pripustny vek pre uvazované vozidlo. Napriklad ak chceme

vlastnit len auto, ktoré mé najviac 7 rokov, definujeme X; = {0,1,2,3,4,5,6}.
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2.1 Deterministicka tiloha optimélnej vymeny auta 2 Deterministicka tiloha

V tlohe (3) sme tiez zohladnili ¢asovi hodnotu peniazi: ndklady vyplatené v réznych
etapach diskontujeme mierou r.

Uloha (3) je sformulovana ako tiloha optiméalneho riadenia v §tandardnom tvare. Ide
o Lagrangeovu, autonémnu ulohu s ohrani¢enim, s pevnym ¢asom a pevnym koncom,
ktoré je jednorozmerna a diskrétna. V dalsich ¢astiach budeme riesit ulohu (3) pre

konkrétne typy aut.

2.1 Deterministicka tiloha optimalnej vymeny auta

V tejto ¢asti budeme riesit tlohu (3) pre vybrané typy vozidiel. V troch réznych kate-
goriach dut sme si zvolili po jednom zastupcovi. Dostupnost dat bolo jedno z hlavnych
kritérif pre zvolené automobily. Nas vyber ovplyvnil aj fakt, Ze vybrané auta st na trhu
uz dlhsiu dobou (10 rokov) v rovnakej verzii, ¢o nam ulah¢uje odhadnut ich zostatkovii
hodnotu. Konkrétne typy aut, ako aj ich zaradenie do jednotlivych vybrané kategorii

s zobrazené v Tabulke 1.

Kategoria Konkrétny typ vozidla

malé automobily Skoda Fabia 1.2 12V HTP 51 kW (70 k)

nizsia strednd trieda automobilov | Honda Civic 5D 1.8 MT sport

terénne automobily Volvo XC 90 Summum

Tabul'ka 1: Vybrané vozidla

Ulohu (3) budeme riesit za predpokladu, Ze funkcie (i), ¢(i) a diskontna trokova
miera r su zname v kazdom case i = 0, ..., k. éasovy horizont k£ zvolime 30 rokov.
Hodnotu turokovej miery r odhadneme na trovni 3%. MnoZinu pripustnych stavov
obmedzime na X; = {0,1,...,9}, ¢o znamen4, Ze vlastnit nemo6zeme starsie ako 9 ro¢né
auto a teda po 10 rokoch auto musime predat. V pripade vlastnenia starsiecho ako 9
ro¢ného vozidla sa ukazuje, Ze zostatkova cena u vacSiny automobilov je velmi nizka,
¢ dokonca nulova. Z tohto dovodu sme obmedzili maximalny vek vozidla na 9 rokov.

Prvym krokom v stanoveni optiméalneho veku, v ktorom auto vymenit, je zistit
zostatkovi hodnotu vozidla v kazdom roku, teda hodnotu funkcie (i) pre vSetky

i = 0,..., k. Zostatkovii hodnotu sme sa pokiusili odhadnit pomocou percentualneho
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2.1 Deterministicka tiloha optimélnej vymeny auta 2 Deterministicka tiloha

ubytku hodnoty vozidla, avsak tieto idaje boli velmi nepresné a ¢asto viedli k takmer
nulovym hodnotam vozidiel. Preto sme sa rozhodli vyhladat hodnoty z internetovych
portalov predajcov aut. Vyhladané ceny pre jednotlivé typy automobilov sme dostali
ako priemer cien vSetkych predédvanych automobilov daného typu a veku. Data sme
¢erpali z internetového portalu www.autobazar.eu [1]. Odhadnuté hodnoty funkcie (4)
pre vybrané typy vozidiel st uvedené v Tabulke 2.

Druhou, pravdepodobne komplikovanejSsou tlohou, bolo zistit nédkladova funkciu

©(1). Tato funkciu sme navrhli odhadnit nasledujicom tvare:

(i) = No(z:) + Sp(a) o) p(). )

Funkcia Ns(x;) oznacuje néklady na servis vozidla starého (z;) rokov. Sp(z;) vy-
jadruje spotrebu daného auta, ktora je rasttiicou funkciou veku vozidla. Funkcie km(7)
a P(i) st zavislé od Casu i a predstavuju pocet prejdenych kilometrov a priemerni
cenu pohonnej hmoty (PHM) v danom roku. Predpokladali sme, Ze poc¢as sledovaného
obdobia prejde auto priemerne 20 000 km kazdy rok a cena PHM ostava konstantna
na hodnote 1,429€ /1 pri benzine a 1,319€/I pri nafte. Tieto hodnoty sme odhadli na
zdklade priemernej ceny benzinu, respektive nafty v obdobi troch rokov zo stranky
statdat.statistics.sk [12|. Pri vypocte Ns(x;) sme vyuzili informéacie ziskané z portalu
http:/ /www.abcauto.sk [11]. Pri standardnej jazde je odhadnuta vymena zimnych aj
letnych pneumatik po kazdych 40 000 km. Technické a emisné kontroly si povinné u
nového auta po Styroch rokoch a u vozidiel starsich ako styri roky kazdé dva roky. Zo
stranok jednotlivych znaciek aut sme odhadli ceny pravidelnych prehliadok v autori-
zovanych servisoch, ako aj odporticané vymeny suciastok. Dostavame tak hodnoty pre
dve funkcie (i) a ¢(i), ktoré zobrazime v Tabulke 2.

Po ziskani tychto dvoch funkcii mézeme pouzitim tedrie optimélneho riadenia a
hodnotovej funkcie V;(z) vyratat optimalnu mnozinu riadeni U pocas sledovaného ob-
dobia 30 rokov. Mnozina U bude pozostavat z hodnot 1 a 0, ktoré nam stanovuju, ¢i je
vyhodné v danom roku auto predat, a teda vymenit za nové, alebo v dany rok auto ne-
predat. Ulohu (3) riesime pomocou Bellmanovej rovnice dynamického programovania,

ktort mozno vyjadrit v tvare:
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2.1 Deterministicka tiloha optimélnej vymeny auta 2 Deterministicka tiloha

Skoda Fabia Honda Clivic Volvo XC90
Roénik Vek vozidla (i) | (i) (1) (7) (1) (7) (1)
2014 0 9900 1663 16990 1798 45340 2330
2013 1 9299 1749 13990 1855 36450 2384
2012 2 8290 1899 11900 2113 31990 2784
2011 3 6900 2143 10890 2583 23840 3294
2010 4 6300 1928 10500 2228 20700 2974
2009 5 5500 2133 8999 2483 17990 3657
2008 6 5100 2028 6900 2328 13990 3383
2007 7 3600 2272 6590 2683 11490 3974
2006 8 3400 2257 5950 2628 10950 4309
2005 9 3000 2341 2990 2583 9000 4273
2004 10 2900 2286 2900 2528 7990 4635
2003 11 2590 2729 2900 3183 6990 5744

Tabul'ka 2: Nékladova funkcia (i) a hodnotova funkcia (i) v €

Vi(z) = min [[p(z) + (4(0) = ¢(x +1))u,]

u;€{0,1}

Vi1 )+ D)), )

j=40,...,29},
ze€{0,1,...,9}.

+

Podmienka na koncovy stav je dana nasledovne:

Vio(e) = o(x) —(x+1), prexe{0,1,...,9}, ©)
00, pre x ¢ {0,1,...,9}.

K tlohe (5) sme doplnili koncovit podmienku (6), ktora hovori, ze na konci sledova-
ného obdobia 30 rokov auto vzdy predame. Ulohu (5) s podmienkou (6) sme implemen-
tovali v Matlabe. Vysledky st zosumarizované v Tabulke 3. V prvom stlpci je uvedeny
typ vozidla, v druhom stipci je optimalny vek auta pred predajom. V poslednom stipci

su zhrnuté celkové vynalozené néklady na prevadzkovanie a vymenu auta pocas 30

rokov pri optimalnom rozhodovani.
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2.2 Nové ¢i ojazdené? 2 Deterministicka tiloha

Vysledky ukazuju, ze vozidlo Skoda Fabia je optimélne vymenit za nové uz po prvom
roku pouzivania. Dévodom takéhoto vysledku je pravdepodobne maly rozdiel medzi
cenou nového auta a cenou auta rok starého v porovnani s pomerne velkym rastom
nékladom s prevadzkou auta. Na druhej strane, optimalna vymena pre zastupcu z
kategorie terénnych aut, Volvo XC90, je az po 10 rokoch: optimalne je teda drzat
takyto typ vozidla ¢o najdlhsie. Pripomenme, Zze 9 rokov bola nami stanovena hranica
maximalneho veku vozidla, ktory vlastnime. Jednym z dovodov takého vysledku je
vysoka cena nového vozidla, ktord po dvoch rokoch strati na hodnote takmer polovicu,

zatial ¢o rocné prevadzkové naklady sa velmi nezvysia.

Vybrané vozidlo | Optimdlny vek predaja Ndklady pocas 30 rokov
Skoda Fabia po 1 roku 34 829€
Honda Civic po 8 rokoch 53 895€
Volvo XC 90 po 10 rokoch 90 937€

Tabul'ka 3: Optimalny pocet rokov drzania aut pred predajom

Riesenie zékladnej ulohy (3) néas inSpirovalo uvazit niekolko modifikacii. Cielom
navrhnutych rozsireni bolo priblizit problematiku optimélnej vymeny auta ¢o najviac

k realnej situacii. Rozsirenia zakladnej tlohy (3) sme rozdelili do troch ¢asti:

1. Doplnenie moznosti kupit starsie vozidlo rovnakej znacky
2. Vplyv funkcie uzito¢nosti

3. Vymena za iny automobil

Jednotlivé varianty podrobne predstavime a analyzujeme v nasledujicich c¢astiach.

2.2 Nové ¢i ojazdené?

V tejto Casti prace predstavime prvi modifikdciu tlohy (3). Mnozinu pripustnych ria-
deni U; rozsirime o moznost kupit v kazdej iteracii (v kazdom roku) aj iné ako nové
auto. Na zéklade analyzy dat zo stranky www.automagazin.sk sme zistili, ze v rozmedzi

desiatich rokov od zaktpenia st najcastejsie predavané jedno-, troj- a patroéné autéa.
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Preto sa v naSom modeli obmedzime len na kupu nového, ro¢ného, trojro¢ného a péat-
rotného auta. Zavedieme si pomocnu funkciu g(u;), ktord ndm sluzi na popis zmeny
stavu vzhladom k zvolenému riadeniu w;. Hodnoty funkcie g(u;), ako aj jednotlivé

moZnosti riadenia s zhrnuté v Tabulke 4.

Typ vymeneného auta Riadenie u; Funkcia g(u;)
Nevymenim auto 0 0
Nové auto 1 0
Rocné auto 2 1
Trojrocné auto 3 3
Pdtroéné auto 4 5

Tabul'ka 4: Priradenie riadenia podla veku auta
Zakladna tloha (3) sa modifikuje na:

29
min3 ﬁwxi) T (o)) — bl + 1))sign(us)],
Tiv1 = (1 —sign(w;))(x; + 1) + g(w;), i=0,1,...,29,
xg =0,
w; € {0,1,2,3,4}, i=0,1,...,29,
v €{0,1,..,9}, i=0,1,...,29.
Vidime, ze tloha (7) sa lisi tlohy (3) nielen mnozinou pripustnych riadeni, ale doslo
k aprave ucelovej funkcie aj stavovej rovnice. Ulohu (7) riesime pomocou Bellmanovej

rovnice dynamického programovania:
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Vitw) = goin le@) + @lg(uy)) = vz + 1))sign(ui)]+

+ #Vjﬂ((l — sign(w;))(z + 1) + g(u,))],

(1+47r)
j=10,...,29}, -
x€{0,1,...,9},

(@) — e +1), prex e {0,1,..,9},

00, pre x ¢ {0,1,...,9}.

Vao(x) =

S vyuzitim hodnét funkcii ¥ (i) a (i) definovanych v Tabulke 2 sme tulohu (8)
implementovali v Matlabe. Vysledky numerickej analyzy su zobrazené v Tabulke 5.
Tato tabulka zobrazuje optiméalne riadenie a vek auta pocas desiatich rokov s tym, Ze
na zaciatku vlastnime nové auto. Prvy stlpec Tabulky 5 zobrazuje ¢as i v rokoch. Pre
kazdy typ vozidla v prvom stlpci uvadzame vek auta v danom roku 7, ktory sa meni v
zavislosti od toho, ¢ na konci roka auto vymiename za iny model, t.j. od riadenia w;,
zobrazenych v druhom stipci pre kazdy typ vozidla.

Pre prvé skumané auto, Skodu Fabiu, sme uz pri tlohe (3) vyrétali, Zze optimélne
bude auto kazdy rok predat a hned kupit nové. Vidime, Ze moznost kipit stargie auto
nase rozhodovanie neovplyvni a ostdvame pri moznosti auto menit kazdy rok za nové.
Pre zvysné dva modely aut sme dostali iné vysledky. Pre Hondu Civic sa zda vyhodné
vlastnit prave trojro¢né auto: hned v prvom roku je optiméalne vymenit nové auto,
ktoré vlastnime, za trojroc¢né. Tuto vymenu opakujeme kazdy rok, aby sme kazdy rok
jazdili na trojro¢nom aute. Je to pravdepodobne spésobené porovnatelnymi ro¢nymi
prevadzkovymi nakladmi a vyrazne nizSou cenou oproti novej Honde Civic. Stvrty
rok je kriticky pre ro¢né naklady (opotrebovanie pneumatik, vyssi servis, STK, EK),
a zrejme je teda vyhodné auto predat este pred tymto rokom. Najextrémnejsi pristup
rieSenia vychadza u najdrahsieho modelu z troch skimanych aut - Volva XC90. V tomto
pripade v prvom roku vymenime nové Volvo za ¢o najstarsie, v nasom pripade patro¢né,
a drzime ho, dokial to je mozné. Nakolko sme stanovili maximalny vek povoleny auta
na devat rokov, tak auto tesne pred jeho desiatym rokom predame a vymenime opéat za
patro¢né. Vdaka moznosti kupit starsie auto sme ziskali iné vysledky ako v péovodnom

pripade pre vozidla Honda Civic a Volvo XC90. Pri tychto dvoch vozidlach sme dospeli
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aj k niz§im celkovym nékladom pocas sledovaného obdobia 30 rokov. Tieto hodnoty st
zobrazené v poslednom riadku Tabulky 5. KedZe pre Skodu Fabiu sme rozhodovanie

nezmenili, tak celkové néklady ostant rovnaké.

Skoda Fabia Honda Civic Volvo XC90

Cas v rokoch (i) | Vek auta Riadenie u; | Vek auta Riadenie u; | Vek auta Riadenie u;
0 0 1 0 3 0 4

1 0 1 3 3 5 0

2 0 1 3 3 6 0

3 0 1 3 3 7 0

4 0 1 3 3 8 0

5 0 1 3 3 9 4

6 0 1 3 3 5 0

7 0 1 3 3 6 0

8 0 1 3 3 7 0

9 0 1 3 3 8 0

10 0 1 3 3 9 4

11 0 - 3 - 5 -
Celkové ndklady 34 829€ 40 184€ 58 576€

Tabul'ka 5: Optimalnej vymena auta s moznostou kupit starsie vozidlo

2.3 Vplyv funkcie uzito¢nosti na optimalnu vymenu auta

V nasledujtcej casti sa pokusime zistit, akd tlohu pri optimalnej vymene auta zohra-
vaji preferencie majitela vzhladom k nakladom plyntcim z jeho vlastnictva a veku
vozidla. Vysledky ulohy (3) poukazuji na to, Ze pri drahsich vozidlach ¢isto z ekono-
mického hl'adiska nie je vyhodné auto vymenit pokial nenadobudne maximalny moZny
vek. Je vSak napriklad devétro¢né auto rovnako prospesné, bezpecné a uzitoéné ako
nové auto? Tieto veli¢iny sa nedaju jednozna¢ne ohodnotit: do hry tak vstupuji osobné
preferencie majitela auta. Zavedieme preto funkciu uzito¢nosti U(x, y), ktoré reprezen-
tuje, aky uzitok ma majitel z x rokov starého vozidla vyjadrujiceho roéné naklady vo
vyske y. Budeme predpokladat, ze funkcia U(x,y) je klesajuca funkcia vzhladom na

obe premenné x, y, kedZe zo starsieho a nakladnejSieho auta mame mensi azitok. Vhod-
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nou funkciou sa nam zdéa byt Cobb-Douglasova funkcia. Uzitok z vlastnenia auta preto

definujeme predpisom:

U(z,y) = =2y’
a+8<1,
a >0,

g > 0.

Parameter « vyjadruje vplyv veku vozidla na celkovi uzitoénost majitela. Cim je
parameter « vacsi, teda blizsie k jednotke, tym je rozhodnutie majitela o vymene auta
viac ovplyvnené vekom auta. Parameter § zohladnuje vztah majitela k jeho penazenke.
Vicsia hodnota parametra [ znamena vacsi doéraz pri rozhodovani o vymene auta
na celkové naklady oproti veku vozidla. Znamienko minus vo funkeii (9) vyjadruje
klesajucost uspokojenia majitela pri zvySovani veku vozidla a pri zvySovani celkovych
nékladov. Kym v zakladnej tlohe (3) minimalizujeme celkové néklady (y), v ilohe (10)

budeme maximalizovat funkciu U(z,y) a dostdvame nasledujucu tlohu:

29
max;ﬁU(@,yi),
zriv1 = (1 —w)(x; +1), i=0,1,...,29,
2o =0, (10)
w e {01}, i=0,1,...,29,
7€ {0,1,..,9}, i=0,1,...,29.

Dosadenim (9) do tlohy (10) dostavame:
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Oproti zékladnej tlohe (3) ostava stavova rovnica rovnaka. Zmena nastéva len pri

téelovej funkcii. Ulohu (11) opéf riesime s vyuzitim Bellmanovej rovnice dynamického

programovania:
Vi) = max [=%(p(a) + (0(0) ~ ¥(a+ D)u)’
1
+ mvjﬂ((l —u;)(z +1))]
j=10,...,29}, (12)
re{0,1,...,9},
—x% ) — x B re r
V(o) = 4 PR U@ DP, prew €{0.1,...9)

—00, pre x ¢ {0,1,...,9}.

Ulohu (12) rieime pri roznych parametroch o a (3. Vysledky numerickej analyzy
st zhrnuté v Tabulke 6. Scenar 1, zodpoveda rieseniu tlohy (12) pri 5 = 0. V tomto
scenari zohladhujeme ¢isto vek vozidla. Na druhej strane, v poslednom Scenéri 11, sme
parameter a nastavili na hodnotu 1: v tomto pripade je nase rozhodnutie ovplyvnené len
celkovymi nakladmi. RieSenie pri Scenari 11 je teda identické s rieSenim tlohy (3). Pre
vozidlo Skoda Fabia bolo uz pred pouzitim funkcie uzitocnosti optimalne auto vymenit
kazdy rok. Zapracovanim U(z,y), teda zvySenim vplyvu veku vozidla, sa optimélne
riadenie nezmenilo. V pripade zvy$nych dvoch automobilov sa optimalne riadenie meni
v zévislosti od nastavenia parametrov. Pri Scenari 9 dostavame zaujimavé vysledky

optimalnej vymeny: Hondu Civic predame po 3 rokoch a Volvo XC90 az po 7 rokoch.

2.4 Vymena za iny typ automobilu

V tejto casti naSej prace uvazime vymenu pociatocne vlastneného automobilu nielen za
nové rovnaké vozidlo, ale umoznime vymenu za iny model. Rovnako ako pri predché-
dzajacich ulohach budeme hladat optimélny ¢as vymeny pocas 30 ro¢ného obdobia.
Na konci sledovaného obdobia automobil, ktory vlastnime, predame. Predpokladajme,
ze na zaciatku v ¢ase ¢ = 0 mame nové vozidlo A a na konci kazdého roka sa modzeme
rozhodnut, ¢i si ho ponechame, vymenime za nové vozidlo A alebo za iné vozidlo B.

Celkovo budeme teda potrebovat Sest riadeni, ktoré su blizsie popisané v Tabulke 7. V
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Parametre Optimdlny vek auta pred predajom
Scendre | o B Skoda Fabia Honda Chvic Volvo XC90
1 1 0 po 1 roku po 1 roku po 1 roku
2 0.9 0.1 po 1 roku po 1 roku po 1 roku
3 0.8 0.2 po 1 roku po 1 roku po 1 roku
4 0.7 0.3 po 1 roku po 1 roku po 1 roku
5 0.6 04 po 1 roku po 1 roku po 1 roku
6 0.5 0.5 po 1 roku po 1 roku po 1 roku
7 0.4 06 po 1 roku po 1 roku po 2 rokoch
8 0.3 0.7 po 1 roku po 1 roku po 2 rokoch
9 0.2 0.8 po 1 roku po 4 rokoch po 8 rokoch
10 0.1 0.9 po 1 roku po 4 rokoch po 10 rokoch
11 0 1 po 1 roku po 8 rokoch po 10 rokoch

Tabul'ka 6: Optiméalna vymena auta s funkciou U(z,y)

tejto tabulke su zobrazené aj hodnoty pomocnych funkeii gq(u;),92(u;) a gs(u;), ktoré

budu sluzit pri zostavovani tlohy optimalneho riadenia. balej predpokladéme, zZe kazdy

automobil moézeme drzat nanajvys devét rokov, podobne ako v ulohe (3).

Riadenie u; | g1(w;)| g2(w;)| gs(u;)| Désledky riadenia na vymenu auta
0 0 0 1 Vlastnim A a nemenim

1 1 0 0 Vlastnim A a menim za nové A

2 0 1 0 Vlastnim A a menim za nové B

3 0 0 1 Vlastnim B a nemenim

4 0 1 0 Vlastnim B a menim za nové B

5 1 0 0 Vlastnim B a menim za nové A

Tabul'ka 7: Pomocné funkcie pre vymenu auta za iné vozidlo

Zakladnu ulohu (3) modifikujeme tak, Ze zdvojnasobime povoleny rozsah stavov z;

na 18, kde hodnoty x; — xg popisuju vek vozidla A. Stavy x19— x5 udévajua vek vozidla

B, ktoré vlastnime, zvi¢Seny o devit rokov. Ulohu (3) preto upravime nasledovne:
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min 3 o) + (0(0) = (s + D)en () + (0(10) = V(e + D)n(w)],

Titl = gS(U'Z)(IZ + 1) + 1091(“2)7 L= 07 17 SR 729a

$0:Oa

{0,1,2}, prea; €4{0,1,..,9}, i=0,1,...,29,
U; =

{3,4,5}, prex; € {10,11,...,18}, i=0,1,...,29,
x; €4{0,1,..,18}, i=0,1,...,29.
(13)
Poznamenajme, Ze riadenie w; musime obmedzit vzhladom na stav, v ktorom sa
nachadzame. Teda pri vlastneni vozidla A nemdzeme uskutoc¢nit riadenie u; = 3, u; = 4

ani u; = 5, kedZe nevlastnime vozidlo B. Na riesenie ulohy (13) zostrojime Bellmanovu

rovnicu dynamického programovania, ktorta néasledne riesime v Matlabe:

Vi(z) = min {[p(2) + (¢(0) = ¢ (x + 1))g1(u;) + (¢(10) = ¢ (2 + 1))ga(uy)]

u;j el (z)
1
+ mvjﬂ(gs(uj)(if + 1) + 1091 (u )],
{0,1,2}, prexz €{0,1,...,9},
() =
{3,4,5}, prexz € {10,11,...,18}, (14)
j=10,...,29},
x €{0,1,...,18},
o(x) —(x+1), prexe{0,1,...,18},
Vao(x) =

00, pre x ¢ {0,1,...,18}.

2.4.1 Numerické vysledky vymeny auta za iny model

V tejto cCasti sa pozrieme na nasSe tri automobily a pocas 30 rokov budeme sledovat

rozhodovanie v zavislosti od vol'by automobilov A a B. Vysledky st zosumarizované v
Tabulke 8.

V jednotlivych stipcoch Tabulky 8 st zobrazené riadenia pre dvojicu automobilov.
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Riadenie u; pre Riadenie u; pre Riadenie u; pre
Gas v rokoch (i A=Skoda A :1;{ onda| A=Skoda A= ‘v/olvo A=Honda A=Volvo
B=Honda B=Skoda | B=Volvo B=Skoda | B=Volvo B=Honda
0 1 2 1 2 0 2
1 1 4 1 4 0 3
2 1 4 1 4 0 3
3 1 4 1 4 0 3
4 1 4 1 4 0 3
5 1 4 1 4 0 3
6 1 4 1 4 0 3
7 1 4 1 4 1 3
8 1 4 1 4 0 4
9 1 4 1 4 0 3
10 1 4 1 4 0 3
11 1 4 1 4 0 3

Tabul'ka 8: Optimalna vymena auta s moznostou vymenit za iné vozidlo

Napriklad stlpec A=Skoda a B=Honda reprezentuje, ze za vozidlo A je zvolena Skoda
Fabia, teda v ¢ase 0 vlastnime nové vozidlo Skoda Fabia. Vozidlo B je Honda Civic
a tak mame moznost Skodu Fabiu vymenit aj za tento model. Ako je vidiet na vy-
sledkoch, rozhodujeme sa tak, aby sme drzané vozidlo okamzite vymenili za lacnejsi
automobil a nasledne sa rozhodovali rovnako ako pri tlohe (3). Ked sa pozrieme na
stlpec A=Honda a B=Volvo, tak je vidief, Ze vymenu za Volvo neberieme do tvahy.
Naopak, ak A=Volvo a B=Honda, tak v prvom roku vozidlo Volvo XC90 vymenime
za vozidlo Honda Civic a tento automobil ésmy rok vymenime za novi Hondu Civic.
Vysledky st preto po vymene za lacnejsi automobil identické s rozhodovanim v Ta-
bulke 3. V d'alsej podkapitole sa pozrieme na tito ulohu (13) z pohladu vymeny nésho

automobilu za iny, dsporny automobil s nizSou spotrebou.

2.4.2 Numerické vysledky vymeny auta za tisporny automobil

V tejto Casti zavedieme novy typ tsporného automobilu a budeme sledovat, pri akej
nékupnej cene nového tusporného automobilu sa nam oplati pévodné auto vymenit za

usporné. Vyvoj nékladov tisporného automobilu odhadneme nasledovne:
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20000
o(x;) = 100 + 50; + 35— P(i).

100 (15)

Nékladova funkcia (15) sa oproti (4) zmeni v spotrebe, kde predpokladame kon-
Stantnt hodnotu 3,5 1/100km. Cena benzinu P(i) je konstantna na trovni 1,323€/]
a budeme predpokladat, ze roéné néklady rastu linearnou rychlostou 50€ /rok. Dalej
predpokladajme, Ze auto straca na hodnote v prvom roku 15% a nésledne po 10% z
aktualnej hodnoty auta v kazdom roku. Tieto tidaje sme dostali ako priemerné po-
klesy cien u nami sledovanych troch automobilov. Pre rozne ceny nového tisporného
automobilu sme riesili Bellamnovu RDP (14) v Matlabe. Jej vysledky st zobrazené v

Tabulke 9.

Skoda Fabia Honda Civic Volvo XC90

Nowvé dsporné | Viymena za | Usporné za | Viymena za | Usporné za | Vgmena za | Usporné za
vozidlo usporné NOVE Usporné | usporné nové Uusporné | usporné NOVE USpOTné
3000 € po 1 roku po 4 rokoch po 1 roku po 4 rokoch po 1 roku po 4 rokoch
5000 € po 1 roku po 7 rokoch po 1 roku po 7 rokoch po 1 roku po 7 rokoch

10 000 € po 1 roku po 8 rokoch po 1 roku po 8 rokoch po 1 roku po 8 rokoch

12 300 € po 1 roku po 8 rokoch po 1 roku po 8 rokoch po 1 roku po 8 rokoch

12 400 € nevymenim | - po 1 roku po 8 rokoch po 1 roku po 8 rokoch

24 200 € nevymenim | - po 1 roku po 8 rokoch po 1 roku po 8 rokoch

24 300 € nevymenim | - po 7 rokoch | po 8 rokoch po 1 roku po 8 rokoch

26 800 € nevymenim | - po 8 rokoch | po 8 rokoch po 1 roku po 8 rokoch

26 900 € nevymenim | - nevymenim | - po 1 roku po 8 rokoch

61 800 € nevymenim | - nevymenim | - po 1 roku po 8 rokoch

61 900 € nevymenim | - nevymenim | - po 9 rokoch | po 8 rokoch

68 900 € nevymenim | - nevymenim | - po 9 rokoch | po 8 rokoch

69 000 € nevymenim | - nevymenim | - nevymenim | -

Tabul'ka 9: Optimalny vek vozidla pred vymenou za tsporné v rokoch

Ako je vidiet na vysledkoch v Tabulke 9, zostrojili sme pre kazdy automobil viaceré
scenare, pri ktorych auto vymenime za tsporné okamzite alebo vobec. Z vysledkov
vieme odhadnit hrani¢né ceny tspornych vozidiel, pri ktorych moézeme uvazovat o ich
(ne)vymene. Pokial vlastnime Skodu Fabia a cena nového tsporného vozidla je vyssia

ako 12 400 €, tak sa ndm neoplati nad jeho kipou uvazovat. Pre Hondu Civic je tato
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suma na urovni 26 900 €, a pre Volvo XC90 az na hodnote 69 000 €. Tieto hrani¢né

ceny pouzijeme v dalSej kapitole, pri vypocte bariér pre jednotlivé ceny PHM.
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3 Stochasticky model

3 Stochasticki tiloha optimalneho riadenia

V tejto Casti nasSej prace sa budeme zaoberat tlohami, v ktorych hodnota stavovej
premeny zavisi aj od ndhodnych udalosti, ktorych vyvoj vopred nepozname. Budeme
vSak predpokladat, Ze pozname pravdepodobnostné rozdelenie ndhodnej premennej,
ktora ovplyvituje vyvoj sledovaného systému. Ulohou je opét najst optimalne riadenie
U , tentokrat vSak pozadujeme, aby optimélne rozhodovanie zohladiiovalo informéciu o
hodnote realizidcie ndhodnej premennej dostupni v ¢ase rozhodnutia. V nasledujicich
dvoch castiach si predstavime dve verzie stochastickej tlohy optimalneho riadenia:

rozlisime diskrétnu a spojiti ndhodnt premennii.

3.1 Diskrétna ndhodna premenna

Ide o Specialny pripad tlohy optimélneho riadenia, v ktorej vyvoj stavovej premennej
v kazdej iteracii je ovplyvneny diskrétnou ndhodnou premennou. Ozna¢me z; hodnotu
tejto diskrétnej ndhodnej premennej. Uvedomme si, ze hodnotu z; pri vybere riadenia
u; nepozname. Nakol'ko hodnotu tcéelovej funkcie ovplyviiuje nahodné premenné, podla

[5] sa uloha (1) modifikuje do tvaru:

k—1
maXE{Z fZQ(SUi, Uy, 21)1 )

i=0
Tiv1 = filz,uyzi), 1=0,1,... k—1,
xo = 20,
x, € C,
u €U, 1=0,1,...,k—1,
2 €2, 1=0,1,...,k—1,
yveX;, 1=01,....k—1
Symbolom E sme oznadili strednii hodnotu. KedZe sa jedna o stochasticku tlohu
s diskrétnou nahodnou premennou, mnozina Z; obsahuje kone¢ne vela prvkov. Tento

predpoklad ndm umoznuje riesit tlohu (16) pomocou Bellmanovej rovnice dynamického

programovania, ktora je podrobne vysvetlena aj v [5]:
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Vj(w) = max E; (2, u, 25) + Vi (fiz,u, 7)),

=0, k-1,
HANS Xj, (17)
0, pre x € C,
Vi(z) =
—o0, prex ¢ C.

Je dolezité si uvedomit, ze kl'i¢ovym bodom v rieSeni tlohy (17) je vypocet strednej
hodnoty. Diskrétny charakter ndhodnej premennej nam vypocet znac¢ne zjednodusuje.

Pri vypocte strednej hodnoty totiz mozeme vychadzat priamo z jej definicie.

3.2 SpojitA ndhodna premenna

V tejto Casti sa opét pozrieme na tlohu optimélneho riadenia s nahodnou premennou,
avSak v tomto pripade budeme predpokladat, Ze vyvoj mozno popisat pomocou spo-
jitého rozdelenia. Tento predpoklad nam stazuje rieSenie tlohy (17): vypocet stredne;
hodnoty vyzaduje aplikovat sofistikovanejsie postupy. V nasej préci pri rieSeni tlohy
(17) vyuzijeme postupy zname z tedrie oceniovania financénych ¢i redlnych opcii, ktoré
si podrobne predstavime v nasledujucich castiach. Najprv sa v kratkosti zmienime o
financénych a realnych opcidch. Nasledne si predstavime jednu metédu na vypocet sta-

novenia hodnoty opcie, pouZitelnej pre vypocet ceny financnych aj realnych opcii.

3.2.1 Financ¢né opcie

Pojem opcie (z angli¢tiny moZnost, pravo) sa vyskytoval uz od staroveku, kedy Sikovni
obchodnici davno pred nasim letopo¢tom predavali pravo (teda predavali opcie) pre-
najat si ich pddu o rok neskor [13|. Tito najomcovia pravo prenajatia vyuzili jedine
v pripade, Ze sa im to oplatilo - v pripade priaznivych podmienok v podobe pocasia,
kedy by si uplatnili svoju opciu. V pripade nepriaznivého pocasia alebo inej zivelnej
katastrofy im toto pravo prepadlo (opciu si neuplatnili), avSsak nemuseli zaplatit za
najom pddy. V stcasnosti je pojem opcia spity najmé s pravom kupit ¢i predat akcie.

Presné definicia finanénej opcie je nasledovna [9]:
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Opény derivdt je prdvo, nie viak povinnost obchodnika kipit (predat) finanény nd-
stroj, pripadne iné aktivum, za vopred dohodnuti cenu K (strike price) v den splatnosti
T.

Opcie, okrem rozdelenia podla prava kipit a prava predat, rozlisujeme aj podla toho,
¢ danu opciu méZeme uplatnit kedykol'vek do doby splatnosti T - vtedy hovorime o
americkych opcidch, alebo opciu moézeme uplatnit jedine v case splatnosti 17" - v tomto

pripade pojde o eurdpske opcie.

3.2.2 Realne opcie

Podl'a [3] v realnom svete moZzeme kazdu situéaciu, v ktorej sa potrebujeme rozhod-
nut pri istej neurcitosti popisat realnou opciou. Prikladom realnej opcie méze byt
rozhodovanie o najvyssom dosiahnutom stupni vzdelania (vid [10]). V pripade, Ze sa
rozhodneme dalej Studovat, vzdame sa moZnosti pracovat a teda ziskavat mzdu za
tiuto pracu. V pripade, Ze sa tak rozhodneme, budeme ocakavat vyssi zarobok po ab-
solvovani vysSieho vzdelania. V casti 4.2 si ukdzeme, Ze pomocou ocenovania realnych
opcii dokdzeme vypocitat optimélne riadenie U aplikované aj na nés priklad optimélne;j

vymeny auta.

3.2.3 Ocenovanie americkych realnych opciach pomocou simuléacii

V tejto podkapitole sa blizsie pozrieme na problematiku ocefiovania americkych opcii.
Zékladom teorie ocenovania finan¢nych opcif je postup navrhnuty Blackom a Schole-
som, 1973. Tento pristup vSak nie je vSeobecne aplikovatelny na problémy realnych
opcii. V dalSej ¢asti si preto priblizime postup navrhnuty Longstaffom a Schwartzom
v roku 2001 [8], ktory ma4 SirSie vyuzitie.

Monte Carlo simulacia bola sformulovana a néasledne aj vyuzitd pocas druhej sveto-
vej vojny a teda ma za sebou viac ako sedemdesiatroéni historiu [4]. Na zaklade nazvu
tejto metody si vacsina Tudi predstavi hazardnych hracov v luxusnych kasinach. Predsa
len nazov ma nieco spolo¢né s kasinom. Pri vyskume neutrénov a moznosti prenika-
nia roznymi latkami objavili vedci problém. Zistit, aké percento neutrénov prejde cez
nadobu plna vody. Tento problém sa nedal vyriesit ani teoreticky, ani prakticky z do-

vodov neznamych pravdepodobnosti zrdzok neutrénov s atémami vodika alebo kyslika,
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mnozstva energie, ktord neutrén strati pocas zrazky, priemerného ¢asu medzi dvoma
zrazkami neutrénov a mnohych inych vlastnosti. Dvaja vyskumnici Neumann a Ulam
prisli s napadom vyuzit historiu zivota neutréonu, inak nazvant aj metoédu rulety kolesa.
Odtial pochédza nazov metéda Monte Carlo. Zakladé sa na generovani hodnot z roz-
nych pravdepodobnostnych rozdeleni, pricom ziskané vystupné hodnoty st nezavislé a
nahodné. Po vygenerovani velkého poc¢tu (N) simulécii sa snazime zistit pravdepodob-
nostné rozdelenie vystupnych veli¢in. Principom Monte Carlo simulécii je teda urcit
nahodnu veli¢inu, ktora je dana ako funkcia viacerych nahodnych veli¢in. Na pribliZzenie
tejto metody si ukazeme kratky priklad, kde je vidiet, ako metdda funguje. Simulaciu
pohybujiceho sa neutrénu vo vode a narazajiceho do atomov vodika a kyslika nevieme
presne urcit, ale vieme, ze ak neutrén narazi do atému vodika, tak v jednom zo sto
pripadov bude neutrén tymto atémom pohlteny. Pre urc¢enie scenara neutréonu si pred-
stavme ruletu, ktora mé 100 policok, pricom jedno je ¢ervené a ostatnych 99 policok je
¢iernych. Pokial sa ruleta zastavi na ¢ervenom policku, neutron bude pohlteny. Pokial
padne ruleta na ¢ierne policko, rozto¢ime druhi ruletu, kde budi ¢ervené a Cierne po-
licka vyznacovat smer a rychlost, pripadne okamziti zrazku s inym atémom neutrénu
v zavislosti od znamych pravdepodobnosti. V skutoc¢nosti by sme potrebovali obrovské
mnozstvo ruliet na urcenie presného pohybu jednej simulacie neutrénu a to realne nie
je mozné. Vieme vsak tieto rulety naprogramovat v pocitacovych softvéroch.

Metoda Monte Carlo simulécii sa stala velmi oblibenou aj pri ocefiovani réznych
finan¢nych derivatov. Pri vypocte ceny eurdpskej opcie je vypocet jednoduchsi ako pri
odvodzovani pomocou Black-Scholesovych vzorcov. Nasim cielom v8ak bude pouZit nie
europske, ale americké opcie, kedZe problematika vymeny auta je moZzné vo vsetkych
¢asoch t € {to,T}. Poznamenajme, Ze urcenie hodnoty finanénych ¢i realnych opcii
pomocou Monte Carlo simulécii nie je priamociare. Trvalo pomerne dlha dobu, kym sa
vymyslela metéda ocenovania derivatov pomocou simulécii. Podarilo sa to az v roku

2001 autorom Longstaff a Schwartz. Ich metodu si predstavime v nasledujicej ¢asti.

3.2.4 Monte Carlo simulacie met6dou najmensich Stvorcov

Jednou z najproblematickejsich tuloh ocenovania finanénych derivatov je préave oce-

novanie americkych typov derivatov. V tejto Casti si priblizime ocefiovenie pomocou
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Monte Carlo simulécii. Pre presnejsie pochopenie tejto metoédy pripomenieme, ze drzi-
tel americkej opcie v kazdom Case porovnava okamzitu vyplatu v pripade, Ze by opciu
v danom okamihu predal, s ocakavanou vyplatou v pripade, Ze by opciu nadalej drzal
a nepredaval. Opciu sa rozhodne predat, ak okamzita vyplata je vyssia ako ocakavana
vyplata a ponechanie si opcie v budtcnosti. Preto optimalna stratégia je podmienena
ocakavanymi vyplatami v pripade, Ze opciu nepreddme a pokracujeme v jej drzani.
Toto podmienené ocakavanie moze byt odhadnuté zo simulacii metédou najmensich
Stvorcov. Podla [8] je podstata tohto pristupu odhadnut hodnoty realizovanych vyplat
pozostavajucich z drzania opcie na funkcie hodnét stavovych premennych. Odhadnuta
ocakévana funkcia v kazdom ¢ase nam poslizi na urcenie kompletnej optimalnej stra-
tégie v kazdom kroku, ako aj na urcenie ceny americkej opcie. Algoritmus sleduje von-
kajsie iteracie ako rovnica dynamického programovania a metoda regresie je pouzita vo
vnutri algoritmu. Téato technika sa nazyva Monte Carlo simulacie metédou najmensich

stvorcov (LSM - Least Squares Monte Carlo)[8].

3.2.5 LSM na priklade

Ako sme uz uviedli v predchédzajicej ¢asti, LSM metoda sa snazi néjst optimalnu
stratégiu az do vyprSania ¢asu T sledovanim jednotlivych vyplat v kazdom c¢ase. Pre
pribliZenie si ukdzeme metdédu LSM na konkrétnom priklade podobne ako tito metodu
priblizili vo svojej praci Longstaff a Schwartz [8|.

Uvazujme americki put opciu na akciu .S bez dividend so strike price 102€. Hodnota
akcie Sy je rovna 100€, a sledované obdobie nech su tri ¢asové jednotky (predpokla-
dajme tri roky, pricom opciu mézeme vyuzit len na konci kazdého roku). Znamena
to, ze v kazdom z troch ¢asovych jednotiek mozeme uplatnit put opciu a teda predat
akciu za 102€. V pripade ceny opcie nizsej ako 2€, by sme opciu uplatnili okamzite,
¢o vyplyva z kladnej vyplaty (vyplata v ¢ase 0 = 102 — 100 — cena opcie). Bezrizikova
trokova miera nech je 3% a ulohou bude pomocou LSM metody odhadnut cenu opcie.
Pre jednoduchost nasimulujme desat réznych scenarov vyvoja ceny akcie. Predpokla-
dajme, Ze cenu akcie mozno modelovat pomocou geometrického Brownovho pohybu s
parametrami p a o. Nasimulované ceny akcie pocas troch rokov si zobrazené v Ta-

bulke 10.
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Stmuldcia t=0 t=1 t=2 t=3

1 100 101.515 99.870 101.463
2 100 99.577 99.744 103.136
3 100 102.964 102.981 101.421
4 100 97.529 101.498 103.437
) 100 101.019 102.168 101.519
6 100 99.374 100.612 98.386
7 100 101.859 97.652 97.810
8 100 100.677 98.447 102.881
9 100 96.516 99.789 99.502
10 100 100.665 100.651 98.225

Tabul'ka 10: Simulécie vyvoja cien akcie v €

Algoritmus je rekurzivny, to znamena, ze najskor vypoc¢itame hodnotu v koneénom
¢ase a postupne sa priblizujeme k ¢asu 0. Pozrieme sa preto na situédciu v ¢ase t = 3,
teda v case splatnosti opcie. V tomto ¢ase uz s ur¢itostou vieme povedat, ¢i si opciu
uplatnime (teda vyplata je kladna) alebo neuplatnime. Z nasich nasimulovanych cien
je zrejmé, ze si uplatnime opcie v simulaciéch s ¢islom 1,3,5,6,7,9 a 10. V simulaciach
s ¢islom 2,4 a 8 sa nam neoplati predat akciu za cenu 102€, teda opciu neuplatnime.
V poslednom c¢asovom kroku je rozhodnutie o uplatneni americkej opcie rovnaké ako v
pripade eurépske opcie. Vyplaty pre jednotlivé simulacie zistime ako rozdiel expiracnej
ceny (strike price) a hodnoty akcie v danom ¢ase. Teda pri simulécii napriklad s ¢islom
7 by bola vyplata rovna 4.19€. Posuiime sa teraz do ¢asu ¢t = 2. Vidime, Ze tu méa
drzitel opcie komplikovanejsie rozhodovanie: moéze bud opciu uplatnit okamzite alebo
pocka, a opciu uplatni neskor s potencidlom este vyssieho zisku. KedZe tirokova miera
predstavuje 3%, vyplatu o rok pri porovnavani s dnesnou musime odurocit. Opat vy-
berieme len simulécie, o ktorych moézeme tvrdit, ze su ziskové (1,2,4,6,7,8,9 a 10) a
vlozime hodnoty vyplat v pripade, Ze opcie uplatnime, do vektora X. Zostrojime aj
vektor Y, a to ako hodnotu vyplat tychto simulécii v case t = 2 v pripade, Ze opciu

teraz neuplatnime. Na odhadnutie strednej hodnoty vyplat v ¢ase t = 2 spravime kvad-
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ratickt regresiu vektora Y zavislého od vektora X, X? a konstanty '. Teda hladdme

koeficienty regresnej rovnice v tvare ag, ay, as:

Y:a0+a1X—|—a2X2. (].8)

Hodnoty paramametrov ag, a;, as dostaneme riesenim nasledujtcich linearnych rov-

nic:

zn:Yi Znao+alzn:X¢+azzn:Xi2>
1=0 =0 =0
Y ViXi=a ) Xitay XPtay X} (19)
=0 =0 =0 =0
inx} = aoin + ali){f - azixg&
=0 =0 =0 =0

kde n je poCet merani. V nasom pripade pri n = 8 (kedZe mame osem ziskovych
simulécii, ktoré vyberame) vyratame koeficienty regresie pomocou riesenia (19), a do-

staneme nasledujuci odhad:

Y = 2055 — 41.035X + 0.205X2. (20)

Téato odhadnuta funkcia (20) bude sluzit na vypocet strednej hodnoty vyplaty v
pripade, ze opciu v ¢ase ¢ = 2 neuplatnime. Tieto hodnoty porovname a zobrazime
si ich v Tabulke 11. V tabulke taktieZ zobrazime naSe rozhodnutie, ako aj vyplatu
jednotlivych stratégii.

Po tejto iterécii sa presunieme do casu t = 1, kde méme pozitivne vyplaty z okam-
zitého uplatnenia opcie az v deviatich simulacidch (vo vSetkych okrem ¢isla 3). Opét
zostrojime vektor Y ako vektor hodndt vyplat v pripade, Ze opciu neuplatnime. Po-
dobne ako v predchadzajuicej iterdcii do vektoru Y ukladdme vyplaty opcii oddrocené
v zavislosti od ¢asu vyuzitia. Pouzitim kvadratickej regresie odhadneme koeficienty a

dostaneme nasledovné:

1VoIba vhodnej funkcie regresnej rovnice je podobne popisana aj v praci Longstaffa a Schwartza

[8]-
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Porovndvanie vyplat stratégii v case t = 2 Nase rozhodnutie

Simuldcia | Pri uplatneni opcie | Pri neuplatneni opcie Cas uplatnenia | Vyplata opcie
1 2.130 1.458 t=2 2.130

2 2.256 1.473 t=2 2.256

4 0.502 1.857 t=3 0

6 1.388 1.505 t=3 3.614

7 4.348 2.664 t=2 4.348

8 3.553 1.999 t=2 3.553

9 2.211 1.467 t=2 2.211

10 1.349 1.514 t=3 2.498

Tabul'ka 11: Tabulka vyplat v ¢ase t = 2

Y = 2111.8 — 43.0302X + 0.2193X2 (21)

Podobne ako v case t = 2 vyratame strednit hodnotu vyplat v pripade, Ze opciu
neuplatnime, porovname ju s vyplatou uplatnenia a zobrazime naSe rozhodnutie so

skutoénymi vyplatami v Tabulke 12.

Porovndvanie viplat stratégii v case t =1 Nase rozhodnutie

Simuldcia | Pri uplatneni opcie | Pri neuplatneni opcie | Cas uplatnenia | Vijplata opcie
1 0.485 3.485 t=2 2.130

2 2.423 1.414 t=1 2.423

4 4.471 1.016 t=1 4.471

5 0.981 2.797 t=3 0

6 2.626 1.292 t=3 3.614

7 0.141 4.024 t=2 4.348

8 1.323 2.387 t=2 3.553

9 5.484 1.499 t=1 5.484
10 1.345 2.373 t=3 2.498

Tabul'ka 12: Tabulka vyplat v ¢ase t = 3

V tomto okamihu méme vyratani optimalnu stratégiu v kazdom okamihu pre kazda
simulaciu a odhadnuti cenu opcie vyratame ako priemer odurocenych vyplat vset-

kych desiatich simulacii. Teda priemer odtrocenych ¢isel zobrazenych v stlpci Vyplata
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opcie v Tabulke 12. Vyratanu cenu odhadneme na 2.759€, ¢o koreSponduje s nasim

predpokladom, Ze cena opcie musi byt vyssia ako 2€.

3.2.6 Geometricky Brownov pohyb

V teodrii ocenovania finan¢nych derivatov sa tradi¢ne na modelovanie stochastického

podkladového procesu vyuziva tzv. geometricky Brownov pohyb v tvare:

dP, = pP,dt + o PdW,. (22)

V rovnici (22) oznacujeme p ako stredni hodnotu pohybu a o je jeho disperzia.
Symbolom dW; sme oznacili inkrement tzv. Wienerovho procesu.
Podla [13] je Wienerov proces (w(t),t > 0) definovany pomocou nasledujucich sty-

roch vlastnosti:
1. Zac¢ina v 0: w(t) = 0.

2. Prirastky su z normdlneho rozdelenia: prirastky w(t+ A) —w(t) st z normélneho

rozdelenia a ich stredna hodnota je rovna 0 a disperzia je rovna A.
3. Nezavislost prirastkov: pre vietky ¢ € 0, 1, n st prirastky w(t;) —w(t;_1) nezavislé.
4. Spojitost trajektorii: trajektorie tohto procesu sa spojité.

Z vlastnosti Wienerovho procesu vieme, ze w(t) ~ N(0,t). Pre dalsie vypocty je
potrebny odhad parametrov p a o. Z ¢asového radu P, je potrebné vypocitat priemer

a disperziu vynosov ¢asového radu V;, ktory je zostrojeny nasledovne:

P,
wszt

t—1

(23)

Po vyratani priemeru m a disperzie s* vynosov, odhadneme parametre geometric-

kého Brownovho pohybu (GBP) podla [13] nasledovne:

(24)
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Parameter At reprezentuje ¢asovi zmenu v ¢asovom rade. Po odhadnuti parametrov

GBP pomocou rovnice (24) dokdZeme simulovat vyvoj cien na nasledujice obdobie.
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4 Optimalna vymena auta ako stochasticka tloha

V tejto kapitole diplomovej prace sa pozrieme na problematiku optimélnej vymeny
auta ako na tlohu stochastického dynamického programovania. V prvej casti kapitoly
budeme analyzovat vplyv kazivosti auta na optimalny ¢as vymeny auta. Kazivost po-
piSeme pomocou diskrétnej premennej pre konkrétne auto v jednotlivych rokoch. V
druhej Casti sa zameriame na spojity vyvoj cien pohonnych hmot (dalej len PHM) a

ich vplyv na optimélne rozhodovanie.

4.1 Vplyv kazivosti auta na optimalnu vymenu auta

V tejto ¢asti predstavime modifikidciu modelu (3), v ktorej uvazime faktor ndhodne;j
kazivosti auta. Kazivost auta reprezentujeme pomocou diskrétnej nahodnej premenne;j.
Nakol'ko kazivost auta nie je rovnako pravdepodobné pre nové a starie, napriklad
pétro¢né auto, definujeme pravdepodobnost pokazenia sa auta ako funkciu p;(x), ktorej
hodnota je zavisla od veku vozidla x. Indexom j oznac¢ime typ Skody: rozliSime tri
trovne kazivosti, vzh[adom na velkost nakladov C(j) potrebnych na ich odstranenie.
Nase rozhodovanie o optimélnej vymene auta bude ovplyviovat velkost skody C(j),
ktora moze nastat, ale aj pravdepodobnost p;(z) pre jednotlivé stupne kazivosti a vek
auta. Preto sa na tento problém pozrieme osobitne u kazdého skiimaného auta s r6znymi
scenarmi pre spominané parametre. VSeobecne pre kazdé auto budeme predpokladat

tri rozne typy $kod, a povodnu tlohu (3) modifikujeme pomocou (16) na:
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)
C(1), spravd. p(z),

C(z) =< C(2), spravd. po(z), (25)
C(3), spravd. ps(z),

u € {0,1}, i=0,1,...,29,
z; €{0,1,...,9}, i=0,1,...,29.

Uloha (25) je diskrétnou tlohou stochastického dynamického programovania. Rie-
Sime ju pomocou Bellmanovej rovnice dynamického programovania, ktora v tomto pri-

pade vyzera nasledovne:

Vi(x) = min [Elp(x) + C(z) + ($(0) — ¢ (2 +1))u;lz]

u;€{0,1}

1
+ mE[\/j+1((1 —uy)(z +1))|]]

j=10,...,29},
re€{0,1,...,9},
Elp(z) + C(x) —¢(x + 1)]z], prez € {0,1,...,9},
Vao(z) =
00, pre x ¢ {0,1,...,9}.

Vysledky numerickych experimentov si zobrazené v Tabulke 13 pre Skodu Fabiu, v
Tabulke 14 pre Hondu Civic a pre Volvo XC90 v Tabulke 15. V jednotlivych tabulkach
je zobrazeny optiméalny vek auta pred predajom pre roézne scenare pravdepodobnosti
p;(x) zévislé od veku auta x a pre rozne velkosti kazu C'(z).

V prvych piatich scenaroch sme odhadli premenné p;(x) a C(z) pre Skodu Fabia
tak, ze s pribudajicim vekom vozidla stupa pravdepodobnost vacsieho kazu. V dalsich
dvoch menej redlnych scenaroch sme predpokladali vyssiu skodu (teda vacsi kaz) na
novsich ako na starsich vozidlach. Vysledky analyzy ukazuji, Zze ani vyrazna kazivost

auta nema vplyv na optimalny ¢as vymeny ékody Fabia. V prvych piatich scenéroch je
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optimalne auto vymenit za nové kazdy rok. Pre zvysné dva scenare je optimalne auto
nevymienat, nakol’ko sa ndm nové auto moze skoér pokazit ako auto ojazdené.

Pre vozidlo Honda Civic sme nasli hodnoty kazivosti, pri ktorych auto vymiename
kazdy rok. St zobrazené v Scenari 3 a 7. Vidime, Ze vyska nakladov spojena s kazivostou
musi byt relativne vysoka v porovnani s hodnotou auta.

Aby sme docielili kazdoro¢né vymienanie Volva XC90, museli by byt naklady na
odstranenie kazivosti pomerne vysoké. Takyto jav je uvedeny v Scenari 8. Pre 5 ro¢né
auto by bol kaz s pravdepodobnostou 30% o velkosti Stvrtiny hodnoty nového auta.

Tento jav je neredlny a tak usudime, ze dané vozidlo nebude optimalne vymienat prvych

7 rokov.
Pravdepodobnost kazu Velkost kazu
Scendre | pi(z) pa(x) ps(z) C(l) C(2) C(3) | Optimdlna vymena
1 0.02x  0.015x 1-0.035x 800 600 50 po 1 roku
2 0.02x  0.015x 1-0.035x 1500 600 50 po 1 roku
3 0.02x  0.015x 1-0.035x 3000 1500 200 po 1 roku
4 0.06x 0.03x  1-0.09x 800 600 50 po 1 roku
5 0.06x 0.03x  1-0.09x 1500 600 50 po 1 roku
6 0.06x 0.03x  1-0.09x 100 600 1000 | po 2 rokoch
7 0.06x 0.03x  1-0.09x 500 400 2000 | po 10 rokoch

Tabul'ka 13: Optimalna vymena auta s ndhodnostou kazivosti pre Skodu Fabiu

4.2 Vplyv ceny pohonnych hmoét na optimalnu vymenu auta

KedZe naSou tlohou je najst ¢as na optimalnu vymenu auta, musime skimat aj moz-
nosti zmeny vonkajsich faktorov, ktoré mozu ovplyvnit celkovy vysledok. V tejto ¢asti
prace sa zameriame na analyzu vplyvu vyvoja pohonnych hmét (PHM) na optimalnu
vymenu auta. V predchadzajucich kapitolach sme zohladnovali zvySovanie spotreby
auta s vyssim vekom, avSak cenu PHM sme brali ako priemernt hodnotu za posledné
tri roky. Prvym krokom v nasom sktmani bude analyza vyvoja cien PHM. Ziskané

odhady nésledne vyuzijeme pri vypocte optiméalnej vymeny auta pomocou simulacii.
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Pravdepodobnost kazu Velkost kazu
Scendre | pi(z) po(r) p3(x) c(l) C(2) C3) | Optimdlna vymena
1 0.02x  0.015x 1-0.035x 1000 400 50 po 7 rokoch

0.02x  0.015x 1-0.035x 1250 800 50 po 4 rokoch
0.02x 0.015x 1-0.035x | 3000 1500 200 po 1 roku

0.06x 0.03x 1-0.09x 1000 400 50 po 8 rokoch
0.06x 0.03x  1-0.09x 1250 800 50 po 7 rokoch
0.06x 0.03x  1-0.09x 3000 1500 200 po 7 rokoch

ORI S N TN N S NS

0.06x 0.03x 1-0.09x 4000 1500 200 po 1 roku

Tabul'ka 14: Optimalna vymena auta s ndhodnostou kazivosti pre Hondu Civic

4.2.1 Modelovanie cien pohonnych hmét

V tejto Casti sa zameriame na modelovanie cien pohonnych hmot, ktoré priamo vstu-
puji do nakladovej funkcie auta a opat budeme uvazovat vybrané auté. Stustredime sa
na vyvoj ceny benzinu natural 95 oktdnovy (benzin) a ceny motorovej nafty (nafta).
Poznamenajme, 7e benzin je palivo pre Skodu Fabiu a Hondu Civic a nafta pre Volvo
X(C90. Cenu benzinu a nafty tvori priblizne z polovice spotrebna dan a dan z pridanej
hodnoty. Zvysnu polovicu tvori velkoobchodné cena tychto komodit, ktora je podobne
ako akcie kotované na burze. Rozhodli sme sa preto s tymito komoditami pracovat ako s
akciami, a tak budeme predpokladat, Ze cena benzinu a nafty sa vyvija geometrickym
Brownovym pohybom. Na odhadnutie parametrov g a o sme pouzili historické tyz-
denné data z obdobia piatich rokov zo stranky statdat.statistics.sk. Vyvoj cien benzinu
a nafty v obdobi 2010-2015 je zobrazeny na Obr. 1.

Ziskané udaje o vyvoji cien PHM sme nésledne analyzovali podl'a postupu uvedeného
v Casti 3.2.6. V Tabulke 16 st zobrazené hodnoty odhadnutych parametrov GBP pre
oba typy pohonnych hmot. Tieto tidaje budu slazit ako podklad k vypocétu nékladovej
funkcie v kazdom roku, kedZe nakladové funkcia sa sklada z fixnych ro¢nych nakladov
(ktoré sa s pribudajucim vekom vozidla menia) a nakladov na palivo, do ktorych priamo

vstupuje spotreba auta a tiez konecéna cena PHM.
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Pravdepodobnost kazu Velkost kazu
Scendre | pi(z) po(r) p3(x) C(1) C(2) C(3) | Optimdlna vymena
1 0.02x  0.015x 1-0.035x 2000 1500 200 po 10 rokoch

0.02x 0.015x 1-0.035x | 4000 2000 500 po 10 rokoch
0.02x 0.015x 1-0.035x | 8000 2000 500 po 8 rokoch
0.06x 0.03x 1-0.09x 2000 1500 200 po 10 rokoch
0.06x 0.03x  1-0.09x 4000 2000 500 po 10 rokoch
0.06x 0.03x  1-0.09x 8000 2000 500 po 9 rokoch
0.06x 0.03x  1-0.09x 10000 4000 500 po 8 rokoch

SN IS N S S)

0.06x 0.03x 1-0.09x 13500 2000 500 po 1 roku

Tabul'ka 15: Optimalna vymena auta s ndhodnostou kazivosti pre Volvo XC90

skutocna cena benzinu skutoéna cena nafty

0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
Obr. 1: Skuto¢na cena PHM za obdobie 2010-2015

4.2.2 Model optimalnej vymeny auta pri stochastickych cenach

V zékladnej ulohe (3) sme predpokladali konstantni, vopred znamu cenu PHM, ktora
vstupovala do vypoctu nékladovej funkcie (7). V tejto ¢asti prace budeme predpokla-
dat, Ze ceny PHM sa budu vyvijat podla GBP, ktorého parametre sme odhadli v ¢asti
4.2.1. Priebeh cien z 10 000 simulécii je zndzorneny na Obr. 2.

Ozna¢me symbolom P7(i) cenu PHM v i-tej ¢asovej periode a j-tej simulacii. Hod-

notu nakladovej funkcie (4) odvodime z vysimulovanych cien P7(i) podla vztahu:
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Odhadnuté parametre Benzin Nafta
1 0.00044213 0.0018
o 0.1494 0.2278

Tabul'ka 16: Odhadnuté parametre GBP PHM

(@i, i) = Ns(z:) + Sp(xi)]f—gng (i), (27)

Predpokladame, Ze pocet prejdenych kilometrov ostéava nadalej na hodnote 20 000
km ro¢ne. Pri predpoklade stochastického vyvoja cien PHM sa zakladna tloha (3)

modifikuje nasledovne:

29

: 1 km
i | 3 e )+ S P (0) e+ )l

xl+1:(1—ul)(azz+1), i:O,l,...,QQ,
2
Pt = Peexply— = +oW;), Wi~ N(0,1),
2 (28)

Py = PO,

zo =0,

w; € {0,1}, i=0,1,...,29,

z; € {0,1,..,9}, i=0,1,...,29.

Vidime, Ze predpoklad stochastického vyvoja ceny PHM si vyniitil zavedenie novej
stavovej premennej P;. Stavova rovnica pre tito nova premennt je vysledkom diskre-
tizacie procesu GBP z ¢asti 3.2.6 (vid [13|). Pociato¢ni hodnotu pre nova stavovi
premennu F;, nastavime na poslednu zistent hodnotu zo sledovanych dat. Model pou-
Zijeme osobitne pre cenu benzinu a cenu nafty. Tato hodnota zodpoveda 1,323€/[ pri

benzine a 1,214€ /1 pri nafte.

4.2.3 Algoritmus rieSenia stochastickej tilohy

Pri rieSeni dlohy (28) vyuzijeme modifikovani verziu LSM metody. Je dolezité si uve-

domit, ze problém optimélnej vymeny auta mozno interpretovat ako tlohu s realnou
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Simulacia cien benzinu

Simulacia cien nafty

Obr. 2: Simulované ceny PHM pocas 30 rokov

opciou. Moznost vymenit auto je vlastne pravo, nie vSak povinnost vymenit auto v
Tubovolnom ¢asovom okamihu pocas sledovaného obdobia. Podkladovym procesom je
v nasom pripade cena PHM. Problém optimalnej vymeny auta vSak nemo6zeme popisat
pomocou Standardnej americkej opcie: rozhodnutie uplatnit opciu, teda vymenit auto,
nas neprivedie ku vopred dohodnutej cene. V nasom pripade ide skor o tzv. option to
swicht zndmu najmai z tedrie realnych opcii. Uplatnenie kazdého typu realnej opcie
nam umoziuje prepinat sa medzi jednotlivymi alternativami, podla aktualneho vyvoja
podkladového aktiva.

Standardny algoritmus na ocenovanie klasickej americkej opcie, ktory sme predsta-
vili v casti 3.2.5, si vyziadal rozsirenie o vypocet odhadnutej strednej hodnoty aj v
pripade, Ze auto preddme. Navyse, nas priestor stavovych premennych je dvojrozmerny.
Pri navrhovani vhodnej modifikéicie algoritmu sme vychadzali z prace [6]. Vysledky al-
goritmu moZzeme zhrnit do piatich krokov, ktoré st prehladne zobrazené v sthrne na

nasledujucej strane.
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ALGORITMUS NA VYPOCET OPTIMALNEJ VYMENY AUTA
PRI STOCHASTICKOM VYVOJI CIEN PHM

Krok 1 Simulacia M scenarov cien {P7(i)};cp na intervale i € [to, k]. Parameter
to reprezentuje prvu iteraciu, a k poslednu iteraciu systému. Tieto ceny si

nasimulované podla parametrov zobrazenych v Tabulke 10.

Krok 2 Vypocet ndkladovej funkcie ¢/ (z;,1) podla (27) zéavislej aj od jednotlivych

simulécii j pre jednotlivé ceny P’(i).

Krok 3 Vypocet koncovej hodnotovej funkcie ij (x) pre cas i = k pre vietky

simulécie j a vSetky stavy x € X; podla zakladnej Bellmanovej rovnice (5).

Krok 4 Vytvorenie vonkajsieho cyklu pre ¢asy ¢ = k : (—1) : ¢y a vniatorného

cyklu pre vSetky stavy z € X;:

e Vypodet hodnoty jednotlivych funkecii Pr? a Ne/ ako hodnotovych fun-
kcif pre moznost auto predat (Pr’, v = 1) alebo nepredat (Ne/, u = 0)
pre vsetky simulécie j a dany ¢as ¢ a vek vozidla x.

e Vypocet koeficientov (af, af”, o™ a¢, ol  al¢) kvadratickej regre-

sie pre jednotlivé funkcie Pr? a Ne’ ako funkcie zavislej od ceny P7.

e Odhad hodnoty funkcii OPr? a ONe’ pre jednotlivé j pouzitim vyra-
tanych koeficientov a nasimulovanych cien P’ ako funkciu odhadov pre

auto predat (OPr’) a nepredat (ONe’) .

e Porovnanie odhadnutych hodnét OPr? a ONe’ pre jednotlivé simulacie
j. Mensia z nich bude v tomto kroku optimélna (kedZe tlohu minima-
lizujeme). Informéaciu o zvolenej stratégii (u = 1 alebo u = 0) pre dany
¢as i a vek vozidla z si uchovame. Hodnotovi funkciu V7 (x;) nahradime

Pr? alebo Ne/ podla zvolenej stratégie.

Krok 5 Vo finélnej faze existuje pre kazdy cas i, stav = ako aj cenu PHM P(1)

optimélna stratégia.
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4.2.4 Numerické rieSenie pre linearne vozidlo

Algoritmus predstaveny v Casti 4.2.3 sme naprogramovali v matematickom softvéri
Matlab. Funkénost algoritmu demonstrujeme najprv pre modelovy pripad, tzv. linedrne
vozidlo. Ide o teoreticky model vozidla: jeho pomenovanie bolo inSpirované predpokla-
dom linearity fixnych ro¢ny nékladov Ns(x;), spotreby Sp(z;) a zostatkovej hodnoty
Y (z;). Hodnoty tychto funkeii st zobrazené v Tabulke 17. Ostatné parametre tlohy
zostavaji na povodnych hodnotach: dizka sledovaného ¢asového obdobia je 30 rokov a

predpokladame, ze nemozeme vlastnit starsie ako devitrocné auto.

Vek vozidla (i) | Fizné ndklady v € Spotreba v m Hodnota vozidla v €
1 0 5.0 15 000
2 20 5.1 14 000
4 40 5.2 13 000
5 60 5.3 12 000
6 80 5.4 11 000
7 100 5.5 10 000
8 120 5.6 9 000
9 140 5.7 8 000
10 160 5.8 7 000
11 180 5.9 6 000

Tabul'ka 17: Tabulka hodnét funkcii pre linedrne vozidlo

S vyuzitim algoritmu z ¢asti 4.2.3 mdzeme vypocitat optimélne stratégie pre kazdy
¢as i a stav x. Nakol'ko na8a tloha nie je jednorozmerné v stavovej premennej graficka
interpretécia ziskanych vysledkov je pomerne obtiazna. Jednou z moznosti, ako sa s
tymto problémom vysporiadat, je skumat, ako sa meni bariérova cena PHM s narasta-
jucim vekom vozidla v ¢ase. Tuto situéciu sme znazornili na Obr. 3: znazornena krivka
tu reprezentuje bariéru pre cenu benzinu (predpokladali sme, Ze linearne vozidlo jazdi
na benzin). Ak je aktualna cena pod touto bariérou, optimalnym rozhodnutim je dané
vozidlo este nepredat. Posledny desiaty rok nezobrazujeme, nakolko je zrejmé, Ze pri
akejkolvek cene benzinu auto predame, kedZe starSie vozidlo na zaklade zadefinova-

nych podmienok vlastnit nemo6zeme. S pribudajucim ¢asom a vekom vozidla je vidiet,
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ze bariéra klesa, ¢o je ovplyvnené najmé vyssiu spotrebou Sp(i). Vymenou za nové
vozidlo tito zlozku nakladovej funkcie podstatne znizime.
Realita je vsak ina: sledované automobily nemozeme povazovat za linearne vozidla.

S vysledkami sa oboznamime v nasledujicej Casti.

Hranigna cena PHM

09r

08

wek wozidla

Obr. 3: Predaj linearneho vozidla vzhladom na ceny PHM

4.2.5 Numerické rieSenie pre vybrané vozidla

V tejto Casti sa opét pozrieme na stratégiu vymeny vzhladom na stochasticky vyvoj
cien PHM pre nami vybrané tri auté a ich funkcie (i) a 1(7), zobrazené v Tabulke 2.

Vysledky pre jednotlivé automobily si prezrieme po jednom a nie v sthrnnej tabulke.

Skoda Fabia
Pri rieseni ulohy (3) sme zistili, Ze optimélna vymena auta pre Skodu Fabiu je
kazdy rok. V pripade uvazenia stochastického vyvoja cien PHM vysledky nume-
rickej analyzy naznacuji, zZe cena benzinu neovplyviuje nase rozhodnutie: Skodu
Fabiu bez ohladu na cenu PHM vymenime za nové. Dévodom moZze byt nizky
rozdiel ceny medzi novym a pouzitym automobilom. Zmena spotreby, ktora je
pri viacroénom aute razantne vyssia ako u nového auta, moze mat tiez vyznam.
Cenovu bariéru z tohto doévodu nezobrazujeme. V dalSej ¢asti nasej diplomovej
préace sa skusime pozriet na to, ako by nizsia zmena spotreby, pripade nizsi po-
Cet ro¢ne prejdenych kilometrov (spotreba by mala mensi vplyv na néklady),

ovplyvnila nase optimélne rozhodovanie.
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Honda Civic

Pre tento automobil nam v tlohe (3) ako optimélne riadenie vyslo auto vymenit
po siedmich rokoch drzania. Ani tu cena benzinu nezmenila nase rozhodovanie.
V prvych siedmich rokoch nech je cena benzinu akakol'vek, auto nevymenime a
¢akame, aby sme ho vymenili v 6smom roku. Vtedy auto vymenime bez ohladu
na vyvoj ceny. Dévodom takéhoto vysledku je pravdepodobne prudky pokles
hodnoty auta v ésmom a deviatom roku (prepad na 50%). Vysledkom je, ze auta

sa zbavime, aby sme neprigli o vela penhazi.

Volvo XC90
Pre najdrahsie z nasSich vybranych vozidiel Volvo XC90 nam v tlohe (3) ako
optimélne vyslo auto nevymenit, pokial to nie je nutné a teda ho menime az
po deviatich rokoch. Ako naznacuje cenova bariéra na Obr. 4, v tomto pripade
prvych Sest rokov cena nafty rozhodovanie neovplyvni a automobil nepredévame.
Pre dalsie roky do rozhodovania vstupuje aj cena, avSak auto predame jedine v
pripade, Ze cena bude dost vysoka (za 1 liter az 6-8€). V tomto pripade hodnota
automobilu klesa rapidne, a tak je nové auto prili§ drahé vzhladom na roc¢né

naklady starsieho vozidla.

hranicna cena PHM
- ha [ I o 7] -l =+

01 2 3 4 5 6 7 3 9 10
wek wozidla

Obr. 4: Predaj Volva XC90 vzhl'adom na ceny PHM

Z tychto vysledkov mozeme usudit, Ze ndklady na spotrebované palivo nepredstavuja
vyznamnu zlozku z celkovych nakladov vlastnenia motorového vozidla. Toto porovnanie
nas inspirovalo k nasledujicej analyze citlivosti, v ktorej sme analyzovali vplyv zmeny

funkcie nakladov (i) (popisanej v Tabulke 2) na optimalnu vymenu auta.
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4.2.6 Numerické rieSenie so zmenou spotreby a poc¢tu prejdenych km

V tejto casti naSej prace sa pozrieme na to, ako by sme zareagovali v pripade iné¢ho
poc¢tu roc¢ne prejdenych kilometrov, pripadnej iného vyvoja spotreby pri z-ro¢nych

automobiloch. Opéat sa pozrieme na jednotlivé automobily osobitne.

Skoda Fabia
KedZe v predchadzajicej kapitole nam pri vozidle Skoda Fabia ako optimélne
vy§lo auto predat bez ohladu na cenu benzinu, je zrejmé, ze ak by s pribudajtcim
casom rastla spotreba rychlejsie, pripadne by auto preslo viac kilometrov, nase
rozhodnutie by to nezmenilo. Pozrieme sa preto na opa¢ny princip - spomalenim

rastu spotreby a poc¢tu prejdenych kilometrov.

e Zmena poctu rocne prejdenyjch kilometrov: V pripade zvysenia ro¢ne prejde-
nych kilometrov sa rozhodovanie nezmeni (kedZe spotreba s pribudajtcim
vekom vozidla rastie) a auto vymiename kazdy rok. Dokonca ani opaénym
pristupom, a to znizenim poctu ro¢ne prejdenych kilometrov na nulu (teda
auto bude mat len fixné néklady Ns(z;)), sa naSe rozhodnutie nezmeni a
my nadalej auto vymiename kazdy rok. Opéat tu vysledky ovplyviiuje mala
zmena medzi novym a ro¢nym automobilom.

e /mena spotreby s vekom: V predchadzajucich prikladoch sme pozorovali
optimélnu vymenu auta, kde spotreba prvy rok stipla o O.3m, pricom
dalgie roky rastla len velmi pomaly. Ak by spotreba ostala konstantna na
hodnote 5.8, teda starSie auto by malo vyssie len fixné naklady, rozhodnu-
tie by to stale neovplyvnilo a optimélne je auto vymenit kazdy rok. Nase
rozhodovanie by sme zmenili jedine v pripade nerealneho scenara, kedy by s
pribidajicim vekom vozidla spotreba klesala linearne. Na Obr. 5 je zobra-

zeny jeden zo scenarov, kedy sa spotreba vyvija nasledovne:

Sp(x) = 5.8 —0.12x (29)

Ako je vidiet cenova bariéru na Obr. 5, s pribadajicim vekom vozidla je
potrebné vyssia cena benzinu, aby sme sa auto rozhodli predat z dévodu
nizsich celkovych nékladov. Tento scenér, ako sme uz spominali, je nerealny,

a tak nepokladame za dolezité sa nim dalej zaoberat.
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hraniéna cena PHM

1 2 3 4 5 G 7 3 9 10
vek vozidla

Obr. 5: Predaj ékody Fabia vzhladom na ceny PHM pri klesajicej spotrebe

Honda Civic
Pre automobil Honda Civic je optimalne auto nevymenit prvych sedem rokov a
nasledne ho vymenit bez ohladu na cenu benzinu. S vysSou spotrebou, pripadne
s vyS8im pocCtom prejdenych kilometrov, sa celkové néklady zvysia, ¢o zrejme

ovplyvni rozhodnutie o optimélnej vymene auta.

e /mena poctu rocne prejdengjch kilometrov: Pévodne sme sledovali, Ze auto
prejde rocne 20 000 kilometrov. Ak vSak prejdeme roc¢ne styrikréat viac ki-
lometrov, teda 80 000km, vysledky sa podstatne zmenia. Ako je vidiet na
Obr. 6, cena benzinu v tomto pripade vyrazne ovplyviiuje nase rozhodnutie

o tom, ¢i auto predame alebo nie. Bariéra zobrazena na Obr. 6 nam stano-

hraniéna cena PHM

1 1 1 1 1 I 1 1
1 2 3 4 5 B 7 g 9 10
vek vozidla

Obr. 6: Predaj Hondy Civic vzhladom na ceny PHM pri vy$Som pocte km

vuje, Ze auto predame po prvom roku len pri velmi extrémnom scenari - ten
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je taky, Ze cena benzinu je vyssia ako 16€. Je vidiet, Ze v 6smom roku auto
takmer s urcitostou predame a deviaty rok preto nepredavame, ak je cena
benzinu pod 4€. Deviaty rok sa nam totiz uz neoplati auto predavat, kedze
desiaty rok ho musime urcite predat. Vidime, ze kritické hodnoty pre jed-
notlivé ceny PHM nie st s kazdym pribtidajticim rokom vozidla x klesajtce,
a to najmé z dévodu nelinedrnych poklesov hodnoty auta a neklesajucich
fixnych nékladov (Stvrty, Siesty a 6smy rok su financne naro¢nejsie na fixné

naklady).

e Zmena spotreby s vekom: Spotreba sa prvé dva roky meni len pozvolna a
dalgie roky ostava konstantné. Preto sa nam s pribudajucim vekom celkové
naklady menia len v zavislosti od meniacich sa fixnych nakladov. Rozhod-
nutie auto vymenit za nové by sme zmenili, ak by sa spotreba vyvijala

napriklad podl'a nasledujiceho predpisu:

Sp(x) = 5.9 + 2.5z, (30)

t.j. kazdy rok nam spotreba narastie o 2.5 m. Vysledky zobrazené na
Obr. 7, naznacuju, ze prvé styri roky rozhodovanie o vymene auta ovplyv-
nuje cena benzinu a starsie ako $tvorrocné vozidlo sa nam oplati vzdy predat
bez ohladu na cenu PHM. V8imnime si klesajuici charakter bariérovej fun-
kcie vzhladom na vek vozidla. V nasledujucich castiach sa poktusime tento

vysledok podrobnejsie preskumat.

1 2 3 4 & 6 7 & 9 1o
vek vozidla

Obr. 7: Predaj Hondy Civic vzhTadom na ceny PHM pri rasttcej spotrebe
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Volvo XC90
Pre automobil Volvo XC90 je optiméalne auto nevymenit dokonca prvych devét
rokov pri cendch nafty nizsich ako 6€. S inym vyvojom spotreby alebo s vyssim
poctom prejdenych kilometrov sa celkové naklady zmenia, ¢o ovplyvni optimalny

¢as vymeny auta.

e Zmena poctu rocne prejdengch kilometrov: Pri roénom prejdeni 20 000 km
by musela byt cena nafty velmi vysoka, aby sa oplatilo auto predat, a teda
skisime sledovat rocne prejdenych 80 000 km. Z bariéry zobrazenej na Obr.
8 vidime, Ze novsie ako sedem ro¢né auto sa nam neoplati predavat, preto v
tychto miestach bariéra neexistuje. Pri starsich autach sa pri ro¢nom prej-

deni §tvornasobne viac kilometrov bariéra pre cenu nafty znizi.

hraniéna cena PHM

vek vozidla

Obr. 8: Predaj Volva XC90 vzhladom na ceny PHM pri vy$§om pocte km

e Zmena spotreby s vekom: Spotreba automobilu, podobne ako pri vozidle
Honda Civic, rastie pomaly a nelinearne. Preto zostrojime vyvoj spotreby

nasledovnym spdsobom:

Sp(x) = 8.1+ 2.5z (31)

Opéat spotreba narastie o 2.5 m. Cenova bariéra zobrazena na Obr. 9
hovori o tom, Ze vozidlo nie starSie ako péatro¢né predame len pri velmi

vysokych cenach nafty, a od piateho roku ho predavame aj pri cene nizsej.
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vek vozidla

Obr. 9: Predaj Volva XC90 vzhladom na ceny PHM pri rasticej spotrebe

V zmysle predchadzajucich vysledkov sa v dalej ¢asti naSej prace sa blizSie zame-
riame na pripad Hondy Civic, ktorou ro¢ne prejdeme 20 000 km, avSak spotreba sa

vyvija podla rovnice (30), teda podla vysledku vyobrazeného na Obr. 7.

4.2.7 Numerické rieSenie Hondy Civic pri rozhodovani viackrat ro¢ne

V tejto Casti naSej prace sa pozrieme konkrétne na automobil Honda Civic s predpo-
kladom, Ze sa spotreba vyvija podla rovnice (30). Na tvod si zobrazime na Obr. 10

jednu simulaciu ceny PHM a taktiez naSe rozhodovanie pri takomto scenari vyvoja ceny

PHM.

—®—simulacia ceny FHMW ®  riadenieu
—®— ek auta x

—®—hranicna cena PHW

cena PHM
vek auta x, iadenie u

g
T

1 2 3
rok

ﬁ
[=]
=~

Obr. 10: Simulovani cena PHM vzhladom na bariéru pre Hondu Civic

Ako je vidiet na Obr. 10, simulovani cena nam pretne bariéru medzi tretim a Stvr-
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tym rokom vozidla a tak najbliz§i mozny rok auto preddme. To nas inSpirovalo k
sledovaniu piatich rokov vyvoja Hondy Civic avS8ak budeme predpokladat, ze predat
auto je mozné nielen na konci kazdého roka, ale aj castejsie (polrocne ¢i Stvrtrocne).
Nékladova funkciu ¢(i) ako aj hodnotovi funkeciu (i) si pocas sledovanych obdobi
rozdelime rovnomerne. Tieto pripady si rozoberieme osobitne podla ¢asového kroku

rozhodovania.

Polroc¢ne
Na Obr. 11 zobrazime bariérovt cenu benzinu pocas sledovaného obdobia piatich
rokov, kde sa rozhodujeme kazdych Sest mesiacov, ¢i auto predame alebo nepre-
dame. Ako je vidiet, hodnoty v prvom, druhom a tretom roku st identické ako pri
moznosti rozhodovania kazdy rok. Hrani¢né ceny medzi roénymi rozhodovaniami
(teda v polrokoch) neklesaji rovnomerne, ¢o moze byt opét spdsobené nelineari-

tou hodnotovej funkcie auta (i), ako aj neklesajicou funkciou fixnych nakladov

Ns(i).
7
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vek vozidla
Obr. 11: Predaj Hondy Civic vzhladom na ceny PHM polro¢ne
Stvrtro¢ne

V tomto pripade, sa pozrieme na vysledky v pripade, Ze by sme sa rozhodovali
eSte CastejSie a to kazdé Styri mesiace. Na Obr. 12 je vidiet, Ze bariérové ceny

neklesaju rovnomerne, a to najmé v medziro¢nom obdobi.

Hodnota funkcia () a funkcia fixnych nakladov Ns(i) sa nevyvijaju linedrne pocas

jednotlivych rokov i, avSak pri rozhodovani viackrat roc¢ne sme tieto funkcie rozdelili

60



4.2 Vplyv ceny pohonnych hmét na optimalnu vymenu auta 4 Stochasticky model

hranicna cena PHM

0 045 1 15 2 25 3 35 4 45 5

vek vozidla

Obr. 12: Predaj Hondy Civic vzhTadom na ceny PHM &tvrtrocne

rovnomerne (linedrne). Toto rozdelenie ovplyvnilo vysledky v medziro¢nom obdobi, a
tak mozeme usudit, Ze nelinearitou vyvoja cien a nakladov dostaneme iba nelinearne
vysledky. Opét si na Obr. 13 zobrazime jednu simuléciu ceny PHM a nase rozhodovanie
pri tomto scenéri vyvoja. Na Obr. 13 je vidiet, ako simulovana cena PHM pretne cenovi

bariéru po tri a pol roku a tak vozidlo prvykrat predame prave v po tri a pol roku.

2 . . 35
—®—simulacia ceny PHM ®  rigdenieu
18} —®—hranicna cena PHM 5 —%—vyek auta x
=25 J
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2 :
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Obr. 13: Simulované cena PHM vzhladom na bariéru pre Hondu Civic §tvrtro¢ne

4.2.8 Numerické rieSenie vymeny za Gsporny automobil

V tejto Casti naSej préace sa skiisime pozriet na hraniéné ceny PHM, pri ktorych nas
automobil vymenime za tsporny automobil z kapitoly 2.4.2. Nakladova funkcia takeé-

hoto usporného automobilu sa vyvija podla (15). Pre vSetky tri sledované automobily z

61



4.2 Vplyv ceny pohonnych hmét na optimalnu vymenu auta 4 Stochasticky model

Tabulky 1 budeme po dobu 30 rokov sledovat optimalnu vymenu za novy automobil tej
istej znacky s moznostou vymeny za tusporny automobil. Uloha bude teda identicka s
tlohou (13), av8ak cena pohonnych hmot sa bude vyvijat podla nami odhadnutym Bro-
wnovym pohybom. Z Tabulky 9 sme odhadli najvyssie ceny tspornych automobilov,
pri ktorych este nase auto vymenime za tsporny automobil. Po¢as 30 rokov mdzeme v
kazdom roku naSe auto vymenit za novy model, pripadne ho vymenit za nové tsporné
vozidlo a sledovat optiméalnu vymenu tsporného vozidla. Zaujima nas bariéra pre cenu
PHM, pri ktorej je optimélne z-ro¢né vozidlo vymenit za nové tusporné vozidlo. Po-
kial je cena PHM vySssia ako bariéra, automobil vymenime za tsporny typ. Pokial je
cena pod vypocitanou bariérou, nad vymenou za tsporny automobil neuvazujeme. Pre

jednotlivé automobily si vysledky prezentujeme osobitne.

Skoda Fabia
Pre vozidlo Skoda Fabia sme podla Tabulky 9 vyratali hrani¢na cenu tsporného
vozidla na 12 400€. Pokial je teda cena usporného vozidla vysSia ako tato cena,
pri konstantnej cene benzinu nad vymenou nerozmyslame. V pripade ceny nizsej
ako bariéra vymenime model Skoda Fabia za usporné vozidlo hned v prvom roku.

Na Obr. 14 vidime bariéru pre ceny benzinu. Tieto ceny st pri novom automobile

hranicna cena PHM

vek vozidla

Obr. 14: Vymena Skody Fabia za tsporné vozidlo vzhladom na ceny PHM

v prvom roku pribliZzne na drovni priemeru ceny benzinu, avsak v d’alsich rokoch
rasti do vyssich hodnot. To znamené, ze napriklad na vymenu Sestro¢ného vozidla

za tsporné vozidlo v Siestom roku by cena benzinu musela byt vyssia ako 1.6€/1.
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Honda Civic
Pre vozidlo Honda Civic sme pre tsporny automobil vypocitali hraniént cenu 26
900€. Na Obr. 15 st zobrazené vysledky bariéry pre ceny benzinu. Na rozdiel od
predchédzajiceho vozidla Skoda Fabia, v tomto pripade sa nam Sestro¢né auto v
Siestom roku neoplati vymenit za tsporné ani pri velmi vysokej cene benzinu, a
tak je lepSie pockat kym auto zostarne o dalsi rok. V tomto roku kritickd hodnota
neexistuje a tak pre tento rok bariéru nezakreslujeme. Naopak, pokial vlastnime
osem alebo devét roéntt Hondu Civic, uZ pri cene benzinu 1.2€ /] auto vymenime

za usporné.

2
=]

hranicna cena PHM
= - ra ha
[=>] LOO (] [ =

I
T

vek vozidla

Obr. 15: Vymena Hondy Civic za tsporné vozidlo vzhladom na ceny PHM

Volvo XC90

hranicna cena PHiV

wek vozidla

Obr. 16: Vymena Volva XC90 za usporné vozidlo vzhladom na ceny PHM
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Najdrahsiemu zo skiimanych vozidiel bola podl'a Tabulky 9 vypocitana hrani¢na
cena pre usporny automobil vo vyske 69 000€. Na Obr. 16 je zobrazené bariéra
pre ceny nafty pre tento typ automobilu. V Siestom roku je bariérova cena vy-
meny velmi vysoka, a to najmé z dévodu poklesu hodnoty Volva XC90, ktora
sa nevyvija linearne. Naopak v ésmom a deviatom roku je postacujuca uz velmi
nizka cena nafty, aby sme vymenili sledované vozidlo Volvo XC90 za tsporny

automobil.
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Zaver

Cielom tejto diplomovej préace bolo skimat a vypocitat optimalny vek auta pred pre-
dajom ¢i vymenou v roznych typoch tloh s pouzitim tedrie optiméalneho riadenia. Popri
zékladnej tlohe (3) sme v préaci navrhli a predstavili viaceré modifikécie, s cielom pri-
blizit sa ¢o najviac skutoénému svetu. Pre kazdu z troch kategorii automobilov (malé
automobily, nizsia stredné trieda automobilov a terénne automobily) sme vybrali jed-
ného zastupcu a odhadli parametre vstupujice do vypoctu. Praca je koncepéne roz-
delena do dvoch ¢asti. Zatial ¢o prvej casti sme pri rieSeni optimalnej vymeny auta
vyuzili deterministicky pristup, v druhej ¢asti do tiloh vstupuje aj stochastika.

V prvych dvoch kapitolach, zahriiujucich deterministicky pristup, sme sa po teore-
tickom tuvode do problematiky zamerali na Standardnii dlohu optimalneho riadenia
a sposoby jej rieSenia. Nasledne sme aplikdciou dat vytvorili zakladna ulohu (3). Téa
dalej sluzila ako nosna tloha celej diplomovej prace. Zakladna uloha (3) pontka ma-
jitelovi auta moZnost v kazdom roku vymenit jeho automobil za novy automobil tej
istej znacky. RieSenim sme dostali zaujimavé vysledky, kde pri lacnejsom automobile
(Skoda Fabia) automobil predavame kazdy rok z dovodu nizkej zmeny ceny medzi
novym a jednoroénym automobilom. U drahsich modelov vozidl4 preddvame neskor
(Honda Civic po ésmich rokoch a Volvo XC90 az po desiatich rokoch) z dévodu vac-
sieho rozdielu ceny medzi novym, jednoroénym a dvojro¢nym automobilom. Zakladni
tlohu (3) sme postupne modifikovali dodanim moznosti vymenit vozidlo za starsi model
tej istej znacky, moznosti vymenit ho za vozidlo inej znacky (z nami sledovanych alebo
za usporny automobil) ¢ doplnenim funkcie uzito¢nosti, kde sme zohl'adnili preferen-
cie majitela vzhladom na vek vozidla. Z hladiska celkovych nakladov pre Skodu Fabia
ostéava optimélna vymena kazdy rok za novy automobil pre vSetky spomenuté modifi-
kacie. Pre Hondu Civic je optiméalne vlastnit kazdy rok trojro¢né vozidlo. Automobil
Volvo XC90 vymiename hned po prvom roku za patro¢né vozidlo, a to drzime, pokial
je to mozné. Pri moZnosti vymenit automobil za tsporny model (s nizSou spotrebou a
nizs§imi prevadzkovymi nakladmi) sme vypocitali hrani¢né ceny uspornych vozidiel, pri
ktorych sa ndm vozidlo oplati vymenit za tsporny model. Je zaujimavé, Ze hrani¢na

cena pre Skodu Fabia je o 25% vyssia ako cena nového vozidla a pri Honde Civic a
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Volve XC90 je tato cena dokonca vyssia az o 50%.

V tretej a Stvrtej kapitole sme sa zamerali na vplyv stochasticky premennych na
optimélnu vymenu. Uvazili sme dva rozne typy néhody: kazivost auta a vyvoj cien
pohonnych hmoét. Kazivost auta sme reprezentovali pomocou diskrétnej nahodnej pre-
mennej. Zistili sme, Ze kazivost auta neméa vplyv na ¢as optiméalnej vymeny: vysledky
sa oproti tlohe (3) zmenili jedine v pripade neredlnych vyvojov kazivosti u jednotlivych
automobilov.

V pripade stochastického vyvoja cien pohonnych hmoét a jeho vplyvu na optimalnu
vymenu auta sme pouzitim odhadnutych parametrov geometrického Brownovho po-
hybu nasimulovali 10 000 simulacii moznych scenarov cien na najblizsich 30 rokov.
Vyuzitim Monte Carlo simula¢nej metody navrhnutej Longstaffom a Schwartzom [8|
sme pri zvolenych parametroch a vypocitali cenovii bariéru, ktora hovori o tom, pri
akych cendch PHM automobil nepredédvame a pri akych uz predédvame. Oproti tlohe
(3) sa vysledky nezmenili, teda cena pohonnych hmot nemé vplyv na optimalnu vy-
menu. V dalSej Casti sme analyzou citlivosti v pripade spotreby a poé¢tu prejdenych
kilometrov sledovali vplyv na optimélnu vymenu auta. Nésledne sme doplnili moznost
automobil vymenit za novy nielen na konci kazdého roka, ale aj polro¢ne a Stvrtroc¢ne.
Na vysledkoch opét vidime nelinearne klesajucu bariéru z dévodu nelinearnych nakla-
dovych funkcii. V zavere sme sa pozreli na bariérové ceny PHM, pri ktorych vymiename
automobil za Gsporny.

7 vysledkov jednotlivych modelov mdzeme usidit, ze lacnejSie automobily je opti-
malne vymienat castejSie. Na druhej strane, pri drahsich automobiloch sa javi ako
optimélne rieSenie ¢o najviac ich opotrebovat a az potom vymenit za novsi model. Zis-
kané vysledky mohli byt ovplyvnené aj vyberom reprezentanta danej cenovej kategorie.
Je dolezité poznamenat, ze vo vypoctoch neboli zahrnuté vSetky parametre, ktoré by
mohli ovplyvnit rozhodovanie majitela vozidla. V pripade rozsirenia préace by sme na-
vrhovali zohl'adnit v modeli bezpeénost daného auta, komfort z jazdy, ale aj negativny
vplyv na zivotné prostredie. Zaujimavé vysledky by mohlo priniest rozsirenie funkcie

uzito¢nosti, ktord by sme ziskali hlbsim skiimanim jednotlivca.
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