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Abstrakt

Pojzl, Viktor: Aproximacie cien dlhopisov a presnost vstupnych dat pri kalibracii [Dip-

lomova précal.

Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Ka-

tedra aplikovanej matematiky a Statistiky.

Skolitel: RNDr. Mgr. Beata Stehlikova, PhD., Bratislava, 2015, 55 s.

V nasej praci sa zaoberame odhadovanim modelov kratkodobej tirokovej miery. Pou-
zivame pri tom Styri analytické aproximacné formule pre cenu dlhopisu v CKLS modeli,
nakol'ko explicitné rieSenie parcialnej diferencialnej rovnice pre cenu dlhopisu v tomto
modeli nie je zname. Pracujeme s vygenerovanymi datami CIR modelu, v ktorom toto
explicitné rieSenie existuje. Kalibrujeme rizikovo neutralne parametre CKLS modelu
pre vygenerované data CIR modelu pomocou aproximac¢nych formil. Cielom préce je
zistit, aky vplyv ma zaokrihlovanie vygenerovanych dat na kalibraciu, otestovat jed-
notlivé aproximéacie pri zaokrthlenych datach a sledovat presnost, s akou odhadujeme

parametre a fitujeme vynosové krivky.

‘icové slova: trokova miera, vynosova krivka, dlhopis, jednofaktorovy model,

CKLS model, Vagickov model, CIR model, analytickd aproximacia.



Abstract

Pojzl, Viktor: Approximation of bond prices and the accuracy of the input data for

calibration [Master’s thesis].

Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics,

Department of Applied Mathematics and Statistics.

Supervisor: RNDr. Mgr. Beata Stehlikova, PhD., Bratislava, 2015, 55 p.

In our Master’s thesis we deal with estimating short rate models. We use four analy-
tical approximation formulas for the zero-coupon bond price in CKLS model, because
the explicit solution of partial differential equation for the bond price is not known in
this model. We work with generated data of CIR model, in which the explicit solution
exists. We calibrate risk neutral parameters of CKLS model for the generated data of
CIR model using the approximation formulas. The aim of this work is to find out, what
impact has the rounding of generated data on the calibration, to test various approxi-
mations for the rounded data and to monitor the accuracy with which we estimate the

parameters and fit the yield curves.

Keywords: interest rate, yield curve, bond, one-factor model, CKLS model, Vasicek

model, CIR model, analytic approximation.



OBSAH

Obsah
Uvod

1 Zakladné pojmy pri ocetiovani dlhopisov

1.1 Casova Stuktira urokovych mier . . . . . .. ... ...

1.2 Stochasticky proces . . . . . .. ...

2 Jednofaktorové modely

2.1 Short rate modely a ocefiovanie dlhopisov

2.2 Vagickovmodel . . . .. .. ...,
23 CIRmodel. . .. .. .. . ...,
24 CKLSmodel. . .. ... .. ... ... ... ......

2.5 Aproximacie cien dlhopisov CKLS modelu

3 Presnost vstupnych dat pri kalibracii

3.1 Prva aproximacna formula . . . .. ... ... ... ..
3.2 Druha aproximacné formula . . . . ... ... ... ..
3.3 Tretia aproxima¢na formula . . . . . ... ... . ...
3.4 Stvrta aproximac¢na formula . . . ... ... ... ...

3.5 Redlnedata . . . . . . . .. ... ...

Zaver

Zoznam pouzitej literattary

Priloha



UvVOD

Uvod

Jednou z najdolezitejSich stcasti ocenovania finan¢énych derivatov je prave vyvoj
urokovych mier. Zakladnym derivitom trokovej miery je tzv. diskontny dlhopis. Pre
potrebu ¢o najlepsiecho predpovedania vyvoja drokovych mier, a teda aj stile pres-
nejSieho ocenovania derivatov sa modely drokovych mier neustale zdokonaluja. Tieto
modely st definované pomocou stochastickej diferencidlnej rovnice pre okamzitt tro-
kovi mieru. Rozne medzibankové sadzby ako napriklad EURIBOR st zaokruhlované

na 3 desatinné miesta.

V nagej praci sa budeme venovat jednofaktorovému modelu, ktory navrhli Chan, Ka-
rolyi, Longstaff a Sanders (CKLS) s volatilitou imernou mocnine kratkodobej arokove;j
miery. Tento model je zovSeobecnenim viacerych modelov, ako napriklad Vasickovho
modelu s konstantnou volatilitou alebo Cox-Ingersoll-Rossovho (CIR) modelu s volati-
litou imernou druhej odmocnine kratkodobej tirokovej miery. Pre tieto modely vieme
cenu dlhopisu a teda aj ¢asovu §truktiru trokovych mier (vynosové krivky) vyjadrit
v explicitnom tvare. Pre ostatné modely, ako aj pre CKLS model, ktorému sa budeme

venovat, je potrebné hladat aproximaciu.

V diplomovej préci sa v prvych dvoch kapitolach venujeme teérii, kde popisujeme
zakladné pojmy, stochasticky kalkulus, modely ako aj metédy kalibracie. V poslednej
tretej kapitole sme testovali na simulovanych datach CIR modelu presnost aproximac-
nych formil pre cenu dlhopisu v CKLS modely. Nakalibrovany CKLS model ako aj
jeho parametre sme porovnali s nasimulovanymi CIR datami. Presnost tychto formul
sme dalej testovali na datach, ktoré sme zaokruhlili na 5 desatinnych miest. Vysledky
pre tieto aproximacie sme potom porovnavali. Na konci poslednej kapitoly sme apro-

ximovali ro¢né realne data.



1 ZAKLADNE POJMY PRI OCENOVANI DLHOPISOV

1 Zakladné pojmy pri ocenovani dlhopisov

V tejto kapitole sa budeme venovaf ¢asovej §truktire trokovych mier. Urokova miera
je nevyhnutné pri ocenovani finanénych derivatov. Taktiez definujeme stochasticky kal-
kulus, ktory vyuZzijeme pri ocenovani dlhopisov. Vysvetlime pojem okamzitej tirokovej

miery a vynosovych kriviek. Cerpali sme najmai z 9], |17].

1.1 Casova Stukttra trokovych mier

Dlhopis (cenny papier) je derivat trokovej miery, ktory drzitelovi v ¢ase splatnosti
(maturity) T prinesie dohodnutit sumu (nominalnu hodnotu) a vo vopred dohodnutych
obdobiach bude vyplacat vynosy (kupony). Nech mé dlhopis nominalnu hodnotu 1 a
nevyplaca kupony - Bezkuponovy dlhopis. Dalej nech P(t,T) je cena dlhopisu v case
t, ak jeho maturita je v ¢ase T a R(t,T) je urokova miera s maturitou 7" v Case t.

Potom pre cenu dlhopisu plati:

P(t,T) = exp BGDT=0 (1)

Casovii stuktira arokovych mier dostaneme zo vztahu (1) vyjadrenim R(t, T):

P T)

R(LT) = ==

(2)

Casové Struktira urokovych mier (vynosova krivka) je zavislost trokovych mier od

maturity prislusného dlhopisu. Priklady vynosovych kriviek st na obrazkoch 1 a 2.



1 ZAKLADNE POJMY PRI OCENOVANI DLHOPISOV
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Obr. 1: Vynosova krivka

10.12.2012. Zdroj [4].

dna Obr. 2: Vynosova krivka =zo dha

10.01.2014. Zdroj [4].

Zagiatkom vynosovej krivky je okamzitd urokova miera (short-rate) r(t) a je to

urokova miera pre dlhopis s okamzitou splatnostou. Vyjadrime ju ako limitu zo vztahu

(2), kde T — ¢

r(t) = lim R(t,T) = R(t,t). (3)

T—t+

Je to trokova miera na velmi kratky ¢as (nekone¢ne kratky), ktora sa aproximuje

urokovou mierou s kratkou dobou do splatnosti. Takouto trokovou mierou je EONIA

(Euro Overnight Index Average), no pre jej velké fluktuécie sa miesto nej pouzivaji

urokové miery s dobou do splatnosti napriklad 1 mesiac.

Obr. 3: Vyvoj sadzby EONIA pocas roku 2014. Zdroj: [4].
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1 ZAKLADNE POJMY PRI OCENOVANI DLHOPISOV

1.2 Stochasticky proces

Zakladnym néastrojom, ktory je vyuzivany na popisanie stochastického vyvoja ceny
derivatu je Markovov proces. Speciélnym typom Markovovho procesu je Wienerov pro-
ces, ktorého zovSeobecnenim je Brownov pohyb. V tejto casti definujeme tieto pojmy a
navysSe uvedieme Itéovu lemu, ktoréd je nevyhnutna pri odvodeni parcidlnej diferenciél-

nej rovnice pre cenu dlhopisu a umoznuje nam pocitat diferencial ndhodnych funkcii.

Definicia 1.1. Stochasticky proces je t - parametricky systém ndhodnijch premenngch

{X(t), t € I}, kde I je interval alebo diskrétna mnoZina.

Definicia 1.2. Markovov proces je ndhodny proces, kde pre dand hodnotu X (s), na-
sledujice hodnoty X (t) pre t > s mozu zdvisiel len od hodnoty X (s), nie od predchd-
dzajicich hodnot X (v), v < s.

Definicia 1.3. Wienerov proces {W (t), t > 0} je ndhodny proces, pre ktory plati:

(i) W(0) = 0.

(i) prirastky W (t + A) — W (t) ~ N(0; A).

(7ii) prirastky W (ty) — W (to), W(ts) — W(t1),...,W(ty) — W(ty — 1) si nezdvislé pre
kazdé delenie to =0 < t] <ty <tz < .. <t,.

(iv) trajektorie su spojité.

Obr. 4: Simulécie Wienerovho procesu

M\ ’A’\‘“““*v\a
] M | "N
\A qu‘/ VW “M y ‘W W M M'WH/

J‘l A \\

r L‘ W

Wienerov proces
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1 ZAKLADNE POJMY PRI OCENOVANI DLHOPISOV

Definicia 1.4. Brownov pohyb:
z(t) = pt + ow(t), (4)
kde w(t) je Wienerov proces.

Poznamenajme, Ze Brownov pohyb s parametrami 1 = 0 a 02 = 1 je Wienerov pro-
ces. Na obrazku 4 su tri realizacie Wienerovho procesu a na obrazku 5 su tri realizacie

Brownovho pohybu s parametrami p = 2.5 a ¢ = 0.6.

Obr. 5: Simulacie Brownovho pohybu

Brownov pohyb
1.0 15 20 25 3.0
1 1 1

0.5
I

0.0
I

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Lema 1.5. (Itdova lema). Nech f(x,t) je hladkd funkcia dvoch premenngch x, t, pricom

premennd x je rieSenim stochastickej diferencidlnej rovnice:

dx(t) = p(x, t)dt + o(x, t)dw(t), (5)

kde {w(t), t > 0} je Wienerov proces. Pruy diferencidl funkcie f potom je:

if — fd +(a—{+— 2z, )g];)dt (6)

a teda funkcia f vyhovuje stochastickej diferencidlnej rovnici:

d of 1 d” 0
df:<8—{+ﬂ(fﬂ,t)a—£+502(% )axf) dt +ola, )ai

V [17] sa nachadza dokaz.

dw, (7)

12



2 JEDNOFAKTOROVE MODELY

2 Jednofaktorové modely

V tejto kapitole sa budeme zaoberat jednofaktorovymi short-rate modelmi ako st Va-
sickov model, Coxov-Ingersollov-Rossov model (dalej CIR model) a Chanov-Karolyiov-
Longstaffov-Sandersov model (dalej CKLS model). Vysvetlime ¢o je to mean reversion
proces a jeho vlastnosti. Vyjadrime taktiez explicitné ceny dlhopisov vo Vasickovom
a CIR modely. Zavedieme pojem zmeny miery a analytické aproximac¢né formule pre

cenu dlhopisu v CKLS modeli, 2], [9], [13], [15], [17].

2.1 Short rate modely a ocenovanie dlhopisov

Na modelovanie short rate r = r(t) pouzivame stochastickt diferencidlnu rovnicu:

dr = p(r,t)dt + o(r,t)dw(t), (8)

kde wu(r,t) reprezentuje trend resp. drift procesu a o(r,t) reprezentuje stochastické

fluktuacie procesu (v okoli trendovej zlozky).
Mean reversion model([2],[17])

Je to model, pri ktorom sa r priblizuje k dlhodobo rovnovaznej hodnote. Teda drift

stochasticke]j diferenciélnej rovnice bude zmeneny a jej predpis bude:

dr = k(0 —r)dt + o(r)dw, 9)

kde k,0 > 0 st konStanty, je nazyvany aj Ornstein-Uhlenbeckov proces. V dalsich
kapitolach sa budeme zaoberat prave mean reversion modelmi a popiSeme si tri modely,

ktorych spolo¢nou stochastickou diferencidlnou rovnicou bude:
dr = k(0 —r)dt + or?dw, (10)
pricom
e pre Vasickov model je konStantna volatilita o(r,t) = o, a teda v = 0,
e pre CIR model je volatilita v tvare o(r,t) = o/r, a teda v = 1/2,

e pre CKLS model je volatilita vo v§eobecnom tvare o(r,t) = or?.

13



2 JEDNOFAKTOROVE MODELY

a teda Vasickov model a CIR model st Specidlne pripady CKLS modelu.

Teraz odvodime parcidlnu diferencialnu rovnicu pre cenu dlhopisu. Postupovat bu-

deme podla [17].V prvom kroku z Itoovej lemy dostavame:

oP oP 1, 0’P or
dP = (5 )5+ 5o, t>W) dt +o(r,t) 5 -dw = a1
= pup(r,t)dt + op(r,t)dw,

kde pp(r,t) oznacuje drift ceny dlhopisu, op(r,t) je volatilita ceny dlhopisu.

Majme dalej portfolio, ktoré sa sklada s jedného dlhopisu s maturitou 77 a s A

dlhopisov s maturitou 75.
Hodnota 7 tohto portfélia je:

m=P(r,t,Ty) + AP(r,t,Ts). (12)

A teda jeho zmena drm je:

d’ﬂ':dP(T,t,Tl)—l—AdP(T,t’TQ) = ( )
13
= (up(r,t, T7) + App(r,t,T3)) dt + (op(r,t,T1) + Aop(r,t,T3)) dw.

Dalej chceme ziskat bezrizikové portfolio, ¢ize sa zbavime stochastickej ¢asti volbou

pomeru medzi po¢tami dlhopisov A tak, ze plati:

t, T
A oot T) (14)
O'D(T, t? TZ)
Ostala nam iba deterministicka ¢ast portfolia:
d ot 1) — 22T ey ar (15)
™= r — r :
DT, 1, L1 UD(T,t,TQ)MD s by 42

Vyla¢éme dalej moZnost arbitraze, a teda vynos portfolia sa musi rovnat okamzite;

bezrizikovej tirokovej miere r. Dostavame:

O—D<7ﬂ7 ta Tl)

t,15). 16
O‘D(T,t7T2>//LD(T7 y 2) ( )

rm = up(r,t, 1)) —

14



2 JEDNOFAKTOROVE MODELY

Dosadime hodnotu portfélia 7 a pomeru A:

0D (Ta t? Tl)
0D (7”, t? TZ)

0D (7’, t? Tl)

P(T’,t,Tg)) = uD(T,t,Tl) — JD(T ; Tz)

r (P(r,t,Tl) - wup(r,t,Ty).  (17)

Musi platit rovnost:

pp(r,t,T1) —rP(r,t,Ty)  pp(r,t,Ty) —rP(r,t,T3)

= 18
O-D(Tvthl) O-D(r7t7T2) ( )

Teda pre Tubovolnd maturitu je splnena identita funkciou A(r,t), tzv. trhova cena

rizika:

pup(r,t,T) —rP(r,t,T)

Alry 1) = op(r,t,T)

(19)

Nakoniec dosadime funkcie up a op do (19) a dostavame PDR pre cenu dlhopisu
P(r,t,T):
oP oP  o*(r,t) O*P

¥ + (u(r,t) — A(r, t)o(x,t)) I + 5 52 rP = 0. (20)

V dobe splatnosti je cena dlhopisu rovna jednotke a teda terminalovd podmienka mé

tvar P(r,T,T) = 1 pre kazdé r > 0.

2.2 Vasickov model

Vagic¢kov model [19] je najjednoduchsi short-rate model, ktory pripusta s nenulovou
pravdepodobnostou aj zaporné drokové miery. Stochastickd diferencalna rovnica ma

tvar:

dr = k(0 —r)dt + odw, (21)

dalej trhova cena rizika A(r,t) = A a 7 = T — t potom z rovnice (11) PDR pre cenu
dlhopisu méa tvar:
oP oP o?0°P

— (WO =) = Ao) o+ o =P =0, (22)

splia zaciatoént podmienku P(r,0) = 1 pre kazdé r > 0.

15



2 JEDNOFAKTOROVE MODELY

Explicitné rieSenie pre cenu dlhopisu, hladame podla [17] v tvare:

P(r,7) = A(1)e B, (23)

a teda funkcie A, B budu spliiat zaciatoéné podmienky A(0) = 1 a B(0) = 0.

Najprv si vypocitame derivacie vystupujice v (22):

aP A s —Br
E = <A - AB?”) (& y (24)
aP —DBr
E = —ABe y (25)
82P 2 _—Br
W = AB%e s (26)
a potom ich dosadime do (22):
. . 0'2
(ABr - A) — (5(0 = 1) = Xo) AB+ TAB? —rA = 0. (27)

Teraz po preskupeni a spojeni ¢lenov obsahujtcich r a tych ¢o r neobsahuji mame:

. . 2
rA (B + kB — 1) + (—A — (k0 — Ao) AB + %ABQ) ~0. (28)

Tato rovnost je splnena pre vSetky r ak st obe zatvorky rovné nule:

B+kB—-1=0,
(29)

2
—A— (k0 — \o) AB + %ABQ = 0.

Pre B mame obyc¢ajnia diferencidlnu rovnicu so za¢iato¢nou podmienkou B(0) = 0 v

tvare:

1 _ e—KT
B(rt) = —— 30
(1) =— (30)
Dalej integrovanim rovnice pre A dostavame:
dln A o?
In A —/ - —/73 — (kO — \o) Bdr. (31)

16



2 JEDNOFAKTOROVE MODELY

Vypo¢itanim integralu, dosadenim funkcie B a vyuZitim zaciatocnej podmienky A(0) =

1 dostavame:

InA(1) = (B —7) Rx PR (32)
kde
Ao o?

Vo Vasgitkovom modeli ¢asovii Struktiru trokovych mier dostavame zo vztahu (2).
Plati:
InA(r) B(7)

R(t,T)=— + r
T T
P Sl IR B I e oy
=(1—— ) Ry —e _—
KT 4r3T KT

2.3 CIR model

CIR model [2] uZ nepripusta zaporné urokové miery pretoze volatilita CIR modelu

je o4/r. Stochasticka diferencélna rovnica ma tvar:

dr =k (0 —r)dt + ov/rdw, (35)

dalej trhové cena rizika \(r,t) = A\\/r a7 =T —t potom z rovnice (11) PDR pre cenu

dlhopisu mé tvar:

oP OP  o?*rd*P
- — 0—r)—Ador)—+———rP=0 36
or + (60 =) = dor) or + 2 arz | ’ (36)
spliia zaciatoént podmienku P(r,0) = 1 pre kazdé r > 0.
Explicitné riesenie pre cenu dlhopisu je v tvare:
P(r,7) = A(r)e P00, (37)

Opét najdeme rieSenie tejto rovnice, pricom budeme sledovat postup z [17].

17



2 JEDNOFAKTOROVE MODELY

2¢2€(¢1+¢2)T/2 )¢3
Alr) —
= (Grate—vm) .
B 2 (e — 1)
S e o e (39
kde
¢1 =K+ )\0‘7
¢2 =V ¢% + 2027
bo=22

Rovnako ako vo Vasickovom modeli ¢asovi Struktiru trokovych mier dostavame zo

vztahu (2). Plati:
InA(r)  B(7)

R(t,T)=— - + —
_ 2k0 ( 2ppe(P102)7/2 ) N 1 2 (e”™ — 1) (40)
T2 N\t o) — 1)+ 262) | T (61 + 62)(€T — 1) + 265

2.4 CKLS model

Zovseobecnenim prvych dvoch spominanych modelov je CKLS model [6]. Stochas-

tickéd diferencalna rovnica mé tvar:

dr = k(0 —r)dt + or’dw, (41)

mozeme ju napisat aj v tvare:

dr = (a+ Br)dt + or?dw, (42)

kde a = k0 a = —k.
Zmena realnej na rizikovo neutrilnu mieru

Mame dve moznosti akymi mézeme vyjadrit stochasticka diferencidlnu rovnicu pre
popis okamzitej urokovej miery. Prvou je vyjadrenie v redlnej pravdepodobnostne]
miere, ako sme to robili doteraz. Druhou a pre ocehovanie derivatov vyhodnejSou
moznostou je vyjadrenie v rizikovo neutrdlnej pravdepodobnostnej miere. Takto sa

,zbavime* jedného parametra.
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2 JEDNOFAKTOROVE MODELY

Konkrétnejsie sa problematike zmeny miery zaobera napriklad knizka [9]. Zjedno-
dusene vieme zmenu miery opisat ako prechod od vychyleného Wienerovho procesu v
redlnej miere P k Standardnému Wienerovmu procesu v rizikovo neutralnej miere ().

Podla Girsanovovej vety z [9] plati:

diw(t) = dw(t) + N(r)dt, ateda dw(t) = dw(t) — \(r)dt, (43)

pricom zéapis v rizikovo neutralnej miere oznacuje vlnovka. Rovnicu (42) v miere P

vieme napfisat v miere () ako:

dr = (a+ Br — Aor?) dt 4+ or”dw, (44)
Pre drift teda plati:
(rizikovo neutralny drift) = (realny drift) - (trhova cena rizika)*(volatilita).

Vztah (44) vieme prepisat na:

dr = (@ n Br) dt + o dib, (45)
kde trhové cena rizika udava zavislost medzi redlnymi a rizikovo neutralnymi paramet-

rami

Pre Vasickov model mame teda v rizikovo neutralnej miere () stochasticku diferencidlnu

rovnicu tvaru:

dr = (@ n Br) dt + od, (47)
kde & = k) — Ao a B = —k.
Pre CIR model dostavame v rizikovo neutralnej miere () stochasticku diferencidlnu

rovnicu tvaru:

dr — (@ n Br) dt + o/rdi, (48)
kde @ =k a B = —k — o

Pre jednoduchost budeme dalej znac¢it zapis v rizikovo neutralnej miere bez vinovky.
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2 JEDNOFAKTOROVE MODELY

2.5 Aproximéacie cien dlhopisov CKLS modelu

Priblizné analytické rieSenia pre ceny dlhopisov navrhli Choi a Wirjanto v ¢lanku
[7].Okamzita trokova miera r v rizikovo neutralnej miere CKLS modelu je dana sto-

chastickou diferencidlnou rovnicou:

dr = (a+ pr)dt + or’dw. (49)

Cena dlhopisu s ¢asom do doby splatnosti 7 = T' — ¢t pre CKLS model je potom zo
vztahu (20) a vztahu medzi redlnymi a rizikovo neutralnymi parametrami rieenim
parcidlnej diferenciélnej rovnice:

oP OP  o*r? 9?°P

—E—F(Oé-i—BT)W-F 5 W—TP:(), (50)

s podmienkou P(r,0) =1 pre kazdé r > 0.

Vo v8eobecnosti neexistuje rieSenie parcialnej diferencialnej rovnice (50) pre cenu
dlhopisu. Existuje iba pri volbe parametra v = 0 (Vasickov model, kapitola 2.2) a
v = 1/2 (CIR model, kapitola 2.3).

Vo Vasgi¢kovom modeli, ked v = 0 v rovnici (50), existuje explicitné rieSenie ceny

dlhopisu P,.(7;7) v tzv. uzavretej forme:

hvaas (7’, 7“) = (% + 2022) (1 —ﬁeﬁT +7’) + % (1 _ 657)2 + 1 —5657'7: (51)

Substituciou volatility or?? za o v rieSeni Py z (51) dostavame prvii aproximéaciu ceny

dlhopisu v CKLS modeli F,;:

2.2y

In Py (7,7) = (% + 02;2 ) (1 _;BT + 7') + 042—;? (1—e)" + ! _ﬁemr. (52)

Tato aproximécia bola navrhnuté v ¢lanku [16], v ktorom je d'alej vyjadrena chyba

aproximacie vo forme vety.
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2 JEDNOFAKTOROVE MODELY

Veta 2.1 (16, Theorem 4). Nech In P, je rieSenie aprozimdcie dané rovnicou (52) a

In P., je presnd cena dlhopisu dand rovnicou (50). Potom
In Py (7,7) —In P, (1,7) = cu(r)7* + O(74),
ak T — 0 kde
Lo 2y o2 2
cy(r) = —5" 202 2ar + 26r% — (27 — 1) r¥o?.

DalSou aproximéciou, ktora bola navrhnuta v literattre je In ;. Pridavame taktiez

chybu tejto aproximacie.

Veta 2.2 (15, Theorem 2,3). Majme analytické priblizné riesenie In P, dané rovnos-

tou:
o 9 o2 2 2
In Py (1,7) =—=rB+ = (1= B)+ (r 7—i-QT) B (t — B)
E B0 53
o? 3 67
B? (21 —1)—2B (27——> + 27 2——] .
g [P 5 ;
kde
q(r) =(2y = Do?r®@=D + 29r® Y (a + Br)
a
B(r) = (e’ - 1)/
Nech dalej In P, je presnd cena dlhopisu dand rovnicou (50). Potom
In P,y (1,7) —In P., (1,7) = ¢5(r)7° + O(79),
ak 7 — 07 kde
1
cs(r) =— EO’WZ(%Q)U? {2042 (2y — 1) 72 + 432yr* — 8r* 212
+26 (1= 57+ 67%) r200% 4 o7 (27 = 1)° (4y = 3) (54)

+2ar<5 4y —1)r*+ 2y —-1) 3y - 2)rYo? )}

LepSia presnost vSak prinasa zlozitejsi predpis. Takto je to aj pri poslednej navrho-

vanej aproximdcii z ¢lanku [15], ktorou je In P,s.
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2 JEDNOFAKTOROVE MODELY

Veta 2.3 (15, Theorem 4). Nech In P., je presnd cena dlhopisu dand rovnicou (50).

Definujme aprozimdciu In Pyys danid formulou:
In Py3 (1,7) = In Py (1,7) — c5(r)7° — ¢6(r)7°, (55)
kde In P,y5 je dand rovnicou (53), c5(r) je dand rovnicou (54) vo Vete (2.2) a

ce(r) = é<%<727"2765(r) + (a+ Br)és(r) — kz5(7‘)),

pricom ¢s a s s prvou a druhou derivdciou cs podla r a ks md tvar:
1
ks(r) = — EOW“Q(”_z)az {60525 (2y — 1) 72 + 128%rt — 10 (1 — 29) r+H0?
+68%0% (1 — 5y + 69%) 20+
+ B (=10 (54 27) 7* + 3 (1 — 27)* (47 — 3) r¥0?)
+ 2ar (3ﬁ2 4y —1)r* +38 (2= Ty +67%) ro* —=5(2y — 1) 7’2“102)} :
(56)
Potom rozdiel medzi aprozimdciou In P,,3 danou rovnicou (55) a presngm rieSenim
In P,, spliia

In Py (7,7) — In Py (7,7) = O(79),

ak T — 0T,
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3 PRESNOST VSTUPNYCH DAT PRI KALIBRACII

3 Presnost vstupnych dat pri kalibracii

Redlne data (napr. EURIBOR) st kotované na tri desatinné miesta. St uvadzané

v percentéch na stanke [4] ako vidime na obrazku 6. Preto budeme zaokrihlovat data

vyjadrené v tvare desatinnych ¢isel na pit desatinnych miest. V tejto kapitole budeme

na simulovanych datach testovat aproximécie a sledovat, ako dobre fitujeme vynosové
krivky pri takomto zaokrtihleni.

Ako sme uz spomenuli, budeme pracovat so simulovanymi datami, a to konkrétne

s vygenerovanymi datami CIR modelu. Pre tieto data dalej vygenerujeme vynosové

krivky a nésledne budeme kalibrovat CKLS model pomocou réznych aproximacnych

formul (vid podkapitoly 3.1, 3.2). Programujeme v programe R.

Obr. 6: Euribor.Zdroj [20].

04-10-2015 0.079%
04-09-2015 0.081%
04-08-2015 0.081%
04-07-2015 0.085%
04-02-2015 0.086%
04-01-2015 0.088%
03-31-2015 0.087%
03-30-2015 0.087%
03-27-2015 0.088%
03-26-2015 0.089%

Najprv popiseme generovanie CIR modelu. Ako prvé si nastavime generator ndhodnych

¢isel na hodnotu napr. 31 a zvolime premenné podla ¢lanku [7]:

set.seed (31)

# parametre modelu

. = 0.00315;
i = _0.0555;
. = 0.0894;
= 252/4; #3vtrtroéné ddta
= (1:12)/12; #maturity 1-12 mesiacov
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3 PRESNOST VSTUPNYCH DAT PRI KALIBRACII

m = length(tau);

dt = 1/252; #iasovy krok

Dalej vygenerujeme okamziti irokovu mieru v CIR modeli pomocou Euler-Marujamove;j

diskretizacie:

# generovanie short-rate CIR modelwu
r = rep(0,n);
r[1] = -alpha_exact/beta_exact
for (i in 1:n) {
dw = sqrt(dt)*rnorm (1)
dr = (alpha_exact+beta_exact*r[i])*dt+sigma_exact*sqrt(r[i])*dw

r[i+1] = max(0,r[i]+dr)

Casovii Struktiru drokovych mier podla (40) teraz naprogramujeme takto:

# gemerovante wvynosovych kriviek CIR modelu

yields=matrix (nrow=n,ncol=m);

theta=sqrt(beta exact”2+2*sigma_exact’2);
for (i in 1:n){
for (j in 1:m){
fB=-2%(exp(theta*tauljl)-1)/((theta-beta exact)™...
(exp(theta*taulj]l)-1)+2%theta);
fA=(2*alpha exact/(sigma_exact”2))*...
log(2*theta*exp((theta-beta_exact)™*...
taul[jl/2)/((theta-beta exact)™...
(exp(theta*tauljl)-1)+2"theta));
InP=fA+fB*r[i];

yields[i,jl=-1nP/taulj];

Trhova cenu rizika berieme nulovi, tzn. redlna a rizikovo neutralna miera st rovnaké.
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Obr. 7: Priebeh r

0.060
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0.055
I

0.050
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0.05139
1

0.05673
1

0.05137
1

Vynos
Vynos

0.05671
1

0.05135
1

0.05669
1

0.05133
1

Maturita Maturita

Obr. 8: Vynosova krivka CIR modelu v Obr. 9: Vynosova krivka CIR modelu v

case 1 Case 40

3.1 Prva aproximacni formula

RieSenim parcialnej diferencialnej rovnice (50), ak ide o Vasi¢kov model, teda v =0
m4 riesenie P, tvar (51) po substiticii or? za o v rieseni P,,, dostavame prvi
aproximaciu ceny dlhopisu v CKLS modeli P,, dant rovnicou (52).

V tejto Casti budeme kalibrovat CKLS model s aproximéaciou ceny dlhopisu (52) pre
simulované data a porovnavname takto nakalibrovany CKLS model s CKLS modelom,
ktory bude fitovany zo zaokrihlenych dat na 5 desatinné miesta. Opét uvadzame casti
R-kového kodu, pricom cg,c; a ¢ st ¢leny z rovnice (58) a vyuzivame funkciu Im() po-

pisané v [8]. Tato implementacia pomocou lineérnej regresie je podla [18], v povodnom
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¢lanku [16] bola trochu iné.

# dcelovd funkcia

ul = function(beta,gamma) A

y=rep (0,N);
x1l=rep(0,N);
x2=rep (0,11);

weights reg=rep(0,N);

ind=0;
for (i in 1:n){
for (j in 1:m){

ind=ind+1;

cO=r[il*(1-exp(beta*tauljl)) /beta;

cl=((1-exp(beta*tauljl)) /betattauljl) /beta;

c2aux=((1-exp(beta*tauljl)) /beta + tauljl +...
(1-exp(beta*tauljl))"2/2/beta)/2/(beta’2);

c2=(r[i]"(2*gamma)) *c2aux;

ylind]l=-cO-yields[i,jl*tauljl;
x1[ind]=cl;

x2[ind]l=c2;

weight data=tauljl”2;

weights reglind]=weight data/(tauljl”2);

3

Imfit=Im(y ~ 0 + x1 + x2, weights=weights reg)

sqrt (sum((1lmfit$residuals*weights reg)”2))
}
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Budeme kalibrovat CKLS model pomocou ucelovej funkcie, a teda hladat parametre,
ktoré buda minimalizovat tito funkciu. Metoda je zaloZzenad na zhode teoretickych a

realnych vynosovych kriviek. U¢elova funkcia mé tvar:

1 n m
Fa,B,v,0,m:) = %Z sz‘j (Rap (75,73) — Rij)?, (57)

i=1 j=1

kde R;; st vynosy s maturitou 7; v i-tom dni, Ry (75, 7;) st vynosy pre j-tu maturitu
7; a okamzitl trokovi mieru r; v i-tom dni, kde j =1,...,m ai =1, ...,n. w;; oznacujl
vahy.

Optimalizujeme « a o2 linearnou regresiou, ktorej kod je popisany vyssie. Pre fixo-

vané hodnoty 3 a 7 sa rovnica (52) za tcelom regresie da prepisat na:

In Py (7,7) = co (7,7) + acy (1,7) + 02y (1,7), (58)

kde
1—efr

Minimalizujeme teda tuceloviu funkciu:

1 o= — In P,q (75,75 2
F(OK,B,’}/,O',H) = _Z Zwij [_M_Rm]

Tj

I = & —co (1,71) — acy (1,7) — d?cy (1,7
I@ZZ%{ i zealnn Zoelnt gl

i=1 j=1 Tj
i
=—> > o) +ac(rr) +o’e(nr) + Ry7;]%,
mn S j=1 L

¢o je uloha vaZenej linedrnej regresie.
Za r zobereme hodnoty short-rate CIR modelu zo zaciatku tejto kapitoly. Vahy
2

zvolime w;; = T;

+, zafixujeme parametre v, 8 a ziskame tak optimalne hodnoty « a a2

Spatnym dosadenim tychto hodno6t do (52) dostaneme jednorozmernu optimaliza¢ni
tlohu. Optimalizujeme vzhladom na 8 vo vhodnom rozsahu parametra ~. Zo zaciatku

sme volili 7 € (0,5) pre lepsie identifikovanie minima. 5 sme hladali na intervale
<_17 1)
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V prvom kroku urobime jednorozmernt optimalizaciu pozdlZ tcelovej funkcie. Takto
ziskame v a 3, kod jednorozmernej optimalizacie je popisany nizsie. Na obrazkoch 12
a 13 vidime uz konkrétne hodnoty v pre presné a zaokrihlené data. Pre tieto v vieme
jednoducho vy¢islit aj hodnoty 5.

Pre takto zafixované hodnoty v a § minimalizujeme tucelova funkciu a dostavame
parametre o a o2, Vietky parametre aj s hodnotami téelovej funkcie najdeme v tabulke

1 pre presné aj zaokruhlené data. Vidime taktiez, 7ze S je v nami zvolenom intervale

(—1,1).

# jednorozmernd optimalizdcia

= function( ) {
optimize (utl, =c(-1,1), s = .0000001)%
T
optimize (u2, =c(0,1), = ,.0000001)

Funkcia optimize(), popisana v [11]|, minimalizuje funkciu jednej premennej, pricom
optimalna premenné je hladana na zvolenom intervale. Vytvorili sme teda funkciu u2,
ktorda optimalizuje 8 a nésledne optimalizujeme funkciu u2 a dostavame optimalnu

hodnotu ~. Spatnym dosadenim v do funkcie u2 dostavame optimélnu hodnotu .

e J5; ~ o Hodnota ud. f.
Presné 0.00315 -0.05552 0.48922 0.08656 1.11e-07
Zaokruhlené 0.00309 -0.05444 0.72647 0.1729 6.46e-05

Tabul'ka 1: Optimalne hodnoty «, 3, v, o

a prislachajice hodnoty ucelovych funkcii pre presné aj zaokruhlené data.

Pracovali sme so simulovanymi datami CIR modelu (teda v = 0.5) s parametrami
a = 0.00315, 5 = —0.0555, 0 = 0.0894. V tabulke 1 vidime parametre CKLS modelov,
ktoré sme fitovali. Pre presné data su tieto parametre takmer totozné s parametrami
CIR modelu. Zaokruhlovanim dat na 5 desatinnych miesta sa ndm vyrazne zmenili
najmé parametre v a 0. Na obrazkoch 14, 15, 16 a 17 st vynosové krivky CIR modelu
a nami nakalibrovanych CKLS modelov. Pre presné déata CKLS model velmi dobre

fituje simulované data CIR modelu. Ako sme aj o¢akévali pre zaokruhlené data CKLS
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model fituje simulované déata horsie, no stale velmi dobre.

Hodnota ticelovej funkcie
| | | |

0.00000 0.00002 0.00004 0.00006 0.00008 0.00010 0.00012

04
-
~
w
~ -
o

Obr. 10: Gama na intervale (0,5) pre

presné data

Hodnota tcelovej funkcie
| | | |

0.0e+00 5.0e-07 1.0e-06 1.5e-06 2.0e-06 2.5e-06 3.0e-06
1

0.40 0.45 0.50 0.55 0.60

Obr. 12: Gama na zdZenom intervale pre

presné data

0.00013
1

0.00011
1

Hodnota Ucelovej funkcie
0.00009
|

0.00007
1

Obr. 11: Gama na intervale (0,5) pre za-

okruhlené data

Hodnota Ucelovej funkcie
6.48e-05 6.49e-05 6.50e-05
|
~——

6.47e-05

6.46e-05

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Obr. 13: Gama na ziZenom intervale pre

zaokrahlené data

Na obrazkoch 10 a 11 st grafy na intervale v € (0,5). Vidime, 7e najmensia

hodnota ucelovej funkcie je nadobtidana na intervale v € (0, 1) pre oba stubory dat. Po

postupnom zuzovani intervalu (0, 1), dostavame obrazky 12 a 13.

Na obrazku 12 je graf na zizenom intervale . Tu vidime najmengiu hodnotu tcelovej

funkcie pre v = 0.48922. Na obrazku 13 vidime najmens$iu hodnotu tcelovej funkcie

pre v = 0.72648.
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° CIR
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Obr. 14: Vynosové krivky v case 1

o CIR
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—— Zaokruhlené
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Obr. 16: Vynosové krivky v ¢ase 40
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Obr. 15: Vynosové krivky v case 20

]l e CIR
Presné
—— Zaokruhlené

0.04665

0.04655 0.04660
1
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1
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Obr. 17: Vynosové krivky v ¢ase 60

Na obrazkoch 14, 15, 16 a 17 st vynosové krivky v réznych ¢asoch. Cas do splat-

nosti 1 mesiac az 12 mesiacov. Na obrazkoch 18, 19, 20 a 21 st vidiet vynosové krivky

zo zaokruhlenych vygenerovanych diat CIR modelu oznacenych ako CIR a fitované

vynosové krivky pre tieto data taktiez zaokrihlené na 5 desatinnych miest.
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Obr. 18: Vynosové krivky v case 1 Obr. 19: Vynosové krivky v case 20
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Obr. 20: Vynosové krivky v ¢ase 40 Obr. 21: Vynosové krivky v ¢ase 60

V tabulkéach 2, 3, 4, 5 mozeme vidiet, ze vygenerované data CIR modelu sa nam liSia
od prvej aproximéacie az na 6smom(resp. deviatom) desatinnom mieste. Pri zaokrthleni
na 5 desatinnych miest boli nakalibrované parametre modelu « a S porovnatelné s
parametrami «, 3 s nezaokrtihlenych dat. Ale parametre v a o sa ligia uz viditelne. To
ako sa lisia zaokrihlené data od nafitovanych dat vidime opét v tabulkach 2 az 5. Pri
zaokrihleni na 5 desatinnych miest vidime, Ze tieto data sa liSia na Siestom desatinnom

mieste od nafitovanych dat.
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CIR Presné Zaokrihlené CIR Presné Zaokrahlené
0.05675623 | 0.05675623 0.05675966 0.05590935 | 0.05590934 0.05591160
0.05675467 | 0.05675466 0.05675826 0.05590976 | 0.05590975 0.05591215
0.05675208 | 0.05675207 0.05675581 0.05590916 | 0.05590915 0.05591167
0.05674847 | 0.05674846 0.05675232 0.05590755 | 0.05590753 0.05591017
0.05674386 | 0.05674385 0.05674780 0.05590494 | 0.05590493 0.05590765
0.05673825 | 0.05673825 0.05674226 0.05590134 | 0.05590133 0.05590414
0.05673166 | 0.05673166 0.05673572 0.05589677 | 0.05589677 0.05589963
0.05672409 | 0.05672410 0.05672818 0.05589124 | 0.05589124 0.05589414
0.05671557 | 0.05671557 0.05671965 0.05588475 | 0.05588475 0.05588768
0.05670609 | 0.05670610 0.05671014 0.05587732 | 0.05587732 0.05588026
0.05669568 | 0.05669568 0.05669967 0.05586895 | 0.05586895 0.05587188
0.05668433 | 0.05668432 0.05668824 0.05585967 | 0.05585966 0.05586257

Tabul'ka 2: Vynosy v ¢ase 1

Tabul'ka 3: Vynosy v case 20

CIR Presné Zaokrihlené CIR Presné Zaokrahlené
0.05133218 | 0.05133218 0.05133205 0.04646419 | 0.04646419 0.04646317
0.05134328 | 0.05134327 0.05134315 0.04648666 | 0.04648666 0.04648547
0.05135341 | 0.05135341 0.05135331 0.04650821 | 0.04650821 0.04650692
0.05136259 | 0.05136258 0.05136253 0.04652885 | 0.04652885 0.04652752
0.05137081 | 0.05137080 0.05137082 0.04654860 | 0.04654860 0.04654729
0.05137809 | 0.05137809 0.05137820 0.04656746 | 0.04656745 0.04656622
0.05138445 | 0.05138445 0.05138467 0.04658543 | 0.04658543 0.04658433
0.05138989 | 0.05138988 0.05139025 0.04660253 | 0.04660253 0.04660163
0.05139441 | 0.05139441 0.05139493 0.04661877 | 0.04661878 0.04661812
0.05139804 | 0.05139804 0.05139874 0.04663416 | 0.04663416 0.04663381
0.05140077 | 0.05140077 0.05140167 0.04664870 | 0.04664871 0.04664871
0.05140263 | 0.05140262 0.05140374 0.04666240 | 0.04666241 0.04666283

Tabulka 4: Vynosy v ¢ase 40
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Obr. 22: Histogramy odhadov parametrov pri prvej aproximécii.
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Na obrazku 22 st histogramy odhadnutych parametrov pri 100 simulacidch CIR modelu

s parametrami o = 0.00315, 8 = —0.0555, v = 0.5 a o = 0.0894.
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3.2 Druha aproximac¢na formula

Ako druht aproximéciu ceny dlhopisu v CKLS modeli sme pouzili F,ps, ktord je
popisand vo Vete 2.2. Tato formula obsahuje az Styri parametre, ktoré chceme naraz
optimalizovat a nevieme ju napisat ani ako pri predchadzajicej aproximacii a teda
pouzit linearnu regresiu. Preto budeme pri tejto kalibracii pouzivat funkciu nls(), neli-
nearnu regresiu popisani v [10]. Model nelinearnej regresie s vdhami w;; vieme napisat

ako:
Yij = f(245,0) + €5/ wij,

Rij = Rapa(75,75) + €ij/wij,

(60)

kde R;; st vynosy s maturitou 7; v i-tom dni, Rup(7;,7;) s vynosy pre j-tu maturitu
7; a okamzitu drokovd mieru r; v i-tom dni, kde j =1,...,m ai =1, .. ,n. ¢;/w; st
nidhodné chyby.
Minimalizujeme tcelovi funkciu, ktord mé tvar:
I 2
F (Oé, 5777 g, Ti) = % Z Zwlj (RZJ - RCLPQ (Tju TZ)) ) (61)
=1 j=1

Konkrétne algoritmy napriklad Gauss-Newtonov algoritmus s popisané v [1]. Dalej

uvadzame R-kovy kod druhej aproximacnej formule.

#druhd aproximdcia

<— funCtiOn( 3 ) s ) {

=rep(0,N);
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3 PRESNOST VSTUPNYCH DAT PRI KALIBRACII

for (i in 1:n){
for (j in 1:m){

ind=ind+1;

ylind]=-yields[i,j]1*tauljl;
weight data=tauljl”2;

weights reglind]l=weight data/(tauljl”2);

B=(1 - exp(betaa*tauljl))/betaa;

q=gammaa* (2*gammaa - 1)*sigmaa2*r[i]N(2*(2*gammaa - 1)) +...
2*gammaa*r[i]”(2*gammaa - 1)*(alphaa + betaa*r[il);

a=q*taulj]l + r[i]l"(2*gammaa);

cO=r[i]*B;

c1=(B + taulj])/betaa*alphaa;

c2aux=B"2 + B/betaa*2 + taulj]l/betaa*2;

c2=a*sigmaa2/betaa/4*c2aux

c3aux=(B"2* (2*betaa*taulj]l - 1) + 2*B*(2*taulj] - 3/betaa) +...
2*taul[jl1"2 - 6*taulj]l/betaa);

c3=-q*sigmaa”2/betaa’2/8*c3aux

x0[ind]=c0O;
x1[ind]l=c1;
x2[ind]l=c2;

x3[ind]=c3;

x0+x1+x2+x3

}
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Optimalne hodnoty parametrov budeme ziskavat nelinedrnou regresiou so zaciatoc-

nymi hodnotami parametrov z predchidzajicej aproximacie.

#odhadnuté parametre 2z prvej aproximadcie
=0.003151;
=-0.05552118;
=0.489215;
=0.08655616;

#nelinedrna regresia
= ( ~ ( s ’ ’ ) ’

start=1ist( R R s ), trace= R

= =n ||)

summary ( )

Vahy sme zvolili w;; = 7;. Pri Standardnom nastaveni Gauss-Newtonovho algoritmu
nam tloha neskonvergovala, preto sme zvolili port algoritmus, pri ktorom tloha skon-

vergovala. Nakalibrované parametre vidime v tabulke 6.

o B zy o Hodnota ua¢. f.
Presné 0.00315 -0.0555 0.50001 0.08927 6.19¢-08
Zaokruhlené 0.00309 -0.05444 0.74712 0.18144 4.56e-05

Tabul'ka 6: Optiméalne hodnoty a, 3, v, o

a prisluchajiace hodnoty ucelovych funkcii pre presné aj zaokruhlené data.

Ako vidiet z tabulky 6 oproti prvej aproximacnej formule sa odhady parametrov ~y
a o vylepsili. Od pévodného vygenerovaného CIR modelu s parametrami o = 0.00315,
B = —0.0555, v = 0.5, 0 = 0.0894 sa vyrazne liSi iba parameter o aj to az na $tvrtom
desatinnom mieste. Pri zaokrihlenych datach st zmeny v parametroch druhej aproxi-
mécie od prvej aproximaécie taktiez v parametroch v a 0. Hodnota tucelovej funkcie sa
pri nezaokrithlenych datach zmensila no pri zaokrihlenych zostala nezmenena. Neuva-
dzame grafy vynosovych kriviek, kedze z tabuliek 7, 8, 9 a 10 sa da vy¢itat, ze grafy
by vyzerali obdobne ako grafy na obrazkoch 14, 15, 16 a 17.
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CIR Presné Zaokrihlené CIR Presné Zaokrahlené
0.05675623 | 0.05675623 0.05675961 0.05590935 | 0.05590934 0.05591155
0.05675467 | 0.05675466 0.05675819 0.05590976 | 0.05590975 0.05591208
0.05675208 | 0.05675207 0.05675573 0.05590916 | 0.05590914 0.05591159
0.05674847 | 0.05674846 0.05675224 0.05590755 | 0.05590753 0.05591009
0.05674386 | 0.05674385 0.05674773 0.05590494 | 0.05590492 0.05590759
0.05673825 | 0.05673824 0.05674222 0.05590134 | 0.05590133 0.05590409
0.05673166 | 0.05673166 0.05673569 0.05589677 | 0.05589677 0.05589961
0.05672409 | 0.05672409 0.05672817 0.05589124 | 0.05589123 0.05589414
0.05671557 | 0.05671557 0.05671966 0.05588475 | 0.05588475 0.05588769
0.05670609 | 0.05670609 0.05671016 0.05587732 | 0.05587732 0.05588028
0.05669568 | 0.05669568 0.05669968 0.05586895 | 0.05586895 0.05587190
0.05668433 | 0.05668432 0.05668824 0.05585967 | 0.05585966 0.05586257

Tabul'ka 7: Vynosy v case 1

Tabul'ka 8: Vynosy v case 20

CIR Presné Zaokrihlené CIR Presné Zaokrahlené
0.05133218 | 0.05133217 0.05133201 0.04646419 | 0.04646419 0.04646313
0.05134328 | 0.05134327 0.05134309 0.04648666 | 0.04648665 0.04648541
0.05135341 | 0.05135340 0.05135323 0.04650821 | 0.04650820 0.04650685
0.05136259 | 0.05136257 0.05136246 0.04652885 | 0.04652884 0.04652746
0.05137081 | 0.05137080 0.05137077 0.04654860 | 0.04654859 0.04654724
0.05137809 | 0.05137809 0.05137817 0.04656746 | 0.04656745 0.04656619
0.05138445 | 0.05138445 0.05138466 0.04658543 | 0.04658543 0.04658433
0.05138989 | 0.05138989 0.05139026 0.04660253 | 0.04660253 0.04660164
0.05139441 | 0.05139441 0.05139496 0.04661877 | 0.04661878 0.04661815
0.05139804 | 0.05139804 0.05139877 0.04663416 | 0.04663416 0.04663384
0.05140077 | 0.05140077 0.05140170 0.04664870 | 0.04664870 0.04664874
0.05140263 | 0.05140262 0.05140375 0.04666240 | 0.04666240 0.04666283

Tabulka 9: Vynosy v ¢ase 40
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Obr. 23: Histogramy odhadov parametrov pri druhej aproximécii.
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Na obrazku 23 st histogramy odhadnutych parametrov pri 100 simulacidch CIR modelu

s parametrami o = 0.00315, 8 = —0.0555, v = 0.5 a o = 0.0894.
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3.3 Tretia aproximac¢na formula

Tretou aproximaciou ceny dlhopisu v CKLS modeli bude F,ps-, ktorti dostavame z

Vety 2.2 ako

In Py (7,7) =1In Py (1,7) — c5(7’)75. (62)

kde ¢5(r) je dand rovnicou (54). V prilohe uvidzame ¢len c¢5(r). Pouzivame rovnaku
ucelovu funkciu ako pri predchadzajicej aproximacii. Optimélne hodnoty parametrov
budeme ziskavat teda nelinedrnou regresiou so zaciato¢nymi hodnotami parametrov z

prvej aproximacie. Ziskané parametre sa v tabulke 11.

@ B y o Hodnota é. f.
Presné 0.00315 -0.0555 0.50002 0.08942 6.95e-09
Zaokrahlené 0.00309 -0.05443 0.74887 0.18281 4.56e-05

Tabulka 11: Optimalne hodnoty «, 3, 7, o

a prisliachajice hodnoty tucelovych funkcii pre presné aj zaokruhlené data.

Ako vidiet z tabulky 11 oproti druhej aproximacnej formule sa odhad parametra
o este vylepsil. Od povodného vygenerovaného CIR modelu sa teda parametere v a
o liSia az na piatom desatinnom mieste. Pri zaokrihlenych datach sa oproti druhej
aproximacii zmenili parametre v a ¢ a to na trefom desatinnom mieste. Vidiet opat
zmensenie hodnoty tcelovej funkcie pri nezaokrihlenych datach, pri zaokrihlenych
datach sa hodnota tuc¢elovej funkcie nezmenila.

Vynosové krivky st skoro totozné ako na obrazkoch 14, 15, 16, 17 a rovnaké ako na

obrazkoch 18, 19, 20, 21. V tabulkach 12, 13, 14 a 15 st vynosy v roznych casoch.
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CIR Presné Zaokrihlené CIR Presné Zaokrahlené
0.05675623 | 0.05675623 0.05675963 0.05590935 | 0.05590935 0.05591156
0.05675467 | 0.05675467 0.05675821 0.05590976 | 0.05590976 0.05591210
0.05675208 | 0.05675208 0.05675575 0.05590916 | 0.05590916 0.05591161
0.05674847 | 0.05674848 0.05675226 0.05590755 | 0.05590755 0.05591011
0.05674386 | 0.05674386 0.05674775 0.05590494 | 0.05590494 0.05590760
0.05673825 | 0.05673825 0.05674222 0.05590134 | 0.05590134 0.05590409
0.05673166 | 0.05673166 0.05673568 0.05589677 | 0.05589677 0.05589959
0.05672409 | 0.05672410 0.05672814 0.05589124 | 0.05589124 0.05589410
0.05671557 | 0.05671557 0.05671960 0.05588475 | 0.05588475 0.05588764
0.05670609 | 0.05670609 0.05671008 0.05587732 | 0.05587732 0.05588020
0.05669568 | 0.05669568 0.05669958 0.05586895 | 0.05586895 0.05587179
0.05668433 | 0.05668434 0.05668810 0.05585967 | 0.05585967 0.05586243

Tabul'ka 12: Vynosy v ¢ase 1

Tabul'ka 13: Vynosy v case 20

CIR Presné Zaokrihlené CIR Presné Zaokrahlené
0.05133218 | 0.05133218 0.05133202 0.04646419 | 0.04646419 0.04646313
0.05134328 | 0.05134328 0.05134310 0.04648666 | 0.04648666 0.04648542
0.05135341 | 0.05135341 0.05135325 0.04650821 | 0.04650821 0.04650686
0.05136259 | 0.05136259 0.05136248 0.04652885 | 0.04652886 0.04652747
0.05137081 | 0.05137081 0.05137078 0.04654860 | 0.04654860 0.04654724
0.05137809 | 0.05137810 0.05137817 0.04656746 | 0.04656746 0.04656619
0.05138445 | 0.05138445 0.05138465 0.04658543 | 0.04658543 0.04658430
0.05138989 | 0.05138989 0.05139022 0.04660253 | 0.04660254 0.04660160
0.05139441 | 0.05139441 0.05139490 0.04661877 | 0.04661878 0.04661808
0.05139804 | 0.05139804 0.05139868 0.04663416 | 0.04663416 0.04663374
0.05140077 | 0.05140078 0.05140158 0.04664870 | 0.04664870 0.04664860
0.05140263 | 0.05140263 0.05140360 0.04666240 | 0.04666241 0.04666264

Tabulka 14: Vynosy v case 40
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Obr. 24: Histogramy odhadov parametrov pri tretej aproximécii.
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Na obrazku 24 st histogramy odhadnutych parametrov pri 100 simulacidch CIR modelu

s parametrami o = 0.00315, 8 = —0.0555, v = 0.5 a o = 0.0894.
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3.4 Stvrta aproxima¢na formula

Poslednt stvrta aproximaciu ceny dlhopisu v CKLS modeli P,,3 sme popisali vo Vete
2.3. Pouzili sme nelinedrnu regresiu ako aj v predchadzajiucich aproximaciach. éleny
¢s(r) a cg(r) uvaddzame v prilohe. Na vypocet prvej a druhej derivacie ¢lena c5(r) sme

pouzili funkciu deriv() popisani v [3]. Pouzitie tejto funkcie uvadzame:

#prva derivactia
D(expression(c5), ’r’)
#druha derivacia

D(D(expression(cb), ’r’), ’r?)

V tabulke 16 su nakalibrované parametre.

o B ~y o Hodnota ua¢. f.
Presné 0.00315 -0.0555 0.5 0.0894 1.49e-10
Zaokrihlené 0.00309 -0.05443 0.74867 0.18268 4.56e-05

Tabul'ka 16: Optimalne hodnoty «, 8, v, o

a prisluchajice hodnoty ucelovych funkcii pre presné aj zaokruhlené data.

Pre presné data sme dostali také isté parametre, aké sme zvolili pri simulacii CIR
modelu. Pre zaokrihlené data sa ndm mierne zmenili parametre v a ¢ na Stvrtom
desatinnom mieste. Hodnoty tcelovych funkcii sa pre presné déta zmensila a pre za-
okruhlené data zostala nezmenena. V tabulkach 12, 13, 14 a 15 st vynosy pre rozne

¢asy.
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CIR Presné Zaokrihlené CIR Presné Zaokrahlené
0.05675623 | 0.05675623 0.05675963 0.05590935 | 0.05590935 0.05591156
0.05675467 | 0.05675467 0.05675821 0.05590976 | 0.05590976 0.05591210
0.05675208 | 0.05675208 0.05675575 0.05590916 | 0.05590916 0.05591161
0.05674847 | 0.05674847 0.05675226 0.05590755 | 0.05590755 0.05591011
0.05674386 | 0.05674386 0.05674775 0.05590494 | 0.05590494 0.05590760
0.05673825 | 0.05673825 0.05674222 0.05590134 | 0.05590134 0.05590409
0.05673166 | 0.05673166 0.05673568 0.05589677 | 0.05589677 0.05589959
0.05672409 | 0.05672409 0.05672814 0.05589124 | 0.05589124 0.05589410
0.05671557 | 0.05671557 0.05671960 0.05588475 | 0.05588475 0.05588764
0.05670609 | 0.05670609 0.05671008 0.05587732 | 0.05587732 0.05588020
0.05669568 | 0.05669568 0.05669958 0.05586895 | 0.05586895 0.05587179
0.05668433 | 0.05668433 0.05668810 0.05585967 | 0.05585967 0.05586243

Tabul'ka 17: Vynosy v ¢ase 1

Tabul'ka 18: Vynosy v case 20

CIR Presné Zaokrihlené CIR Presné Zaokrahlené
0.05133218 | 0.05133218 0.05133202 0.04646419 | 0.04646419 0.04646313
0.05134328 | 0.05134328 0.05134310 0.04648666 | 0.04648666 0.04648542
0.05135341 | 0.05135341 0.05135325 0.04650821 | 0.04650821 0.04650686
0.05136259 | 0.05136259 0.05136247 0.04652885 | 0.04652885 0.04652747
0.05137081 | 0.05137081 0.05137078 0.04654860 | 0.04654860 0.04654724
0.05137809 | 0.05137809 0.05137817 0.04656746 | 0.04656746 0.04656619
0.05138445 | 0.05138445 0.05138465 0.04658543 | 0.04658543 0.04658430
0.05138989 | 0.05138989 0.05139022 0.04660253 | 0.04660253 0.04660160
0.05139441 | 0.05139441 0.05139490 0.04661877 | 0.04661878 0.04661808
0.05139804 | 0.05139804 0.05139868 0.04663416 | 0.04663416 0.04663374
0.05140077 | 0.05140077 0.05140158 0.04664870 | 0.04664870 0.04664860
0.05140263 | 0.05140263 0.05140359 0.04666240 | 0.04666240 0.04666264

Tabulka 19: Vynosy v case 40
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Obr. 25: Histogramy odhadov parametrov pri Stvrtej aproximacii.
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Na obrazku 25 st histogramy odhadnutych parametrov pri 100 simulacidch CIR modelu

s parametrami o = 0.00315, 8 = —0.0555, v = 0.5 a o = 0.0894.
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Dalej uvadzame v tabulkach 21, 23 vynosy pri fitovani pre zaokruhlené data CIR
modelu v ¢ase 1 a 60 pre vSetky aproximécie. Pre prehladnost s tieto vynosy v tabul-

kach 22, 24 zaokruhlené na 5 desatinnych miest.

CIR 1.aprox 2.aprox 3.aprox 4.aprox
0.05675623 0.05675966 0.05675961 0.05675963 0.05675963
0.05675467 0.05675826 0.05675819 0.05675821 0.05675821
0.05675208 0.05675581 0.05675573 0.05675575 0.05675575
0.05674847 0.05675232 0.05675224 0.05675226 0.05675226
0.05674386 0.05674780 0.05674773 0.05674775 0.05674775
0.05673825 0.05674226 0.05674222 0.05674222 0.05674222
0.05673166 0.05673572 0.05673569 0.05673568 0.05673568
0.05672409 0.05672818 0.05672817 0.05672814 0.05672814
0.05671557 0.05671965 0.05671966 0.05671960 0.05671960
0.05670609 0.05671014 0.05671016 0.05671008 0.05671008
0.05669568 0.05669967 0.05669968 0.05669958 0.05669958
0.05668433 0.05668824 0.05668824 0.05668810 0.05668810

Tabul'ka 21: Vynosy pri vietkych aproximéciach fitovanych zo zaokruhlenych dat CIR mo-

delu v ¢ase 1.

CIR 1.aprox 2.aprox 3.aprox 4.aprox
0.05676 0.05676 0.05676 0.05676 0.05676
0.05675 0.05676 0.05676 0.05676 0.05676
0.05675 0.05676 0.05676 0.05676 0.05676
0.05675 0.05675 0.05675 0.05675 0.05675
0.05674 0.05675 0.05675 0.05675 0.05675
0.05674 0.05674 0.05674 0.05674 0.05674
0.05673 0.05674 0.05674 0.05674 0.05674
0.05672 0.05673 0.05673 0.05673 0.05673
0.05672 0.05672 0.05672 0.05672 0.05672
0.05671 0.05671 0.05671 0.05671 0.05671
0.05670 0.05670 0.05670 0.05670 0.05670
0.05668 0.05669 0.05669 0.05669 0.05669

Tabul'ka 22: Zaokrihlené vynosy na 5 desatinnych miest pri vietkych aproximaciach fitova-

nych zo zaokrihlenych dat CIR modelu v ¢ase 1.
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CIR 1.aprox 2.aprox 3.aprox 4.aprox
0.04646419 0.04646317 0.04646313 0.04646313 0.04646313
0.04648666 0.04648547 0.04648541 0.04648542 0.04648542
0.04650821 0.04650692 0.04650685 0.04650686 0.04650686
0.04652885 0.04652752 0.04652746 0.04652747 0.04652747
0.04654860 0.04654729 0.04654724 0.04654724 0.04654724
0.04656746 0.04656622 0.04656619 0.04656619 0.04656619
0.04658543 0.04658433 0.04658433 0.04658430 0.04658430
0.04660253 0.04660163 0.04660164 0.04660160 0.04660160
0.04661877 0.04661812 0.04661815 0.04661808 0.04661808
0.04663416 0.04663381 0.04663384 0.04663374 0.04663374
0.04664870 0.04664871 0.04664874 0.04664860 0.04664860
0.04666240 0.04666283 0.04666283 0.04666264 0.04666264

Tabul'ka 23: Vynosy pri v8etkych aproximéciach fitovanych zo zaokruhlenych dat CIR mo-

delu v ¢ase 60.

CIR 1l.aprox 2.aprox 3.aprox 4.aprox
0.04646 0.04646 0.04646 0.04646 0.04646
0.04649 0.04649 0.04649 0.04649 0.04649
0.04651 0.04651 0.04651 0.04651 0.04651
0.04653 0.04653 0.04653 0.04653 0.04653
0.04655 0.04655 0.04655 0.04655 0.04655
0.04657 0.04657 0.04657 0.04657 0.04657
0.04659 0.04658 0.04658 0.04658 0.04658
0.04660 0.04660 0.04660 0.04660 0.04660
0.04662 0.04662 0.04662 0.04662 0.04662
0.04663 0.04663 0.04663 0.04663 0.04663
0.04665 0.04665 0.04665 0.04665 0.04665
0.04666 0.04666 0.04666 0.04666 0.04666

Tabul'ka 24: Zaokrihlené vynosy na 5 desatinnych miest pri vietkych aproximaciach fitova-

nych zo zaokrthlenych dat CIR modelu v ¢ase 60.
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3.5 ReAlne data

V tejto Casti budeme kalibrovat redlne data z Euriboru |4] pocas roku 2012 . Data sme
najprv predelili aby neboli v %. Ako okamzitt trokovi mieru r sme pouzili urokové
sadzby s 3 tyzdnovou dobou do splatnosti, ktorych graf je na obrazku 26. Casovi
struktiru trokovych mier sme pouzili irokové sadzby s 1 — 12 mesa¢nymi dobami do
splatnosti. Kalibrovali sme CKLS model podla aproximécie In P,,, kedze na zaklade
simulacii je tato aproximacia dostato¢ne presné a ostatné aproximéacie neprinasali pri
zaokrihlenych détach presnejsie vysledky. Pri ostatnych aproximacidch na rozdiel od

simulacii vznikaji numerické problémy.

Obr. 26: Urokové sadzby so splatnostou 3 tyzdne. Zdroj: [4].

Vynos
0.006 0.008
1 1

0.004
1

0.002
1

Pri hlTadani 8 a v sme najprv zvolili intervaly dostato¢ne velké no pri naslednej
kalibracii parametrov a a o vy$iel model ako nepripustny, kedze o2 pri minimaliza-
cii ucelovej funkcie ul bola zaporna. Nasledne sme teda hladali model, ktory bude
pripustny. Pri fixovanej v sme optimalizovali len vzhIadom na tie 3, ktoré viedli k pri-
pustnej, teda kladnej hodnote parametra 2. Inym moZnym postupom by bolo pouzit
ohraniCenia na parametre pri optimalizacii. V tabulke 25 st hodnoty parametrov ako

aj hodnota 1ucelovej funkcie pripustného modelu. O parametri g by sme ocakévali, Ze
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vyjde zaporny, jeho kladna hodnota vSak na rozdiel od zapornosti 2 nie je vyslovene

nepripustna. Kladna hodnota parametra o a zaporn& hodnota parametra [ znamena,

7ze nas proces méa vlastnost mean-reversion. Odhadované parametre st vSak rizikovo

neutralne parametre, a teda ak aj proces tato vlastnost nemad, este to ni¢ nehovori o

jeho spravani pri realnej miere.

(07

B

v

g

Hodnota 1é. f.

Pripustna 0.00358

2.6133

0.59259

1.96826

0.0441

Tabulka 25: Optimalne hodnoty «, 3, 7, o

a prisliachajica hodnota ucelovej funkcie.

Obr. 27: Realne a fitované(modré) vynosové krivky v 1, 50, 100, 150, 200 a 250 dni.
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Na obréazku 27 su vynosové krivky v rdéznych diioch a na obrazku 28 st tirokové sadzby

s rOznymi splatnostami.

Obr. 28: Redlne a fitované(modré) urokové sadzby so splatnostou 1, 5 a 10 mesiacov.
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ZAVER

Zaver

V diplomovej praci sme sa venovali jednofaktorovému CKLS modelu. Pri tomto
modeli nie je zname presné rieSenie parcialnej diferencialnej rovnice pre cenu dlhopisu.
Preto je potrebné hl'adat numerickn alebo analyticku aproximaciu. My sme sa zaoberali
prave analytickymi aproximéciami.

Cielom prace bolo otestovat rozne aproximéacie na zaokrihlenych datach a zistit, ¢i
ma zmysel pouzivat presnejSie aproximacie.

Uvod bol venovany zakladnym pojmom z oblasti ocefiovania dlhopisov. Dalej sme sa
venovali jednofaktorovym modelom trokovej miery, ktorymi st Vasickov model, CIR
model, ako aj ich zovSseobecneny CKLS model.

V poslednej kapitole sme vyuzili poznatky z predchadzajicich kapitol a na simulo-
vanych datach CIR modelu sme testovali Styri aproximac¢né formule pre cenu dlhopisu.
Pri nezaokriihlenych simulovanych ddtach nam presnejsie aproximécie odhadovali pres-
nejSie parametre modelu. Vynosové krivky v tomto pripade boli vyborne odhadované
uz pri prvej aproximacnej formule, pri ostatnych sa presnost mierne zlepgila. Co je pod-
statnejsie, pri zaokrihlenych simulovanych CIR datach na 5 desatinnych miest vSetky
aproximacie dosahovali rovnaka presnost. Preto prva aproximécia, ktorej predpis je
najjednoduchsi je dostacujica.

V zévere sme na redlnych ro¢nych datach Euriboru [4] roku 2012 otestovali prvi

aproximéaciu. Model aproximoval realne vynosové krivky pomerne dobre.
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Priloha

Priloha

cs(r)

cbaux=2*alphaa”2*r[i]"2* (2*gammaa-1) + 4*betaa’2*gammaa*r[i]"4 -...
8*r[i]"(3+2*gammaa)*sigmaa2 +...
2*betaa*r[i]"(2+2*gammaa)*sigmaa’2* (1-5*gammaa+6*gammaa’2) +...
sigmaa™4*r[i]N(4*gammaa)* (2*gammaa-1)"2* (4*gammaa-3) +...
2*alphaa*r[i]”3*betaa* (4* gammaa-1) +...

2*alphaa*r[i]"(2*gammaa+1) *sigmaa’2* (2*gammaa-1)* (3*gammaa -2)

cbaux2=1/120*gammaa*r[i]" (2* (gammaa - 2))*sigmaa’2*c5aux

cb=cbaux?2

ce(r)

#prva derivacia cb
c5der=1/120*gammaa* (r [1]1" ((2* (gammaa -2)) -1) * (2* (gammaa - . . .
2)))*sigmaa2* (2*alphaa’2*r[i]72* (2% gammaa -1)+. ..
4*betaa’2*gammaa*r[i]174-8*r[i]1" (3+2*gammaa) *sigmaa’2+. ..
2*betaa*r[i]"(2+2*gammaa)*sigmaa2* (1-5*gammaa+. . .
6*gammaa’2)+sigmaa®4*r[i]N(4*gammaa)* (2* gammaa-. ..

1)7N2* (4% gammaa -3)+2*alphaa*r[i]3%betaa* (4% ...

gammaa -1)+2*alphaa*r[i]"(2*gammaa+1) *sigmaa’2*. ..
(2*gammaa-1)* (3*gammaa -2))+1/120* ganmaa*r [1]1M (2% ...
(gammaa -2)) *sigmaa2* (2*alphaa2* (2*r[i])* (2% ...

gammaa -1)+4*betaa2* gammaa* (4*r[1173) -8* (r [iI1"M((3+. ..
2*gammaa) -1) * (3+2*gammaa)) *sigmaa2+2*betaa*. ..
(r[11M((2+2*gammaa) -1) * (2+2* gammaa)) *sigmaa2* ...
(1-5*gammaa+6*gammaa’2)+sigmaa™4* (r[i]1" ((4*gammaa)-. ..
1)*(4*gammaa))* (2% gammaa -1)"2* (4*gammaa -3)+. . .

2*alphaa* (3*r[i]”"2)*betaa* (4*gammaa-1)+2*alphaa™*. ..
(r[11M((2*gammaa+1) -1) * (2* gammaa+1)) *sigmaa2* ...

(2% gammaa -1) * (3*gammaa -2))

53



Priloha

#druha derivacia cb
ch5der2=1/120*gammaa* (r [1]1" (((2* (gammaa -2)) -1) -1) * ((2* (gammaa - . . .
2))-1)*(2* (gammaa -2))) *sigmaa”2* (2*alphaa2* ...
r[i]72* (2% gammaa -1)+4*betaa2* gammaa*r [1]4-8%. ..
r[1]17N(3+2*gammaa) *sigmaa’2+2*betaa*r [1]N(2+42* gammaa) * . . .
sigmaa’2* (1-5*gammaa+6*gammaa2)+sigmaa™4*r[i1M(4*. ..
gammaa)* (2*gammaa -1)"2* (4* gammaa -3)+2*alphaa*. ..
r[i]"3*betaa* (4*gammaa-1)+2*alphaa*r[i]"(2* gammaa+. ..
1) *sigmaa2* (2% gammaa-1) * (3*gammaa -2))+1/120* . ..
gammaa* (r [11" ((2* (ganmaa -2)) -1) * (2* (gammaa -2))) *. ..
sigmaa2* (2*alphaa2* (2*r[i])* (2% gammaa -1)+4* . ..
betaa2*gammaa* (4*r[1]173)-8* (r [1]" ((3+2* gammaa)-. ..
1)*(3+2*gammaa)) *sigmaa2+2*betaa* (r [/ ((2+. ..
2*gammaa) -1) * (2+2*gammaa)) *sigmaa’2* (1-5*...
gammaa+6*gammaa”2)+sigmaa4* (r [1]M ((4*gammaa)-1)*. ..
(4*gammaa)) * (2* gammaa -1)"2* (4* gammaa -3)+2* . ..
alphaa*(3*r[i]”2)*betaa* (4*gammaa-1)+2*alphaa*. ..
(r[11M((2* gammaa+1) -1) * (2* gammaa+1)) *sigmaa2*. ..
(2*gammaa -1) *(3*gammaa -2))+(1/120* gammaa™. ..
(r[117M((2* (gammaa -2)) -1) * (2* (gammaa -2))) *sigmaa2* . ..
(2*alphaa2* (2*r[i]1)* (2% gammaa -1)+4*betaa 2% . ..
gammaa* (4*r[1]"3) -8* (r [11M ((3+2* gammaa) -1) * . ..

(3+2* gammaa)) *sigmaa’2+42*betaa* (r [1]/N ((2+2*%. ..
gammaa)-1)* (2+2*gammaa)) *sigmaa2* (1-5*. ..
gammaa+6*gammaa”2)+sigmaa4* (r [1]M((4*gammaa)-. ..
1)*(4*gammaa)) * (2*gammaa -1)"2* (4*gammaa - . . .
3)+2*alphaa* (3*r[i]"2)*betaa* (4* gammaa -1)+. ..
2*alphaa* (r[i1"((2*gammaa+1) -1) *(2*gammaa+. ..

1)) *sigmaa2* (2*gammaa-1) * (3* gammaa-. . .

2))+1/120* gammaa*r [1]"(2* (gammaa -2)) *sigmaa2* . ..
(2*alphaa”"2*2* (2*gammaa-1)+4*betaa’”2* gammaa™. ..

(4*(3*r[1172))-8* (r [11M(((3+2* gammaa)-1) -1)*. ..
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((3+2*gammaa)-1)* (3+2*gammaa)) *sigmaa2+. ..
2*betaa* (r[11MN(((2+2% gammaa) -1) -1) * ((2+2*% ...
gammaa)-1)* (2+2*gammaa)) *sigmaa2* (1-...
5*gammaa+6*gammaa2)+sigmaa4* (r [11/M(((4*. ..
gammaa)-1)-1)* ((4* gammaa) -1) * (4* gammaa)) *. ..
(2*gammaa-1)"2* (4*gammaa -3)+2*alphaa*. ..
(3*(2*r[i])) *betaa* (4" gammaa -1)+2%alphaa™. ..
(r[11M(((2*gammaa+1) -1) -1) * ((2* gammaa+1) - ...
1)*(2*gammaa+1)) *sigmaa”2* (2*gammaa-. ..

1) *(3*gammaa -2)))

kaux=6*alphaa’2*betaa*r[i]"2* (2*gammaa-1) +...
12*betaa3*gammaa*r [1]M4-10*r [1]1" (1+4* gammaa) * . ..
sigmaa™4* (1-2*gammaa)+6*betaa2*r[i]"(2+2* gammaa)* . ..
sigmaa2* (1-5*gammaa+6*gammaa’2)+sigmaa”2*betaa*. ..
r[i]MN(2*gammaa)* (-10* (5+2* gammaa) *r [1]/3+3* . ..
(1-2*gammaa)”2* (4*ganmaa -3) *r [1]" (2% ganmaa) * . ..
sigmaa®2)+2*alphaa*r[i]l*(3*betaa’2* (4*gammaa-1)*. ..
r[i]"2+3*betaa*r[i]" (2*gammaa)*sigmaa2*. ..
(2-7*gammaa+6*gammaa2) -5* (2* gammaa -1) *. ..

r[i]1MN(2*gammaa+1) *sigmaa’2)

k=1/120*gammaa*r[1]" (2* (gammaa -2)) *sigmaa’2*kaux

c6aux=1/12*sigmaa”2*r[i]1" (2*gammaa)*c5der2 +...

1/6* (alphaa+betaa*r[i]) *cbder+1/6%k

c6=cbaux
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