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Abstrakt

Pojzl, Viktor: Aproximácie cien dlhopisov a presnos´ vstupných dát pri kalibrácii [Dip-

lomová práca].

Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Ka-

tedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky.

�kolite©: RNDr. Mgr. Beáta Stehlíková, PhD., Bratislava, 2015, 55 s.

V na²ej práci sa zaoberáme odhadovaním modelov krátkodobej úrokovej miery. Pou-

ºívame pri tom ²tyri analytické aproxima£né formule pre cenu dlhopisu v CKLS modeli,

nako©ko explicitné rie²enie parciálnej diferenciálnej rovnice pre cenu dlhopisu v tomto

modeli nie je známe. Pracujeme s vygenerovanými dátami CIR modelu, v ktorom toto

explicitné rie²enie existuje. Kalibrujeme rizikovo neutrálne parametre CKLS modelu

pre vygenerované dáta CIR modelu pomocou aproxima£ných formúl. Cie©om práce je

zisti´, aký vplyv má zaokrúh©ovanie vygenerovaných dát na kalibráciu, otestova´ jed-

notlivé aproximácie pri zaokrúhlených dátach a sledova´ presnos´, s akou odhadujeme

parametre a �tujeme výnosové krivky.

K©ú£ové slová: úroková miera, výnosová krivka, dlhopis, jednofaktorový model,

CKLS model, Va²í£kov model, CIR model, analytická aproximácia.



Abstract

Pojzl, Viktor: Approximation of bond prices and the accuracy of the input data for

calibration [Master's thesis].

Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics,

Department of Applied Mathematics and Statistics.

Supervisor: RNDr. Mgr. Beáta Stehlíková, PhD., Bratislava, 2015, 55 p.

In our Master's thesis we deal with estimating short rate models. We use four analy-

tical approximation formulas for the zero-coupon bond price in CKLS model, because

the explicit solution of partial di�erential equation for the bond price is not known in

this model. We work with generated data of CIR model, in which the explicit solution

exists. We calibrate risk neutral parameters of CKLS model for the generated data of

CIR model using the approximation formulas. The aim of this work is to �nd out, what

impact has the rounding of generated data on the calibration, to test various approxi-

mations for the rounded data and to monitor the accuracy with which we estimate the

parameters and �t the yield curves.

Keywords: interest rate, yield curve, bond, one-factor model, CKLS model, Vasicek

model, CIR model, analytic approximation.
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ÚVOD

Úvod

Jednou z najdôleºitej²ích sú£astí oce¬ovania �nan£ných derivátov je práve vývoj

úrokových mier. Základným derivátom úrokovej miery je tzv. diskontný dlhopis. Pre

potrebu £o najlep²ieho predpovedania vývoja úrokových mier, a teda aj stále pres-

nej²ieho oce¬ovania derivátov sa modely úrokových mier neustále zdokona©ujú. Tieto

modely sú de�nované pomocou stochastickej diferenciálnej rovnice pre okamºitú úro-

kovú mieru. Rôzne medzibankové sadzby ako napríklad EURIBOR sú zaokruh©ované

na 3 desatinné miesta.

V na²ej práci sa budeme venova´ jednofaktorovému modelu, ktorý navrhli Chan, Ka-

rolyi, Longsta� a Sanders (CKLS) s volatilitou úmernou mocnine krátkodobej úrokovej

miery. Tento model je zov²eobecnením viacerých modelov, ako napríklad Va²í£kovho

modelu s kon²tantnou volatilitou alebo Cox-Ingersoll-Rossovho (CIR) modelu s volati-

litou úmernou druhej odmocnine krátkodobej úrokovej miery. Pre tieto modely vieme

cenu dlhopisu a teda aj £asovú ²truktúru úrokových mier (výnosové krivky) vyjadri´

v explicitnom tvare. Pre ostatné modely, ako aj pre CKLS model, ktorému sa budeme

venova´, je potrebné h©ada´ aproximáciu.

V diplomovej práci sa v prvých dvoch kapitolách venujeme teórii, kde popisujeme

základné pojmy, stochastický kalkulus, modely ako aj metódy kalibrácie. V poslednej

tretej kapitole sme testovali na simulovaných dátach CIR modelu presnos´ aproxima£-

ných formúl pre cenu dlhopisu v CKLS modely. Nakalibrovaný CKLS model ako aj

jeho parametre sme porovnali s nasimulovanými CIR dátami. Presnos´ týchto formúl

sme ¤alej testovali na dátach, ktoré sme zaokrúhlili na 5 desatinných miest. Výsledky

pre tieto aproximácie sme potom porovnávali. Na konci poslednej kapitoly sme apro-

ximovali ro£né reálne dáta.
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1 ZÁKLADNÉ POJMY PRI OCE�OVANÍ DLHOPISOV

1 Základné pojmy pri oce¬ovaní dlhopisov

V tejto kapitole sa budeme venova´ £asovej ²truktúre úrokových mier. Úroková miera

je nevyhnutná pri oce¬ovaní �nan£ných derivátov. Taktieº de�nujeme stochastický kal-

kulus, ktorý vyuºijeme pri oce¬ovaní dlhopisov. Vysvetlíme pojem okamºitej úrokovej

miery a výnosových kriviek. �erpali sme najmä z [9], [17].

1.1 �asová ²tuktúra úrokových mier

Dlhopis (cenný papier) je derivát úrokovej miery, ktorý drºite©ovi v £ase splatnosti

(maturity) T prinesie dohodnutú sumu (nominálnu hodnotu) a vo vopred dohodnutých

obdobiach bude vypláca´ výnosy (kupóny). Nech má dlhopis nominálnu hodnotu 1 a

nevypláca kupóny - Bezkupónový dlhopis. �alej nech P (t, T ) je cena dlhopisu v £ase

t, ak jeho maturita je v £ase T a R(t, T ) je úroková miera s maturitou T v £ase t.

Potom pre cenu dlhopisu platí:

P (t, T ) = exp−R(t,T )(T−t) . (1)

�asovú ²tuktúra úrokových mier dostaneme zo vz´ahu (1) vyjadrením R(t, T ):

R(t, T ) = − lnP (t, T )

(T − t)
. (2)

�asová ²truktúra úrokových mier (výnosová krivka) je závislos´ úrokových mier od

maturity príslu²ného dlhopisu. Príklady výnosových kriviek sú na obrázkoch 1 a 2.
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1 ZÁKLADNÉ POJMY PRI OCE�OVANÍ DLHOPISOV
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Obr. 1: Výnosová krivka zo d¬a

10.12.2012. Zdroj [4].
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Obr. 2: Výnosová krivka zo d¬a

10.01.2014. Zdroj [4].

Za£iatkom výnosovej krivky je okamºitá úroková miera (short-rate) r(t) a je to

úroková miera pre dlhopis s okamºitou splatnos´ou. Vyjadríme ju ako limitu zo vz´ahu

(2), kde T → t+:

r(t) = lim
T→t+

R(t, T ) = R(t, t). (3)

Je to úroková miera na ve©mi krátky £as (nekone£ne krátky), ktorá sa aproximuje

úrokovou mierou s krátkou dobou do splatnosti. Takouto úrokovou mierou je EONIA

(Euro Overnight Index Average), no pre jej ve©ké �uktuácie sa miesto nej pouºívajú

úrokové miery s dobou do splatnosti napríklad 1 mesiac.

Obr. 3: Vývoj sadzby EONIA po£as roku 2014. Zdroj: [4].
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1 ZÁKLADNÉ POJMY PRI OCE�OVANÍ DLHOPISOV

1.2 Stochastický proces

Základným nástrojom, ktorý je vyuºívaný na popísanie stochastického vývoja ceny

derivátu je Markovov proces. �peciálnym typom Markovovho procesu je Wienerov pro-

ces, ktorého zov²eobecnením je Brownov pohyb. V tejto £asti de�nujeme tieto pojmy a

navy²e uvedieme Itóovu lemu, ktorá je nevyhnutná pri odvodení parciálnej diferenciál-

nej rovnice pre cenu dlhopisu a umoºnuje nám po£íta´ diferenciál náhodných funkcií.

De�nícia 1.1. Stochastický proces je t - parametrický systém náhodných premenných

{X(t), t ∈ I}, kde I je interval alebo diskrétna mnoºina.

De�nícia 1.2. Markovov proces je náhodný proces, kde pre danú hodnotu X(s), na-

sledujúce hodnoty X(t) pre t > s môºu závisie´ len od hodnoty X(s), nie od predchá-

dzajúcich hodnôt X(v), v < s.

De�nícia 1.3. Wienerov proces {W (t), t ≥ 0} je náhodný proces, pre ktorý plati:

(i) W (0) = 0.

(ii) prírastky W (t+ ∆)−W (t) ∼ N(0; ∆).

(iii) prírastky W (t1) −W (t0), W (t2) −W (t1),...,W (tk) −W (tk − 1) sú nezávislé pre

kaºdé delenie t0 = 0 < t1 < t2 < t3 < ... < tn.

(iv) trajektórie sú spojité.

Obr. 4: Simulácie Wienerovho procesu
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1 ZÁKLADNÉ POJMY PRI OCE�OVANÍ DLHOPISOV

De�nícia 1.4. Brownov pohyb:

x(t) = µt+ σw(t), (4)

kde w(t) je Wienerov proces.

Poznamenajme, ºe Brownov pohyb s parametrami µ = 0 a σ2 = 1 je Wienerov pro-

ces. Na obrázku 4 sú tri realizácie Wienerovho procesu a na obrázku 5 sú tri realizácie

Brownovho pohybu s parametrami µ = 2.5 a σ = 0.6.

Obr. 5: Simulácie Brownovho pohybu
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Lema 1.5. (Itóova lema). Nech f(x, t) je hladká funkcia dvoch premenných x, t, pri£om

premenná x je rie²ením stochastickej diferenciálnej rovnice:

dx(t) = µ(x, t)dt+ σ(x, t)dw(t), (5)

kde {w(t), t ≥ 0} je Wienerov proces. Prvý diferenciál funkcie f potom je:

df =
∂f

∂x
dx+

(
∂f

∂t
+

1

2
σ2(x, t)

∂2f

∂x2

)
dt, (6)

a teda funkcia f vyhovuje stochastickej diferenciálnej rovnici:

df =

(
∂f

∂t
+ µ(x, t)

∂f

∂x
+

1

2
σ2(x, t)

∂2f

∂x2

)
dt+ σ(x, t)

∂f

∂x
dw, (7)

V [17] sa nachádza dôkaz.

12



2 JEDNOFAKTOROVÉ MODELY

2 Jednofaktorové modely

V tejto kapitole sa budeme zaobera´ jednofaktorovými short-rate modelmi ako sú Va-

²í£kov model, Coxov-Ingersollov-Rossov model (¤alej CIR model) a Chanov-Karolyiov-

Longsta�ov-Sandersov model (¤alej CKLS model). Vysvetlíme £o je to mean reversion

proces a jeho vlastnosti. Vyjadríme taktieº explicitné ceny dlhopisov vo Va²í£kovom

a CIR modely. Zavedieme pojem zmeny miery a analytické aproxima£né formule pre

cenu dlhopisu v CKLS modeli, [2], [9], [13], [15], [17].

2.1 Short rate modely a oce¬ovanie dlhopisov

Na modelovanie short rate r = r(t) pouºívame stochastickú diferenciálnu rovnicu:

dr = µ(r, t)dt+ σ(r, t)dw(t), (8)

kde µ(r, t) reprezentuje trend resp. drift procesu a σ(r, t) reprezentuje stochastické

�uktuácie procesu (v okolí trendovej zloºky).

Mean reversion model([2],[17])

Je to model, pri ktorom sa r pribliºuje k dlhodobo rovnováºnej hodnote. Teda drift

stochastickej diferenciálnej rovnice bude zmenený a jej predpis bude:

dr = κ (θ − r) dt+ σ(r)dw, (9)

kde κ, θ > 0 sú kon²tanty, je nazývaný aj Ornstein-Uhlenbeckov proces. V ¤al²ích

kapitolách sa budeme zaobera´ práve mean reversion modelmi a popí²eme si tri modely,

ktorých spolo£nou stochastickou diferenciálnou rovnicou bude:

dr = κ (θ − r) dt+ σrγdw, (10)

pri£om

• pre Va²í£kov model je kon²tantná volatilita σ(r, t) = σ, a teda γ = 0,

• pre CIR model je volatilita v tvare σ(r, t) = σ
√
r, a teda γ = 1/2,

• pre CKLS model je volatilita vo v²eobecnom tvare σ(r, t) = σrγ.

13



2 JEDNOFAKTOROVÉ MODELY

a teda Va²í£kov model a CIR model sú ²peciálne prípady CKLS modelu.

Teraz odvodíme parciálnu diferenciálnu rovnicu pre cenu dlhopisu. Postupova´ bu-

deme pod©a [17].V prvom kroku z Itóovej lemy dostávame:

dP =

(
∂P

∂t
+ µ(r, t)

∂P

∂r
+

1

2
σ2(r, t)

∂2P

∂r2

)
dt+ σ(r, t)

∂P

∂r
dw =

= µD(r, t)dt+ σD(r, t)dw,

(11)

kde µD(r, t) ozna£uje drift ceny dlhopisu, σD(r, t) je volatilita ceny dlhopisu.

Majme ¤alej portfólio, ktoré sa skladá s jedného dlhopisu s maturitou T1 a s ∆

dlhopisov s maturitou T2.

Hodnota π tohto portfólia je:

π = P (r, t, T1) + ∆P (r, t, T2). (12)

A teda jeho zmena dπ je:

dπ = dP (r, t, T1) + ∆dP (r, t, T2) =

= (µD(r, t, T1) + ∆µD(r, t, T2)) dt+ (σD(r, t, T1) + ∆σD(r, t, T2)) dw.
(13)

�alej chceme získa´ bezrizikové portfólio, £iºe sa zbavíme stochastickej £asti vo©bou

pomeru medzi po£tami dlhopisov ∆ tak, ºe platí:

∆ = −σD(r, t, T1)

σD(r, t, T2)
. (14)

Ostala nám iba deterministická £as´ portfólia:

dπ =

(
µD(r, t, T1)−

σD(r, t, T1)

σD(r, t, T2)
µD(r, t, T2)

)
dt. (15)

Vylú£me ¤alej moºnos´ arbitráºe, a teda výnos portfólia sa musí rovna´ okamºitej

bezrizikovej úrokovej miere r. Dostávame:

rπ = µD(r, t, T1)−
σD(r, t, T1)

σD(r, t, T2)
µD(r, t, T2). (16)

14



2 JEDNOFAKTOROVÉ MODELY

Dosadíme hodnotu portfólia π a pomeru ∆:

r

(
P (r, t, T1)−

σD(r, t, T1)

σD(r, t, T2)
P (r, t, T2)

)
= µD(r, t, T1)−

σD(r, t, T1)

σD(r, t, T2)
µD(r, t, T2). (17)

Musí plati´ rovnos´:

µD(r, t, T1)− rP (r, t, T1)

σD(r, t, T1)
=
µD(r, t, T2)− rP (r, t, T2)

σD(r, t, T2)
. (18)

Teda pre ©ubovo©nú maturitu je splnená identita funkciou λ(r, t), tzv. trhová cena

rizika:

λ(r, t) =
µD(r, t, T )− rP (r, t, T )

σD(r, t, T )
. (19)

Nakoniec dosadíme funkcie µD a σD do (19) a dostávame PDR pre cenu dlhopisu

P (r, t, T ):

∂P

∂t
+ (µ(r, t)− λ(r, t)σ(x, t))

∂P

∂r
+
σ2(r, t)

2

∂2P

∂r2
− rP = 0. (20)

V dobe splatnosti je cena dlhopisu rovná jednotke a teda terminálová podmienka má

tvar P (r, T, T ) = 1 pre kaºdé r > 0.

2.2 Va²í£kov model

Va²í£kov model [19] je najjednoduch²í short-rate model, ktorý pripú²´a s nenulovou

pravdepodobnos´ou aj záporné úrokové miery. Stochastická diferencálna rovnica má

tvar:

dr = κ (θ − r) dt+ σdw, (21)

¤alej trhová cena rizika λ(r, t) = λ a τ = T − t potom z rovnice (11) PDR pre cenu

dlhopisu má tvar:

− ∂P

∂τ
+ (κ(θ − r)− λσ)

∂P

∂r
+
σ2

2

∂2P

∂r2
− rP = 0, (22)

sp¨¬a za£iato£nú podmienku P (r, 0) = 1 pre kaºdé r > 0.

15



2 JEDNOFAKTOROVÉ MODELY

Explicitné rie²enie pre cenu dlhopisu, h©adáme pod©a [17] v tvare:

P (r, τ) = A(τ)e−B(τ)r, (23)

a teda funkcie A, B budú sp¨¬a´ za£iato£né podmienky A(0) = 1 a B(0) = 0.

Najprv si vypo£ítame derivácie vystupujúce v (22):

∂P

∂τ
=
(
Ȧ− AḂr

)
e−Br, (24)

∂P

∂r
= −ABe−Br, (25)

∂2P

∂r2
= AB2e−Br, (26)

a potom ich dosadíme do (22):

(
AḂr − Ȧ

)
− (κ(θ − r)− λσ)AB +

σ2

2
AB2 − rA = 0. (27)

Teraz po preskupení a spojení £lenov obsahujúcich r a tých £o r neobsahujú máme:

rA
(
Ḃ + κB − 1

)
+

(
−Ȧ− (κθ − λσ)AB +

σ2

2
AB2

)
= 0. (28)

Táto rovnos´ je splnená pre v²etky r ak sú obe zátvorky rovné nule:

Ḃ + κB − 1 = 0,

−Ȧ− (κθ − λσ)AB +
σ2

2
AB2 = 0.

(29)

Pre B máme oby£ajnú diferenciálnu rovnicu so za£iato£nou podmienkou B(0) = 0 v

tvare:

B(τ) =
1− e−κτ

κ
. (30)

�alej integrovaním rovnice pre A dostávame:

lnA =

∫
d lnA

dτ
=

∫
σ2

2
B2 − (κθ − λσ)Bdτ. (31)

16



2 JEDNOFAKTOROVÉ MODELY

Vypo£ítaním integrálu, dosadením funkcie B a vyuºitím za£iato£nej podmienky A(0) =

1 dostávame:

lnA(τ) = (B − τ)R∞ −
σ2B2

4κ
, (32)

kde

R∞ = θ − λσ

κ
− σ2

2κ2
. (33)

Vo Va²í£kovom modeli £asovú ²truktúru úrokových mier dostávame zo vz´ahu (2).

Platí:

R(t, T ) = − lnA(τ)

τ
+
B(τ)

τ
r

=

(
1− 1− e−κτ

κτ

)
R∞ +

σ2

4κ3τ
(1− e−κτ )2 +

1− e−κτ

κτ
r.

(34)

2.3 CIR model

CIR model [2] uº nepripú²´a záporné úrokové miery pretoºe volatilita CIR modelu

je σ
√
r. Stochastická diferencálna rovnica má tvar:

dr = κ (θ − r) dt+ σ
√
rdw, (35)

¤alej trhová cena rizika λ(r, t) = λ
√
r a τ = T − t potom z rovnice (11) PDR pre cenu

dlhopisu má tvar:

− ∂P

∂τ
+ (κ(θ − r)− λσr) ∂P

∂r
+
σ2r

2

∂2P

∂r2
− rP = 0, (36)

sp¨¬a za£iato£nú podmienku P (r, 0) = 1 pre kaºdé r > 0.

Explicitné rie²enie pre cenu dlhopisu je v tvare:

P (r, τ) = A(τ)e−B(τ)r, (37)

Opä´ nájdeme rie²enie tejto rovnice, pri£om budeme sledova´ postup z [17].

17



2 JEDNOFAKTOROVÉ MODELY

A(τ) =

(
2φ2e

(φ1+φ2)τ/2

(φ1 + φ2)(eφ2τ − 1) + 2φ2

)φ3
, (38)

B(τ) =
2
(
eφ2τ − 1

)
(φ1 + φ2)(eφ2τ − 1) + 2φ2

, (39)

kde

φ1 = κ+ λσ,

φ2 =
√
φ2
1 + 2σ2,

φ3 = 2κθ
σ2 .

Rovnako ako vo Va²í£kovom modeli £asovú ²truktúru úrokových mier dostávame zo

vz´ahu (2). Platí:

R(t, T ) = − lnA(τ)

τ
+
B(τ)

τ
r

= −2κθ

σ2τ
ln

(
2φ2e

(φ1+φ2)τ/2

(φ1 + φ2)(eφ2τ − 1) + 2φ2

)
+

1

τ

2
(
eφ2τ − 1

)
(φ1 + φ2)(eφ2τ − 1) + 2φ2

r.

(40)

2.4 CKLS model

Zov²eobecnením prvých dvoch spomínaných modelov je CKLS model [6]. Stochas-

tická diferencálna rovnica má tvar:

dr = κ (θ − r) dt+ σrγdw, (41)

môºeme ju napísa´ aj v tvare:

dr = (α + βr) dt+ σrγdw, (42)

kde α = κθ a β = −κ.

Zmena reálnej na rizikovo neutrálnu mieru

Máme dve moºnosti akými môºeme vyjadri´ stochastickú diferenciálnu rovnicu pre

popis okamºitej úrokovej miery. Prvou je vyjadrenie v reálnej pravdepodobnostnej

miere, ako sme to robili doteraz. Druhou a pre oce¬ovanie derivátov výhodnej²ou

moºnos´ou je vyjadrenie v rizikovo neutrálnej pravdepodobnostnej miere. Takto sa

�zbavíme� jedného parametra.

18



2 JEDNOFAKTOROVÉ MODELY

Konkrétnej²ie sa problematike zmeny miery zaoberá napríklad kniºka [9]. Zjedno-

du²ene vieme zmenu miery opísa´ ako prechod od vychýleného Wienerovho procesu v

reálnej miere P k ²tandardnému Wienerovmu procesu v rizikovo neutrálnej miere Q.

Pod©a Girsanovovej vety z [9] platí:

dw̃(t) = dw(t) + λ(r)dt, a teda dw(t) = dw̃(t)− λ(r)dt, (43)

pri£om zápis v rizikovo neutrálnej miere ozna£uje vlnovka. Rovnicu (42) v miere P

vieme napísa´ v miere Q ako:

dr = (α + βr − λσrγ) dt+ σrγdw̃, (44)

Pre drift teda platí:

(rizikovo neutrálny drift) = (reálny drift) - (trhová cena rizika)*(volatilita).

Vz´ah (44) vieme prepísa´ na:

dr =
(
α̃ + β̃r

)
dt+ σrγdw̃, (45)

kde trhová cena rizika udáva závislos´ medzi reálnymi a rizikovo neutrálnymi paramet-

rami

λ(r) =
(α− α̃) + (β − β̃)r

σrγ
. (46)

Pre Va²í£kov model máme teda v rizikovo neutrálnej miere Q stochastickú diferenciálnu

rovnicu tvaru:

dr =
(
α̃ + β̃r

)
dt+ σdw̃, (47)

kde α̃ = κθ − λσ a β̃ = −κ.

Pre CIR model dostávame v rizikovo neutrálnej miere Q stochastickú diferenciálnu

rovnicu tvaru:

dr =
(
α̃ + β̃r

)
dt+ σ

√
rdw̃, (48)

kde α̃ = κθ a β̃ = −κ− λσ.

Pre jednoduchos´ budeme ¤alej zna£i´ zápis v rizikovo neutrálnej miere bez vlnovky.
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2 JEDNOFAKTOROVÉ MODELY

2.5 Aproximácie cien dlhopisov CKLS modelu

Pribliºné analytické rie²enia pre ceny dlhopisov navrhli Choi a Wirjanto v £lánku

[7].Okamºitá úroková miera r v rizikovo neutrálnej miere CKLS modelu je daná sto-

chastickou diferenciálnou rovnicou:

dr = (α + βr) dt+ σrγdw. (49)

Cena dlhopisu s £asom do doby splatnosti τ = T − t pre CKLS model je potom zo

vz´ahu (20) a vz´ahu medzi reálnymi a rizikovo neutrálnymi parametrami rie²ením

parciálnej diferenciálnej rovnice:

− ∂P

∂τ
+ (α + βr)

∂P

∂r
+
σ2r2γ

2

∂2P

∂r2
− rP = 0, (50)

s podmienkou P (r, 0) = 1 pre kaºdé r > 0.

Vo v²eobecnosti neexistuje rie²enie parciálnej diferenciálnej rovnice (50) pre cenu

dlhopisu. Existuje iba pri vo©be parametra γ = 0 (Va²í£kov model, kapitola 2.2) a

γ = 1/2 (CIR model, kapitola 2.3).

Vo Va²í£kovom modeli, ke¤ γ = 0 v rovnici (50), existuje explicitné rie²enie ceny

dlhopisu Pvas(τ ; r) v tzv. uzavretej forme:

lnPvas (τ, r) =

(
α

β
+

σ2

2β2

)(
1− eβτ

β
+ τ

)
+

σ2

4β3

(
1− eβτ

)2
+

1− eβτ

β
r. (51)

Substitúciou volatility σr2γ za σ v rie²ení Pvas z (51) dostávame prvú aproximáciu ceny

dlhopisu v CKLS modeli Pap1:

lnPap1 (τ, r) =

(
α

β
+
σ2r2γ

2β2

)(
1− eβτ

β
+ τ

)
+
σ2r2γ

4β3

(
1− eβτ

)2
+

1− eβτ

β
r. (52)

Táto aproximácia bola navrhnutá v £lánku [16], v ktorom je ¤alej vyjadrená chyba

aproximácie vo forme vety.
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Veta 2.1 (16, Theorem 4). Nech lnPap1 je rie²enie aproximácie dané rovnicou (52) a

lnPex je presná cena dlhopisu daná rovnicou (50). Potom

lnPap1 (τ, r)− lnPex (τ, r) = c4(r)τ
4 +O(τ 4),

ak τ → 0+ kde

c4(r) = − 1

24
γr2γ−2σ2[2αr + 2βr2 − (2γ − 1) r2γσ2].

�al²ou aproximáciou, ktorá bola navrhnutá v literatúre je lnPap2. Pridávame taktieº

chybu tejto aproximácie.

Veta 2.2 (15, Theorem 2,3). Majme analytické pribliºné rie²enie lnPap2 dané rovnos-

´ou:

lnPap2 (τ, r) =− rB +
α

β
(τ −B) +

(
r2γ + qτ

) σ2

4β

[
B2 +

2

β
(τ −B)

]
− q σ

2

8β2

[
B2 (2βτ − 1)− 2B

(
2τ − 3

β

)
+ 2τ 2 − 6τ

β

]
.

(53)

kde

q(r) = γ(2γ − 1)σ2r2(2γ−1) + 2γr2γ−1(α + βr)

a

B(τ) = (eβτ − 1)/β

Nech ¤alej lnPex je presná cena dlhopisu daná rovnicou (50). Potom

lnPap2 (τ, r)− lnPex (τ, r) = c5(r)τ
5 +O(τ 5),

ak τ → 0+ kde

c5(r) =− 1

120
γr2(γ−2)σ2

[
2α2 (2γ − 1) r2 + 4β2γr4 − 8r3+2γσ2

+ 2β
(
1− 5γ + 6γ2

)
r2(1+γ)σ2 + σ4r4γ (2γ − 1)2 (4γ − 3)

+ 2αr

(
β (4γ − 1) r2 + (2γ − 1) (3γ − 2) r2γσ2

)]
.

(54)

Lep²ia presnos´ v²ak priná²a zloºitej²í predpis. Takto je to aj pri poslednej navrho-

vanej aproximácii z £lanku [15], ktorou je lnPap3.
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Veta 2.3 (15, Theorem 4). Nech lnPex je presná cena dlhopisu daná rovnicou (50).

De�nujme aproximáciu lnPap3 danú formulou:

lnPap3 (τ, r) = lnPap2 (τ, r)− c5(r)τ 5 − c6(r)τ 6, (55)

kde lnPap2 je daná rovnicou (53), c5(r) je daná rovnicou (54) vo Vete (2.2) a

c6(r) =
1

6

(
1

2
σ2r2γ c̈5(r) + (α + βr) ċ5(r)− k5(r)

)
,

pri£om ċ5 a c̈5 sú prvou a druhou deriváciou c5 pod©a r a k5 má tvar:

k5(r) =− 1

120
γr2(γ−2)σ2

[
6α2β (2γ − 1) r2 + 12β3γr4 − 10 (1− 2γ)2 r1+4γσ4

+ 6β2σ2
(
1− 5γ + 6γ2

)
r2(1+γ)

+ βσ2r2γ
(
−10 (5 + 2γ) r3 + 3 (1− 2γ)2 (4γ − 3) r2γσ2

)
+ 2αr

(
3β2 (4γ − 1) r2 + 3β

(
2− 7γ + 6γ2

)
r2γσ2 − 5 (2γ − 1) r2γ+1σ2

)]
.

(56)

Potom rozdiel medzi aproximáciou lnPap3 danou rovnicou (55) a presným rie²ením

lnPex sp¨¬a

lnPap3 (τ, r)− lnPex (τ, r) = O(τ 6),

ak τ → 0+.

22



3 PRESNOS� VSTUPNÝCH DÁT PRI KALIBRÁCII

3 Presnos´ vstupných dát pri kalibrácii

Reálne dáta (napr. EURIBOR) sú kótované na tri desatinné miesta. Sú uvádzané

v percentách na stánke [4] ako vidíme na obrazku 6. Preto budeme zaokrúh©ova´ dáta

vyjadrené v tvare desatinných £ísel na pä´ desatinných miest. V tejto kapitole budeme

na simulovaných dátach testova´ aproximácie a sledova´, ako dobre �tujeme výnosové

krivky pri takomto zaokrúhlení.

Ako sme uº spomenuli, budeme pracova´ so simulovanými dátami, a to konkrétne

s vygenerovanými dátami CIR modelu. Pre tieto dáta ¤alej vygenerujeme výnosové

krivky a následne budeme kalibrova´ CKLS model pomocou rôznych aproxima£ných

formúl (vi¤ podkapitoly 3.1, 3.2). Programujeme v programe R.

Obr. 6: Euribor.Zdroj [20].

Najprv popí²eme generovanie CIR modelu. Ako prvé si nastavíme generátor náhodných

£ísel na hodnotu napr. 31 a zvolíme premenné pod©a £lánku [7]:

set . seed (31)

# parametre modelu

alpha
_

exact = 0 . 00315;

beta
_

exact = -0 . 0555;

sigma
_

exact = 0 . 0894;

n = 252/4; #²vtr´ro£né dáta

tau = (1:12)/12; #maturity 1-12 mesiacov

23



3 PRESNOS� VSTUPNÝCH DÁT PRI KALIBRÁCII

m = length(tau);

dt = 1/252; #£asový krok

�alej vygenerujeme okamºitú úrokovu mieru v CIR modeli pomocou Euler-Marujamovej

diskretizácie:

# generovanie short -rate CIR modelu

r = rep(0,n);

r[1] = -alpha
_

exact/beta
_

exact

for (i in 1:n) {

dw = sqrt(dt) ∗ rnorm (1)

dr = (alpha
_

exact+beta
_

exact ∗ r[i]) ∗ dt+sigma
_

exact ∗ sqrt(r[i]) ∗ dw

r[i+1] = max(0,r[i]+dr)

}

�asovú ²truktúru úrokových mier pod©a (40) teraz naprogramujeme takto:

# generovanie výnosových kriviek CIR modelu

yields=matrix(nrow=n,ncol=m);

theta=sqrt(beta
_

exact∧2+2 ∗ sigma
_

exact∧2);

for (i in 1:n){

for (j in 1:m){

fB=-2 ∗ (exp(theta ∗ tau[j])-1)/((theta -beta
_

exact) ∗ . . .

(exp(theta ∗ tau[j]) -1)+2 ∗ theta);

fA=(2 ∗ alpha
_

exact/(sigma
_

exact∧2)) ∗ . . .

log(2 ∗ theta ∗ exp((theta -beta
_

exact) ∗ . . .

tau[j]/2)/((theta -beta
_

exact) ∗ . . .

(exp(theta ∗ tau[j]) -1)+2 ∗ theta ));

lnP=fA+fB ∗ r[i];

yields[i,j]=-lnP/tau[j];

}

}

Trhovú cenu rizika berieme nulovú, tzn. reálna a rizikovo neutrálna miera sú rovnaké.
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Obr. 7: Priebeh r
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Obr. 8: Výnosová krivka CIR modelu v

£ase 1
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Obr. 9: Výnosová krivka CIR modelu v

£ase 40

3.1 Prvá aproxima£ná formula

Rie²ením parciálnej diferenciálnej rovnice (50), ak ide o Va²í£kov model, teda γ = 0

má rie²enie Pvas tvar (51) po substitúcii σr2γ za σ v rie²ení Pvas dostávame prvú

aproximáciu ceny dlhopisu v CKLS modeli Pap1 danú rovnicou (52).

V tejto £asti budeme kalibrova´ CKLS model s aproximáciou ceny dlhopisu (52) pre

simulované dáta a porovnávnáme takto nakalibrovaný CKLS model s CKLS modelom,

ktorý bude �tovaný zo zaokrúhlených dát na 5 desatinné miesta. Opä´ uvádzame £asti

R-kového kódu, pri£om c0,c1 a c2 sú £leny z rovnice (58) a vyuºívame funkciu lm() po-

písané v [8]. Táto implementácia pomocou lineárnej regresie je pod©a [18], v pôvodnom
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£lánku [16] bola trochu iná.

# ú£elová funkcia

u1 = function(beta,gamma) {

y=rep(0,N);

x1=rep(0,N);

x2=rep(0,N);

weights
_

reg=rep(0,N);

ind=0;

for (i in 1:n){

for (j in 1:m){

ind=ind+1;

c0=r[i] ∗ (1-exp(beta ∗ tau[j]))/beta;

c1=((1-exp(beta ∗ tau[j]))/beta+tau[j])/beta;

c2aux =((1-exp(beta ∗ tau[j]))/beta + tau[j] + . . .

(1-exp(beta ∗ tau[j]))∧2/2/beta)/2/(beta∧2);

c2=(r[i]∧(2 ∗ gamma)) ∗ c2aux;

y[ind]=-c0-yields[i,j] ∗ tau[j];

x1[ind]=c1;

x2[ind]=c2;

weight
_

data=tau[j]∧2;

weights
_

reg[ind]= weight
_

data/(tau[j]∧2);

}

}

lmfit=lm(y ∼ 0 + x1 + x2, weights=weights
_

reg)

sqrt(sum((lmfit$residuals ∗ weights
_

reg)∧2))

}
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Budeme kalibrova´ CKLS model pomocou ú£elovej funkcie, a teda h©ada´ parametre,

ktoré budú minimalizova´ túto funkciu. Metóda je zaloºená na zhode teoretických a

reálnych výnosových kriviek. Ú£elová funkcia má tvar:

F (α, β, γ, σ, ri) =
1

mn

n∑
i=1

m∑
j=1

ωij (Rap1 (τj, ri)−Rij)
2, (57)

kde Rij sú výnosy s maturitou τj v i-tom dni, Rap1 (τj, ri) sú výnosy pre j-tu maturitu

τj a okamºitú úrokovú mieru ri v i-tom dni, kde j = 1, ...,m a i = 1, ..., n. ωij ozna£ujú

váhy.

Optimalizujeme α a σ2 lineárnou regresiou, ktorej kód je popisaný vy²²ie. Pre �xo-

vané hodnoty β a γ sa rovnica (52) za ú£elom regresie dá prepísa´ na:

lnPap1 (τ, r) = c0 (τ, r) + αc1 (τ, r) + σ2c2 (τ, r) , (58)

kde

c0 =
1− eβτ

β
r,

c1 =
1

β

(
1− eβτ

β
+ τ

)
,

c2 =
r2γ

2β2

(
1− eβτ

β
+ τ +

(
1− eβτ

)2
2β

)
.

Minimalizujeme teda ú£elovú funkciu:

F (α, β, γ, σ, ri) =
1

mn

n∑
i=1

m∑
j=1

ωij

[
− lnPap1 (τj, ri)

τj
−Rij

]2
=

1

mn

n∑
i=1

m∑
j=1

ωij

[
−c0 (τ, r)− αc1 (τ, r)− σ2c2 (τ, r)

τj
−Rij

]2
=

1

mn

n∑
i=1

m∑
j=1

ωij
τ 2j

[
c0 (τ, r) + αc1 (τ, r) + σ2c2 (τ, r) +Rijτj

]2
,

(59)

£o je úloha váºenej lineárnej regresie.

Za r zobereme hodnoty short-rate CIR modelu zo za£iatku tejto kapitoly. Váhy

zvolíme ωij = τ 2j , za�xujeme parametre γ, β a získame tak optimálne hodnoty α a σ2.

Spätným dosadením týchto hodnôt do (52) dostaneme jednorozmernú optimaliza£nú

úlohu. Optimalizujeme vzh©adom na β vo vhodnom rozsahu parametra γ. Zo za£iatku

sme volili γ ∈ (0, 5) pre lep²ie identi�kovanie minima. β sme h©adali na intervale

(−1, 1).
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V prvom kroku urobíme jednorozmernú optimalizáciu pozd¨º ú£elovej funkcie. Takto

získame γ a β, kód jednorozmernej optimalizácie je popísaný niº²ie. Na obrázkoch 12

a 13 vidíme uº konkrétne hodnoty γ pre presné a zaokrúhlené dáta. Pre tieto γ vieme

jednoducho vy£ísli´ aj hodnoty β.

Pre takto za�xované hodnoty γ a β minimalizujeme ú£elovú funkciu a dostávame

parametre α a σ2. V²etky parametre aj s hodnotami ú£elovej funkcie nájdeme v tabu©ke

1 pre presné aj zaokruhlené dáta. Vidíme taktieº, ºe β je v nami zvolenom intervale

(−1, 1).

# jednorozmerná optimalizácia

u2 = function(gamma) {

optimize(u1,interval=c( -1,1), gamma, tol = . 0000001)$ objective

}

optimize(u2,interval=c(0,1), tol = . 0000001)

Funkcia optimize(), popísana v [11], minimalizuje funkciu jednej premennej, pri£om

optimálna premenná je h©adaná na zvolenom intervale. Vytvorili sme teda funkciu u2,

ktorá optimalizuje β a následne optimalizujeme funkciu u2 a dostávame optimálnu

hodnotu γ. Spätným dosadením γ do funkcie u2 dostávame optimálnu hodnotu β.

α β γ σ Hodnota ú£. f.

Presné 0.00315 -0.05552 0.48922 0.08656 1.11e-07

Zaokrúhlené 0.00309 -0.05444 0.72647 0.1729 6.46e-05

Tabu©ka 1: Optimálne hodnoty α, β, γ, σ

a prislúchajúce hodnoty ú£elových funkcií pre presné aj zaokruhlené dáta.

Pracovali sme so simulovanými dátami CIR modelu (teda γ = 0.5) s parametrami

α = 0.00315, β = −0.0555, σ = 0.0894. V tabu©ke 1 vidíme parametre CKLS modelov,

ktoré sme �tovali. Pre presné dáta sú tieto parametre takmer totoºné s parametrami

CIR modelu. Zaokruhlovaním dát na 5 desatinných miesta sa nám výrazne zmenili

najmä parametre γ a σ. Na obrázkoch 14, 15, 16 a 17 sú výnosové krivky CIR modelu

a nami nakalibrovaných CKLS modelov. Pre presné dáta CKLS model ve©mi dobre

�tuje simulované dáta CIR modelu. Ako sme aj o£akávali pre zaokruhlené dáta CKLS
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model �tuje simulované dáta hor²ie, no stále ve©mi dobre.
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Obr. 10: Gama na intervale (0,5) pre

presné dáta
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Obr. 11: Gama na intervale (0,5) pre za-

okrúhlené dáta

0.40 0.45 0.50 0.55 0.600.
0e

+
00

5.
0e

−
07

1.
0e

−
06

1.
5e

−
06

2.
0e

−
06

2.
5e

−
06

3.
0e

−
06

γ

H
od

no
ta

 ú
ce

lo
ve

j f
un

kc
ie

Obr. 12: Gama na zúºenom intervale pre

presné dáta
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Obr. 13: Gama na zúºenom intervale pre

zaokrúhlené dáta

Na obrázkoch 10 a 11 sú grafy na intervale γ ∈ (0, 5). Vidíme, ºe najmen²ia

hodnota ú£elovej funkcie je nadobúdaná na intervale γ ∈ (0, 1) pre oba súbory dát. Po

postupnom zuºovaní intervalu (0, 1), dostávame obrázky 12 a 13.

Na obrázku 12 je graf na zúºenom intervale γ. Tu vidíme najmen²iu hodnotu ú£elovej

funkcie pre γ = 0.48922. Na obrázku 13 vidíme najmen²iu hodnotu ú£elovej funkcie

pre γ = 0.72648.
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Obr. 14: Výnosové krivky v £ase 1

● ●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

2 4 6 8 10 12

0.
05

58
6

0.
05

58
7

0.
05

58
8

0.
05

58
9

0.
05

59
0

0.
05

59
1

Maturita

V
ýn

os

● CIR
Presné
Zaokruhlené

Obr. 15: Výnosové krivky v £ase 20
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Obr. 16: Výnosové krivky v £ase 40
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Obr. 17: Výnosové krivky v £ase 60

Na obrázkoch 14, 15, 16 a 17 sú výnosové krivky v rôznych £asoch. �as do splat-

nosti 1 mesiac aº 12 mesiacov. Na obrázkoch 18, 19, 20 a 21 sú vidie´ výnosové krivky

zo zaokrúhlených vygenerovaných dát CIR modelu ozna£ených ako CIR a �tované

výnosové krivky pre tieto dáta taktieº zaokrúhlené na 5 desatinných miest.
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Obr. 18: Výnosové krivky v £ase 1
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Obr. 19: Výnosové krivky v £ase 20
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Obr. 20: Výnosové krivky v £ase 40
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Obr. 21: Výnosové krivky v £ase 60

V tabu©kách 2, 3, 4, 5 môºeme vidie´, ºe vygenerované dáta CIR modelu sa nám lí²ia

od prvej aproximácie aº na ôsmom(resp. deviatom) desatinnom mieste. Pri zaokrúhlení

na 5 desatinných miest boli nakalibrované parametre modelu α a β porovnate©né s

parametrami α, β s nezaokrúhlených dát. Ale parametre γ a σ sa lí²ia uº vidite©ne. To

ako sa lí²ia zaokrúhlené dáta od na�tovaných dát vidíme opä´ v tabu©kách 2 aº 5. Pri

zaokrúhlení na 5 desatinných miest vidíme, ºe tieto dáta sa lí²ia na ²iestom desatinnom

mieste od na�tovaných dát.
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CIR Presné Zaokrúhlené

0.05675623 0.05675623 0.05675966

0.05675467 0.05675466 0.05675826

0.05675208 0.05675207 0.05675581

0.05674847 0.05674846 0.05675232

0.05674386 0.05674385 0.05674780

0.05673825 0.05673825 0.05674226

0.05673166 0.05673166 0.05673572

0.05672409 0.05672410 0.05672818

0.05671557 0.05671557 0.05671965

0.05670609 0.05670610 0.05671014

0.05669568 0.05669568 0.05669967

0.05668433 0.05668432 0.05668824

Tabu©ka 2: Výnosy v £ase 1

CIR Presné Zaokrúhlené

0.05590935 0.05590934 0.05591160

0.05590976 0.05590975 0.05591215

0.05590916 0.05590915 0.05591167

0.05590755 0.05590753 0.05591017

0.05590494 0.05590493 0.05590765

0.05590134 0.05590133 0.05590414

0.05589677 0.05589677 0.05589963

0.05589124 0.05589124 0.05589414

0.05588475 0.05588475 0.05588768

0.05587732 0.05587732 0.05588026

0.05586895 0.05586895 0.05587188

0.05585967 0.05585966 0.05586257

Tabu©ka 3: Výnosy v £ase 20

CIR Presné Zaokrúhlené

0.05133218 0.05133218 0.05133205

0.05134328 0.05134327 0.05134315

0.05135341 0.05135341 0.05135331

0.05136259 0.05136258 0.05136253

0.05137081 0.05137080 0.05137082

0.05137809 0.05137809 0.05137820

0.05138445 0.05138445 0.05138467

0.05138989 0.05138988 0.05139025

0.05139441 0.05139441 0.05139493

0.05139804 0.05139804 0.05139874

0.05140077 0.05140077 0.05140167

0.05140263 0.05140262 0.05140374

Tabu©ka 4: Výnosy v £ase 40

CIR Presné Zaokrúhlené

0.04646419 0.04646419 0.04646317

0.04648666 0.04648666 0.04648547

0.04650821 0.04650821 0.04650692

0.04652885 0.04652885 0.04652752

0.04654860 0.04654860 0.04654729

0.04656746 0.04656745 0.04656622

0.04658543 0.04658543 0.04658433

0.04660253 0.04660253 0.04660163

0.04661877 0.04661878 0.04661812

0.04663416 0.04663416 0.04663381

0.04664870 0.04664871 0.04664871

0.04666240 0.04666241 0.04666283

Tabu©ka 5: Výnosy v £ase 60
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Obr. 22: Histogramy odhadov parametrov pri prvej aproximácii.
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Na obrázku 22 sú histogramy odhadnutých parametrov pri 100 simuláciách CIR modelu

s parametrami α = 0.00315, β = −0.0555, γ = 0.5 a σ = 0.0894.
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3.2 Druhá aproxima£ná formula

Ako druhú aproximáciu ceny dlhopisu v CKLS modeli sme pouºili Pap2, ktorá je

popísaná vo Vete 2.2. Táto formula obsahuje aº ²tyri parametre, ktoré chceme naraz

optimalizova´ a nevieme ju napísa´ ani ako pri predchádzajúcej aproximácii a teda

pouºi´ lineárnu regresiu. Preto budeme pri tejto kalibrácii pouºíva´ funkciu nls(), neli-

neárnu regresiu popísanú v [10]. Model nelineárnej regresie s váhami ωij vieme napisa´

ako:

Yij = f(xij, θ) + εij/ωij,

Rij = Rap2(τj, ri) + εij/ωij,
(60)

kde Rij sú výnosy s maturitou τj v i-tom dni, Rap2(τj, ri) sú výnosy pre j-tu maturitu

τj a okamºitú úrokovú mieru ri v i-tom dni, kde j = 1, ...,m a i = 1, ..., n. εij/ωij sú

náhodné chyby.

Minimalizujeme ú£elovú funkciu, ktorá má tvar:

F (α, β, γ, σ, ri) =
1

mn

n∑
i=1

m∑
j=1

ωij (Rij −Rap2 (τj, ri))
2, (61)

Konkrétne algoritmy napríklad Gauss-Newtonov algoritmus sú popísané v [1]. �alej

uvádzame R-kový kód druhej aproxima£nej formule.

#druhá aproximácia

u3 ← function(alphaa, betaa, gammaa, sigmaa) {

y=rep(0,N);

x0=rep(0,N);

x1=rep(0,N);

x2=rep(0,N);

x3=rep(0,N);

weights
_

reg=rep(0,N);

a=0;

q=0;

B=0;

ind=0;
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for (i in 1:n){

for (j in 1:m){

ind=ind+1;

y[ind]=-yields[i,j] ∗ tau[j];

weight
_

data=tau[j]∧2;

weights
_

reg[ind]= weight
_

data/(tau[j]∧2);

B=(1 - exp(betaa ∗ tau[j]))/betaa;

q=gammaa ∗ (2 ∗ gammaa - 1) ∗ sigmaa∧2 ∗ r[i]∧(2 ∗ (2 ∗ gammaa - 1)) + . . .

2 ∗ gammaa ∗ r[i]∧(2 ∗ gammaa - 1) ∗ (alphaa + betaa ∗ r[i]);

a=q ∗ tau[j] + r[i]∧(2 ∗ gammaa );

c0=r[i] ∗ B;

c1=(B + tau[j])/betaa ∗ alphaa;

c2aux=B∧2 + B/betaa ∗ 2 + tau[j]/betaa ∗ 2;

c2=a ∗ sigmaa∧2/betaa/4 ∗ c2aux

c3aux=(B∧2 ∗ (2 ∗ betaa ∗ tau[j] - 1) + 2 ∗ B ∗ (2 ∗ tau[j] - 3/betaa) + . . .

2 ∗ tau[j]∧2 - 6 ∗ tau[j]/betaa);

c3=-q ∗ sigmaa∧2/betaa∧2/8 ∗ c3aux

x0[ind]=c0;

x1[ind]=c1;

x2[ind]=c2;

x3[ind]=c3;

}

}

x0+x1+x2+x3

}
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Optimálne hodnoty parametrov budeme získava´ nelineárnou regresiou so za£iato£-

nými hodnotami parametrov z predchádzajúcej aproximácie.

#odhadnuté parametre z prvej aproximácie

alpha=0 . 003151;

beta=-0 . 05552118;

gamma=0 . 489215;

sigma=0 . 08655616;

#nelineárna regresia

nlsfit=nls(y ∼ u3(alpha, beta, gamma, sigma),

start=list(alpha, beta, gamma, sigma), trace=TRUE,

weights=weights
_

reg, algorithm="port")

summary(nlsfit)

Váhy sme zvolili ωij = τj. Pri ²tandardnom nastavení Gauss-Newtonovho algoritmu

nám úloha neskonvergovala, preto sme zvolili port algoritmus, pri ktorom úloha skon-

vergovala. Nakalibrované parametre vidíme v tabu©ke 6.

α β γ σ Hodnota ú£. f.

Presné 0.00315 -0.0555 0.50001 0.08927 6.19e-08

Zaokrúhlené 0.00309 -0.05444 0.74712 0.18144 4.56e-05

Tabu©ka 6: Optimálne hodnoty α, β, γ, σ

a prislúchajúce hodnoty ú£elových funkcií pre presné aj zaokruhlené dáta.

Ako vidie´ z tabu©ky 6 oproti prvej aproxima£nej formule sa odhady parametrov γ

a σ vylep²ili. Od pôvodného vygenerovaného CIR modelu s parametrami α = 0.00315,

β = −0.0555, γ = 0.5, σ = 0.0894 sa výrazne lí²i iba parameter σ aj to aº na ²tvrtom

desatinnom mieste. Pri zaokrúhlených dátach sú zmeny v parametroch druhej aproxi-

mácie od prvej aproximácie taktieº v parametroch γ a σ. Hodnota ú£elovej funkcie sa

pri nezaokrúhlených dátach zmen²ila no pri zaokrúhlených zostala nezmenená. Neuvá-

dzame grafy výnosových kriviek, ke¤ºe z tabuliek 7, 8, 9 a 10 sa dá vy£íta´, ºe grafy

by vyzerali obdobne ako grafy na obrázkoch 14, 15, 16 a 17.
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CIR Presné Zaokrúhlené

0.05675623 0.05675623 0.05675961

0.05675467 0.05675466 0.05675819

0.05675208 0.05675207 0.05675573

0.05674847 0.05674846 0.05675224

0.05674386 0.05674385 0.05674773

0.05673825 0.05673824 0.05674222

0.05673166 0.05673166 0.05673569

0.05672409 0.05672409 0.05672817

0.05671557 0.05671557 0.05671966

0.05670609 0.05670609 0.05671016

0.05669568 0.05669568 0.05669968

0.05668433 0.05668432 0.05668824

Tabu©ka 7: Výnosy v £ase 1

CIR Presné Zaokrúhlené

0.05590935 0.05590934 0.05591155

0.05590976 0.05590975 0.05591208

0.05590916 0.05590914 0.05591159

0.05590755 0.05590753 0.05591009

0.05590494 0.05590492 0.05590759

0.05590134 0.05590133 0.05590409

0.05589677 0.05589677 0.05589961

0.05589124 0.05589123 0.05589414

0.05588475 0.05588475 0.05588769

0.05587732 0.05587732 0.05588028

0.05586895 0.05586895 0.05587190

0.05585967 0.05585966 0.05586257

Tabu©ka 8: Výnosy v £ase 20

CIR Presné Zaokrúhlené

0.05133218 0.05133217 0.05133201

0.05134328 0.05134327 0.05134309

0.05135341 0.05135340 0.05135323

0.05136259 0.05136257 0.05136246

0.05137081 0.05137080 0.05137077

0.05137809 0.05137809 0.05137817

0.05138445 0.05138445 0.05138466

0.05138989 0.05138989 0.05139026

0.05139441 0.05139441 0.05139496

0.05139804 0.05139804 0.05139877

0.05140077 0.05140077 0.05140170

0.05140263 0.05140262 0.05140375

Tabu©ka 9: Výnosy v £ase 40

CIR Presné Zaokrúhlené

0.04646419 0.04646419 0.04646313

0.04648666 0.04648665 0.04648541

0.04650821 0.04650820 0.04650685

0.04652885 0.04652884 0.04652746

0.04654860 0.04654859 0.04654724

0.04656746 0.04656745 0.04656619

0.04658543 0.04658543 0.04658433

0.04660253 0.04660253 0.04660164

0.04661877 0.04661878 0.04661815

0.04663416 0.04663416 0.04663384

0.04664870 0.04664870 0.04664874

0.04666240 0.04666240 0.04666283

Tabu©ka 10: Výnosy v £ase 60
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Obr. 23: Histogramy odhadov parametrov pri druhej aproximácii.
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Na obrázku 23 sú histogramy odhadnutých parametrov pri 100 simuláciách CIR modelu

s parametrami α = 0.00315, β = −0.0555, γ = 0.5 a σ = 0.0894.
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3.3 Tretia aproxima£ná formula

Tre´ou aproximáciou ceny dlhopisu v CKLS modeli bude Pap2+, ktorú dostávame z

Vety 2.2 ako

lnPap2+ (τ, r) = lnPap2 (τ, r)− c5(r)τ 5. (62)

kde c5(r) je daná rovnicou (54). V prílohe uvádzame £len c5(r). Pouºívame rovnakú

ú£elovú funkciu ako pri predchádzajúcej aproximácii. Optimálne hodnoty parametrov

budeme získava´ teda nelineárnou regresiou so za£iato£nými hodnotami parametrov z

prvej aproximácie. Získané parametre sú v tabu©ke 11.

α β γ σ Hodnota ú£. f.

Presné 0.00315 -0.0555 0.50002 0.08942 6.95e-09

Zaokrúhlené 0.00309 -0.05443 0.74887 0.18281 4.56e-05

Tabu©ka 11: Optimálne hodnoty α, β, γ, σ

a prislúchajúce hodnoty ú£elových funkcií pre presné aj zaokruhlené dáta.

Ako vidie´ z tabu©ky 11 oproti druhej aproxima£nej formule sa odhad parametra

σ e²te vylep²il. Od pôvodného vygenerovaného CIR modelu sa teda parametere γ a

σ lí²ia aº na piatom desatinnom mieste. Pri zaokrúhlených dátach sa oproti druhej

aproximácii zmenili parametre γ a σ a to na tre´om desatinnom mieste. Vidie´ opä´

zmen²enie hodnoty ú£elovej funkcie pri nezaokrúhlených dátach, pri zaokrúhlených

dátach sa hodnota ú£elovej funkcie nezmenila.

Výnosové krivky sú skoro totoºné ako na obrázkoch 14, 15, 16, 17 a rovnaké ako na

obrázkoch 18, 19, 20, 21. V tabulkách 12, 13, 14 a 15 sú výnosy v rôznych £asoch.

39



3 PRESNOS� VSTUPNÝCH DÁT PRI KALIBRÁCII

CIR Presné Zaokrúhlené

0.05675623 0.05675623 0.05675963

0.05675467 0.05675467 0.05675821

0.05675208 0.05675208 0.05675575

0.05674847 0.05674848 0.05675226

0.05674386 0.05674386 0.05674775

0.05673825 0.05673825 0.05674222

0.05673166 0.05673166 0.05673568

0.05672409 0.05672410 0.05672814

0.05671557 0.05671557 0.05671960

0.05670609 0.05670609 0.05671008

0.05669568 0.05669568 0.05669958

0.05668433 0.05668434 0.05668810

Tabu©ka 12: Výnosy v £ase 1

CIR Presné Zaokrúhlené

0.05590935 0.05590935 0.05591156

0.05590976 0.05590976 0.05591210

0.05590916 0.05590916 0.05591161

0.05590755 0.05590755 0.05591011

0.05590494 0.05590494 0.05590760

0.05590134 0.05590134 0.05590409

0.05589677 0.05589677 0.05589959

0.05589124 0.05589124 0.05589410

0.05588475 0.05588475 0.05588764

0.05587732 0.05587732 0.05588020

0.05586895 0.05586895 0.05587179

0.05585967 0.05585967 0.05586243

Tabu©ka 13: Výnosy v £ase 20

CIR Presné Zaokrúhlené

0.05133218 0.05133218 0.05133202

0.05134328 0.05134328 0.05134310

0.05135341 0.05135341 0.05135325

0.05136259 0.05136259 0.05136248

0.05137081 0.05137081 0.05137078

0.05137809 0.05137810 0.05137817

0.05138445 0.05138445 0.05138465

0.05138989 0.05138989 0.05139022

0.05139441 0.05139441 0.05139490

0.05139804 0.05139804 0.05139868

0.05140077 0.05140078 0.05140158

0.05140263 0.05140263 0.05140360

Tabu©ka 14: Výnosy v £ase 40

CIR Presné Zaokrúhlené

0.04646419 0.04646419 0.04646313

0.04648666 0.04648666 0.04648542

0.04650821 0.04650821 0.04650686

0.04652885 0.04652886 0.04652747

0.04654860 0.04654860 0.04654724

0.04656746 0.04656746 0.04656619

0.04658543 0.04658543 0.04658430

0.04660253 0.04660254 0.04660160

0.04661877 0.04661878 0.04661808

0.04663416 0.04663416 0.04663374

0.04664870 0.04664870 0.04664860

0.04666240 0.04666241 0.04666264

Tabu©ka 15: Výnosy v £ase 60
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Obr. 24: Histogramy odhadov parametrov pri tretej aproximácii.
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Na obrázku 24 sú histogramy odhadnutých parametrov pri 100 simuláciách CIR modelu

s parametrami α = 0.00315, β = −0.0555, γ = 0.5 a σ = 0.0894.
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3.4 �tvrtá aproxima£ná formula

Poslednú ²tvrtú aproximáciu ceny dlhopisu v CKLS modeli Pap3 sme popísali vo Vete

2.3. Pouºili sme nelineárnu regresiu ako aj v predchádzajúcich aproximáciách. �leny

c5(r) a c6(r) uvádzame v prílohe. Na výpo£et prvej a druhej derivácie £lena c5(r) sme

pouºili funkciu deriv() popísanú v [3]. Pouºitie tejto funkcie uvádzame:

#prva derivacia

D(expression(c5), 'r')

#druha derivacia

D(D(expression(c5), 'r'), 'r')

V tabu©ke 16 sú nakalibrované parametre.

α β γ σ Hodnota ú£. f.

Presné 0.00315 -0.0555 0.5 0.0894 1.49e-10

Zaokrúhlené 0.00309 -0.05443 0.74867 0.18268 4.56e-05

Tabu©ka 16: Optimálne hodnoty α, β, γ, σ

a prislúchajúce hodnoty ú£elových funkcií pre presné aj zaokruhlené dáta.

Pre presné dáta sme dostali také isté parametre, aké sme zvolili pri simulácii CIR

modelu. Pre zaokrúhlené dáta sa nám mierne zmenili parametre γ a σ na ²tvrtom

desatinnom mieste. Hodnoty ú£elových funkcií sa pre presné dáta zmen²ila a pre za-

okrúhlené dáta zostala nezmenená. V tabu©kách 12, 13, 14 a 15 sú výnosy pre rôzne

£asy.
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CIR Presné Zaokrúhlené

0.05675623 0.05675623 0.05675963

0.05675467 0.05675467 0.05675821

0.05675208 0.05675208 0.05675575

0.05674847 0.05674847 0.05675226

0.05674386 0.05674386 0.05674775

0.05673825 0.05673825 0.05674222

0.05673166 0.05673166 0.05673568

0.05672409 0.05672409 0.05672814

0.05671557 0.05671557 0.05671960

0.05670609 0.05670609 0.05671008

0.05669568 0.05669568 0.05669958

0.05668433 0.05668433 0.05668810

Tabu©ka 17: Výnosy v £ase 1

CIR Presné Zaokrúhlené

0.05590935 0.05590935 0.05591156

0.05590976 0.05590976 0.05591210

0.05590916 0.05590916 0.05591161

0.05590755 0.05590755 0.05591011

0.05590494 0.05590494 0.05590760

0.05590134 0.05590134 0.05590409

0.05589677 0.05589677 0.05589959

0.05589124 0.05589124 0.05589410

0.05588475 0.05588475 0.05588764

0.05587732 0.05587732 0.05588020

0.05586895 0.05586895 0.05587179

0.05585967 0.05585967 0.05586243

Tabu©ka 18: Výnosy v £ase 20

CIR Presné Zaokrúhlené

0.05133218 0.05133218 0.05133202

0.05134328 0.05134328 0.05134310

0.05135341 0.05135341 0.05135325

0.05136259 0.05136259 0.05136247

0.05137081 0.05137081 0.05137078

0.05137809 0.05137809 0.05137817

0.05138445 0.05138445 0.05138465

0.05138989 0.05138989 0.05139022

0.05139441 0.05139441 0.05139490

0.05139804 0.05139804 0.05139868

0.05140077 0.05140077 0.05140158

0.05140263 0.05140263 0.05140359

Tabu©ka 19: Výnosy v £ase 40

CIR Presné Zaokrúhlené

0.04646419 0.04646419 0.04646313

0.04648666 0.04648666 0.04648542

0.04650821 0.04650821 0.04650686

0.04652885 0.04652885 0.04652747

0.04654860 0.04654860 0.04654724

0.04656746 0.04656746 0.04656619

0.04658543 0.04658543 0.04658430

0.04660253 0.04660253 0.04660160

0.04661877 0.04661878 0.04661808

0.04663416 0.04663416 0.04663374

0.04664870 0.04664870 0.04664860

0.04666240 0.04666240 0.04666264

Tabu©ka 20: Výnosy v £ase 60
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Obr. 25: Histogramy odhadov parametrov pri ²tvrtej aproximácii.
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Na obrázku 25 sú histogramy odhadnutých parametrov pri 100 simuláciách CIR modelu

s parametrami α = 0.00315, β = −0.0555, γ = 0.5 a σ = 0.0894.

44



3 PRESNOS� VSTUPNÝCH DÁT PRI KALIBRÁCII

�alej uvádzame v tabu©kách 21, 23 výnosy pri �tovaní pre zaokruhlené dáta CIR

modelu v £ase 1 a 60 pre v²etky aproximácie. Pre prehladnos´ sú tieto výnosy v tabu©-

kách 22, 24 zaokruhlené na 5 desatinných miest.

CIR 1.aprox 2.aprox 3.aprox 4.aprox

0.05675623 0.05675966 0.05675961 0.05675963 0.05675963

0.05675467 0.05675826 0.05675819 0.05675821 0.05675821

0.05675208 0.05675581 0.05675573 0.05675575 0.05675575

0.05674847 0.05675232 0.05675224 0.05675226 0.05675226

0.05674386 0.05674780 0.05674773 0.05674775 0.05674775

0.05673825 0.05674226 0.05674222 0.05674222 0.05674222

0.05673166 0.05673572 0.05673569 0.05673568 0.05673568

0.05672409 0.05672818 0.05672817 0.05672814 0.05672814

0.05671557 0.05671965 0.05671966 0.05671960 0.05671960

0.05670609 0.05671014 0.05671016 0.05671008 0.05671008

0.05669568 0.05669967 0.05669968 0.05669958 0.05669958

0.05668433 0.05668824 0.05668824 0.05668810 0.05668810

Tabu©ka 21: Výnosy pri v²etkých aproximáciach �tovaných zo zaokrúhlených dát CIR mo-

delu v £ase 1.

CIR 1.aprox 2.aprox 3.aprox 4.aprox

0.05676 0.05676 0.05676 0.05676 0.05676

0.05675 0.05676 0.05676 0.05676 0.05676

0.05675 0.05676 0.05676 0.05676 0.05676

0.05675 0.05675 0.05675 0.05675 0.05675

0.05674 0.05675 0.05675 0.05675 0.05675

0.05674 0.05674 0.05674 0.05674 0.05674

0.05673 0.05674 0.05674 0.05674 0.05674

0.05672 0.05673 0.05673 0.05673 0.05673

0.05672 0.05672 0.05672 0.05672 0.05672

0.05671 0.05671 0.05671 0.05671 0.05671

0.05670 0.05670 0.05670 0.05670 0.05670

0.05668 0.05669 0.05669 0.05669 0.05669

Tabu©ka 22: Zaokrúhlené výnosy na 5 desatinných miest pri v²etkých aproximáciach �tova-

ných zo zaokrúhlených dát CIR modelu v £ase 1.
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CIR 1.aprox 2.aprox 3.aprox 4.aprox

0.04646419 0.04646317 0.04646313 0.04646313 0.04646313

0.04648666 0.04648547 0.04648541 0.04648542 0.04648542

0.04650821 0.04650692 0.04650685 0.04650686 0.04650686

0.04652885 0.04652752 0.04652746 0.04652747 0.04652747

0.04654860 0.04654729 0.04654724 0.04654724 0.04654724

0.04656746 0.04656622 0.04656619 0.04656619 0.04656619

0.04658543 0.04658433 0.04658433 0.04658430 0.04658430

0.04660253 0.04660163 0.04660164 0.04660160 0.04660160

0.04661877 0.04661812 0.04661815 0.04661808 0.04661808

0.04663416 0.04663381 0.04663384 0.04663374 0.04663374

0.04664870 0.04664871 0.04664874 0.04664860 0.04664860

0.04666240 0.04666283 0.04666283 0.04666264 0.04666264

Tabu©ka 23: Výnosy pri v²etkých aproximáciach �tovaných zo zaokrúhlených dát CIR mo-

delu v £ase 60.

CIR 1.aprox 2.aprox 3.aprox 4.aprox

0.04646 0.04646 0.04646 0.04646 0.04646

0.04649 0.04649 0.04649 0.04649 0.04649

0.04651 0.04651 0.04651 0.04651 0.04651

0.04653 0.04653 0.04653 0.04653 0.04653

0.04655 0.04655 0.04655 0.04655 0.04655

0.04657 0.04657 0.04657 0.04657 0.04657

0.04659 0.04658 0.04658 0.04658 0.04658

0.04660 0.04660 0.04660 0.04660 0.04660

0.04662 0.04662 0.04662 0.04662 0.04662

0.04663 0.04663 0.04663 0.04663 0.04663

0.04665 0.04665 0.04665 0.04665 0.04665

0.04666 0.04666 0.04666 0.04666 0.04666

Tabu©ka 24: Zaokrúhlené výnosy na 5 desatinných miest pri v²etkých aproximáciach �tova-

ných zo zaokrúhlených dát CIR modelu v £ase 60.
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3.5 Reálne dáta

V tejto £asti budeme kalibrova´ reálne dáta z Euriboru [4] po£as roku 2012 . Dáta sme

najprv predelili aby neboli v %. Ako okamºitú úrokovú mieru r sme pouºili úrokové

sadzby s 3 týºd¬ovou dobou do splatnosti, ktorých graf je na obrázku 26. �asovú

²truktúru úrokových mier sme pouºili úrokové sadzby s 1 − 12 mesa£nými dobami do

splatnosti. Kalibrovali sme CKLS model pod©a aproximácie lnPap1, ke¤ºe na základe

simulácii je táto aproximácia dostato£ne presná a ostatné aproximácie nepriná²ali pri

zaokrúhlených dátach presnej²ie výsledky. Pri ostatných aproximáciách na rozdiel od

simulácií vznikajú numerické problémy.

Obr. 26: Úrokové sadzby so splatnos´ou 3 týºdne. Zdroj: [4].
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Pri h©adaní β a γ sme najprv zvolili intervaly dostato£ne ve©ké no pri následnej

kalibrácii parametrov α a σ vy²iel model ako neprípustný, ke¤ºe σ2 pri minimalizá-

cii ú£elovej funkcie u1 bola záporná. Následne sme teda h©adali model, ktorý bude

prípustný. Pri �xovanej γ sme optimalizovali len vzh©adom na tie β, ktoré viedli k prí-

pustnej, teda kladnej hodnote parametra σ2. Iným moºným postupom by bolo pouºit

ohrani£enia na parametre pri optimalizácii. V tabu©ke 25 sú hodnoty parametrov ako

aj hodnota ú£elovej funkcie prípustného modelu. O parametri β by sme o£akávali, ºe
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vyjde záporný, jeho kladná hodnota v²ak na rozdiel od zápornosti σ2 nie je vyslovene

neprípustná. Kladná hodnota parametra α a zaporná hodnota parametra β znamená,

ºe ná² proces má vlastnos´ mean-reversion. Odhadované parametre sú v²ak rizikovo

neutrálne parametre, a teda ak aj proces túto vlastnos´ nemá, e²te to ni£ nehovorí o

jeho spravaní pri reálnej miere.

α β γ σ Hodnota ú£. f.

Prípustná 0.00358 2.6133 0.59259 1.96826 0.0441

Tabu©ka 25: Optimálne hodnoty α, β, γ, σ

a prislúchajúca hodnota ú£elovej funkcie.

Obr. 27: Reálne a �tované(modré) výnosové krivky v 1, 50, 100, 150, 200 a 250 dni.
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Na obrázku 27 sú výnosové krivky v rôznych d¬och a na obrázku 28 sú úrokové sadzby

s rôznymi splatnos´ami.

Obr. 28: Reálne a �tované(modré) úrokové sadzby so splatnos´ou 1, 5 a 10 mesiacov.
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ZÁVER

Záver

V diplomovej práci sme sa venovali jednofaktorovému CKLS modelu. Pri tomto

modeli nie je známe presné rie²enie parciálnej diferenciálnej rovnice pre cenu dlhopisu.

Preto je potrebné h©ada´ numerickú alebo analytickú aproximáciu. My sme sa zaoberali

práve analytickými aproximáciami.

Cie©om práce bolo otestova´ rôzne aproximácie na zaokrúhlených dátach a zisti´, £i

má zmyse© pouºíva´ presnej²ie aproximácie.

Úvod bol venovaný základným pojmom z oblasti oce¬ovania dlhopisov. �alej sme sa

venovali jednofaktorovým modelom úrokovej miery, ktorými sú Va²í£kov model, CIR

model, ako aj ich zov²eobecnený CKLS model.

V poslednej kapitole sme vyuºili poznatky z predchádzajúcich kapitol a na simulo-

vaných dátach CIR modelu sme testovali ²tyri aproxima£né formule pre cenu dlhopisu.

Pri nezaokrúhlených simulovaných dátach nám presnej²ie aproximácie odhadovali pres-

nej²ie parametre modelu. Výnosové krivky v tomto prípade boli výborne odhadované

uº pri prvej aproxima£nej formule, pri ostatných sa presnos´ mierne zlep²ila. �o je pod-

statnej²ie, pri zaokrúhlených simulovaných CIR dátach na 5 desatinných miest v²etky

aproximácie dosahovali rovnakú presnos´. Preto prvá aproximácia, ktorej predpis je

najjednoduch²í je dosta£ujúca.

V závere sme na reálnych ro£ných dátach Euriboru [4] roku 2012 otestovali prvú

aproximáciu. Model aproximoval reálne výnosové krivky pomerne dobre.
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c5(r)

c5aux=2 ∗ alphaa∧2 ∗ r[i]∧2 ∗ (2 ∗ gammaa -1) + 4 ∗ betaa∧2 ∗ gammaa ∗ r[i]∧4 - . . .

8 ∗ r[i]∧ (3+2 ∗ gammaa) ∗ sigmaa∧2 + . . .

2 ∗ betaa ∗ r[i]∧ (2+2 ∗ gammaa) ∗ sigmaa∧2 ∗ (1-5 ∗ gammaa +6 ∗ gammaa∧2) + . . .

sigmaa∧4 ∗ r[i]∧(4 ∗ gammaa) ∗ (2 ∗ gammaa -1)∧2 ∗ (4 ∗ gammaa -3) + . . .

2 ∗ alphaa ∗ r[i]∧3 ∗ betaa ∗ (4 ∗ gammaa -1) + . . .

2 ∗ alphaa ∗ r[i]∧(2 ∗ gammaa +1) ∗ sigmaa∧2 ∗ (2 ∗ gammaa -1) ∗ (3 ∗ gammaa -2)

c5aux2 =1/120 ∗ gammaa ∗ r[i]∧(2 ∗ (gammaa - 2)) ∗ sigmaa∧2 ∗ c5aux

c5=c5aux2

c6(r)

#prva derivacia c5

c5der=1/120 ∗ gammaa ∗ (r[i]∧((2 ∗ (gammaa -2)) -1) ∗ (2 ∗ (gammaa - . . .

2))) ∗ sigmaa∧2 ∗ (2 ∗ alphaa∧2 ∗ r[i]∧2 ∗ (2 ∗ gammaa -1)+ . . .

4 ∗ betaa∧2 ∗ gammaa ∗ r[i]∧4-8 ∗ r[i]∧ (3+2 ∗ gammaa) ∗ sigmaa∧2+ . . .

2 ∗ betaa ∗ r[i]∧ (2+2 ∗ gammaa) ∗ sigmaa∧2 ∗ (1-5 ∗ gammaa+ . . .

6 ∗ gammaa∧2)+ sigmaa∧4 ∗ r[i]∧(4 ∗ gammaa) ∗ (2 ∗ gammaa - . . .

1)∧2 ∗ (4 ∗ gammaa -3)+2 ∗ alphaa ∗ r[i]∧3 ∗ betaa ∗ (4 ∗ . . .

gammaa -1)+2 ∗ alphaa ∗ r[i]∧(2 ∗ gammaa +1) ∗ sigmaa∧2 ∗ . . .

(2 ∗ gammaa -1) ∗ (3 ∗ gammaa -2))+1/120 ∗ gammaa ∗ r[i]∧(2 ∗ . . .

(gammaa -2)) ∗ sigmaa∧2 ∗ (2 ∗ alphaa∧2 ∗ (2 ∗ r[i]) ∗ (2 ∗ . . .

gammaa -1)+4 ∗ betaa∧2 ∗ gammaa ∗ (4 ∗ r[i]∧3)-8 ∗ (r[i]∧ ((3+ . . .

2 ∗ gammaa )-1) ∗ (3+2 ∗ gammaa )) ∗ sigmaa∧2+2 ∗ betaa ∗ . . .

(r[i]∧ ((2+2 ∗ gammaa )-1) ∗ (2+2 ∗ gammaa )) ∗ sigmaa∧2 ∗ . . .

(1-5 ∗ gammaa +6 ∗ gammaa∧2)+ sigmaa∧4 ∗ (r[i]∧((4 ∗ gammaa)- . . .

1) ∗ (4 ∗ gammaa )) ∗ (2 ∗ gammaa -1)∧2 ∗ (4 ∗ gammaa -3)+ . . .

2 ∗ alphaa ∗ (3 ∗ r[i]∧2) ∗ betaa ∗ (4 ∗ gammaa -1)+2 ∗ alphaa ∗ . . .

(r[i]∧((2 ∗ gammaa +1)-1) ∗ (2 ∗ gammaa +1)) ∗ sigmaa∧2 ∗ . . .

(2 ∗ gammaa -1) ∗ (3 ∗ gammaa -2))
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#druha derivacia c5

c5der2 =1/120 ∗ gammaa ∗ (r[i]∧ (((2 ∗ (gammaa -2)) -1) -1) ∗ ((2 ∗ (gammaa - . . .

2))-1) ∗ (2 ∗ (gammaa -2))) ∗ sigmaa∧2 ∗ (2 ∗ alphaa∧2 ∗ . . .

r[i]∧2 ∗ (2 ∗ gammaa -1)+4 ∗ betaa∧2 ∗ gammaa ∗ r[i]∧4-8 ∗ . . .

r[i]∧ (3+2 ∗ gammaa) ∗ sigmaa∧2+2 ∗ betaa ∗ r[i]∧ (2+2 ∗ gammaa) ∗ . . .

sigmaa∧2 ∗ (1-5 ∗ gammaa +6 ∗ gammaa∧2)+ sigmaa∧4 ∗ r[i]∧(4 ∗ . . .

gammaa) ∗ (2 ∗ gammaa -1)∧2 ∗ (4 ∗ gammaa -3)+2 ∗ alphaa ∗ . . .

r[i]∧3 ∗ betaa ∗ (4 ∗ gammaa -1)+2 ∗ alphaa ∗ r[i]∧(2 ∗ gammaa+ . . .

1) ∗ sigmaa∧2 ∗ (2 ∗ gammaa -1) ∗ (3 ∗ gammaa -2))+1/120 ∗ . . .

gammaa ∗ (r[i]∧((2 ∗ (gammaa -2)) -1) ∗ (2 ∗ (gammaa -2))) ∗ . . .

sigmaa∧2 ∗ (2 ∗ alphaa∧2 ∗ (2 ∗ r[i]) ∗ (2 ∗ gammaa -1)+4 ∗ . . .

betaa∧2 ∗ gammaa ∗ (4 ∗ r[i]∧3)-8 ∗ (r[i]∧ ((3+2 ∗ gammaa)- . . .

1) ∗ (3+2 ∗ gammaa )) ∗ sigmaa∧2+2 ∗ betaa ∗ (r[i]∧ ((2+ . . .

2 ∗ gammaa )-1) ∗ (2+2 ∗ gammaa )) ∗ sigmaa∧2 ∗ (1-5 ∗ . . .

gammaa +6 ∗ gammaa∧2)+ sigmaa∧4 ∗ (r[i]∧((4 ∗ gammaa )-1) ∗ . . .

(4 ∗ gammaa )) ∗ (2 ∗ gammaa -1)∧2 ∗ (4 ∗ gammaa -3)+2 ∗ . . .

alphaa ∗ (3 ∗ r[i]∧2) ∗ betaa ∗ (4 ∗ gammaa -1)+2 ∗ alphaa ∗ . . .

(r[i]∧((2 ∗ gammaa +1)-1) ∗ (2 ∗ gammaa +1)) ∗ sigmaa∧2 ∗ . . .

(2 ∗ gammaa -1) ∗ (3 ∗ gammaa -2))+(1 /120 ∗ gammaa ∗ . . .

(r[i]∧((2 ∗ (gammaa -2)) -1) ∗ (2 ∗ (gammaa -2))) ∗ sigmaa∧2 ∗ . . .

(2 ∗ alphaa∧2 ∗ (2 ∗ r[i]) ∗ (2 ∗ gammaa -1)+4 ∗ betaa∧2 ∗ . . .

gammaa ∗ (4 ∗ r[i]∧3)-8 ∗ (r[i]∧ ((3+2 ∗ gammaa )-1) ∗ . . .

(3+2 ∗ gammaa )) ∗ sigmaa∧2+2 ∗ betaa ∗ (r[i]∧ ((2+2 ∗ . . .

gammaa )-1) ∗ (2+2 ∗ gammaa )) ∗ sigmaa∧2 ∗ (1-5 ∗ . . .

gammaa +6 ∗ gammaa∧2)+ sigmaa∧4 ∗ (r[i]∧((4 ∗ gammaa)- . . .

1) ∗ (4 ∗ gammaa )) ∗ (2 ∗ gammaa -1)∧2 ∗ (4 ∗ gammaa - . . .

3)+2 ∗ alphaa ∗ (3 ∗ r[i]∧2) ∗ betaa ∗ (4 ∗ gammaa -1)+ . . .

2 ∗ alphaa ∗ (r[i]∧((2 ∗ gammaa +1)-1) ∗ (2 ∗ gammaa+ . . .

1)) ∗ sigmaa∧2 ∗ (2 ∗ gammaa -1) ∗ (3 ∗ gammaa - . . .

2))+1/120 ∗ gammaa ∗ r[i]∧(2 ∗ (gammaa -2)) ∗ sigmaa∧2 ∗ . . .

(2 ∗ alphaa∧2 ∗ 2 ∗ (2 ∗ gammaa -1)+4 ∗ betaa∧2 ∗ gammaa ∗ . . .

(4 ∗ (3 ∗ r[i]∧2))-8 ∗ (r[i]∧ (((3+2 ∗ gammaa )-1)-1) ∗ . . .
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((3+2 ∗ gammaa )-1) ∗ (3+2 ∗ gammaa )) ∗ sigmaa∧2+ . . .

2 ∗ betaa ∗ (r[i]∧ (((2+2 ∗ gammaa )-1)-1) ∗ ((2+2 ∗ . . .

gammaa )-1) ∗ (2+2 ∗ gammaa )) ∗ sigmaa∧2 ∗ (1- . . .

5 ∗ gammaa +6 ∗ gammaa∧2)+ sigmaa∧4 ∗ (r[i]∧ (((4 ∗ . . .

gammaa )-1)-1) ∗ ((4 ∗ gammaa )-1) ∗ (4 ∗ gammaa )) ∗ . . .

(2 ∗ gammaa -1)∧2 ∗ (4 ∗ gammaa -3)+2 ∗ alphaa ∗ . . .

(3 ∗ (2 ∗ r[i])) ∗ betaa ∗ (4 ∗ gammaa -1)+2 ∗ alphaa ∗ . . .

(r[i]∧ (((2 ∗ gammaa +1)-1)-1) ∗ ((2 ∗ gammaa +1)- . . .

1) ∗ (2 ∗ gammaa +1)) ∗ sigmaa∧2 ∗ (2 ∗ gammaa - . . .

1) ∗ (3 ∗ gammaa -2)))

kaux=6 ∗ alphaa∧2 ∗ betaa ∗ r[i]∧2 ∗ (2 ∗ gammaa -1) + . . .

12 ∗ betaa∧3 ∗ gammaa ∗ r[i]∧4-10 ∗ r[i]∧ (1+4 ∗ gammaa) ∗ . . .

sigmaa∧4 ∗ (1-2 ∗ gammaa )+6 ∗ betaa∧2 ∗ r[i]∧ (2+2 ∗ gammaa) ∗ . . .

sigmaa∧2 ∗ (1-5 ∗ gammaa +6 ∗ gammaa∧2)+ sigmaa∧2 ∗ betaa ∗ . . .

r[i]∧(2 ∗ gammaa) ∗ (-10 ∗ (5+2 ∗ gammaa) ∗ r[i]∧3+3 ∗ . . .

(1-2 ∗ gammaa)∧2 ∗ (4 ∗ gammaa -3) ∗ r[i]∧(2 ∗ gammaa) ∗ . . .

sigmaa∧ 2)+2 ∗ alphaa ∗ r[i] ∗ (3 ∗ betaa∧2 ∗ (4 ∗ gammaa -1) ∗ . . .

r[i]∧2+3 ∗ betaa ∗ r[i]∧(2 ∗ gammaa) ∗ sigmaa∧2 ∗ . . .

(2-7 ∗ gammaa +6 ∗ gammaa∧2)-5 ∗ (2 ∗ gammaa -1) ∗ . . .

r[i]∧(2 ∗ gammaa +1) ∗ sigmaa∧2)

k=1/120 ∗ gammaa ∗ r[i]∧(2 ∗ (gammaa -2)) ∗ sigmaa∧2 ∗ kaux

c6aux=1/12 ∗ sigmaa∧2 ∗ r[i]∧(2 ∗ gammaa) ∗ c5der2 + . . .

1/6 ∗ (alphaa+betaa ∗ r[i]) ∗ c5der+1/6 ∗ k

c6=c6aux
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