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Abstrakt v statnom jazyku

PROFANT, Radomir: Vypoc¢tové aspekty obalkovej analyzy déat [Diplomové précal,
Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky,
Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; Skolitel: doc. RNDr. Margeréta Halicka,
CSc., Bratislava, 2015, 74 s.

V diplomovej praci sa zaoberame vypoc¢tovymi aspektami obéalkovej analyzy dat, spra-
covaniu prehladu dostupnych DEA softvérov a na zaklade dosiahnutych poznatkov
rozsireniu vzniknutej webovej aplikicie bakalarskej prace autora (Profant: Navrh a vy-
pracovanie webového rozhrania pre interaktivnu moznost riesenia DEA tloh) do kon-
kurencie schopnej podoby. V praci st zadefinované a vysvetlené vsetky modely pouzité
vo webovej aplikacii spolu s ich vlastnostami a rozsireniami. Praca okrem toho obsahuje
vysvetlenie funkénosti a spésobu programovania autorom vytvorenej webovej aplikicie
pomocou schém a nazornych obrézkov. Stucastou prace je porovnanie dostupnych soft-
vérov, ktoré sa pouzivaju pri vypoctoch v oblasti DEA modelov a nami vytvoreného

softvéru.

Krlacové slova: DEA (Data Envelopment Analysis), DEA softvér, webova aplikacia



Abstract

PROFANT, Radomir: Computitional aspects of data envelopment analysis [Diploma
Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and In-
formatics, Department of Applied Mathematics and Statistics;

Supervisor: doc. RNDr. Margaréta Halickd, CSc., Bratislava, 2015, 74 p.

The diploma thesis deals with the computational aspects of data envelopment ana-
lysis, processing of overview of the available DEA software and the extention of the
web application of the author’s bachelor thesis (PROFANT: Design and develop web
interface for interacting possibility of solving DEA task) into a competitive form, based
on the achieved knowledge. The work contains definitions and explanations of all the
models used in the web application together with their characteristics and extensions.
In addition, the work explains the functionality and the method of programming of
the created web application using diagrams and illustrative images. It also includes a
comparison of the available software used in the calculation of the DEA models and

our created software.

Keywords: DEA (Data Envelopment Analysis), DEA software, web application
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UVOD UVOD

Uvod

DEA (Data Envelopment Analysis) je relativne novy ,déta orientovany* prostriedok
multikriteridlneho manazmentu. Jedné sa o teériu, ktord umoziuje navzajom porov-
navat vykonnost resp. efektivitu skupiny odbornych subjektov, nazyvanych DMU (De-
cision making units), v preklade rozhodovacie utvary (jednotky). Prikladom tychto tt-
varov mozu byt pobocky obchodnych retazcov, filidlky bank, skoly alebo zdravotnicke
zariadenia.

DEA teoéria sa venuje hlavne vyhodnocovaniu efektivity v ramci homogénnej skupiny
jednotiek. Intuitivne ndm moze byt jasné, ¢o slovo efektivita znamena. Slovo efektivita
v slovniku cudzich slov predstavuje vyjadrenie konkrétneho u¢inku alebo efektu, to zna-
mena Ze ide o prakticki ucinnost nejakej ¢innosti. Z matematického hladiska predsta-
vuje DEA teoria jednoduchu aplikidciu matematického resp. linearneho programovania,
pretoze kazdy model je vo svojej podstate optimaliza¢ny problém.

Za posledné roky sme sa mohli stretnut s pocetnymi aplikdciami tejto teédrie v roz-
norodych oblastiach opera¢ného vyskumu po celom svete. Teoria DEA je pouzivana
hlavne ekonémami, manazérmi a odbornikmi z oblasti opera¢ného vyskumu a apliko-
vana v roznorodych sférach spolo¢nosti ako napriklad obchod, statna spréava, zdravot-
nictvo, skolstvo, marketing alebo $port.

DEA tedria bola prvykrat prezentovana v sedemdesiatych rokoch minulého storocia,
opierala sa vSak o ¢lanok Farrella, ktory bol prezentovany uz roku 1957. V sticasnosti
mozeme néjst rozsiahle knizné publikacie k problematike DEA modelov, ktorych zo-
znam mozno najst na stranke [8]. V slovenskom jazyku je spracovanych niekolko ba-
kalarskych, diplomovych ¢ dizertacnych prac. Spolu s vyvojom teodrie prisla potreba
aplikovat teoriu na konkrétne data za vyuzitia poc¢itacov. V dnesnej dobe existuje nie-
koTko softvérov ¢i uz komercnych, alebo nekomerénych, ktoré ulah¢uju a zjednodusuju
pracu, a zaroven vytvaraju priestor na hlbsiu analyzu dat. Zoznam niektorych dostup-
nych softvérov je mozné najst v ¢lanku Barr [2].

Cielom tejto diplomovej prace bolo analyzovat vypoctové aspekty riesenia tloh line-
arneho programovania pri obéalkovej analyze dat. Rovnako sme sa venovali analyzovaniu

dostupnych DEA softvérov so zameranim na pouZzité metody, modely a velkosti tloh.
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UVOD UVOD

Dalsim cielom bolo roziirenie bakalarskej prace Profanta [25] v oblasti tvorby webo-
vej aplikdcie pre interaktivnu moznost riesenia DEA tloh. Umyslom bolo rozsirit uz
vytvoreny softvér o nové modely a funkcie so zameranim na prehladnt, zmysluplnu a
zrozumitelni prezentaciu vysledkov tak, aby mohol konkurovat dostupnym komerénym
aj nekomerénym DEA solverom.

Pracu sme pomyselne rozdelili na dve casti, teoreticku a praktickda. V teoretickej
¢asti uvedieme c¢itatela do danej problematiky, vysvetlime zékladné aj pokroc¢ilé mo-
dely, ich rozsirenia a numerické vypocty. V tejto ¢asti sa budeme opierat hlavne o knihu
Coopera, Seiforda, Toneho [3|, knihu Zhua [28] a u¢ebné texty Halickej [16] pre Stu-
dentov programu Ekonomicka a finanéna matematika. V d'alsich kapitolach uvedieme
rozdelenie a popis jednotlivych dostupnych softvérov. V praktickej ¢asti sa ststredime
na popis a prezentaciu nami vytvoreného online softvéru. Zameriame sa hlavne na

prezentéaciu vysledkov a vysvetlenie jednotlivych ¢asti programovania.

12



1 UVOD DO DEA MODELOV

1 Uvod do DEA modelov

V tejto kapitole sa budeme venovat ivodu do DEA modelovania z obalkového pohladu.
Zadefinujeme dolezité ekonomické pojmy, ako efektivnost, efektivita, DMU, mnozZina
produkénych moznosti, ktoré neskér umoznia ekonomickii resp. prakticku interpretaciu

modelov.

1.1 Zakladné oznacenia a predpoklady

Pojem DMU (decision making units) sme ¢iastocne vysvetlili v uvode. Jedna sa o
utvary (jednotky), ktoré su charakterizované vstupmi a vystupmi a maji dve dole-
zité vlastnosti, st homogénne a flexibilné. Vlastnost homogenity znamené, ze ttvary
st charakterizované produkciou identickych alebo ekvivalentnych vystupov s tym, ze
spotrebuvaju identické alebo ekvivalentné vstupy. Vlastnost flexibility sa dé definovat
tak, Ze jednotlivé vstupy resp. vystupy mozeme zamienat za ich pomerné mnozstvo.
7, ekonomického hladiska vSak tato vlastnost nemusi byt vzdy splnena, napriklad v
pripade filidlok bank alebo retazcov supermarketov, pretoze mozeme byt urcitym spo-
sobom limitovani napriklad maximalnym poc¢tom zamestnancov, alebo maximalnym
vkladom na u¢et v banke. Utvary budeme oznacovat ako DM Uj, kde 7 = 1,...,n,
hovorime teda o j-tom ttvare z danej mnoziny tatvarov 1,. .., n. Utvar, o ktorom préave
hovorime budeme oznacovat DMU,, kde o € {1,...,n}. Predpokladajme, 7Ze vSetky
utvary vykonévaju rovnaku ¢innost. Tato ¢innost je charakterizovana m vstupmi a s
vystupmi. Vstup (input) oznacuje vo vSeobecnosti nieco, ¢o sa spotrebiva, resp. pred-
stavuje nejaké naklady, napr. material, pocet zamestnancov a pod. Vystup (output) je
nieco, ¢o predstavuje uzitok, resp. kvalitu, napr. peniaze alebo pocet spokojnych zakaz-
nikov. Hovorime o ¢-tom vstupe, kde 7z = 1,...,m, a o r-tom vystupe, kder =1,...,s.
Vektor hodnot vstupov j-teho utvaru budeme oznacovat x; € R™, vystupov y; € R°.
Hodnotu konkrétneho i-teho vstupu pre j-ty ttvar budeme oznacovat z;;, hodnotu

r-teho vystupu pre j-ty utvar y,;. Tieto hodnoty mézeme zapisat do matice vstupov

13



1.2 Mnozina produkénych moznosti 1 UVOD DO DEA MODELOV

X € R™*™ a matice vystupov Y € R¥*™:

i1 Ti2 - Tin
X — x‘21 x?g : wgn | )
xr'nl x;nQ T l’mn
Yii Y2 o Yin
Y — ?{21 y‘22 : y?n . (2)
Ys1 Ys2 = Ysn

V dalsom texte, pokial nebude stanovené inak, budeme rovnako ako v [16] predpokla-

dat:
Predpoklad 1.1. Pre vsetky j € 1,...,n plati, Ze x; > 0,2 # Oy, y; > Og,y; 7# Os.

Tento predpoklad je vysledkom ekonomického pohl'adu na data. Uvazujeme kladné
vstupy a kladné vystupy, kedZe v praxi nie je mozné spotrebovat zaporny pocet mate-
ridlu alebo zamestnat zaporny pocet pracovnikov, tak isto ako vyrobit zaporny pocet

tovaru.

1.2 Mnozina produkénych moznosti

V tedrii DEA modelov pozname dva mozné pristupy k zistovaniu efektivity, a to mul-
tiplikativny a obalkovy, ktoré st navzajom k sebe dualne. V nasej diplomovej praci sme
sa rozhodli vychadzat z obalkového pristupu, nakolko viac koreSponduje s praktickou
¢astou. Tento pristup vyuziva pojem technologie a mnoziny produkénych (technolo-
gickych) moznosti. Na zaklade existujucich tdajov o hodnotéch vstupov a vystupov n
utvarov a vSeobecnych vlastnosti mnozin produkénych moznosti sa skonstruuje urcita
aproximécia mnoziny produkénych moznosti, ktora obsahuje data n utvarov. Cast hra-
nice tejto mnoziny sa potom definuje ako efektivna hranica a ttvary na nej leziace ako
efektivne utvary. Podrobne je tento pristup analyzovany v [16], tu uvedieme iba hlavné
pojmy a vlastnosti potrebné pri interpretécii rieSeni jednotlivych modelov. Predpokla-

dajme, Ze pre utvary j = 1,...,n mame data o m vstupoch z; a s vystupoch, ktoré
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1.2 Mnozina produkénych moznosti 1 UVOD DO DEA MODELOV

ozna¢ime y;. Tieto utvary mozno chapat ako body v priestore R™*°. Vsetky usporia-

dané dvojice vstupov a vystupov oznac¢ime pomocou mnoziny Z nasledovne:

Z:{(xj’yj)|]:17vn} (3>

K mnozine Z vieme priradit dva druhy zakladnych mnozin, ktoré popisuju urciti ap-
roximaciu mnoziny produkénych moznosti.
Prva mnozina, ktori budeme oznacovat My rs odpoveda tzv. variabilnym vynosom

z rozsahu a definujeme ju podla [16] nasledovne:

Definicia 1.2. Pod Mygrs - aprozimdciou mnoziny produkénijch moznosti v pripade
variabilngch vinosov z rozsahu rozumieme najmensiu mnozinu, ktord spliia nasledovné
azriomy:

(A1) Z C Myrs

(A2) My rs je konvexnd

(A3) Ak (xa,ya) € Mygs, potom {(z,y) € R™™ | x4 < x,ys >y} C Mygs.

Prva axioma tejto definicie znamena, ze vSetky pozorované body zo Z patria do M.
Druha axiéma v podstate hovori, Ze s kazdymi dvoma bodmi, ktoré st v mnozine My rg
obsahuje aj celt usecku, ktora ich spaja, t.j. ak (x4, ya), (z5,ys) € Myrs, potom plati,
ze pre vietky A € (0,1) je aj (Aza + (1 — Nap, Aya + (1 — N)yg) € Mygs. Posledna
axioma hovori, ze ak (z4,y4) € Myrs, potom G obsahuje vSetky body, ktoré maji
oproti (x4, ya) vacsie (pripadne rovnaké) vstupy a mensie (pripadne rovnaké) vystupy.
Tato axiéma je zaujimava aj z iného pohladu, pripusta totiz aj zaporné y.

Uvedme este analyticky zapis mnoziny My gs. Postup ako zostrojit tto mnozinu
je dopodrobna popisany v [16]. Idea spociva vo vytvoreni konvexného obalu mnoziny
Z, pretoze ten je najmensSou konvexnou mnozinou obsahujicou mnozinu Z. Potom
na tento konvexny obal aplikujeme axiomu (A3), ¢o znamené 7ze do skonstruovane;
mnoziny budia patrit aj body leziace v konvexnom kuZzeli s vrcholom v prislusnom
bode ur¢enom nezapornymi smermi z a nekladnymi smermi y. Aproximovana mnozina

bude mat v analytickom zapise nasledovny tvar:

n

Myps ={(z.y) € R™ | > Nay <z, Y Ny >y, A>0, Y N=1} (4)
=1 =1

=1

Z postupu konstrukcie mnoziny My gs jednoznacne vyplyvaju aj jej vlastnosti:

15



1.2 Mnozina produkénych moznosti 1 UVOD DO DEA MODELOV

o My rs je uzavreta konvexna polyedrickd mnozina.
e Kazdy krajny bod mnoziny My rs patri do Z.
e My gs je v smeroch uréenych vektormi typu (zs, ys) : ©s < O, ys > 05 ohranicena.

V predchadzajucich odsekoch sme sa venovali konstrukcii a vlastnostiam mnoziny
My rs zodpovedajicej variabilnym vynosom z rozsahu. Teraz si zadefinujeme to isté
aj pre konstantné vynosy z rozsahu. Prislusnid mnozinu odpovedajicu konstantnym
vynosom z rozsahu budeme oznacovat Mcogrg. Axiomatickd definicia bude mat podla

[16] nasledovny tvar:

Definicia 1.3. Pod M¢cgrs - aprorzimdciou mnoziny produkcéniyjch moznosti v pripade
konstantnijch viinosov z rozsahu rozumieme najmensiu mnoZinu, ktord splia nasledovné
azTiomy:

(A1) Z C Mcrs

(A2) Mcrs je konvexnd

(A3) Ak (za,ya) € Mcrs, potom {(z,y) € R™" | x4 < x,y4 >y} C Mcgs.

(A4) Ak (xa,ya) € Mcgs, potom (cxa,cya) € Mcrs, pre kazdé ¢ > 0

Na tejto definicii si mozeme v8imnut, Ze je v podstate identickd s Definiciou 1.2,
pridali sme v8ak novi axiomu (A4), ktora sa preto nazyva aj axiomou konstantnych
vynosov z rozsahu.

Postup ako vytvorit analyticky zapis mnoziny Mcgrs je rovnaky ako tomu bolo pri
mnozine My gg, musime v8ak zohladnit navySe posledni axiomu (A4). To geometricky
znamend, ze s kazdym bodom uz skonstruovanej mnoziny podla axiom (A1) - (A3) tam
bude patrit aj celad polpriamka, ktoré zac¢ina v pociatku siradnej ststavy a prechédza
danym bodom. Analyticky zapis Mcgrs je nasledovny:

n n
Megs = {(z,y) € ™™ | > Nay <z Y Ny; >y, A>0h (5)
j=1 j=1

Jedinym rozdielom oproti zapisu (4) je, Ze zmizla podmienka "

j=1A; = 1. Mnozina

Merg taktiez splha urcité vlastnosti, ktoré st pre nas zaujimavé:
e Mcgs je uzavrety konvexny polyedricky kuzel.
e Na kazdej krajnej polpriamke mnoziny Mcrg lezi aspon jeden bod mnoziny Z.

16



1.3 Efektivna hranica 1 UVOD DO DEA MODELOV

e Mcrs je v smeroch uréenych vektormi typu (xg, ys) : s < 0., ys > 05 ohranicena.

Poznamenajme, 7Ze v dalSom texte, ak budeme hovorit o mnozine M, budeme tym

rozumiet My rg alebo Mcgs.

1.3 Efektivna hranica

Ked sme sa v Kapitole 1.2 venovali konstrukciam mnozin My rs a Mcrs prisli sme
na to, ze su ohranic¢ené v smeroch (zs,ys) : 5 < O0p,, ys > 05. Vieme, Ze pod pojmom
hranica mnoziny M chapeme mnozinu takych bodov (z,y) € M, pre ktoré v kazdom
jeho okoli existuje taky bod (xy,yn), ktory nepatri do mnoziny M. Hranicu potom
oznacCujeme oM.

Pretoze sme v (A3) a v Definiciach 1.2 a 1.3 dopustili, aby y < 0, body, kde plati ze
y = 0 nie st stucastou hranice. Hranicu teraz rozlozime na dve ¢asti, ktoré definujeme

podla [16] nasledovne:

Definicia 1.4.

e Pod hranicou efektivnosti Hg rozumieme mnoZinu
Hp = {(w,y) € M | }(z,5) € M : (z,7) # (z,9),Z <z, 5 >y} (6)
e Pod hranicou pseudoefektivnosti Hp rozumieme mnoZinu

Hp :={(z,y) € M | 3(z,9) € M : (z,9) # (v,y), t < x5 >y} (7)

Na zéaklade tejto definicie potom mozeme jednotlivé (x,,y,) € M klasifikovat nasle-

dovne:

e Bod (z,,9,) € M nazyvame efektivny v M, ak (z,,¥,) je z hranice efektivnosti
Hg.

e Bod (z,,Y,) € M nazyvame pseudoefektivny v M, ak (z,,¥,) je z hranice pseou-
doefektivnosti Hp.

e Bod (z,,9,) € M nazyvame neefektivny v M, ak (x,,y,) je zvnutra M alebo z

pseudoefektivnej hranice Hp.
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Poznamenajme, Ze definicia hranice efektivnosti a efektivnych bodov v M je v stlade
s Pareto-efektivnostou vzhladom na mnozinu M a preferenciu minimalizacie vstupov
a maximalizécie vystupov. Blizsie suvislosti si objasnené v [16].

Na Obrazku 1 vidime priklad mnoziny produkénych moznosti pre variabilné vynosy

z rozsahu generované bodmi A a7z G. Usecky AB a BE tvoria jej efektivnu hranicu.

Obr. 1: Efektivne a neefektivne atvary v pripade VRS

1.4 Efektivny vzor

Hlavnym cielom konkrétnych DEA modelov je zistit, ktoré DMU € Z su efektivne,
teda ktoré lezia na hranici efektivnosti mnoziny M. V pripade neefektivnych DMU € Z
je v8ak potreba nejako odmerat tuto neefektivnost resp. mieru neefektivnosti. Zatial
¢o efektivnost je vlastnost, ktora je jednoznacne definovana polohou titvaru na hranici
efektivnosti Hg pre My rs alebo Mcprg, miera neefektivnosti nie je jednoznacne urcena
a kazdy model sa s tymto problémom snazi vysporiadat svojim sposobom. V tejto préci
budeme mieru neefektivnosti nazyvat efektivitou resp. mierou efektivity.

Pomocou obalkového pristupu vieme vSetkym utvarom priradit takzvané fiktivne
efektivne dtvary, ktoré mozu slazit ako vzor pre dany utvar. Vzor a efektivny vzor su

v [16] definované nasledovne:

Definicia 1.5. Nech (z,,y,) € M. Pod vzorom bodu (x,,y,) v mnoZine M rozumieme

lubovolngy bod (x¥,y") € M taky, Ze ¥ < x, a y* > y,. Ak je vzor (z",y") efektivnym
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bodom v mnozine M, tak ho nazijvame efektivnym vzorom.

Je trivialne urcit efektivny vzor pre bod (x,,y,) € M, ktory je efektivnym bodom v
M, pretoze tento bod nemad Zziadne vzory resp. sam si je vzorom. Ako vSak urcit efek-
tivne vzory pre neefektivne utvary? Rozlicné modely si volia rozlicné sposoby vyberu
efektivneho vzoru. Toto v praxi moéze sposobit, Ze pre jednotlivé modely dostavame
rozli¢né miery efektivity, ¢o moze byt velakrat mettce pri interpretécii vysledkov. V
kazdom pripade, efektivita by mala byt bezrozmernou veli¢inou, ktora je definovana
na intervale (0, 1), tak aby efektivny ttvar mal efektivitu rovna 1, ¢o ndm pomdze
pri interpretacii vysledkov, lebo budeme vediet povedat, na kolko percent dana jed-
notka pracuje, a potom sa uz moézeme zamerat na prislusné kroky urcené na zlepsenie
tejto jednotky. Definiciu efektivity uvedieme zvlast pre kazdy zo zakladnych modelov
uvedenych v dalsich kapitolach.

Za zékladné modely budeme povazovat CCR, BCC a aditivny model (ozn. AD).
Prvé dva spomenuté modely patria do kategorie takzvanych orientovanych modelov,
¢o suvisi s urcitou preferenciou vstupov resp. vystupov pri vybere efektivneho utvaru.
CCR model sa zaroven viaze na konStantné vynosy z rozsahu, zatial ¢o BCC model je
jeho analégia pre variabilné vynosy z rozsahu. AD model vystupuje v obidvoch verziach,
teda aj pre CRS, aj pre VRS a patri do skupiny neorientovanych modelov, kedze
sa neriadi ziadnou preferenciou na vstupy alebo vystupy. Pri uvadzani jednotlivych
modelov a definicii sa budeme opierat o monografie 6], [3] a [28] ako aj o u¢ebny text

[16].
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2 CCR model

CCR model patri medzi najpozivanejsie modely v teorii DEA modelov. Od svojho
vzniku, v roku 1978, dokazal najst uplatnenie v praktickych pripadoch hodnotenia
efektivity v rozli¢nych sférach. Zadefinujeme znenie vstupného aj vystupného modelu
a budeme ich prezentovat v obidvoch tvaroch, a to v obalkovom aj multiplikativnom.

CCR model, tak ako sme spomenuli v tvode, zodpovedd konstantnym vynosom z
rozsahu, viaZe sa teda na prislusni mnozinu Mgprg definovana v Kapitole 1.2. Utvar,
oznaceny tymto modelom ako efektivny, lezi na hranici efektivnosti mnoziny Mggs.
Efektivitu budeme vo vSeobecnosti oznacovat E, pre o € {1,...,n}. Pri definiciach
efektivity tohto modelu budeme vyuzivat koeficient radidlneho skracovania vstupov 6*,

resp. koeficient radidlneho predlzovania vystupov ¢* ako:

1
E=0"=—, 8
e (8)
kde 6* a 1* maju nasledovny analyticky zapis:
0" = min{6 | (0z,,v,) € Mcrs}, (9)
¢* = maX{@D | (xoaqu)yo) € MCRS}' (10)

Na zaklade tychto zapisov rozlisujeme vstupny a vystupny model. Pri vstupnom
modeli maximalne skracujeme vstupy pri nezmensenych hodnotach vystupov. Pri vy-
stupnom modeli maximalne predlZzujeme vystupy pri nezviacsenych hodnotéch vstupov.
Vzhladom na analyticky zapis mnoziny Mcgs podla vztahu (5) definujeme vstupny a

neskor aj vystupny obélkovy model aj s prislusnymi definiciami efektivity nasledovne:

Definicia 2.1. [16] (Vstupnyg obdlkovy CCR model) Pod vstupngm CCR modelom
v obdlkovom zdpise, oznacenie (CCR — I — OM) aplikovanym na DMU,, kde o €

{1,...,n}, rozumieme tlohu:
(CCR—1—-0M),: agnirnye (11)
s.t. Z i\ + 5 = Oz, (12)
j=1
> ki — 8V =y, (13)
j=1
A>0,,s8° > 0,,,s">0,. (14)
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Optimdlnu hodnotu tcelovej funkcie budeme oznacovat 6.

Interpretécia rieSeni tohoto modelu je uvedena v Tabulke 1: Definicia 2.1 sa oproti

Tabulka 1: Interpretacia rieseni (CCR — I — OM),

Poziadavky na s*, s¥* Poziadavky na 67 DMU, je 0% vyjadruje
Vses suropt.r. © (57, 8Y*) = (0,0) 0r =1 efektivne efektivitu
Vses suropt.r. © (57, 8Y*) = (0,0) 0r <1 neefektivne efektivitu
Jgov svroptr. © (87, 8Y%) # (0,0) 0r =1 pseudoefektivne | pseudoefektivitu
gor suroptr. - (87, 8%) # (0,0) 0r <1 neefektivne pseudoefektivitu

Standardnej definicii uvadzanej v knihe [3] lisi pridanim doplnkovych premennych s*, s¥.
Tieto nezaporné doplnkové premenné (angl. slacks) sme pridali, aby sme dostali ohrani-
Cenia v tvare rovnosti. Doplnkové premenné vSak maji aj hlbsi matematicky vyznam,
ktory odhalime neskor. Zatial si ich vS8ak moZeme interpretovat z ekonomického po-
hladu, kde s* mozeme chapat ako nejakt nadmerna spotrebu vstupov a s? ako urcité
nedostatky pri vystupoch napr. stratent vyrobu, ktoré hodnota 6* nezachytila.

Hore uvedeny model je v obalkovej forme ako tloha linedrneho programovania (LP),
ktory chapeme ako primarnu ulohu. Podla silnej vety o dualite uvedenej napr. v [24]
vieme povedat, ze ak existuje optimalne rieSenie primarnej tlohy, potom existuje opti-
mélne riesenie aj pre dudlnu tlohu a hodnoty tcelovych funkcii sa rovnaja. Zadefinu-

jeme dudlny model k obalkovému modelu, ktory budeme nazyvat multiplikativny:

Definicia 2.2. (Vstupnyg multiplikativny CCR model) Pod vstupngm CCR modelom v

multiplikativnom zdpise, oznacenie (CCR — I — M M), aplikovanym na DMU,, kde

o€ {l,...,n}, rozumieme ulohu:
(CCR—1—MM),: %%XuTyo (15)
st vz, =1, (16)
uly; —vT2; <0,5=1,...,n (17)
(18)

u > 0g,0 > 0.
Ucelovi funkciu budeme oznacovat U,(u,v) = u"y, a jej optimdlnu hodnotu U?.
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Tabulka 2: Interpretacia rieseni (CCR — 1 — M M),

Poziadavky na u*, v* Poziadavky na U} DMU, je U} vyjadruje
Ju vroptr. - (W, 0*) > (0,0) Urs=1 efektivne efektivitu
T weopt.r. = (W, 0%) > (0,0) Ur <1 neefektivne efektivitu

A, wropt.r t (U, 0%) > (0,0) Ur=1 pseudoefektivne | pseudoefektivitu
A, wropt.r t (U, 0%) > (0,0) Ur <1 neefektivne pseudoefektivitu

Interpretacia riesenia (CCR — I — M M), je zrejma z Tabulky 4. Vsimnime si, ze
v ucelovej funkcii dudlneho modelu vystupuju premenné u, v, ktoré sa nazyvaja vahy,
kde u vyjadruje vahy pre vystupy a v vyjadruje vahy pre vstupy. V tcelovej funkcii
vstupného modelu potom maximalizujeme vazeny sucet vystupov pri normalizovanej
hodnote vazeného suctu vstupov. Analogicky vo vystupnom modeli minimalizujeme
vazeny sucet vstupov pri normalizovanej hodnote vazeného sictu vystupov.

Definicie pre CCR vystupny model st analogické a uvedieme ich v nasledovnom

tvare:

Definicia 2.3. (Vystupny obdlkovyy CCR model) Pod vijstupngm CCR modelom v obdl-
kovom zdpise, oznacenie (CCR—O—OM) aplikovanym na DMU,, kde o € {1,...,n},

rozumieme ulohu:

(CCR—0O —0OM),: q}r}\niﬂp Vv (19)
s.t. Z i\ + 57 = x,, (20)

j=1
D yh — st =y, (21)

j=1
A>0,,s">0,,s">0,. (22)

Optimdlnu hodnotu tcelovej funkcie budeme oznacovat V.

Definicia 2.4. (Vystupny multiplikativny CCR model) Pod vystupngm CCR modelom
v multiplikativnom zdpise, oznacenie (CCR— O — M M), aplikovanym na DMU,, kde
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o€ {l,...,n}, rozumieme tlohu::
(CCR—0—MM),: n;%}anxo (23)
st uly, =1, (24)
uTyj—vijSO,jzl,...,n (25)
u > 04,0 > 0,,. (26)

Ucelovi funkciu budeme oznacovat V,(u,v) :=v

T

Zo a jej optimdlnu hodnotu V.

Interpretacia rieseni vystupného CCR obélkového a multiplikativneho modelu st

zrejmé z Tabuliek 3 a 4.

Tabul'ka 3: Interpretacia rieseni (CCR — O — OM),

Poziadavky na s**, s¥* Poziadavky na W’ DMU, je xp% vyjadruje
Vsox suroptr. = (875, s¥%) = (0,0) U =1 efektivne efektivitu
Vo suroptr. = (875, 8¥%) = (0,0) U <1 neefektivne efektivitu
Jgov svroptr. (87, 8¥%) # (0,0) Ut =1 pseudoefektivne | pseudoefektivitu
Jgov svroptr. 1 (87, 8Y%) # (0,0) U <1 neefektivne pseudoefektivitu

Tabulka 4: Interpretacia rieseni (CCR —1 — M M),

Poziadavky na u*, v* Poziadavky na V' DMU, je % vyjadruje
Jur vroptr. © (W, 0*) > (0,0) Vi=1 efektivne efektivitu
Jur vroptr. = (W, 0*) > (0,0) V<1 neefektivne efektivitu
B wroptr. 1 (u*,v*) > (0,0) V¥=1 pseudoefektivne | pseudoefektivitu
B wroptr. : (u,0*) > (0,0) V<1 neefektivne pseudoefektivitu

CCR model sme si definovali z pohl'adov vstupov a vystupov pre priméarnu aj dualnu

ulohu. KedZe sa jedn& o tlohy linearneho programovania, mohlo by nés zaujimat,

ako savisi priméarna tloha s dudlnou. Podla komplementarity tloh LP definovanej v

[24] moZeme sformulovat nasledovni vetu v tvare ekvivalencie, ktora je aj s dokazom

uvedena v [16].

Veta 2.5. El(u*,v*)opt.r.(MM) sut > O,U* >0& vsz*,sy*opt.r.(OM) D s = 0, s¥* = 0.
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2.1 Pseudoefektivita

Pri urcovani efektivity CCR modelu mame problém, ako uréit ¢ optiméalna hodnota
ucelovej funkcie vyjadruje efektivitu alebo pseudoefektivitu. V podstate hfadame ne-
jaky numericky vypocet, ako overit Vetu 2.5. Existuje niekol'ko spésobov, ako to urobit.

Metoéda vnitorného bodu je osvedceny sposob, pretoze jej aplikidciou ziskame
optiméalne rieSenia primarnej, a sucasne aj dualnej tlohy (u*, v*, s™*, s¥*), ktoré su na-
vzajom ostro komplementarne, to znamena Ze prave jeden Cinitel v kazdom z kom-
plementarnych siac¢inov vis?* i = 1,...,m a u's¥*,r = 1,..., s je nulovy. Podla toho,

ktory z modelov sme riesili rozlisujeme niekol'ko pripadov:
1. Obélkova forma modelu:

e Ak sme dostali (s, s¥*) # 0, dostavame podla Vety 2.5 pseudoefektivitu.

e Ak sme dostali (s*,s¥*) = 0, tak z ostrej komplementarity dostaneme,
ze (u*,v*) neobsahuje ziadny nulovy prvok, teda (u*,v*) > 0. Je splnena

podmienka vo Vete 2.5 a identifikovali sme efektivitu.
2. Multiplikativna forma modelu:

e Ak sme dostali u* > 0,v* > 0, dostavame podla Vety 2.5 efektivitu.

e Ak sme dostali nejaki zlozku vektora (u*,v*) nulovi, tak z ostrej komple-
mentarity dostaneme prislusnia zlozku vektora (s**,sY*) nenulovi. Nie je

teda splnena podmienka vo Vete 2.5, ide o pseudoefektivitu.

Nasledujtice dve metody nie st zavislé od sposobu rieSenia tlohy linedrneho programo-
vania, a teda mozu byt rieSené aj simplexovou metddou.

Prvou z nich je tzv. epsilonova metdéda. Pri multiplikativnom modeli zmenime
ohrani¢enia u* > 0,v* > 0 na ohranicenia v tvare u* > ee, v* > ee, kde € je velmi malé
¢islo a e je vektor samych jednotiek. Pri obalkovom modeli sa situacia komplikuje,
ked7e musime zmenit celti ucelova funkciu. Uéelova funkcia pre vstupne orientovany
model bude v tvare: mingy 6 —e(s"" e+s¥"'e), pre vystupne orientovany model: miny ¢+
e(s*Te+sYTe). Odhalovanie pseoudoefektivity pomocou tejto metody ma vel'a nevyhod,

pretoZze zvycajne nevieme spolahlivo urc¢it hodnotu e. Ak bude € pili§ velké, tloha v
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obalkovom modeli by sa mohla stat neohrani¢enou, ak by naopak e bolo prili§ malé,
mohli by sme mat problém s numerickymi vypoctami.

Poslednou metédou, ktorej sa budeme venovat je dvojfazova metoda. Tato me-
toda sa da dobre aplikovat na obalkovy model. Ukdzeme pouzitie tejto metody na
vstupne orientovanom obéalkovom CCR modeli ((CCR — I — OM),). Najprv klasicky
vyriesime dant lohu linearneho programovania. Ak v najdenom rieseni (6%, \*, s™*, s¥*)
zistime, ze (s*, s¥*) = 0, budeme pokracovat v rieSeni tejto ulohy druhou fazou. Druhéa
faza rieSenia znamena, ze zafixujeme 6 = 6*, pretoze uz pozname optimélne rieSenie a
spomedzi optiméalnych rieSeni potom hladame také, ktoré ma maximalny sucet dopln-

kovych premennych, budeme teda riesit nasledovnu tlohu:

(CCR — I —-0M — [[)0: )\rn:?JXy eTSI + eTsy (27)
s.t. Z:cj)\j + 5% = 0"z, (28)
=1
> Ty — sV =y, (29)
=1
A>0,,5" > 0,0, > 0,. (30)

Optimalnu hodnotu ucelovej funkcie oznacime H a optimalne riesenie oznacime (X, 5%, s¥).
RieSenie potom interpretujeme nasledovnym sposobom. Ak H > 0, tak nicktoré zlozka
vektora (s%,s¥) musela vyjst kladna. Podmienka vo Vete 2.5 nie je splnena, pretoze
najdeny vektor doplnkovych premennych je aj rieSenim pévodnej tilohy, nasli sme pse-
oudoefektivitu. Ak H = 0, tak doplnkové premenné s nezaporné, a teda plati, Ze
(s*,sY) = 0, identifikovali sme efektivitu.

V nasej webovej aplikacii budeme riesenie DEA modelov implementovat v progra-
movacom jazyku Octave, ktory pomocou vstavenej funkcie ,,glpk® riesi ulohy linearneho

programovania metdédou vnutorného bodu.

2.2 Vlastnosti CCR modelu

V tejto kapitole si popiseme niekol'ko zakladnych vlastnosti, ktoré oddelime do jednot-
livych odsekov. Vlastnosti si vysvetlime a uvedieme len slovne, bez zdlhavych definicii

a dokazov, ktoré si ¢itatel moze najst korektne matematicky zapisané v [16].
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Podl'a predchadzajucich kapitol by malo byt intuitivne jasné, Ze vstupny a vystupny
CCR model nejako spolu stuvisia. Obidva modely sme definovali analogicky a je zrejmé,
ze dokazeme vstupny model previest na vystupny a naopak. Ide v podstate len o pre-
nasobenie vstupného modelu % a oznalenie \ := %,1/1 = %. Pri prevode vystupného
modelu na vstupny je tato operédcia samozrejme analogicka, teda predelenie hodnotou
¥ > 0 a oznac¢nie 0 := %,9 = i Dosledkom tychto prevodov je, ze medzi optimal-
nou hodnotou #* vstupného CCR modelu a optimanou hodnotou ¢* vystupného CCR
modelu pre DMU, je nasledovny vztah:

1
=
Navyse ak (0, \) je pripustnym riesenim (CCR — I — OM) modelu pre DMU,, potom

0 (31)

(%, %) je pripustnym riesenim (CCR — O — OM) a naopak, ak (¢, \) pre ¢ > 0 je
pripustnym rieSenim (CC'R—O—OM ) modelu pre DMU,, potom (i, %) je pripustnym
riesenim (CCR — I — OM) pre DMU,,.

Na zaciatku kapitoly o CCR modeli sme hovorili o radidlnom skracovani vstupov
alebo natahovani vystupov, zaroven sme definovali 6* a ¢* ako koeficienty maximélneho
skratenia vstupov resp. maximélneho natiahnutia vystupov. Vzhladom na to moézeme
(0*x,,y,) oznacit ako vstupnu, (x,,1*y,) ako vystupni projekciu bodu (x,, y,) na hra-
nicu dMcrs. Problémom vsak moze byt Ze projekcia, ¢i uz vstupna alebo vystupna
nebude z Hg (hranice efektivnosti), ale z Hp (hranice psedoefektivnsoti). V takomto
pripade projekcia nie je efektivnym vzorom. Ak chceme néjst efektivny vzor musime
pouzit dvojfazovii metédu, a potom (Y 7, 23N}, > y;A;) déva efektivny vzor. Toto
je hlavny dovod preco sme v nasej webovej aplikacii implementovali aj dvojfazovia
metodu.

Dalsou vlastnostou DEA modelov je invariantnost. Model je invariantny vzhladom
na urcita transformaciu vstupnych udajov, ak po tejto transformécii ostane nezmenené
rozdelenie jednotlivych DMU na efektivne a neefektivne a pre kazdé DMU ostane
nezmenend optimélna hodnota tucelovej funkcie. Rozlisujeme dva zékladné druhy in-
variantnosti, invariantnost vzhladom na posun a invariantnost vzhladom na zmenu
jednotiek. CCR model je invariantny vzhladom na zmenu jednotiek, nie je v8ak inva-
riantny na posun.

V Kapitole 1.4 sme uviedli poziadavku na efektivitu, aby to bola bezrozmerna veli-
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¢ina na intervale (0, 1). Treba povedat, Ze optimalna hodnota ucelovej funkcie 6* resp.

L
TZ}*

efektivity.

u7 tieto vlastnosti spliia, preto ju mozeme priamo chapat ako efektivitu resp. mieru

Poslednou vlastnostou, ktorou sa budeme zaoberat je monoténnost z pohladu miery
efektivity. Miera efektivity je monoténna, ak u neefektivnych tutvarov zvysenie niekto-
rého vstupu alebo zniZenie niektorého vystupu, pri nezmenenych hodnotéch ostatnych
vstupov a vystupov, znamena znizenie hodnoty miery efektivity. Miera efektivity pre
CCR model nie je monoténna, pretoze neidentifikuje vsetky zdroje neefektivity. V pri-
pade, Ze nejakd neefektivnost nebola zachytend v miere efektivity, tak takato miera
bola oznacené ako pseudoefektivita. O velkosti nepostihnutych zdrojov neefektivnosti
napovedajui nenulové zlozky vektorov s?, s¥ ziskané v druhej faze rieSenia podla tretieho

odseku v Kapitole 2.1.

2.3 Interpretacia vysledkov CCR modelu

Vhladom na to, Ze v praktickej ¢asti vytvarame aplikdciu na rieSenie konkrétnych tloh,
musime vediet interpretovat ich rieSenia. V praxi nas pre CCR model bude zaujimat
jeho optimalne riesenie resp. rieSenie dvojfazovou metédou, ktoré je uvedené v Kapi-
tole 2.1. V nasledujicich Tabulkach 5 a 6 sme prehladne zhrnuli vysledky pre CCR
vstupny a vystupny model. V stlpci vysvetlenie sme kvoli prehladnosti vynechali slo-
vicko optimalne.

Nasa webova aplikacia poskytuje pri CCR modeli vSsetky hodnoty uvedené v
Tabulke 5 a 6. Pod rezervou sa v aplikacii rozumie vzdy absolutna rezerva. Hodnota
doplnkovej premennej sa rovné absoliitne]j rezerve iba pri vystupoch vo vstupnom mo-

deli a iba pri vstupoch vo vystupnom modeli.

3 BCC model

BCC model je dalsim dolezitym modelom DEA analyzy. Ide v podstate o model, ktory
je analogiou k CCR modelu pre variabilné vynosy z rozsahu. Utvar, ktory oznacime
za efektivny pomocou tohto modelu, lezi na hranici efektivnosti mnoziny My g, ktora

sme definovali v Kapitole 1.2. Plati aj analogia zapisov (9) a (10) v CCR modeli pre

27
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Tabul'ka 5: Vystup z CCR vstupného modelu

Premennéa Vysvetlenie Model | Faza
0* hodnota u¢. funkcie, (pseudo)efektivita | OM I
U* hodnota u¢. funkcie, (pseudo)efektivita | MM I
u* hodnota vah vstupov MM I
v* hodnota vah vystupov MM I
(020, Yo) projekcia v smere vstupov OM I
A" referencia na efektivny vzor OM IT
sk nezohladnené rezervy pri vstupoch OM II
Sy absolitne rezervy pri vystupoch OM II
(DT TN, 201 YA efektivny vzor oM II
Ty — Z?Zl TN absolutne rezervy vo vstupoch OM II
Tabul'ka 6: Vystup z CCR vystupného modelu
Premenna Vysvetlenie Model | Faza
# prevratend hodnota u¢. f., (pseudo)efektivita | OM I
Vl* prevratend hodnota u¢. f., (pseudo)efektivita | MM I
u* hodnota vah vstupov MM I
v* hodnota vah vystupov MM I
(o, V*Ys) projekcia v smere vystupov OM I1
A* referencia na efektivny vzor OM IT
sy absolutne rezervy pri vstupoch OM IT
Sy nezohladnené rezervy pri vystupoch OM II
(D A5, D00 Y A) efektivny vzor OM I
> i1 Ui = Yo absolutne rezervy vo vystupoch OM I
koeficienty 6*,1*:
0" = min{0 | (0x,,y,) € Myrs}, (32)
W = maX{w ’ (Imwyo) S MVRS}‘ (33>
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3 BCC MODEL

Na zaklade tychto zapisov vieme definovat obalkovy BCC model, ktory sa od CCR
modelu 1ii len pridanim ohranicenia ) 7, \; = 1.V dualnom (multiplikativnom) mo-
deli sa tato zmena potom prejavi pribudnutim volnej premennej z € R. Definicie BCC
vstupného a vystupného modelu v obalkovej a multiplikativnej forme uvedieme podla

[16] nasledovne:

Definicia 3.1. (Vstupny obdlkovy BCC model) Pod vstupnym BCC modelom v obdlko-
vom zdpise, oznacenie (BCC — I — OM) aplikovanym na DMU,, kde o € {1,...,n},

rozumieme ulohu:

(BCC —1-OM),:  min 6 (34)
s.t. ij)\j + 5 = Ox,, (35)
j=1
> A — 8V =y, (36)
j=1
>N =1A>0, (37)
j=1
A2 0,y 8° 2> 0y 8 > 05 (38)

Optimdlnu hodnotu tcelovej funkcie budeme oznacovat 0.
(Vstupny multiplikativny BCC model) Pod vstupnym BCC modelom v multiplikativ-
nom zdpise, oznacenie (BCC — I — M M) aplikovanym na DMU,, kde o € {1,...,n},

rozumieme ulohu:

(BCC —1—-MM),: IgléuzcuTyo +z (39)
st vlm, =1, (40)

uly; — vl +2<0,5=1,....n (41)

u > 05,v > 0,2 € R. (42)

Ucelovi funkciu budeme oznacovat Us(u,v) :=u'y, + 2z a jej optimdlnu hodnotu U .
(Vystupny obdlkovy BCC model) Pod vystupnym BCC modelom v obdlkovom zdpise,
oznacenie (BCC — O — OM) aplikovanym na DMU,, kde o € {1,...,n}, rozumieme
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3 BCC MODEL

ulohu:

(BCC — 0O —0OM),: \I,I}\lixy\ll (43)
s.t. Z i\ + 57 =, (44)

j=1
D yih — st = Ty, (45)

j=1
DA =1A>0, (46)

j=1
A>0,,8°>0,,s">0,. (47)

Optimdlnu hodnotu tcelovej funkcie budeme oznacovat V.
(Vystupny multiplikativny BCC model) Pod vijstupngm BCC modelom v multiplika-
tivnom zdpise, oznacenie (BCC—O—M M) aplikovanym na DMU,, kdeo € {1,...,n},

rozumieme tlohu::

(BCC -0 —MM),: IE?I;(’UT?EO —z (48)
st uly, =1, (49)

uly; — vl +2<0,5=1,...,n (50)

u>05,v>0,,2 € R. (51)

Ucelovii funkciu budeme oznacovat V,(u,v) := v 2, — 2 a jej optimdlnu hodnotu V.

Poznamka 3.2. Optimdlne riesenie pri BCC modeloch interpretujeme analogicky ako v
pripade CCR modelov. Efektivitu (pseudoefektivitu) urcuje optimdlna hodnota tcelovej
funkcie pri vstupnom modeli a pri vystupnom modeli je to jej prevrdtend hodnota. Na

vylicenie pseodoefektivity mozZeme pouzit jeden z postupov uvedeniyjch v Kapitole 2.1 .

Multiplikator odpovedajtci ohrani¢eniu Y, A\; = 1 v obalkovom modeli interpretu-
jeme ako volnt premennu z v multiplikativnom modeli. Tento multiplikditor mézeme
interpretovat aj ako vihu pre dodato¢ny vstup resp. vystup, ktory nadobtida hod-
notu 1 pre kazdé DMU. Pri volnej premennej z pre vstupny model nie je dolezité s
akym znamienkom vstupuje do vztahov (39) a (41), doéraz vSak kladieme na to, aby to
bolo rovnaké znamienko. Pri volnej premennej z v pripade vystupného modelu je zase

dolezité, aby vo vztahoch (49) a (51) bolo znamienko rozdielne.
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3.1 Rozsahova efektivita 3 BCC MODEL

3.1 Rozsahova efektivita

Pri VRS sa jednotlivé DMU porovnavaja iba s tymi V RS efektivnymi, ktoré maja
priblizne rovnaké vstupy a vystupy, pri C RS sa porovnavaji so vSetkymi C'RS efek-
tivnymi, bez ohl'adu na ich velkost. Naskytéa sa nam otazka, aky typ vynosov z rozsahu
zvolit pri analyze konkrétnych dat? V praxi sa tento problém riesi napriklad tak, Ze
sa na data aplikuji obidva pristupy. Pouzijeme model vyuzivajici CRS a k nemu
analogicky model vyuzivajuci V RS, ziskané hodnoty potom porovname pomocou tzv.

rozsahovej efektivity (SE). Vzorec pre rozsahovi efektivitu je nasledovny:

E
g — ZCRs

<1 (52)

~ Evgs
SE urcuje, akd pomerné c¢ast neekfektivity Eogrg jednotliveho DMU je spésobené tym,
ze DMU operuje na nevhodnom vynose z rozsahu. Dalsie techniky na urcovanie vhod-
nych vynosov z rozsahu moézeme najst v [5].

O vynosoch z rozsahu vela napovie aj znamienko v optimalnej hodnote volnej pre-
mennej z*. Podla [16], ak z* = 0, efektivny vzor pre testované DMU, lezi na Casti
hranice odpovedajicej konstantnym vynosom z rozsahu. Ak z* > 0, tak na ¢asti hra-
nice odpovedajicej neklesajicim vynosom z rozsahu, ak z* < 0, tak nerasticim vy-
nosom z rozsahu. Rovnako vieme interpretovat hodnotu } A} ziskani z CCR modelu.
Ak Y\ =1, tak efektivny vzor pre testované DMU, pre variabilné vynosy z rozsahu
leZi na Casti hranice odpovedajtcej konstantnym vynosom z rozsahu, ak je > A <1,
tak na Casti hranice odpovedajicej neklesajiucim vynosom z rozsahu, ak > A7 > 1, tak

nerasticim vynosom z rozsahu.

3.2 Vlastnosti BCC modelu

V tejto kapitole uvedieme zakladné a pre nasu pracu dolezité vlastnosti BCC modelu,
ktoré nie su vSetky totozné s CCR modelom, akoby sa mohlo na prvy pohlad zdat.
Opét budeme vlastnosti uvadzat bez dokazov a matematickych viet, v pripade zaujmu
si ich citatel moze najst v [16].

O efektivite BCC modelu vieme v porovnani s CCR modelom povedat, ze Egcc >
Eccor. To vyplyva z konstrukeii mnozin Mcgrs a My rs, pretoze plati, ze Mors O My gs.

Geometricky si to moézeme vysvetlit tak, ze ak aplikujeme rovnaky druh projekcie na

31



3.3 Interpretacia vysledkov BCC modelu 4 ADITIVNY MODEL

[ubovolny utvar, tak ten to bude mat dalej k hranici efektivnosti mnoziny Mcorg ako
ku hranici mnoziny My gs.
Rozdiel BCC modelu v porovnani s CCR modelom je v tom, Ze uz neplati vztah

= bse-

(31). Vo v8eobecnosti moze nastat pripad, Ze 0* moze vyjadrovat efektivitu a
udoefektivitu, dokonca sa mozeme stretniut aj s pripadom, ze 8* < 1 a % =1

Modely BCC, tak ako aj CCR, su invariantné vzhladom na zmenu jednotiek. Mo-
del BCC vstupne orientovany je invariantny vzhladom na posun vystupov, ale nie je
invariantny vzhladom na posun vstupov. Pri posunoch zachovava klasifikaciu atvarov
na efektivne a neefektivne. Model BCC vystupne orientovany je invariantny vzhladom
na posun vstupov, ale nie je invariantny vzhladom na posun vystupov. Pri posunoch
tak isto zachovava klasifikdciu atvarov na efektivne a neefektivne.

Posledna nami uvedena vlastnost pre BCC model sa tyka monotonnosti. Rovnako

ako pri CCR modeli aj pri BCC modeloch miera efektivity nie je monoténna.

3.3 Interpretacia vysledkov BCC modelu

Interpretacia vysledkov sa oproti CCR modelu zmeni v chédpani optimélnej hodnoty
ucelovej funkcie (efektivity), ktora vyplyva z druhého odseku v Kapitole 3.2 a v pridani

volnej premennej z. Interpretacia vysledkov je uvedend v Tabulkach 7 a 8.

4 Aditivny model

V predchadzajicich kapitolach sme opisali vstupny resp. vystupny CCR a BBC model.
Pri vstupnom modeli sme spokojni s vystupmi a snaZzime sa radialne skratit vstupy.
Pri vystupnom modeli je to analogické, ¢ize sme spokojni so vstupmi a snazime sa
radialne predizit vystupy. V niektorych situaciach vak nemusi byt vhodné preferovat
vstupy pred vystupmi, ¢i naopak. Vtedy musime vyuzit neorientované modely, ktoré sa
nezameriavaju ani na vstupy, ani na vystupy. Takymto modelom je aj aditivny model,
na ktory sa opéat pozrieme najprv cez obalkovy pristup. Aditivny model hlada efektivny
vzor spomedzi vSetkych moznych efektivnych vzorov tak, aby sa maximalizoval sicet

doplnkovych premennych (slackov), ¢o mozeme analyticky zapisat nasledovne:
maze giels* +els¥ | (o — 5" Yo+ 5V €M, s >0, s/>0} (53)
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Tabul'ka 7: Vystup z BCC vstupného modelu

Premennéa Vysvetlenie Model | Faza
0* hodnota u¢. funkcie, (pseudo)efektivita | OM I
U ucelova funkcia MM I
2" volna premenna vynosov z rozsahu [-MM I
u* hodnota vah vstupov MM I
v* hodnota vah vystupov MM I
(020, Yo) projekcia v smere vstupov OM I
A* referencia na efektivny vzor OM II
sk nezohladnené rezervy pri vstupoch OM I1
s, absolutne rezervy pri vystupoch OM IT
(DG TN, D1 YA efektivny vzor OM II
Ty — Z?:l TN absoliitne rezervy vo vstupoch OM II
Tabul'ka 8: Vystup z BCC vystupného modelu
Premenna Vysvetlenie Model | Faza
v* hodnota ué¢. funkcie, (pseudo)efektivita | OM I
% prevratena hodnota u¢. f. MM I
z* volna premenna vynosov z rozsahu [-MM I
u* hodnota vah vstupov MM I
v* hodnota vah vystupov MM I
(o, V*Ys) projekcia v smere vystupov OM I1
A* referencia na efektivny vzor OM II
sy absolitne rezervy pri vstupoch OM II
Sy nezohladnené rezervy pri vystupoch OM II
(DG TN, D1 YA efektivny vzor OM II
Z?Zl YiA; = Yo absoliitne rezervy vo vystupoch OM II
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Testovany bod sa snazime posuniut v smere zmensSenia vstupov a zvacSenia vystupov
maximélne tak, aby po tomto posune este zostal v mnozine M. V pripade, Ze mnozina
M = Mc¢grs, model odpoveda konsStantnym vynosom z rozsahu. V pripade, ze M =
My rs, model odpoveda variabilnym vynosom z rozsahu. Vyuzitim analytického zapisu
mnozin Mcgrs a Mygrg podla vztahov (4) a (5) moézeme sformulovat aditivny model v
obalkovej forme odpovedajici CRS a VRS aj s definiciou efektivity v tvare, ako mozeme

najst v [16] nasledovne:

Definicia 4.1. (Aditivny obdlkovy CRS model) Pod aditivnym modelom v obdlkovom
zapise odpovedajicim konStatngm viynosom z rozsahu, oznacenie (AD — OM — CRS),

aplikovanym na DMU,, kde o € {1,...,n}, rozumieme ilohu:

(AD — OM — CRS),: /\min —(el s + el'sY) (54)
s.t. Z N + 57 =z, (55)
j=1
Dy — 8 = yo, (56)
j=1
A>0,,s5 >0,,s>0,. (57)

Optimdlnu hodnotu ticelovej funkcie budeme oznacovat AZCFS.

Definicia 4.2. (Aditivny obdlkovy VRS model)Pod aditivnym modelom v obdlkovom
zdpise odpovedajicim variabilngm vynosom z rozsahu, oznacenie (AD — OM — V RS),

aplikovanym na DMU,, kde o € {1,...,n}, rozumieme ilohu:

(AD — OM — VRS),: )\min —(el s +el'sY) (58)
s.t. ij/\j + 5% =x,, (59)
j=1
D yidi = 8 =y, (60)
j=1
j=1
A>0,,s8° >0,,s>0,. (62)

Optimdlnu hodnotu ticelovej funkcie budeme oznacovat AVES.
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Definicia 4.3. Ak pre optimdlnu hodnotu lohy (AD — OM — CRS/V RS), plati, Ze
Ar =0, dtvar DMU, je efektivny. V opacnom pripade t.j., ak pre optimdlnu hodnotu
tlohy (AD — OM — CRS/V RS), plati, Ze A% # 0, dtvar DMU, je neefektivny.

Utvar je efektivny v zmysle Definicie 4.3, len ak je efektivny aj v zmysle pareto-
efektivnosti. Pri neorientovanych modeloch neuvazujeme pseudoefektivitu, pretoze kaz-
dym vzorom je vzdy bod na efektivnej hranici t.j. efektivny vzor. Ak by to tak ne-
bolo, potom optimalne rieSenie \*, s**, s¥* a vzor, ktorym je (Z?Zl T3, Z?Zl YiN;) =
(2o — ™, Yo + s¥*) by bolo mozné vyjadrit ako kombinaciu niektorych efektivnych tt-
varov a doplnkovej premennej, ktora by nas posunula na hranicu efektivnosti pozdiz
hranice pseudoefektivnosti. Definicie 4.1 a 4.2 st tlohami linedrneho programovania,

preto k nim vieme zostrojit duélnu tlohu nasledovne:

Definicia 4.4. (Aditivny multiplikativny CRS model) Pod aditivnym modelom v mul-
tiplikativnom zdpise odpovedajicim konstantngm vgnosom z rozsahu, oznacenie (AD —

OM — CRS), aplikovangm na DMU,, kde o € {1,...,n}, rozumieme tlohu:

(AD — MM — CRS),: maxu’y, — vz, (63)

st uly;—v'z;<0,i=1,....n (64)

U> e,V > epn. (65)

Ucelovi funkciu budeme oznacovat A,(u,v) := u'y, — vz, a jej optimdlnu hodnotu

Az

Definicia 4.5. (Aditivny multiplikativny VRS model) Pod aditivnym modelom v mul-
tiplikativnom zdpise odpovedajicim variabilngm viynosom z rozsahu, oznacenie (AD —

OM — VRS), aplikovanym na DMU,, kde o € {1,...,n}, rozumieme tlohu::

(AD — MM —VRS),: maxu’y, — vpw, + 2 (66)
st wy —vr;+2<0,j=1,...,n (67)
U> e,V > em, 2 € R. (68)

Ucelovii funkciu budeme oznacoval A,(u,v) := u”y, —vpx,+ 2 a jej optimdlnu hodnotu

Az,
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Definicia efektivity je pre multiplikativny model rovnaka ako pre obélkovy (vid
Definiciu 4.3).

Ak sme pri aditivnom modeli uvazovali VRS, tak si mozno v8imnut analogiu s CCR a
BCC modelom. V obalkovej forme sa pridalo ohrani¢enie » | \; = 1 a v multiplikativnej

forme volna premenna z.

4.1 Aditivny model s vihami

Pri obalkovom aditivnom modeli s vahami uvazujeme t¢elovii funkciu v tvare (w®)? s*+
(w¥)Ts¥, kde w® > 0,w? > 0 st vopred zvolené¢ vektory oznacované ako slackové véhy.
V pévodnom obalkovom modeli (AD—OM —CRS/V RS), bola ucelova funkcia v tvare
el s*+el'sY teda obycajny stcet slackov. TAto zmena sa potom prejavi v ohraniceniach
multiplikativneho modelu (AD — MM — CRS/V RS),) zmenou podmienky u > ez, v >
em Na podmienku u > wy, v > w,. Ucelom tejto modifikacie je vhodnejsim vyberom
slackovych vah zabezpecit nezavislost tucelovej funkcie od volby jednotiek, v ktorych

si vyjadrené jednotlivé vstupy a vystupy. Takymto vhodnym vyberom je volba vah v

tvare:
wf:m, i=1....m (69)
w},’:m, r=1,...,s. (70)
kde R}, RY sa napriklad rovna:
(a) R?Y = max; x;j, RY = max; y,;,
(b) Rf =3 T wy,  RE= 237y,
(c) RY = max;z;; — min; z,j, R? = max; y,; — min; y,;,

(d) R? je standardné odchylka i-teha vstupu RY r-teho vystupu, t.j.

n

Rf =0} = EE (35 — T;)?, ‘”’:Rglx”’
j:

J=1

n

1 B I
RZ{ = J’ry = H Z(y’tj - yr)2’ Y, = H Zyrj-
j=1 j=1

V nasej webovej aplikacii sme pouzili volbu vah podla poslednej moznosti (d).
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4.2 Efektivita v Adititivhom modeli

Na rozdiel od CCR a BCC modelov, kde sme hodnotu ti¢elovej funkcie mali v intervale
(0,1) pri vstupnom modeli, alebo sme ju vedeli velmi rychlo a jednoducho upravit
do tohto intervalu pri vystupnom modeli, v aditivnom modeli je hodnota tucelovej
funkcie v intervale (—oo,0). Aby sme vedeli rozumne interpretovat vysledky, musime
nejakym sposobom preskalovat hodnotu ucelovej funkcie do intervalu (0, 1). Oznac¢me si

optimalnu hodnotu tcelovej funkcie 5%, podla [27] mame niekol'ko spésobov skalovania:

Eop = 7 (71)

Ep = - =22 72

r - (SR ) ™)
U*Tyo + Z* U*Tyo

Ep = . 73

D max { U*TI'O ’ U*T.I‘O — } ( )

V nasej webovej aplikicii poskytujeme vypocet hodnoty Ep, pricom usporiadana
dvojica (z,9) je efektivny vzor pre DMU, a vyraz Ep sa dé interpretovat ako priemer

parcidlnych efektivit.

4.3 Vlastnosti aditivneho modelu

O niektorych vlastnostiach aditivneho modelu sme hovorili uz v predchadzajucich ka-
pitolach. V tejto kapitole si v niekolkych odstavcoch zhrnieme tie najdolezitejsie a
pridame dalsie. Dopodrobna s vlastnosti AD modelu zhrnuté v [16].

V 1uvode kapitoly 4 sme definovali jednotlivé modely a ich ucelovia funkciu sme
oznacili A%, t4 moze nadobudat hodnoty z intervalu (—oo, 0). Optimalna hodnota tejto
acelovej funkcie zaroveil zachytéava vietku neefektivnost. Utvar sa vzdy posiva na hra-
nicu efektivnosti, pretoze do tcelovej funkcie vstupuju hodnoty vsetkych doplnkovych
premennych.

Co sa tyka invariantnosti, aditivny model nie je invariantny na zmenu jednotiek,
zachovava sa vSak klasifikdcia utvarov na efektivne a neefektivne. Aditivny model s
vahami, pri volbe vah uvedenych v Kapitole 4.1 (a)-(d) je invariantny na zmenu jed-
notiek. Aditivny model s VRS je invariantny vzhladom na posun, zatial ¢o model s

CRS nie je invariantny vzhl'adom na posun.
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Poslednou skiimanou vlastnostou aditivneho modelu je monoténnost, pretoze opti-
méalna hodnota ucelovej funkcie, rovnako ako miery podla vzorcov (71) a (72) st mo-

notoénne.

4.4 Interpretacia vysledkov aditivneho modelu

Pri intepretacii vysledkov sa oproti CCR a BCC modelu zmenila tucelova funkcia, ktora
mé teraz oznacenie A* a pouziva sa pri CRS aj VRS pre obalkovy, aj multiplikativny
model. Zaroven pribudla jedna volna premennéa v multiplikativnhom modeli pre VRS,
ktora sa oznacuje z,. Prehladne je interpretacia vysledkov aditivneho modelu spraco-

vana v Tabulke 9:

Tabul'ka 9: Vystup z aditivneho modelu

Premenna Vysvetlenie Model
A* hodnota tucelovej funkcie OM/MM-CRS/VRS
Ep dopocitana hodnota ef. podla (72) | OM/MM-CRS/VRS
(DG TN, 2 yiA) = (3,9) efektivny vzor OM-CRS/VRS
s absolttne rezervy vo vstupoch OM-CRS/VRS
sY* absolutne rezervy vo vystupoch OM-CRS/VRS
A* referencia na efektivny vzor OM-CRS/VRS
u* hodnota vah vstupov MM-CRS/VRS
v* hodnota vah vystupov MM-CRS/VRS
z* volna premenna vynosov z rozsahu MM-VRS
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5 SBM model

V predoslych kapitolach sme sa venovali CCR, BCC a aditivnemu modelu, ktoré si
jednoduché a pomerne dobre zname. V tejto kapitole sa budeme venovat SBM modelu,
ktory bol predstaveny Tonem v roku 2000.

SBM alebo ,slack based measure* model vznikol na zéaklade snahy odstrénit prob-
lémy, ktoré vznikli pri aditivnom modeli. Aditivny model sice spolahlivo odlisuje efek-
tivne utvary od neefektivnych, problémom vSak zostava miera efektivity, pretoze nie
je z intervalu (0,1). Ucelova funkcia aditivneho modelu spliia podmienku monotén-
nosti, ¢o je vyhodou oproti CCR alebo BCC, nespliia viak podmienku invariantnosti
vzhladom na zmenu jednotiek, ¢o je problém. Ako rieSenie tychto problémov vznikol
SBM model, kde sa oproti aditivnemu modelu zmenila iba tcelova funkcia. Pri definicii
SBM modelu budeme vychadzat z knihy [3]|. Najprv si sformulujeme zakladny model,

z ktorého budeme vychéadzat pri formulécii ostatnych modelov.

Definicia 5.1. (SBM) Pod SBM modelom, oznacenie (SBM), aplikovanym na DMU,,

kde o € {1,...,n}, rozumieme ilohu matematického programovania:
1Ly 2
(SBM),:  min p= —2™" ZS’—l Lio (74)
el 1+ % Zr:l ;T
s.t. Z TN + 5 =, (75)
j=1
Z YiAi — 8 = Yo, (76)
j=1
A>0,,5 >0, >0,. (77)

Optimdlnu hodnotu tucelovej funkcie budeme oznacovat p.

Treba si v8§imniut, Ze podmienky pripustnosti tohoto modelu st rovnaké ako pod-
mienky pripustnosti pre aditivny model odpovedajici CRS. Préave sformulovany model
sa teda logicky viaze na mnozinu Magrg. Pre mnozinu My gg dostavame model pre
VRS, ¢o sa v podstate prejavi iba pridanim podmienky » " \; = 1.

Uvedme si este definiciu efektivity atvaru podla SBM modelu v tvare [16]. Této
definicia bude platit pre vSetky typy SBM modelov, ktoré dalej uvedieme v tejto kapi-

tole.
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5 SBM MODEL

Definicia 5.2. SBM-mierou efektivnosti utvaru DMU, = (z,,y,) nazveme optimdlnu
hodnotu ticelovej funkcie tilohy (SBM) v bode (x,,y,). Utvar DMU, = (2,,y,) je SBM-
efektivny, ak pre jeho SBM-mieru efektivnosti plati: p* = 1.

Poznamenajme, ze SBM model predpoklada kladné vstupy aj vystupy. V [3] je
navrhnuté ako postupovat v pripade nulovej hodnoty v datach. V nasSej webovej
aplikacii sme tak isto predpokladali kladnost vstupnych a vystupnych dat.

Sktsme sa pozriet na tento model blizsie, predpokladajme, ze (s*, s¥*, \*) je opti-

maélne rieSenie tlohy (SBM). Optimélne rezervy si prepisme do nasledovného tvaru:

St =, — Y A (78)
j=1
Y — Zyj)‘;k' ~ Yo- (79)
j=1

Dosadme tieto vyrazy (78), (79) do tucelovej funkcie a dostaneme ucelova funkciu v

tvare: i A
. TiA: )i
* % 2721 : wlioj . (80)
iZiﬂ 1y X))

Yio

Pre nas st zaujimavé vyrazy Z;;l TN\ a 2?21 y;A\j, pretoze predstavuji efektivny
vzor. Citatel resp. menovatel vieme interpretovat ako aritmeticky priemer pomerov
idedlnych vstupov resp. vystupov ku skutoénym vstupom resp. vystupom.

V Definicii 5.1 sme definovali model v zlomkovom tvare, ktory je vSak velmi zloZity
na rieSenie. Ovela jednoduchSou volbou je riesit tlohu linearneho programovania. Do
hibky je postup prevodu na tilohu LP vysvetleny v knihe [3], my si uvedieme len hlavni
ideu odvodenia: Uéelovt funkciu vynasobime &islom ¢ > 0. Po tejto tprave sme dostali

homogénnost a mézeme normalizovat vstupy v tcelovej funkcii. Dostaneme nasledovny
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5 SBM MODEL

model, ktory vSak este stéle nie je tlohou linearneho programovania:

) 1 A ts?
(SBM),: /\giglsyT—t— EZ_;IE_W (81)
1 ts?
sttt -y ot =1, (82)
§° 1 Yro
Z T\ + 5" =z, (83)
j=1
Dy — 8 =y, (84)
j=1
A> 0,8 > 0,8 >0y, > 0. (85)

Aby sme dostali ilohu LP musime v predchadzajicom modeli nejakym sposobom od-
stranit dva problémy, stc¢iny ts?, ts¥ a ostri podmienku ¢ > 0. Prvy problém odstranime
tak, ze ohrani¢enia (83), (84) prenasobime premennou ¢. Vzniknutych stuc¢inov sa potom

zbavime velmi l'ahko substittciou:
ST —ts", SV =ts!,  A=t\ (86)

Problém s ostrou nerovnostou ¢t > 0 vyriesime tak, ze ju vypustime. Na to aby sme to
mohli urobit musime dokazat, Ze ju nepotrebujeme. Ak pripustime, ze t > 0 dostavame
konflikt v nerovnosti (83). Ak by sa t = 0, potom z ohrani¢eni (83), (84) a kladnosti
vektorov x,y dostavame, ze S* = 0,5Y = 0,A = 0, ¢o je ale spor s ohrani¢enim
(82). Nase tvrdenie sme dokézali a konetne mozeme definovat SBM model ako tlohu

linearneho programovania. Model definujeme z pohladu CRS aj VRS.

Definicia 5.3. (SBM-OM-LP-CRS) Pod SBM modelom v obdlkovom tvare odpove-
dagicim konstantnym vynosom z rozsahu, oznacenie (SBM — OM — LP — CRS),
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5 SBM MODEL

aplikovanym na DMU,, kde o € {1,...,n}, rozumieme ilohu:

N

(SBM — OM — LP — CRS),: min T=1t—— (87)
A\ t,5%.SY m = Tio
1< Sy
st tH-» =1, (88)
S “= Yro
Z iL’jA]’ + 5% = t[lﬁ'o, (89)
j=1
> Yk — S = ty,, (90)
j=1
A >0,,5% > 0,5 >0, (91)

Optimdlnu hodnotu ticelovej funkcie budeme oznacovat TEF5*.

Definicia 5.4. (SBM-OM-LP-VRS) Pod SBM modelom v obdlkovom tvare odpovedaji-
cim variabilnym viynosom z rozsahu, oznacenie (SBM —OM—LP—V RS), aplikovanym
na DMU,, kde o € {1,...,n}, rozumieme ulohu:

1 o S%

(SBM —OM — LP = VRS);:  min 7=t Zl - (92)
1<~ SY

st =) =1, 93
. ; " (93)
Z ZEjAj —|— SI = t[L'O, (94)

j=1
>y — SV = ty,, (95)

j=1
Z Aj =1, (96>

j=1
A>0,,5°>0,,S¥ >0, (97)

Optimdlnu hodnotu ticelovej funkcie budeme oznacovat ) F*.

Vo vSeobecnosti maju tlohy linearneho programovania svoj dualny protajsok. Najprv
si uvedme poznamku resp. zjednodusenie, ktoré ndm pomoze pri zéapise tulohy (SBM —

LP — CRS/VRS), do dualneho tvaru:

Poznamka 5.5. Pre [ubovolny kladny vektor x € R" zavedme podla [16] oznacenie

1 /11 1\"
=)



5.1 Vstupny a vystupny SBM model 5 SBM MODEL

Definicia 5.6. (SBM-MM-LP-CRS) Pod SBM modelom v multiplikativnom tvare od-
povedagicim konstantnym vynosom z rozsahu, oznacenie (SBM — MM — LP — CRS),

aplikovangm na DMU,, kde o € {1,...,n}, rozumieme ilohu:
(SBM — MM — LP — CRS),: max O=1+u"y,—v'z,  (98)
0eRvER™ uERS
st uly; —vTz; <0, j=1,....n (99)
11
V> ——, (100)
mx,
T r 11
u>(1+u y, —v z,)——. (101)
S Yo
(102)

Optimdlnu hodnotu ticelovej funkcie budeme oznacovat 0575,

Definicia 5.7. (SBM-MM-LP-VRS) Pod SBM modelom v multiplikativnom tvare od-
povedagicim variabilngm vynosom z rozsahu, oznacenie (SBM — MM — LP — V RS),
aplikovangm na DMU,, kde o € {1,...,n}, rozumieme lohu:

(SBM — MM — LP —VRS),: max 0=1+u"y, — vz, + 2 (103)

0,ze Rye R™ ucR*
st uly;—vTz;+2<0, j=1,...,n (104)
11

> - - 105
Y= T, (105)
T r 11
u>(14+u y,—v x,)——. (106)
S Yo
(107)
Optimdlnu hodnotu tcelovej funkcie budeme oznacovat §Y %5+,

5.1 Vstupny a vystupny SBM model

O vstupom SBM modeli hovorime vtedy, ked zjednodusime povodny (SBM) model
tym, Ze berieme do tvahy iba jeho ¢itatel. O vystupnom hovorime vtedy, ked do tvahy

berieme len menovatel pévodného modelu. Modely uvedieme v nasledovnom tvare:

Definicia 5.8. (SBM-I) Pod SBM vstupngm modelom, oznacenie (SBM — I), apliko-
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5.2 Vlastnosti SBM modelu 5 SBM MODEL

vanym na DMU,, kde o € {1,...,n}, rozumieme tilohu matematického programovania:
, 1 = 7
(SBM —1I),: AIIslzlrsly pr=1-— p- Zl . (108)
s.t. Z i\ + 57 =z, (109)
j=1
Dy — st =, (110)
j=1
A > 0,,8° >0, sY > 0. (111)

Optimdlnu hodnotu tucelove] funkcie budeme oznacovat pj,.

Definicia 5.9. (SBM-0) Pod SBM vystupngm modelom, oznacenie (SBM — O), ap-

likovanym na DMU,, kde o € {1,...,n}, rozumieme tulohu matematického programo-
vania;
(SBM — 0),: 4l Z i (112)
o- )\IETa;(y PO = s - Yro

s.t. Z N + 5 =z, (113)

j=1
D uidi— s =y, (114)

j=1
A>0p,8" > 04,57 > 0. (115)

Optimdlnu hodnotu ticelovej funkcie budeme oznacovat p9*.

Miera efektivity pri vstupoch bude priamo hodnota ucelovej funkcie pj, , pri vystu-

poch to bude rovnako ako pri CCR alebo BCC prevratena hodnota poé*' Pri tychto
modeloch treba vSak upozornit na to, %e tu existuje rovnaky problém s odhalovanim
pseudoefektivnych ttvarov ako to bolo pri CCR a BCC modeli. Aj tieto modely existuju
vo verzii pre VRS, v obalkovej forme pribudne podmienka > A = 1, v multiplikativnej

volné premenné.

5.2 Vlastnosti SBM modelu

V tejto kapitole sa zameriame na dolezité vlastnosti SBM modelu, ktoré zhrnieme v

niekol'kych odsekoch. Budeme ich uvadzat bez dokazov, dopodrobna st uvedené v [16].
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5.3 Interpretacia vysledkov v .SBM modeli 5 SBM MODEL

Zamerajme sa najprv na ucelova funkciu a hodnotenie efektivity. V Definiciach 5.3
a 5.4 sme definovali SBM model pre CRS a VRS. Hodnotu tcelovej funkcie p} mozeme
chapat aj ako efektivitu, pretoze lezi na intervale (0, 1) a navySe p? = 1 len ak je utvar
efektivny. Uvedomme si, ze ak p? = 1, tak ma nulové doplnkové premenné s** = 0 a
s*¥ = 0. Ohl'adom efektivity spliia SBM model aj dalsiu dolezitt vlastnost, a to Ze
zohladnuje v8etky druhy neefektivity a preto plati tvrdenie, Ze Esgy < Eccr. SBM
efektivne jednotky su efektivne aj z pohladu CCR modelu, avsak CCR pseudoefektivne
jednotky st SBM neefektivne, vieme teda spolahlivo a bez dalsich vypoctov odhalit
pseudoefektivitu.

V tvode Kapitoly 5 sme vy¢itavali aditivnemu modelu, Ze nesplial vlastnost inva-
riantnosti na zmenu jednotiek a oc¢akavali sme, ze SBM model tento problém odstréani.
SBM je invariantny vzhladom na zmenu jednotiek, nie je vSak invariantny vzhladom
na posun. Tak isto sme ocakavali ze SBM model bude mat vlastnost monoténnosti, ¢o

sa aj da Tahko overit.

5.3 Interpretacia vysledkov v SBM modeli
Interpretaciu vysledkov sme zhrnuli do nasledujicej Tabulky 10.

Tabul'ka 10: Vystup z SBM modelu

Premenna Vysvetlenie Model

p* hodnota ucelovej funkcie OM/MM-CRS/VRS

s absolutne rezervy vo vstupoch OM-CRS/VRS

sY* absolutne rezervy vo vystupoch OM-CRS/VRS

\* referencia na efektivny vzor OM-CRS/VRS

u* hodnota vah vstupov MM-CRS/VRS

v* hodnota vah vystupov MM-CRS/VRS

2* volnéa premenné vynosov z rozsahu | SBM-MM-CRS/VRS
(i TN D20 viA)) = (2, 9) efektivny vzor OM-CRS/VRS
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6 AR model

Assurance Region model bol vyvinuty v roku 1986 Thompsonom, Singletonom a spol.
Tento model vznikol na zaklade potreby zahrnut do ohrani¢eni modelov aj obmedzenia
na vahy. V predchadzajicich modeloch sme mali jedind podmienku na véhy, a to bola
nezapornost hodnot vstupov resp. vystupov a ich celkova nenulovost. Potreba ohra-
nicit nejakym sposobom véahy bola logickym vytustenim praktického pouzivania DEA
modelov, pretoze vznikali situacie, v ktorych bolo nutné obmedzit pripustné véahy, a
teda aj optimalne. Takéto situdcie moézu vyplynut priamo z podstaty problému alebo
ak rieSsenim modelu (napr. CCR) ziskame optiméalne vahy, ktorych rozdiel alebo podiel
zloziek je neprimerane vel'ky. Dalsim problémom by mohla byt potreba zohl'adnit velky
pocet vstupov resp. vystupov pre relativne maly pocet DMU. Jednou z moznosti ako
vzniknuté problémy odstranit je uz spominana moznost pridat do modelu ohranicenia
na multiplikatory. V literatire [3] mozno najst priklad takéhoto ohranicenia v tvare:
dig < 2 < hip (116)
U1
kde d; 2 je dolné a h o je horné hranica, ktort moze pomer vah g—; nadobudat. Takéto
ohrani¢enia je mozné pridat ku ktorémukolvek modelu a tym zazit mnoZinu multip-
likdtorov. Standardne sa rozliSuji ohranicenia zvlast pre vstupy a zvlast pre vystupy.

Vsetky ohranicenia prichadzajtuce do uvahy zapiSeme podla [16] nasledovne:
Ujdjﬂ' SUi Svjhj,i; Vi € {]+1,,m},j S {j,...,m—l}, (117)

ugDyr <, <u;H,,, Vre{g+1,...;s},ge{l,...,s—1}, (118)

kde d;;, hji, Dy r, Hyr st dolné a horné hranice. Treba eSte povedat, Ze nie je nutné
vyuzivat v8etky ohranicenia, ak niektoré ohranic¢enie nie je potrebné, jednoducho ho

vynechame. Ohranicenia (117), (118) mo6zeme rozpisat nasledovne:
vid;; —v; <0, —vjhj; +v; <0 Vie{j+1,....m},j€{j,...,m—1},
ugDyr — uy <0, —ugHg, +u, <0 Vre{g+1,...,s},ge{l,...,s —1}.
Prepisom do maticového tvaru dostaneme:
Py <0,  QTu<0g,
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kde P € R™*® a () € R**P st1 obdlZnikové matice, ktoré mozeme schematicky znazornit

nasledovne:

du
—1
P=| o
0

D1y
—1

—haa
1
0
0

_H12

di3
0

-1
0

D3
0
-1
0

—hys
0
1
0

—Hi3
0
1

0
das
-1

0

0
Dy3
-1

0

0
—has
1
0

0
—Hos

) (119)

(120)

Takéto ohranic¢enia je mozné pridat ku ktorémukolvek modelu v multiplikativnom

tvare. Treba v8ak pocitat s tym, Ze sa urc¢itym spdsobom zmenia aj vlastnosti daného

modelu. D& sa predpokladat znizenie efektivit, ubytok poctu efektivnych aj pseudo-

efektivnych utvarov. Pri volbe ohranic¢eni v8ak treba byt opatrny, pretoze by mohla

vzniknit nepripustnost prislusnej tlohy.

V odbornej literatire ale aj v praxi sa ohrani¢enia na volbu véh spéajaju hlavne s

CCR modelom, preto zadefinujeme AR-CCR model podla [16] nasledovne:

Definicia 6.1. (Vstupny multiplikativny AR-CCR model) Pod vstupnym AR-CCR mo-

delom v multiplikativnom zapise, oznacenie (AR — CCR — 1 — M M), aplikovangm na

DMU,, kde o € {1,...,n}, rozumieme tulohu:

(AR—CCR—1—-MM),: H}L%quyo (121)
st v, =1, (122)

uly; —vTz; <0,5=1,...,n (123)

PTv < 04, QTu < 0, (124)

u> 04,0 > 0. (125)

Ucelovii funkciu budeme oznacovat UM (u,v) := uTy, a jej optimdlnu hodnotu UR.
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V tejto definicii a a B vyjadruja pocet ohrani¢eni na vstupy, resp. vystupy a matice
P, @Q su v tvare (119) a (120). Efektivnost a efektivitu definujeme rovnako ako pre CCR
model podla Tabulky 4. KedZe tento model je tlohou linedrneho programovania, tak
k nemu vieme vytvorit dudlnu tlohu. Postup ako to urobit je dopodrobna vysvetleny

v [16], my preberieme len jeho znenie nasledovne:

Definicia 6.2. [16] (Vstupny obdlkovy AR-CCR model) Pod vstupngm AR-CCR mo-
delom v obdlkovom zdpise, oznacenie (AR — CCR— 1 — OM) aplikovangm na DMU,,

kde o € {1,...,n}, rozumieme tlohu:
(AR—CCR—1-0M),: Q’A’?Ti’:glz’sy 7 (126)
s.t.  XA—Pr+s" =0z, (127)
YA+ Q1 -5 =y,, (128)
A> 0,7 > 04,7 > 05 (129)
s° > 0,,,sY > 0,. (130)

Optimdlnu hodnotu ticelovej funkcie budeme oznacovat 4%,

Premenné 7 a 7 st « a  rozmerné premenné, ktoré vznikli pri prevode multiplika-
tivnej ulohy na obalkovi. Efektivita a efektivnost je totozna ako pri CCR modeli, ktora
je mozné najst v Tabulke 1. Analogicky by sme mohli definovat AR-CCR vystupny
model, BCC, aditivny alebo SBM model.

V nasej webovej aplikacii je moznost vypo¢tu AR modelu pre vSetky doposial

spomenuté modely.

6.1 Vlastnosti AR modelu

V porovnani s CCR modelom sa tym, ze sme zaviedli ohrani¢enia multiplikatorov,
rozsiri mnozina produkénych moznosti niektorymi smermi. Jednotky, ktoré boli v po-
vodnom modeli efektivne, no teraz nespliaji ohrani¢enia vah sa presunt do neefektiv-
nej oblasti. Projekciu na hranicu efektivnosti mézeme, podobne ako pri CCR modeli,
definovat nasledovne:

Ty =02, — s + Pr* = X\, (131)
o = Yo+ 8V + QT = VN, (132)
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Pri AR modeli je dolezitym faktorom aj spréavna volba ohraniceni, pretoZe by sme

mohli vo velkej miere ovplyvnit vysledky. Pri volbe ohraniceni je potrebné respekto-

vat velkosti hodnot porovnavanych dvojic vstupov alebo vystupov. Déata je vhodné

naskalovat do intervalu (0, 1), aZ potom je vhodné volit ohranicenia.

Aj ked sme zniZili pocet jednotiek, ktoré mozu byt pseudoefektivne, treba pove-

dat, Ze sme pseudoefektivitu nemuseli odstranit aplne a musime pouzit druhu fazu.

Vlastnosti monoténnosti a invariantnosti ostant rovnaké ako pri pévodnom modeli, ¢o

trivialne vyplyva z povahy veci.

6.2 Interpretacia vysledkov v AR-CCR modeli

Interpretéacia vysledkov sme zhrnuli do nasledujucej Tabulky 11.

Tabul'ka 11: Vystup z AR-CCR modelu

Premenné Vysvetlenie Model | Faza
9+AR hodnota 1¢. funkcie, (pseudo)efektivita OM I
U*AR hodnota u¢. funkcie, (pseudo)efektivita MM I
u* hodnota vah vstupov MM I
v* hodnota vah vystupov MM I
P matica ohranic¢eni na vahy vstupov MM/OM I
Q matica ohranic¢eni na vahy vystupov MM/OM I
* duélna premennéa k ohr. na vahy vstupov OM I
T* dualna premenna k ohr. na vihy vystupov OM I
(0" 0, Yo) projekcia v smere vstupov OM I
A* referencia na efektivny vzor OM IT
sy nezohladnené rezervy pri vstupoch OM II
s, absolitne rezervy pri vystupoch OM II
(XN = P, Y X" +Q1%) efektivny vzor OM II
Ty — Z;L=1 x;N; + Pr absolitne rezervy vo vstupoch OM II
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7 RozSirenia modelov

V predchadzajucich kapitolach sme sa venovali definovaniu modelov a pri tom sme
spomenuli aj niektoré ich vlastnosti. V tejto kapitole sa budeme zaoberat dvomi rozsi-

reniami zakladnych modelov, a to superefektivite a Malmquistovho indexu.

7.1 Superefektivita

V predchédzajicich kapitolach sme sa skor venovali neefektivinym DMU, sktsme sa
teraz zamerat na efektivne DMU a pouvazovat nad tym, ¢o by sa stalo, ak by sme nie-
ktory efektivny utvar vylucili z mnoziny utvarov 27 Vylacime teda efektivne DMU, €
Z, ktoré su z hranice M a vytvorime novu hranicu efektivity M’. DMU, sa spravidla
ocitne mimo M’. Dalej sprojektujeme DMU, na hranicu M’, pomocou vybraného mo-
delu odpovedajicemu uré¢itému typu vynosov z rozsahu. Superefektivitu (oznacenie
SFE) potom ur¢ime pomocou hodnét sprojektovaného bodu ako pomerné nezaporné
¢islo. Musime byt v8ak opatrni v pripade VRS, pretoze SE nemusi byt dobre defi-
nované, pre kazdé efektivne DMU a vtedy kladieme SE = oco. Superefektivita ndm
poméha rozlisit medzi efektivnymi DMU pri vytvarani poradia tatvarov podla efekti-
vity. Problém pri urc¢ovani superefektivity moze nastat pri aditivnych modeloch, kedy
musime zmenit znamienko pri doplnkovych premennych na nekladné. Superefektivita
pri aditivnych modeloch nam rovnako ako ucelova funkcia padne do intervalu (—oo, 0).
V nasej webovej aplikacii poskytujeme hodnotu superefektivity pre kazdy efektivny

utvar pri vSetkych modeloch.

7.2 Malmquistov index

Doteraz sme sa zaoberali hodnotenim efektivity pomocou jednotlivych modelov sta-
ticky. Pomocou vypoc¢tu optimalnej hodnoty premennych v konkrétnom modeli vieme
rozdelit atvary na efektivne a neefektivne, urcit efektivny vzor alebo vypocitat rezervy.
Ak vieme vysledky racionalne implementovat do praxe, mozeme dosiahnut zlepSenie
jednotky, ¢o znamena, ze sa stane efektivnou. Naopak, ak sme vysledky podcenili,
moZe sa stat, Ze sa z efektivnej jednotky stane neefektivna. Z ¢asového hladiska je toto

dolezita skutocnost, ktora v8ak pomocou nami doteraz popisanych modelov nevieme
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zachytit. Tymto problémom sa zaoberali Fare, Grosskopf, Lindgern a Ross v knihe [13].
Za ucelom zachytenia zmien efektivnosti pouzili tzv. Malmquistov index, ktory bol pr-
vykrat formulovany Stenom Malmquistom v [21]. Malmquistov index sa tak ako aj
predoslé modely déa popisat z pohladu vstupov, vystupov pre konStantné aj variabilné
vynosy z rozsahu. My index zadefinujeme z pohladu vstupov a kon§tantnych vynosov
z rozsahu a budeme sa opierat o ¢lanky [19], [12]. Pre ostatné typy sa dajua analogicky
definovat pomocou jednoduchych transformécii.

Uvazujme atvar DMU,, kde o € 1,...,n v dvoch po sebe nasledujiacich obdobiach

t,t + 1. Malmquistov index ma potom tvar:
My (a1 y" 2t y) = F,P,. (133)

Tento vyraz sa nazyva aj "TFP index", alebo "Total Faktor Productivity Index".
Hodnota F, vyjadruje relativnu zmenu efektivity jednotky DMU, oproti ostatnym
jednotkam medzi obdobiami ¢t a ¢+ 1. Hodnota P, kvantifikuje zmenu hranice produké-
nych moznosti spésobent vyvojom technolégie medzi obdobiami ¢ a t + 1. Tieto dve

premenné su definované nasledovne:

_ Dty

F, = Dt (at, yt) (134)
p_ [ Doy Dy y) " (135)
o DZ+1(xt+17 yt+1)DZ+l<xt’ yt) )
potom
o DHL(gH Lyt [ DE (a1 g DE (ot ) 1Y (136)
° Di(atyt) [ D5 (at yt) DS (gt

Funkcia D sa nazyva aj Shepardova distan¢na funkcia a vyjadruje maximélne radialne
proporcionalne skratenie vektora vstupov pri danej irovni vektora vystupov, ktoré mo-
zeme pohodlne pocitat pomocou DEA modelov. Vypocet Malmquistovho indexu vedie
k uloham linedrneho programovania, kde musime pre kazdia DMU, pocitat Styri She-

pardove distancné funkcie v ¢asovych obdobiach t a t + 1. Predpokladajme konstantné
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vynosy z rozsahu a preferencie na vstupy, potom uvazujeme nasledovné tlohy:

Dy(a',y") = minf (137)
s.t. sz)\j < 0!, (138)
j=1
> N >, (139)
j=1
A >0, (140)
Do,y = ming (141)
s.t. Z:r;)\j < Ottt (142)
j=1
D yiN =yt (143)
j=1
A >0, (144)
Dyt (e y™h) = min ¢ (145)
s.t. Zx§+1)\j < Ozttt (146)
j=1
D oyt =yt (147)
j=1
A >0, (148)
DI (at,yh) = min ¢ (149)
s.t. Zx?l)\j < 0!, (150)
j=1
>yt =yl (151)
j=1
A >0, (152)

Optiméalne hodnoty vypoé¢itané podla tychto vztahov potom dosadime do (136) a do-
staneme hodnotu Malmquistovho indexu. Uzitocné je vypocitat aj hodnoty F, a P,
dosadenim do vztahov (134) a (135). Dosiahnuté vysledky potom mozeme interpreto-

vat nasledovne: pre vSetky indexy (zmeny ekonomickej efektivnosti F,, technologického
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pokroku P, a Malmquistovho indexu M,) plati, ze ak st mensie ako jedna, tak nastalo
zhorSenie pozicie v danej oblasti, ak st rovné jednej, tak pozicia zostala nezmenena
a ak su vacsie ako jedna doslo k zlepSeniu. Pri modeloch orientovanych na vystupy
dostaneme hodnotu D ako prevratent hodnotu tcelovej funkcie ).

V nasej webovej aplikicii poskytujeme vypocet vstupného a vystupného Mal-
mquistovho indexu pre konstantné aj variabilné vynosy z rozsahu. Ak by sa stalo, Ze
rieSenie tlohy nie je ohranicené, tak v nasej webovej aplikicii uvadzame hodnotu 0. Ta-
kyto index je potom uzitocny v praxi, lebo poméaha urcit ako vyznamne boli ovplyvnené

jednotlivé jednotky uréitym rozhodnutim.
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8 Prehl'ad dostupnych DEA softvérov

V tvode tejto diplomovej prace sme spomenuli, ze DEA teoria je rychlo rozvijajicou sa
oblastou multikriteridlneho manazmentu. Doteraz sme sa v nasej préaci venovali teorii
jednotlivych modelov, ich zneniam a odvodeniam, aby sme vedeli podla ¢oho sa realne
vyhodnocuje efektivita v konkrétnych pripadoch. S nastupom pocitacov sa vyrazne
zrychlilo a zjednodusilo analyzovanie nejakej technologie pomocou mnozstva softvérov,
ktoré st urcené na vypocet DEA modelov. V tejto kapitole si teda urobime prehlad
jednotlivych softvérov, ktorymi sme sa inSpirovali aj pri tvorbe vlastného softvéru,
ktory rozoberieme v poslednej casti. Jednotlivé softvéry sme rozdelili na komercéné a
nekomerc¢né a analyzovali sme ich z niekolkych pohladov. V prvom rade nas zauji-
malo s akymi modelmi dané softvéry pracuju a ¢o vSetko dokazu vyhodnotit. Dalej
nas zaujimalo pod akou platformou dané softvéry pracuja, uzivatelské rozhranie, do-
stupnd dokumentacia a samozrejme cena. Jednotlivé softvéry budeme hodnotit pomo-
cou ¢lanku [2], ktory sa budeme snazit doplnit o vlastné skisenosti, ktoré vsak mame

len pri niektorych softvéroch.

8.1 Komer¢né DEA softvéry

V tejto kapitole sa budeme zaoberat komerénym DEA softvérom, konkrétne DEA-

Solver-Pro, Frontier Analyst, OnFron a Warwick DEA.

8.1.1 DEA-Solver-Pro

DEA-Solver-Pro [26] je aplikicia, ktora je dostupna pod opera¢nym systémom Win-
dows a konkrétne bezi pod programom Microsoft Excel, z ktorého vyplyva aj uziva-
telské prostredie zobrazené na Obrazku 2. Vstupné data sa do programu zadéavaju
prostrednictvom harku v programe Excel a musia mat $pecificky tvar. Cely proces za-
déavania a vol'by modelov je vytvoreny pomocou okna v Exceli, ktoré poskytuje niekol'ko
moznosti pri vypocte. Tato aplikicia poskytuje volnost pri volbe modelu, nakolko si
uzivatel moze zvolit podla dokumentéacie zo 118 modelov. Vystupom je potom Siroka
skala grafov a tabuliek, ktoré su prehladne spracované v jednotlivych harkoch. Cas Vy-

poctu sa v testovanej verzii V4.0 pohyboval v rozmedzi 5 az 17 sektund, ¢o je pomerne
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vela. Pocet dat je limitovany a hodi sa skor na vypocet mengich tuloh. Dokumentécia je
prehladne spracované a zrozumitelna aj pre menej technicky zdatnych uzivatelov. Cel-
kovo je DEA-Solver-Pro rozsirenym softvérom v okruhu l'udi, ktori sa zaoberaju DEA
problematikou a bol pouzity aj pri tvorbe niektorych knih napr. [3|. Cena testovanej
verzie V4.0 je podla ¢lanku [2] zhruba 1300 eur. Nasa skusenost s touto aplikaciou bola
pozitivna a inSpirovala nas pri tvorbe vlastného softvéru. Zaujalo nas hlavne spektrum
moznosti pri volbe modelu a prehladna a zrozumitelné prezentacia vysledkov. Jed-
nym z nedostatkov nami testovanej verzie V8.0 bola nekompatibilnost s Windows 8.1

a Microsoft Excel 2013.

A E C D E E G H [+] A B c D E F

1 L 4

2 Model Name = DEA-Solver Pro5.0/ CCR(CCR-) Retumns t|

3 Workbook Name = DADEALA ples(LV3)\Sample-CCH

4 |No. DMU Score

5 o Data Projection |Differen

4] 1A 1l CCR

7 Doctor 20 20 BCC

2 MNurse 151 151 Increasing RTS

9 |Qutpatient {100 100 Decreasing RTS

0 Inpatient 90 a0 Generalized RTS

B 2B 1 Assurance Region

12 Doctor |19 19 Assirance Kegion Global
Non-discretionary

13 Nurse 131 13 Non-controllable

14 Outpatient [150 150 Bounded Variable

15 Inpatient  [50 50

18 3 C 0.8827083

17 Doctor 25 20.85

18 Nurse 160 141.23333| -18.76¢

18 Outpatient [160 160 0 0.00% %

20 Inpatient  [55 55 0 0.00% 27

21 4D 1 28

22 Doctor 27 27 0 0.00% 29

23 Muse  |168 168 o] 000% o

+« » .. | Weight | Projection | Grapt .. () L1 ™ Sheetl | Sheet2 | Sheet3

Obr. 2: DEA-Solver-Pro

8.1.2 Frontier Analyst

Frontier Analyst [1] je uzivatelska aplikacia, ktora bezi pod opera¢nym systémom Win-
dows. V tejto aplikacii je vytvorené profesionalne uzivatelské rozhranie, ktoré je na-
zorné, zrozumitelné a pozivatel ma v kazdom momente uplna kontrolu nad datami
a procesmi. Toto rozhranie je zobrazené na Obrézku 3. Jednotlivé analyzy st organi-
zované ako projekty, ktoré obsahuju vstupné data, sibory z Excelu a mnoho iného.
Akonéahle su data vlozené do projektu, zobrazuju sa ako matica, kde sa da jednoducho
pracovat s jednotlivymi DMU, ktoré sa mozu pridavat, mazat alebo menit. Vystupom

z vypoctu je sprava, na ktorej je mnoho grafov a tabuliek, ktoré pontkaju uzivatelom
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analytické vysledky z roznych pohladov, ako napriklad hodnotenie efektivity alebo de-
taily o jednotlivych DMU. Tento program je rozsireny o dalSie zaujimavé funkénosti
ako napriklad HTML generétor, ktory umoznuje publikovat vysledny report na web.
Dokumentécia je napisand prehladne a je doplnena o mnozstvo prikladov a vysvet-
leni. Aplikacia pracuje pomerne rychlo, kedze dokazala vyhodnotit testované data o
431 utvaroch za menej ako 5 sekind. Miernym sklamanim tejto aplikacie je, Ze ne-
poskytuje taku Siroku skdlu vyberu modelov, ako to bolo napr. u DEA-Solveru. Nami
testovana demo verzia bola intuitivna a pracovala velmi jednoducho. Uz v demo verzii
bola pristupna moznost vyhodnocovania Malmquistovho indexu, alebo superefektivity.
Obrovskou vyhodou tohoto softvéru je spracovanie grafov, ktoré sit nazorné, prehladné
a zrozumitelné, zaroven sa tu nachadza aj moznost zakladného Statistického spraco-
vania udajov, ako napr. histogram, maximéalne alebo minimalne hodnoty. Licencie na
tento produkt sa daju zakupit podla poc¢tu pouzivanych DMU, cena sa pohybuje v
rozmedzi od 350 eur pre 250 DMU az po 2000 eur pre 2500 DMU.

“.m1-g4a.fa3 - Frontier Analyst Professional - [Report] =1olx

|9 Ble Edt view window Help ;Iiléll

NEENREREEEETIE
c! Erirt.. @ Design
Show Page:

Main
4 4 [ Efficiency Report sz

85239 DMU44
Page 1 of 20 R e T e

FuatTime-gnp 500 i
caaren

Fieport: |[E ert chart 4]

Analysis

Fieports

Reports

Sort by Show: PremiFul-asze 1200 76.16
om0 wim

Woriniere: En 1=m [
EE mllllh =
smm e

Eanisien
Heres e = Toomo
Data expart A, 1 [RT———

™
lg|
Wigw zoom: [ | | ]—l
XK Stop preview

[+ Limit preview pages

Publish to web.
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TrUEt  Powntal mprovemsnt:
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I T e wwbaazen Paye | 120

Il Becale Ediied i)

Obr. 3: Frontier analyst
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8.1.3 OnFront

On Front [10] je velmi rychla a elegantna aplikacia, ktora bezi pod systémom Windows.
Zadéavanie dat je priame a funguje na baze textovych suborov alebo priameho zadava-
nia. Dalej je potrebné oznacit vstupy a vystupy pre jednotlivé DMU, vybrat model
a formu zobrazenia vystupu, kde program poskytuje niekol'ko moznosti. Vyhodou je,
7e uzivatel ma moznost vyberu z viacerych modelov, chyba v8ak analyza aditivnych
modelov s vahami. Zaujimavou funkcionalitou je, Ze OnFront dokaze spracovat viaceré
efektivity do jednej tabulky a grafu. Umoznuje teda porovnanie pre jednotlivé modely.
Problémom je, Ze pri pouZivani tohto softvéru si uzivatel musi osvojit autorovu ter-
minologiu, ktora nie je konzistentna so Standardnou terminolégiou. Dokumentacia k
tomuto softvéru je velmi prehladne a zrozumitelne zapisand a je moznost stiahnut si
ju priamo z menu vo formate pdf. Cas vypoctu sa pre 431 testovanych ttvarov zmestil
do Siestich sekund, ¢o mozno hodnotit ako dostatocne rychly ¢as vypoctu. Kym os-
tatné softvéry si orientované skor na manazérske aplikicie, OnFront sa skor orientuje
na ekonomicku interpretaciu. Licencovanie je rozdelené podla toho ¢i sa dany softvér
pouziva na akademickej pode alebo pre komerc¢né vyuzitie, cena sa pohybuje od 700 do

1800 eur. Ukazka zo softvéru je zobrazena na Obrazku 4.

8.1.4 Warwick DEA

Warwick DEA softver [9] bol vyvinuty na Univerzite vo Warwicku. Uzivatelské ro-
zhranie je plne grafické a pouziva dve okné, prvé je tabulka dat a druhé je okno s
vystupom. Data sa nacitavaji pomocou textovych siiborov, ktoré sa nésledne zobra-
zuju v tabulke. V menu sa daju nasledne zvolit jednotlivé parametre, to znamena
model, orientaciu modelu, vstupné alebo vystupné parametre a mnoho iného. Selekcia
modelov je limitovana, obsahuje vSak tie najdolezitejsie modely. Zaujimavostou je vy-
pocet superefektivity alebo AR modelov, ktoré tento program pontika. Formu vystupu
si mozeme vybrat z niekolkych moznosti, ktoré obsahuju zoznam utvarov s ich efek-
tivitami, samozrejmostou je vypocet A\ alebo referenc¢nej mnoziny, efektivnych vzorov
a mnoho iného. Vysledky sa daju exportovat ako tabulkovy report alebo databéza.
Softvér obsahuje podrobnta dokumentaciu doplnent o praktické priklady a popisy. Vy-

pocet je vyrazne pomalsi oproti ostatnym programom, navyse dobu vypoctu vyrazne
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Obr. 4: OnFront

ovplyviiuji zvolené parametre. Cena tohto programu sa pohybuje v rozmedzi od 200

do 1600 eur podla poc¢tu DMU. Ukazka zo softvéru je zobrazena na Obrazku 5.

8.2 Nekomercné DEA softvéry

V tejto kapitole sa budeme venovat nekomerénym DEA softvérom, konkrétne si ro-
zoberieme DEA Excel Solver, EMS a PIONEER. Softvéry budeme hodnotit podla
rovnakych kritérii ako sme hodnotili komeréné s tym rozdielom, Ze licencovanie tychto

produktov je zadarmo.

8.2.1 DEA Excel Solver

DEA Excel solver [7] je suc¢astou knihy [4] a bol vyvinuty pre potreby tejto knihy. Tento
program pracuje pod systémom Windows, konkrétne pod programom Microsof Excel.

Po spusteni softvéru sa objavi Standardné okno s menu, kde si uzivatel moze vybrat
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Obr. 5: Warwick DEA

z jednotlivych modelov a akcii, ktoré chce vykonat. Uzivatelské rozhranie zodpoveda
harkom a tabulkam programu Excel, vstup a vystup z programu je teda uloZeny v
jednotlivych harkoch resp. tabulkéach, ktoré su nézorne zobrazené na Obréazku 6. Vy-
ber modelov je Siroky a pontika aj unikdtne modely, ktoré suvisia s danou knihou.
Program pontka spektrum funkcionalit ako napr. analyzu citlivosti, superefektivitu,
vyhodnocovanie ,,benchmark® procesov a pod. Chyba v8ak analyza aditivnych mode-
lov s vahami alebo analyza Malmquistovho indexu. Nami testovana volne dostupna
verzia pracovala spolahlivo a dokonca bola kompatibilna s Excelom 2013. Nevyho-
dou bol nedostatok modelov, chybajice vyhodnocovanie Malmquistovho indexu alebo
superefektivity, obsahovala vSak uz modely s vahami. Cas vyrieSenia bol najpomalsi
zo vSetkych softvérov, navyse forméatovanie buniek vykazovalo urcité chyby. Manuél k

tomuto programu je poskytnuty priamo v knihe alebo je dostupny osobitne.

8.2.2 EMS: Efficiency Measurement System

Efficiency Measurement System [11] je aplikicia urc¢enéd pre akademické prostredie,

ktora bola vyvinutd na béaze operatného systému Windows. UZivatelské prostredie
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Obr. 6: DEA Excel Solver

je velmi jednoduché a tucelné. UZzivatelom je umoZnené nacitavat data z textového
siboru alebo prostrednictvom Excelovského stiboru. Data vSsak musia byt dopredu
upravené nakolko EMS neposkytuje editiaciu priamo v prostredi programu. Vysledky
st uloZené do dalsej tabulky, ktort je mozné ulozit do textového alebo Excel stuboru.
Tento solver poskytuje Siroki Skalu vyberu modelov a poskytuje rozsirent funkcionalitu
o napr. Malmquistov index, alebo superefektivitu. K programu je rovnako dostupna
dokumentacia resp. manual. Cas riesenia je pomalsi oproti nativnym softvérom, ale
rychlejsi oproti softvérom na béaze Excelu. Ukazka z tohto softvéru je zobrazené na

Obrazku 7.

8.2.3 PIONEER

PIONEER [23] je softvér vytvoreny na baze programovacieho jazyka C++ a urceny
na vyskum. Tento softvér funguje pod operacnym systémom Windows alebo Unix. Vy-

hodou tohto programu je, Ze dokédze spracovat aj velmi rozsiahle ulohy. Uzivatelské
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Obr. 7: EMS:Efficiency Measurement System

rozhranie je plne textové a poskytuje moznost vkladat vstupné textové subory a umoz-

nuje vyber z mnozstva funkcionalit a modelov. Vystupom vypoc¢tu st potom tri textové

stubory, ktoré obsahuju: celkovy report, hodnotenie efektivity a vystup pre jednotlivé

DMU, tak ako je to zobrazené na Obrazku 8.
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Obr. 8: PIONEER
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9 WEBOVA APLIKACIA

9 Webova aplikacia

V tejto kapitole sa budeme venovat nami vytvorenej webovej aplikacii, ktoré je z nasho
pohladu najva¢sim prinosom tejto diplomovej prace. Vysvetlime si ako aplikacia fun-
guje a ¢o poskytuje koncovému uzivatelovi, pricom budeme rozvijat bakalarsku pracu
[25]. Ukazeme si model webovej aplikicie a zameriame sa na nové funkénosti a rozsi-
renia, ktoré sme doprogramovali do aplikicie, a to konkrétne vypocet SBM a AR mo-
delov spolu s vypoc¢tom Malmquistovho indexu. Webova aplikacia je naprogramovana
v programovacom jazyku HTML s vyuzitim programovacieho jazyka php. VSetky ma-
tematické casti, teda DEA modely a Malmquistov index s naprogramované v jazyku

Octave, ktory je volne dostupny a kompatibilny s programovacim jazykom Matlab.

9.1 Vyvoj webovej aplikacie

V tejto casti prace sa budeme venovat metodike alebo postupu, ktory sme pouzili pri
vyvoji resp. programovani aplikicie. Tento postup rozdelime do niekolkych krokov,

ktoré si nasledne vysvetlime. Metotika tvorby webovej aplikacie:

1. Schéma webovej aplikécie

[\

. Néavrh a programovanie hierarchie a funkénych casti webu

w

. Néavrh a programovanie designu
4. Schéma a programovanie modelov

5. Komunikacia webu s Octave

Schéma webovej aplikacie je zalozena na sietovej architekture , klient-server,
ktora oddeluje server a klienta, ktori spolu komunikuji prostrednictvom pocitaco-
vej siete. Volne povedané, tento model pocitacovej architektury popisuje vztah me-
dzi dvoma pocitacovymi programami, klientskym programom a programom servera.
V nasom pripade je klientskym programom webovy prehliada¢ (napr. Miscrosoft In-
ternet Explorer), ktory komunikuje so serverom prostrednictvom internetu. Na server
sa poziadavka ulozi, a pomocou nami vytvorenej aplikacie v jazyku HTML resp. php

sa zavola funkcia naprogramovana v jazyku Octave. Pod funkciou v jazyku Octave
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myslime naprogramovany DEA model, resp. Malmquistov index, ktorého vstupnym
parametrom je v podstate poZziadavka zadand uzivatelom, ktora je néasledne uloZena
na server. Vystupom z tejto funkcie je potom vystup konkrétneho modelu alebo Mal-
mquistovho indexu, ktory sa znova ulozi na server a zobrazi na klientskom pocitaci.
Nasledne je mozné dalsia interakcia klienta so serverom. Schéma nasej webovej aplika-
cie je zobrazena na Obrazku 9. Na ukladanie a prenos dat medzi klientom a serverom,
ale aj v ramci servera medzi Html (php) a Octave sa v nasom softvéri pouzivaju stibory

vo forméate txt.

Server

HTML (PHP) Octave

Klient - [o]x]
2. Ulozenie ddajov na

1. Zadanie vstupnych adajov senver a odoslanie do
a odoslanie na server Octavu

-

J. Spracovanie a

EE AT, WA ¢ odoslanie wysledku
4. UloZenie wsledku ¥

na server a odoslanie

T ]
5. Zobrazenie wsledku : .
= klientovi o

Obr. 9: Schéma webovej aplikacie

Navrh a programovanie hierarchie a funkénych ¢asti webu sme vytvorili na
zaklade schémy webovej aplikicie. Najprv sme sa snazili vytvorit logiku resp. hierarchiu
pouzivania stranky tak, aby bola zrozumitelné a I'ahko pristupna uzivatelovi a zaroven
¢o najjednoduchsia na programovanie. Schematicky sme zobrazili zjednodusent hierar-
chickd struktiru stranky pre vypocet DEA modelov na Obrazku 10. V kazdom okne
st popisané odkazy na podradené stranky spolu so vztahmi k tymto strankam, ktoré
mozu byt bud 1: 1 alebo 1: N. Tieto vztahy sa podobaju architekture databazovych
systémov, my vSak tieto vztahy chédpeme z pohladu hierarchie nasledovne: ak pouZi-
vame vztah 1 : 1, tak z nadradenej stranky volame zobrazenie podradenej stranky s
parametrom celej Struktary DEA modelu, ak pouzivame vztah 1 : N, tak z nadradenej

stranky volame podradenti stranku s parametrami pre jednotlivé DMU, ktorych moze
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byt N. Na hlavnej stranke sa pri vypocte DEA modelov m6zeme rozhodnit ako bu-
deme zadavat udaje potrebné pre vypocet. Na zédklade rozhodnutia a vstupnych udajov
na hlavnej stranke prebehne v pozadi vypocet modelu a poskytne nam vysledky, ktoré
obsahuji vypocet rezerv, celkové vysledky a grafy. Rezervy a celkové vysledky potom
ponikajiu dalsie moznosti, konkrétne zobrazenie grafov rezerv alebo moznost stiahnut
si vystupy do siboru programu Microsoft Excel. Pre vypocet Malmquistovho indexu
je hierarchia analogickd s vynimkou vypoctu rezerv. Statické Casti stranky sme reali-
zovali v programovacom jazyku Html. Dynamické casti ako volanie vypoc¢tu modelu,
zobrazenia modelov, grafy a moznost stiahnutia do Excelu sme realizovali pomocou
programovacieho jazyka php. Za zéaklad stranky sme pouzili template volne dostupny

na stranke [14], ktory sme upravili podla nasich poziadaviek.

Rezervy Grafy -
rezervy
F Grafy - rezery ~ —T11T*
//1:N
Vstup zadavanim
Rezemy
Hlavna stranka / Celkové wsledky "‘\\ g
11 Girafy. calkovs el I |
Grafy celkové o \
Vstup zadavanim Vysledky do
Excelu

] -]

1-1 |Vstup pomocou txt

Grafy - celkové

1:1

Obr. 10: Hierarchia webovej stranky

Navrh a programovanie designu sme vo velkej miere prebrali zo stranky [14],
upravili sme ju vSak pre nase potreby. Dizajnova struktira celej webovej stranky je ulo-
zené v jednom CSS sibore. Design stranky spociva v hlavnom menu, ktoré je umiest-
nené napravo a poskytuje moznosti vypo¢tu DEA modelov a Malmquistovho indexu,
doplnkovom menu, ktoré je umiestnené v hornej casti obrazovky a tzv. ,vykonnej“

Casti, kde sa odohrava priama interakcia s uzivatelom a zobrazovanie vysledkov.
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Schéma a programovanie modelov patri medzi najdolezitejsie ¢asti nami vy-
tvorenej aplikacie, pretoze v koneénom désledku poskytuje vysledky konkrétneho prob-
lému. Programovanie modelov sme realizovali v programovacom jazyku Octave a po-
stupovali sme pomocou nami vytvorenej schémy zobrazenej na Obrazku 11. Za vstupy
do modelu povazujeme tri referencie na textové subory, ktoré su ulozené na serveri,
referencia na sibor so vstupmi, vystupmi a vysledkami. Cielom je naplnit subor s vy-
sledkami, ktory je potom spracovany na strane php. NajdolezitejSou ¢astou schémy je
optimalizacia, ktora realizujeme pomocou funkcie ,,glpk*, ktorti sme detailne opisali v
praci [25], treba vSak dodat, Ze optimalizacia je realizované met6dou vnutorného bodu.
Oproti schéme modelov v spominanej préci [25] sme pridali vypocet superefektivity,
ohrani¢eni pomocou AR modelu a dvojfazovej metoédy pre CCR a BCC modely. V
praxi to znamené, ze v kazdom modeli vykonavame optimalizaciu minimalne dvakrat.

Komunikaciu webu s Octave sme realizovali pomocou programovacieho jazyka
php. Potrebovali sme docielit, aby programovaci jazyk php dokazal na pozadi spustit
funkciu resp. model naprogramovany v programovacom jazyku Octave a zobrazit spétne
vysledok na web. Tento problém sme vyriesili pomocou funkcie ,,exec* v php, ktorej sme
ako parameter dodali cestu k programovaciemu jazyku, meno funkcie a jej parametre.

Do detailov sme vysvetlili tuto funkciu v bakalarskej praci [25].

9.2 Funkcionalita webovej aplikacie

V tejto kapitole sa budeme venovat funkciam néasho softvéru, ktort porovname so
softvérmi rozobratymi v Kapitole 8. NasSa aplikacia sa sklada z troch casti, vypocet
modelov, vypocet Malmquistovho indexu a prikladov. Pri vypoc¢te modelov mame na
vyber zo Sirokého spektra modelov, konkrétne CCR a BCC vstupny, vystupny model
rieSeny dvojfazovou metodou, aditivny model s konStantnymi aj variabilnymi vynosmi
z rozsahu, aditivny model s vahami s konstantnymi aj variabilnymi vynosmi z rozsahu,
SBM model s konstantnymi aj variabilnymi vynosmi z rozsahu, SBM model vstupny
aj vystupny s konstantnymi aj variabilnymi vynosmi z rozsahu a AR model pre vSetky
spomenuté modely. balej pontikame na vyber vypocet Malmquistovho indexu vstup-
ného aj vystupného, pre konstantné aj variabilné vynosy z rozsahu. Vsetky spomenuté

modely a Malmquistov index st detailne rozobraté v predchédzajicich kapitolach pri-
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Obr. 11: Schéma programovania modelov

padne v préci [16]. Vzorové priklady su tak isto sucastou aplikicie, je teda moznost
vyskusat si aplikaciu pred tym, ako ju za¢neme na ostro pouzivat. Pouzivame niekol'ko
vzorovych prikladov, ktoré st popisané v nasledujtcej kapitole.

Velkou vyhodou v porovnani s ostatnymi aplikidciami spomenutymi v Kapitole 8
je, ze naSa aplikacia je online a volne dostupné na internete, netreba teda ni¢ instalo-
vat a uzivatel ju moze rovno pouzivat. DalSou vyhodou je jej jednoduchost, uzivatel
zada vstupné a vystupné parametre v pozadovanom tvare, vyberie si model a vysledky

spolu s grafmi mé ihned k dispozicii. Priklad uZivatel ského rozhrania sme zobrazili na
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Obrazku 12.
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Obr. 12: Dea softvér

Vystup z aplikicie je porovnatelny s vystupom DEA solvra, ktory sme rozobrali
v Kapitole 8.1.1. Konkrétne ako vystup z aplikacie uvazujeme pre vypocet modelov
nasledovné hodnoty: hodnota efektivity, icelovej funkcie, superefektivity, hodnoty vah
vstupov a vystupov, referencie na efektivny vzor, nezohladnené vstupy a vystupy, abso-
latne rezervy vstupov a vystupov, efektivny vzor. Ak to model vyzaduje, poskytujeme
ako vystup aj hodnotu volnej premennej, pripadne vahy vstupov a vystupov. Pri vy-
stupe z vypoc¢tu Malmquistovho indexu poskytujeme hodnotu Malmquistovho indexu,
hodnotu relativnej zmeny efektivity jednotky a zmenu hranice produkénych moznosti.
Porovnatelne s ostatnymi aplikdciami je moZnost stiahnut cely vystup do Excelu. Ne-
vyhodou oproti ostatnym aplikiciam je rychlost vypoctu, pretoze celd komunikécia
prebieha cez internet a s kazdou poziadavkou sa musi na pozadi servera vykonat vypo-
¢et modelu. Nevyhodou resp. problémom moze byt aj nedostupnost internetu, uzivatel
teda nemoze pracovat offline, ale musi mat pristup na internet. Urc¢itou prekazkou moze

byt aj chybajuce zadavanie nazvov jednotlivych DM U, ktoré sme sa kvoli prehladnosti
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rozhodli vynechat.

9.3 Vzorové priklady

Vzorové priklady v nasej aplikécii st rozdelené podla toho, ¢i sa tykaja vypoctu mo-
delov alebo vypoc¢tu Malmquistovho indexu. Prvy priklad pre vypocet modelov sme
prebrali z bakalarskej prace [20], ktory sa tyka hodnotenia efektivity 7 kniznic. Priklad
pozostava z dvoch vstupov, konkrétne pocet zamestnancov a pocet knih a dvoch vystu-
pov, konkrétne pocet ¢itatelov a pocet vypozi¢iek. K tomuto prikladu sme pridali aj
ohranicCenia, aby sme demonstrovali ich pouzitie. Druhy priklad sa venuje hodnoteniu
106 pobociek Slovenskej sporitelne a je dostupny v ¢lanku [27]. V tomto priklade boli
za vstupy zvolené osobné, prevadzkové a ostatné naklady a za vystupy suma vSetkych
typov zostatkov, celkovy pocet vsetkych uc¢tov, suma zostatkov vsetkych typov vkladov
spolu ku koncu mesiaca a pocet vsetkych typov uc¢tov spolu ku koncu mesiaca. Treti
priklad sa tyka hodnoteniu efektivity 7 obchodov a je dostupny v praci [15]. Vstupy v
tomto priklade predstavuju pocet zamestnancov a rezijné naklady, vystupy zase pocet
zékaznikov a trzby. Stvrty priklad sme prebrali z prace [17] a hodnotime v fiom 19
nabytkarskych firiem. Za vstupy si autor zvolil naklady, pocet zamestnancov, mzdové
naklady a plochu obchodu, vystup predstavuje obrat. V poslednom priklade sme sa
venovali hodnoteniu efektivity 18 futbalovych klubov. Toto hodnotenie mézeme najst
v ¢lanku [18]. Vstupy v tomto pripade predstavovali priemerné platy hracov a trénerov,
vystupy boli body v tabulke, naplnenost Stadiéna a prijmy. Pri Malmqustovom indexe
sme hodnotili uz spominané priklady obchodného retazca a nabytkarskych firiem, kde
sme pridali data aj za druhé obdobie. Pridali sme vSak este jeden priklad, ktory sme
¢erpali zo solvera [7], ktory sa tyka hodnotenia 12 nemocnic. Vstupom je pocet dokto-
rov a sestriciek, vystupom st pacienti s nutnostou hospitalizicie a pacienti bez nutnosti
hospitalizacie.

Vsetky spomenuté priklady je mozné nacitat do nasej aplikiacie bez nutnosti zada-
vania a vypocitat akymkolvek doposial spomenutym modelom resp. Malmquistovym

indexom.
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Cielom diplomovej prace bolo analyzovat vypoctové aspekty rieSenia tloh linearneho
programovania vznikajicich pri obéalkovej analyze dat, spracovat prehlad pouzivanych
postupov v dostupnych DEA softvéroch so zameranim na pouzité metdédy, modely,
velkosti tloh a poskytované udaje. Hlavnym cielom bolo na zéklade tejto analyzy
rozsirit webovi aplikaciu vzniknutt na zaklade bakalarskej prace [25].

Pri pisani prace sme sa snazili vychadzat z uéebnych textov [16] tak, aby sme vy-
tvorili uréitt nadvéznost resp. rozsirenie tychto textov. V prvych siedmich kapitolach
sme sa venovali opisu teoretickych poznatkov, ktoré st neskor prakticky vyuzivané v
nami vytvorenom softvéri. Teériu sme zacali budovat v Kapitole 1 zadefinovanim za-
kladnych oznaceni a predpokladov, vysvetlenim a zadefinovanim analytického tvaru
mnoziny produkénych moznosti a hranice efektivnosti. Pomocou analytického tvaru
mnoziny produkénych moznosti sme v Kapitole 2 az 4 popisali zakladne modely, kon-
krétne CCR, BCC a aditivny model. V Kapitolach 5 a 6 sme popisali SBM a AR
modely, ktoré su z nasho pohladu sofistikovanejsie. V spomenutych kapitolach sme sa
nesustredili len na korektné a zrozumitel né matematické zapisy jednotlivych modelov,
ale aj na ich vlastnosti a prezentaciu vysledkov, ktora je uzitoéna aj pre webovi ap-
likaciu, kedZe v nej pontkame ako vystup jednotlivé premenné modelov. Zaroven sme
zdoraznili vyznam pouzitia metdéd vnutorného bodu na riesenie jednotlivych tloh line-
arneho programovania pri spravnej interpretacii vysledkov. Poukazali sme na potrebu
pozitia dvojfazovej metody pre ziskanie efektivneho vzoru. Oba tieto pristupy boli
implementované v nasej aplikacii. V Kapitole 7 sme sa venovali ur¢itému rozsireniu
modelov, konkrétne superefektivite a Malmquistovmu indexu, ktoré st opét sucastou
vysledku a neskor ich poskytuje aj webova aplikacia. V predposlednej kapitole sme sa
venovali prehladu dostupnych DEA softvérov, kde sme sa ich snazili zhodnotit podla
urc¢itych nami vytvorenych kritérii. Toto hodnotenie bolo prinosom pre nami vytvoreny
softvér, ktory opisujeme v poslednej kapitole. Posledné dve kapitoly tvoria pomyselntu
prakticku cast prace.

Hlavnym prinosom nasej prace je bezpochyby nami vytvorena webova aplikicia,

ktora je volne dostupna na serveri katedry na adrese:
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http: //www.iam.fmph.uniba.sk /institute /sevcovic/projekty /profant /.

Tato aplikacia poskytuje pouzivatelom §iroky vyber modelov, vypocet Malmquis-
tovho indexu alebo superefektivity s prehladnym a zrozumiteInym vystupom v podobe
grafov a tabuliek vysledkov. Prinosom je urcite aj teoreticka cast préace, kde st vysvet-
lené v8etky modely, ich vlastnosti a rozsirenia, ktoré moze uzivatel aplikdcie pouzit.
Teoreticka cast je teda akousi matematickou dokumentaciou resp. manuélom k aplika-
cii. Tato diplomova praca bola prinosom aj pre autora préce, kedZe sa musel popasovat
s niekolkymi programovacimi jazykmi ako Octave pri tvorbe matematickych modelov,
Html pri programovani statickych ¢asti aplikicie alebo php pri programovani dynamic-

kych casti aplikacie.
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