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Abstrakt

�I�KA, Andrej: Interaktívna aplikácia pre rie²enie úloh teórie hromadnej obsluhy [Dip-

lomová práca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a in-

formatiky, Katedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky; ²kolite©: Mgr. So¬a Kilianová,

PhD., Bratislava, 2015, 55 s.

Cie©om práce bolo navrhnú´ a naprogramova´ webovú aplikáciu na výpo£et cha-

rakteristík a optimaliza£ných úloh pre modely teórie hromadnej obsluhy. Aplikácia je

postavená na platforme Google app engine, s vyuºitím HTML, CSS a programovacích

jazykov Python a Javascript.

Práca je rozdelená na nieko©ko kapitol. V prvej sa zameriavame na základné vlast-

nosti teórie hromadnej obsluhy spolu s popisom pouºitých modelov, kde uvádzame

ich charakteristiky spolu s odvodením. Druhá kapitola predstavuje návrh webovej ap-

likácie, vrátane dizajnu a funkcionality, ako aj popis pouºitých technológií. V tretej

kapitole opí²eme postup pri programovaní spolu s relevantnými ukáºkami zdrojového

kódu. Posledná, piata, kapitola slúºi na predvedenie aplikácie na nieko©kých príkladoch.

K©ú£ové slová: Teória hromadnej obsluhy, Teória frontov, Google app engine,

Python



Abstract

�I�KA, Andrej: Interactive application for solving queueing theory problems [Masters

thesis], Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and In-

formatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; supervisor: Mgr. So¬a

Kilianová, PhD., Bratislava, 2015, 55 p.

The goal of the thesis is to design and program an online application for computing

characteristics and optimization problems for queuing theory models. The application

is based on the Google app engine platform, using HTML, CSS, and programming

languages such as Python and Javascript.

The thesis is divided into several chapters. In the �rst one, we focus on basic pro-

perties of queuing theory together with description of models we use in the application

together with their derivation. Second chapter presents the draft for the application,

including design and functionality, with short description of applied technologies. In

third chapter we describe the procedures in programming the application with relevant

samples of code. Last, �fth, chapter serves as a demonstration of the application on

several queuing theory problems.

Keywords: Queuing theory, Google app engine, Python
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Zoznam pouºitých symbolov

β intenzita prevádzky pre viac obsluºných liniek
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ν priemerný po£et obsadených liniek
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ÚVOD
ÚVOD

Úvod

Na predmete stochastické modely opera£nej analýzy som sa prvýkrát zoznámil s teóriou

hromadnej obsluhy. Napriek tomu, ºe tento názov mi zo za£iatku ni£ nehovoril, ve©mi

rýchlo som si uvedomil, ºe modely hromadnej obsluhy sa nachádzajú v²ade okolo nás

a kaºdodenne sme ich sú£as´ou v beºnom ºivote.

Objektom záujmu tejto matematickej disciplíny sú systémy, do ktorých vstupujú

jednotky(napríklad zákazníci, tovar, dáta...) a £akajú na obsluhu v obsluºných lin-

kách(pokladne, okienka na po²te, autoservis...).

Teória hromadnej obsluhy sa zaoberá sformulovaním matematických modelov pre

takéto systémy a ich následným popisom. Dokáºe nám teda poda´ informácie napríklad

o priemernom po£te zákazníkov v systéme alebo vo fronte, o predpokladanej d¨ºke

£akania, alebo pravdepodobnosti, ºe sa v systéme nachádza ur£itý po£et zákazníkov.

Z poh©adu prevádzkovate©a systému je moºné sledova´ ¤al²ie charakteristiky, ako

je napríklad priemerná vy´aºenos´ obsluºných liniek, priemerný po£et zastavení linky

a podobne. Takisto je moºné optimalizova´ celkové náklady vzh©adom na náklady na

prevádzku jednotlivých liniek, alebo stratu vzniknutím odmietnutím zákazníka kvôli

nedostato£nej d¨ºke frontu. Tieto straty môºe prevádzkovate© minimalizova´ napríklad

zmenou po£tu liniek alebo po£tu miest vo fronte, v niektorých prípadoch dokáºe aj

nastavi´ rýchlos´ alebo výkon linky.

Pre výpo£et takýchto charakteristík sa vyuºíva bu¤ simula£ný(Monte Carlo), alebo

stochastický prístup. V tejto práci sa budeme zaobera´ práve druhou spomínanou moº-

nos´ou.

Pre zjednodu²enie týchto výpo£tov je dobré pouºi´ nejaké pouºívate©ské rozhra-

nie, ktoré interaktívnou formou na základe zadaných vstupov zobrazí charakteristiky

modelu. Av²ak verejne dostupných takýchto programov je ve©mi málo. Tie ktoré sa mi

podarilo nájs´, boli bu¤ nepraktické na pouºitie, nedostupné, alebo dokonca obsahovali

závaºné chyby. �iadna z nájdených nerie²i optimaliza£né úlohy.

Aj preto bude cie©om mojej práce bude navrhnú´ a naprogramova´ webovú aplikáciu,

ktorá bude schopná vypo£íta´ charakteristiky pre viacero modelov hromadnej obsluhy,

spolu s ponúknutím rozhrania pre optimalizáciu systému pre prevádzkovate©a. Pre £o

naj²ir²iu dostupnos´ bude pouºívate©ské rozhranie v angli£tine. S programovaním we-

11
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ÚVOD

bovej aplikácie som sa uº stretol, preto túto diplomovú prácu beriem aj ako príleºitos´

roz²íri´ svoje schopnosti a skúsenosti, a tieº vyuºi´ niektoré pokro£ilej²ie technológie.
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1 TEÓRIA HROMADNEJ OBSLUHY

1 Teória hromadnej obsluhy

1.1 Úvod

Základným prvkom systému hromadnej obsluhy sú takzvané obsluºné linky. Ide o

miesta, kam prichádzajú zákazníci a dochádza k ich obsluhe. K týmto linkám vedie

front, v ktorom zákazníci £akajú na obsluhu. Obsluºné linky spolu s frontom nazý-

vame systémom. Môºe ís´ napríklad o rady v ²kolskej jedálni, kaderníctvo s £akár¬ou,

autoservis a iné. Základný model je nazna£ený na Obr. 1.

Obr. 1: Schéma teórie hromadnej obsluhy

Teória hromadnej obsluhy pomáha odpoveda´ na otázky o priemernej obsadenosti

liniek, d¨ºke frontu, o£akávanom £ase strávenom v systéme, pomere zákazníkov odmiet-

nutých pre nízku kapacitu frontu a podobne. Pre prevádzkovate©a systému je uºito£né

pozna´ rie²enia niektorých optimaliza£ných úloh, ako napríklad optimálny po£et ob-

sluºných liniek, optimálna kapacita frontu a ¤al²ie.

Príchody zákazníkov do systému, ako aj doba ich obsluhy, sú vo v²eobecnosti mode-

lované ako náhodné procesy. Táto práca predpokladá základnú znalos´ Markovovych

procesov, ako aj Poissonovho procesu. V prípade potreby moºno £itate©ovi pre dopl-

nenie vedomostí odporu£i´ [3] a [1]. Na²a práca sa teoretickému pozadiu náhodných

procesov venova´ nebude a zameriava sa najmä na praktickú £as´.

V nasledovných kapitolách budeme £erpa´ najmä z [1] a [5].

13



1.2 Kendallova notácia
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1.2 Kendallova notácia

Z dôvodu ve©kej typovej rozmanitosti úloh teórie hromadnej obsluhy je zauºívané po-

ºíva´ symboliku, ktorú ako prvý zaviedol D. G. Kendall. Úlohy sú ozna£ované nasle-

dovne:

X/Y/n/m/N/D,

kde

X : zna£í typ náhodného procesu príchodu zákazníkov,

Y : zna£í rozdelenie pre d¨ºku doby obsluhy,

n: zna£í po£et obsluºných liniek,

m: zna£í maximálny po£et zákazníkov v systéme (vrátane práve obsluhovaných),

N : zna£í ve©kos´ populácie, t.j. ko©ko zákazníkov môºe najviac systém pouºíva´,

D : zna£í typ frontu (FIFO, LIFO, SIRO, PRI).

Za X, Y pripú²´ame nasledovné symboly:

M : Poissonov proces/exponenciálne rozloºenie doby obsluhy,

D : deterministické príchody/kon²tantná doba obsluhy,

E : Erlangovo rozloºenie,

K : χ2 rozloºenie,

G : v²eobecné rozloºenie.

V praxi, ak D = FIFO a N = ∞, sa tieto symboly £asto vypú²´ajú. Takisto pre

prípad m = ∞, my v²ak budeme toto ozna£enie pouºíva´ aj v tomto prípade. Tieº je

dobré poznamena´, ºe v na²ej aplikácii sa budeme pre rozloºenie príchodov do systému

a doby obsluhy zaobera´ iba Poissonovym procesom, resp. exponenciálnym rozdelením

a deterministickými príchodmi, resp. kon²tantnou dobou obsluhy.

14
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1.3 Preh©ad modelov

V tejto £asti si rozoberieme jednotlivé systémy z poh©adu ich parametrov a odvodíme

vzorce potrebné k naprogramovaniu aplikácie. Postupy sú prebrané z [1] a [5].

1.3.1 Systém M/M/1/∞

M/M/1/∞ je najjednoduch²í prípad netriviálneho systému, kde uvaºujeme nasledovné

predpoklady:

• príchody zákazníkov sú opísané Poissonovym procesom s parametrom λ,

• d¨ºka doby obsluhy je exponenciálne rozloºená s priemernou dobou obsluhy 1/µ,

• v systéme je jedna obsluºná linka,

• d¨ºka frontu je neobmedzená.

Tento model nepredpokladá prioritu, predbiehanie, ani váhavos´ zákazníkov.

Ozna£me X(t) náhodný po£et zákazníkov v systéme. Potom môºeme de�nova´ prav-

depodobnosti pk(t) = P (X(t) = k), pik = P (X(t+ h) = k|X(t) = i). Potom platí:

dpk
dt

(t) =
d

dh
pk(t+ h)|h=0

=
d

dh

∞∑
i=0

pi(t)pik(h) =
∞∑
i=0

pi(t) ˙pik(0).
(1)

Pre odvodenie diferenciálnych rovníc pre pk(t) ¤alej vyuºijeme Lemu z [1, str. 13]:

Lema 1.1. Pravdepodobnos´ výskytu viac ako jednej udalosti typu príchod/odchod na

intervale d¨ºky h je o(h).

Z lemy 1.1 a vlastností Poissonovho procesu ¤alej vyplýva:

˙pi,i+1(0) = λ, ṗik(0) = 0 pre v²etky k > i+ 1,

ṗii(0) =
d

dh
(e−λhe−µh)|h=0 = −λ− µ, ṗi,i−1(0) = µ, ṗik(0) = 0 pre k < i− 1 a i > 0,

ṗ00(0) = −λ, ṗ0k(0) = 0 pre k > 0.

(2)
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1 TEÓRIA HROMADNEJ OBSLUHY

Dostávame diferenciálne rovnice:

ṗ0 = −λp0 + µp1,

ṗk = λpk−1 − (µ+ λ)pk + µpk+1 pre k > 0.
(3)

Teória hromadnej obsluhy vychádza z predpokladu, ºe ide o ustálený systém. Bu-

deme teda sústavu rovníc (3) rie²i´ ako stacionárny systém, £iºe taký, kde pravdepo-

dobnosti nezávisia na £ase t. H©adáme pravdepodobnosti pk, £o sú pravdepodobnosti,

ºe v systéme sa v ktoromko©vek £ase nachádza k zákazníkov.

Poloºíme teda derivácie rovné nule a dostávame:

0 = −λp0 + µp1,

0 = λpk−1 − (µ+ λ)pk + µpk+1 pre k > 0.
(4)

Pouºitím substitúcie zk = −λpk + µpk+1 získavame novú sústavu

z0 = 0,

zk − zk−1 = 0 pre k > 0.

Z toho jednozna£ne zk = 0∀k a pouºitím spätnej substitúcie

pk+1 =
λ

µ
pk = ρpk,

pk = ρkp0,

kde ρ = λ
µ
nazývame intenzitou prevádzky. Je zrejmé, ºe ρ < 1, v opa£nom prípade

bude d¨ºka frontu divergova´.

Hodnotu p0 ur£íme zo vz´ahu pre sú£et disjunktných pravdepodobností

1 =
∞∑
k=0

pk = p0

∞∑
k=0

ρk = p0
1

1− ρ
, (5)

z £oho vyjadríme vz´ahy pre p0 a pk:

16
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p0 = 1− ρ,

pk = (1− ρ)ρk.
(6)

S vyuºitím odvodených pravdepodobností dokáºeme vypo£íta´ ¤al²ie charakteristiky

systému, ktoré neskôr pouºijeme vo webovej aplikácii.

Priemerný po£et zákazníkov v systéme dostaneme vypo£ítaním strednej hodnoty

diskrétnej náhodnej premennej:

κ =
∞∑
k=0

kpk = (1− ρ)
∞∑
k=0

kρk =
ρ

1− ρ
, (7)

s varianciou:

∞∑
k=0

k2pk −
ρ2

(1− ρ2)
=

ρ

(1− ρ2)
. (8)

Rovnakým spôsobom dostaneme aj priemerný po£et zákazníkov vo fronte. Tu v²ak

neuvaºujeme práve obsluhovaného zákazníka.

γ =
∞∑
k=0

kpk+1 = p0

∞∑
k=0

kρk+1 =
ρ2

1− ρ
. (9)

Pravdepodobnos´, ºe k-ty zákazník £aká viac neº w moºno získa´ zo vz´ahu pre

pravdepodobnos´ toho, ºe na intervale d¨ºky t nastane najviac k udalostí [1, strana

12]:

rk(t) = e−λt
∞∑
i=0

(λt)i

i!
.

K-ty zákazník £aká dlh²ie neº w práve vtedy, ak po dobu w bolo obslúºených na-

najvý² k − 1 zákazníkov. Túto situáciu moºno ©ahko aplikova´ na predo²lý v²eobecný

vzorec:

P (Wk > w) = e−µw
k−1∑
j=0

(µw)j

j!
, (10)
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kde j je po£et obslúºených zákazníkov za dobu w. �alej môºeme rozloºenie doby

£akania zov²eobecni´ pre ©ubovo©ného zákazníka:

P (W > w) =
∞∑
k=1

pkP (Wk > w) =
∞∑
k=1

(1− ρ)ρke−µw
k−1∑
j=0

(µw)j

j!

= (1− ρ)e−µw
∞∑
j=0

(µw)j

j!

∞∑
k=j+1

ρk

= (1− ρ)e−µw
∞∑
j=0

(µw)j

j!
ρk+1 1

1− ρ

= e−µwρ

∞∑
j=0

(µρ)j
(λw)j

j!

= e−µwρ
∞∑
j=0

wj

j!

= ρe−(µ−λ)w.

(11)

Strednú dobu £akania dostaneme z de�nície strednej hodnoty:

E(W ) =

∫ ∞
0

w
d

dw
[1− ρe−(µ−λ)w]dw

= −ρ
∫ ∞
0

w
d

dw
[e−(µ−λ)w]dw

= −ρ
[
we−(µ−λ)w

]∞
0

+ ρ

∫ ∞
0

e−(µ−λ)wdw

=
ρ

µ− ρ
.

(12)

Celková doba strávená v systéme je vä£²ia o dobu obsluhy:

P (R > w) =
∞∑
k=1

pkP (Wk+1 > w) = e−(µ−λ)w

=
P (W > w)

ρ
.

(13)

Teda aj stredná hodnota

E(R) =
E(W )

ρ
=

1

µ− λ
. (14)
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1.3.2 Systém M/M/1/n

Na rozdiel od predo²lého systému M/M/n/∞, v tomto prípade je maximálny po£et

zákazníkov v systéme obmedzený(n). Znamená to, ºe pravdepodobnos´, ºe v systéme

je k zákazníkov, je pk = 0 pre k > n. Preto pn,n+1(h) = 0 a

pnn(h) =
d

dh
e−µh = −µh+ o(h).

Diferenciálne rovnice sa zmenia pre k = n takto:

ṗ0 = −λp0 + µp1

ṗk = λpk−1 − (µ+ λ)pk + µpk+1 pre 0 < k < n

ṗn = λpn−1 − µpn.

(15)

Pre 0 ≤ k ≤ n dostávame

pk = ρkp0.

Je dôleºité poznamena´, ºe v prípade obmedzenej d¨ºky frontu pripú²´ame aj hod-

noty ρ > 1. Potom z podmienky
∑
pk = 1 dostávame:

p0 =
1∑n
k=0 pk

=


1−ρ

1−ρn+1 pre ρ 6= 1,

1
n+1

pre ρ = 1.

(16)

Oproti systému M/M/n/∞ máme nové charakteristiky pre pravdepodobnos´ od-

mietnutia zákazníka (pn = p0ρ
n) a priemerný po£et odmietnutých zákazníkov za jed-

notku £asu (pnλ). Teraz odvodíme ¤al²ie charakteristiky uºito£né pre tento model.

Priemerná doba obsadenosti linky:

Us = 1− p0.

Priemerný po£et zákazníkov v systéme [5, str. 33]:

κ =
n∑
k=1

kρkp0 = p0

n∑
k=1

k

=
1

n+ 1

n(n+ 1)

2
=
n

2
pre ρ = 1.

(17)
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Pre intenzitu prevádzky

ρ 6= 1 :

κ =
n∑
k=1

kρkp0 = ρp0

n∑
k=1

kρk−1

= ρp0

(
n∑
k=1

kρk−1

)
= ρp0

(
ρ

1− ρn

1− ρ

)
= ρp0

(
ρ− ρn+1

1− ρ

)
= (1− (n+ 1)ρn)(1− ρ) + ρ− ρn+1 ρp0

(1− ρ)2

=
ρp0(1− (n+ 1)ρn − ρ+ (n+ 1)ρn+1 + ρ− ρn+1)

(1− ρ)2

=
ρp0(1− (n+ 1)ρn + nρn+1)

(1− ρ)2

=
ρ(1− (n+ 1)ρn + n)

(1− ρ)(1− ρn+1)
.

(18)

Priemerný po£et zákazníkov vo fronte:

γ =
n∑
k=1

(k − 1)pk =
n∑
k=1

kpk −
n∑
k=1

pk = κ− Us. (19)

O£akávaná doba strávená v systéme [5, str. 33]:

E(R) =
n−1∑
k=1

k + 1

µ

pk
1− pn

=
n−1∑
k=1

k + 1

µ

ρkp0
1− pn

=
1

λ(1− pn)

n−1∑
k=0

(k + 1)pk+1 =
κ

λ(1− pn)
.

(20)

O£akávaná doba strávená vo fronte (rozdiel tvorí opät iba doba obsluhy):

E(W ) = E(R)− 1

µ
=

κ

λ(1− pn)
− 1

µ
. (21)

1.3.3 Systém M/M/n/∞

Tento model je variáciou na systém M/M/1/∞. Rozdiel je len v po£te obsluºných

liniek n. Taktieº treba ma´ na zreteli, ºe intenzita prevádzky µ je vyjadrená pre jednu

obsluºnú linku.
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Podobne ako v systéme M/M/1/∞ dostávame rovnice:

ṗi,i+1 (0) = λ, ṗik (0) = 0 pre v²etky k ≥ i+ 1,

ṗii (0) = −λ−min {i, n}µ, ṗi,i−1(0) = min {i, n}µ, ṗik(0) = 0 pre k < i− 1 a i > 0,

ṗ00(0) = −λ, ṗ0k(0) = 0 pre k < 0.

(22)

�alej

d

dt
pk(t) =

d

dh
pk(t+ h)|h=0

=
∞∑
i=0

pi(t)
d

dh
pik(h)|h=0 =

∞∑
i=0

pi(t)
d

dh
pik(h)|h=0

=


−λp0(t) + µp1(t) pre k = 0,

λpk−1(t)− (λ+ kµ)pk(t) + (k + 1)µpk+1(t) pre 1 ≤ k ≤ n,

λpk−1(t)− (λ+ kµ)pk(t) + nµpk+1(t) pre k ≥ n.

(23)

Opä´ skúmame ustálené stacionárne pravdepobnosti. Poloºíme teda derivácie rovné

nule. Zavedením substitúcie

zk = λpk−1 − nµpk pre k > n,

zk = λpk−1 − kµpk pre 1 ≤ k ≤ n
(24)

dostávame

z0 = 0,

zk − zk−1 = 0 pre k > 0,

teda zk = 0 ∀k.

Rozlí²ením situácie pod©a k dostávame pre 0 < k ≤ n :

pk =
λ

kµ
pk−1 =

ρ

k
pk−1, ρ =

λ

µ
,

po úprave
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pk =
ρk

k!
p0.

Pre k > n

pk = βk−npn =
ρk−n

nk−n
pn,

kde β = λ
µn

je intenzita prevádzky. Pre zamedzenie divergencie d¨ºky frontu poºa-

dujeme β < 1.

Zo vz´ahu 1 =
∑∞

k=0 pk opä´ odvodíme predpis pre p0.

1 =
∞∑
k=0

pk = p0

(
n−1∑
k=0

ρk

k!
+
ρn

n!

∞∑
k=n

βk−n

)

= p0

(
n−1∑
k=0

ρk

k!
+
ρn

n!

1

1− β

)
,

(25)

p0 =

(
n−1∑
k=0

ρk

k!
+
ρn

n!

1

1− β

)−1
.

Pomocou pravdepodobností pk vyjadríme ¤al²ie charakteristiky.

Pravdepodobnos´ £akania je pravdepodobnos´, ºe pri mojom príchode je v systéme

aspon to©ko zákazníkov, ako je po£et obsluºných liniek:

Π =
∞∑
k=n

pk = pn
1

1− β
. (26)

Pravdepodobnos´ okamºitej obsluhy je teda doplnok k pravdepodobnosti £akania:

n−1∑
k=0

pk = 1− Π. (27)

Priemerný po£et zákazníkov vo fronte vypo£ítame cez strednú hodnotu diskrétnej

náhodnej premennej:

γ =
∞∑
r=0

rpn+r = pn

∞∑
r=0

rβr = pn
β

(1− β)2
. (28)
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Pri výpo£te priemerného po£tu obsadených liniek cez strednú hodnotu treba oso-

bitne uvaºova´ prípad, kedy sú obsadené v²etky linky a kedy iba niektoré z nich:

ν =
n∑
k=1

kpk + n
∞∑

k=n+1

pk = ρ

[
n∑
k=1

k
ρk

k!
+ nρn

∞∑
n+1

βn−k

n!

]

= p0ρ

[
n−1∑
k=0

ρk

k!
+
ρn

n!

∞∑
k=n

βk−n

]
p0 = ρ = λ/µ = nβ.

(29)

Priemerný po£et zákazníkov v systéme sa oproti po£tu zákazníkov vo fronte lí²i o

priemerný po£et práve obsluhovaných zákazníkov:

κ =
∞∑
k=0

kpk =
n−1∑
k=0

kpk +
∞∑
k=n

(k − n)pk +
∞∑
k=n

npk = ν + γ. (30)

Pre rozloºenie doby £akania uplatníme rovnaký prístup ako v modeli M/M/1/∞.

Pravdepodobnos´, ºe k-ty zákazník £aká dlh²ie neº w je rovná pravdepodobnosti, ºe po

dobu w nebolo obslúºených viac ako k − 1 zákazníkov:

e−nµw
k−1∑
j=0

(nµw)j

j!
. (31)

Pomocou tohoto vz´ahu dokáºeme vyjadri´ rozloºenie doby £akania bez informácie

o poradí zákazníka:

P (W > w) = pne
−nµw

∞∑
k=0

βk
k∑
j=0

(nµw)j

j!

= pne
−nµw

∞∑
j=0

(nµw)j

j!

∞∑
k=j

βk

= pne
−nµw

∞∑
j=0

(nµwβ)j

j!

1

1− β

=
pn

1− β
e−nµw

∞∑
j=0

(λw)j

j!

= −πe−(nµ−λ)w.

(32)

Vypo£ítaním strednej hodnoty získame predpis pre strednú dobu £akania vo fronte:
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E(w) =

∫ ∞
0

w
d

dw
[1− πe−(nµ−λ)w]dw

= −π
∫ ∞
0

w
d

dw
e−(nµ−λ)wdw

= −π
[
we−(nµ−λ)w

]∞
0

+ π

∫ ∞
0

e−(nµ−λ)wdw

=
π

nµ− λ
.

(33)

Stredná doba £akania v systéme je opä´ dlh²ia o dobu obsluhy:

E(R) = E(w) +
1

µ
. (34)

1.3.4 Systém M/M/n/m

Tento model je variáciou systému M/M/n/∞ s po£tom zákazníkov v systéme obme-

dzeným na m. Platí pritom, ºe n ≤ m. Takisto vzh©adom na kone£nú d¨ºku frontu

pripú²´ame intenzitu prevádzky β ≥ 1.

Pravdepodobnosti pk pre k > 0 majú rovnaký predpis ako v prípade M/M/n/∞:

pk =


ρk

k!
p0 pre 0 < k ≤ n,

ρk

nk−nn!
p0 pre n ≤ k ≤ m.

(35)

Z rovnice 1 =
∑
pk =

∑n−1
k=0 pk +

∑m
k=n pk vyjadríme p0 ako

p0 =

(
n−1∑
k=0

ρk

k!
+

m∑
k=n

ρk

nk−nn!

)−1

=

(
n−1∑
k=0

ρk

k!
+
ρn

n!

m∑
k=n

βk−n

)−1

=


[
ρn

n!
1−βm−n+1

1−β +
∑n−1

k=0
ρk

k!

]−1
pre β 6= 1,[

ρn

n!
(m− n+ 1)

∑n−1
k=0

ρk

k!

]−1
pre β = 1.

(36)

Priemerný po£et zákazníkov vo fronte [5, str. 56]:
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γ =
m∑

k=n+1

(k − n) ∗ pk =
m∑

k=n+1

(k − n)
λk

nk−nn!µk
p0

=
p0ρ

n

n!

m∑
k=n+1

(k − n)
ρk−n

nk−n
=
p0ρ

nβ

n!

m∑
k=n+1

(k − n)βk−n−1

=
p0ρ

nβ

n!

m−n∑
i=1

iβi−1 =
p0ρ

nβ

n!

d

da

(
m−n∑
i=1

βi

)

=
p0ρ

nβ

n!

d

da

(
1− βm−n+1

1− β

)
.

(37)

Po spätnej derivácii sa výraz upraví na

γ =
p0ρ

nβ

n! (1− β)2
[
1− βm−n+1 − (1− β)(m− n+ 1)βm−n

]
. (38)

Ozna£íme skuto£nú hodnotu vstupnej intenzity (berúc do úvahy pravdepodobnos´

odmietnutia zákazníka) ako λ̄ = λ(1− pm). Potom priemerný po£et zákazníkov v sys-

téme je

κ = γ +
λ̄

µ
= γ + ρ(1− pn). (39)

Vyuºitím Littlovho zákona [4] získavame strednú dobu strávenú v systéme

E(R) =
κ

λ(1− pn)
(40)

a strednú dobu strávenú vo fronte

E(W ) =
γ

λ(1− pn)
. (41)

1.3.5 Systém M/D/1/∞

Na rozdiel od predchádzajúcich modelov sa tento lí²i rozloºením doby obsluhy. Príchod

zákazníkov sa stále riadi Poissonovym procesom s parametrom λ, av²ak dobu obsluhy

povaºujeme za kon²tantnú s d¨ºkou d = 1/µ. Môºe ís´ napríklad o prevádzky, kde

obsluhu vykonáva stroj (automaty na lístky, lanovka, ...).
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Prechodové pravdepodobnosti odvodené v [1, str. 20]:

pjk = e−λd(λd)k! = e−ρ
ρk

k!
pre j = 0, k ≥ 0,

pjk = e−λd(λd)k−j+1/(k − j + 1)! = e−ρρk−j+1! pre j > 0, k ≥ j − 1,

pjk = 0 pre 0 ≤ k < j − 1.

(42)

Intenzita prevádzky je teda ρ = λ/µ = λd a rovnice pravdepodobnosti stavov pro-

cesu X(t), kde X(t) je po£et zákazníkov v systéme v £ase t sú:

p0(t+ d) = p0(t)e
−ρ + p1(t)e

−ρ,

pk(t+ d) = e−ρ

[
p0(t)

ρk

k!
+

k∑
j=1

pj(t)ρ
k−j+1/(k − j + 1)! + pk+1(t)

]
pre k > 0.

(43)

V ustálenom stave z toho dostaneme:

p0e
ρ = p0 + p1,

pke
ρ = p0

ρk

k!
+

k∑
j=1

pjρ
k−j+1/(k − j + 1)! + pk+1.

(44)

Pre potreby na²ej aplikácie vieme explicitne vyjadri´ formuly pre stacionárne rozde-

lenie pravdepodobností pk a pravdepodobnosti £akacej doby. Úplné odvodenie moºno

nájs´ v [1, str. 21-22].

pk = p0

k−1∑
j=0

(−1)k−j ejρ
[

(jρ)k−j

(k − j)!
+

(jρ)k−j−1

(k − j − 1)!

]
+ ekρ,

p0 = 1− ρ.

(45)

F (w) = (1− ρ)
n∑
k=0

eρ(µw−k)
[−ρ(µw − k)]k

k!
, (46)

kde n = [µw].

Stredná hodnota:

E(w) =
ρ

2µ(1− ρ)
. (47)
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2 Návrh webovej aplikácie

Táto kapitola slúºi na stru£ný popis pouºitých technológií a programovacích jazykov,

ako aj návrh webovej aplikácie vrátane dizajnu, funkcionality a pouºívate©ského rozhra-

nia. Popí²eme ciele práce z programátorského poh©adu a nazna£íme postupy, ktorými

ich bude moºné dosiahnu´.

2.1 Pouºité technológie

Aplikácia pobeºí na serveroch Google na adrese qtcalculator.appspot.com. Ako

platformu pouºijeme Google App Engine(GAE), ktorý umoº¬uje hosting a správu

aplikácie. Webová stránka aplikácie vyuºije jazyk HTML spolu s CSS pre úpravu

vizuálnej stránky. Ako programovací jazyk sme zvolili Python spolu so svojimi roz²í-

reniami Webapp2 a Jinja. Pre niektoré dynamické zobrazovacie metódy a výpo£ty,

ktoré musia by´ na stránke realizované v reálnom £ase pouºívame Javascript. V tejto

sekcii povieme viac o jednotlivých technológiách a jazykoch a ich pouºití v aplikácii

pre teóriu hromadnej obsluhy.

2.1.1 Google App Engine

Google App Engine je takzvaný Platform As A Service (PaaS). Znamená to, ºe zákaz-

níkom umoº¬uje vytvára´, prevádzkova´ a udrºiava´ svoju aplikáciu na infra²truktúre

Google. GAE podporuje ²irokú ponuku programovacích jazykov a ich roz²írení, z naj-

populárnej²ích to sú napríklad Java, PHP, Python alebo GO. Okrem toho ponúka

¤al²ie sluºby, ako napríklad dátový sklad, správu pouºívate©ských ú£tov a iné. Takisto

umoºnuje vyuºi´ ¤al²ie roz²írenia. V na²om prípade pri pouºití jazyka Python sú to

napríklad webapp2 a Jinja, spomínané neskôr, alebo Numpy, ktorý umoºnuje vyko-

náva´ zloºitej²ie matematické operácie prakticky na úrovni platených matematických

softvérov, ako je Matlab. Práve deklarovaná podpora Numpy bola jedným z hlavných

dôvodov, pre ktorý som sa rozhodol vyuºi´ GAE spolu s jazykom Python.

Niektoré sluºby a tieº ve©mi ve©ké aplikácie sú platené. Na na²u aplikáciu ale budú

sta£i´ vo©ne dostupné funkcie.
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2.1.2 HTML a CSS

HTML, alebo HyperText Markup Language je najpopulárnej²í zna£kovací jazyk pre

tvorbu webových stránok pouºívaný uº od roku 1993. Nasledoval vývoj prehliada£ov,

ktoré dokáºu zobrazova´ HTML kód do podoby, v akej web £ítame dnes. HTML v²ak

nie je programovací jazyk, na prácu s dátami, premennými, alebo na dynamickú tvorbu

obsahu sa preto pouºívajú ¤al²ie jazyky ako PHP alebo Javascript.

Aplikácia teórie hromadnej obsluhy vyuºíva funkcie najnov²ej verzie HTML 5. Je

preto potrebné ju pouºíva´ na prehliada£och, ktoré túto verziu podporujú. Av²ak naj-

nov²ie verzie v²etkých najpopulárnej²ích prehliada£ov s HTML5 nemajú problém.

CSS je skratkou pre Cascading Style Sheets. Jeho hlavnou úlohou je oddeli´ vzh©ad

dokumentu od HTML. Umoº¬uje meni´ vzh©ad aj ²truktúru dokumentu. Spravidla sa

pre jednoduch²ie editovanie CSS kód uchováva v osobitnom súbore.

2.1.3 Python, webapp2, Jinja

Python je objektovo orientovaný programovací jazyk so v²eobecným ú£elom. Dôraz je

kladený na produktivitu programátora. Cie©om je ©ahko £itate©ný kód, ktorý je navy²e

priestorovo úsporný. Od vä£²iny iných jazykov sa Python odli²uje aj tým, ºe namiesto

zátvoriek, alebo iných znakov slúºiacich na ohrani£enie blokov kódu, pouºíva výhradne

formátovanie a zarovnanie textu.

Webapp2 je roz²írenie pre Python, ktoré má za úlohu zjednodu²i´ komunikáciu s

webovou aplikáciou. Je moºné ho pouºi´ spolu s GAE, ale aj na vlastnej platforme.

Jinja je tzv. �template engine� . Umoº¬uje pouºíva´ pythonovský kód a premenné

priamo v HTML súboroch (²ablónach).

2.1.4 Javascript

Javascript je skriptovací jazyk pouºívaný najmä pri tvorbe webových stránok. Napriek

svojmu názvu nemá ni£ spolo£né s populárnym jazykom Java. Javascript býva £asto

vkladaný priamo do HTML kódu. Pouºíva sa hlavne na ovládanie interaktívnych prvkov

na stránke. V na²om prípade to bude tvorba grafov, dynamické zobrazovanie obsahu,

výpo£ty zo vstupných hodnôt bez odoslania formulára alebo obnovenia stránky a v

neposlednom rade na interpretovanie LaTexového zdrojového kódu na stránke.
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Na rozdiel od iných webových programovacích jazykov ako PHP alebo Python sa

Javascript kód interpretuje aº po na£ítaní stránky a funguje výhradne na strane kli-

enta. Práve nutnos´ nutnos´ opätovného obnovovanie stránky pri kaºdej interakcii s

pouºívate©om ma motivovala vyuºi´ Javascript. Okrem hlavných výpo£tov, ktoré stále

prebiehajú na strane servera po odoslaní formulára, je moºné vyuºíva´ ostatné spomí-

nané funkcie na strane klienta, £o pod©a môjho názoru výrazne spohodlní uºívate©ovi

prácu s aplikáciou.

2.2 Návrh uºívate©ského rozhrania

Pre £o naj²ir²iu prístupnos´ bude aplikácia vo©ne dostupná na internete na adrese qt-

calculator.appspot.com. Z rovnakého dôvodu bol ako jazyk pre uºívate©ské rozhranie

zvolená angli£tina.

V²etky ovládacie prvky budú jednoducho dostupné. Pouºívate© si v hlavnej ponuke

vyberie model, na ktorý chce aplikova´ výpo£ty. Následne bude ma´ moºnos´ pre vy-

braný model upresni´ presné parametre. Okrem toho bude môc´ uºívate© nastavi´, na

ko©ko desatinných miest chce zaokrúhli´ výsledky. Tieº bude moºnos´ rie²i´ niektoré

optimaliza£né úlohy, ako napríklad nájs´ optimálny po£et obsluºných liniek alebo po-

rovna´ straty dvoch rôznych modelov. Toto rozloºenie moºno vidie´ na Obr.2

Obr. 2: Rozloºenie webovej aplikácie

29



2.3 Vnútorný návrh aplikácie
2 NÁVRH WEBOVEJ APLIKÁCIE

2.3 Vnútorný návrh aplikácie

Výber modelu v hlavnej ponuke na£íta podstránku pre zvolený model. Tu sa zobrazí

formulár s prednastavenými hodnotami, ktoré môºe pouºívate© zmeni´. Údaje sa po

zadaní do formulára prevedú z HTML na pythonovské premenné a následne vstúpia

ako parametre do jednej z výpo£tových funkcií. Táto bude jedine£ná pre kaºdý model.

Vo funkcii najprv dôjde ku kontrole správnosti dát. Overí sa, £i boli zadané v²etky

potrebné údaje a £i tieto nadobúdajú povolené hodnoty. Pokia© niektorá z podmienok

nebude splnená, aplikácia vráti chybovú hlá²ku.

Ak kontrola prebehne bez chýb, algoritmus pokra£uje výpo£tom charakteristík mo-

delu. Základné charakteristiky sa vypo£ítajú automaticky, niektoré optimaliza£né úlohy

iba ak o to pouºívate© poºiadal pri zadávaní údajov. Výsledné hodnoty sa zaokrúhlia

na poºadovaný po£et desatinných miest a odo²lú sa spä´ v premennej typu slovník.

Premenné tohoto typu môºu by´ prostredníctvom Jinja2 pouºité ako parameter v pri-

pravenej HTML ²ablóne a následne zobrazené pre pouºívate©a. Zjednodu²enú podobu

tejto schémy moºno vidie´ na Obr.3

Obr. 3: Schéma funkcionality

2.4 Výstupy z aplikácie

Výstupy budú prevaºne vo forme textu. Pre niektoré charakteristiky, ako napríklad

pravdepodobnos´ ur£itého po£tu zákazníkov v systéme alebo rozloºenie doby obsluhy,
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bude moºné tieto zobrazi´ gra�cky. Pre tieto bude tieº moºné zobrazi´ konkrétnu hod-

notu (pre zvolené k alebo w) priamym zadaním. Pre túto funkciu budeme na výpo£ty

pouºíva´ namiesto jazyka Python Javascript.

2.5 Úlohy vhodné na rie²enie aplikáciou

Pre rôzne typy modelov vieme vo v²eobecnosti rie²i´ iné druhy úloh. Výstupy spolo£né

pre v²etky modely, pre výpo£et ktorých si vysta£íme so základnými parametrami mo-

delu (intenzity vstupného a výstupného prúdu, po£et obsluºných liniek a maximálna

d¨ºka frontu) sú tieto:

• intenzita prevádzky,

• pravdepodobnos´ toho, ºe v systéme je k zákazníkov,

• priemerný po£et zákaznikov v systéme,

• priemerný po£et zákaznikov vo fronte,

• £akacia doba k-teho zákazníka vo fronte,

• £akacia doba vo fronte bez oh©adu na poradie zákazníka,

• priemerná doba vo fronte,

• priemerná doba v systéme.

Na rie²enie týchto úloh si vysta£íme so vzorcami popísanými v 1.

Optimaliza£né úlohy sa vo v²eobecnosti lí²ia v závislosti na zvolenom modeli. Pre

systém M/M/n/m vieme napríklad minimalizova´ stratu vzniknutú odmietnutím zá-

kazníka pomocou zmeny po£tu obsluºných liniek, miest vo fronte, alebo v oboch sú-

£asne. Voli´ optimálny po£et liniek môºeme aj v úlohe M/M/n/∞, optimálny po£et

miest vo fronte zase v systéme M/M/1/n. Minimalizova´ náklady vzniknuté chodom,

resp. prestojom linky môºeme v modeli M/M/1/∞.
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3 Implementácia

3.1 Základ aplikácie

Základ aplikácie beºiacej pod Google App Engine sú súbory app.yaml a main.py.

Prvá z nich obsahuje názov aplikácie spolu s verziami pouºitých programovacích jazykov

a kniºníc, ako aj adresu k statickým súborom (obrázky, HTML a CSS súbory), ktoré

aplikácia vyuºíva.

application: qtcalculator

version: 1

runtime: python27

api_version: 1

threadsafe: false

handlers:

- url: /files

static_dir: files

- url: /.*

script: main.application

libraries:

- name: webapp2

version: "2.5.2"

- name: jinja2

version: latest

- name: numpy

version: "1.6.1"

Súbor main.py slúºi ako ústredné ovládacie prostredie aplikácie. Tu napríklad na-

stavujeme, ktoré metódy majú kedy prebehnú´. Tento kúsok kódu aktivuje metódu

pod©a zvoleného modelu.
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application = webapp2.WSGIApplication([

('/', MainPage),

('/MM1N', MM1N),

('/MM1Inf', MM1Inf),

('/MMNInf', MMNInf),

('/MD1Inf', MD1Inf),

('/MMCK', MMCK),

], debug=True)

Nasledovný postup si kvôli zachovaniu preh©adnosti ilustrujeme na jedinom modeli

- M/M/n/m. Ostatné modely je moºné naprogramova´ analogicky.

3.1.1 Zadávanie údajov

Po zvolení modelu sa zobrazí HTML formulár so v²etkými nastaveniami a parametrami.

Jednotlivé vstupné polia sú ozna£ené identi�kátormi, pomocou ktorých zadané hodnoty

vieme na£íta´ po odoslaní formulára ako pythonovské premenné.

<form action = "/MMCK" method = "post">

<div id="parametre">

<input name = "lambda" type = "number" min = 0 step="any" value =

"0.5" >Arrival Rate - <span style = "font-size:20px;"

lang="latex">\lambda</span><br />

<input name = "mu" type = "number" min = 0 step="any" value = "1"

>Service Rate - <span style = "font-size:20px;"

lang="latex">\mu</span><br />

<input name = "C" type = "number" min = "1" step="1" value = "1"

>Number of servers<br />

<input name = "K" type = "number" min = "1" step="1" value = "1" >MAX

system size<br />

Round to <input name = "rounding" type = "number" min =

1 step="any" value = 3 >decimals<br /><br />
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</div>

....

<br />

<div id = "subButton">

<input type="submit" class = "btn" value="Calculate">

</div>

</form>

3.1.2 Spracovanie údajov a výpo£et charakteristík

Takto zadané parametre sa v main.py spracujú pomocou metódy MMCK. Po odo-

slaní formulára sa na£ítajú pomocou self.request.get(�id�) a odo²lú do funkcieMMCK_vals,

ktorú na£ítavame z externého súboru metódy.

class MMCK(webapp2.RequestHandler):

def get(self):

template = JINJA_ENVIRONMENT.get_template('MMCKentry.html')

self.response.write(template.render())

def post(self):

l = self.request.get("lambda")

m = self.request.get("mu")

maxk = self.request.get("maxk")

w = self.request.get("w")

K = self.request.get("K")

C = self.request.get("C")

r = self.request.get("rounding")

......

values = metody.MMCK(l, m, maxk, K, C, ... , costC, costK)

template = JINJA_ENVIRONMENT.get_template('MMCKresult.html')

self.response.write(template.render(values))
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Tu dôjde k výpo£tu charakteristík a optimaliza£ných úloh. Najskôr ale dáta testu-

jeme pre správnos´ vstupných údajov. Pokia© niektorý potrebný údaj chýba, alebo je

nesprávny (nulové po£ty servisných liniek, nepovolené hodnoty intenzity prevádzky, ...),

funkcia vráti hodnoty v premennej val spolu s príznakom pre chybu err a chybovým

hlásením informujúcim o type problému errMSG.

try:

l = float(l)

....

r = int(float(r))

if alt ==1:

prof = float(prof)

cost = float(cost)

rc = float(rc)

if altmodel == 1:

altK = int(float(altK))

.......

err = 0

except:

err = 1

val = {

'err': err,

'beta': 0,

'w': w,

....

'errMSG': "Input is missing or in a wrong format",

}

return val

Pokia© nedo²lo k chybe, pokra£ujeme k výpo£tu charakteristík. Ako prvé ozna£íme

pomocné premenné ako β alebo rho. �alej po£ítame pravdepodobnosti pk. Vyuºívame

aº tri premenné - dve ¤al²ie slúºia na neskor²ie zobrazenie gra�cky pre diskrétne a
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kumulatívne pravdepodobnosti pomocou Javascript.

p = []

Peq = []

Pleq = []

Peq.append(['n', 'probabilities'])

Pleq.append(['n', 'cumulative probabilities'])

sumPom = 0

for i in range(0,C):

sumPom = sumPom + rho**i/factorial(i)

if beta == 1:

sumPom = sumPom + ((rho**C)/factorial(C)) * (K-C+1)

else:

sumPom = sumPom + ((rho**C)/factorial(C)) *

(1-(beta**(K-C+1)))/(1-beta)

p0 = 1/sumPom

pn = (rho**C*p0)/factorial(C)

p.append(p0)

Peq.append([0, p0])

Pleq.append([0, p0])

for i in range(1, K+1):

if i>C:

p.append(rho**i*p0/(factorial(C)*C**(i-C)))

Peq.append([i, rho**i*p0/(factorial(C)*C**(i-C))])

else:

p.append(rho**i*p0/factorial(i))

Peq.append([i, rho**i*p0/factorial(i)])

Pleq.append([i, sum(p)])

S pomocou pravdepodobností dokáºeme vypo£íta´ ostatné základné charakteristiky.
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Qhat =

rho**C*beta*p0/(factorial(C)*(1-beta)**2)*(1+(K-C)*beta**(K-C+1)-(K-C+1)*beta**(K-C))

Lhat = l*(1-p[K])

What = Qhat/Lhat

sumPom1 = 0

sumPom2 = 0

sumPom3 = 0

for i in range(0,C):

sumPom1 = sumPom1 + i*p[i]

sumPom2 = sumPom2 + p[i]

sumPom3 = sumPom3 + ((C-i)*rho**i)/factorial(i)

Nhat = Qhat + sumPom1 + C*(1-sumPom2)

That = What + 1/m

PI = 0

for i in range(0,C):

PI = PI + p[i]

PI = 1 - PI

gamma = Qhat;

kappa = Nhat

PP = PI

EW = What

ER = That

Nasledované rozloºením doby £akania:

# waiting time probabilities based on position

PWk = []

for j in range(1, K+1):

sumK = 0

for i in range(0, j):

sumK = sumK + ((C*m*w)**i)/(factorial(i))

PWk.append(round(math.exp(-(C*m*w)) * sumK, r))

37



3.1 Základ aplikácie
3 IMPLEMENTÁCIA

# waiting time probability

PW = 0

sumI = 0

for i in range(0, K+1):

sum1 = 0

for j in range(0, i+1):

sum1 = sum1 + ((C*m*w)**j)/factorial(j)

sumI = sumI + (beta**i) * sum1

PW = p[C] * math.exp(-C*m*w) * sumI

Ako posledné po£ítame optimaliza£né úlohy (uvedené porovnanie strát dvoch mo-

delov):

# loss analysis

loss = 0

lossalt = 0

if alt == 1 and altmodel==1:

# probs for ALT model

sumPom = 0

pAlt = []

for i in range(0,altC):

sumPom = sumPom + rho**i/factorial(i)

if betaAlt == 1:

sumPom = sumPom + ((rho**altC)/factorial(altC)) * (altK-altC+1)

else:

sumPom = sumPom + ((rho**altC)/factorial(altC)) *

(1-(beta**(altK-altC+1)))/(1-betaAlt)

p0 = 1/sumPom

pn = (rho**C*p0)/factorial(altC)

pAlt.append(round(p0, r))

for i in range(1, altK + 1):
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if i>altC:

pAlt.append(round(rho**i*p0/(factorial(altC)*altC**(i-altC)),

r))

else:

pAlt.append(round(rho**i*p0/factorial(i), r))

loss = l * p[K] * prof * rc

lossalt = l * pAlt[altK] * prof * rc + cost * (altC - C)

V²etky hodnoty spolu so vstupnými parametrami priradíme do výstupnej premennej

val (typu slovník) a vraciame hodnoty spä´ metóde MMCK.

val = {

#computed vars

'rho': round(rho, r),

......

'EW': round(EW, r),

'err': err,

'loss': loss,

'lossalt': lossalt,

#old vars

'w': w,

'l': l,

'C': C,

'K': K,

.....

'KcostC': KcostC,

}

return val
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3.2 Zobrazenie výsledkov

Pouºitím Jinja vraciame nadobudnuté premenné HTML ²ablóne.

values = metody.MMCK(l, m, maxk, K, C, ... , costC, costK)

template = JINJA_ENVIRONMENT.get_template('MMCKresult.html')

self.response.write(template.render(values))

V HTML najprv prebieha kontrola, £i nedo²lo k chybe. Umoºnenie pythonovského

kódu a výstupných premenných z metódy MMCK priamo v HTML slúºi webapp a

Jinja. V prípade, ºe do²lo k chybe, namiesto výstupného formulára sa zobrazí hlásenie

o chybe.

{%if err==1%}

Wrong or incomplete Input<br />

{%if beta >=1%}

Beta must be less than 1, but it is equal to

{{beta}}<br />

{%endif%}

<br />

{{errMSG}}

Ak príznak err nehlási chybu, pokra£ujeme k zobrazeniu výstupov.

<input type = "number"id = "pID"> probability of <span id = pIDk> 0 </span>

people being in the system is <span id = "pIDres"></span><br />

<input type = "number"id = "pwID"> probability of waiting for more than

<span id = pwIDk> 0 </span> is <span id = "pwIDres"></span><br />

<input type = "number"id = "pwkID"> probability of <span id =

pwkIDk>1</span>. customer waiting for more than <span id = pwkIDw> 0

</span> is <span id = "pwkIDres"></span><br />
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<input type="checkbox" name="hideprobchart" id="hideprobchart"

checked="true"><label for = "hideprobchart">display/hide the

probabilities chart</label><br/>

<input type="checkbox" name="hideprobleqchart" id="hideprobleqchart"

checked="true"><label for = "hideprobleqchart">display/hide cumulative

probability chart</label><br/>

<input type="checkbox" name="hidePWchart" id="hidePWchart"

checked="true"><label for = "hidePWchart">display/hide chart for waiting

time probabilities</label><br/>

<div id="PWchart" ></div>

<div id="probchart" ></div>

<div id="probleqchart" ></div>

{%set i=0%}

{%for item in p:%}

P{{i}} = {{ item }} <br />

{%set i = i + 1%}

{%endfor%}

<h3>RESULTS FOR M/M/C/K</h3>

<h4>Basic model results</h4>

<div id = "res">

Beta - service intensity:<br />

{{beta}}<br /><br />

Average number of customers in system:<br />

{{kappa}}<br /><br />

Average number of customers in queue:<br />

{{gamma}}<br /><br />

Average number of busy servers:<br />

{{rho}}<br /><br />

Probability of waiting <span lang="latex">\Pi</span>:<br />

{{PP}}<br /><br />

Average time spent in queue:<br />

{{EW}}<br /><br />
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Average time spent in system:<br />

{{ER}}<br /><br />

</div>

{%if alt ==1%}

<br />

Loss on the first model: {{loss}}<br />

Loss on alternate model: {{lossalt}}

{%endif%}

Tu okrem HTML a Jinja vyuºívame aj Javascript. Jeho hlavným ú£elom je skrytie

a opätovné zobrazenie objektov, gra�cké zobrazovanie, ale tieº opätovný výpo£et prav-

depodobností pre okamºité a dynamické zobrazenie. Skripty Javascript na£ítavame zo

súboru scripts.html. Tu vyuºijeme výstupné premenné z pythonovských výpo£tových

funkcií, ktoré slúºia ako zdrojové dáta pre výsledné charakteristiky a zobrazené grafy.

Z dôvodu, ºe pouºívate© má moºnos´ necha´ zobrazi´ pravdepodobnosti pk a najmä

pravdepodobnos´ £akania pre akýko©vek zadaný £as, je nutné tieto charakteristiky na

rozdiel od ostatných vypo£íta´ v Javascripte. Alternatívou by bola nutnos´ odoslania

formulára pri akejko©vek zmene preferencií.

Tu je príklad vyuºitia Javascript pre zobrazenie dát gra�cky cez Google Charts

a ich následné skrytie/odkrytie pomocou dynamického nastavenia parametrov HTML

objektov.

google.setOnLoadCallback(drawChart);

function drawChart() {

var data1 = google.visualization.arrayToDataTable(dataset1);

var data2 = google.visualization.arrayToDataTable(dataset2);

var data3 = google.visualization.arrayToDataTable(dataset3);

var options1 = {
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title: 'Probability of N people being in the system',

curveType: 'function',

'width': 560,

'height': 350,

'chartArea': {'width': '90%', 'height': '80%'},

'legend': {'position': 'bottom'}

};

..........

var chart1 = new

google.visualization.ColumnChart(document.getElementById('probchart'));

var chart2 = new

google.visualization.ColumnChart(document.getElementById('probleqchart'));

var chart3 = new

google.visualization.LineChart(document.getElementById('PWchart'));

chart1.draw(data1, options1);

chart2.draw(data2, options2);

chart3.draw(data3, options3);

}

$('[name=hideprobchart]').change(function(){

var c = this.checked ? 'block' : 'none';

$('#probchart').css('display', c);

});

$('[name=hideprobleqchart]').change(function(){

var c = this.checked ? 'block' : 'none';

$('#probleqchart').css('display', c);

});

$('[name=hidePWchart]').change(function(){
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var c = this.checked ? 'block' : 'none';

$('#PWchart').css('display', c);

});

Vo výsledku má pouºívate© nad zobrazeným obsahom kontrolu jednak pri zadávaní

údajov, kde môºe nastavi´ volite©né typy úloh, ako aj ºelané zaokrúhlenie výsledkov a

takisto pomocou vstupov typu checkbox môºe zobrazi´ alebo skry´ celé bloky výstupu

alebo grafu, a takisto si môºe necha´ zobrazi´ práve tie pravdepodobnosti ktoré ho

zaujímajú.
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4 Ilustra£né príklady

Funkcionalitu webovej aplikácie si predvedieme na nieko©kých príkladoch. Konkrétne

necháme zobrazi´ v²etky charakteristiky modelu textovo aj gra�cky. V druhom príklade

vyrie²ime pomocou aplikácie optimaliza£ný príklad [2, Pr. 13].

4.1 Príklad 1

Na²im cie©om je získa´ v²etky dostupné charakteristiky pre model M/M/n/m s para-

metrami:

• Intenzita vstupu: λ = 3.5,

• Intenzita výstupu: µ = 1,

• Po£et obsluºných liniek: n = 5,

• Maximálna kapacita systému: m = 18,

V hlavnom menu si volíme model M/M/n/m (Obr. 4) a do zobrazeného vstupného

formulára zadáme poºadované parametre (Obr. 5). Po stla£ení tla£idla Compute sa

zobrazí tabu©ka so základnými charakteristikami(Obr. 6). Pre zobrazenie pravdepodob-

nosti konkrétneho po£tu zákazníkov v systéme a pravdepodobnosti £akania na obsluhu

po £as dlh²í neº w pre k-teho zákazníka vo fronte, ako aj bez poznania poradia, za-

dáme príslu²né hodnoty k, w do textového po©a (Obr. 7). Pre lep²iu predstavu je tieto

pravdepodobnosti moºné zobrazi´ gra�cky pre v²etky relevantné hodnoty k, w (Obr. 8,

9, 10).

Obr. 4: Príklad 1 - výber modelu

4.2 Príklad 2

V druhom príklade ilustrujeme uºito£nos´ aplikácie priamo na príklade zo zbierky cvi-

£ení [2, Pr. 13].
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Obr. 5: Príklad 1 - zadanie parametrov

Informácie na informa£nej telefónnej linke s priemerným trvaním 1 min majú expo-

nenciálne rozloºenie, záujem o informácie je Poissonovsky rozloºený s priemerným po-

£tom 30 za hodinu. Informácia stojí 50 hal/sec., polovica odmietnutých o informáciu

opä´ nepoºiada. Aké priemerné straty má informa£ná kancelária v dôsledku odmietnu-

tia zákazníkov? Ak prevádzka ¤al²ej linky stojí 100 Sk/hod., oplatí sa prevádzkova´ ju?

Opä´ zvolíme rovnaký model M/M/n/m, kde do vstupného formulára nastavíme

parametre (Obr. 11):

• Intenzita vstupu: λ = 0.5,

• Intenzita výstupu: µ = 1,

• Po£et obsluºných liniek: n = 1,

• Maximálna kapacita systému: m = 1,

Ide teda o model M/M/1/1. Úlohou je porovna´ straty vzniknuté odmietnutím zá-

kazníka oproti modelu M/M/2/2, pri£om (po prepo£ítaní na koruny a hodiny) pre-

vádzka ¤al²ej linky stojí 1,66 Sk/hod, zisk je 30 Sk/hod a v priemere polovica od-

mietnutých zákazníkov sa uº nevráti. Za²krtnutím polí£ok Perform loss analysis a

Analyse alternative model dostávame moºnos´ nastavi´ parametre alternatívneho

modelu spolu s hodnotami ziskov a strát (Obr. 12).
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Obr. 6: Príklad 1 - Základné charakteristiky

Obr. 7: Príklad 1 - Pravdepodobnosti v textovom poli

Po odoslaní formulára tla£idlom Compute nás zaujíma iba preh©ad strát odmiet-

nutím zákazníkov vy£íslené na hodinu (Obr. 13). Ako moºno vidie´, alternatívny model

s dvoma obsluºnými linkami má niº²ie straty a je pre prevádzkovate©a výhodnej²í.
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Obr. 8: Príklad 1 - Pravdepodobnos´ po£tu zákazníkov gra�cky

Obr. 9: Príklad 1 - Kumulatívna pravdepodobnos´ po£tu zákazníkov
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Obr. 10: Príklad 1 - Rozloºenie doby £akania

Obr. 11: Príklad 2 - výber úlohy
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Obr. 12: Príklad 2 - zadanie

Obr. 13: Príklad 2 - výsledok
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Záver

V diplomovej práci sme sa venovali popisu a aplikácii modelov teórie hromadnej ob-

sluhy. Stru£ne sme popísali jednotlivé modely a odvodili vzorce potrebné pre pre vý-

po£et charakteristík webovou aplikáciou.

Cie©om práce bolo navrhnú´ a naprogramova´ túto aplikáciu a urobi´ ju £o moºno

najviac prístupnú a jednoduchú na pouºívanie. Po navrhnutí dizajnu a funkcionality

aplikácie sme túto vyvinuli na platforme Google App Engine, s podporou programo-

vacích jazykov a ich roz²írení ako HTML, Python, Javascript, CSS, Webapp a Jinja.

Aplikácia bola po dokon£ení umiestnená na vo©ne prístupný server Google na adrese

qtcalculator.appspot.com. V¤aka svojmu umiestneniu a angli£tine ako jazyku uºíva-

te©ského rozhrania je dostupná komuko©vek a kdeko©vek.

Hlavné vyuºitie aplikácie vidím ako pomôcku pri ²túdiu na Fakulte matematiky,

fyziky a informatiky, ale aj na ¤al²ích ²kolách. Taktieº je moºné pouºi´ ju ako nástroj

na optimalizovanie behu skuto£nej prevádzky, pokia© sa reálne vlastnosti prevádzky

budú blíºi´ tým teoretickým, s ktorými teória hromadnej obsluhy pracuje.

V budúcnosti je moºné na aplikácii ¤alej pracova´, je moºné zavies´ nové modely,

alebo prida´ ¤al²ie charakteristiky a optimaliza£né úlohy k tým aktuálnym. V¤aka

textu tejto práce, najmä kapitole 4 a komentárom priamo v zdrojovom kóde by nemal

by´ problém pokra£ova´ v mojej práci ¤alej.
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Elektronická príloha Súbor obsahujúci zdrojový kód aplikácie
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