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Abstrakt

V tejto praci sa zaoberame zjednoduSenim modeduayrkt sa okamzita Urokova miera
modeluje ako stet dvoch nepozorovdieych faktorov. Poklsime sa ho zjednodusSi
na model, v ktorom vystupuje &t nahodného faktora a konStanty. V prvej faze
kalibracie sa budeme venavaminimalizacii odchylok trhovych vynosov od
teoretickych. Budeme sa najskor venokalibracii Vasékovho modelu, kde okamzita
arokovad miera bude rozloZzend na nahodny faktor Kasho tvaru a konsStantu.
Neskoér sa pokusime kalibravaovnako upraveny CKLS model, ktorého presnos
overime pomocou presného rieSenia CIR modelu. Bnesiie moZznosti pouZitia
metddou maximalnej vierohodnosti v druhej faze moptizacii. Vysledky kalibracie

otestujeme na simulovanych datach.

Kracové slova:Jednofaktorové modely, CKLS model, kalibracia, agové krivky
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Abstract

The purpose of this thesis is a simplification obdal in which the instantaneous
interest rate is modelled as a sum of two unob®ésviactors. We try to simplify it to

a model in which it equals the sum of a randonofaahd a constant. In the first phase
of calibration we minimize differences between near&nd theoretical yields. Firstly
we consider calibration of the Vagk model where the instantaneous interest rate is
decomposed into Va&k random factor and a constant. Subsequently, llgqua
adjusted CKLS model calibration is studied, theusacy of which can be verified by
exact CIR model solution. Finally, the thesis exaasi possibilities for using the
maximum likelihood method in the second phase d¢ibicdion. The results of the
calibration are tested on simulated data.

Key words: one-factor interest rate model, CKLS model, Vasiceldel, calibration,

yield curves
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Uvod

V poslednych desaociach sa intenzivne zvySoval zaujem o derivaty Gvgkb
mier. Vyvinulo sa mnoZstvo nastrojov a produktoloZanych na urokovych mierach.
Finartné trhy su dnes spojené s urokovymi mierami vi&o, kedykdvek predtym.
V ekonomike nepozname len jednu arokovl mieru. @uplje ju veé’a faktorov,
napriklad jednym z fundamentélnych je maturitatdfz medzi maturitou a vynosom

dihopisu s nulovym kupdnom nazyvaktesova Struktira urokovych mier.

Zaciatok ¢asovej Struktary urokovych mier sa nazyva okamzitmmkovou mierou
alebo short rate. Modely uvazované v tejto diplogygwaci patria medzi tzv. short
rate modely. V nich je short rate popisana stodtiamt diferencialnou rovnicou
acasova Struktara urokovych mier s&fta z cien dlhopisov, ktoré sa ziskaju rieSenim

parcialnej diferencialnej rovnice.

Praca je rozdelena na Styasti. V prvej kapitole si priblizZime niektoré nagé,
vyuZivané pri modelované okamzitej urokovej midfysvetlime si zakladné fingné

pojmy, definujeme Wienerov proces a sformulujenevt lemu.

Druha kapitola prindSa prédd niektorych modelov drokovych mier pomocou
definicie stochastického procesu modelujuceho okaniokovu mieru. Zaoberame
sa pritom modelmi, v ktorych je short rate defino&aako stet konStanty
a ndhodného procesu. Odvodime sp6sobia@mia dlhopisov v tychto modeloch,

odvodime explicitné rieSenia (tam, kde existuji}p aj aproximaciu pre model CKLS

typu.

Tretia kapitola sa venuje metédam kalibracie shetd modelov, ktoré sa odliSuju
zlozitog’ou, mnozstvom faktorov a mozn@asni interpretacie. V naSom pripade sa
budeme v prvom kroku kalibracie venévainimalizécii odchylok trhovych vynosov
od teoretickych. Budeme nadvézéwvaa diplomova pracu J. HalgaSovej, v ktorej je
short rate modelovana ako ¢eti dvoch faktorov CKLS typu. My sa budeme sa
venova Kkalibracii zjednoduSeného modelu, kde okamzitdkawvé miera bude
rozloZzena na nahodny faktor CKLS tvaru a konstantu.

Vysledkom prvej fazy kalibracie je i dobry odhad short rate, ale konStanta
a nahodny faktor su posunuté o konStantu. Pretpgslednacad’ je venovana



odhadovaniu parametrov metédou maximalnej vierobstinPomocou nej sa short
rate pokusime rozloZina konstantu a CKLS faktor pomocou odhadu shae ra
z predchadzajuceho kroku.



1 Zakladné pojmy

V tejto kapitole zavedieme pojmy dlhopis, predsta si ho ako derivat
arokovej miery. PodrobnejSie sa danej problematieuju autori v knihach [1], [2] a
[3]. Obozndmime sa so zakladnymi nastrojmi stodtledho kalkulu, ktory budeme
vyuziva®. Tymi si0 Wienerov proces a ltbova lema. Podrobaejiformacie

o stochastickom kalkule sa daju nampriklad v [12].

1.1 Derivaty urokovej miery

Na obchodovanie s urokovou mierou slizi viacerodggjivatov, s ktorymi sa
obchoduje na trhoch po celom svete. Najzakladn&sgma derivatu na urokovu mieru
je dlhopis. Emitent sa pri emisii bezkupdnovéhoogibu zavazuje vyplativ urity
den v buducnosti jeho nominalnu hodnotu. Rozdiel naiimaj a predajnej ceny je tzv.
diskont. Cenu takéhoto dlhopisu, ktge dneSnyas aT je ¢as splatnosti dlhopisu,
budeme oznmva’ P(t,T), kdet < T. Za normalnych okolnosti je predajna cena
dihopisu nizSia ako jej nomindlna hodnota. Bez ujmgy vSeobecnosti budeme
pracovd s dlhopismi, ktoré ¥ase splatnosti vyplatia jednu ff@nu jednotku,
tedaP(T,T) = 1.

OkamZzitt cenu dlhopisu mézeme vyjadako

P(t,T) = e REDT-D) .11

kde R(t,T) je urokova miera. Z toho vyplyva, Zasova Struktira urokovych mier
vyjadrujuca zavislas medzi drokovou mierou &gasom zostavajucim do splatnosti

prislusného dlhopisu sa pomocou ceny dlhopisu gaviy ako

InP(t,T) (1.1.9)



Bezkuponovy dlhopis sa zavazuje vyplagiresni sumu v dopreducenom
¢ase. Urokova miera teda vyjadruje poplatok za iwariie péazi od séasnosti az do

¢asu maturity'. Na obrazku 1 uvadzame prikléasovej Struktiry arokovych mier.
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Obr 1. Casova Struktara Grokovych mier pre dlhopisy s razdiikou splatnosti

Zdrojwwwecheuropa.eu/

Poznamenajme, Ze predpoklad o tom, Ze predajna dlbiogisu je nizSia ako jeho

nominalna hodnota, znamena pad1.1.2) predpoklad o kladnosti Urokovych mier.

Toto je naozaj Standartna situacia, méZzeme sa whakn®@ aj so zapornymi

arokovymi mierami, ako to ilustrujeme na obrazku 2.
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Obr 2. Priebeh jednotyZza@vého Euriboru (obdobie 1/2015-8/2015)
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4

30



Zaciatok vynosovej krivky predstavuje tzv. okamzit@kovu mieru. Ak oznéme jej

hodnotu Waset akor;, matematicky ju mézeme definavako

1
— T T (1.1.3)
T = AP_r)ng R(t, t+ At) = AP_r)ng AT InP(t, t + At).

Pri vyuziti faktu, 2eP(t,t) = 1 a z definicie derivacie vyplyva, Ze okamzitu Greko
mieru mdézeme vyjadtiako

(114

d
= ——InP(t,T .
Tt aTn(,)th

Na obréazku 3 je zndzorneny priebeh europskej kdatej (overnight) sadzby Eonia.

Graphs - Eonia historic interest rates

Graph Eonia interest rate development 2012 Graph of long-term Eonia rate development

P
=

“25
H

[ TR e | =) [ T e | [ T e | =)
[ 8
il 1
il
=1

Y TR . B |
i liaabagaboaibag

0 02 03 04 O 06 OF 08 08 10 11 112 5 00 01 02 03 04 05 06 OF 08 05 10 11 12 13

Obr. 3 Priebeh okamzitej irokovej mier Eonia z r@k12 (Vavo) a jej dlhodoby
trend (vpravo). Zdroj:www.global-rates.com

1.2 Stochasticky kalkukus

V nasledujucej kapitole si priblizime niektoré mépt, vyuzivané pri modelovani
okamzitej urokovej miery. Wienerov proces budemdrgimmva pri definovani
nahodného procesu, ktorym sa modeluje okamzita odrdokmiera. Ito6vu lemu

vyuZzijeme pri odvodeni parcialnej diferencialneymice pre cenu dlhopisu.

Defininicia 1.2.1Brownov pohyl{X(t),t > 0} je t-parametricky systém nahodnych

veli¢in, pricom

1. vSetky prirastkyX(t + A) — X(t) maju normalne rozdelenie so strednou

hodnotoyA a disperziou (alebo aj varianciouy A,



2. pre kazdé delenig, =0 < t; < t, <t < - <t, su prirastky
X(ty) — X(ty), X(ty) — X(ty), ..., X(t,) — X(t,—1) nezavislé ndhodné
premenné s parametrami ffacbodu 1.,
3 X(0)=0.

Brownov pohyb s parametrami= 0 a 62 = 1 sa nazyvame Wienerov proces.

W)
(]
|

0.0 02 04 06 0.8 1.0

Obr. 4 Priebeh Brownovho pohybu s réznymi paranmira

Nasledujuce tvrdenie dava predpis pre diferencidikéie definovanej pomocou
transformécie procesu, pre ktory je zndma stodastdiferencialna rovica, ktoru
spina.

Lema 1.2.2(Itbova lema Nech f(x, t) je hladka funkcia dvoch premennych,¢pm
premenn& je rieSenim stochastickej diferencialnej rovnice

dr = u(x,t)dt + o(x, t)dw, (12.2)

kdew je Wienerov proces. Potom prvy diferencial fungie dany viahom



_ of of | o?(xt) 9%f (123
df = Fodx+ (5 + 75257 de,

doésledkomioho funkciaf vyhovuje stochastickej diferencialnej rovnici

af of | a*(xt) 9%f of 124
df = (Z+pGe )L+ 522 de + o(x,t) L aw. (124



2. Jednofaktorové rovnovazne modely

Nasledujuca kapitola prinaSa prad niektorych modelov Urokovych mier, ich
definiciu stochastického procesu modelujuceho ok@mirokovi mieru. Odvodime
spb6sob oagovania dlhopisov v tychto modeloch, explicitné ele& v pripadoch, kedy
existuju, ako aj aproximaciu pre vSeobecnejSi pripaktorom explicitné rieSenie

dostupné nie je. Tymto témam sa podrobne venugeddd], [13], [8].

2.1 Modelovanie okamzitej urokovej miery

V tejto praci sa zaoberame zjednoduSenim dvojrozéier rovnovazneho modelu
na jednorozmerny model posunuty o konStantu. Uwagujnajskér zakladny
jednofaktorovy model.

Predpokladajme, Ze okamzitu Grokovd mieru charakterizujeme stochastickou

diferencialnou rovnicou, ktort vo vSeobecnom tvaapisujeme
dr = u(t,r)dt + o(t,r)dw (2.11)

Rovnica je rozdelen& na deterministickl a stoctiastzlozku, kdeu(t, r) ozn&ujeme
ako trend (drift) vo vyvoji urokovej miery @(t,r) charakterizuje fluktuaciu okolo

trendovej zlozkyu(t, ).

Obvyklou vdbou driftovej funkcie jeu(t,r) =k(6 —r), kde k,6 su kladné
konStanty. Parameté nazyvame limitnou Urokovou mierouxarychlog’ou reverzie
alebo aj rychlogdou navratu k limitnej urokovej miere. Stochastigh®cesy s touto
formou deterministickegasti sa zvyknu ozgava’ aj ako Ornstein-Uhlenbeckove
mean reversion procesy. Podstata driftu v tygter) = k(6 — r) spaiva v tom, Ze
strednd hodnota Urokovej miery je potomt@hovand k rovnovaznej hodnote

pricom sila tohto ptiahovania je dana parametrem

Speciélnou vibou funkcies (t, ) dostadvame zname modely

- Vasikov model [13] pres(t,r) =0



- Cox-Ingersol-Rossov modat'dlej CIR) [14] pres(t, 1) = or
- Chan — Karilyi — Longstaff — SandersaValej CKLS model) [8] prer(t,r) =

orY, kdey = 0. VSimnime si, ze Specialnou Kmou parametrg dostaneme

Vasikovy =0,aCIR § = %) model.

V diplomovej préci [6] sa autorka zaoberd modelerkiforom je okamzit4 Urokova

miera sdtom dvoch nahodnych faktorov. CKLS tvaru, teda r; + r,, pricom
dry = k,(6, — 1) + oy dwy,
dr, = k,(0, — 1) + azrzzydwz,
cov(dw,,dw,) = pdt, kdep € (—1,1).

Vysledky odhadov tychto faktorov pre jednotlivé kady preberdme z uvedenej

diplomovej prace na obrazku 5.
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Obr.5 Porovnanie realnej trokovej miery overniglidhadnutym priebehom short-rate a odhad

faktorového rozkladu pre jednotlivé kvartaly roka08 [6].

MézZeme si vSimnt] Ze jeden z procesov vychadza takmer konStantogih@dnuty
priebeh okamzitej arokovej miery je ceny priebehom druhého faktora. Toto je

viditel'né predovsekym v poslednom kvartali.

Tieto vysledky vedu k navrhnutiu jednoduchSieho etodv ktorom je okamzita
arokova mierar sittom konStanty a pomocného procésiktory je charakterizovany

stochastickou diferencialnou rovnicou:
r=7+k @12
di = u(t,7)dt + o(t, 7)dw.
ZjednodusSenie modelu uvedeného v diplomovej p&addpoveda

di = k(6 — 7)dt + oV dw.

Poznamenajme eSte, Ze vo svojej pdvodnej formul@R a CKLS model
nepripu$aju, na rozdiel od Vaditovho modelu, zdporné urokové miery. Toto sa diho

10



povazovalo za ich vyhodu, avSak (ako sme videlapitole 1) v stasnosti je mozné
pozorovd aj urokové miery, ktoré su zaporné. Ak v modellL(2) zvolime konStantu
k zapornu, tak proces bude mot nadobudé aj zaporné hodnoty. Tym spojime
vyhodnog nekonsStantnej volatility (prey > 0) a moznosti modelo¥a zaporné

arokové miery (ktoré by sme bez pridania konStandyi len v pripadg = 0)

2.2 Parcialna diferencialna rovnica pre cenu dlhopisu

V nasledujucefasti sa budeme venavadvodeniu parcialnej diferencialej rovnice
pre cenu hodnoty dlhopisu s maturitodase T v modeli (2.1.2). Tato cena bude
zavisi@’ od maturityT, ¢asut a procesu, tedaP = P(#,t,T), pricom T uvaZzujeme
ako parameter &t ako nezavislé premenné. Z Itovej lemy dostavatoehastickl

diferencialnu rovnicu pre cenu dlhopisu

aP P a2 9d2P aP . . 22.1)
dpP = (E Uzt 7%) dt + aﬁdw = ug(t,#)dt + og(t,7)dw,
sme pre zjednodusSenie zapisu azina
pup(t, ™ = k(@ —7), pg = oi’. (222)

Dalej zostrojime portfélio pozostavajice z dvochogiisov s réznymi maturitami.
Portfélio bude pozostavaz jedného dlhopisu s maturitoli, az A dlhopisov

S maturitour,. Hodnota portfélia je teda
T = P(T, t, Tl) + AP(T, t, Tz) (223
Zmenu jeho hodnoty potom popisuje rovnica

drm = dP(#,t,T;) + AdP(#,t,T,) (224)

= (ug(t, 7, Ty) + Aug(t, 7, T,))dt + A(ag (t, 7, T;) + 05(t, 7, T,))dw. (2.25)

Ak zvolime vhodny pomer @tu dlhopisovA ako

11



og(t,7,T1)

op(t,7T2)’ (2.26)

tak eliminujeme v rovnici (2.2.5) nahodna zloZzku zpstdva nam len jej

deterministick&ag’

op(t,7,T1)
og(t,7Ty) KB

dr = (up(t, 7, T;) — ug(t, 7, T,))dt. (2.27)

Aby sme wyl@ili arbitrdznu prilezitos, vynos takéhoto portfélia sa musi rovna
aktualnej hodnote okamzitej irokovej miery, tedasihplati’

drn = rrndt = (¥ + k)ndt

Op (t; 77: Tl)

L7 T) ————==~
(I'I'B( r 1) O—B(t,r,Tz)

up(t,7,T,) = (F+ K)m (2.28)

a po dosadeni hodnoty portféfia

(t ,..T) O-B(trT’?;Tl) (t ,..T)
Up\L, 7,11 O_B(t’?:TZ)MB ARy
= G+ (PF LT — ZEBPELT,)). @29

Potom z (2.2.9) vyplyva, Ze musi ptati

up(t,7,T1)—(F+k)P(F,t,Ty) _ pp(t,7,Ta)—(F+k)P(F,t,T,) (2.2.10)
op(t,7,T1) op(t,7T,)

Predpokladdame, Ze maturify a T, mdzu by 'ubovd’né, preto z rovnosti (2.2.10)

vyplyva, Ze existuje taka funkci(7, t), ze

ug(t,#,T) — (F + k)P(#,t,T) (2.2.11)
O-B (tr 77; T)

AT t) =

prelubovd’nd maturituT.

Funkcial sa nazyva trhova cena rizika a vyjadruje narasbsy dlhopisu v porovnani

s bezrizikovou Urokovou mierou.
Po dosadenipy aoy definovanych v (2.2.2) do (2.2.11) dostadvame ravnic

i a?(¥,t) 9P N
a—+.u(tr) AT, t)a(tr) (;" )F_( P =0, 2.2.2)
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ktord musi by splnen& pre kazdée < 0,T) ai > 0. Ked'Ze ocaéujeme dlhopis, ktory
v ¢aseT vyplati jednu p&azna jednotku, k rovnici sa priddva koncova podiaen
P(#,T,T) =1 pre kazd& > 0.

2.3 Explicitné rieSenia a analyticka aproximacia rieSera
parcialnej parcialnej diferencialnej rovnice pre cenu
dlhopisu

Pripomame si jednofaktorové modely okamzitej irokovej mievedené v kapitole
2.1. Okamzita urokova mieraje v nich modelovana stochastickymi diferencialihym

rovnicami

- dr = k(6 —r)dt + ow vo Vasékovom modeli,
- dr = k(6 —r)dt + o(t,r)vrdw v CIR modeli,
- dr =k(6 —r)dt + or¥dw v CKLS modeli.

Z kapitoly 2.2 vieme, Ze po teni trhovej ceny rizikal(r,t) dostaneme parcialnu

diferencialnu rovnicu pre cenu dlhopisu (zoberiéime 0, potomr = 7).

Ak vo Vastkovom modeli zvolime konStantna trhova cenu riziKa, t) = A a v CIR

modeli trhovi cenu rizikal(r,t) = AV/r, vieme néjg explicitné rieSenie pre cenu
dihopisu. Toto je spravené napriklad v [1] a [3huBjeme teraz tento postup na
najdenie cien dlhopisov v naSom modek= # + k, pricom za# zoberieme proces

Vasitkovho typud# = k(6 — 7)dt + odw a konStantnu trhovu cenu rizikh resp

proces CIRI# = k(8 — 7)dt + o (t, 7)v/Fdw a trhovi cenu rizika rovniy/7.

V klasickom CKLS modeli s volatilitoa(t,7) = or? nieje prey # 0ay # % zname
explicitné rieSenie pre cenu dlhopisu. Jednou znmost priblizného vypt&u je
pouzitie pribliznej analytickej formuly. Tento phigp pouzijeme v naSom modeli, kde

je faktor CKLS posunuty o konStantu.

2.3.1 Cena dlhopisu vo Vadikovom modeli posunutom o konStantu
UvaZujeme najskér model V&kbvho typu, v ktorom je cena dlhopisu rieSenim

rovnice

13



ap 0P  029%P - _
—E+(a+ﬂr)§+7m—(r+k)P—O,

(2.3.1.1

kdet € (0,T >,7 € R s pa&iatotnou podmienkoW (#,0) = 1, pricoma = k6 — Ao
ap = — k acas sme transformovali @s zostavajuci do splatnosti dlhopisu ktory je

definovany viahomt =T —t.

SnaZime sa ndjsieSenie v tvare

P(r,7) = X(v)e YOF, (2.3.1.)

pricom funkcie X aY sgnaju paiatoiné podmienkyX(0) =1 aY(0) =0. Tie

zarwia splnenie z&atocnej podmienkyP(#,0) = 1. Najprv vypdaitame derivacie,
ktoré vystupuju v parcialnej diferencialnej rovn{2i3.1.1):

(2.3.1.9

P _  yiry _ yvsy 9P _ _ yy,-vi 9P _ yu2 v
5 = € X XYr),af— XYe ,afZ—XYe .

Tie nasledne dosadime do (2.3.1.1) a dostaneme
vi[—(X = xYF) + Zxy? XY — (F+k)X|l=0
exp{— r[—( - r)+7 — (a + F)XY — (F + k) ]}— .

Dalej dame dohromaditeny, ktoré obsahujii a ostatnéleny:

2

. g .
—X+7XY2—aXY—kX+f[Y—,8Y—1]X=0

Aby platila rovnos, obe skupinyglenov (obsahujlce a ostatné) sa musia rovha

nule. Dostavame

2

. (o) )
-X +7XY2 —aXY —kX =0, (2.3.1.9

v — BY —1=0. (23.1.5

Obyajna diferencialna rovnica (2.3.1.5) preje linedrna nehomogénna dabyné
diferencialna rovnica. Jej vyrieSenim a po dosagetiatocnej podmienkyY (0) = 0

dostavame

(2.3.1.9

ePr -1

Y(7) = 3

Upravou rovnice (2.3.1.5) do tvaru
14



_ % vy —k
_2 a ,

Se | <

dosadenim uz najdenej funkdiyla ndslednym integrovanim dostaneme

InX = dlny—j vt _av—k) d
nx = d‘[ = 2 a T

2 -
— ;—ﬂzj(eZﬁr —2efT+1)dr - %j(eﬁf ~1)dr - j I dt 2.3.1)

Vypoétom uvedenych integralov a dafitani integranej konstanty z patocénej

podmienkyX(0) = 1 dostavame

o2 [e2BT  2eBT a (ePT 302 a
¥ =5 (G )5 (T D) kG @3y

Cena dlhopisu ma teda tvar (2.3.1.2), funkfie) a Y (7) su definované vahmi
(2.3.1.8) a (2.3.1.6).

2.3.2 Cena dlhopisu v CIR modeli posunutom o konstantu
VyrieSime parcialnu diferencialnu rovnicu pre ceftlbopisu v modeli CIR typu
9%p
72

oP oP  o? .
9 )07 L 0 x0F (& — (2.3.2.)
aT+(0{+ﬁr)ar~+2ra (F+ k)P =0,

ktora ma by splnené pre € (0,T >, > 0, kdea = k6, = —k — A0 a p&iatocha
podmienka jeP(#,0) = 1.

RieSenie budeme znovUldda v tvare (2.3.1.2), ptom funkcieX,Y budi( spiat’
pociatocné podmienky X(0) =1 aY(0) = 0. Dosadenim parcidlnych derivacii
(2.3.1.3) do rovnice (2.3.2.1) a zoskupenilanov obsahujucich¥ a ostatnych
¢lenov, analogicky ako v modeli V&&bvho typu, dostavame:

. (23.2.9)
X —BXY —kX =0,

) (2.3.2.3

. o
Y-pY+—v:-1=0.

15



Ide znovu o systém obgjnych diferencialnych rovnic. Z druhej rovnice wyftame

funkciuY. Je to separovdbted diferencialna rovnica, preto musi plati

dy _ (2.3.2.9
# —_ dT.
—7Y +pY+1

Pre zjednodu$enie zapisu polozZige- /5% + 202, potom

S 1 = l( 1 1 ) (2.3.25
Ern ] o s Rl = =

a2

Integrovanim (2.3.2.4) dostavame&’ah pre vSeobecné rieSenie

Bt+o
~ln ) I+c (2.2.2.6)
@ y-£=e | b

a2
kdec; je konStanta. Rovn6g2.3.2.6) eSte prepiSme na tvar

Y_ﬁ—_(p

g2 _ LT
Bro — €7 C2y (2.22.7)
="

kdec, je konStanta.

Dopctitame konStantuc, z paiatocnej podmienky Y(0) = 0, cize dostaneme
C, = z;—z. FunkciuY (7) vieme napisaako

(p,,—_zﬁ(e‘pr—l) _ 2(e97-1) (2.22.9
1-§;—gem (p-B)(e¥T-1)+2¢"

Y(7) =

FunkciuX potom jednoducho dopitame integraciou rovnice (2.3.2.2):

2a

(p-P)t o2
_ _ 20 2 3 (2.2.29)
In(X) fo aY(s) + kds <((p_3)(e¢ﬂ‘f—1)+2(p> ke .

V klasickom CKLS modeli s volatilitow(t,r) = or?Y nie je prey #0, y #1/2
zname explicitné rieSenie pre cenu dlhopisu. Jednooznosti priblizného vygtu je
pouzitie pribliznej analytickej formuly. Tento phigp pouzijeme v naSom modeli, kde

je faktor CKLS posunuty o konStantu.
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2.3.3. Cena dlhopisu v CKLS modeli posunutom o konStantu
V pripade Vasikovho aj CIR procesu pré sme trhovu cenu rizika zobrali tak, Ze
u(t, ) — A(t,#)o(t,7) bola linearna funkciax + 7. Takato trhova cenu rizika
budeme uvazovtaaj v pripade CKLS procesu, cena dlhopisu, P bude teda

rieSenim diferencalnej rovnice

apP oP 0'27‘2'}’ azp
or 2 972 F+k)P=0 (2331

so z&iatotnou podmienkouP (0,7) = 1.

Pre tento model uz explicitné rieSenie k dispozieiiname, pouzijeme preto priblizna
analytick formulu. Pri jej navrhu sa budeme indpit’ pribliznou analytickou
formulou, ktora bola navrhnutd pre klasicky CKLS dabv¢lanku [7]. Uvedieme

teraz jej konstrukciu.

a o2\ [1-ePf" o? 2 1—ef"
= (= N —_ pbT (2.3.3.2
lanas(T:r) <,8+2ﬂ2>( ,3 +T>+4,83 (1 e ) + ,3 T,

¢o vyplyva z kapitoly 2.3.1, ak zoberierhe= 0. Aproximaciu zo [7] dostaneme tak,
Ze okamzitu hodnotu volatilityr? v CKLS modeli dosadime do (2.3.3.2) namiesto

konsStantnej volatilityy z Vasékovho modelu. Tak dostaneme

a or¥\ [1-—efT a’r?y g2 1—ePft
Py, (t,7) = E+ 257 5 +7|+ Ve (1—e )+ 5 T.

(2.3.3.3

O tejto aproximacii je v [7] dokazané nasledujuaeéenie.

Veta 2.3.3.47, veta 4]NechPF,, je aproximacia ceny dlihopisu v CKLS modeli dana

vztahom (2.3.3.3) &, je presné rieSenie (2.3.3.1). Potom

InPy,(t,7) — InP,y (1,7) = c4(r)t* + o(c*) pret - 0* kde
2.3.3.4

cu(r) = —iyrzy—zaz[Zar + 212 + 2y — Dr?o?].

Pre CKLS model posunuty o konStantu navrhneme apimiu rieSenia
analogicky. Z kapitoly 2.3.1 vieme, Ze rieSeni(2.1) prey = 0 sa da napisa
v tvare

17



InP(t,7) = co(D)7 + c;(D)a + c,(1)0? — kr,

pricom

1-eh? 1 (1-ePT 1 [1-ePT 1-eh7)?
Co = ; ,C1:E( 3 +T),C2: %(T-I_T-}_%)'

Aproximaciu pre vSeobecnédostaneme znovu tak, Ze okamzitou hodnotou vityatil

oY nahradime konStantw v presnom rigeni modelu Vagkovho typu. Dostaneme

tak aproximaciu rieSenia (2.3.3.1) v tvare
NPy, =co (D)7 + c1(Da + ¢, (0)a 272 — kr,

pricom cy,cq,c, zOstavajl nezmenené. Tuto aproximaciu budeme wvatiZi

v nasledujucej kapitole pri kalibracii.
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3. Kalibracia zalozena na porovnani teoretickych

a trhovych vynosovych kriviek

Existuje mnoho metdd kalibracie modelov UrokovegmiV naSom pripade sa
budeme najskdr venowaninimalizacii odchylok trhovych vynosov od teookdych.
Budeme nadvazovana diplomovu pracu J. HalgaSovej [6], a V. Mosnf3]pv ktorej
autori kalibraciu pretransformovali na rieSenietaug linearnych rovnic a rieSenie
optimalizanej ulohy mensSieho rozmeru. V praci [6] sa Studaladjfaktorovy model
CKLS typu, v praci [8] jednofaktorovy CKLS model yoatim iného pristupu.
V oboch pracach sa okrem parametrov modelu odhajpeebeh okamzitej Urokovej
miery. Takto budeme postupavaj my. Najskdr sa budeme sa venbdkalibracii
Vasickovho modelu, kde okamzita urokova miera bude tmid na nahodny faktor
Vasitkovho tvaru a konStantu. Neskor sa pokusime kald@araovnako upraveny

CKLS model, ktorého presnbsverime pomocou presného rieSenia CIR modelu.

Vo vSeobecnosti budeme minimalizévankciu:

n m

. . 1 N . 3.

F(a,B,0%,y,k, 7, .., %) = %z z wij (R(t), 7y, ey By) — Rip,
=1 =1

kde R;; je vynos v i-tom dni pozorovany pre dlhopis scatpbsou ; a R(z;,7) je
vynos do splatnosti vygitany pomocou modelu (presné rieSenie, resp apdwiah

pre hodnotu nahodného faktofa a maturituz;, w;; predstavuju jednotlivé vahy.
Funkciu F minimalizujeme vzhadom na parameterer,f3,02,y,k a priebeh

nahodnéeho faktorg, ..., #,. Podobna ¢elova funkcia sa Studuje v [6], [7] a [8].

3.1 Kalibracia Vasi¢kovho modelu posunutého o

konStantu

Pripomeame si, Ze hodnoty cien bezkupénového dlhopisu mézzapisév tvare
InP(z,7) = co(D)F + ¢;(D)a + c;(v)0? — kr, 3.1.])

pricom
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1-eP? 1 (1-eP? 1 [1-ef* 1-eb7)?
CO: B ,C1:E( B +T),C2:2_ﬁz<—ﬁ +T+—( Zﬁ)>

Budeme minimalizova U¢elova funkciu (3.1), ptiom medzi argumentami nie jg
nakd’ko VaStkov model zodpoveda fixovanej hodnoje= 0. Minimalizovana

funkcia teda je

1 n m (3.1.9)
F(a,ﬁ,az,k,ﬁ-)z% ZO)U (R(Tj,ri)—Rij)z
i=1 j=1
pricom teoreticky vynos vypgtame ako
(3.1.9)

R(z, ) = — P

Tj
kdeP je presné rieSenie rovnice pre cenu dlhopisu darehom (3.1.1).

Najskor budeme fixowaparameteps. Hodnoty vSetkych ostatnych premennych, ktoré
su optimalne pre dan@, dopaitame parcialnym derivovanimc@lovej funkcie.
Nasledne tieto derivacie poloZzime rovné nule a&dl@she systém linearny rovnic o

n + 3 neznamych, ktory mézeme v maticovom tvare za&pika
¢ pll] =15

Bloky danej matice vyzeraju nasledovne:

M 3 FM =
[y
' “‘M
T
n 3
S| e
=
a
iy
N
F'M 3
Juy
“‘M
T
n 3
&
NI
a
iy
a
N
[
N M =
Juy
~.
T
[y

gt
m|:S
e
NG
M-
s
N|C§
Ny
N
I
1=
NgE
m|:S
NN
K

A=
i=1j=1 7 i=1j=1 7 i=1j=1 7
n m n m n m
— @i — @i @i k 7:2
= (1] T:2 C2Tj T:2 Tj
| =)= i=1j=1 7 i=1j=1 7 |
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4 T; m
Jj=1 J Jj=1 J wij
m m 0 — ¢, ?
2“1
W1 Wnj —! 1)
‘L’.z COT] ‘L’.z CoT] ]—1
- j : ]
_]:1 ]=1
n m
w;
b L T Wy
i=1j=1 5 CoR1j
n m eed T
Wyj J=1 5
. !
a= _ZZ_ZCZR” , b= , X' =la,0%k],
eed L T m
i=1j=1 Wnj
n m (Ul‘j Z 2 COan
R.. - ]
Z Z T;2 TiRij I
; ]
i=1j=1
y = [fl . fn]

Sustavu linearnych rovnic rieSime v softvéri ScilpaliZitim operatora backslash [9].
Backslash j&avé maticové deleni& = A\B, kdeAX = B. Ak A je Stvorcova matica
plnej hodnostiX = A\B je ekvivalentna s operacidli= inv(A) * B, ale vypget je
presnejsi, hlavne softwérovo ekonomickejSi pri psatesatinnyméislami. Preto by
sme mali v praxi vyuziva operator backslash, a funkcii na v¢pbinverznej matice
inv() sa radSej vyhnu

V pripade, Ze matica je Stvorcova, méze lByvysledokX vypctitany bul’ z LU
faktorizacie, alebo pomocou metédy najmensich §tworAk jecislo podmienenosti
maticeA mensie ako 1/(10*%eps), (kde gad15] %eps2~°2, t. j. maticad je dobre
podmienend), Scilab pouzije LU rozklad na riadkk e, t. j. maticad nie je dobre
podmienend,X je vektor s najmenSou normou minimalizujici normax — B||,
pricom sa na vyp&et pouZije ortogonalna faktorizacia matidet. j. X je vysledkom

linearnej metoddy najmensich Stvorcov)

Po najdeni hodndtr,0? ak a priebehu# vieme vypdita® dosiahnutll hodnotu
Ucelovej funkcie. Tymto postupom teda dostaneme aptim hodnotu &Eelovej
funkcie pre dan(f. Jednorozmernou optimalizaciou Yadom naf potom najdeme

minimum &elovej funkcie.
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3.2 Kalibracia CKLS modelu posunutého o konstantu
V nasledujucej kapitole pouzijeme rovnaka mysSlierdko v pripade Va&kovho
modelu, poklusime sa ju vSak zovSeobgcna CKLS model s nekonstantnou
volatilitou. PouZijeme pritom transformaciu, ktonavrhol Vladimir Mosny [4], v
nasom pripade nastane zmena v porovnani s jehaiteypor konStante, o ktoru je

nahodny faktor popisujuci Urokovu mieru posunuty.

Pri vypaite cien dlhopisov vyuzijeme vah z kapitoly 2, kde sme hodnotu, kde sme
hodnotu dlhopisu v CKLS modeli posunutom o kongtaaproximovali pomocou

Vasickovho modelu s upravenou volatilitou

(3.1.9
InPegs(t, 7) = ¢o(DF + 1 (T)a + ¢, (1) ?F2 — kr,
pricom
S st
Ch = ) Cqi = — T ,
T LT\
1 1—eﬁ’f+ +(1_eﬁr)2
Cy 2,32 ﬁ T 2,8 .
Ucelova funkcia (3.1) teda nadobudne tvar
(3.15

n m
1
F(a,B, 0%y, k1) = m_z Z_] (—InPegrs (T, 7) — Ryj Tj)z-
i=1 '= ]

Kvéli Zlenom a2#2Y uz nevieme pougipredchéadzajici postup priamo. PoloZme teda

y; = 027", (&elova funkcia sa ndm zmenila vo vyjadreni

InPeyys(7,7) = co(T))F; + co ()@ + ca(z))yi — ket (3.16)

Pri danej Uprave sa nam uZz prememné’ ay; vystupuju v delovej funkcii ako

kvadratické. Parameter® teda nebudeme pitar’ priamo ale zo wahua? = 2. Pri

praktickom vypdte nemusia vyjs podiely 2% konstantné, ale ak je model dobry,

# Zy
mali by by blizko hodnotes?, a teda mézeme? odhadné ako ich priemer alebo

median, ako to bolo navrhnuté v préci [4].
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Prejdime teraz k parcialnym derivaciam, obdobne akb Vastkovom modeli.
V tomto pripade dostavame sustavu rovnic o rozrherdn + 2 x 2n + 2, ktord

budeme rie§ioperatorom backslash. Tuto sustavu méZzeme zapiseticovom tvare

nasledovne:
A B Ciroa a
B' D; D,||F :H,
C' D, Dilly c

- n m n m -
wij 5 wij
20 —2 G2
A== J i=1j=1 7
- n m n m )
Y Y 2
(=1 5=1 i=1 j=1 / |
- m m -
W1 Wnj
—2C0C1 TTC()Cl
B = ,
m m
wq wnj
‘L'-z COT] ‘L'-z COT]
; ] ; ]
| ]:1 ]=1
- m m e - m -
0)1 (Un' a)l
Z 2]C1C2 e Z 2] C1C2 Z_Jclz 0
T: T: T 2
=1 =1 J — L]
j= J= j=1
C = ) D1 = )
m m m
(Ul Wi a)l
] nj J 2
=) hen = ) han 0 )
Tj i Tj
| ]:1 ]:1 h L ]=1
- m - _m .
wj w;
_ZJCZZ 0 Z ZJCOCZ 0
i T i Tj
Jj=1 Jj=1
Dz = ) D3 = : )
m m
Wii w;
O Z_ZJCZZ O Z_ZJCOCZ
T;i T:
| j=1 J i L j=1 J -
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- n m - - m - _ -
E E Wij W1 Wi
J E 1j 2 : 1j
- _ClRl] _ZCOle, _2C2R1]',
T T; T;
> = Jj

i=1j=1 j=1
a = ) b= : ) Cc = : ,
n o m m m
Wj Wn; Wnj
2.2 Ttk D T ok 72 2R
L =1 ]:1 J . -]=1 J - -]=1 J -
T = [~1 'F'n]’, y:[ Vi . yn]’_

3.3 Testovanie kalibracie na simulovanych datach
modelu CIR typu

Algoritmus navrhnuty v predch&dzajucej kapitolestigeme na simulovanych déatach.
Pre CIR model posunuty o konStantu mame k dispqaiesné vzorce na vypet cien
dihopisov, ateda aj urokovych mier. Priebeh nabbonprocesui odhadneme
diskretizaciou stochastického procesu. K vygenargma hodnotdm dopdtame
vynosoveé krivky pomocou presného rieSenia pargjdiferencialnej rovnice pre cenu
dihopisu daného ¥ahmi (2.3.1.2), (2.3.2.8) a (2.3.2.9) . Tieto @yavé krivky budu
potom vstupom do kalibracie.®&ka tomu, Ze déata su ziskané sirtoéa budeme

moa’ spatne skontrolo¥gpresnos odhadov nasich parametrov.

Pre vygenerované data pouZzijeme vstupné paramettené v tabiike 1. Generowa
budeme denné data, gwim vystupom budeasovy rad i¥ky 60,¢0 je priblizne jeden

kvartal. Ziskany priebeh urokovej miery je zobrazea obrazku 6.

a B o Kk

0.00016069 -0.0007638 0.06689 0.005

Tab.1 Vstupné parametre pre generované data
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o.na

0.029 —-
0.028
0.027 A
0.026 —-
0.025 —-
0.024
0.023 o
0.022 —-
0.021 —-

0.02

0.019 o

oo1e T T T T T T T T T T T

Obr.6 Vygenerovany priebeh okamzitej Urokovej rrabwky 1.

Na vstupe mame znamy vektor splatnast dzkou m. V nasom pripade budeme
skima 1 az 12 mesmé splatnosti. Vyp&iom cien dlhopisov pomocou presného
rieSenia (2.3.1.2), (2.3.2.8) a (2.3.2.9). Ziskatrhové vynosyR;; kde index
i=1,...,n ozn&uje paet dni (v naSom pripade = 60) aj = 1,...,m su indexy

jednotlivé splatnosti dlhopisov (v naSom pripade= 12).

Pri pouziti algoritmu z kapitoly 3.2 fixujeme nafskparametey = 0,5. To znamena,
Ze odhadujeme CIR model posunuty o konStantu. Patopakujeme vypiet pre

niekd’ko d’alSich hodndy. Pre fixovanly postupujeme nasledovne:

Pre kazdu hodnotu parameffadostdvame optimalnu hodnotdelovej funkcie, t. j.
najmensiu hodnotu é@lovej funkcie, ktora je dosiahnlitéd pre dan(s. Zavislos

tejto optimalnej hodnoty of je znazornena na obr. 7.
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Udelova fimkeia F

T

Obr.7 Graf optimalnej hodnotycélovej funkcie v zavislosti od paramefrare vygenerované data

Minimalizaciu tejto funkcie jednej premennej zislawdhadf a nasledne (rieSenim

sustavy rovnic esSte raz pre odhadnutt hodfidtedhadye, y, 7 a posuntik.

Pokrasujeme vypdtom parametras?, ktory odhadneme ako priemer hodnréz-t;.

Nakoniec vypéitame okamziti drokovu mieru, ktora vznikne akéetd + k. Na
obrazku 8 vidime vygenerovanu okamzitu urokovu miexdhad#, ako aj odhad

7 + k, t. j. odhad okamzitej urokovej miery, ktoré snustali pri fixovaniy = 0,5.

OOO

0.008 o o oo
o
o
0.008 ~ o
o
o o
0.004 o
0p00
0.002 o T o
o 0go SoPag
04 B 25 ] o2 i B
Q 000000 o = o,
0.002 o
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il 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 &0

Obr. 8 Vygenerovana short-rate (suviglara), odhad (zna’ené kruhmi) a odha#l + k (zna‘ené

krizikom) pre vstupné parametre z tédbul
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Vidime, Ze odhadnutd okamzita urokova miera jgniélizka vygenerovanej. Priebeh
faktora# vSak nie je ani pripustny, ndkm CIR proces nemdze nadobtidaporné
hodnoty. Na obrazku 9 je ukazka fitovania jednejyzosovych kriviek. Napokon
v tabu’ke 2 uvadzame odhadnuté hodnoty parametrov, okren®,5 aj pre niekéko

d’alSich hodnot parametya

Y i} B ¢’ K F-opt

0 0.0028120 -0.21076 0.0001612 0.0221831 6.170D-09
0.25 0.0020041  -0.00924 0.0016685  0.0218619  2.989D-10
0.5 0.0019396 -0.05086  0.0067149 0.0190539 2.213D-11
0.75 0.0019576 - 0.05178 0.00279540.0274019 1.726D-11

1 0.0019846 -0.04976  0.2673050 0.0275539 1.757D-11

Tab.2 Hodnoty odhadov parametrov a optimalne hodd¢lovej funkcie pre simulované data

0.0243

D.0z242 —-
0.0241 —

0.024 —-
0.0238 —
0.0238 —
0.0237 —_
0.0238 —
0.0235 —
D.DZEI-#—-

0.0233

0023z — T T T T T T T T T T T T T T T T T 1

Obr. 9 Porovnanie vygenerovanej (suviglara) a odhadnutej Struktdry (body) Urokovych npee

simulované data z tab. 1
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4. Metoda maximalnej vierohodnosti pouzita

v druhej faze kalibracie

Pri kalibracii modelu zaloZzenej na minimalizaciidialenosti odhadovanej a realnej
vynosovej krivky sa nam nepodarilo dastaspokojivé odhady parametrolo viak
bolo odhadnuté Jeni presne, je okamzitd Urokova miera. Pomocou nyetéd
maximalnej vierohodnosti sa ju pokusime rozZfaxa konStantu a CKLS faktor.

S touto problematikou sa m6ze oboznamj10].

Pokusime sa tento problém vyrigdinetdédou maximalnej vierohodnosti, ktora je
zaloZzena na ndhodnom vybe¥g, ..., X, pricom cid’om je utit parametre tak, aby
realizacia danych dat bola&q, najpravdepodobnejSia“. Predpokladajme, Ze nahodny
vyber pochéadza z rozdelenjax|0), a x4, ...,x, je realizacia nahodného vyberu.

Funkciu vierohodnosti, ktora je funkciou parametfy definujeme ako

n
LO|x) =L(O |xq,..,xy,) = Hf(xl, . Xn|0). “-h
i=1

Pri pouZziti metody maximalnej vierohodnosti za atifEarametrad zvolime takd
hodnotud, pre ktorl funkcia vierohodnosti nadobtda pri ddnsealizaciacky, ... x,
maximum. BeZne sa miesto vierohodnostnej funkciximalizuje jej prirodzeny
logaritmus, teda

n
0 = argmax Zlnf(xl, e X0 |0). “-2)
i=0

4.1 Metdéda maximalnej vierohodnosti pouzita pri
odhade parametrov Vastkovho modelu posunutého

0 konStantu
Podobnému vypitu sa venovala Simona Chattova v diplomovej prétj,[rozdiel je
v8ak v tom, Ze v naSom pripade obsahuje model &onsto ktora je ndhodny proces
Vasickovho typu posunuty. Pri naSom vype budeme sledovaostup z [11], ptiom

budeme rohi potrebné zmeny.
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Pripomeéme si, Ze mame nahodny prodeslany rovnicou

(411
di = k(6 — 7)dt + odw,
pricom short rate" je dana vfahomr = 7 + c. Preto
(4.1.2
dr = di = k(0 — 7)dt + odw.
Potom
dr = k(@ — (r —c¢))dt + odw = K((G +c)— r)dt + adw. “.1.3

Z prvej ¢asti optimalizacie mame odhad okamzitej Urokovegryniy, ..., 1r,,. NechAt

je ¢asovy interval medzi dvoma pozorovaniami. Zavedismeove premenne,

— p— kAt 4.1.4
T’ =e , ( .

2_0_2 _ ,—2KAt
v _ZK(I e ).

Potom pri danonm; je rozdelenier;,; normélne so strednou hodnotou

4.15
Elriplrn]l=nmm+AQ-n0O—-c) = o
=—[-c—n(—c)—6(1—-n)]
a disperziou
D[riy1l ] = v2.
Hustota je teda
. [Ti+1_ E[ri+1| ri]]z
' N 2D[r; |TL']
f(isalm) 21D [ 7] "
(4.1.6
1 [risq—c=n(ri=c)-6(1-m))?
=1 . 2v2
Vomv?

Hodnotu vierohodnostnej funkcie vieme napisako s@in hustét nahodnych

premennych s normalnym rozdelenim tvaru (4.1eglat
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1 1 _[r—en@ri-9-6a-mp?
L(n,0,v%c) = 57 207 : (417
i=1

Logaritmicku vierohodnostnu funkciu vieme vyjativi tvare

I(n,08,v%c¢) = InL(n,0,v%c) =

" 1 n-1 (4.1.9
—ZIn@rv?) =5 [riss — ¢ =1 — ) — 61~ I
i=1

Hradame hodnoty parametray8,v? ac, v ktorych sa nadoblida maximu funkcie
I(n,0,v?, c). Toto rieSenie ziskame rieSenim vierohodnostngehic, teda parcialne

derivacie funkcid poloZzime rovné nule:

-1

al 1-—n (4.1.9
38 = 72[n+1 —c—nr—c)—6(1—-n)] =0,
i=1
n—-1
ol 1-—n (4.1.10
Gy =~ 20+ Olr —e—n(i =) =6 =m] =0
i=1
ol n 1 = 5 (4.1.1)
2= gty lim—c—nti—a-00-m]"=0,
i=1

i 1-ne— ,
3= —72[7’141 —c—n(r—c)—-06(1-n] =0. *119

i=1

Odhadyd av? vyjadrime v tvare
n-1
6 = ;AZ(TL'+1 —fr) — ¢, “L13
n(l—1n) &

1 n—-1
V2= = [ — =i — &) — 61— DI, (1

i=1

ktory zatid neobsahuje odhady parametrpac.

Dalej je potrebné dopitat odhad parametrow) ac, Zavedieme si nasledujice

oznaenie, ktoré ndm zjednodusi predchadzajuce vyjaelr&dlozme
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-
1]
o
-~
o

Po niekdkych jednoduchych algebraickych Upravach dostavamah pre odhad

parametray

NSyy — SxSy

>
Il

NSyy — Sy2

t. j. po spathom dosadeni

n n n n 2 n -1
(4.1.19
A 2
i=0

i=0 i=0 i=0 i=0

Problém nastal az pri dofte parametrac, ktory z rovnice (4.1.2) vypadol, po
Gpravach sme dostall = 0. Toto je nasledok jednoduchosti i#&vho modelu,
ktory paiita s konStantnou disperziou faktatanezavislou od jeho hodnoty. Nevieme
teda odli& posun faktora# o konStantu a posun koeficiently ak pozorujeme
kratkodobu arokovu mieru. Da sa to vidliaj zo stochastickej diferencialnej rovnice
pre okamzitd Grokov( mierx, ktord ma tvatr = k((6 + ¢) — r)dt + odw. Vidime
Ze parametrd a c vystupuju iba prostrednictvom &u 6 + ¢. Napriek tomu vSak
bude pre nas tento postup uZitg, lebo nam umozni vygdat odhady pre CKLS

model v nasledujucej kapitole.

4.2 Metdda maximalnej vierohodnosti pouzita pri
odhade parametrov CKLS modelu posunutého o
konsStantu

Uvazujme model pre okamzitu arokovu miere: 7 + ¢, kde
dr = u(t,#)dt + o(t, ¥)dw.

Teda
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dr=d7 = k(0 —7)dt+ of’dw = (4.2.1

K(Q —(r— c))dt + o(r—c)¥dw = k((6 + ¢) —r)dt + o(r — c)¥dw,
kdey > 0.
Stredna hodnotg, ; pri danonr; zostava rovnaka ako v kapitole 4.1.

Podobne ako v pripade Va&vho modelu zavedieme substitlciu,

2

o
— g KAt v? = 1 — e~ 2KAt )
1 ) T )

PouzZijeme tzv. Nowmanovu [1] aproximéciu, t. j. matervale medzi dvoma
pozorovaniami budeme volatilitu povaZzéveza konStantnu, a to rovnu jej hodnote na
z&atku intervalu. Potom bude podmienené rozdelenie pri danomr; normalne
a dané hustotou

1 [riz1—c=n(ri=c)=6(1-n)]?

f(riqlry) = e 2v2(ri—c)?¥ ) 4.2.9)
S J2mv2(r; — )

Hodnotu vierohodnostnej funkcie vieme napiako sdin hustét ndhodnych

premennych s normalnym rozdelenim, t. j.

(4.2.%)
n—-1 2
L0720 = | | s oo (I e =G0 — 6~ )]
L O 202(r; — )% |
1=
Logaritmicku vierohodnostna funkciu vypieame ako
I(n,0,v%,¢c) =InL(n,0,v%,¢c) =
n 1 [ —c—n(i— o) =61 =)’
- 20 _ M2V _ i+1— Y i~ - - (4.2.9
21n(27w (r; — ©)“Y) ZUZZ = )2 :
1=
Parcialnym derivovanim dostavame jednotlivé viedbtastné rovnice
n-1
ﬂ: 1—772[Ti+1—C—77(7”i—C)—9(1—77)] -0 (4.2.5)
a0 v? 4 (r; — )%

=1
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ﬂz_1—77712_:1(9—n+0)[n+1—C—n(ri—c)—9(1—n)]

an =0 =0
n—1
o __n. 1 [Ti+1—C—Tl(Ti—C)—9(1—TI)]2:0
dv? v2 vty (r; — )% ’

n
a _ z nz s —c—n(i—c) —6A -]
ac ]/. r—c (ri — o)

=1 i=0

Y z [rigr—c—n@i—c)—0(1 —n)]

(r; — ¢)2r+1

Pre zjednoduSenie vypiov zavedieme nasledujucu substitaciu

n-1 n-1
N I e
© L (n—c)zV (n—c)ZV Y Lo

i=1 =1

n-1
S = ﬁ11+1 :E:
VLo (ri = c)ZV
i=

Z jednotlivych rovnic tak dostavame

7= ScSxy — SxSy
=—7,
SCSXX Sx

n
1 1
V2 == friyy = =0~ &) - 801~ DI

D)

n
1
= m;(ﬁﬂ —fir) — ¢

(4.2.6

427

4.2.9

(4.2.9

(4.2.10

(4.2.1)

Ak fixujeme parametety (napr. odhadujeme model CIR typu, kee= % alebo

chceme v hlavhom cykle eSte nasledne optimalizoxaTadom nay), pre danud

hodnotu ¢ vieme vypg@itat’ hodnoty ostatnych parametrov, ako aj hodnotu logar

likelihood funkcie. Optimalizénd Gloha sa teda redukuje na jednorozmernu

optimalizaciu, fiadame také, ktoré optimalizujd po dosadeni, v? ad zo vz'ahov

(4.2.9), (4.2.10) a (4.2.11).
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PouZijeme teraz tento postup na vygenerované dakaorych sme v kapitole 3.3
ziskali vé'mi presny odhad okamzitej urokovej miery pouzitilgoatmu z kapitoly
3.2. Teraz sa pokusime postupom z tejto kapitoifot’ tuto Urokovd mieru na
konStantu a CIR faktor (teda uvazujeme 0,5). Pripom&me si, Ze spravna hodnota,
s ktorou boli data generované, je 0,005. FunKcme tieto data, teraz uz iba ako

funkcia jednej premennej je znazornena na obrazku 9.

2000 ’_ﬁf—-—“——

-4 D00 —
-8 000 = III'
-B I:I'III}'- /
-10 000 =
12 000 o
<14 000 =
<18 000 <

=18 000 —

Hodnota logaritmu vierchodnostnej funkcie

=20 000 T T T T T T T T T "
0402 Q01 0 oo D.0z o.03 0.0 008

Parameter c

Obr 9. Priebeh funkcie | v zavislosti od c pre dowané data z kapitoly 3.2

Zda sa, Zel je rastuca ako funkcia &« MozZné vysvetlenie je to, Ze ftame
vierohodnos okamZzitej urokovej miery, ktord je dana akotetilCKLS procesu
a konstanty c. CKLS proces nadoblda hodnoty z intervalQ, o). Cize pre
pozorovania je obor moznych hodnét(c,0). To znamena, Ze zavisi od
odhadovaného parametra, v takom pripade optimaliestnosti maximalne
vierohodnych odhadov neplatia. Nezavigloboru moznych hodnét od odhadovanych
parametrov je jednym z predpokladov vety o vlagiaob odhadov. Podrobne o danej

téme pojednava autor v [10]. Podoby priklad najderfis].
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zZaver

V diplomovej préaci Jany HalgaSovej [6] sa okamiZitAkova miera modelovala ako
sikket dvoch nepozorovdieych faktorov. Jeden z faktorov vychadzal takmer
konstantny. Cikom prace bolo zigtj ¢i by sa nedal tento model zjednodusa jeden

faktor a konStantu.

Venovali sme sa teda zjednoduSeniu dvojrozmernéhodetu CKLS na
jednorozmerny, posunuty o konstantu. Okamzitd r@kmiera je charakterizovana
ako s@et nahodného faktora CKLS typu a konstanty. Takydbodny faktor vieme
charakterizové pomocou stochastickej diferencialnej rovnice. ipade, Ze disperzia
procesu je zavisla na Rkosti procesu, nepozname explicitné vyjadrenie ceny
dihopisu. Tento problém sme vyrieSili pomocou atickg] aproxim&nej formuly,
ktoré je odvodend& od ceny dlhopisu jednorozmerné&iikovho modelu.

Parametre ndSho modelu sme odhadovali pomocouyodalmynosovych kriviek.
Tento problém sa dobre rieSi systémom linearnyghim Vysledné parametre sa vSak
nedali dobre odhadtijiale napriek tomu sme dostali dobry odhad shtet igen sluzil
ako vstup pre odhad parametrov metédou maximaleeplwodnosti. Aj tieto pokusy
vSak zlyhali a Badanu konStantu sa nam nepodarilo odhé&dnu
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