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Abstrakt v statnom jazyku

Vplyv topologie skrytej vrstvy echo sieti na kvalitu vygenerovanych regresorov [Diplo-
mova pracal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a infor-
matiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; Skolitel: Dr. Eng. Jan Dolinsky,
Bratislava, 2015

V naSej préaci skimame vlastnosti echo sieti. Menime topoldgiu ich skrytych vrstiev
a pozorujeme kvalitativne zmeny v zasobniku regresorov vygenerovanom sietou po-
mocou ¢isla podmienenosti. Na tieto ucely pouzivame rozlicné konfiguracie riedkych,
nadhodnych, scale free a small world sieti. Nas zaver je, ze s rasticim priemernym stup-
nom neurénov v skrytej vrstve ¢islo podmienenosti zédsobnika klesa. Zistujeme, Ze mé
zmysel hrany v sieti ovazit aj kladnymi aj zapornymi znamienkami a Ze pouzitim al-
ternativneho rozdelenia namiesto rovnomerného dosiahneme rychlejsiu konvergenciu k
minimalnemu ¢slu podmienenosti. Navrhujeme aj niekolko moznych dévodov tohoto

spravania - neurény s malou konektivitou st zrejme zdrojom multikolinearity.

KTladové slova: echo siete, scale-free siete, small-world siete, ¢islo podmienenosti



Abstract

On a relationship between the topology of echo state networks and quality of echo re-
gressors [Diploma Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics,
Physics and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervi-
sor: Dr. Eng. Jan Dolinsky, Bratislava, 2015

In our work we investigate the properties of the echo state networks. We change
the topologies of their hidden layers and observe the qualitative changes in reservoir
consisting of generated regressors via conditional number. For these purposes we use
different configurations of sparse, completely random, scale free and small world topo-
logies. We conclude that with higher mean degrees of neurons in the hidden layer we
can expect lower conditional numbers. We find out, that there is a reason for using both
positive and negative weights for connections and with the alternative distribution of
weights we obtain faster convergence to the minimal conditonal number than with the
uniform distribution. We propose couple of possible reasons for this behavior. Neurons

with small connectivity might be a source of multicolinearity.

Keywords: echo state network, scale-free network, small-world network, conditional

number
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UVOD UVOD

Uvod

Echo state siete st v poslednych rokoch ostro sledovanou oblastou strojového ucenia,
pretoze napriek tomu, Ze stoja na jednoduchej myslienke a st vypoc¢tovo velmi nena-
ro¢né, maju vynimoc¢ni schopnost generalizacie. V algoritme sa snibili dobré vlastnosti
linearnej regresie a neurénovych sieti, ¢o umoziuje nastavit mnoho parametrov tak, aby
siet performovala ¢o najlepsie. Zaroven sa algoritmus da obohatit o mnoho pristupov
vlastnych pre samotni linedrnu regresiu, ako si dopredny vyber a ‘hrebenova‘ regula-
rizécia. Co je na jednej strane vyhodou, je na strane druhej zaroven aj vyzvou - ako
nastavit jednotlivé parametre a postupy tak, aby echo siet dosahovala dobré vysledky?
V prvej kapitole sa venujeme uvedeniu do problematiky a zadkladnym vlastnostiam.

Tak ako kazdy learning algoritmus, tak aj tento sa musi popasovat s problémom
multikolinearity, ktorému sa venujeme v druhej kapitole. Pozrieme sa na to, ako vznika
a aké si rozliéné pristupy pri jeho adresovani. Jednym z nich je menit struktiru skrytej
vsrtvy z ndhodnej na konkrétne grafové topologie. Preto sa v tretej kapitole pozrieme
na scale free a small world siete a vysvetlime si, ako sa vytvaraju.

Vo stvrtej kapitole sa venujeme ¢islu podmienenosti matice, ktoré budeme pouzivat
ako hlavné meritko pri urc¢ovani kvality zasobnika regresorov, ktoré siet vygeneruje pred
aplikovanim samotnej linedrnej regresie. Nasledne v piatej kapitole otestujeme rézne
topologie a ich parametre. Odpozorované javy sa pokusime objasnit v kapitole Sieste;j.
Na zéaver sa venujeme predikénej schopnosti modelu a dal$im moZnostiam pouZzitia

nami dosiahnutych vysledkov.



1 ECHO STATE NETWORK

1 Echo state network

Echo state network (d'alej len ESN) je algoritmom strojového ucenia, ktory spaja dobré
vlastnosti linedrnej regresie a neurénovych sieti. Na rozdiel od klasickej neurénovej siete
vsak skrytd vrstva neobsahuje tradi¢né perceptrony s aktivacnou sigmoidalnou fun-
kciou, ale perceptrony schopné pamétat si jednotlivé stavy v nich, ¢o ju robi obzvlast
vhodnou na predikcie vyvoja ¢asovych radov. Takato trieda sieti sa zvykne oznacovat
ako rekurentné neurénové siete - RSN. Délezity rozdiel medzi NS a RNS je nemennost
vah siete v skrytej vrstve pocas priebehu ucenia - kym v NS sa vihy medzi neurénmi
menia kazdou iterdciou vstupov, t.j. k uceniu dochadza v kazdom kroku, ESN sa ‘uci*
iba raz, a to v uplne poslednom kroku, ked boli vSetky vstupy vo vSetkych ¢asoch
uz zadané. Prave preto sa ESN ako learning algoritmus ponésa ovela viac na line-
arnu regresiu ako na samotné neuronové siete. Jeho obrovskou vyhodou vsak je, ze
kym obycCajna linedrna regresia ma na porudzi iba ¢isté prediktory vo forme vstu-
pov, ESN vytvori mnoho dalSich umelych prediktorov, ktoré v sebe nest zaujimavé
¢asovo-priestorové interakcie tych povodnych. Tie moézu skryvat vela inak nevyuzitej
informacie.

Ako priklad podporujici toto tvrdenie moze poslazit nasledovné situacia. Pred-
stavme si, ze mame dva prediktory - jeden popisujici vikendovi informéciu, t.j. scho-
dovity signél s hodnotou 1 cez vikend a 0 cez tyzden, a teplotu. Ako vystup sa snazime
modelovat mnozstvo spotrebovanej elektriny v meste. Je zjavné, 7e ak nasSe dva pred-
iktory vynasobime, dostaneme tplne novi, ale stale uzito¢nu informéciu, pretoze I'udia
sa cez vikendy spravaju zna¢ne odlisne: ak je pocasie pekné (vysoka teplota) - ida von
na prechadzku a nespotrebuji takmer ni¢ a ak je skaredé (nizka teplota) - ostana doma
a pouzivaju spotrebice. Tak isto ma zmysel uvazovat aj posunutia prediktorov v ¢ase.
Je zjavné, Ze spotreba elektriny v utorok o Siestej bude velmi podobna tej v pondelok
o tom istom case. ESN vSetky takéto Casovo-priestorové expanzie prediktorov dokaze

vytvorit. Pozrime sa najprv na zakladné definicie.

1.1 Definicia a zdkladné vlastnosti

ESN zadefinujeme ako v povodnom ¢lanku [4]:



1.1 Definicia a zdkladné vlastnosti 1 ECHO STATE NETWORK

Definicia 1.1. UvaZujyme neurénovi siet s diskrétnym casom, K vstupmi, N neuronmi
v skrytej vrstve a L vygstupmi. Vstupy v ¢asovom kroku n si u(n) = ui(n),--- ,ux(n),
hodnota v neurdnoch v skrytej vrstve x(n) = x1(n), -+ ,xxy(n) ay(n) =y (n), -+ ,yr(n)
vo vystupnej vrstve. Vihy medzi vstupnou a skrytou vrstvou (v tomto smere) si redlne
¢isla uchovdvané v matici W rozmerov N x K, matica W rozmerov N x N obsahuje
vdhy skrytej vrstvy, matica W rozmerov N x (K + N + L) obsahuje vdhy spojeni me-
dzi vietkymi vrstvami a vystupnou vrstvou (v tomto smere) a nakoniec matica W
rozmerov N X L obsahuje vihy spojeni medzi vystupnou vrstvou a skrytou (v tomto

smere). Neurony skrytej vrstvy aktualizujeme na zdiklade vztahu
z(n+1) = f(W™mu(n+ 1) + Wa(n) + Wy(n)),

kde f = (f1, -+, fn) st typicky sigmoiddlne funkcie. Predikovany vystup potom poci-

tame ako

y(n+1) = f W (u(n +1),2(n + 1),y(n))),
kde fout = (fet - f ) a (u(n + 1), 2(n+1),y(n)) je spojenim hodndt prislusngch
vektorov.

Vstupné neurény Skryta vrstva Vystupné neurény
} -

o I ~o\ Ye

| ¢ E -

N \ O N

. ) J y

* ﬂ I~ O AN

e Qi =0

Obr. 1: vieobecna schéma ESN - v tej nasej sa ¢iarkované hrany pouzivat nebuda

V tejto diplomovej praci sa obmedzime na $pecidlny pripad ESN, ked f°“¢ je identita,
f hyperbolicky tangens, W% je nulova matica a vystupna vrstva neinteraguje sama

so sebou. Posledné dva vztahy definicie sa potom zmenia na
z(n + 1) = tanh(W"u(n + 1) + Wz(n)) = E(z(n),u(n + 1)) (1)

10



1.1 Definicia a zdkladné vlastnosti 1 ECHO STATE NETWORK

y(n+1) =W (u(n+1),z(n+1)). (2)

Moézeme si v§imnit, z ¢oho plynie prizna¢ny nazov ‘echo’ siet. Stav kazdého neuronu
v ¢ase nesie informaciu o vstupoch nielen z daného ¢asu, ale ‘doznievaji‘ v iom aj stavy
z minulosti, ktoré boli ovplyvnené minulou hodnotou vstupov. V tomto bode by sme
si ale mali uvedomit, Ze takto nastavené podmienky siete mozu sposobit, ze jednotlivé
stavy v Case budu znacne odlisné pre rozny pociato¢ny stav v ¢ase nula, ktory vsak je
dany vstupmi, nie nami. Takéto spravanie modelu je samozrejme neziaduce, pretoze je
s nim spété aj vysoka nestabilita pri predpovediach a jeho natrénovanie by potrebovalo
mnoho pokusov. Preto sa od ESN vyzaduje aj takzvana ‘vlastnost echo stavov‘, ktorej

cielom je zabezpecit, aby naozaj platilo, ze

a pociatocny stav x(0) v modeli po ¢ase nezohréval ziadnu tdlohu.

Definicia 1.2. Siet md echo stavy, ak je stav x(n) jednoznacne urceny zlava nekonec-
nou postupnostou vstupov --- ,u(n — 1),u(n). Presnejsie, pre kazdi takito zlava neko-
neéni postupnost a dve zlava nekoneéné postupnosti --- ,x(n —1),z(n) a --- ,2'(n —
1),2'(n), kde z(i) = E(zx(n — 1),u(i)) a 2/(i) = E(z'(n — 1),u(i)), plati, Ze x(n) =
z(n —1).

V realite v8ak potrebujeme tuto vlastnost zabezpedcit uz pri konstrukcii siete. Je
zrejmé, Ze bude zalezat hlavne na vlastnostiach matic W a W, Dolezitym vysledkom

je preto pre nas nasledujica veta.

Veta 1.3. Nech je najvdcsia vlastnd hodnota matice W rovnd M. = A < 1. Potom
plati, e d(E(z,u), E(z',u)) < Ad(z,2") pre vietky vstupy u a stavy x,2' € (—1,1)N,

kde d znaci euklidovski vzdialenost. ESN md preto echo stavy.
Dékaz. Dokaz vety mozeme najst v apendixe [4]. O

Mozeme si v§imnut hned niekolko zaujimavych veci. Veta nekladie Ziadne pod-
mienky na maticu W, ¢o zrejme dava zmysel, pretoze k samotnému iterovaniu po-

uzivania minulych stavov dochadza prostrednictvom matice W. Dalej nam veta dava

11



1.1 Definicia a zdkladné vlastnosti 1 ECHO STATE NETWORK

jednoduchy navod ako taktito sief vyrobit z uz existujicej Struktary W, ktord moze a
nemusi tito vlasnost zabezpecovat. Nech \,,.. oznacuje v absoliitnej hodnote najvicsiu
singularnu hodnotu matice W. Z algebry vieme, 7Ze plati vztah A4, (W) = aXpe(W).
Ak teda stanovime v, = 1/Apaz, pre vietky hodnoty « mensie ako a,;, bude mat
ESN s aWW definujacou skryta vsrtvu echo stavy. V praxi sa ukazuje, Ze tdto podmienka
je sice postacujtca, ale prili§ prisna a hranica o,,.;, nad ktorou uz echo stavy zarucene
mat nebudeme, je o ¢osi vyssie. [7] [5]

Nasli sme teda névod, ako generovat siet s echo stavmi.

1. Zvolime si pocet neurénov v skrytej vrstve (v definicii N) a na zaklade neho

vygenerujeme matice W a W.

2. Matica W™ sa oby¢ajne po prvkoch generuje z rovnomerného rozdelenia na

(~1,1).

3. Maticu W mézeme charakterizovat jej topologiou (t.j. umiestnenim nenulovych
prvkov) a nésledne prenasobif maticou totoznych rozmerov s prvkami z rovno-
merného rozdelenia na (—1, —1). Takto dosiahneme ovazenie jednotlivych spojeni

medzi neurénmi.

4. Maticu W vhodne preskilujeme, aby sme dosiahli echo stavy - napr. vydelime

najvacsou vlastnou hodnotou.

5. Spustime sief a postupne do nej feedujeme hodnoty u(n). Na zaklade vztahu (1)

aktualizujeme hodnoty neuronov z(n) v skrytej vrstve.

6. Zozbierame jednotlivé ¢asové rady, ktoré vznikli v neurénoch ako postupnosti ich
stavov. Tie dokopy po stlpcoch vytvaraju maticu planu, ktori nazveme X’. Ak
¢asové rady jednotlivych postupnosti vstupov po stlpcoch vlozime do matice U,

vidime, Ze najst vystupny vektor W je klasickou tilohou linearnej regresie
Y =UB,+X'Bs +e,

pricom W = (S, B,).

12



1.1 Definicia a zdkladné vlastnosti 1 ECHO STATE NETWORK

Pre jednoduch$iu notaciu spojime matice X’ a U do matice X, ¢im sa nas vztah

zmeni na

Y = XWot e,

Na maticu X sa v dalSom texte budeme odvolavat ako na ‘zésobnik‘. Po skonstruovani
zasobnika by sme mali zahodit nejaku jeho za¢iatoénu Cast, ktora je ovplyvnena stavom
z(0). Ak bola matica W skonstruovana dobre, ESN by mala na tento stav ‘zabudnut’
uz po niekolkych desiatkach ¢asovych iteréacii. [4] V nasich pokusoch sme zahadzovali

prvych 100 riadkov kone¢ného zasobnika.

Obr. 2: niektoré zo signélov v zésobniku

Nasim ciefom bude pozriet sa na to, ako topologia matice W vplyva na kvalitu

regresorov vytvorenych touto procedirou.

13



2 ZDROJE KOLINEARITY V ESN

2 Zdroje kolinearity v ESN

Velkym problémom, s ktorym sa musi linedrna regresia popasovat, byva multikolinea-
rita prediktorov. KedZe riegenie sa hlada v tvare (X" X)"1X Y, je nutné, aby matica
X T X mala dobré numerické vlastnosti. Ak si véak vektory v X kolinearne, tato vlast-
nost pre fiu samotnti neplati. V matici (XTX)™! sa tdto numerickd nestabilita eSte
znésobi, pretoze, ako si ukazeme v Stvrtej kapitole, jej ¢islo podmienenosti vzrastie
kvadraticky. Preto je ciefom vytvorit taky zasobnik X, ktory by mal vektory dobre
dekorelované. Dalsim dovodom, preco udrzat model s ¢o najmenej kolinedrnymi pre-
diktormi, je stabilita predikcii. Mala odchylka v nameranych hodnotidch mohla totiz
pri trénovani modelu sposobit, ze model aproximuje funkénu zavislost tplne zle, ako

demonstruje fitovanie nadrovinou na nasledujicom obrazku.

Obr. 3: nestabilita modelu vytvorenom na kolinedrnych prediktoroch

Pozrime sa teraz na jeden z castych dovodov, preco ku korelovaniu vektorov v matici
X dochadza a ako sa s nou d& vyrovnat.

Zoberme si ESN, ako ju mame zadefinovant a predstavme si, ze by matica W ob-
sahovala iba ¢isla generované z rovnomerného rozdelenia na intervale (0,1). Na chvilu
zanedbajme vplyv prediktorov u v n-tom kroku kroku iteracie a tvarme sa, ze do ak-
tiva¢nej sigmoidalnej funkcie vstupuje iba vektor Wx(n). Ak sa niekedy stav vektora
z(n) dostane do bodu, ze su jeho zlozky kladné, je jasné, Ze v fiom ostane aj nadalej.
Po vstupe do aktivacnej funkcie - v nasom pripade hyperbolicky tangens - ostane klad-
nym tiez. Vdaka prenasobovaniu maticou W v kazdom ¢asovom kroku sa vsak hodnoty
vstupujtce do sigmoidy budt neustale zvySovat, az kym sa vSetky tplne nepriblizia k

jednotke. Po nejakom case preto budi stavy v jednotlivych neruénoch takmer nerozli-

14

|



2 ZDROJE KOLINEARITY V ESN

Sitelné, ¢o sposobi, ze jednotlivé vektory zasobnika buda velmi korelovat. Analogicky
to plati aj pre zaporné znamienka vo W, pripadne pre nestastni kombinaciu alokacie

tych kladnych a zapornych.

w x(n) x(n+l)

0,52 031 072 0.02 069 023 021 T T

0.58 047 023 096 0.03 0.04 0.21 o o

028 048 066 022 033 061 0.11 (-] (-]

0.02 0.06 048 0.26 061 0.69 0.22 o ® -] ®
0.78 063 094 0.63 021 048 033 [} o

010 0.1 0.12 045 003 0.69 0.58 o (-]

012 023 034 045 056 0.67 0.09 (-] (-]

Obr. 4: postupné korelovanie vektorov v ¢ase

Problém multikolinearity sa v praxi I'udia snazili adresovat roznymi pristupmi. Jed-

nym z nich je napriklad obohatit sigmoidu o periodické vyrazy
f(z) = tanh(x) + wysin(pi1x) + wasin(paz),

¢o umozni rozlisit signaly, ktoré by sme v nami uvedenom priklade rozlisit nevedeli.
[3] Problém s aktiva¢nou funkciou je vSak len jeden z mnohych, ktoré multikolinearitu
moZu sposobit, preto hladanie rozli¢nych pristupov, ako ju adresovat, je nutnou ulohou

stadia ESN.

f(x)

Obr. 5: sigmoidalna funkcia obohatend o periodické vyrazy

Mnoho autorov a publikicii sa snazi pozriet na tento problém z hladiska topologie

matice W. |7] Predstavme si na chvilu, Ze matica W je blokova. Potom je jasne vidiet,

15



2 ZDROJE KOLINEARITY V ESN

ze jednotlivé ¢asti vektora x(n) ‘Ziji‘ samostatnym Zivotom, pretoZe nedostavaju infor-
maciu o ostatnych, kedze medzi danymi neurénmi neexistujia spojenia. Takyto pristup
nam potom moze pomodct zarucit dekorelovanost jednotlivych neurénov naprie¢ zé-
sobnikom. Na uvedenej myslienke stoji studium tzv. ‘small-world* sieti, ktoré spliaju
pozadovani vlastnost zhlukovania jednotlivych neurénov, a preto boli vhodnym kan-

didatom na tvorbu topologii ESN.

/4 x(n) x(n+l)

052 031 072 ‘ o °
058 047 023 ° :> °
0.28 048 0.66 ° o
026 061 ° o

063 0.21 ° => °

0.69 0.58 ° °

0.67 0.09‘ o => o

Obr. 6: zhluky v matici W a ich vplyv na dekorelovanie

Tento pristup budeme sktimat blizSie aj my. Predtym ale potrebujeme zadefinovat

rozli¢né typy najcastejSie pouzivanych topoldgii ESN.
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3 Topologie sieti

3.1 Poévodna topologia

Jaeger v ivodnom ¢lanku uvadzajicom ESN navrhuje pouzivat topoldgiu matice W,
ktord je velmi riedka - pomer nenulovych prvkov oproti vSetkym je len okolo péat
percent. [4] Neskorsie pokusy s ESN ukéazali, 7e drzat maticu riedku z hTadiska vykonu a
udrzania echo stavov nema az taky velky vyznam [5], ale mat tento pojem zadefinovany
je napriek tomu uzito¢né. Pojem topologia siete je ni¢im inym ako grafom s nejakymi
vlastnostami. Jeho matica susednosti je tak to isté, ako matica W (v pripade, ze hrany

dodatocne neovazime).

Definicia 3.1. Konektivitou v grafe G budeme nazjvat pomer poctu jeho hrdan k poctu
hrdn, ktoryy by mal kompletny graf na takom istom pocet vrcholov. Ak je dand matica
susednosti, ide jednoducho o pomer poctu jej nenulovijch prvkov k vsetkym. Pre graf na

n vrcholoch tak dostdvame 2 x ||E||/(n(n — 1)), kde E oznacuje mnoZinu jeho hrdn.

Obr. 7: pévodna topolégia s konektivitou 5 percent

3.2 Scale-free siete

Scale-free siet (dalej len SF) je druh siete, v ktorej pocet vrcholov s danym stupiiom

kles& exponencialne s velkostou stupiia. Presnejsie povedané, ak P(k) oznauje pocet
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3.2 Scale-free siete 3 TOPOLOGIE SIETI

vrcholov v grafe stupna k, potom P(k) ~ k™7, kde v sa obyfajne pohybuje medzi
hodnotami 2 az 3. Takéto siete sa bezne vyskytuji v kazdodennom svete, ¢i uz je to
siet citacii v akademickej obci, alebo internet. [1] Ich vyskum sa preto samozrejme
dotkol aj problematiky ESN. Algoritmov na ich tvorbu je niekol'ko. Uvedieme najstarsi

z nich, ktory sme pouzili aj pri nasich simuléciach v neskorsich kapitolach.

iz
A

2/ ;'\{4
AN
4&!]}/4;{,‘ ;/'\;// ;

2 iy
iy

7 'j'/\n‘.‘
J% b
a4

%y

Obr. 8: SF siet - na jeho pravej strane vidime velky zhluk

Barabéasiho—Albertov model

Algoritmus zacneme vytvorenim spojenej siete mg pociatocnych vrcholov. Postupne
do grafu po jednom priddvame nové vrcholy. KaZdy z tijchto novyjch vrcholov je ndsledne
spojeny s m < mgq vrcholmi, pricom tyjchto m sa vyberd ndhodne. Rozdelenie vsak nie je
rovnomerné, ale vrcholom s velkym stupriom prisidime vicsiu pravdepodobnost spojenia

s novym - presnejsie plati, Ze

) ijj’

kde p; oznacuje pravdepodobnost spojenia s i-tym vrcholom, k; stuperi tohoto vrcholu a

suma k; pocet vsetkijch hrdn v grafe existujicich v ¢ase pridania nového vrcholu.
KedZe nové vrcholy maja tendenciu pridéavat sa k hlavne velkym uzlom, kone¢né

Struktura potom naozaj zachovava vlasnost malého poctu vrcholov s velkym stupfiom

a naopak, ‘osamotenych‘ vrcholov je vela.
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3.3 Smal-world siete

Velmi populéarnou topologiou v ESN st tzv. Small-world siete (dalej len SW). Tuto
Struktiru mozeme najst v prirode aj vo svete Tudi - & uz je to nervova sdstava Cerva,
elektricka siet U.S.A. alebo konexie americkych hercov. Tieto siete sii charakterizo-
vané zhlukmi vrcholov, ktoré dokdzeme néajst naprie¢ celym grafom. Algoritmov na
ich tvorbu je opét niekolko, ale my uvadzame ten z povodného ¢lanku, kde boli SW
siete uvedené prvykrat a ktory sme pouzili aj pri nasich simulaciach. [6] Jeho mys-
lienka stoji na pokuse néajst interpolaciu medzi kompletne nahodnymi grafmi a grafmi

s pravidelnou $truktirou.

Vi S
LR NS
, / A!.A “\.:

D=

A

Obr. 9: SW siet - moZzeme si v&imnit zhruba 3 vicsie zhluky

Rewiring procediira

Algoritmus zacina pravidelngm prstencovym grafom s n vrcholmi, pricom kaZdy vr-
chol je spojeny s k najblizsimi. Vyberieme si vrchol a hranu, ktord ho spdja s jeho
najblizsim susedom vzhladom na smer hodinovyjch ruciciek a prstenec. S pravdepodob-
nostou p tuto hranu odstranime a pripojime ndhodne na miesto neexistujicej hrany
medzi dvoma vrcholmi. Thito hranu vyberdme ndhodne rovnomerne cez vsetky mozné,
pricom duplicitné hrany su zakdzané. Tento proces zopakujeme postupne pre vsetky
vrcholy v smere hodinovijch ruciciek. Ked dokoncime jedno kolo, celi procediru zo-
pakujeme analogicky pre druhé najblizsie vrcholy a ich hrany. Takto pokracujeme, aZ

kym nevykondme asponi k/2 kol. So zvysujicou sa pravdepodobnostou p narastd v grafe
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3.4 Kompletny graf 3 TOPOLOGIE SIETI

chaos, aZ kym nie je dplne nahodny. Pre stredné hodnoty p dostavame SW siet.

pravidelna topolégia small world nahodna topoldgia

i S =

Obr. 10: interpolacia medzi pravidelnym a kompletne ndhodnym grafom

Moézeme si v&imnit, ze pocet hran v grafe zostéva pocas celého algoritmu invariantny,
a preto sa zachovava aj priemerny stupen vrcholov (pociatoéné k) a celkova konektivita
v grafe, ktora mozeme vypocitat ako (nk/2)/(n(n —1)/2) = k/(n — 1). Tieto grafy
sa vacsinou charakterizuji pomocou pojmov ‘characteristic path length® a ‘clustering
coefficient’, ale my sa na ne budeme pozerat skor z konstrukéného hladiska - teda na
hodnoty n, k a p. Da sa ukazat, ze SF grafy su $pecidlnou triedou SW, ktorii nazyvame
aj ‘ultra-SW* [2]. Autori odporiacaju hodnotu k nastavit tak, aby in(n) << k << n.
Prvia nerovnost zdovodiuja tym, ze pre mensie k sa moze graf rozpadnit na viacero
komponentov a dovod pre druhti neuvadzaji. Zrejme vSak pdjde o vypoctovi zlozitost

algoritmu.

3.4 Kompletny graf

Takito topoldgia ma tiez vyznam, pretoze sa hrany medzi vrcholmi v ESN zvyknu
ovazit, ¢im vieme dosiahnut variabilitu medzi na pohlad rovnakymi topologiami. Tato
siet je zaroven vysledkom predchédzajiceho algoritmu na konstrukciu SW siete pre

Specialny pripad k& = n.

Pozn. Vo v8etkych grafoch sa mozu uvazovat aj slucky napriek tomu, ze pre estetic-

kost na obrazkoch nie st znazornené. My sme slucky uvazovali iba v poslednom pripade
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e
oS Z
—

Obr. 11: kompletny graf

kompletného grafu.
Teraz, ked sme si zadefinovali topologie sieti, ktorych vlastnosti chceme skimat,

potrebujeme si vytvorit aj aparat na ohodnotenie kvality zasobnika X.
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4 Kvalita zasobnika

4.1 Cislo podmienenosti matice

V literattre sa zvykni rozlisovat pojmy absoltutne ¢islo podmienenosti a relativne ¢islo
podmienenosti. KedZe v nagej diplomovej praci sa venujeme skor konkrétnym apliké-
ciam ESN ako teoretickym vlastnostiam, obmedzime sa len na druhy pojem a budeme
ho oznacovat skratene ako ¢islo podmienenosti.

Pri rieSeni systému linedrnych rovnic Ax = b nie sme vzdy schopni najst presné
rieSenie (ak b nepatri do stipcového priestoru matice A), iba nejaku jeho v istom zmysle
najlepSiu aproximéciu. V praxi sa castokrat stava, ze vektor b nedostaneme v Ciste]
forme ale zaSumeny nejakou chybou. V idedlnom pripade by mala mald chyba v b
sposobit iba mala chybu v rieSeni z. Ak tomu tak nie je, matica A mala zlé vlastnosti
- hovorime, ze bola zle podmienena.

Ozna¢me chybu vo vektore b ako e. Ak existuje inverzné matica k matici A, chyba
v rieSeni A7 je A7te. Pomer relativnej chyby riesenia k relativnej chybe vo vektore b

je potom

1A ell/ A0l
llell/11bll

Z vlastnosti maticovych noriem vieme, Ze pre ‘rozumné‘ normy (napr. indukované) plati

JA=e]l < A le]l a b= [|AA~"8]| < [AJl A~"e]|. Z toho potom

er =

er < AT Al = c(A).

Znakom c¢(A) budeme oznacovat uz spominané ¢islo podmienenosti matice. Inverz ma-

tice A nemusi vzdy existovat, preto je dobré mat k dispozicii aj alternativnu definiciu.

Veta 4.1. Pre euklidovski normu matice ||.||2 plati

C(A) — Umam

Omin

?

kde 0oz @ Opmin 02naCUIU najudcsiu a najmensiu singuldrnu hodnota matice A. Singu-

larne hodnoty matice A dostaneme ako odmocniny vlastnijch hodnot matice AT A.
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Dokaz. 7 definicie prepiSeme normu a pouzijeme singularny rozklad:

[Azlla _ [USVH x|,
- _Sup—

Al = sup
o el a0 el
IV
=sup ————
el
syl
o [Vl

r 1

up (Zi:1 Ui2|yz’|2)2
r 1
w20 (D iy |vil?)2

< Omax

Pre y = (1,0,---,0),||Xy||2 = Omax sa suprémum nadobuda.

]

Vratme sa teraz k tvrdeniu z druhej kapitoly o zosilneni efektu multikolinearity

matice X v matici X' X. Jednoducho nahliadneme, Ze opét pre ‘rozumné‘ normy
(X TX) = [ XX XX < [IXJPIXH = e(X)

Z vety je jasné, ze ¢(X) > 1 a rovnost nastava, iba ak st vSetky singularne hod-
noty matice X rovnaké. Pre pripad Stvorcovej matice su teda rovnaké aj vsetky jej
vlastné hodnoty - matica X musi byt nenulovy nasobok jednotkovej matice (nahliad-
neme zo spektralneho rozkladu). Cim horsie sa matica X invertuje, tym je ¢(X) vy&sie.
Invertovatelnost matice ale izko suvisi s linearnou zavislostou jej stipcov, ktorti v re¢i
Statistiky mozZeme zjednodusene chapat ako korelaciu. Preto ak je ¢islo podmienenosti
zasobnika ¢(X) vysoké, zasobnik s velkou pravdepodobnostou obsahuje vela korelo-
vanych premennych, ktoré st z hladiska vybudovania stabilného modelu nadbyto¢né,
alebo dokonca az neziaduce. Kvalitny zasobnik teda bude mat toto ¢islo blizke jednotke,
pretoze jeho prediktory su dostatocne dekorelované.

Moze sa zdat, ze pouzit toto kritérium nemusi byt na mieste. Ak by sme totiz za X
dosadili jednotkovii maticu vhodnych rozmerov, ¢(X) bude rovné dokonca jednej, ale
predik¢éné schopnost nasho regresného modelu znac¢ne utrpi z dovodu pretrénovania a
nulového savisu prediktorov s predikovanou premennou. To vSak hrozi iba v pripade, ze
by sa pocet neurénov v skrytej vrstve priblizoval k po¢tu pozorovani, ¢o vsak obycajne

nikdy neplati, pretoze kym pozorovani si radovo tisicky, po¢et neurénov by sa mal na-
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stavit tak, aby velmi nepresahoval pocet prediktorov, ktoré fenomén realne vysvetluja,

¢o st radovo desiatky az stovky.

4.2 RMSE

KedZe hlavnou tlohou nasich modelov je v prvom rade presne predikovaft, potrebujeme
aj kritérium, ktoré je schopné ohodnotit, ako dobre predpovedame cielovii premennt
Y. Za tymto u¢elom sa pouZiva klasickd odmocnina strednej kvadratickej chyby (root
mean square error). Ozna¢me predikované hodnoty ako Y. Potom RMSE vypocitame

ako:
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5 Vztah ¢isla podmienenosti a topologie W

5.1 DaAatové sety
5.1.1 Spotreba plynu

Data obsahuju jednu cielovi vysvetlovant premennu - spotrebu plynu v okoli jedného
z velkomiest. Okrem toho obsahuju styri prediktory - obla¢nost, rychlost vetra, teplotu
a dazdivost. V8etky data boli vycentrované na nulovii stredni hodnotu a znormované
na jednotkovi varianciu. Jedna sa o jedno vykurovacie obdobie merané kazda hodinu,
¢o déva dokopy priblizne 3500 dat. Okrem tychto Styroch prediktorov pouzivame este

piaty vstup, ktorym je samotné spotreba plynu, ale posunutéa o 24 hodin dozadu.

5.1.2 Mackey-Glass

Tieto data st umelo vyrobené a chronicky pouzivané pri testovani kvality vacSiny mo-
delov ur¢enych pre predikciu ¢asovych radov. Vychadzaju z diferenciélnej rovnice

dx(t) _ ax(t —T)
dt 14+ z(t —7)10

— bx(t).

V nasich pokusoch sme pouzili konfiguraciu a = 0.2,b6 = 0.1 a 7 = 17. Vygenerovali
sme 2000 dat s ¢asovym krokom 0.1 a poc¢iato¢nou podmienkou xq = 1.2, ¢ast ¢asového
radu moézeme vidiet na obrazku. Ako vstup do modelu pouzivame ten isty signal, ale

posunuty o jednu ¢asovi jednotku dozadu.

Obr. 12: Mackey-Glass ¢asovy rad
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5.2 SW siete

V tejto Casti si popiSeme, ako prebiehali simulacie, ktorych ciefom bolo zistit, ako je
ovplyvnena kvalita zasobnika hodnotou parametrov vstupujicich do tvorby SW siete.
Pre zafixované hodnoty k - pociato¢ny stupen vrcholov a p - pravdepodobnost presku-
penia hrany sme najprv vygenerovali maticu W, pri¢om jej prvky boli generované z
rovnomerného rozdelenia (—1/2,1/2). Nasledne sme 100 krat vygenerovali topologiu
siete prostrednictvom algoritmu uvedenom v tretej kapitole, ¢o ndm dalo symetricki
maticu W zlozenu z nil a jednotiek a konektivitou k/(n — 1). Téato matica mala 144
riadkov a stlpcov, ¢o odpoveda 144 neurénom v skrytej vrstve. Po vytvoreni topo-
logie sme kazd jednotkovi hranu nahodne ovézili ¢islom z rovnomerného rozdelenia
(—1/2,1/2) (uvedomme si, ze tento krok vlastne graf dezorientuje). Maticu W sme
znormovali jej najvacSou vlastnou hodnotou. Vytvorili sme casové rady v jednotlivych
neuronoch a podla vztahov a pravidiel v prvej kapitole skonstruovali zasobnik X. Na-
koniec sme pre kazdu zo sto realizicii vypocitali ¢islo podmienenosti matice X. Ako
vysledok sme potom pre kazda dvojicu vstupnych parametrov ukladali priemernt hod-
notu tychto ¢isel podmienenosti a ich standardnu ochylku. Na grafoch a v tabulkach

v prilohe mézeme vidiet, ako to dopadlo. Tu uvidzame iba jeden z nich na ilustraciu.

Spotreba plynu - c(X) ~ K

400 B =00

M =01

p=0.2
M =03
=04
B =05
B =06
B p=07
B =05
B =049
H=1.0

3z0

240

160

priemerné Eislo podmienenosti

20

10 25 40 55 70

Startovaci stuper vicholov k

Obr. 13
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Jasne vidime, Ze ¢islo ¢(X) klesa so zvySujucim sa &islom k. Pre data spotreby
plynu sa zrejme navyse d& povedat, ze prava SW topologia (t.j. p=0.4 aZ 0.6) dopadla
lepsie ako pravidelna a tplne ndhodna Struktira, ale tieto dohady sa pre Mackey-Glass
nepotvrdili. Co viak povedat mozeme, je, ze pouzivat hodnotu p = 0.5 bude davat
rozumné vysledky v oboch pripadoch. V tomto bode teda vznikla otazka, ako stvisi
¢(X) od k, ktorej sme sa v dalgich pokusoch venovali. Dolezité je si uvedomit, ze ¢islo
k v skuto¢nosti oznacuje omnoho viac veci, pokial nepouzivame SW topologiu. Moze
tak ist o priemerny pocet stupnov vrcholov v grafe, tak isto moze k zohravat dlohu
ako priamo tmerné konektivita k/(n — 1) a tiez moze mat tento parameter vyznam
iba pre SW siete presne v takom zmysle, ako sme ho pouzili. Prvé dve moznosti nam
nastastie splynt do jednej, pretoze priemerny stupen v grafe sa pocas algoritmu zachova
a ide teda o ¢islo k/n, ktorého siuvis s ¢(X) bude samozrejme rovnaky ako suvis ¢isla
k/(n — 1). Najprv sa ale pozrime na to, aka velka ulohu v tomto procese zohrava

znahodnenie hran a ¢i odpoved na naSu otazku zasadne neovplyviuje.

5.2.1 Doélezitost nahodnych vah

V nasledujucich pokusoch sme sa obmedzili na p = 0.5. Pozreli sme sa na to, ¢o sa
so zasobnikom stane, ak vynechame krok ovazenia hran nidhodnym cislom. Taktiez
sme sa pozreli na to, ¢o sa stane, ak tito ndhodnost sice ponechame, ale obmedzime
na alternativne rozdelenie Alt({—1,1},p = 0.5). Nakoniec sme k tomuto zndhodneniu
pridali este podmienku o zachovani pévodnej symetrie matice, ¢o v praxi znamené, ze
hrany medzi neurénmi ostali neorientované. Z tychto vysledkov sa da vycitat mnoho

rozli¢nych zavislosti.
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Tabul'ka 1: Priemerné &slo podmienenosti pre rozne typy ndhodného ovéazenia hran - plyn

priemerny stupein | sw -+ unif sW sw + alt | sw + alt 4+ sym
k=7 233.0719809 | 581.1101581 | 194.2536367 | 380.3495218
k=14 176.4849049 | 763.8436375 | 166.9402604 | 369.9252434
k =21 164.280637 | 900.0557554 | 154.90388 365.8951035
k =28 155.1075809 | 1029.250913 | 153.7643751 369.1729269
k =36 154.3171215 | 1140.213713 | 151.5280022 | 371.9607388
k =43 152.9638883 | 1222.252907 | 153.1984454 363.376613
k =50 150.5165668 | 1306.501481 | 148.4532121 361.7024933
k =57 152.7201613 | 1358.015224 | 147.9258251 367.2832034
k =64 149.1791785 | 1454.363194 | 149.3611377 363.4712511
k =72 150.4302692 | 1545.386612 | 148.7972807 | 368.3217394

1. Snad najviac zjavnou je, ze ak maticu W nechame symetricku s jednotkami a
nulami (stipec sw), model sa stane velmi nestabilnym. Najpravdepodobnjesim
vysvetlenim pre tento jav je ¢asty zdroj nestability popisany v druhej kapitole,
ktory suvisi s ‘pumpovanim‘ kladnych hodnoét do sigmoidy, ktoré postupne pro-

dukuju vSetky ¢isla velmi blizke jednotke. Nejde tak o ni¢, ¢o by sme necakali.

2. Druhym zaujimavym pozorovanim je, Ze ako zdroj ndhodnosti mdézeme pouzivat
iba samotné alternativne rozdelenie (stipec sw -+ alt) a ¢islo podmienenosti bude
k minimu konvergovat so zvySujucim sa k dokonca rychlejsie, ako keby sme pouzili

rovnomerné rozdelenie (stlpec sw + unif).

3. Vysledok v poslednom stlpci navrava, ze rozlisit hrany medzi dvoma neurénmi mé

tiez velky vyznam. Dovodom, preco je to tak, sa budeme blizsie venovat neskor.

4. A nakoniec, najdolezitejsim vysledkom je pre nas potvrdenie domienky, ze ak je
nahodnost nastavena rozumne - t.j. kladné aj zaporné znamienka vo W, naozaj
mozeme pozorovat pokles ¢isla podmienenosti so stupajicim parametrom k. V
dalgich simulaciach sa pozrieme, ¢i sa na k mame pozerat ako parameter SW

siete, alebo na priemerny stupen neurénov v skrytej vrstve.
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Tabul'ka 2: Priemerné ¢islo podmienenosti pre rozne typy nahodného ovazenia hran - MG

priemerny stupen sw-+unif swW sw+alt sw+alt+sym
k=17 1329413.62 | 90403022.59 | 1056410.155 | 12619538.76
k =14 651929.9391 | 283078984.2 | 561308.4682 | 12979679.02
k =21 459925.4886 | 569501205.2 | 446051.8919 | 13663602.82
k =28 371319.5065 | 1000815116 | 374593.5295 | 13351841.42
k =36 358841.323 | 1662208761 | 368124.581 | 13752794.08
k =43 362671.7678 | 2471634086 | 371982.1041 | 13705879.94
k =50 329669.3883 | 3389580424 | 335145.3033 | 13320628.7
k =57 347733.0923 | 4351740544 | 326510.0946 | 14201177.18
k =64 332763.6276 | 5744782193 | 341155.298 | 14253529.86
k =72 356113.2664 | 7595460207 | 316744.7705 | 14052300.84

5.3 SF a nihodna siet

V nasledujicich simuldcidch sme namiesto SW siete pouzili najprv SF, kde sme me-
nili iba parameter k, ktory v tomto pripade znamena priemerny stupen vrcholov v
grafe. Hrany sme ovézili opat pomocou rovnomerného rozdelenia. Ako druht topolégiu
sme zvolili iplne ndhodnti maticu, ktorej konektivita bola zvolena tak, aby sme do-
siahli odpovedajuci priemerny stupen vrcholov. V nej sme hrany opét ovazili pomocou
rovnakého rozdelenia. Rozdiel medzi tymito dvoma topologiami je predovSetkym v roz-
deleni stupfiov vrcholov. Ozna¢me ako ndhodni premenni stupeni ndhodne vybraného
vrchola. Kym v prvom pripade bude jej rozdelenie priblizne exponcencidlne (s takym
ciefom je siet konStruovand), v druhom péjde priblizne o binomické (ak by sme uva-
zovali moznost viacnasobnych hran, bolo by presne binomické, takto sa so zvySujicim
poc¢tom hran bude pravdepodobnost postupne menit na istotu pre stupei n — 1) - obe
v8ak s rovnakou strednou hodnotou (priemerom k).

Vidime, Ze pozorujeme ten isty fenomén ako pri SW siefach - ¢islo podmienenosti
klesa so stipajucim k. Teraz je uz zrejmé, ze nepdjde o charakteristiku topologie, ale na
k by sme sa mali pozerat naozaj iba ako na priemer - nie ako konstrukény parameter.

Hypotéza teda znie, Ze ¢islo podmienenosti matice klesa so stupajicim priemernym
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stuptiom vrcholov v grafe W. V dalSej kapitole sa pozrieme na moZné pric¢iny, ktoré

vSetky nami odhalené javy vysvetluju.
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6 DISKUSIA

6 Diskusia

6.1 Dezorientacia hran vo W

V predchadzajticej kapitole sme si vSimli, Ze ak pri danej topologii ovazime hrany
smerujice medzi dvoma neurénmi rovnako, dostaneme znacne horsie vysledky, ako
keby sme ponechali znamienko ndhodné. Pozrime sa teda na zjednoduSeny model v

nasledujicom tvare, kde a a b reprezentuji dva neurény:
a(i+1) = 0.5(a(i) + S1b(i)) + &,
b(i +1) = 0.5(52a(i) + b(3)) + &,

pricom chyby e pochédzajui zo standardizovaného norméalneho rozdelenia a .S; nadobida

hodnoty 1 a -1.

Tabul'ka 3: korelacie vektorov a a b

s1/s2 |+ .
+ 0.98685 | -0.023701
- 0.015928 | -0.97549

Podl'a o¢akavani sme dostali velmi korelované ¢asové rady pri rovnakych znamien-
kach a pekne dekorelované rady pri rozliénych. Je jasné, 7Ze tato zavislost sa potom
duplikuje po celej sieti a pri zlom nastaveni sposobuje velké ¢islo podmienenosti ma-

tice X.

6.2 Maly stupen vrcholov ako zdroj multikolinearity

V tejto Casti sa pokisime vysvetlit, prec¢o st vrcholy s malym stupfiom vyraznym
zdrojom multikolinearity. Dévody st dva. Stupiiom vrchola budeme mysliet pocet pri-
chadzajicich hran (pre potreby tejto ¢asti bude postacujice vychadzajice hrany ne-

uvazovart).

6.2.1 Malo neurénov v zhluku

Maly stupen vrcholu - neurénu - v podstate hovori, ze neurén dostava informaciu iba

zo vstupov a malej histky inych neruénov, ktoré st s nim spojené. Ak vsak aj jeho
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6.2 Maly stupen vrcholov ako zdroj multikolinearity 6 DISKUSIA

susedné neurény dostavaju rovnako malo informacie, potom sa I'ahko mézZe stat, ze
¢asové rady v tychto susedoch budu korelovat, kedZe zo zvy$nych hran nedostavaji
dostato¢nt velkost variability. Tento problém sa obzvlast objavi, ak sa v naSej sieti
nachadzaja zhluky, ako sme mohli vidiet pri SW sietach pre malé hodnoty k. Ak teda
v sieti existuji zhluky, ale neurény v nich maji maly stupen, potom signaly v zhluku

nebudu dostatocne dekorelované.

Win
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Obr. 15: 71té neurény dostéavaji v zhluku velmi podobnu informéciu

6.2.2 Vplyv hran z W

Dalsim moznym problémom je zrejme multikolinearita medzi mnozinou vrcholov s rov-
nako malym stupnom. Uvazujme na chvilu iba neurény so stupiiom 2. Oznacéme tito
mnozinu ako Ws. Predpokladajme model so Styrmi vstupmi. Potom dany neurén z na-
Sej mnoziny W5 dostava informéciu z dvoch inych neuréonov v skrytej vrstve a Styroch
neurénov zo vstupnej vrstvy. Ak signal z neurénov v skrytej vrstve (vratane neurénu
samotného) stotoznime s nadhodnym Sumom, potom aktualizacia stavu v takomto ne-

uréne vyzerd ako
z(n+1) = f(cprur + Caatio + Crzus + Cpgtig + €4).

Pre iny neurén z W, sa zmeni iba ‘rozdelenie’ € a vahy c;;. Teraz si staci uvedomit, Ze ak
je neurénov vo W vela, ich ¢asové rady musia byt ‘linearne zavislé' (v zmysle linearnej

aktivatnej funkcie f°“* a vynechania chyby ¢). Béaza takéhoto priestoru ma totiz iba
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4 vektory. NavySe do W5 mozeme uvazovat aj analogicky definovani Wi, ktord je v
tomto zmysle jeho podmnozinou. Neurény v tychto mnozinach potom vyrazne prispeji
k multikolinearite.

Takyto druh multikolinearity sa potom detekuje omnoho tazsie, pretoze linearna za-
vislot nie je to isté ako korelacia, aj ked spolu savisia. Totiz vektor, ktory sa d& napisat
ako linedrna kombinacia zvySnych, stédle nemusi mat vysokd korelaciu s jednotlivymi
vektormi v béaze. Pre jednoduchost si predstavme vektory (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) a
(1,1,1). Potom posledny z nich je zjavne linedrne zavisly od ostatnych, lebo tvoria
bazu, ale s jednotlivymi bazovymi vektormi zviera vic¢si ako 30 stupniovy uhol, ¢ize
jeho korelacia s nimi nebude podozrivo vysoka. To znamend, Ze obycajnou korela¢nou

analyzou pomocou kovarian¢nej matice tento zdroj multikolinearity neodhalime.

Obr. 16: Zlté neurény dostavaja zo vstupu korelovand informaciu

Je dolezité uvedomit si, Ze toto plati naozaj iba ak ¢ vo W; je malé. Totiz ak by tomu
tak nebolo, ‘chyba‘ € je v skuto¢nosti nosnou ¢astou signalu v neuréne x a nemozeme
ju len tak zanedbat. Zrejme hranicu pre ‘malost’ i vieme nastavit iba v zavislosti od
po¢tu prediktorov vstupujicich do modelu, lebo prave tento pocet ovplyviiuje velkost
bazy, ktort sme uvazovali. Do hry taktiez vstupuje aj magnitida ndhodnych vah hran.

Tieto domienky krasne podporuje posledna simulacia minulej kapitoly, kde sme po-
rovnavali, ako klesa ¢islo podmienenosti matice X s rasticim priemernym stupiiom

vrcholov. Mozeme si vSimnut, Ze sice obidve zavislosti boli klesajice, ale pre SE siet
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bol tento trend znac¢ne pomalsi. Je to preto, lebo ako uz bolo spomenuté, kym rozde-
lenie stupiiov vrcholov pre ndhodni topologiu je priblizne binomické (t.j. symetrickeé),
rozdelenie stupfiov pre SF sief je priblizne exponcencialne (aspon pre nizsie hodnoty
k). To v praxi znamend, Ze aj ked priemer stupiiov vrcholov ostava pre obe topologie
rovnaky, pre SE bude pocet vrcholov s malym stupiiov ovela vyssi, a teda hranica
k, kde uz v8etky vrcholy nadobudaju dostato¢ny stupeni, je ovela vysSie ako pre na-
hodnt topologiu. Dalsfm javom, ktory toto tvrdenie podporuje, je zistend rychlejsia
konvergencia ¢isla podmienenosti X k minimu, ak rovnhomerné rozdelenie nahradime

alternativnym.

15 20 25 30 35 10 20 30 40 50 60 70

Nahodna topoldgia SF topoldgia

Obr. 17: histogramy stupiiov vrcholov v sieti so 144 neurénmi v skrytej vrstve pre k = 20

6.3 Preco alternativne rozdelenie predc¢i rovnomerné

Odpoved na tuto otazku sa zrejme nachadza uz v predoslej ¢asti. Ak totiz pouzijeme
na nadhodné ovazenie hran rovnomerné rozdelenie, niektoré neurény v sieti nadobudni
efektivny stupen nizsi, ako je redlny pocet vstupujicich hran do neurénu. Efektivnym
stupnom sa tu mysli, do akej miery tvoria signaly prichadzajicich hran vysledny sig-
nal v neurdne. Totiz, ak je realizicia vahy blizka nule, spojenie medzi neurénmi sice
existuje, ale je takmer zanedbatelné. TakZe naSe topologie obsahovali pre rovnaké k v
skutocnosti ‘viac‘ neurénov s malym stupiiom pre rovnomerné rozdelenie ako pre alter-

nativne, kde je vaha kazdej rany v absolutnej hodnote rovnaké, a teda nezanedbatelné.
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6.4

6.5

Obr. 18: readlny versus efektivny stupeil neurénu

Zhrnutie vysledkov

. Hrany skrytej vrstvy by mali obsahovat kladné aj zaporné znamienka. Ak po-

nechame iba jeden druh, vdaka ‘pumpovaniu‘ hodnot do chvostov sigmoidélne;j

aktivacnej funkcie sa nam kvalita zdsobnika zhorsi.

Ak medzi dvoma neurénmi veda hrany oboma smermi, je lepsie ich ovazit opad-
nym znamienkom. Tento zdsah potom pomoze ¢asové rady v neurénoch navzajom

dekorelovat.

Bez ohladu na to, aky typ topologie pouzivame, mali by sme si dat pozor, aby
neobsahovala prilis vela neurénov s malym prichadzajicim stuphom, pretoze ako

sme demonstrovali, tie st zrejme jednym zo zdrojov multikolinearity.

Siete pri rovnakom pocte hran dosahuju lepsie vysledky z hladiska ¢isla podmie-
nenosti zasobnika X, ak namiesto ovazenia hrén realiziciami zo spojitej hustoty
pravdepodobnosti pouzijeme jednoduché alternativne rozdelenie. Deje sa tak, pre-
toze tymto spdésobom vieme umelo zvysit pocet relevantnych vchadzajtcich hran

do neurénov.

Prediktivne vlastnosti modelu a d’'alsie obzory

Vsetky naSe tivahy sme robili z hladiska ¢isla podmienenosti matice X. Ako sme v8ak

uz uviedli, rozhodujicou ¢rtou pre nase modely by mala byt ich schopnost predikovat.

Pri pokusoch s predikciami sme ale narazili na problém, kedy sice topologie, ktoré

sa drzali danych $tyroch vlastnosti, dosahovali lepgie vysledky (z hlTadiska RMSE), ale
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6.5 Prediktivne vlastnosti modelu a dalsie obzory 6 DISKUSIA

tento rozdiel nebol natol'ko signifikantny, aby sa dal jasne vypichnut. Dovodov méze byt
viacero. Ako sme uz uviedli, dobré ¢islo podmienenosti nemusi hned zarucovat lepsie
vysledky pri predikciach. Zaroven siu takto vytvorené modely zna¢ne ‘pretrénované’,
pretoze dané fenomény sa zarucene daji vysvetlit omnoho niz$im poc¢tom relevantnych
prediktorov, ako sme pouzivali pri skimani kvality zasobnika. V klasickej linedrnej
regresii totiz do trénovania vstupuji vSetky pomocou ESN vygenerované prediktory.
Napriek tomu ma zmysel mat kvalitny zasobnik, pretoze pristup ESN sa da kombi-
novat s metédami, ako je LASSO, hrebenova regresia a dopredny vyber premennych,
ktoré vhodnym sposobom penalizuji nepotrebné prediktory, pripadne okliesnia mno-
zinu premennych iba na kvalitnejsiu podmnozinu. Tato cesta sa da brat ako samostatny
vyskum, ktory pouzitim spominanych technik odhali, do akej miery ¢islo podmienenosti

zasobnika sposobi vacsiu alebo mensiu kvalitu predikeii.

pravidla zniZujice
multikolinearitu

T e
—
/ predvyber
vstupy 7T~ bpremennych

ESN : — g nogel
\1 Py

Obr. 19: schéma pouzitia nasich vysledkov s predvyberom

nové prediktory
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Zaver

Cielom tejto diplomovej prace bolo oboznamit sa s problematikou echo sieti, grafovymi
Strukturami pouzivanymi pri ich tvorbe a ich vlastnostami. Taktiez bolo cielom podla
moznosti aj vyskimat zaujimavé zakonitosti vplyvu topologie siete na kvalitu vyprodu-
kovanych regresorov. Tento vyskum vsak vel'mi rychlo vyprodukoval mnozstvo dalsich
zaujimavych vysledkov a naslednych otazok, ktoré autora mozno nakoniec trosku od-
klonili od pdévodnej cesty a viac ako topologii samotnej sa venoval badaniu, preco sa
¢islo podmienenosti zasobnika znizovalo s rasticou konektivitou v grafe bez ohladu na
to, akd topologiu pouzil. Pri ceste za odpovedou na tito otdzku sme postupne prisli
na dalsi rad zaujimavych pozorovani - pri spojitom ovaZzovani hran bol tento pokles
pomalsi, rozliécné znamienka vo vidhach maji obrovsky vyznam a symetria vih medzi
neur6énmi Skodi kvalite zasobnika.

Vsetky tieto odsimulované vysledky a cesty hladania odpovedi na hypotézy nako-
niec poviedli k tej istej moznej pri¢ine - vrcholy s malym stupfiom zrejme sposobuji
multikolinearitu, ktora je hlavnym nepriatelom vSetkych algoritmov strojového ucenia.
Vsetky naSe tivahy si sice iba nepriameho charakteru, ale st silno podporené sumilé-
ciami.

Toto vsak zd'aleka nemusi byt koniec badania, pretoZze vytvorit dobry model s pre-
diktivnymi vlastnostami porovnatelnymi so §pic¢kovymi algoritmami je tloha, ktora
je ovela taz$im orieskom. Preto mé zmysel nami dosiahnuté vysledky skumat dalej a
pozriet sa na aplikdcie ESN v spojeni s inymi algoritmami, ktoré by ho mohli posu-
nit takymto sposobom eSte dalej. ESN sa v sucasnosti tesi v technickom svete velkej
oblube a podlieha neprestajnému vyskumu. Preto verime, 7Ze by dosiahnuté vysledky

mohli v budicnosti niekomu poméct pri skvalitneni jeho prace.
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Tabul'ka 4: priemerné ¢isla podmienenosti pre rozne parametre SW - spotreba plynu

k | p=0.0 | p=0.1 | p=0.2 | p=0.3 | p=0.4 | p=0.5 | p=0.6 | p=0.7 | p=0.8 | p=0.9 | p=1.0
5 313 304 297 307 297 302 299 307 320 328 339
7 251 244 239 233 234 233 233 240 243 249 264
8 253 246 230 232 221 225 231 224 233 245 251
10 | 228 226 210 210 208 209 209 205 211 218 227
11| 224 212 209 198 200 198 198 204 207 210 224
12 | 217 209 194 196 194 194 192 193 195 205 212
14| 193 191 181 175 172 176 180 177 179 181 192
21| 179 168 167 164 159 164 163 165 170 169 177
28 | 164 162 157 155 157 155 158 156 164 163 170
36 | 162 157 155 153 156 154 153 158 158 163 167
43 | 157 152 155 151 151 153 154 156 158 161 164
50 | 155 151 152 152 150 151 153 155 157 160 163
57 | 152 150 154 151 153 153 151 154 155 155 159
64 | 152 153 150 149 150 149 153 157 156 157 159
72| 151 151 150 147 148 150 149 155 155 159 162
Tabul'ka 5: priemerné ¢isla podmienenosti pre rozne parametre SW - MG (data v tisickach)
k | p=0.0 | p=0.1 | p=0.2 | p=0.3 | p=0.4 | p=0.5 | p=0.6 | p=0.7 | p=0.8 | p=0.9 | p=1.0
7| 4339 | 2409 | 2653 | 1788 | 1396 | 1329 | 1361 | 1310 | 1478 | 1305 | 1440
14 | 1267 | 1004 688 656 616 652 251 649 082 615 649
21| 826 528 514 476 401 460 431 437 451 438 481
28 | 547 502 394 390 405 371 410 351 428 392 422
36 | 505 465 390 348 398 359 370 364 407 428 448
43 | 463 380 403 369 368 363 375 394 390 410 419
50 | 431 369 375 349 341 330 337 384 366 384 392
57 | 372 324 398 359 372 348 342 388 374 399 366
64 | 374 397 315 336 376 333 384 383 393 352 366
72| 371 379 319 323 345 356 360 404 381 425 394
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Tabul'ka 6: priemerné ¢isla podmienenosti a ich Standardné odchylky pre SF a nahodnua

topolégiu N'T - spotreba plynu

k SE NT SE - std NT - std

2 809.1972041 | 743.2335544 | 168.0272664 | 192.1975594
7 392.4262273 | 227.620512 | 79.13382188 | 23.10661397
11 | 313.0558049 | 179.013548 | 54.34058532 | 16.67264796
15 | 272.6063693 | 167.8300214 | 38.63049758 | 13.19610387
20 | 242.3510054 | 156.3778456 | 28.31853259 | 12.36875936
24 ] 234.3051468 | 155.4103422 | 27.39456523 | 12.56725127
28 | 223.5638248 | 155.964578 | 22.46629795 | 14.55582439
33 | 224.2867201 | 153.6821759 | 26.26138126 | 14.3548363

37 | 214.628948 | 148.5244671 | 24.37446215 | 12.93119835
41 | 207.9157154 | 150.4178368 | 19.63742014 | 14.05332737
46 | 200.5629167 | 147.5801398 | 21.07631216 | 15.79027802
50 | 198.0673009 | 146.6296691 | 18.9350586 | 12.78000077
54 | 195.9939464 | 147.6659267 | 20.52687653 | 12.38926775
59 | 191.3958638 | 149.1598566 | 20.09483705 | 13.59549567
63 | 191.9434374 | 147.4526866 | 17.1754926 | 13.04468932
67 | 185.3374456 | 147.8611437 | 17.52006715 | 12.76214064
72 | 183.491504 | 146.6368396 | 20.23883152 | 13.31838213
76 | 182.6120156 | 146.9847682 | 18.17683263 | 14.80636118
80 | 180.3613375 | 148.118368 | 16.75597369 | 11.72669994
84 | 178.9800717 | 147.7947308 | 17.23171571 | 13.5784941

89 | 172.7402185 | 147.8765983 | 15.72350453 | 13.12041487
93 | 171.088927 | 149.7527127 | 13.81873498 | 13.71163578
97 | 170.6607896 | 145.1445142 | 19.09359013 | 11.31081779
102 | 165.5105514 | 148.8392262 | 12.41851285 | 13.09598797
106 | 164.9974035 | 145.9853231 | 16.20354952 | 11.6744952

110 | 162.232379 | 148.0748186 | 13.01801467 | 12.85703516
115 | 161.1764391 | 148.4679496 | 12.23801039 | 12.38942138
119 | 158.7391836 | 146.4976112 | 14.36281469 | 12.99705191
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Zdrojové kédy pre tvorbu topologii

Uvedené kody boli pisané pre program Octave, ale mali by fungovat aj pre Matlab.

B.0.1 Small World

function G = Nsw (N, degree, p)
G = sparse(zeros(N,N));
Ninitial=floor (floor (degree+.5)/2);
for i = 1:N
for link = 1:Ninitial
G(i,mod (i+1ink—1,N)+1)=1;
end;
end;
k=floor (degree+.5)/2;
if (floor (k) <k)
for i =1:2:N
G(i,mod (i+floor (k),N)+1)=1;
end;

end;

for i=1:N
for j=i+1:N
if(G(i, j)==1 && rand()<p)
G(i,3)=0;
a=floor (rand() *N) +1;
while(G(a,i)==1 || G(i,a)==1 || i==a)

a=floor (rand() *N)+1;

end;

if (i<a)
G(i,a)=1;

else
G(a,1)=1;

end;

end;
end;
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end;

if degree<floor (degree+.5)
Nremoved=0;
Ntoremove=floor ((floor (degree+.5)—-degree) *N) ;
while (Ntoremove>Nremoved)
for i=1:N
for j=i+1:N
if (Ntoremove>Nremoved && G (i, j)==1 && rand()<Ntoremove/ (Npervertice=N))
G(i,3)=0;
Nremoved=Nremoved+2;
end;
end;
end;
end;
else
Nadded=0;
Ntoadd=floor ( (degree—floor (degree+.5)) *N) ;
while (Ntoadd>Nadded)
for i=1:N
for j=i+1:N
if (Ntoadd>Nadded && G(i, j)==0 && rand()<Ntoadd/ (Nperverticex*N))
G(i,3)=1;
Nadded=Nadded+2;

end;
end;
end;
end;
end;
G = G+tG';
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B.0.2 Scale free

function G = Nsf (N, d)
G = zeros (N,N);
added = zeros(N,1);

for i = 1:(d+1)

for 7 = (i+1): (d+1)
G(i,3) = 1;
G(J,1) = 1;
end;
added (i) = 1;
end;
for i = (d+2):N

for 1 = 1:(d/2)

P (Gxadded) .*xadded.* (ones (N, 1)—G(:,1));
p = p/(ones(1,N)«*p);
s = rand;

m = 1;

while (s>p(m))

s = s—p(m);
m = m+l;
end;
G(m,i) = 1;
G(i,m) = 1;
end;
added (i) = 1;
end;
G = sparse(G);
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B.0.3 Tvorba obrazkov

function drawNet (G)

format compact

format long e

a linspace (0, 2xpi, length(G)+1);

z = zeros(length(G)+1,2);

X = cos(a);

y = sin(a);

z(l:length(G)+1,1) = x(l:length(G)+1);
z(l:length(G)+1,2) = y(l:1length(G)+1);
figure; gplot(G,z,'.—");

set (gcf, 'Color', [1 1 17]);
axis('equal');

x1lim([—1.1 1.171);
ylim([—1.1 1.11);

axis off;
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Techniky kombinovatelné s ESN

C.0.4 Ortogonalny dopredny vyber

Ako sme uviedli v zavere poslednej kapitoly, ¢astym problémov linedrnej regresie v
modelovani byva velké mnozstvo premennych, ktoré sposobuju pretrénovanie. Tento
problém sa nas obzvlast dotyka, pretoze ESN moéze teoreticky vygenerovat Tubovolné
mnozstvo prediktorov v zavislosti od po¢tu neurénov v skrytej vrstve. Uloha vyberu
podmnoziny vysvetlovacich premennych preto ma zmysel a je dobré poznat techniky
vyvinuté na jej rieSenie.

Ortogonalny dopredny vyber stoji na jednoduchej myslienke, Ze vidiet jednotlivé
prispevky prediktorov v modeli je ovela jednoduchsie pri ich ortogonalom dizajne. Ak
aj nase prediktory nie st navzajom kolmé, vzdy ich mdzeme prostrednictvom Gram-
Schmidtovho ortogonaliza¢ného procesu vhodne sprojektovat tak, aby boli. Vyuzime

QR rozklad matice X, «.m, avsak s tym rozdielom, ze vektory v baze nebudeme normo-

vat:
Y=Xp+¢
Y =QRp+¢
Y =Qg +e¢,

pricom () je ortogonalna a g = Rf. Obe strany rovnice umocnime:
YTY — gTQTQg + 5T€.
Kedze QT Q je diagonalna, dostavame

YUY =@qlqn +gaq o+ + 9500 qm + €€

m T

€€
1= i+ —==
;err + VY
o 919G
‘ YTY

Ak zlomok v err; roz8irime o pocet pozorovani n, tak za predpokladu nulového priemeru
Y dostavame, ze err; udava podiel vysvetlenej variancie danym prediktorom. Toto sa

da v praxi vyuzit tak, Ze vyber premennych stopneme, ak je sii¢et vysvetlenej variancie
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dostatocne velky, t.j. prekrac¢uje nejaka vopred stanovenu hodnotu &. Cely algoritmus

teda vyzera ako Gram-Schmidtova ortogonalizacia s tromi dpravami:
e vektory nenormalizujeme

e vektory do matice () nevyberame v pévodnom poradi, ale vzdy na zaklade naj-

vacsieho err;

e vyber stopneme, ak kumulovana suma err; vybranych vektorov prekroc¢i vopred

stanovenu hodnotu &.

Najvicsou slabinou tohoto algoritmu je samozrejme nemoznost stanovit £ genericky pre
vSetky typy dat. Preto sa v praxi pouzivajui na vyber najlepSieho vektora v danom kroku

rozne informac¢né kritéria alebo iné druhy metrik. Jednou z nich je PRESS kritérium.

C.0.5 PRESS

Skratka PRESS pochadza z anglického ‘predicted residual sum of squares, ¢co modzeme
prelozit ako predikovany sucet Stvorcov odchyliek. Toto kritérium v sebe spaja mys-
lienky cross-validacie a tradi¢ného stc¢tu Stvorcov odchyliek, ktory pozname z linearnej

regresie. Definujeme ho ako
PRESS = (yi — ii—i)”.
i=1

kde 9;_; zna¢i hodnotu predikcie modelu pre i-tu hodnotu, ak bol model vybudo-
vany pomocou vSetkych hodnot okrem i-tych. Ide teda o klasickd leave-one-out cross-
validaciu pouziti pocas trénovania modelu. Obrovskou vyhodou tohoto kritéria je, ze
sa na rozdiel od kumulovaného err; nesprava monotonne s pribudajicim poc¢tom pre-
diktorov v modeli. Vychadza to z podstaty cross-validacie, ktora by mala zabranit
pretrénovaniu modelu. Ak ju takto Sikovne implementujeme uz v rdmci samotného bu-
dovania modelu (na rozdiel od tradi¢ného porovnavania s testovacou vzorkou odlozenou
bokom), mame k dispozicii silné kritérium, kedy vyber stopntt. Ak totiz PRESS krivka
(meniaca sa hodnota PRESS kritéria s pribudajiucim po¢tom prediktorov v modeli) za-
¢ne stupat, je to indikator toho, Ze v modeli je zrejme uz dostato¢ne vela vysvetlenej

variancie. Nevyhodou tohoto kritéria je samozrejme vypoctova zlozitost, ale existuju
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programatorské skratky vychadzajuce z algebraickych tprav, ktoré ju vedia znacne

skresat. Tie su v8ak uz nad ramec tejto diplomovej préce.

ol
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