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Abstrakt

VODISLAVSKA, Linda: Udrzatelnost a meranie bohatstva [Diplomova pracal, Uni-
verzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra
aplikovanej matematiky a Statistiky; Skolitel: prof. Dipl. Ing. Dr. Mikula$ Luptacik,
Bratislava, 2015, 68 s.

Cielom tejto prace je prispiet do diskusie o udrzatelnosti ekonomického rastu a
merani bohatstva. Prva ¢ast predstavuje uvod do problematiky ekonomiky Zivotného
prostredia v suvislosti s udrzatelnostou hospodarskeho rastu a stcasne prehlad exis-
tujacej literatury k danej téme. Vychadzajic z prvej Casti, predstavime dva modely
optimélneho riadenia so zahrnutim enviromentalneho znecistenia a neobnovitelnych
prirodnych zdrojov, ako aj sposob numerického rieSenia modelov a merania bohatstva
pocas sledovaného obdobia. V analyze sa snazime zamerat na kvalitativne vlastnosti
modelov. Zaveretna cast je venovana aplikacii ziskanych poznatkov na redlne data
Rakuska z rokov 1995 - 2012. Ziskané vysledky porovnavame pre rozne pociatocné

nastavenia parametrov a ekonomicky ich interpretujeme.

KTacové slova: udrzatelnost, meranie bohatstva, model ekonomického rastu,
zivotné prostredie, prirodné zdroje, teéria optimalneho riadenia, emisné miera

produkcie, miera Cerpania



Abstract

VODISLAVSKA, Linda: Sustainability and wealth accounting [Diploma Thesis|, Co-
menius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics,
Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: prof. Dipl. Ing. Dr.
Mikulés Luptéacik, Bratislava, 2015, 68 p.

The aim of this thesis is to contribute to the discussion over sustainability and wealth
accounting using tools of optimal control theory. The first part introduces the problem
of environmental pollution and its relation to sustainability along with an overview
of existing literature dealing with this topic. Consequently, we introduce two optimal
control models with environmental pollution and nonrenewable resources included,
method to solve them numerically and to account the wealth in the time horizon
given. For both models, we derive various propositions in quality analysis. Final part is
devoted to real data application, using Austrian data from 1995-2012. Obtained results

for various parameters are compared and we interpret them economically.

Keywords: sustainability, wealth accounting, economic growth model, environment,

natural resources, optimal control theory, emission rate of production, pumping rate
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UVOD

Uvod

Pédu nededime po nasich predkoch,
ale poZiciavame st ju od nasich dett.

Indianske prislovie

V ostatnych rokoch rastt obavy nielen veducich predstavitelov sveta, ale aj oby¢ajnych
Tudi o tom, ¢ je pretrvavajuci hospodarsky rast udrzatelny z dlhodobého hladiska. Uz
od pociatku priemyselnej revoltucie v 18. storo¢i je zrejmy negativny dopad roéznych
ekonomickych procesov na kvalitu zivotného prostredia. Napriek tomu vladni predsta-
vitelia tento fakt tspesne ignorovali niekolko desiatok rokov. Zaklady enviromentéalne;j
ekonomie boli polozené az v patdesiatych rokoch 20. storocia, kedy sa tejto téme veno-
vali prvi nadsenci. Odvtedy vplyv hospodérskeho rastu na zivotné prostredie nabral na
dolezitosti, ako vednej discipline sa mu venuji ekondémovia i matematici a v suvislosti s
nim sa pravidelne stretavaji vedici predstavitelia sveta, ktorf iniciovali viaceré lokalne
i globalne opatrenia na jeho zlepSenie.

Sprvu sa predpokladalo, ze vztah medzi hospodarskym rastom a zhorSeniami v roz-
nych sférach zivotného prostredia je len vylucovaci, a teda za vysSiu droven niektorého
z nich zaplatime prostrednictvom nizSej trovne (rastu/zasob) toho druhého. Nie je to
vSak celkom pravda. Ukazuje sa totiz, ze rast produkcie zvySuje mnozstvo zdrojov,
ktoré moézeme vyuzit okrem iného na rézne procesy suvisiace s odburavanim zneciste-
nia. Otézne vSak nadalej ostava, nakolko je hospodarsky rast udrzatelny aj napriek
¢erpaniu prirodnych zdrojov a ¢i je mozné ho udrzat pre nasledujice generacie. Na
stranu udrzatelnosti sa priklanajiu moznost substitiicie a technologicky pokrok.

Predlozené diplomova praca sa venuje hospodéarskemu rastu, jeho vplyvu na zivotné
prostredie a udrzatelnosti pre buduce generacie. Hlavnou motivaciou pre jej vznik bola
najnovsia literatira v tejto oblasti, ktora oproti prechadzajucim spracovaniam presla
z opisného principu na dynamicky, ¢o znamend pre udrzatelnost velky krok vpred.

Cela praca je rozdelena do Styroch Casti. V prvej ¢asti diplomovej préce si predsta-
vime doélezité pojmy z teorie hospodarskeho rastu, Zivotného prostredia a udrzatelnosti.
Druhé cast je zameranéd na prehlad existujucej literatury, z ktorej sme dalej v naSej

praci vychadzali. Najprv si prejdeme vyvoj literattary v oblasti udrzatel nosti a merania

11



UVOD

bohatstva a najnovsie ¢lanky na ttato tému. Nosny ¢lanok tejto prace od Arrowa [2]
je jedine¢ny svojim dynamickym pristupom k meraniu bohatstva. Vo vztahu medzi
hospodéarskym rastom a zivotnym prostredim sa ako vhodny nastroj pontuka optimalne
riadenie. Nésledne si preto predstavime modely optiméalneho riadenia, ktoré polozili
zéklady pre diskusiu a rozvoj v tejto oblasti. Ziskané poznatky budeme aplikovat v
dalsich castiach tejto diplomovej prace.

Vychadzajuc z ¢lanku Luptacika a Schuberta [17], v tretej ¢asti diplomovej prace
predstavime postupne dva modely optimalneho riadenia, v ktorych je zahrnuta dyna-
mika kapitéalu, zne¢istenia a v druhom modeli tieZ neobnovitelnych prirodnych zdrojov.
Vyvodime pre ne podmienky Pontrjaginovho principu maxima, z ktorych budeme vy-
chadzat aj pri ich kvalitativnej analyze. Vzhladom na komplexnost oboch modelov ich
nebudeme riesit analyticky, ale s vyuzitim numerickych metod. Predstavime algorit-
mus, ktory naprogramujeme v matematickom softvéri Matlab. V zévere tretej kapitoly
vyvodime tieZ podmienky pre meranie a udrzatelnost bohatstva.

Posledna, stvrta cast tejto diplomovej prace je venovana aplikicii na realne data
Rakiuska. Vzhl'adom na numerickt povahu riesenia tohto modelu najprv zvolime funkcie
a konstanty vstupujice do modelov. Tu vyuzijeme data Rakuskeho Statistického tradu
z rokov 1995-2012. Ziskané vysledky blizsie popiseme. Zvlastny doraz je v tejto cCasti
kladeny na analyzu senzitivity a hladanie takej kombinécie vstupov, ktora vedie k

udrzatelnosti.

12



1 O MERANI BOHATSTVA, ROZVOJI A ZDROJOCH

1 O merani bohatstva, rozvoji a zdrojoch

V tejto ¢asti diplomovej prace si vysvetlime zakladné pojmy doélezité z hladiska tvah o
bohatstve, jeho udrzatelnom rozvoji a tiez prirodnych zdrojoch, ktoré velkou mierou
vstupuji do diskusie o udrzatelnosti. V préaci s nimi budeme pracovat aj v dalsich

kapitolach, preto je délezité pochopit ich vyznam.

1.1 Meranie bohatstva

Bohatstvo je ako hlavny objekt tejto diplomovej prace definované podla najzakladnejse;
definicie ako hojnost vzdcnych zdrojov alebo cennijch hmotnijch statkov. Stanovit presnt
hodnotu bohatstva a monetarizovat jeho vstupy vSak nie je Tahké tloha. Na stanovenie
bohatstva krajin sa v sti¢asnosti pouziva viacero metrik, z ktorych jednoznacne najzné-
mejSou je hruby domaci produkt. Hoci jeho nevhodnost merat ekonomicky blahobyt !
je vSeobecne akceptovana v teorii, v hospodarskej politike je per capita hruby domaci
produkt stéle pouzivany ako klicovy indikator. Existuju vSak aj iné metriky. Najprv
sa pozrieme na trio najznamejsich meradiel na meranie bohatstva, zameriame sa na

sposob, akym bohatstvo meraju, a ¢ do merania vstupuje aj koncept udrzatel nosti.

Hruby domaéaci produkt

Definicia 1.1. Hruby domaci produkt predstavuje hodnotu vSetkych finalnych vyrob-
kov a sluzieb vyrobenych rezidentskymi jednotkami sledovaného tzemia (napr. Statu)

za sledované obdobie (spravidla 1 rok).

HDP mozno na zaklade ESNU 95 2 definovaf troma sposobmi:

1. HDP je sti¢tom hrubej pridanej hodnoty réznych institucionélnych sektorov alebo

roznych odvetvi plus dane a minus subvencie na produkty.
2. HDP je stc¢tom kone¢ného doméceho pouzitia vyrobkov a sluzieb.

3. HDP je stc¢tom pouzitia na ucte tvorby dochodkov za celt ekonomiku.

ITymto pojmom mame v celej praci na mysli blahobyt v §irSom zmysle slova, ktory zahfiia nielen

materialny, ale aj nemateriadlny blahobyt.
2Eurépsky systém narodnych a regionalnych tétov 95

13



1 O MERANI BOHATSTVA, ROZVOJI A ZDROJOCH

Hruby narodny produkt

Hruby nérodny produkt predstavuje podobny koncept ako hruby doméci produkt s

drobnym lokaliza¢nym rozdielom. Podl'a definicie:

Definicia 1.2. Je to sthrn vSetkych finalnych vyrobkov a sluzieb vyrobenych kde-
kol'vek na svete s pouzitim vyrobnych faktorov vlastnenych rezidentskymi jednotkami

sledovaného tzemia (napr. Statu) za sledované obdobie (spravidla 1 rok).

Dovolime si poukazat na to, ze hruby domaci ani hruby narodny produkt nepredsta-
vuji mnozstvo, ktoré realne spotrebujeme, ale len potencial. Zatial ¢o na poklesv HDP
aj HN P sa pozerame ako na negativum, ich rast - z roka na rok alebo v porovnani s
ostatnymi krajinami je z pohladu vlad vnimany ako dobra vec. Otazne vsak je, ¢i je
rast stale ziaduci. Pokial rastu tieto ukazovatele, zvyc¢ajne rastie aj znecistenie. Pokial
rastie znecistenie prilis, znacne tym zhorSujeme podmienky pre nase budice genera-
cie, a to az tak, ze pri uplnom vycerpani zdrojov, aktualne tirovne prijmov nebudeme
schopni udrzat.

Popri enviromentéalnych dovodoch vystupuju proti tymto meratelom aj neenviro-
mentélne dovody. Tie stivisia predovsetkym s existenciou produktov, ktoré na trhu nie
st obchodovatelné ako napriklad dlhsia starostlivost o deti alebo doma uvarené jedlo,
so spotrebou viacro¢nych statkov - napriklad umyvacky riadu alebo auta, ale tiez s
nepriznanymi prijmami ¢i vydavkami do zdravotnej starostlivosti (opalovacie mlieko
ako ochrana proti rakovine koze).

Na investicie nie je brany ohl'ad vobec. Oba pristupy s zalozené na tom, Ze meraju
len prijem, nie bohatstvo alebo to, ako sa bohatstvo v ¢ase vyvija a ¢i je jeho rast

udrzatelny.

Cisty narodny produkt

éisty narodny produkt, ako to uz aj z nazvu vyplyva, je odvodeny od hrubého narod-

ného produktu ocisteného o odpisy. Definovany je ako:
CNP = HNP — odpisy (1)

Zahrnutie odpisov sice smeruje k lepSiemu vyuzitiu v zelenej ekonémii a pri sledo-

vani udrzatelnosti, no na strane druhej, v koncepte ¢istého narodného produktu stéle

14



1 O MERANI BOHATSTVA, ROZVOJI A ZDROJOCH

absentuju investicie, prijmy z neobchodovatelnych statkov ¢i hrubé investicie do ne-
obchodovatelnych statkov. Nadalej ostavaju sucastou C NP aj tzv. obranné vydavky,
ktoré priamo neprispievaji k zvySeniu blahobytu, a teda v spravnej metrike bohatstva
a udrzatelnosti nemaju miesto.

V suvislosti so ziskanim konceptu tzv. zeleného ¢istého narodného produktu je po-
trebné do naSich tvah zahrnut aj ekologické nasledky, ktoré so sebou rast prinéasa.
Taktiez nie vSetky spotrebné ani kapitalové statky st obchodovatelné. Co musime teda
urobit je najst také ceny investicie, ktoré v sebe zahfiiaju aj cenu za budtce vycerpanie
zdroja.

Tri predstavené meratele nam pomohli pochopit spésoby sti¢asného merania vykonu
ekonomiky a ich zakladné vlastnosti. Toto zhrnutie sa budeme snazit vyuzit v dalsich

castiach diplomovej préace, kde tiez predstavime koncept tienovych cien.

1.2 Prirodné zdroje

K pochopeniu konceptu merania bohatstva a udrzatelnosti, ktora je izko spéta aj s roz-
nymi typmi prirodnych zdrojov, povazujeme za klu¢ové chapat rozdeleniu prirodnych

zdrojov a ich pouzitiu v ekonomickych aktivitach.

Neobnovitel'né zdroje

Neobnovitelny zdroj je taky prirodny zdroj, ktory existuje na Zemi v obmedzenom
mnozstve. Ked takyto prirodny zdroj vycerpame, je vycerpany navzdy a teda nie je
S . ) 5 e . .. .
mozna jeho obnova. Pri stanoveni mnozstva neobnovitelnych zdrojov sa pouziva vyraz
tzv. dokdzané rezervy, ¢o znamend preukizatelne existujice mnoZstvo daného zdroja,
ktoré je mozné Cerpat pouzitim existujucich technolégii. Zmeny v mnozstve neobnovi-
telného zdroja maja na svedomi zvycajne dve moznosti: objavenie novych zasob, ktoré
mnozstvo statku zvysuju, a ¢erpanie zdroja, ktoré toto mnozstvo znizuji. Najznamej-

simi prikladmi neobnovitelnych zdrojov st ropa alebo zemny plyn.

Obnovitel'né zdroje

Obnovitelny zdroj je taky prirodny zdroj, ktory je opitovne doplhany prirodnymi pro-

cesmi, a teda moze byt vyuZivany opakovane. Velakrat mnozZstvo tohto statku nijako
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1 O MERANI BOHATSTVA, ROZVOJI A ZDROJOCH

nezavisi od mnozstva, ktoré clovek vyuziva. Prikladom takéhoto zdroja je napriklad
slnecéné Ziarenie. Na strane druhej, niektoré obnovitelné zdroje je sice mozné vyuzi-
vat opakovane, ale ich mnozZstvo zavisi aj na minulej spotrebe. Hoci su takéto zdroje
schopné regeneracie, pri prekroceni urcitej spotreby je mozné, ze sa zdroj v budicnosti

uz nebude schopny obnovit. Prikladom st napriklad ryby v jazerach.

Na to, aby sa s prirodnymi zdrojmi zaobchéadzalo Setrne a v zmysle udrzatelného hos-
podarskeho rastu, je dolezité spravne priradenie hodnoty jednotlivym zdrojom. Podla
[33] je tak mozné urobit zvySenymi externymi nakladmi v podobe dani alebo zavedenim

kontroly vlastnickymi pravami.

1.3 Vlastnicke prava

Miera, do akej je spotreba zdrojov kontrolovana a riadena vlastnickymi pravami, zo-
hréava vyznamnu tlohu pri ich ¢erpani. Prirodné zdroje dokazeme rozdelit do skupin
podla stupna regulacie vlastnickymi pravami fyzickych ¢ pravnickych osob alebo vla-
dou. Na jednej strane tohto spektra st zem alebo drahé kovy, pri ktorych je zvycajne
majitel jasne uréeny, na strane druhej si zas napriklad uz spominané ryby v jazerach.

Vlastnicke prava jednotlivych zdrojov ovplyviuji to, akym spésobom je zdroj vyuzi-
vany. Obzvlast pri zdrojoch, kde vlastnicke prava nie sii priradené nikomu, je nadmerné
vyuzivanie beznou praktikou vedtcou k iiplnému vycerpaniu zdroja alebo ¢erpaniu nad
maximalnu udrzatelna hranicu. V tychto pripadoch totiz absentuje dozor producenta,
ktory by v znizeni dnesnej spotreby videl potenciél zarobku v budicnosti. V pripade
rybara by neostali ryby prefiho do budtiicnosti, ale vylovili by ich ostatni rybéari.

V suvislosti s tymto je znamy pojem tragedy of commons (z ang. tragédia spolo¢-
ného), ktory pouzil v roku 1832 ekoném William Forster Lloyd ako pomenovanie si-
tuacie v predindustridlnom Anglicku, kedy spolo¢ne spravované pastviny boli omnoho
znicenejSie a aj poda viac vycCerpané ako pri sikromne vlastnenych pastvinach, na kto-
rych sa majitelia snazili udrzat a zvysovat plodnost. V pripade spolo¢ne vlastnenych
pastvin sa snazili z pody vytazit ¢o najviac aj za cenu, ze poda pre budtice generacie
uz nebude takéa vyzivna. RieSenim tohto problému sa prave vhodne zvolené vlastnicke

prava.
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1.4 Ceny zdrojov

Na to, aby sme boli schopni spravne vyhodnotit cenu ¢erpania zdrojov s prihliadnutim
na blahobyt budtcich generéacii, je nutné, aby dnesné ceny vhodne odrazali ceny statkov
v budtcnosti. Ceny zdrojov tiez zohravaji vyznamnu rolu v substitiicii a technologic-
kom pokroku, procesoch, prostrednictvom ktorych ekonomiky minimalizuji vyuzivanie
obmedzeného mnozZstva zdrojov. Vysokd cena déva impulz hladat lacnejsie nahrady,
substituty. Ekvivalente, vysoké ceny zdroja mozu pre investorov znamenat, Ze mozné
technologické rieSenie bude ziskové a oplati sa ho hladat.

Na mieste je teda otéazka, ¢i dnesné ceny spravne reflektuji obmedzenost alebo ne-
dostatok zdrojov v budtcnosti. Pokial by to tak bolo, ceny by mali v ¢ase mierne
narastat priblizne trokovou mierou. Ako vsak vieme, nie vzdy je tomu tak a existuju
producenti, ktori na budtucnost neberu ohlad, spolo¢nosti sa spajaju do kartelov a v
neposlednom rade je v dnesnej dobe aj po takmer dvesto rokoch od jej pomenovania
stale pritomna tragédia spolo¢ného.

Z hladiska udrzatelnosti je v tomto pripade vhodné pouZit termin tiefiovych cien,
ktoré sa mimo optimélneho stavu ekonomiky lisia od cien trhovych. Podla [25] existuji

dve ekvivalentné definicie tienovej ceny investicie:

Definicia 1.3. Maximéalne mnoZstvo uzito¢nosti, ktoré sme ochotni obetovat dnes

vymenou za dodato¢ni jednotku kapitélu.

Definicia 1.4. Hrani¢nd zmena medzigeneracného blahobytu ziskana z dodatoc¢ne;j

jednotky kapitalového statku.

Je teda zrejmé, ze spréavne ceny zavisia na funkcii uzitocnosti, resp. blahobytu.

1.5 Hospodarsky rast

Casto sa stretdvame s roznymi ndzormi a otazkami o tom, ako je mozné, ze ekonomiky
roznych Statov este stale rasti aj napriek tomu, ze zdroje su obmedzené? V prvom
rade skiisme poukézat na to, ze aj kvoli existencii globéalneho obchodu chybajtce alebo
obmedzené zdroje nie st vzdy citelné. Rovnako, dlhodobo klesajtce ceny zdrojov, ako

uvadza [33], budia dojem, Ze zdrojov je dostatok a svet nemifia zasoby prirodnych
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zdrojov. Tento paradox rastu HDP (bohatstva) aj napriek obmedzenosti zdrojov mata

mnohych, ale existuje pren vysvetlenie spojené so spravnym nastavenim cien.

Substittacia

Substitucia predstavuje nahradzanie vstupov inymi, podobnymi alebo pribuznymi vstupmi,
zvycajne z dovodu nizsej ceny alebo nedostatku povodného vstupu. V beznom zZivote si
ako sustituenty mozeme predstavit trojicu - ryza, zemiaky & pecivo, ktoré sice splhaju
rovnaky ucel, ale spotrebitel sa moze rozhodnit pre kupu jedného z nich aj na zéklade
ceny.

Aj pre prirodné zdroje existuju velké mnoZstva nahrad, ¢ uz je to nahrada I'udske;j
prace za roboty, alebo dodkladnejsie vyuzitie suroviny pouzitim nového stroja. V tom
pripade nahrddzame prirodny zdroj investiciou do kapitalu. Takmer vzdy je motivaciou
cena zdroja. Je teda zrejmé, ze obmedzenost zdrojov a s tym stvisiaci pokles zavisi

hlavne na stupni nahraditelnosti toho-ktorého zdroja.

Technologicky pokrok

Dalsim sposobom, ako znfzit vplyv obmedzenosti prirodnych zdrojov, je technologicky
pokrok. Prave ten je motivaciou pre investorov a vynalezcov, ktorych sa obmedzenost
zdroja dotyka alebo ktori vidia v novej technologii moznost dobre zarobit. Na jednej
strane, tzv. zdrojovi optimisti, ako ich Weil nazval v [33], sa odvoléavaji na historiu a
technologie, ktoré niektoré zdroje zachranili, a tvrdia, Ze akykolvek nedostatok zdroja
je len motivaciou pre nové vynalezy. Na strane druhej, zdrojovi pesimisti st presved-

¢eni, Ze spoliehat sa na mozné vynéajdenie niecoho je nanajvys nezodpovedné.

Ceny, ktoré spravne odrazaju obmedzenost zdrojov, st pre Tudi doposial dostatod-
nou motivaciou. Nespravne nastavené ceny u majetku, ktory nikomu nepatri - ako
napriklad pri rybéach v jazere, vSak dokazu nechtiac zastavit technologicky pokrok ¢i

hladanie substititov.

18



1 O MERANI BOHATSTVA, ROZVOJI A ZDROJOCH

1.6 Udrzatelny rozvoj

Konecéné povaha neobnovitelnych zdrojov naznacuje, Ze ekonémia ¢eli vaznemu rozho-
dovaniu medzi spotrebou dnes a spotrebou zajtra. Cim viac toho - ktorého prirodného
zdroja je spotrebovaného dnes, tym menej ho ostava pre budiice generacie. Hoci investi-
ciu do fyzického alebo Tudského kapitalu mozu kedykol'vek vykonat aj nasi nasledovnici,
Setrne zaobchadzat s ropou mozno nebude mozné, pretoze jednoducho nebude.

Diskusia o vztahu medzi ekonomickym rozvojom a prirodnymi zdrojmi je ¢asto spa-
jana s terminom udrzatelny rozvoj. Tento vyraz bol definovany v roku 1987 Komisiou
OSN pre zivotné prostredie a rozvoj (znamou ako Brundtlandova komisia, podla jej
vediiceho predstavitela, ktory je aj autorom definicie) ako rozvoj, ktory spliia potreby
dneska bez obmedzovania schopnosti budicich generdcii naplnit svoje potreby.

Dalsie definicie udrzatelnosti podla roznych autorov su napriklad:
e Pearce, [21]: Doraz na prirodné statky bez postupného poklesu ich mnoZstva v céase.

e Solow, [27]: Pokial to nie je len slogan, musi to byt schopnost udrzat produkcni

kapacitu do nekonecna.

e Solow, [27]: Schopnost poskytnil budicej generdcii moznost, aby sa mala aspor

tak dobre, ako td predchddzajica.
e Pezzey, |22|: Neklesajica uZitocnost pre clena spoloénosti teraz aj v budicnosti.

Vybrat ti najlepsiu definiciu nie je jednoduché, hoci vSetky poskytuja predstavu o
tom, ¢o je ciefom udrZatelného rozvoja a na ¢o sa zameriame v dalSich castiach tejto
diplomovej prace. V nasledujicej kapitole rozoberieme najnovsie clanky venujice sa
téme udrzatelnosti a merania bohatstva, ktoré zahrnutim dynamiky vyvinu jednot-
livych zloziek bohatstva predstavuji pokrok oproti dovtedajsim opisnym pristupom.
Ziskané poznatky sa budeme snazit vyuzit spolu s teériou optimalneho riadenia v tretej

a Stvrtej kapitole.
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2 Prehlad literatuary

Vztah bohatstva, hospodarskeho rastu a zivotného prostredia bol stavebnym prvkom
a inSpiroval uz mnozstvo akademickych vyskumov. Ako sme uz spomenuli v tvode,
zakladom vyskumu v tejto oblasti je otazka, ¢i aj budice generacie budi mat moznost
mat sa minimalne tak dobre, ako tie predchadzajuce. Coraz palcivejsia je tato téma
prave v suvislosti s vy¢erpavanim prirodnych zdrojov a zhorSeniami v réznych sférach
zivotného prostredia. V tejto kapitole sa pozrieme na vyvoj literattury v tejto oblasti a
rozne pristupy autorov k spracovaniu témy udrZatelnosti.

Téme ekonomického rastu a jeho udrzatelnosti sa v poslednych Styridsiatich rokoch
venovali mnohi autori. Vyznamny posun vpred v tejto oblasti predstavuje ¢lanok Ar-
rowa et. al z roku 2012 [2], v ktorom sa autori pokusili monetarizovat efekty vstupujice
do celkového bohatstva a ktory je tistrednym ¢lankom tejto diplomovej prace. Oproti
dovtedajsim spracovaniam tejto témy autori do merania bohatstva zahrnuli dynamiku
zmien, ktord v opisnijch pristupoch absentovala.

Kedze ako nastroj na zachytenie vztahu medzi hospodarskym rastom a Zivotnym
prostredim sa pontika optimalne riadenie, v druhej casti tejto kapitoly sa pozrieme na
dva modely optimalneho riadenia zo sedemdesiatych a osemdesiatych rokov 20. storo-
C¢ia, ktoré zahrnuli Zivotné prostredie do tedrie rastu inak ako premenni zavisla vylucne
od produkcie. Novinkou oproti dovtedajsim pristupom je to, ze v oboch skimanych mo-
deloch je akumulacia zne¢istenia chapana ako statok. V prvom modeli od Forstera [10]
vychadzame z predpokladu o konstantnej produkcii. Druhy model autorov Luptéacika
a Schuberta [17] zas predstavuje model s dvoma stavovymi premennymi - kapitalom a
znecistenim.

Poznatky ziskané zo Studia vyssie uvedenych c¢lankov sa pokusime zapracovat a
rozsirit v tretej kapitole tejto diplomovej prace. V stvrtej kapitole ich aplikujeme na

realne data Rakuska a vysledky analyzujeme.

2.1 Pristupy k meraniu udrzatel'nosti

V tejto podkapitole sa poktusime spracovat vyvoj najnovsej literatiry a vyskomov v

oblasti udrzatelnosti. Tato ¢ast je volne spracovana podla ¢lanku [2].
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Autori sa pri spracovani témy udrzatelnosti venuju najméa skimaniu Tudského bla-
hobytu ako faktora, ktory by mal byt udrzany, pretoze prave doni okrem materidlnych
statkov vyznamnym spdsobom vstupuju vlastnosti zivotného prostredia ¢i dostatok pri-
rodnych zdrojov. Z predchadzajucich spracovani sa ukazuje, ze k meraniu udrzatelnosti

je mozné pristupovat dvoma sposobmi:
1. sledovat blahobyt stcasnej generacie,
2. sledovat medzigenera¢ny blahobyt.

Ak sa pozerame na blahobyt z prvého hladiska, udrzatelnost chapeme ako faktor,
ktory umozni budtacim generaciam mat sa minimalne tak dobre, resp. dosiahnut rov-
naku droven blahobytu, ako ma ta sticasné. Do blahobytu stcasnej generécie vstupuja
rozne faktory, ako napriklad spotreba statkov, volnocasové aktivity ¢i kvalita Zivotného
prostredia. Vysledkom je, ze blahobyt dnesnej generacie je v tomto ponimani chdpany
ako vazena suma tychto premennych. Ich vahy st v skutoc¢nosti tienovymi cenami tychto
statkov a cela suma je v podstate realny prijem celej ekonomiky. Ekonomicky rozvoj
je v tomto pripade udrzatelny v ¢ase, pokial realny prijem v konStantnych tienovych
cenéch je v tom Case neklesajuci. Solow v roku 1974 [26] a Hartwick v 1977 [13] boli
teoretickymi priekopnikmi v tejto oblasti. Vyznamnymi prispevkami do debaty boli aj
diela Nordahausa a Tobina [20] a Jonesa a Klenowa [15], ktori prispeli aj k skorsej
literattre venujticej sa téme realneho narodného prijmu od Hicksa [14] ¢ Samuelsona
[23].

Na strane druhej, pri studovani medzigenera¢ného blahobytu sa autori ststredia na
to, Ze blahobyt v ¢ase nie je len blahobytom dnesnej generécie, ale zahfna aj potencialny
blahobyt vsetkych nasledujucich generacii. Otézkou teda je, ¢i ekonomika funguje do-
statoCne dobre na to, aby faktory medzigenera¢ného blahobytu neklesali. Hamiliton
a Clemens [5] a Dasgupta a Maler [6] vo svojich studiach poznamenali, ze faktory
ovplyviujice medzigenera¢ny blahobyt st mnozstva statkov zdedené z minulosti, a
preto sa funkcia udrzatelnosti redukuje na vazenu sumu zasob tychto statkov. Vahami
st v tomto pripade hrani¢né prispevky statkov k medzigeneracnému blahobytu, ¢ize
ako v predchadzajucom pripade tienové ceny. Celd suma ale v tomto pripade uz nie

je prijmom ekonomiky, ale jej bohatstvom. Ekonomicky rozvoj je potom udrzatelny
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v Case, pokial bohatstvo v konStantnych tienovych cenach je v tom ¢ase neklesajice.
Empiricka pracu v tejto oblasti predstavuju diela Hamiltona a Clemensa [5], Dasguptu
[7] ¢ Arrowa et al. [1].

Je zrejmé, ze v ustalenom stave sa realny prijem a jeho dynamicky naprotivok bo-
hatstvo - nazyvané aj celkova miera bohatstva, hybu rovnako. Dévod je ten, ze v
ustélenom stave st tienové ceny v ¢ase stabilné. Mimo neho sa tieto dva koncepty liSia,
a to niekedy naozaj zasadne.

Svetova banka [34] bola donedavna jednym z lidrov v stanoveni celkovej miery bohat-
stva a analyze udrzatelnosti. Jej autori dokazali stanovit (tiefiové) hodnoty niektorych
komponentov bohatstva - predovsetkym prirodného, I'udského a reprodukovatelného
kapitalu. Napriek tomu, hodnoty nehmotného kapitalu - ako napriklad dlzky Tudského
zivota a jeho kvality, stanovit nedokazali, a v ich analyze st stanovené ako rozdiel od-
hadu celkovej miery bohatstva (ta je stanovena ako stuc¢asna hodnota oc¢akavanej miery
spotreby) a sumy tych zloziek celkovej miery bohatstva, ktoré dokazali ohodnotit.

V dalsej podkapitole si prejdeme relativne novy ¢lanok v oblasti udrzatelnosti a
merania bohatstva [2], ktory namiesto opisného pristupu vynika zahrnutim dynamiky

vyvoja jednotlivych zloziek bohatstva.

2.2 Udrzatel'nost a meranie bohatstva v najnovsej literatare

V roku 2012 rozviril vody v oblasti udrzatelnosti a merania bohatstva ¢lanok Arrowa et
al. |2]. Vyznamne prispel do diskusie hlavne zahrnutim rastu populacie, technologického
pokroku a monetarizovanim zdravotného kapitalu v dynamickom kontexte. Za meratela
bohatstva si autori zvolili celkovii mieru bohatstva, pricom objektom sktmania je vyssie
spomenuty medzigeneracny blahobyt.

Autori v ¢lanku predpokladaji uzavreti ekonomiku so spojitym casom (s >t > 0) a
nekoneénym ¢asovym horizontom. Oznacme C/(s) vektor spotreby v ¢ase s. Jednotlivé
spotrebné statky oznac¢ujeme indexom j a popri obchodovatelnych statkoch zahifiaju
aj volnocasové statky, rozne zdravotné statky a spotrebné statky z prirody. Nech K (s)
znaci zésoby celkovych kapitalovych statkov v case s. Jednotlivé kapitalové statky
znac¢ime indexom 7. Na tivod autori pre jednoduchost predpokladali, ze demografické

zmeny, zmeny v stuhrnnej produktivite vyrobnych faktorov (TFP - z ang. Total Factor
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Productivity) a zmeny v importnych a exportnych cenach sa exogénne zadané.
Z predpokladu, ze populacia je konstantna, medzigenera¢ny blahobyt V' (¢) v ¢ase t

je definovany ako diskontovana uzitocnost stucasnej a vSetkych buducich generacii:

V(t) = /toO [U(C’(s))e(_p(s_t)} ds, (2)

pricom predpokladame, ze dany integral konverguje.

Autori definovali udrzatelny rozvoj nasledovne:
Definicia 2.1. Ekonomicky rozvoj je udrzatelny v ¢ase t prave vtedy, ak dV/dt > 0.

Povazujeme za dolezité zdoraznit, Ze aj napriek tomu, ze medzigeneracny blahobyt je
definovany v case ¢, vyzaduje si ekonomicki predpoved aj po ¢ase t. Zavisi teda nielen
na zasobe statkov v danom case, ale aj na vyvoji technolégii, hodnot, preferencii a
institucii v ¢ase po t. Z tohto pohladu cela budtcnost kapitalovych zésob je znama. Bez
postacujucej tedrie v politickej ekonémii, zmeny v instituciach chapeme ako exogénne
dané. Preto K (t), K(s) a C(s) ateda aj U(C(s)) st dané pre vetky budiice ¢asy s > t.

Preto z rovnice (2), V() je dané tiez:
V(1) = V(K(#),1), (3)

pricom priamo zavisi na t, ¢o umoznuje zdoraznit vplyv faktorov ako zmeny formy
obchodu, technologické zmeny, nevysvetlitelny rast populacie alebo nevysvetlitelné
zmeny v institicidch, ktoré zavisia na ¢ase a st exogénne zadané. Aj preto moézeme cCas
t chapat ako dodato¢ny kapitalovy statok, ktorému bude priradené tieova cenu.

Ozna¢me ¢;(t) tiehiovi cenu statku j v ¢ase t. Potom
g;(t) = OU(C(1))/0C;(1). (4)

Dalej predpokladajme, ze V(t) je diferencovatelné v K. Derivaciou podla ¢ dostavame

kritérium udrzatelného rozvoja v case t:
AV (t)/dt = oV /ot + Z[(8V(t)/8Ki(t))(dKZ-(t)/dt] > 0. (5)

Tiez definujme tieniovi cenu p;(t) i-teho statku v ¢ase ¢, ktora reprezentuje prinos k
medzigenera¢nému blahobytu V' (t) z K (t) prostrednictvom produktov a sluzieb, ktoré

pomaha produkovat, ako aj prostrednictvom priameho poézitku zo statku samotného:
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Tienova cena statku je v kazdom ¢ase funkciou zasob vsetkych statkov. Cena dnes v8ak
nezavisi vyluéne na dnesnom stave ekonomiky, ale aj na celej jej budicnosti. Nemozeme
sa teda pozerat len na nahraditelnost statkov dnes, a preto je dolezité brat do tvahy aj
obmedzenost zdrojov. Samozrejme, v koncepte medzigenera¢ného blahobytu méze byt
disktontny faktor p vysoky, a teda vplyv na dnesné tieniové ceny obmedzenych statkov
sa moze javit ako maly - v tomto pripade je to uz ale viac otazka medzigeneracnej
etiky.

Na ziskanie metriky pre celkové bohatstvo zodpovedné za urcité exogénne zadané
zmeny, potrebujeme dalsiu tienovi cenu. Na zéklade (3) autori teda zaviedli ¢as ¢ ako

kapitalovy statok a definovali r(¢) ako jeho tienovi cenu:
r(t) = 0V/ot. (7)

Tento krok vyé¢itali Arrowovi et al. viaceri kritici, medzi inymi aj Solow v [28], pretoze
brat ¢as ako kapital znamena Cisté cakanie na nieco. Autori [2| to obhajuju tym, Ze
¢as v sebe zahfha napriklad aj exogénne zmeny v institicidch a vedomostiach, a je na
ponati autora, ¢i ich zahrnie k ¢asu, reprodukovatelnému, prirodnému alebo I'udskému
kapitalu. Vdaka tomu vSak dokézeme tienové ceny pouzit ako vahy k zostrojeniu siithr-
nného indexu zasob kapitalovych statkov v ekonomike. Tento index nazvime celkovym

bohatstvom W (t) a definujme ho nasledovne:

W(t)=r(t)t+ > pi(t)Ki(t). (8)

Celkové bohatstvo W (t) vlastne reprezentuje dynamicka analdgiu k redlnemu narod-
nému prijmu. V ¢lanku sa autori dalej zameriavaju predovsetkym na vztah medzi
zmenami v celkovom bohatstve s konstantnymi cenami a medzigenera¢nym blahoby-

tom.

Tvrdenie 2.2. Mald zmena v ekonomike zvysi (resp. znizi) medzigeneracny blahobyt v
case t vtedy a len vtedy, ak zvysi (resp. znizi) celkové bohatstvo s konstantnymi tierio-

VYMiL cenami.

Tiefiova cena hrubej investicie do statku i je teraz p;(t)AK;(t). Oznacenim I;(t) =

AK;(t)/At modzeme predchadzajicu rovnicu napisat ako

AV (t) = r()At+ Y pi(t) (DAL, (9)
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kde prava strana rovnice predstavuje celkovii investiciu sprevadzajicu zmenu. Tvrdenie

2.2 teda mozeme prepisat ako:

Tvrdenie 2.3. Mald zmena v ekonomike zvysi (resp. znizi) medzigeneracény blahobyt v
case t vtedy a len vtedy, ak tienovd hodnota celkovej investicie v case t sprevddzajice)

zmenu je kladnd (resp. zdpornd).

Je zname, ze tienova hodnota celkovej investicie mdze byt chapanéd ako stucasné
zdiskontovana hodnota zmien v spotrebnych sluzbach nou zapri¢inenych. V roéznych
publikaciach venujicich sa udrzateInému rozvoju, zmena je samotny ¢asovy tusek, teda
At > 0.

Tvrdenia 2.2 ani 2.3 nehovoria ni¢ o tom, ¢i celkové bohatstvo v niektorej ekonomike
moze byt zachované alebo ¢i je prirodny kapital natol’ko vycerpany, Ze danej ekonomike
ani v budicnosti neumozni udrzatelny rozvoj. Moze sa stat, ze aj napriek udrzatel nému
rozvoju v sucasnosti, z dévodu obmedzenosti zdrojov si ho nebude méct uzivat done-
konec¢na. Rovnako, aj napriek tomu, Ze ekonomika je v niektorych pripadoch schopna
udrzatelného rozvoja, napriklad kvoli zlym vladnym rozhodnutiam celkova miera bo-
hatstva V() klesa. Rovnako sa moéze stat v optimalnej ekonomike, kde zvolené 4 je
prilis velké, teda V(t) v case klesa. Ako potvrdzuje aj tento priklad, udrzatelnost a
optimalita st dva velmi odlisné koncepty.

Integrovanim rovnice celkovej investicie od s = 0 do s =T" dostavame:

V) =VO) = [ ro)ds+ Y TIKAD) - n(O0)Ki0)]-
- /0 {Z(dpi(s)/ds)l(i(s)}ds.

(]

(10)

Téato rovnica hovori o tom, Ze na stanovenie toho, ¢ celkova miera bohatstva za cCas
T narastla, kapitalové zisky zo statkov, ktoré pocas intervalu naréstli, by mali byt
odpocitané od rozdielu bohatstva za cas T

Autori vyuzili posledni rovnicu (10) na empiricka aplikdciu na data piatich krajin
za roky 1995-2000. VzhIadom na nedostatok relevantnych udajov, kvoli ktorému museli
ako hodnoty niektorych premennych brat priemery za dané obdobie, pat rokov inter-
pretovali ako moment v ¢ase. Kvoli tomuto zjednoduseniu nebrali do uvahy kapitalové

zisky a vyuzili Definiciu 2.1 na zhodnotenie udrzatelného rozvoja.
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V dalgej ¢asti ¢lanku sa autori pokusili do modelu zakomponovat zmeny v celkovej
produktivite faktorov - TFP, zmeny v populacii bez stanovenia jej tieovej ceny, ako aj
medzindrodné externality. V pripade TFP autori dokazali, Ze ak je hodnota narodnych
uspor mala, tak ku zmene v celkovej investicii musime pridat priblizne hodnotu rastu
TFP, ¢o dalej aj vyuzivali. f)alej sa snazili zakomponovat do modelu zmeny v populécii,
¢im nadviazali na dielo Arrowa et al. z roku 2004 [1]. Autori dospeli k nasledujicemu

tvrdeniu:

Tvrdenie 2.4. Rozvoj je udrZatelny v case t vtedy a len vtedy, ak vyjadreny v kon-

Stantngch tienovych cendch, celkové bohatstvo per capita neklesd v t.

Predpoklad o tom, ze kazda z rovnic moze byt vyjadrena len na baze per capita ka-
pitalovych zasob je velmi silny. Na jej zoslabenie autori dalej predpokladali, Zze velkost
populécie vstupuje do dynamiky ako TFP. V tomto pripade Tvrdenie 2.4 zmenime tak,
ze percentualnu zmenu v populécii pridame k zmene v bohatstve. Napokon sa autori
pokusili zahrnit do modelu aj medzinarodné externality, ako napriklad antropogenické
klimatické zmeny. Ukazali, Ze ak V,,(¢) ozna¢ime medzigeneracny blahobyt v krajine n,

tak celkové investicia v n je:

AV, (t)/dt = 1 (t) + gu()dE, (1) /dt + g, (8) Y En(t), (11)

kde g,(t) = 0V, (t)/0G(t), pricom G(t) je globalny verejny statok, ktory moze byt pre
niektoré krajiny dobry a pre niektoré zly. Poznamenajme, Ze prava strana rovnice neza-
visi na tom, ¢i je svetova ekonomika v optimalnom stave. Na strane druhej, dK,(t)/dt
a dG(t)/dt zavisia na tom, ¢i krajiny navzajom kooperuji, a ovplyviuju r,(t), ¢,(t) a
gn(t)-

Clanok je zakonceny opisom vyberu dat pre ich empirickti aplikdciu a samotnou
aplikaciou na realne data piatich krajin - USA, éiny, Brazilie, Indie a Venezuely. Prave
v ziskani dat identifikovali problém s nepresnostami a nedostatkom niektorych infor-
mécii. Na stanovenie tienovych cien pouzili hodnoty v zmysle MRS (hrani¢na miera
substitucie). Ich pouzitie odévodiiovali voéi Solowovej kritike [28| tak, Ze zaznamena-
vaji zmeny v uzito¢nosti, narozdiel od MRT (hrani¢nd miera transformacie), ktoré
navrhoval Solow. Pri transnarodnych externalitach vzali do tuvahy len C'Oy emisie, ¢o

kritizoval najmi Hamilton v [12]|, no zaroven chapal nedostatok relevantnych dat.

26



2 PREHLAD LITERATURY

V zéavere sa ako vyznamny ukazal vstup zdravotného kapitalu, ktory napriklad v pri-
pade USA dosiahol az tristonasobok hodnoty prirodného kapitalu. Rovnako v analyze
senzitivity v poslednej ¢asti bol jednoznac¢ne najdolezitejsim vstupom, ktory ovplyvnil
vsetky dalsie vysledky. Na jeho stanovenie pouzivali autori tzv. hodnotu Statistického
roku zivota, do ktorej sice vstupuje dlzka Zivota a umrtnost, ale nie jeho kvalita ¢
zdravotné starostlivost, ¢o mu aj vytykali jeho kritici [12], [28]. Interpretécia od auto-
rov v8ak znie tak, ze hrani¢na hodnota dlhovekosti v sebe zahfna aj hrani¢ny blahobyt
z dobrého zivota, ktory je sposobeny prave zitim ako takym. Vysledkom empiricke;j
aplikacie je také, Ze bohatstvo réstlo vo vSetkych piatich skiimanych krajinach okrem
poslednej - Venezuely.

Tento ¢lanok vyznamne prispel k dalsiemu rozprideniu diskusie na tému udrzatel-
nosti a stanovil kritérium na jeho meranie pomocou per capita celkového bohatstva.
Autori ¢lanku navrhli zaujimavy spdsob ponimania zdravia ako urcitého druhu kapi-
talu, zahrnuli do modelu kapitalové zisky, kvalitu zivotného prostredia ¢i TFP. Ako aj
oni sami priznavaju, hlavne v oblasti zdravotného kapitélu existuje vsak este dostatok
priestoru na dalsie skimanie.

Hoci v ¢lanku [2] autori rozhodovaci proces explicitne nemodeluji, v dalsej ¢asti
tejto kapitoly nan nadviazeme pomocou tedrie optimalneho riadenia. Ta sa nika ako
vhodny néastroj na zachytenie vztahu medzi ekonomickym rastom a Zivotnym prostre-
dim. Cielom je vyjst z jednoduchsich modelov v ¢lankoch [10], [17], ktoré v Kapitole
3 modifikujeme a predstavime model optimalneho riadenia so zahrnutim znecistenia a

neobnovitelnych prirodnych zdrojov.

2.3 Jednoduchy model vztahu medzi spotrebou a znecistenim

V tejto podkapitole sa blizsie pozrieme na model prezentovany Fosterom v ¢lanku [10]
z roku 1977, ktory je jednym z prvych modelov v oblasti enviromentalnej ekonémie.
Objektom sktimania je centralny planovaci problém vlady. T4 sa snazi maximalizovat
budiicu uzito¢nost prostrednictvom nastavovania optimélnych hodnét riadiacej pre-
mennej - spotreby. Hoci sa tento model vobec nezaoberd hospodarskym rastom ¢i aku-
muléciou kapitalu a produkciu povazuje za exogénne zadand, aj on prispel k budicemu

rozvoju tejto problematiky.
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Formélne sa jedné o pomerne jednoduchy problém optiméalneho riadenia s jednou
riadiacou premennou - spotrebou C a jednou stavovou premennou - znecistenim W.

Problém mozeme zapisat takto:
oo
max/ U(C,W)e *dt,
¢ Jo

W =2Z(C) - aW,
W (0) = Wo, 12
W (o0) = volné,
¢’ —C >0,
W > 0.

V tcelovej funkcii sa nachadza diskontovana uzito¢nost zo spotreby a znecistenia.
Splita standardné vlastnosti funkcie uzito¢nosti, ktoré su blizsie opisané v nasleduju-
cej kapitole pri formulacii nasich dvoch modelov. Stavova rovnica vyjadruje dynamiku
v znecCisteni W. Znecistenie rastie s rasticou spotrebou C, ktora vstupuje do funkcie
Z(C') a klesa vdaka samocistiacej schopnosti prirody, vyjadrenej konstantou «. Funkcia
Z(C) moze byt podla samotného autora chapana ako riadiaca funkcia pre zneéistenie,
pretoze prave uroven spotreby ovplyviuje znecistenie. V modeli je taktiez zadana po-
¢iato¢na podmienka pre droven znecistenia, o ktorom predpokladédme, Ze je v kazdom
case kladné.

Prejdime teraz k obmedzeniu riadiacej premennej C'. Ta ma byt mensia ako kon-
Stanta ¢°, ktora predstavuje uz spominané fixné mnozstvo produkcie. Fixné mnoZstvo
produkcie je zaroven povazované za hlavné negativum tohto modelu a znizuje jeho eko-
nomicku doveryhodnost. Autor toto minus obhajoval tym, Ze sa zameral vylucne na
vztah spotreby a znecistenia.

Existuju vSak aj klady tohto modelu a jednym z nich je pritomnost jednej stavovej
premennej, ¢o umoziuje jeho grafickii analyzu narozdiel od neskorsich, komplikova-
nejsich modelov. Autor po zadefinovani modelu a jeho optimélnych rieSeni presiel k
skiimaniu zmien, ktoré maju za nésledok rozne pociatoéné nastavenia premennych.
Ako obzvlast zaujimavy vysledok bol vybrany ten, ktory hovori o tom, Ze zmena v
nastaveni mnozstva produkcie ¢° sice sposobuje zvysent spotrebu, ale na znecistenie

mé rozny efekt. Autor toto zistenie interpretuje tak, zZe ekonomicky rast nemusi nutne
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znamenat vyssie znecistenie.

Clanok je zakonceny analyzou fazovych portrétov prisluchajucich k modelu. Ekvilib-
rium je jedineénym sedlovym bodom, s optimalnymi rieseniami pozdlz stabilnej vetvy.
Pokial systém zacne v bode mimo tejto stabilnej vetvy, od optimalnej trajektorie bude
divergovat. V d'alSom rozsireni autor parametrizoval hrani¢nt uzitocnost zo znecistenia
v ¢istom Zivotnom prostredi. V zévislosti od hodnoty tohto parametra model bud do-
sahuje podobné vysledky ako pri pévodnej formulacii, alebo je ekvilibrium dosiahnuté
v Cistom Zivotnom prostredi. V niektorych pripadoch hrani¢ného stacionarneho bodu
optimalna trajektoria dosiahne ¢isté zivotné prostredie pocas koneéného mnozstva dni
a ostava v hom, kym hrani¢né uzito¢nost zo spotreby je nizsia ako jej hrani¢né fyzické
néklady:.

Ziskané vysledky su teda zaujimavou aplikdciou optimélneho riadenia, zial, bez aku-
mulacie kapitalu a ekonomického rastu. Ich vynechanie zna¢ne znizilo empirické vyuzitie
modelu, no zaroven pripravilo pédu pre budice modely, ktoré si uz o nieco komplex-

nejsie a relevantnejsie.

2.4 Model hospodarskeho rastu so zivotnym prostredim

V roku 1982 autori Luptacik a Schubert vydali ¢lanok [17], ktorym nadviazali aj na
Forsterov model (12) z predchadzajucej podkapitoly a rozsirili ho. Objektom ich skiima-
nia je hospodéarsky rast a kvalita zivotného prostredia. Ich vzajomny vztah naznacuje,
ze za lepSiu troven jedného zo skiimanych faktorov zaplatime prostrednictvom horsej
urovne toho druhého. Vdaka zahrnutiu vydavkov na zlepSenie na Zivotného prostredia
je v8ak mozné aj urcité zlepSenie v tejto oblasti, a teda tento vztah nemusi byt nutne
vylucovaci, ale skor komplementarny.

Model je sformulovany ako problém optiméalneho riadenia s dvoma riadiacimi pre-

mennymi - spotrebou C' a vydavkami na zlepSenie Zivotného prostredia A a dvoma
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stavovymi premennymi - kapitalom K a znecistenim W. Model moézeme zapisat takto:

max/ U(C,W)e *dt,
CA J,

K=F(K)-C—-A-p3K,
W =6 F(K)+ eC +esK — G(A) — oW,

K(0) = K,
W(0) = W, (13)
K (00) = volné,
)

Opéat predpokladame standardné vlastnosti ucelovej funkcie pod integralom s li-
mitnou podmienkou pre hrani¢na uzito¢nost zo spotreby limg_,o Uc(C, W) — oo pre
VW > 0. Stavova rovnica vyjadrujica akumulaciu kapitalu hovori, ze kapitél rastie
ako produkcia zniZenad o spotrebu, vydavky na zlepSenie Zivotného prostredia a od-
pisy. Znecistenie rastie ako konstantny podiel z produkcie, spotreby a kapitalu a klesa
s rasticou funkciou vydavkov do zivotného prostredia G(A) a vdaka samodcistiace;
schopnosti prirody.

Autori dokazali vd'aka kvalitativnej analyze modelu odvodit niektoré jeho vlastnosti
a interpretovali ich ekonomicky vyznam. Okrem ocakavanej kladnosti adjungovanych
premennych, ¢ize tienovych cien, dokazali odvodit zaujimavé vysledky tykajice sa rastu
spotreby a vydavkov do zivotného prostredia. Spotreba C' rastie na optimalnej trajek-
torii vtedy a len vtedy, ak hrani¢né enviromentalne nasledky tohto rastu pre konkrétnu
uroven vydavkov A st mensie ako hruby hrani¢ny produkt. Na strane druhej, vydavky
do A rastu, pokial hruby hrani¢ny produkt je vacsi ako spolo¢enska hodnota tejto
akumulacie kapitalu. V zavere préce autori analyzovali stacionérny stav a stabilitu
rieSenia.

V dalsej kapitole nadviaZeme na model (13) a postupne ho modifikujeme zavedenim
funkcie emisnej miery a neskor aj doplnenim dynamiky neobnovitelnych prirodnych
zdrojov. Blizsie popiSeme rieSenie ziskanych modelov a v zévere tretej kapitoly zave-

dieme kritérium na meranie bohatstva.
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3 Model so znecistenim a neobnovitelnymi zdrojmi

V tejto casti sa po uvode do témy a zhrnuti existujtcej literatury dostavame do hlavnej
Casti diplomovej prace - k zadefinovaniu modelov optimalneho riadenia, ktoré nam po-
mozu blizsie vysvetlit a objasnit pojem rastu a udrzatelnosti bohatstva s rozhodovacim
procesom. V prvom modeli vychadzame predovsetkym z modelu autorov Luptécika a
Schuberta (13), pricom za najzékladnejsi rozdiel povazujeme modifikiciu vstupu vy-
davkov do zivotného prostredia. V druhom, nosnom modeli tejto diplomovej prace
doplnime do formulécie tieZ dynamiku neobnovitelnych prirodnych zdrojov.

Kapitola je rozclenena do viacerych casti. V prvej casti predstavime dva modely
optimélneho riadenia a ich zakladné charakteristiky. Zameriame sa na modelovanie ich
enviromentalnych vlastnosti - okrem zmien v mnozstve kapitalu aj na zmeny v mnoz-
stve znecistenia a v druhom modeli zahrnieme aj spotrebu neobnovitelnych zdrojov.
Sucastou oboch modelov st vydavky s pozitivnym vplyvom na zivotné prostredie. Na-
sledne sformulujeme pre oba modely podmienky, ktoré nam ich pomdézu vyriesit. V
tejto Casti tiez spravime kvalitativnu analyzu modelov. KedZe modely vzhladom na
ich naroc¢nost nie je mozné riesit analyticky, navrhneme sposob, ako ich riesit s pouzi-
tim numerickych metod. V zavere tejto kapitoly predstavime postup, pomocou ktorého

budeme merat celkové bohatstvo.

3.1 Modifikovany model hospodarskeho rastu so Zivotnym pro-

stredim

Tento model nadvéizuje na model (13) s drobnou modifikdciou vo vstupe emisnej kon-
troly. Predtym, nez si zadefinujeme cely model, zameriame sa na tie vlastnosti, ktoré
by mal spliat. Z nich budeme vychadzat pri formuléacii nielen tohto modelu, ale aj
modelu s doplnenim dynamiky neobnovitelnych prirodnych zdrojov.

Cielom vlad a veducich predstavitelom statov je zvySovat spotrebu (teda konzumna
spolo¢nost sa ma lepsie) a znizovat znecistenie. Kazdy ¢lovek ma svoju funkciu uzitoé-
nosti Uy, s € R, ktora vyjadruje jeho preferencie a tzitok zo spotreby réznych statkov.
Uzitok zo spotreby niektorych statkov moze byt pozitivny a z inych, naopak, negativny.

Rovnako moézeme definovat funkciu uzito¢nosti celej spolo¢nosti U. V nasom modifi-
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kovanom modeli do uzito¢nosti vstupuju dva faktory - spotreba C a znecistenie W.
Ako sme uz nacrtli, rast v spotrebe ma za nasledok zvyseny uzitok, na strane druhej,
rast v znecisteni uzitok znizuje. To je vyjadrené pomocou konkavnej funkcie uzito¢nosti

U(C,W) s nasledujtcimi vlastnostami:

Uc>0, Ugc <0, C>O,
Uw<0, UWV[/<O, W > 0.

Len pre pripomenutie, znacenie f, pouzivame na oznacenie parcidlnej derivéicie funkcie
f podla premennej z (teda f, = df/0x).

Uzito¢nost v predchadzajicej funkcii je len okamzita uzito¢nost spolo¢nosti a neza-
hina v sebe uzito¢nost nasledujicich generacii. Preto musime vypocitat present value
dnesnej aj vsetkych buducich uzito¢nosti spolo¢nosti v zavislosti od spotreby a tirovne
znecistenia. Pouzijuc diskontny faktor p na vyjadrenie ¢asovych preferencii a konecny
¢asovy horizont T', dokdZeme sformulovat problém optimélneho riadenia - maximaliza-

ciu dobrobytia V' (¢) nasledovne:
T
nme@%:/)U«ZWUéﬁﬁ. (14)
0

Urovei ekonomického rastu je definovana pomocou produkénej funkcie F, do ktorej
vstupuje ako jediny faktor kapital K. Funkcia F(K) splha vietky standardné predpo-
klady:

F'(K)>0, F'(K)<0, F(0)=0.

Produkcia generovana kapitdlom Y = F(K) moze byt vyuzita viacerymi spésobmi.
V prvom rade moze byt investovana a vyuzitd tak na rast kapitdlu K v budicnosti.
Rovnako méze byt vyuzitd v ramci spotreby C'. Poslednou, tretou moznostou je jej
vyuzitie na zlepsSenie zZivotného prostredia formou vydavkov A. MéZeme to teda vyjadrit

ako:

Y =1+C+A. (15)

Nakolko zasoby kapitalu K st generované pomocou investicii, vieme vyjadrit dyna-

micka rovnicu vyjadrujicu zmenu v mnozstve kapitalu nasledovne:

K=FK)-C—-A-§K, (16)
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kde do zmeny v mnozstve kapitalu vstupuju okrem produkcie a poniZenia vo forme
spotreby C' a vydavkov do zZivotného prostredia A aj kapitalové odpisy s faktorom
9 €[0,1].

Dalej sa budeme do nasho modelu snazit zahrnat znecistenie W a jeho dynamiku.
Znecistenie je priamym nésledkom produkcie F'(K'), avSak nie spotreby C' a kapitalu
K. V modeli (13) je znecistenie odbtravané tzv. end of pipe (z ang. koniec trubice)
sposobom, ktory redukuje znecistenie nezavisle od vstupov. Po diskusii so $kolitelom
sme navrhli novy sposob odbturavania emisii. Ich podiel na celkovej produkcii sme
vyjadrili pomocou funkcie e, ktora nepredstavuje konstatny podiel na produkcii, ale
je definovanéa ako klesajica zavislost od investicii s pozitivnym vplyvom na Zivotné

prostredie e(A). Zrejmé su vlastnosti tejto funkcie:
¢'(A) <0, €¢(A)>0, e(4)>0.

Vyjadrime si teda dynamickd rovnicu vyjadrujicu mnozstvo zmeny znecistenia v ¢ase
ako:

W = e(A)F(K) — 6,W. (17)

Zmenu v mnozstve znecistenia predstavuje okrem podielu na produkcii aj samocistiaca

schopnost prirody vyjadrenad pomocou regeneraéného faktora do € [0, 1].

3.1.1 Formulacia modelu

Teraz sme schopni zhrnit matematicka formulaciu modelu - maximalizaciu tcelovej
funkcie V(¢) (14) s dynamickymi rovnicami vyjadrujicimi zmenu kapitalu K (16) a
zneCistenia W (17) a pociatoénymi a koncovymi podmienkami ako problém optimél-

neho riadenia:
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T
maXV(t):/ U(C,W)e Fdt,
C,A 0

K=FK)-C-A-§K,

K(0) = K, (18)
W(O) = W07
K(T) = volné,

W(T) = volné.

O danej tlohe optiméalneho riadenia vieme povedat, Ze sa jedna o autonémnu Lag-
rangeovu tlohu s diskontnym faktorom s pevnym ¢asom, s volnym koncom a bez
ohranic¢eni na riadenie. V modeli vystupuju dve riadiace premenné - spotreba C a in-
vesticie na zlepsSenie zivotného prostredia A, stavové premenné su tiez dve - kapital K
a znecCistenie W. Pre zjednodusenie budeme tento model nazyvat aj Model 1.

V dalsej casti odvodime podmienky Pontrjaginovho principu maxima pre dany mo-

del, ktoré budu sluzit ako zaklad v kvalitativnej analyze.

3.1.2 Pontrjaginov princip maxima a kvalitativna analyza modelu

Pred zaciatkom analyzy a odvodenim akychkolvek vlastnosti Modelu 1 si sformulujme
podmienky Pontrjaginovho principu maxima (PPM). Za¢neme Hamiltonovou funkciou
vyjadrenou v current value. KedZe sa jedn& o maximalizacnu tlohu s volnym koncom,
mozeme polozit Y = 1.

Hamiltonova funkcia

H(K,W,C, A g, bw) = U(C, W)+
+Yg[F(K) - C—A— 6 K]+ (19)
+ Ywle(A)F(K) — 6:W]

Adjungované rovnice

Vi (t) = pox — Vi (F(K) — 61) — Ywe(A)F'(K)

b (t) = pow — U (C, W) + Satbw
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Podmienky transverzality

wK(T) =0
Yw(T) =0

(21)

Princip mazima
ZapiSeme schematicky ako H — maxc 4.
Pricom plati, ze optimalne rieSenia C , A musia splhat podmienku optimality, t.j.:
OH
=0

?9(;1 (22)
S,
0A

teda:
Vi = Uc(C, W)
(7 _ Uc(C, W) (23)
¢(AF(K) e(A)F(K)

Prejdime teraz ku kvalitativnej analyze Modelu 1. Postupne si prejdeme niektoré

Yw =

podmienky PPM, z ktorych sa budeme snazit vyvodit podmienky pre optimalny stav
alebo vlastnosti tiehovych cien. V kvalitativnej analyze pre predpokladame, ze vystu-
pujuce riadiace a stavové premenné st optimalne. Zakladné pravidlo, ktoré by malo byt
dodrzané vo vSetkych planovacich periédach je: hraniéné socidlne viynosy = hranicné
socidlne ndklady.

V naSom pripade rovnice pre tiefiové ceny v optimalnom stave (23) implikuju:

Tvrdenie 3.1. Hranicnd uZitocnost zo spotreby Us musi byt rovnakd ako tieniovd cena
kapitdlu. Ingmi slovami, efekt jednotky vynaloZenej na spotrebu musi byt rovnaky ako

efekt jednotky vynaloZenej na investicie.

Tvrdenie 3.2. Tieriovd cena znecistenia musi byt rovnakd ako pomer hranicnej uzi-
tocnosti zo spotreby Uq k zniZeniu, ktoré mi generuje jednotka vydavkov investovanych

do zlepsenia Zivotného prostredia ¢’ (A)F(K).

Teraz sa pozrieme na to, ¢i st investicie a produkcia pre nés vzdy uzitocné a ¢i je
viac znecistenia vzdy Skodlivého v zmysle spolo¢enského blahobytu. Zistime to podla

znamienka tienovych cien kapitalu, resp. znecistenia vychadzajicich z predpokladov o
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jednotlivych funkcidch v nasom modeli:

Vg =Uc(C,W) >0 (24)
Yw = % <0. (25)

Ziskané znamienka tienovych cien nas vedu k nasledovnym dosledkom:

Dosledok 3.3. Hranicna spolocenskd hodnota kapitdlu je vZdy kladnd. Dévodom je to,
Ze vZdy existuje uzitocnd moznost ako vyuzit dodatocni jednotku kapitdlu - napr. vo

forme spotreby, investicii ¢ vjdavkov na odbiravanie znecistenia.
Dosledok 3.4. Hranicnd spolocenskd hodnota znecistenia je zdapornd v kazZdom case.

Vratme sa este k adjungovanym rovniciam (20) vyjadrujicim zmenu tiefiovych cien

v case. Ich prepisanim dostavame:

b =0 [1- e | P -
Z_Z —p— %am)p(m + 0y, (27)

¢o implikuje nasledovné tvrdenia:

Tvrdenie 3.5. Relativna zmena v hodnote kapitdlového statku v case :ﬁ—g je rovnd dis-
kontnej miere zaplatenej za ponechanie jednotky kapitdlu pre budice generdcie zniZenej

o hruby hranicny produkt [1 — %} F'(K) (¢ast z produkcie musi byt vyuZitd na

JE(

odstrdnenie emisii pochddzajucich z ndrastu produkcie) plus kapitdlové odpisy 0.

Tvrdenie 3.6. Relativna zmena v hodnote znecistenia v case % must byt rovnd dis-
kontnej miere zaplatenej za ponechanie jednotky cistého Zivotného prostredia do bu-
dicnosti znizZenej o uzitocnost vyjadrent v hrani¢nom uZitku zo znecistenia v pomere
k hranicnému uZitku zo spotreby vyndsobeni hranicnym prispevkom funkcie emisnej

miery z celkovej produkcie plus samocistiaca schopnost prirody 5.

V poslednej ¢asti kvalitativnej analyzy Modelu 1 sa zameriame na spotrebu a kon-

krétne na to, ¢i spotreba bude v ¢ase rast aj v pripade, ze budu rast vydavky investované
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do zlepsenia Zivotného prostredia. Zistime to vyuzitim rovnice (23) pre tiefiovii cenu

kapitalu ¢ . Jej zdiferencovanim podla ¢asu dostavame:

% ~ Ucc(C,W)

= C. 28
1/)K UC(O7 W) ( )
Ozna¢me si 0(C) = —C(Ucc/Ug) > 0 elasticitu hrani¢nej uzitocnosti zo spotreby.
Pouzitim rovnice (26) na vyjadrenie i—g dostavame nasledujice vyjadrenie relativnej
zmeny spotreby:
C 1 e(A)
—=——lp—(1-—F— |F(K)+6]|. 29
e ==w7 1~ (1 ) F 0+ )
Aby bol rast pozitivny, musi byt obsah hranatej zatvorky zaporny, a teda ziskavame
podmienku:
e(4)
o< (1-— F'(K). 30
N O o

Je zrejmé, ze obsah zatvorky na pravej strane nerovnice musi byt vzdy kladny. Vyjad-

renim e(A) dostavame podmienku pre funkciu emisnej miery:
e(A) < €'(A)F(K), (31)

ktora hovori o tom, Ze mnozstvo emisii na jednotku produkcie musi byt pri raste spot-
reby vzdy nizSie ako znizenie emisii, ktoré mi generuje jednotka vydavkov na zlepsenie
zivotného prostredia A.

Rovnako z rovnice (29) vidime, Ze pokial je diskontné miera p malicka az rovna nule,
a teda spotreba dnes je pre spolo¢nost rovnako uzito¢na ako spotreba v budiicnosti,
bude I'ava strana nerovnice (30) mensia a teda spotreba bude v ¢ase réast. Ekvivalentne,
pokial bude p prili§ velké, podmienka nebude splnené a spotreba bude v ¢ase klesat.

V dalsej podkapitole rozsirime Model 1 o dynamiku neobnovitelnych prirodnych
zdrojov. Po zadefinovani modelu a jeho kvalitativnej analyze prejdeme sposob a algo-
ritmus, pomocou ktorého budeme oba modely riesit numericky. V poslednej ¢asti tejto
kapitoly predstavime sposob, akym budeme merat bohatstvo pocas zvoleného ¢asového

horizontu.

3.2 Model so zneédistenim a neobnovitelnymi prirodnymi zdrojmi

V tejto casti rozsirime Model 1 z predchadzajicej podkapitoly o dynamiku v zmene

mnozstva neobnovitelnych prirodnych zdrojov, ktoré taktiez vstupuju aj do novej pro-
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duké¢nej funkcie F'.
Ucelova funkcia ostava rovnaka - teda integrujeme diskontovant uzitocnost zo spot-

reby C' a znecistenia W:
T
maXV%t):t/‘ZYKIVszmdt (32)
0

Pozadované vlastnosti funkcie uzito¢nosti ostavaji nemenné.

Urovei ekonomického rastu je v rozéirenom modeli definovana pomocou produkénej
funkcie F', do ktorej teraz okrem kapitalu K vstupuji aj neobnovitelné zdroje R s
technologickym pokrokom g. Nova formulacia produkénej funkcie F'(K, gR) poskytuje
moznost substiticie prirodnych zdrojov pomocou fyzického man-made kapitalu, ¢o
znamené, ze pri rovnhakom mnoZstve neobnovitelného zdroja R dokaZeme pri raste g
vyrobit va¢sie mnozstvo, ¢im znizujeme mieru intenzity vyuzivania zdrojov. Produkéna
funkcia teda poskytuje predpoklad rastu aj napriek obmedzenosti zdrojov a spliia tieto
predpoklady:

Fr >0, Frr <0,
Fr >0, Frr <0,
F(0,gR) =0, F(K,0)=0.
Je zrejmé, ze nova produkéna funkcia F'(K, gR) vstupuje do dynamickych rovnic

pre kapital K a znecistenie W nasledovne:

K =F(K,gR)—C —A—-§K
. (33)
W =e(A)F(K,gR) — 0;,W.
Napokon si zadefinujme dynamiku zmeny v mnozstve neobnovitelnych zdrojov. For-
mou diskusie so $kolitelom vznikla formulécia, pri ktorej neobnovitelné zdroje nepribu-

daju (t.j. nepripustame napriklad najdenie novych zasob), iba sa znizuju konstantnou

mierou 7. Dynamické rovnica preto vyzera nasledovne:

R=—rR. (34)

3.2.1 Formulacia modelu

Teraz sme schopni zhrnat matematicki formulaciu modelu rozsireného o dynamiku ne-
obnovitelnych zdrojov. Maximalizacia ucelovej funkcie V() (32) s dynamickymi rovni-

cami vyjadrujicimi zmenu kapitalu K a znecistenia W (33), oproti Modelu 1 doplnena
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o rovnicu vyjadrujicu zmeny v mnozstve neobnovitelnych zdrojov R (34) s podmien-
kami na pociatocny a konecny stav dava nasledovny problém optimélneho riadenia:
T
max V' (t) = / U(C,W)e Fdt,
C,A 0
K=F(K,gR)—C—A-§K,
W = e(A)F(K, gR) — 6,W,

(35)

Klasifikacia tohto modelu je totozné s klasifikiciou Modelu 1 z predchadzajucej
podkapitoly. Jedina zmena je v tom, ze k dvom stavovym premennym - kapitalu K a
zneCisteniu W pribudla aj tretia stavova premenné, ktora reprezentuje neobnovitelné
prirodné zdroje R.

Z vyjadrenia pre dynamiku vyvoja kapitalu K = F(K, gR)—C — A— 6, K vidime, 7e
produkcia F(K, gR) je rovna suctu ¢istych investicii K — 6, K, spotreby C' a vydavkov
do zivotného prostredia A. V ur¢itom zmysle su teda investicie tretou, v modeli priamo
nevystupujicou riadiacou premennou.

Tento model budeme d'alej oznacovat ako Model 2.

3.2.2 Pontrjaginov princip maxima a kvalitativna analyza modelu

Rovnako ako v predchadzajiucom modifikovanom modeli so znecistenim si pred dalSou
analyzou najprv zapiSseme podmienky PPM, z ktorych sa budeme snazit odvodit vlast-
nosti Modelu 2. Hamiltonovu funkciu ako aj podmienky k nej prislichajtice zapiseme
v current value zmysle, ¢im sa vyhneme neautonémnosti spésobenej diskontnym fak-

torom p v ucelovej funkcii. Dostavame teda:
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Hamultonova funkcia

H(K, VV, R, Ca A7 ¢K7¢W,¢R) = U(Ca W)+
+Yg|[F(K,gR) —C — A—§ K|+
(36)
+ Ywle(A)F (K, gR) — 62W]—

— Q/JRTR

Adjungované rovnice

Vi (t) = px — Vi [Fr(K,gR) — 6] — pwe(A)Fg (K, gR)
b (t) = pbw — Uw (C, W) + datbwy (37)
Yr(t) = pbr — bx[Fr(K, gR)(gR)] — bwe(A)Fr(K, gR)(gR) + Ypr

Podmienky transverzality

¢K(T) =0
Yw(T) =0

(38)

Princip mazima
Opét zapiSeme schematicky ako H — maxc 4.
Pricom plati, ze optimalne rieSenia C , A musia splhat podmienku optimality, t.j.:
OH
=0

oc (39)

o _y
0A

Y

teda:
Vi = Ua(C, W)
Vi (40)
¢(A)F(K,gR)

Prejdime teraz ku kvalitativnej analyze tohto modelu. Vidime, Ze rovnice (40) nam

Yw =

davaju kvalitativne rovnaké vysledky ako podmienky optimality (23) pre model so
znecistenim z predchédzajicej podkapitoly. Poznamenajme, Zze v kvalitativnej analyze
pre jednoduchost predpokladame, Zze vystupujuce riadiace a stavové premenné si opti-

malne. MdZeme teda odvodit nasledovné tvrdenia a dosledky:
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Tvrdenie 3.7. Hranicnd uZitocnost zo spotreby Uz musi byt rovnakd ako tieriovd cena
kapitdlu. Ingmi slovami, efekt jednotky vynaloZenej na spotrebu musi byt rovnaky ako

efekt jednotky vynaloZenej na investicie.

Tvrdenie 3.8. Tienovd cena znecistenia musi byt rovnakd ako pomer hranicej uzitoc-
nosti zo spotreby Uc k zniZeniu, ktoré mi generuje jednotka vydavkov investovanyjch do

zlepSenia Zivotného prostredia € (A)F (K, gR).

Navyse, spojenim rovnic pre tiefiové ceny kapitalu a znecistenia (40) dostavame
vyjadrenie:

¢W€/<A)F(K7 gR) - UC<C7 W) - ¢K7 (41)

ktoré nas vedie k nasledovnému tvrdeniu:

Tvrdenie 3.9. Tienovd hodnota efektu jednej jednotky produkcie vynaloZenej do Zi-
votného prostredia must byt v optimdlnom stave rovnd efektu investicie jednej jednotky
produkcie do spotreby. Ingmi slovami, investicie do Zivotného prostredia a spotreby pri-

ndsaju rovnaky efekt.
O kladnosti, resp. zapornosti tienovych cien vieme vyvodit:

Vg = Uc(C, W) >0

Us(C, W) (42)

YW = SAFE gR)

Ziskané znamienka tienovych cien nas vedd k nasledovnym doésledkom:

Dosledok 3.10. Hranicnd spolocenskd hodnota kapitdlu je vZdy kladnd. Dovodom je,
Ze vidy existuje uzitocnd moznost ako spotrebovat dodatocni jednotku kapitdlu - napr.

vo forme spotreby, investicii ¢i vydavkov na odburavanie znecistenia.
Dosledok 3.11. Hranicnd spolocenskd hodnota znecistenia je zdapornd v kaZdom case.

Pozrime sa teraz na znamienko tiefiovej ceny neobnovitelnych zdrojov ¢ 5. Budeme
sa snazit vyuzit adjungovani rovnicu vyjadrujacu dynamiku ¢ g (37). Pri poziadavke

kladnosti zmeny dostdvame nasledovnii nerovnicu:

Vr =p+r— ¢—KFR(K, gR)g — %dA)FR(K, gR)g > 0, (43)

R YR
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a teda:
Vi + bwe(A)

p+r>
Yr

gFR(K, gR). (44)

Z tejto nerovnice vieme vyvodit:

Tvrdenie 3.12. Tienovd cena neobnovitelnyjch zdrojov rastie vtedy a len vtedy, ak siucet
diskontnej miery p a intenzity cerpania nebnovitelnijch zdrojov r je vys$si ako hranicny
produkt neobnovitelnych zdrojov vyndsobeny technologickym pokrokom gFr(K,gR) a
pomerom suctu tienovej ceny kapitdlu Vi a tienovej ceny znecistenia vyndsobenej emis-

nou mierou e(A)Yw k tieriovej cene neobnovitelnijch zdrojov V¥g.

O celkovej kladnosti ¢i zapornosti 1)r vSak na zéklade tychto podmienok nedokazeme
povedat nic.
Pre tieniové ceny kapitalu ¢k a zneéistenia ¢y vieme z adjungovanych rovnic (37)

podobne ako pri Modeli 1 vyjadrit:

vk [0 e(4)
¢‘K =p—|1 DK 9B Fr(K,gR)+ & )
b  Uw(CW)

dJW =p— Uc(C, W) € (A)F(Ka gR) + 52'

Opét teda mdzeme vyvodit tvrdenia:

Tvrdenie 3.13. Relativna zmena v hodnote kapitdlového statku v case :ﬁ—i je rovnd dis-

kontnej miere zaplatenej za ponechanie jednotky kapitdlu pre budice generdcie zniZenej
- S . e(A) ~ 2 - - 2

o hruby hranicnyg produkt [1 - W] Fr(K,gR) (cast z produkcie musi byt vy-

uZitd na odstranenie emisii pochddzagicich z ndrastu produkcie) plus kapitdlové odpisy

1.

Tvrdenie 3.14. Relativna zmena v hodnote znecistenia v case z—x musi byt rovnd
diskontnej miere zaplatenej za ponechanie jednotky cistého Zivotného prostredia do bu-
dicnosti zniZenej o uzitocnost vyjadrent v hrani¢nom uZitku zo znecistenia v pomere
k hranicnému uzitku zo spotreby vyndsobeni hranicnym prispevkom funkcie emisnej

mauery z celkovej produkcie plus samocistiaca schopnost prirody os.

Na zéklade tychto tvrdeni by bolo mozné dalej vyvodit, kedy tienové ceny ¥ a ¥y

rasti a kedy klesaju.
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Dalsia interpretacia vysledkov je vzhladom na komplexnost oboch modelov kom-
plikovana, a preto budeme kvalitativne vysledky konfrontovat s numerickym rieSe-
nim. V nasledujicej podkapitole predstavime algoritmus na numerické riesenie daného
typu tlohy optimalneho riadenia. Algoritmus naprogramujeme v matematickom soft-
véri Matlab a jeho vysledky budeme analyzovat v poslednej kapitole tejto diplomovej

prace.

3.3 Numerické rieSenie problémov optimalneho riadenia

Oba modely sformulované v predchadzajicej podkapitole disponujt vacsim poc¢tom ako
stavovych, tak aj riadiacich premennych, a vzhladom na celkovi zloZitost ich nebudeme
rieSit analyticky, ale s pouzitim numerickych metéd. Na vyrieSenie tohto problému
numericky, resp. na najdenie po Castiach spojitych riadiacich funkcii C'(¢) a A(t), ktoré
maximalizuju integral z tucelovej funkcie, moézeme vyuzit skalu numerickych metod

alebo technik nelinearneho programovania.

3.3.1 Klasifikdcia moZnosti numerického rieSenia

Riesenie tloh optimalneho riadenia s pouzitim numerickych metod rozdelujeme do

dvoch skupin:
e rieSenie priamymi metédami,
e rieSenie nepriamymi metodami.

V prvej zo zvolenych moznosti rieSenia, priamou metoédou, integral aj diferencidlne rov-
nice najprv zdiskretizujeme, ¢im ziskame tilohu nelinedrneho programovania, ktora uz
rieSime $tandardnymi metédami. Vzhladom na obrovsky pocet moznosti diskretizacie
ako integrélu, tak aj diferencialnych rovnic, a tiez skaly moznosti rieSenia problému
nelinearneho programovania, ziskavame velky pocet roznych priamych numerickych
metod.

Na strane druhej, nepriame metoédy rieSenia problému optimalneho riadenia apro-
ximuju rieSenia pomocou numerického rieSenia okrajovej tilohy systému ziskaného z
PPM. Existuju rozne metody rieSenia okrajovej ulohy, napr. metoda strelby, metdda

kone¢nych diferencii ¢ kolokacné metody [4].
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V naSich modeloch mame zadané dve, resp. tri diferencialne rovnice pre stavové
premenné K, W, R a dve, resp. tri diferencidlne rovnice pre adjungované premenné
Vi, bw,Yr. Zadané siu pociatocné stavy K(0), W (0), R(0) a konecné stavy ¢ (T),
Y (T), ¥r(T). Podmienka optimality nam umoziuje vyjadrit si optimalne C' a A na
béze casu t, stavovych a riadiacich premennych. Po substittcii tohto vyjadrenia do

obycajnych diferencialnych rovnic ziskavame tzv. dvojbodovi okrajovi tilohu.

3.3.2 Riesenie pomocou Forward-Backward Sweep Method

V nasej praci vyuzijeme niektoré vlastnosti zvoleného modelu a naprogramujeme ho
pomocou tzv. Forward-Backward Sweep Method (FBSM). FBSM je jednou z nepria-
mych metéd na rieSenie problémov optimalneho riadenia. Za¢neme vyuzitim podmie-
nok PPM, ktoré st uvedené v predchadzajicej podkapitole. Ziskané podmienky dévaja
dvojbodovu okrajovu tlohu a z podmienky optimality ziskavame dodatocné algebraické
rovnice Hy =0, Ho = 0.

Priblizny nacrt fungovania algoritmu uvadzame nizsie podla [16]:

Krok 1 Odhadneme pociatoéné hodnoty riadiacich premennych C, A na intervale.

Odhadnuté hodnoty si ulozime ako C, A.

Krok 2 Pouzijuc pociatoéné podmienky pre stavové premenné K(0) = K,
W(0) = Wy a R(0) = Ry a ulozené hodnoty pre C, A, vyriesime K, W,

R doprednou Runge-Kutta metodou podla diferencialnych rovnic v systéme.

Krok 3 Vyuzijeme podmienky transverzality ¢y (T) = 0, Yy (T) = 0 a g(T) =0
a ulozené hodnoty K, W, R,C" a A. Adjungované rovnice vyrieSime spéatnou

Runge-Kutta metodou podla diferencialnych rovnic systému.

Krok 4 Updatujeme hodnotu riadiacich premennych C' a A pomocou novych sta-

vovych K, W, R a adjungovanych premennych ¥ g, Y, ¥g.

Krok 5 Skontrolujeme konvergenciu. Pokial rozdiel hodnot premennych v tejto
a poslednej iteracii je dostatoéne maly, tieto premenné su rieSenim. Pokial

rozdiel nie je dostatoCne maly, pokrac¢ujeme opét v kroku 2.
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Co sa tyka praktickych poznamok k algoritmu - na tGvod sme zvolili poc¢iato¢né
hodnoty riadiacich premennych C(0) = 0 a A(0) = 0. Pokial by sa niekde v prog-
rame vyskytlo delenie nulou, museli by sme zvolit iny poc¢iato¢ny odhad, rovnako aj v
pripade, ze by nas algoritmus mal problémy s konvergenciou.

Hoci to nie je vzdy nutné, riadiace premenné kvoli zrychleniu konvergencie upravu-
jeme ako konvexné kombinacie (priemer) predchédzajicej hodnoty a aktualnej hodnoty.

V Krokoch 2 a 3 pouzivame na rieSenie systému obycajnych diferencialnych rovnic
Runge - Kutta metodu 4. radu, ktorej chyba h ide rychlejsie k 0 ako chyby Eulerovych
metod. Odvodenie Runge-Kutta metod pochadza z Taylorovho rozvoja funkcie x(t) a
porovnania koeficientov pri rovnakych mocninach h. Zname st aj iné Runge - Kutta
metody, napriklad metoda 2. radu a nazyva Heunova metoda a metoda 6. rddu Hutova
metoda.

Na ilustraciu: Pokial st zname @(t) = f(t,z(t)) a z(¢), potom aproximacia Runge -

Kutta metodou 4. radu z(t + h) je dana ako:
h
z(t+ h) = x(t) + E(kl + 2k2 4 2k3 + k4), (46)

kde
kl = f(t,ﬁ(t))

1 1
k’Q = f(t + —h, x(t) + —hkl)
2 2
1 1 (47)
]{34 = f(t + h, [L’(t) + hk’g)
Blizgie informacie o stabilite rieSenia a vhodnosti zvolenej metddy je mozné najst vo
viacerych textoch, napr. [8].

Na overenie konvergencie v Kroku 5 existuje vela testov. Zvycajne je dostatocné
pozadovat, aby rozdiel Y " | |u(i) — us(7)| bol dostato¢ne maly, kde u(7) je vektor od-
hadovanych hodnoét riadiacej premennej pocas prebiehajucej iteracie a ug(i) je vektor
odhadovanych hodnét z predchadzajicej iteracie. Oba vektory st dlzky n, ¢o je po-
cet casovych krokov. V naSom programe pouzivame striktnejsi test na konvergenciu

pomocou percentualnej odchylky:

<e, (48)
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kde € je povolena odchylka. V zmysle [16] tato podmienku eSte trochu upravime a

pozadujeme:

e luli)] - Z |u(i) = us(i)] = 0, (49)

i=1

pricom splnenie tejto podmienky pozadujeme nielen pre riadiace premenné C' a A, ale
aj pre vSetky stavové premenné.
Dokaz o konvergencii FBSM vzhladom na jeho dlzku nebudeme uvadzat. Je mozné

najst ho napriklad v ¢lanku [19].

3.4 Meranie bohatstva a udrzatelny rozvoj

V zmysle tstredného ¢lanku tejto diplomovej prace [2]| sa budeme v oboch nasich mo-
deloch po ich numerickom rieSeni snazit zhodnotit vyvoj bohatstva pocas sledovaného
¢asového horizontu. K tomu vyuzijeme Definiciu 2.1, ktoré hovori, Ze ekonomicky rozvoj
je udrzatelny, ak dV/dt > 0. Budeme teda sledovat vyvoj medzigenera¢ného blahobytu
V (t) pomocou celkového bohatstva B(t) v kazdom ¢ase. Celkové bohatstvo je v pripade
Modelu 1 definované ako vazena suma jednotlivych statkov, kde vAhami st tienové ceny

tychto statkov, ¢ize adjungované premenné:
Bi(t) = Y (W) K (t) + Yw ()W (). (50)

V pripade Modelu 2, kde popri znecisteni sledujeme aj dynamiku neobnovitelnych

prirodnych zdrojov celkové bohatstvo definujeme ako:
By(t) = Y (t)K(t) + vw ()W (t) + Yr(t)R(t). (51)

Na zéklade rovnice (10) budeme sledovat, ¢i celkové bohatstvo medzi tymito obdobiami
rastlo. Vzhladom na to, Ze v naSich modeloch rast populacie nie je zahrnuty, budeme
predpokladat, ze populécia je v ¢ase konstantna a nerastie. Celkové bohatstvo v konec-
nom ¢ase T nebudeme porovnévat s predchidzajacimi vysledkami, kedZe z podmienky
transverzality pri PPM st adjungované premenné v a ¥y, resp. ¥k, Yw a Yr v ko-
ne¢nom case T nulové, a teda aj celkové bohatstvo v tom ¢ase je nulové. Zameriavat

sa budeme hlavne na hladky priebeh bohatstva.

V Kapitole 4 budeme vyuzivat tieto poznatky na ziskanie numerického riesenia oboch
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modelov a stanovenie hodnoty bohatstva. Pomocou numerického rieSenia a nastavenia
vstupnych parametrov sa budeme snazit analyzovat vplyv jednotlivych faktorov na rie-
Senie modelu z kvalitativneho hladiska. Zameriame sa tiez na to, ako jednotlivé faktory

dokézu prispiet k udrzatel nému rozvoju.
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4 Aplikacia na realne data

Numerické riesenie oboch modelov v Matlabe a aj cel& predpriprava pozostavali z via-
cerych na seba nadvézujucich a neoddeliteInych ¢asti. Na to, aby sme akykolvek prob-
lém nielen optimalneho riadenia dokazali riesit numericky, potrebujeme v prvom rade
poznat vSetky data tlohy - teda aj tvar vSetkych funkcii a konstant. Pri funkcii uzitoc-
nosti a produkénych funkcidch v oboch modeloch sme vychadzali z ich standardnych
tvarov pouzivanych v literatture, napr. [9]. Pri stanoveni hodnét premennych sme sa
snazili vychadzat z dat pre Rakusko od Raktskeho statistického tradu z rokov 1995
- 2012. Dalej sme si oba modely naprogramovali na kone¢nom ¢asovom horizonte po-
mocou forward-backward sweep method v matematickom softvéri Matlab. Zistili sme,
Ze nastavenie vstupnych dat je skuto¢ne kIucové pre rieSenie oboch modelov. Ziskané
rieSenia sme zobrazili vo vystupnych matlabovskych grafoch.

Po numerickom vyrieSeni oboch modelov sme ziskané vystupy pouzili na hodnotenie
rastu bohatstva s pouzitim dat Raktuska. Vyuzili sme pritom podmienky zadefinované
v ¢lanku [2]. Napokon sme pre Model 2 urobili analyzu senzitivity a vysledky ¢iasto¢ne

konfrontovali s kvalitativnou analyzou z predchadzajicej kapitoly.

4.1 Vol'ba funkcii a konStant

Ako sme uz uviedli vyssie, modely z Kapitoly 3 sa budeme snazit pouzit na namode-
lovanie stavu rakiskej ekonomiky. Vychddzame predovsetkym z dat Rakuskeho statis-
tického dradu dostupnych na stranke www.statistik.at, ale aj z viacerych materialov
venujucich sa zivotnému prostrediu v Rakusku, napr. [29], [31]. Za sledované obdobie,

z ktorého vychadzame, sme zvolili pomerne aktualne roky 1995 - 2012.

4.1.1 Nastavenie funkcii

Pri nastavovani funkcii v nasich modeloch za¢nime s funkciou uzito¢nosti, ktora je pre
oba modely rovnaka a zavisla na spotrebe C' a znecisteni W. Podla [9] sme zvolili
aditivny tvar funkcie uzito¢nosti s parametrami g > 0, 73 > 0 a 72 > 0. Funkcia

uzitocnosti teda vyzera nasledovne:
UC, W) =CF — W2, (52)
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pricom zaporny prispevok znecistenia W vyjadruje jeho neuzito¢nost. Z kvalitativnych
vlastnosti aditivnej funkcie uzito¢nosti stoji za spomenutie, Ze hrani¢né uzitocnosti sii
v tomto pripade nezavislé.

f)alej si nastavime parametre produkénych funkcii. V modeli so znecistenim produk-

cia zavisi vylu¢ne na kapitali K, a teda si zadefinujme:
F(K)=wK". (53)

V modeli rozsirenom o dynamiku neobnovitelnych zdrojov tieto vstupuju aj do pro-
dukénej funkcie s faktorom technologického pokroku g. Zvolili sme si standardny tvar

Cobb - Douglasovej produkénej funkcie s klesajucimi vynosmi z rozsahu s parametrami

a1, Qo
F(K,gR) = K™ (gR)™, (54)
kde plati:
ap + ag < 1,
Qg < g, (55)
aq, g > 0,

¢o zdoraznuje pozadovany vyssi vplyv kapitdlu K ako neobnovitelnych zdrojov R na
celkovi produkciu.

Posledni funkciu, ktord musime nastavit, je funkcia emisnej miery. T4 musi taktiez
spliiat vlastnosti definované v predchadzajicej kapitole. V tomto pripade sa snazime
aproximovat zmenu emisnej narocnosti v zavislosti od vydavkov do Zzivotného pro-
stredia A pomocou porovnavania tychto zmien. Pri aproximacii sme vychadzali z dat
uvedenych v Tabulke 1, kde pre jednotlivé roky uvadzame emisie sklenikovych plynov
v mil. ton CO, ekvivalentu, HDP a vydavky do Zivotného prostredia v Rakusku podla
dat Statistik Austria.

Ziskana funkcia emisnej miery je pre oba modely v tvare:

e(A) = A, (56)

4.1.2 Ostatné konsStanty

Pri vol'be ostatnych konstant ako diskontné miera p, miera odpisov d; ¢i samodcistiaca

schopnost prirody ds sme vychédzali zo zvycajnych hodnét uvadzanych v literature,
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Rok | Emisie HDP Vydavky A
v mil. t COy ekvivalent v mld. eur v mld. eur

1995 | 79.73 176.18 6.00

1996 | 82.74 182.13 6.09

1997 | 82.27 188.31 6.76

1998 | 81.64 195.83 6.80

1999 | 79.92 203.42 7.09

2000 | 80.20 213.20 6.89

2001 | 84.18 220.10 6.82

2002 | 85.88 226.30 6.69

2003 | 91.88 231.00 7.48

2004 | 91.52 241.51 8.41

2005 | 92.58 253.01 8.83

2006 | 89.71 266.48 9.31

2007 | 86.97 282.35 10.20
2008 | 86.88 291.93 11.35
2009 | 80.15 286.19 10.95
2010 | 84.81 294.21 11.09
2011 | 82.76 308.67 11.11
2012 | 80.06 317.21 11.20

Tabul'ka 1: Vydavky do Zivotného prostredia pre Rakusko

napr. [9]. V Modeli 2 zachytavajicom dynamiku neobnovitelnych zdrojov pribudli kon-
Stanty Gerpania neobnoviteInych zdrojov r a technologického pokroku g. Pri ich sta-
noveni sme vychadzali z dat publikacie Wie geht’s Osterreich? [31], konkrétne z dat
Inlandischer Materialverbrauch (doméca spotreba materialu) a Energieintensitat (in-
tenzita spotreby energie). Prehlad zvolenych konstant aj s popismi pre Model 1 a Model
2 je uvedeny v Tabulke 2, resp. 3.
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Konstanta Popis Hodnota
6] faktor v acelovej funkcii pri C' 0.55
" konstanta v ucelovej funkcii pri W 1.50
Y2 faktor v acelovej funkcii pri W 1.20
p diskontna miera 0.03
w konstanta v produkénej funkcii 1.73
« faktor v produkénej funkeii 0.65
0 konstanta vo funkcii emisnej miery 0.10
T faktor vo funkcii emisnej miery 0.49
01 odpisy na kapitale 0.05
0o samodcistiaca schopnost prirody 0.10

Tabul'ka 2: Model 1: Zvolené konstanty

Konstanta Popis Hodnota
16 faktor v ucelovej funkcii pri C' 0.55
0] konStanta v ucelovej funkcii pri W 1.50
Y2 faktor v ucelovej funkcii pri W 1.20
p diskontna miera 0.03
1 faktor v produkénej funkcii pri K 0.60
g technologicky pokrok v produkénej funkeii 1.73
Q9 faktor v produkénej funkeii pri gR 0.30
0 konstanta vo funkcii emisnej miery 0.10
T faktor vo funkcii emisnej miery 0.49
01 odpisy na kapitale 0.05
09 samocistiaca schopnost prirody 0.10
r rychlost ¢erpania neobnovitelnych zdrojov 0.038

Tabul'ka 3: Model 2: Zvolené konstanty
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4.1.3 Pociato¢né hodnoty

Ako dalsi vstup do naSich modelov sme museli nastavit hodnoty parametrov pre po-
¢iatotné mnozstva kapitalu K (0) a znecistenia W (0) v Modeli 1, resp. kapitalu K (0),
zneCistenia W (0) a neobnovitelnych zdrojov R(0) v Modeli 2. Opét sme vychadzali z
dat Statistik Austria. Pociatoéné hodnoty znecistenia W (0) sme nastavili podla emisii
sklenikovych plynov (uvedené v Tabulke 1) za roky 1995-2012. Poc¢iato¢né hodnoty
kapitalu K(0) ako aj neobnovitelnych prirodnych zdrojov R(0) sme nastavili podla
vlastnosti produkénej funkcie a jej vztahu k HDP Rakuska. Po¢iato¢né hodnoty st v

oboch modeloch rovnaké a st zobrazené v Tabulke 4.

Premenna Popis Pociato¢na hodnota
K kapital 1000

w znecistenie 80

R neobnovitelné zdroje 200

Tabul'’ka 4: Pociatoéné hodnoty pre K, W, R

4.1.4 Casovy horizont

Poslednym, no rozhodne nie najmenej délezitym faktorom, ktory vstupoval do naSich
modelov pri ich numerickom rieSeni, je ¢asovy horizont. KedZe nami skonstruované
modely su z hladiska ¢asu s pevnym ¢asovym horizontom, zvolili sme si obdobie pét-
desiatich rokov T" = 50, pocas ktorych sme sktimali vyvoj systémov a optimalne riadenie
v nich. Ako sa aj dalej ukaze, patdesiat rokov sa javi ako dostato¢ne dlhé obdobie na

to, aby sme dokézali vyvodit adekvatne zavery.

4.2 Numerické riesenie Modelu 1

Pomocou numerickych metoéd blizsie popisanych v predchadzajicej kapitole sme na-
programovali model optimalneho riadenia so znecistenim vyuzijuc data a konstanty z
informécii Raktiskeho Statistického tradu. Systém sme sledovali na obdobi patdesiatich
rokov (7" = 50). Postupne si prejdeme vietky vysledky, ktoré nam numerické riesenie

Modelu 1 poskytlo pri zadani dat z Tabulky 2.
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Ako prvé sa pozrieme, kam dokonvergovali vysledky pre stavové premenné kapital K
a znecCistenie W. Kapital v nasom modeli po péatdesiatich rokoch prisiel k optimalnemu
stavu 10 000, ¢o znamena, ze oproti pociato¢nej hodnote K (0) = 1000 stupol priblizne
desatnasobne. Zaujimavy je aj vysledok pre znecistenie W, ktoré v prvych sedemnastich
rokoch klesalo a jeho minimum W (17) = 48, no potom zacalo opét rast a v 1" = 50
sa zastavilo blizko pociatocnej hodnoty W (0). Vysledky pre kapital a znecistenie st

zobrazené na Obrazkoch 1, resp. 2.

10000 T T T T T T

9000+ -

8000+ =

7000 -

8000 =

hodnota

5000+ =

4000~ -

3000+ =

2000+ =

1000 1 1 1 | | | 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Cas vrokoch

Obr. 1: Model 1: Vyvoj kapitalu K

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
tas vrokoch

Obr. 2: Model 1: Vyvoj znecistenia W

f)alej budeme skumat vysledky nasho modelu pre adjungované premenné interpre-
tované ako tienové ceny kapitélu 1y a znecistenia ¢y,. Vzhladom na koneény casovy
horizont a podmienku transverzality ¥ (T) = 0, ¥w(T) = 0 obe hodnoty v T' = 50
smeruju do 0. Podl'a o¢akavani a kvalitativnej analyzy modelu je tiefiova cena kapitalu

kladna a klesajuca, tienova cena znedistenia je zas zaporné a rastica, i ked nerastie na
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celom ¢asovom horizonte. Vysledky st zobrazené na Obrézkoch 3 a 4. Zo zobrazenych
vysledkov taktiez vidno, Ze zatial ¢o dodatocna jednotka kapitdlu v prvom roku mé
pre nas hodnotu priblizne 0.43, dodato¢néa jednotka znecistenia znizuje nas tzitok o
maximélne 0.27, ¢o moéze byt spésobené roznymi vstupmi spotreby C' a znecistenia W
do ucelovej funkcie. Hoci na kone¢nom c¢asovom horizonte a s inym vstupom emisnej

miery oproti modelu (13), tieto vysledky su v stlade s vysledkami prezentovanymi v

[9].

015 -
01 -
005~ -
0 | | | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
tas v rokoch
Obr. 3: Model 1: Vyvoj tienhovej ceny kapitalu ¢ g
0 T T T T T T
-0.05+ -
01 —
= 0151 -
=)
5
= 02+ -
025 -
03 -
~ | | | | | | | | |
0 350 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

tas vrokach

Obr. 4: Model 1: Vyvoj tienhovej ceny znecistenia vy

Poslednym grafickym vystupom z numerického riesenia nasho modelu st hodnoty
riadiacich premennych spotreby C' a vydavkov do zlepsenia Zivotného prostredia A.
Spotreba v prvych dvadsiatich sledovanych rokoch rastla pomerne malo a az ku koncu
sledovaného obdobia zacala sttpat prudsie k C'(50) = 44, ¢im pripomina exponencialnu

funkciu. Takmer ako linearna funkcia sa hybali aj vydavky do zlepSenia zivotného pro-

o4



4 APLIKACIA NA REALNE DATA

stredia A, ktoré sa v kone¢nom c¢ase T" = 50 sa zastavili na trovni priblizne 4.25. Vyvoj
spotreby a vydavkov do zlepsSenia Zivotného prostredia je zobrazeny na Obréazkoch 5,

resp. 6.

] 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Cas vrokach

Obr. 5: Model 1: Vyvoj spotreby C

5 10 15 20 25 20 35 40 45 50
Cas vrokach

Obr. 6: Model 1: Vyvoj vydavkov A

4.2.1 Bohatstvo pocas sledovaného obdobia

V tejto casti si zobrazime vysledky, na zaklade ktorych stanovime, ¢ bohatstvo B(t)
pocas sledovaného obdobia na zaklade vysledkov nasho modelu rastlo alebo klesalo.
V tejto Casti vychéddzame z rovnice (50). Vyvoj bohatstva v ¢ase je zobrazeny na
Obrazku 7. Nulova vysledné hodnota bohatstva v kone¢nom ¢ase T' = 50 je podmienena
podmienkou transverzality, ktord stanovila podmienku pre adjungované premenné v

kone¢nom c¢ase na 0 z dévodu kone¢ného ¢asového horizontu. Z toho dévodu aj rovnica
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0 1 1 1 | | | 1 1 1
] 5 10 15 20 25 20 35 40 45 50
Cas vrokach

Obr. 7: Model 1: Vyvoj bohatstva sledovany na péatdesiatro¢nom horizonte

(51) méa v kone¢nom case nulovi hodnotu. Z Obrazku 7 v8ak vidno, ze bohatstvo v
prvych dvadsiatich 6smich rokoch réastlo a az potom zacalo klesat.

V dalsej podkapitole sa pozrieme na numerické riesenie Modelu 2, do ktorého okrem
kapitalu a znecistenia vstupuji aj neobnovitelné prirodné zdroje. V tejto Casti spra-
vime pre jednotlivé parametre aj analyzu senzitivity a budeme hladat taka kombinaciu

vstupov, ktora prispieva k udrZzatel nosti.

4.3 Numerické riesenie Modelu 2

Po ziskani vysledkov pre numerické riesenie Modelu 1 sa pozrieme na to, aké rieSenie
poskytni numerické metédy pre Model 2 so zneéistenim a neobnovitelnymi prirod-
nymi zdrojmi. Systém sme sledovali na ¢asovom horizonte péatdesiatich rokov 7" = 50.
Prejdeme si vsetky vysledky, ktoré nam numerické riesenie modelu poskytlo pri zadani
dat z Tabulky 3. Na danom ¢asovom horizonte vykreslime hodnoty bohatstva, ktoré
na konci sledovaného obdobia vzhladom na podmienku transverzality pre adjungované
premenné smeruje k 0. f)alej budeme sktimat, aky vplyv maji zmeny niektorych pa-
rametrov na numerické rieenie modelu, ako aj na vysledky o udrzatelnosti bohatstva.
Vyberieme niektoré najzasadnejsie faktory a ich vplyv popiSeme v analyze senzitivity.

V prvom rade sa pozrime na vysledky nasho modelu pre stavové premenné: kapi-
tal K, znec¢istenie W a neobnovitelné prirodné zdroje R na péatdesiatroénom casovom
horizonte. Vysledky pre jednotlivé stavové premenné st zobrazené postupne na Ob-

razkoch 8, 9, 10. Kapital po péatdesiatich rokoch narastol a dospel k hodnote 3200, ¢o
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je priblizne trojnidsobok pociato¢nej hodnoty v ¢ase t = 0. Zaujimavy vysledok sme
dostali pre znecistenie, ktoré pocas celého sledovaného obdobia klesa, hoci v prvych
dvadsiatich rokoch je pokles najvyraznejsi, ¢o pravdepodobne suvisi aj s vysledkami
pre vydavky do zivotného prostredia A. Na konci sledovaného obdobia sa mnozstvo
zneCistenia zastavilo na hodnote W (50) = 27. Neobnovitelné zdroje klesaju oc¢akavane
podla vlastnosti ich diferencidlnej rovnice a z pociatocénej hodnoty 200 sa na konci

sledovaného obdobia dostévaji na hodnotu priblizne 30.

3500 T T T T T T T T T

2000+ B

2500 - B

hodnota

2000 - -

1500 - B

1000 I I I I I I I I I
0 5 10 1% 20 25 30 35 40 45 50

cas v rokoch

Obr. 8: Model 2: Vyvoj kapitalu K

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Cas vrokach

Obr. 9: Model 2: Vyvoj zneéistenia W

Po preskimani vysledkov pre stavové premenné sa teraz pozrieme na ich adjungo-
vané premenné, ktoré interpretujeme ako tienové ceny. Tienova cena kapitalu vg je
kladné a v ¢ase klesa k 0 vzhladom na podmienku transverzality, no pri porovnani s
predchadzajicim modelom ma dodato¢éna jednotka kapitalu v ¢ase ¢ = 0 pre nas pri-

blizne styrikrat nizsiu hodnotu ¥y (0) = 0.18. Tiefiova cena znecistenia ¢y sa v Case
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20 1 1 1 | | | 1 1 1
0 ) 10 1% 20 25 20 35 40 45 50

Cas vrokach

Obr. 10: Model 2: Vyvoj spotreby neobnovitelnych zdrojov R

vyvija tak, Ze rastie z hodnoty -0.31 k 0 v kone¢nom ¢ase T = 50. Pri neobnovitel-
nych zdrojoch ich tienhovéa cena g najprv oCakavane rastie, ¢o znamené ze s mensim
mnozstvom zdrojov si ich viac vazime, no po Case t = 24 zacne klesat, ¢o moze byt
ovplyvnené aj podmienkou transverzality ¥ g(7") = 0. Vysledky pre jednotlivé tieniové

ceny su zobrazené na Obréazkoch postupne 11, 12, 13.

02 T T T T T T

0.18 -
016+ -
0.14 - -
012+ -

hodnota

01 =
008+ =
006+ =
0.04- =
002~ =

] | 1 1 I | | 1 1 1
a 5 10 15 20 25 20 35 40 45 50

tas vrokach

Obr. 11: Model 2: Vyvoj tiefiovej ceny kapitalu g

Napokon si zobrazime vysledky pre riadiace premenné - spotrebu C' a vydavky do
zivotného prostredia A v Obréazkoch 14 a 15. Spotreba sttipa z velmi malych hodnot
v prvych rokoch az na hodnotu 62 v poslednom, patdesiatom roku. Vydavky do A
dosiahli hodnotu 1.2 v poslednom roku 7" = 50, ¢o predstavuje narast priblizne o
tretinu oproti po¢iato¢nej hodnote A(0) = 0.9.

Zaujimavy je jednoznacne vztah medzi znecistenim a investiciami do zivotného pro-

stredia, ktoré vykazuju ista stvislost - kym A rastie, znecistenie W vyrazne klesa a po
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01

015+

hodnota
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Obr. 12: Model 2: Vyvoj tiefiovej ceny znecistenia iy
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tas vrokach

50

Obr. 13: Model 2: Vyvoj tiefiovej ceny neobnovitelnych zdrojov ¢

ustaleni A sa aj znecistenie meni len velmi malo.
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Obr. 14: Model 2: Vyvoj spotreby C
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hodnota

nes 1 1 1 | | | 1 1 1
0 ) 10 1% 20 25 20 35 40 45 50

Cas vrokach

Obr. 15: Model 2: Vyvoj vydavkov A

4.3.1 Bohatstvo pocas sledovaného obdobia

V tejto Casti si zobrazime vysledky, na zaklade ktorych stanovime, ¢ bohatstvo pocas
sledovaného obdobia na zaklade vysledkov nasho modelu rastlo alebo klesalo. V tejto
¢asti vychadzame z rovnice (51). Vyvoj bohatstva v ¢ase je zobrazeny na Obrazku 16.

Nulovt vysledntt hodnotu bohatstva v konec¢nom ¢ase T' = 50 mé na svedomi pod-

0 1 1 1 I I I 1 1 1
] 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
tas vrokach

Obr. 16: Model 2: Vyvoj bohatstva sledovany na pétdesiatro¢nom horizonte

mienka transverzality, ktora stanovila podmienku pre adjungované premenné (tienové
ceny) v kone¢nom ¢ase na 0. Z toho dévodu aj rovnica (51) ma v koneénom case nulovi
hodnotu.

Z priebehu bohatstva B(t) vSak vidno, Ze v prvych dvanéstich rokoch mierne rastlo
a az potom zacalo klesat. Vyznamnym podiel na tom méze mat tieiova cena neobnovi-
telnych zdrojov ¢, u ktorej sledujeme podobny obrat a ktorej hodnota je niekolkona-

sobne vyssia ako u tienovych cien za kapital ¢ i ¢i znecistenie ¥y, a teda jej vplyv na
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celkové bohatstvo je vyssi. Domnievame sa, Ze pri zmene vstupu neobnovitelnych pri-
rodnych zdrojov v Cobb - Douglasovej produkénej funkcii by celkové bohatstvo mohlo

dosiahnut hladsi priebeh, ¢o si overime aj v dal3ej casti pri analyze senzitivity.

4.3.2 Analyza senzitivity

V poslednej casti riesenia Modelu 2 sa pozrieme na to, ako vplyvaju velkosti jednotli-
vych konstant na vysledky ziskané numerickym rieSenim z hladiska vyvoja riadiacich
premennych spotreby C' a vydavkov do Zivotného prostredia A, tieniovych cien g, ¥y,
YR, ale aj na to, aky maja vplyv na celkové bohatstvo B(t). Nasim cielom je najst
takd kombinaciu parametrov, ktora podporuje udrzatelny rozvoj.

Zacnime tucelovou funkciou, ktord sme definovali ako diskontovani funkciu uzitoc-
nosti U(C,W). Ako prvé sme znizili diskontny faktor p = 0.01, pri¢om vsetky ostatné
premenné ostali konstantné. Vysledkom je, Ze tienova cena znecistenia klesla, pricom
tienové ceny kapitalu a neobnovitelnych zdrojov narastli. Znamena to, Ze spotreba a
zneCistenie v budicnosti poskytuju vyssiu (ne)uzitocnost dnes. Zatial¢o vydavky do A
ostali pribliZzne rovnaké, spotreba v konecnom ¢ase 7' = 50 mierne klesla. Zaujimavy je
efekt na celkové bohatstvo B(t), ktoré od zaciatku ¢ = 0 klesalo, av8ak z vyssej hod-
noty - 623. Ocakavane opac¢ny efekt dosiahlo zvySenie diskontného faktora na p = 0.05.
Zaujimavé je, ze extrém v bohatstve B(t) sa presunul priblizne z ¢t = 12 pri povodnych
parametroch na ¢t = 18 a celkovo dosiahlo bohatstvo nizsie hodnoty a stabilnejsi, hladsi
priebeh.

V dalsej ¢asti analyzy sa pozrieme na zmeny vychadzajuce z velkosti vstupu spot-
reby C' a znecistenia W do tucelovej funkcie. Po zvySeni parametra 3, ktory vyjadruje
vplyv spotreby na celkovi uzitocnost, sledujeme jedind zmenu v zvySeni spotreby C,
¢o je v stilade s oc¢akdvaniami - vyssia uzitoénost zo spotreby nas motivuje k jej zvy-
Seniu. Jemné zvySenie § vSak nemalo takmer Ziaden vplyv na celkové bohatstvo B(t).
Po zvySeni mocniny pri znecisteni 7, tienova cena kapitalu a neobnovitelnych zdrojov
klesla, rovnako ako tiefiova cena znecistenia, ¢o znamené jeho vyssi negativny prispe-
vok k celkovému bohatstvu v stulade s vysSou neuzitoc¢nostou znecistenia. Hoci spotreba
C' ako aj vydavky A stupli, bohatstvo B(t) pocas sledovaného obdobia klesalo oproti

povodnym parametrom.
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Zaujimavé vysledky dostéavame pri zmene parametrov produkénej funkcie F(K, gR).
Za najzasadnejsi povazujeme stav, kedy sme stucasne zvysili vstup kapitalu K prostred-
nictvom parametra oy a znizili vstup prirodnych zdrojov R v parametri oo, ¢o znamena
ich niz8iu nahraditelnost kapitalom. V tomto pripade podla ocakavani vysledky nedo-
sahovali ani zdaleka tak hladky priebeh a vychadzali velké vykyvy, ¢im sa zniZila
perspektiva udrzatelnosti.

V dalsej ¢asti analyzy sme menili parameter 01, ktory reprezentuje odpisy na kapi-
tale. Po zvyseni na 6; = 0.1 kapital nerastol monoténne, ale po poc¢iato¢nom raste zacal
v Case t = 17 klesat. Poklesli aj vSetky tri tiefiové ceny ¢ g, ¥y a 1r. Bohatstvo B(t)
klesalo pri tomto nastaveni parametrov takmer linedrne z hodnoty 120 k 0. Naproti
tomu, ked sme odpisy na kapitale znizili na 6; = 0.03, kapital zacal rapidne rast. V
tomto pripade bohatstvo B(t) malo podobny priebeh ako pri pévodnych parametroch,
avsak v extréme okolo ¢asu t = 18 dosiahlo dvojnasobnii hodnotu 600.

f)alej sme menili samocistiacu schopnost prirody vstupujicu do dynamiky znecis-
tenia W. Po zvySeni parametra d, z 0.1 na 0.15, znecistenie W klesalo a v poslednom
desatro¢i sa takmer ustalilo na hodnote 20 a celkovo stipla jeho tiehova cena vy .
Vysledkom je o mélo vyssie celkové bohatstvo B(t). Opac¢ny efekt sme sledovali pri
znizeni 5.

Podl'a predpokladu a charakteru Modelu 2 dostavame zaujimavé vysledky pri ski-
mani miery Cerpania neobnoviteInych zdrojov r. Po nastaveni rychlejSicho ¢erpania
r = 0.05 sledujeme najzasadnejsi rozdiel v nizSom raste kapitalu K a ocakavane zvy-
Senej tiefiovej cene neobnovitelnych zdrojov ¥, kedZe tie st pre nas teraz vzacnejsie
podla Tvrdenia 3.12. Vo vysledku celkové bohatstvo B(t) pokleslo na hodnotu pod 300
s menej hladkym priebehom ako pri zakladnej formulacii. Pri zniZeni intenzity ¢erpa-
nia na r = 0.01 je zrejmé, ze v T' = 50 ostali vySSie zasoby neobnovitelnych zdrojov v
zmysle ich diferencialnej rovnice, no oproti predoslym vysledkom emisie zacali po dvad-
siatom roku stupat. Kapital monotonne rastol a v zavere dosiahol hodnotu az 5300.
V pripade nizsej miery ¢erpania celkové bohatstvo B(t) zacalo vo vyssich hodnotach a
priblizne v tretine sledovaného obdobia dosiahlo extrém okolo hodnoty 500.

V dalSej casti analyzy jednotlivych vstupov sa pozrieme na technologicky pokrok g.

Po jeho nastaveni na hodnotu 2.5% namiesto povodnych 1.73% kapital rastol k hodnote
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4 000 a mierne rastla aj tienova cena neobnovitelnych zdrojov g, kedze tie st pre
nas pri viac¢som vstupe do produkénej funkcie vzacnejsie. Spotreba C' aj vydavky do A
ostali takmer rovnaké. Vysledkom je vyssie celkové bohatstvo B(t) s mierne hladsim
priebehom a s extrémom vo vyske 400. Opacny efekt sledujeme pri nizSom pokroku
g, kedy klesali vSetky tri tienové ceny, kapital aj vydavky do A a rovnako klesalo
bohatstvo z B(0) = 90 k B(50) = 0.

V zavere¢nej Casti analyzy senzitivity sme sa snazili ndjst vyhodnta kombinaciu vstu-
pov, ktora prinasa vyssi kapital a niZsie zneéistenie pri nizsich vydavkoch do A. Podla
kvalitativnej analyzy to dosiahneme najma zvySenim technologického pokroku g, niz-
Sou emisnou mierou e(A) a znizenim intenzity ¢erpania neobnovitelnych zdrojov r.
ZniZenim miery Cerpania na 0.03, emisnej miery 6 na desatinu poévodnej hodnoty a
technologického pokroku na 2.5% kapital K rastie k 4800, znecistenie W klesa k hod-
note 7 a vydavky do A rastd k polovi¢nej hodnote pri miernom raste spotreby C. V
neposlednom rade, celkové bohatstvo B(t) rovnako ako pri pévodnych parametroch
kopiruje hladky priebeh tienovej ceny neobnovitelnych prirodnych zdrojov g, pri¢om

v extréme dosahuje hodnotu az B(12) = 512.
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Zaver

Cielom tejto diplomovej prace bolo spracovat najnovsiu literatiru k téme udrzatel-
nosti a merania bohatstva a pomocou modelu optimélneho riadenia aplikovat ziskané
poznatky na realne data Rakuska. Hlavnou motivaciou bol pre nas ¢lanok Arrowa et. al
[2], ktory vynikd zahrnutim popula¢ného rastu a technologického pokroku do metriky
bohatstva v dynamickom kontexte. KedZe v tomto ¢lanku nie je explicitne modelo-
vany rozhodovaci proces, snazili sme sa pri skumani vztahu hospodarskeho rastu a
zivotného prostredia vychadzat z jednoduchych modelov optimalneho riadenia. Modi-
fikdciou modelu z ¢lanku Luptacika a Schuberta [17] a zahrnutim dynamiky neobnovi-
telnych prirodnych zdrojov sme vytvorili dva nové modely, ktorych numerické rieSenie
sme naprogramovali a pomocou vhodnej volby vstupnych parametrov sme sa snazili
stanovit podmienky veduce k udrzatelnému rozvoju.

Zatial¢o prvé dve kapitoly naSej diplomovej prace sa venuju prevazne teoretickym
poznatkom, tvodu do problematiky Zivotného prostredia, udrzatelnosti a spracovaniu
existujucej literatury, v tretej kapitole sme pretavili nadobudnuté poznatky do praxe.
Ako prvé sme po diskusii so gkolitelom sformulovali dva modely optimalneho riadenia,
do ktorych sme postupne zahrnuli dynamiku znecistenia so vstupom funkcie emisne;j
miery a neskor aj dynamiku neobnovitelnych prirodnych zdrojov. Pri oboch modeloch
sme spravili ich kvalitativnu analyzu a vysledky interpretovali. Vzhladom na kom-
plexnost predstavenych modelov sme nésledne navrhli spdsob ich numerického riesenia
pomocou forward backward sweep method. V zavere tretej kapitoly sme stanovili vlastni
metriku na stanovenie udrZzatelnosti a merania bohatstva.

Stvrta kapitola, aplikacia na realne data, bola taziskovym objektom tejto diplomo-
vej prace a zaroven predstavovala pre nas aj najvacsiu vyzvu. Pred naprogramovanim
modelu v Matlabe sme museli zvolit v8etky vstupné data, funkcie a konstanty, vstupu-
juce do oboch modelov. V tejto casti sme vychédzali predovsetkym z dat Rakuskeho
Statistického tradu a viacerych jeho publikacii, napr. [29], [30], [31]. Nésledne sme mo-
del naprogramovali na kone¢nom ¢asovom horizonte pomocou metdédy predstavenej v
prechadzajicej kapitole. Ziskané vysledky sme popisali. V zévere rieSenia kazdého mo-
delu sme analyzovali aj rast celkového bohatstva. Velku ¢ast zavere¢nej kapitoly sme

venovali analyze senzitivity modelu s neobnovitelnymi prirodnymi zdrojmi, ¢ize ski-

64



ZAVER

maniu vplyvu roznych vstupnych parametrov na vysledok. Podl'a o¢akavani sa ukazalo,
ze vhodné nastavenie kombinacie vstupov, predovSetkym intenzity Cerpania zdrojov,
technologického pokroku a funkcie emisnej miery, moze viest k udrzatelnému rozvoju
a hladsiemu priebehu bohatstva.

Tato praca zaroven poskytuje viaceré moznosti na rozsirenie. Najzasadnejsim nad-
viazanim by mohlo byt rozsirenie modelov na nekone¢ny casovy horizont, kde existuje
siroky priestor na skiimanie vstupov a ziskanych vysledkov. Vyznamny vplyv na udrza-
telnost by mohlo mat vhodné nastavenie koncovych podmienok pre stavové premenné.
Rovnako zaujimavé by bolo pouzit iny typ ucelovej ¢i produkénej funkcie, alebo do
modelov zahrnit aj obnovitelné prirodné zdroje. V kazdom pripade, skiimanie tejto
oblasti sa ukazuje ako velmi podnetné, putavé a v neposlednom rade aj mimoriadne
vyznamné v suvislosti s témou zivotného prostredia. Nemdzeme totiz zabudat na citét
z avodu tejto diplomovej prace: Podu nededime po nasich predkoch, ale poZiciavame si

Ju od nasich deti.
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