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Abstrakt v ²tátnom jazyku

�ATKO, Patrik: O£kovanie z h©adiska teórie hier [Diplomová práca], Univerzita Ko-

menského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej

matematiky a ²tatistiky; ²kolite©: prof. RNDr. Pavel Brunovský, DrSc., Bratislava, 2015,

57 s.

Cie©om práce bolo získa´ preh©ad o stave pouºitia teórie hier v matematickej epi-

demiológii a aplikova´ získané vedomosti na dáta. V na²ej práci sme skúmali kom-

partmentový SIR model pouºívaný na simuláciu dynamiky vývoja jednotlivých skupín

obyvate©ov rozdelených na základe ich zdravotného stavu. Na opis optimálnej stratégie

o£kovania sme vyuºili teóriu hier. Takto sme dokázali analyzova´ správanie jednotlivcov

v závislosti od podielu miery rizika vyplývajúceho z negatívnych ú£inkov z vakcíny a

rizika z in�kovania sa. Pod©a o£akávaní s rastúcim podielom relatívneho rizika dochá-

dza k poklesu hodnoty rovnováºnej vakcina£nej úrovne. Simuláciou modelu pre rôzne

parametre sme zanalyzovali moºné varianty limitných hodnôt výskytu ochorenia. Na

model sme následne aplikovali reálne dáta a predikovali moºný priebeh ochorenia v bu-

dúcnosti. Pokúsili sme sa overi´ súlad výsledkov predpovedaných simuláciou s dátami.

Navy²e ke¤ºe sme nikde v literatúre nena²li odvodenie tvaru základného reproduk£ného

£ísla, tak sme ho v na²ej práci odvodili.

K©ú£ové slová: SIR model, základné reproduk£né £íslo, teória hier, vakcinácia



Abstract

�ATKO, Patrik: Vaccination in terms of game theory [Master thesis], Comenius Uni-

versity in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of

Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: prof. RNDr. Pavel Brunovský, DrSc.,

Bratislava, 2015, 57 p.

Objective of the thesis was to study use of game theory in mathematical epidemi-

ology and apply obtained knowledge on data. In our paper we analyzed SIR model

used for simulation of dynamics of evolution of each of its compartments. Classi�ca-

tion of individuals to compartments is based on their health condition. To describe

the optimal strategy for vaccination we used game theory. By this approach we could

analyze individual's behavior depending on the ratio of risks of vaccination and risks

of infection. As expected, with increase of the relative risk value of equilibrium vac-

cination level decreases. For several values of parameters we carried out simulation of

the model to analyze possible cases of limit values of disease incidence. We applied

real data on the model and predicted possible evolution of the disease incidence in the

future. We tried to verify whether results predicted by simulations correspond with

data. Moreover since we have not found derivation of the basic reproduction number

in any literature we did it ourselves.

Keywords: SIR model, basic reproduction number, game theory, vaccination
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ÚVOD ÚVOD

Úvod

Vakcinácia je jedna z najefektívne²ích foriem prevencie proti chorobám a úmrtiam

zaprí£íneným infek£nými ochoreniami. Pomocou dostato£nej miery zao£kovania v po-

pulácii by sa dalo dosiahnu´ eradikovanie alebo inak povedané vyni£enie ochorenia

lokálne a v prípade globálnej iniciatívy aj celosvetovo. Na lokálnej úrovni sa podarilo

eradikova´ viaceré ochorenia, av²ak jediným príkladom globálneho eradikovania ocho-

renia sú kiahne. Aj napriek dostupnosti pomerne lacných a efektívnych vakcín sa ¤al²ie

ochorenia, proti ktorým existuje vakcína, nepodarilo z populácie eradikova´. Jedným

z kandidátov na globálnu eradikáciu sú osýpky, ktorými sa v tejto práci ¤alej zaobe-

ráme. Toto ochorenie je vysoko infek£né a môºe spôsobi´ aj ve©mi váºne zdravotné

komplikácie aº smr´.

V krajinách, kde je o£kovanie povinné je výskyt prípadov daného ochorenia nu-

lový alebo ve©mi nízky. Problém v²ak spo£íva v existencii dobrovo©ného o£kovania. V

takejto situácii sa pri dostato£nej miere zao£kovania niektorí ©udia spoliehajú na ko-

lektívnu imunitu, £o znamená, ºe nedajú svoje deti zao£kova´, ke¤ºe existuje len malá

pravdepodobnos´, ºe sa ich die´a nakazí. V ich vnímaní riziká z negatívnych ú£inkov

vakcinácie prevy²ujú riziká z negatívnych ú£inkov in�kovania sa. V období takzvaných

vakcina£ných paník dochádza v takýchto krajinách k zna£nému poklesu miery zao£kov-

nia. Preto je v oblastiach, kde je o£kovanie dobrovo©né náro£né eradikova´ ochorenie a

tento problém sa následne prená²a na globálnu úrove¬.

V snahe lep²ie porozumie´ dynamike vývoja ²írenia infekcie v populácii vznikli rôzne

matematické modely, ktoré tento vývoj popisujú. Od za£iatku 20. storo£ia vznikali mo-

dely zaloºené na my²lienke rozdeli´ obyvate©ov na nieko©ko skupín pod©a ich zdravot-

ného stavu. Dynamika vývoja pomeru ©udí v týchto zloºkách je popísaná systémom

diferenciálnych rovníc.

Na to, aby sme popísali ako sa správajú jednotlivci a aké stratégie sú pre nich

optimálne sa dá vyuºi´ teória hier. Pomocou syntézy modelu teórie hier a modelu dife-

renciálnych rovníc vieme následne popísa´ ako riziká vyplývajúce z in�kovania sa alebo

z vakcinácie ovplyv¬ujú o£akávanú hladinu zao£kovania. Jeden z takýchto modelov je

zostavený v práci Baucha [1], ktorý popisuje vo©bu optimálnej stratégie jednotlivca v

otázke, £i zvoli´ stratégiu o£kova´ alebo neo£kova´.

10



ÚVOD ÚVOD

V tejto práci sa zaoberáme skúmaním priebehu ochorenia v £ase a vo©bou optimál-

nej stratégie jednotlivca. Predpokladáme, ºe ak je miera zao£kovania vysoká, tak je

ochorenie zriedkavej²ie a £ím je vakcína vnímaná rizikovej²ie, prípadne infekcia vní-

maná menej rizikovo, tým je výhodnej²ie voli´ stratégiu neo£kova´. Model testujeme

na reálnych dátach miery zao£kovania a výskytu ochorenia. Skúmame, £i model dobre

opisuje skuto£né dáta.

Diplomová práca je rozdelená na 4 kapitoly. V prvej kapitole oboznamujeme £ita-

te©a s problematikou vakcinácie. V druhej kapitole uvádzame matematické modely a

princípy pouºívané v epidemiológii a analyzujeme reproduk£né £íslo, £o je dôleºitým

ukazovate©om £i uº pre ochorenia samotné alebo aj pre modely skúmajúce tieto ochore-

nia. Tretia kapitola obsahuje model teórie hier. V ²tvtej kapitole analyzujeme správanie

modelu v £ase ale aj v závislosti od miery rizika. Takisto v tejto £asti testujeme, £i mo-

del dostato£ne dobre popisuje reálne dáta.

11



1 VAKCINÁCIA

1 Vakcinácia

V tejto kapitole sa venujeme histórii vakcinácie a jej prínosom pre populáciu. Popisu-

jeme osýpky, ke¤ºe sa o£kovaním proti tomuto ochoreniu budeme ¤alej v práci venova´.

Nakoniec vysvet©ujeme problém, ktorý pre spolo£nos´ predstavuje politika dobrovo©-

ného o£kovania.

1.1 Prínos vakcinácie

Pod pojmom o£kovanie alebo vakcinácia sa rozumie injek£ná, perorálna alebo inhala£ná

aplikácia o£kovacej látky (vakcíny) s cie©om navodi´ aktívnu ²peci�ckú imunitu £loveka

proti ur£itému infek£nému ochoreniu [13].

Antigén je £as´ o£kovacej látky, ktorá stimuluje ºiadanú imunitnú reakciu vo£i pa-

togénu. Antigén, skratka z anglického anitbody generator, je látka, ktorá dokáºe by´

rozpoznaná adaptívnym imunitným systémom.Patogén je látka, ktorá dokáºe vyvola´

ochorenie. Pomocou týchto pojmov vieme zade�nova´ o£kovanie ako podanie antigénov

do tela o£kovaného £loveka, £ím sa stimuluje jedincov imunitný systém tak, ºe si sám

vytvorí ²peci�ckú (získanú) imunitu vo£i patogénu.

Pojem vakcinácia vznikol po tom, £o lekár Edward Jenner zaregistroval, ºe doji£ky

kráv, ktoré prekonali kravské kiahne sa neskôr nikdy nenakazili pravými kiah¬ami.

V¤aka tomuto pozorovaniu, mu napadla my²lienka prenies´ vírus kravských kiahní na

£loveka, ktorý e²te chorobou nebol postihnutý a vytvori´ tak u neho imunitu proti pra-

vým kiah¬am. Po úspe²ných pokusoch na ©u¤och bol daný proces nazvaný pojmom

vakcinácia, ktorý má základ v latinskom slove vacca, £o znamená krava. V roku 1980

sa na území �SSR prestalo o£kova´ vo£i pravým kiah¬am z dôvodu vyni£enia spomí-

naného ochorenia na celom svete [13]. O zavedenie pojmu vakcinácia pre v²etky druhy

ochranného o£kovania sa postaral Louis Pasteur. Jeho ve©kým prínosom bolo aj pris-

penie k objavu vakcíny proti besnote, ktorá sa vyuºíva na území �SSR od roku 1918.

Postupne boli vynájdené o£kovacie látky proti ¤al²ím infek£ným ochoreniam, medzi

inými aj proti £iernemu ka²©u, tetanu, tuberkulóze, £i chrípke. Momentálne sa vyuºíva

moºnos´ kombinácie viacerých o£kovacích látok do jednej podávanej dávky. Je to tak

napríklad v prípade vakcíny proti mumpsu, osýpkam a rubeole.

12



1.1 Prínos vakcinácie 1 VAKCINÁCIA

Vakcinácia je najefetkívnej²í spôsob, akým sa môºe £lovek preventívne chráni´ vo£i

chorobám a úmrtiam zaprí£ineným infek£nými ochoreniami. Ako jeden z najvä£²ích

úspechov v oblasti verejného zdravotníctva v 20. storo£í je to jedna z najlep²ích me-

tód, ako chráni´ deti proti nebezpe£ným detským ochoreniam. V¤aka lep²ej hygiene,

stravovaniu , antibiotikám a najmä o£kovaniu sa dá vo£i mnohým chorobám, ktoré

boli v minulosti nebezpe£né, preventívne chráni´. V spolo£nosti sa takéto ochorenia

momentálne vyskytujú len zriedkavo. Na priloºenom obrázku 1 môºeme pozorova´ kle-

sajúci trend v po£te infekcií na osýpky na 100 000 obyvate©ov v Spojených ²tátoch

amerických. Po objavení vakcíny vo£i tomuto ochoreniu v roku 1963 a jej následnej ap-

likácii na ²irokú verejnos´ sa výskyt osýpok v USA rapídne zníºil a výhody o£kovania

sa preto v tomto smere nedajú popiera´.

Obr. 1: Po£et výskytov osýpok na 100 000 obyvate©ov v jednotlivých ²tátoch USA [19]

Kedysi zvyklo po£as epidémií infek£ných chorôb mnoho detí umiera´. V¤aka dostup-

nosti nieko©kých druhov vakcín, najmä pre deti je to v²ak minulos´. Sú ve©mi efektívne

a vä£²ina z nich je schopných predchádza´ chorobám s 90-99% ú£innos´ou [3].

13



1.2 Osýpky 1 VAKCINÁCIA

V¤aka o£kovaniu by sa niektoré choroby dali kompletne zne²kodni´. De�nícia vyhu-

benia choroby (z anglického eradication) sa po£as histórie menila. Mnohokrát sa viedli

spory o tom, £i sa jedná o kompletné vyni£enie choroby v celej populácii alebo len

na regionálnej úrovni. Posledná známa de�nícia eradikácie, ktorú budeme pouºíva´ je

uvedená v [4].

De�nícia 1.1. Eradikácia

Absencia patogénu na de�novanej geogra�ckej oblasti, ktorá je výsledkom cielenej £in-

nosti proti takémuto patogénu.

Bene�ty globálneho zne²kodnenia choroby sú zrejmé. Okrem zdravotných výhod sú

to aj niº²ie súhrnné zdravotné náklady, jednoduch²ie prijatie iných zdravotných inter-

vencií a vylep²enie kultúry prevencie. Z ekonomického h©adiska sú náklady na kontrolu

a lie£bu uº vypuknutých ochorení vysoké. Oproti tomu sú náklady na vakcináciu ove©a

niº²ie. Ako je uvedené v [4] na globálnej úrovni do²lo iba k eradikácii kiahní (pravé

kiahne). Kiahne si v²ak netreba mýli´ s ov£ími kiah¬ami, ktoré sú ©ahko lie£ite©né.

Na regionálnej úrovni bola, v Americkom regióne v roku 2009 eradikovaná rubeola

(ruºienka). Americký región je jeden z 6 regiónov pod©a delenia WHO (World Health

Organisation). Do roku 1988 viac ako tretina krajín sveta eradikovala detskú obrnu a

momentálne prebieha iniciatíva na globálne zne²kodnenie tohto ochorenia. Medzi ¤al-

²ími potenciálnymi kandidátmi na globálnu eradikáciu sú osýpky, rubeola, £i mumps.

O£kovanie na území Slovenskej republiky je prítomné uº po mnohé roky. �eskoslo-

vensko bolo prvým ²tátom na svete, kde do²lo k vyni£eniu detskej obrny. Taktieº sa

rapídne zniºoval výskyt ¤al²ích infek£ných ochorení, proti ktorým sa za£alo vakcinova´.

Na Slovensku je o£kovanie, ktoré je povinné hradené ²tátom.

1.2 Osýpky

V na²ej práci sa budeme zaobera´ osýpkami a vakcináciou proti nim. Jedná sa o vy-

soko nákazlivé vírusové ochorenie. Pravdepodobnos´, ºe sa nechránený £lovek in�kuje

po kontakte s in�kovaným £lovekom je viac ako 90% [16]. Vyskytuje sa iba u ©udí a na-

priek bezpe£nej a efektívnej vakcíne sa na celom svete stále vyskytujú prípady výskytu

tohoto ochorenia. O£kovacia látka sa vyvinula v roku 1963 a od roku 1971 je dostupná

kombinovaná vakcína vo£i mumpsu, osýpkam a rubeole, známa ako MMR vakcína (ang.
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1.2 Osýpky 1 VAKCINÁCIA

mumps, measles, rubella), ktorá sa pre maximálnu ochranu podáva v dvoch dávkach.

Prvá dávka je injek£ne podávaná medzi 12 a 18 mesiacom ºivota, druhá dávka môºe

by´ poskytnutá uº mesiac po prvej dávke. Na Slovensku sa druhá dávka podáva po

dov¯²ení 11 rokov. K©ú£om k zníºeniu po£tu úmrtí na globálnej úrovni je vakcinácia a

to najmä v krajinách s nízkym pokrytím. Po vakcíne alebo po vylie£ení získava £lovek

celoºivotnú imunitu. Do roku 2020 WHO plánuje s eradikáciou osýpok v piatich WHO

regiónoch. V poslednom, ²iestom regióne sa ráta so zne²kodnením uº skôr.

Na obrázku 2 je vykreslený po£et výskytov osýpok a pokrytie vakcínou v populácii

na území Slovenskej republiky. Môºeme pozorova´, ºe po roku 1990 miera vakcinácie

za£ala klesa´. Následne boli zaznamenané dve vlny epidémie, pri£om po prvej vlne sa

podiel novozao£kovaných ©udí zvý²il a do roku 2013 dosahoval tento podiel hodnoty

v rozmedzí 98%-99%. Pri takejto vysokej miere zao£kovania bola neskôr incidencia

osýpok rovná nule. Ako zdroj dát nám slúºila databáza WHO [17], [18].
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Obr. 2: Výskyt ochorenia a pokrytie populácie vakcínou proti osýpkam v SR. Zdroj údajov:

[17], [18]
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Choroba sa prená²a cez kontaminovaný vzduch a kvapô£ky v ¬om pri kontakte s

nakazeným £lovekom. Medzi symptómy patrí vysoká horú£ka, zápal o£ných spojoviek

a typické vyráºky, ktoré sa postupne ²íria od tváre na niº²ie £asti tela. Váºnej²í priebeh

choroby je pravdepodobnej²í u slabo ºivených detí s nedostatkom vitamínu A alebo pri

oslabenom imunitnom systéme. Osýpky môºu spôsobi´ aj ve©mi váºne komplikácie ako

slepota, encefalitída a závaºné ochorenia dýchacích ciest. Tieto problémy môºu vyústi´

v smr´, £o nastáva v 5-10% prípadov in�kovaných detí v rozvíjajúcich sa krajinách [16].

1.3 Politika dobrovo©ného o£kovania

Diskusia ²irokej verejnosti o nepriaznivých ú£inkoch vakcinácie má za následok vznik

rôznych hnutí, ktoré vyjadrujú svoj nesúhlas s o£kovaním detí. Títo odporcovia vä£-

²inou podce¬ujú riziká plynúce z nakazenia sa infekciou, prípadne prece¬ujú riziká

plynúce z o£kovania. Snahou takýchto skupín je presadenie dobrovo©ného o£kovania.

Ak je dostato£né percento populácie imúnne vo£i chorobe (o£kovaním alebo priro-

dzene), tak vo vnímaní ©udí aj ve©mi malé riziko spojené s vakcináciou preváºi riziko

z nákazy. Mnoho ©udí sa preto spolieha na takzvanú kolektívnu imunitu a nedajú sa

zao£kova´, pretoºe existuje len malá pravdepodobnos´, ºe sa nakazia.

De�nícia 1.2. Kolektívna imunita (ang. Herd imunity)

Kolektívna imunita je ochrana nezao£kovaných jedincov proti infekcii, pri dostato£nej

miere zao£kovanej populácie.

Je to dôsledok nadobudnutej imunity medzi jednotlivcami, ktorý môºe zníºi´ riziko

in�kovania sa chorobou pre neimúnnych jedincov. �ím viac ©udí je zao£kovaných, tým je

men²ia motivácia pre ©udí sa zao£kova´ a tým pádom nepodstúpi´ vnímané riziká z neho

vyplývajúce. Vlastný záujem jednotlivca môºe pri politike dobrovo©ného o£kovania

zabráni´ kompletnému vyhubeniu choroby, ktorej sa dalo zabráni´ o£kovaním. Av²ak

pre populáciu s dostato£ne vysokou mierou zao£kovania sa choroba dá vyni£i´ aj bez

toho, aby v²etci podstúpili vakcináciu.

V sú£asnosti je dostupná ²iroká ²kála o£kovacích látok, preto sa mnohokrát lí²ia aj

o£kovacie programy v rôznych krajinách. Rozdiel je v type podávanej vakcíny, po£te

dávok, období ºivota, kedy sú podávané. Ve©ké odli²nosti v²ak môºeme nájs´ v tom,

£i je o£kovanie v danej krajine pre danú chorobu povinné alebo nie, prípadne, £i je
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odporú£ané. Odporú£ané o£kovanie je pod©a [8] de�nované ako o£kovanie, ktoré je za-

hrnuté v národnom imuniza£nom programe pre v²etky alebo pre bliº²ie ur£ené skupiny

obyvate©stva, nezávisle od toho, £i je hradené ²tátom alebo nie. Povinné o£kovanie je o£-

kovanie, ktoré pod©a zákona musí podstúpi´ kaºdé die´a. Rodi£ v takom prípade nemá

moºnos´ vo©by a musí da´ svoje die´a zao£kova´ bez oh©adu na to, £i existujú legálne

alebo ekonomické dôsledky za odmietnutie podania vakcíny svojmu die´a´u. Príkladom

takýchto dôsledkov môºe by´ �nan£ná pokuta, problémy s náv²tevou ²tátnych ²kôl,

prípadne právna dohra.

Pod©a [8] 15 z 29 krajín Európy nemá ºiadne povinné o£kovanie, zatia© £o zvy²ných

14 má povinnú vakcináciu aspo¬ vo£i jednému ochoreniu. Napriek tomu sa dodrºuje

miera zao£kovania aj v krajinách, kde je o£kovanie iba odporú£ané, na relatívne vysokej

úrovni. V tabu©ke (1) je znázornený preh©ad podmienok plnenia detských vakcina£ných

programov pre vybrané krajiny Európskej Únie a pre vybrané infek£né ochorenia. Ako

môºeme pozorova´ v tabu©ke (1) Slovensko je jedna z mála krajín, kde je o£kovanie

povinné pre vä£²inu ochorení. Celkovo bolo v roku 2011 povinné da´ sa zao£kovat proti

9 ochoreniam a proti 2 ochoreniam sa boli povinní da´ zao£kova´ ©udia s rizikom [8].

V¤aka tomu je výskyt ochorení, proti ktorým sa dá vakcinova´ na Slovensku nízky.

Dobrovo©né o£kovanie môºe vyústi´ v problém takzvaného £ierneho pasaºiera. Ta-

kýto ©udia neplatia rizikom z podstúpenia vakcinácie, ale vyuºívajú výhody malej prav-

depodobnosti nakazenia, v prípade dostato£nej miery zao£kovania v populácii. �ím je

viac ©udí zao£kovaných, tým je pre nezao£kovaných jedincov niº²ia pravdepodobnos´,

ºe sa nakazia, práve v¤aka kolektívnej imunite. Mnoho ©udí si je vedomých toho, ºe

kolektívna imunita sa dá vyuºi´ v ich prospech. Dobrovo©né o£kovanie preto signi�kan-

tne s´aºuje eradikovanie jednotlivých ochorení. Ak sa nájde dos´ ©udí, ktorí nepríjmu

vakcínu, môºe dôjs´ k epidémii. Takéto prípady nastávajú po£as období, ktoré sa na-

zývajú o£kovacia panika (ang. vaccine scare). Dôvodom vzniku takýchto paník môºu

by´ obavy z bezpe£nosti vakcíny, £i podcenenie rizík z nákazy chorobou. Aj mierne

zvý²enie vnímaného rizika vyplývajúceho z vakcinácie v kombinácii s nízkym výsky-

tom ochorenia v populácii môºe ma´ za dôsledok výrazný pokles miery zao£kovania v

populácii.
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Krajina MMR �ierny ka²e© Detská obrna Tetanus Ov£ie kiahne

Belgicko OV OV PV OV OR

Bulharsko PV PV PV PV A

Cyprus OV OV OV OV OV/OR

�eská republika PV PV PV PV OR

Dánsko OV OV OV OV OR

Fínsko OV OV OV OV A

Holandsko OV OV OV OV A

Írkso OV OV OV OV OR

Litva PV PV PV PV PV

Loty²sko OV OV OV OV OR

Luxembursko OV OV OV OV OV

Ma¤arsko PV PV PV PV A

Nemecko OV OV OV OV OV

Nórsko OV OV OV OV A

Po©sko PV PV PV PV OR

Portugalsko OV OV OV OV/PR A

Rakúsko OV OV OV OV OR

Rumunsko PV PV PV PV A

Slovensko PV PV PV PV A

Slovinsko PV PV PV PV OR

�védsko OV OV OV OV A

Ve©ká Británia OV OV OV OV OR

Tabu©ka 1: Podmienky plnenia detských vakcina£ných programov [8]

A - absencia odporú£ania, OR - odporú£ané pre ©u¤í s rizikom, OV - odporú£ané pre v²etkých,

PR - povinné pre ©udí s rizikom, PV - povinné pre v²etkých
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V roku 1998 bola vydaná publikácia A. Wake�elda v medicínskom £asopise The

Lancet, v ktorej sa tvrdilo, ºe MMR vakcína môºe spôsobi´ ochorenia hrubého £reva a

autistické ochorenia [15]. V populácii sa nadobudla verejná mienka, ºe táto vakcína je

²kodlivá a na za£iatku tohto tisícro£ia sa preto dal pozorova´, v USA, vo Ve©kej Británii

a Írsku, pokles vakcinácie vo£i osýpkam, mumpsu a rubeole. Táto panika vyvrcholila do

výskytu mnohých prípadov ochorení a úmrtí na osýpky a mumps. Ako sa v²ak neskôr

ukázalo vo viacerých ²túdiách [14], [6], £lánok Wake�elda bol podvrh a publikácia

bola stiahnutá. Nárast hladiny zao£kovania v populácii v²ak po sérii epidémií rástol

pomaly. Na priloºenom obrázku 3 môºeme, po poklese miery zao£kovania, pozorova´

výskyt vä£²ieho po£tu ochorení v rokoch 2003, 2008 a 2012. Uº po prvej epidémii,

za£ínali rodi£ia dáva´ deti o£kova´ vo vä£²ej miere. Pokrytie vakcínou v²ak nebolo

dostato£ne vysoké a postupne sa vyskytli ¤al²ie dve epidémie. Porovnaním obrázkov

2 a 3 si môºeme v²imnú´, ºe na Slovensku je dlhodobo miera zao£kovania vy²²ia ako

miera zao£kovania vo Ve©kej Británii a Severnom Írsku. Dôvodom môºe by´ povinná

vakcinácia na Slovensku, v protiklade s dobrovo©ným o£kovaním v druhom prípade.
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Obr. 3: Výskyt ochorenia a pokrytie populácie vakcínou proti osýpkam vo Ve©kej Británii a

Severnom Írsku. Zdroj údajov [17], [18]
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�al²ím príkladom vakcina£nej paniky je epidémia £ierneho ka²©a okolo roku 1970

vo Ve©kej Británii a Severnom Írsku. Obavy ©udí z bezpe£nosti vakcíny proti £iernemu

ka²©u spôsobili výrazný pokles hladiny zao£kovania v populácii. Výsledkom boli epi-

démie vo viacerých krajinách a z toho vyplývajúce váºne zdravotné ´aºkosti aº smr´.

Obnovenie dostato£nej miery zao£kovania trvalo nieko©ko rokov a preto môºeme na

obrázku 4 pozorova´ zvý²ený výskyt ochorenia aj dlh²iu dobu po vakcina£nej panike.
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Obr. 4: Výskyt ochorenia a pokrytie populácie vakcínou proti £iernemu ka²©u vo Ve©kej

Británii a Severnom Írsku. Zdroj údajov: [17], [18]

Tak ako zníºená miera zao£kovania v populácii vedie k vy²²iemu po£tu vypuknutí

ochorenia, na druhej strane, epidémie infek£ných ochorení môºu ma´ za následok zvý-

²enú mieru zao£kovania. Môºeme to pozorova´ napríklad pri £iernom ka²li vo Ve©kej

Británii a Severnom Írsku, kde po vy²²om výskyte tohto ochorenia do²lo k zvý²enému

príjmu vakcíny. Podobné správanie sa dalo pozorova´ aj v prípade vy²²ie spomenutého

vä£²ieho výskytu osýpok vo Ve©kej Británii a Severnom Írsku. Dôvodom vy²²ej miery

vakcinácie v takýchto prípadoch môºe by´ to, ºe si sami uvedomia riziká vyplývajúce

z ochorenia. �a©²ou prí£inou môºe by´ zvý²ená snaha vakcina£ných programov.
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2 Matematické modely v epidemiológii

V tejto kapitole sa venujeme vzniku a vývoju matematických modelov v epidemiológii.

Popisujeme zloºkový model, s ktorým budeme ¤alej pracova´. V poslednej £asti kapitoly

sa zaoberáme dôleºitou charakteristikou ochorení, ktorou je základné reproduk£né £íslo.

Táto veli£ina sa objavuje v skúmaných modeloch a ako neskôr ukáºeme, má v nich

dôleºitú úlohu.

2.1 História matematickej epidemiológie

Nasledujúce informácie o matematike v ²túdiu ochorení sme £erpali z [9]. Matema-

tika sa v epidemiológii pouºíva uº vy²e troch storo£í a jej úlohou je skúma´ ²írenie

patogénov v populácii. V¤aka nej sa dá predvída´, ako infek£né ochorenie postupuje

a následne predpoveda´ moºnú epidémiu. Takisto v¤aka matematickým metódam je

moºné objektívne objasni´ dôsledky zdravotných zásahov, akými je aj o£kovanie ²irokej

verejnosti.

Prvým autorom, ktorý vyuºíval kvantitatívny prístup v ²túdiu ochorení a úmrtí z

nich plynúcich bol J. Graunt [5]. O storo£ie neskôr D. Bernoulli [2] vyuºil teoretický

matematický prístup na skúmanie kiahní a dôsledkov ich výskytu. V roku 1854 vyuºi-

tím ²tatistických dát výskytu cholery J. Snow ukázal, ºe chorobu je moºné prená²a´

pitnou vodou. Jeho objav zaznamenal ve©ký úspech a po dlhú dobu nebol v matema-

tickej epidemiológii prekonaný. Neskôr Hamer [7] pri²iel s deterministickým modelom

v diskrétnom £ase, ktorý bol zaloºený na my²lienke rozdelenia populácie na základe

ich zdravotného stavu vyplývajúceho zo skúmaného patogénu. Takto bola populácia

rozdelená na zdravých a in�kovaných jedincov. Model je popísaný rovnicou:

∆I(t) = βS(t)I(t), (1)

kde S(t) je po£et ©udí náchylných na chorobu (ang. susceptible) a I(t) je po£et

in�kovaných ©udí (ang. infected) v £asoch t = 0, 1, 2.... β je stredná miera prenosu

choroby.
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2.2 Kompartmentové modely

Od konca prvej svetovej vojny, kedy vypukla pandémia ²panielskej chrípky sa stala

teória matematickej epidemiológie skuto£nou výzvou. Postupne sa za£ala pouºíva´ spo-

jitá verzia vy²²ie spomenutej rovnice. Neskôr v roku 1927 bol model pozostávajúci zo

sústavy epidemiologických rovníc formulovaný Kermackom a McKendrickom [12]. Po-

pulácia je v tomto modeli rozdelená na 3 zloºky, kde S(t) je podiel ©udí náchylných

na chorobu, I(t) je podiel in�kovaných ©udí a R(t) je podiel vyzdravených ©udí (ang.

recovered) v £ase t. Z podielu in�kovaných ©udí v £ase t, vieme ur£i´ mnoºstvo vý-

skytov ochorenia v populácii. V¤aka takémuto deleniu sú podobné modely známe ako

zloºkové modely.

Oby£ajné diferenciálne rovnice popisujúce daný model majú nasledujúci tvar:

dS(t)

dt
= −βS(t)I(t),

dI(t)

dt
= βS(t)I(t)− γI(t),

dR(t)

dt
= γI(t).

(2)

V predchádzajúcich rovniciach γ ozna£uje mieru uzdravenia a daný model sa ozna-

£uje ako SIR model. Momentálne pouºívané deterministické SIR modely sú zaloºené na

systéme rovníc (2). V týchto modeloch sú pomery náchylných, in�kovaných a uzdra-

vených ©udí funkciou £asu. Tento deterministický model je dostato£nou aproximáciou

stochastického modelu, ak je ve©kos´ populácie dostato£ne ve©ká. V £ase objavu bolo

hlavným významom modelu (2) to, ºe matematickým prístupom ukázal, ºe aj pri ve©-

kých epidémiách infek£ného ochorenia sa nemusia v²etci náchylní na chorobu nutne

nakazi´.

Pri ochoreniach s krátkou infek£nou periódou sa pomer náchylných, in�kovaných

a uzdravených ©udí mení s vy²²ou frekvenciou. Epidémie takýchto ochorení sa navy²e

vyskytujú v cykloch, kvôli zmenám po£tu náchylných v £ase. Po£as epidémií ochorenia

po£et náchylných ©udí výrazne klesá, ke¤ºe viac ©udí pribúda do skupiny in�kovaných

a vyzdravených. Epidémia potom nemôºe prepuknú´ znova, kým po£et náchylných
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nevzrastie znova na dostato£ne vysokú úrove¬. Takýto rast nastáva potom, £o sa narodí

posta£ujúci po£et detí, ktoré nebudú vakcinované.

�tandardný SIR model predpokladá, ºe demogra�cké zmeny sú zanedbate©né, £o

znamená, ºe úmrtia tak ako aj narodenia sú zanedbate©né po£as obdobia epidémie.

Takýto predpoklad v²ak nemôºeme formulova´ pre ochorenia pre ktoré sú typické dl-

hodobé epidémie. Ke¤ºe pri epidémiách, ktoré trvajú dlh²í £as je nutné zoh©adni´

demogra�cké zmeny, tak bol tento predpoklad neskôr vylú£ený a odvodil sa model,

ktorý zoh©ad¬oval spomenuté aspekty:

dS(t)

dt
= µ− βS(t)I(t)− µS(t),

dI(t)

dt
= βS(t)I(t)− γI(t)− µI(t),

dR(t)

dt
= γI(t)− µR(t),

(3)

kde µ je stredná miera úmrtia respektíve stredná miera pôrodnosti vyjadrená v

pomere na obyvate©a. Rovnos´ mortality a natality zabezpe£uje kon²tantnú ve©kos´

populácie. SIR model je zaloºený na predpoklade, ºe kaºdý in�kovaný £lovek je schopný

prená²a´ infekciu a neskôr, ak sa vylie£i, tak zostáva plne imúnny vo£i chorobe. �al²ím

predpokladom je, ºe doba po ktorú zostáva jedinec v jednej zo zloºiek je exponenciálne

rozdelená.

Na popísanie ²írenia rôznych typov infekcií v populácii sa dá model roz²íri´ pridaním

¤al²ích zloºiek ako napríklad zloºky in�kovaných, ale nie nákazlivých ©udí ozna£ovaných

E(t). Takýmto pridaním ¤al²ej zloºky, by sme dostali SEIR model. �al²ími moºnos´ami

sú SIS modely, v ktorých sa predpokladá, ºe vylie£ený jedinec sa môºe opä´ in�kova´,

prípadne SIRS modely, ak ide o dlh²ie trvajúce epidémie. Takisto existuje MSEIR

model so zloºkou M(t), ktorá ozna£uje ©udí, ktorý sa narodia s pasívnou imunitou

získanou od matky.

V na²ej práci v²ak budeme pracova´ so ²tandardným SIR modelom. Tento model

a jeho varianty sa beºne pouºívajú na modelovanie detských ochorení a preto je pre

nás vhodný na modelovanie vývoja osýpok v populácii. Pouºíva´ ho v²ak budeme v

miernej modi�kácii, ako je uvedené v práci Baucha [1] z roku 2004. Oproti modelu
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(3) nastane zmena v tom, ºe namiesto toho, aby sa v²etci jedinci rodili do modelu

len k skupine náchylných, bude £as´ ©udí, ktorá sa dá vakcinova´ pribúda´ k skupine

vyzdravených, teda imúnnych vo£i chorobe. Zloºka R(t) v tomto prípade teda obsahuje

v²etkých imúnnych ©udí, £i uº prirodzene po prekonaní choroby alebo po vakcinácii.

�al²ím predpokladom je, ºe o£kovanie sa dá vykona´ iba v skorom veku, teoreticky

pri narodení a poskytuje celoºivotnú imunitu vo£i danému patogénu. Rátame s tým, ºe

vakcína je 100 % ú£inná. Takýmto spôsobom nie je moºné, aby sa z o£kovaného £loveka

sa stal v budúcnosti neo£kovaný, pri£om ani opa£ný prípad, kedy sa z neo£kovaného

neskôr stane o£kovaný nemôºe nasta´. Takisto predpokladáme homogenitu a teda, ºe

©udia sa stretávajú náhodne a nie iba v malých skupinách, ²truktúra obyvate©stva sa

nemení a parametre modelu platia pre v²etkých jedincov rovnako. Systém rovníc s

ktorým budeme pracova´ teda bude ma´ tvar:

dS(t)

dt
= µ(1− p)− βS(t)I(t)− µS(t),

dI(t)

dt
= βS(t)I(t)− γI(t)− µI(t),

dR(t)

dt
= µp+ γI(t)− µR(t),

(4)

kde p je percento ú£inne zao£kovanej populácie, pri£om sa predpokladá, ºe jed-

notlivec nebol in�kovaný predtým ako sa dal o£kova´. Tretia rovnica je v modeli (4)

nadbyto£ná, ke¤ºe S + I +R = 1.

Model sa dá gra�cky znázorni´ diagramom 5, kde ²ípky znázor¬ujú, s akou frekven-

ciou vstupujú, respektíve vystupujú jednotlivci do alebo z daných zloºiek S, I, R.

�ípky smerujúce zhora nadol k jednotlivým zloºkám znázor¬ujú pomer jednotliv-

cov, ktorí vstupujú do daných zloºiek narodením a zárove¬ nezao£kovaním v prípade

náchylných jednotlivcov alebo narodením a zao£kovaním v prípade zloºky imúnnych

jednotlivcov. �ípky smerujúce zhora nadol od jednotlivých zloºiek znázor¬ujú úmr-

tnostnú mieru jednotlivcov v daných zloºkách. Mierou βSI sa náchylní ©udia nakazia

a stanú sa z nich in�kovaní. Miera γI udáva pomer in�kovaných, ktorí sa vylie£ia za

dobu 1/γ.

24



2.3 Reproduk£né £íslo 2 MATEMATICKÉ MODELY V EPIDEMIOLÓGII

Obr. 5: Diagram SIR modelu

2.3 Reproduk£né £íslo

V epidemiológii sa £asto charakterizuje infek£né ochorenie reproduk£ným £íslom. Re-

produk£né £íslo R0 je de�nované ako stredná hodnota efektívnych kontaktov jedného

typického in�kovaného £loveka po£as infek£ného obdobia v plne náchylnej populácii

pre skúmané konkrétne infek£né ochorenie [11]. Kontakt medzi in�kovaným a náchyl-

nym £lovekom je de�novaný ako efektívny, ak je choroba prenesená na nein�kovaného

£loveka. Osýpky sú jedny z najinfek£nej²ích ochorení a preto je aj reproduk£né £íslo

vysoké a jeho hodnota je v rozmedzí 12-18. Pod©a [10] sa dá R0 vypo£íta´ ako:

R0 = β × n× 1

γ
, (5)

kde β je miera prenosu ochorenia z jedného in�kovaného £loveka na náchylného

£loveka za jeden kontakt. 1
γ
je priemerná d¨ºka trvania daného infek£ného ochorenia a

n je priemerný po£et kontaktov jedného £loveka za jeden de¬.
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Reproduk£né £íslo sa vyskytuje aj v na²om SIR modeli a po prepísaní druhej rovnice

v modeli (4) dostávame:

dI

dt
= βSI − (γ + µ)I

= (γ + µ)I(
β

γ + µ
S − 1)

= (γ + µ)I(R0S − 1).

(6)

Reproduk£né £íslo má teda tvar:

R0 =
β

γ + µ
. (7)

2.3.1 Odvodenie tvaru reproduk£ného £ísla v SIR modeli

Na tomto mieste odôvodníme a odvodíme tvar reproduk£ného £ísla ako je uvedený v

rovnici (7). R0 ako bolo spomenuté vy²²ie ozna£uje strednú hodnotu náhodného po£tu

sekundárnych prípadov infekcie z jedného primárneho prípadu v inak plne náchylnej

populácii. Túto náhodnú premennú ozna£íme X a má Poissonovo rozdelenie s para-

metrom β, X ∼ Poiss(β). Podmienená pravdepodobnos´, ºe jeden in�kovaný jedinec

nakazí k jedincov do £asu t za podmienky, ºe ostane infek£ný do £asu t sa dá vyjadri´

ako:

P (X = k|Z = t) = e−βt
(βt)k

k!
,

kde Z je £as do kedy neprestane by´ jeden in�kovaný jedinec v plne náchylnej po-

pulácii infek£ný. Táto náhodná premenná Z je exponenciálne rozdelená s parametrom

(γ+µ), £o znamená, ºe jedinec do £asu t zostane infek£ný a zárove¬ nezomrie. Hustotu

tohto rozdelenia teda vieme vyjadri´ ako

f(t) =

(β + µ)e−(β+µ)t , t ≥ 0,

0 , t < 0.
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Po ozna£ení β + µ = δ môºeme pravdepodobnos´, ºe jeden in�kovaný £lovek nakazí

k jedincov zapísa´ v nasledovnom tvare:

P (X = k) =

∫ ∞
0

e−βt
(βt)k

k!
δe−δtdt = ‖per partes‖

=

[
−δβ

k

k!

tk

β + δ
e−(β+δ)t

]∞
0

+
βkδ

β + δ

∫ ∞
0

tk−1

(k − 1)!
e−(β+δ)tdt

=
βkδ

β + δ

∫ ∞
0

tk−1

(k − 1)!
e−(β+δ)tdt = ‖(k-1) krát per partes‖

=
βkδ

(β + δ)k

∫ ∞
0

e−(β+δ)tdt =
βkδ

(β + δ)k+1
.

Následne vieme vyjadri´ strednú hodnotu z vypo£ítanej pravdepodobnosti:

R0 = E[X] =
∞∑
k=1

k
δβk

(β + δ)k+1
=

δ

β + δ

∞∑
k=1

k

(
β

β + δ

)k

=
δ

β + δ

[
β

β + δ
+ 2

(
β

β + δ

)2

+ 3

(
β

β + δ

)3

+ . . .

]

=
δ

β + δ

β

β + δ

{[
1 +

β

β + δ
+

(
β

β + δ

)2

+

(
β

β + δ

)3

+ . . .

]

+
β

β + δ

[
1 +

β

β + δ
+

(
β

β + δ

)2

+

(
β

β + δ

)3

+ . . .

]

+

(
β

β + δ

)2
[

1 +
β

β + δ
+

(
β

β + δ

)2

+

(
β

β + δ

)3

+ . . .

]
+ . . .

}

=
δβ

(β + δ)2

[
1 +

β

β + δ
+

(
β

β + δ

)2

+ . . .

][
1 +

β

β + δ
+

(
β

β + δ

)2

+ . . .

]

=
δβ

(β + δ)2

 1(
1− β

β+δ

)2
 =

β

δ
=

β

γ + µ
.

V poslednom výpo£te sme rozpísali sumu a následne pouºili vzorec na výpo£et sú£tu

geometrického radu. Výsledkom vypo£ítanej strednej hodnoty je tvar reproduk£ného

£ísla ako je uvedený v SIR modeli.
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2.3.2 Odvodenie kritickej hodnoty miery zao£kovania

Sledujúc rovnicu (6), ak R0S − 1 > 0, tak dI/dt > 0, £o znamená, ºe sa pomer

in�kovaných jedincov zvy²uje a dochádza k epidémii. V opa£nom prípade, k epidémii

nemôºe dôjs´, ke¤ºe po£et in�kovaných bude klesajúca funkcia £asu a podmienka na

reproduk£né £íslo je v tomto prípade vyjadrená:

R0 <
1

S
. (8)

V plne náchylnej populácii, teda ak S = 1, je podmienka na eradikovanie choroby

ur£ená nerovniciou R0 < 1. Infekcia v takejto populácii po vstupe in�kovaného £loveka

z dlhodobého h©adiska zanikne. Ak je R0 > 1, tak vstup in�kovaného £loveka do plne

náchylnej populácie môºe ma´ za následok epidémiu. �ím je hodnota R0 vy²²ia, tým

je ´aº²ie kontrolova´ epidémiu.

Infek£né ochorenie je endemické, ak je trvalo sa vyskytujúce v populácii bez vstupu

akýchko©vek vonkaj²ích faktorov. Takýto jav nastáva, ak v priemere kaºdý in�kovaný

£lovek nakazí presne jedného náchylného £loveka v plne náchylnej populácii. Ak by in-

�kovaný £lovek nakazil viac ako jedného £loveka, tak môºe vypuknú´ epidémia. Ak by

nakazil prená²a£ menej ako jedného £loveka, tak by sa choroba dala eradikova´. Mate-

maticky sa podmienka endémie v prípade plne náchylnej populácie dá zapísa´ pomocou

reproduk£ného £ísla, R0 = 1. Reproduk£né £íslo v populácii, kde je pomer náchylných

©u¤í rovný S, vynásobené týmto podielom sa musí rovna´ jednej, aby infek£né ochore-

nie bolo endemické a aby nedo²lo k epidémii R0S = 1.

Z rovnice R0S = 1 takisto vyplýva, ºe pri podmienke endemického stavu ochorenia,

podiel náchylných jedincov klesá s rastúcim reproduk£ným £íslom. Znamená to, ºe

pri vysoko infek£nom ochorení s vysokým reproduk£ným £íslom, sta£í men²í podiel

náchylných obyvate©ov na to, aby sa choroba stabilne udrºala v populácii.

Predpovede SIR modelu (4) závisia od kritickej hodnoty miery zao£kovania v po-

pulácii pkrit, po prekro£eni ktorej dochádza k eliminácii ochorenia v populácii. Táto

hodnota ur£uje hladinu kolektívnej imunity. Ak je miera zao£kovania medzi obyvate©-

stvom niº²ia ako kritická hodnota, tak sa choroba v takejto populácii môºe ²íri´ ¤alej.

Prekro£ením kritickej hladiny zao£kovania je moºné chorobu eliminova´.
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V plne náchylnej populácii sa podiel ©udí, ktorý je potrebné efektívne zao£kova´, tak

aby sa dosiahla kolektívna imunita dá vypo£íta´ z rovnice (8). Ak sa v plne náchylnej

populácii dosiahne miera zao£kovania rovná pkrit, tak podiel náchylných ©udí bude v

takomto prípade 1− pkrit. Z nerovnice (8) potom vyplýva

R0(1− pkrit) < 1.

Úpravou predchádzajúceho výrazu dostávame kritickú hodnotu miery zao£kovania,

pri ktorej prekro£ení dochádza k eradikácii infek£ného ochorenia z populácie.

pkrit =

0 ,ak R0 ≤ 1,

1− 1
R0

,ak R0 > 1.
(9)
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3 Teória hier

V tejto £asti popisujeme prístup teórie hier na nájdenie optimálnej stratégie pri moº-

nosti vo©by, £i die´a da´ zao£kova´ alebo nie.

Pri rozhodovaní, £i zao£kova´ svoje deti, rodi£ia zoh©ad¬ujú riziká z neºiadúcich

ú£inkov z o£kovania, pravedpodobnos´, ºe sa ich die´a nakazí a riziká z toho plynúce.

Rozhodnutia jednotlivcov sú nepriamo ovplyvnené rozhodnutiami ostatných rodi£ov,

pretoºe súhrn týchto rozhodnutí ur£uje mieru kolektívnej imunity. Tieto rozhodnutia

v²ak môºu závisie´ od mnohých faktorov, ako napríklad dôvera vo£i zdravotníctvu,

vnímané riziká z o£kovania a z choroby a vzájomné pôsobenie jednotlivcov.

Popula£ná téoria hier sa snaºí predpoveda´ správanie jednotlivcov, kde výplata stra-

tégií jednotlivcov závisí od stratégií ostatných hrá£ov v populácii. Do modelu teórie

hier zahrnieme epidemiologický SIR model, kde budeme skúma´ správanie populácie

pod dobrovo©ným o£kovaním detských chorôb. Týmto prístupom dokáºeme analyzova´,

ako vnímanie rizika ovplyv¬uje o£akávaný príjem vakcíny a hladinu pokrytia vakcínou

v populácii. Predpokladáme, ºe v²etci hrá£i majú rovnakú informáciu.

3.1 Formulácia modelu

Model popula£nej teórie hier, ktorý vyuºívame v tejto podkapitole sme £erpali z [1].

Ke¤ºe skúmame ochorenia, ktorých vakcinácia sa vykonáva vo ve©mi skorom veku,

tak rozhodnutia o jej podstúpení sú prirodzene vykonávané rodi£mi a nie de´mi samot-

nými.

�istá stratégia jednotlivca je, ºe dá svoje die´a zao£kova´ alebo nie. Zmie²aná stra-

tégia jednotlivca je pravdepodobnos´ P, ºe sa rozhodne o£kova´. Miera príjmu vakcíny

v populácii je rovná pomeru zao£kovaných novorodencov. Je to teda priemer v²etkých

zahraných stratégií kaºdého jednotlivca v populácii. Ak sa nevyskytne ºiadna úmrtnos´

spojená s chorobou alebo vakcínou, tak podiel o£kovanej populácie p, bude rovný hla-

dine príjmu vakcíny. Ignorujeme teda oneskorenia medzi zmenami v príjme vakcíny a

odpovedajúcimi zmenami v celkovom pokrytí vakcínou.

Výplata jednotlivca je vy²²ia, ak riziko ochorenia (pravdepodobnos´ neºiadúcich

ú£inkov) je niº²ie. Zavedieme teda premenné rv a ri , ktoré ozna£ujú riziká vyplývajúce
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z vakcinácie resp. infekcie (nakazenie chorobou, ktorej sa dalo zabráni´ o£kovaním). πp

ozna£uje pravdepodobnos´, ºe nezao£kovaný jedinec sa v kone£nom dôsledku in�kuje,

ak hladina pokrytia vakcináciou v populácii je p. S týmto ozna£ením je výplata zao£ko-

vaného jedinca −rv, ke¤ºe predpokladáme, ºe vakcína je 100 % efektívna a teda riziká z

infekcie pre neho neplynú. Výplata nezao£kovaného jedinca je −riπp, ktoa zoh©ad¬uje

pravdepodobnos´ nakazenia a nasledujúce z toho plynúce riziká. Zmie²aná stratégia

zao£kovania s pravdepodobnos´ou P pri miere zao£kovania v populácii p priná²a o£a-

kávanú výplatu

E(P, p) = P (−rv) + (1− P )(−riπp). (10)

Model teórie hier s ktorým budeme na¤alej pracova´ sa teda dá kompaktne zapísa´

v nasledujúcom tvare:

Hrá£i

Rodi£ia potenciálnych adeptov na vakcináciu

Stratégia hrá£a

�isté stratégie o£kova´ (P=1) / neo£kova´ (P=0)

Zmie²ané stratégie P

Výplata hrá£a

�isté stratégie

Zao£kovaný jedinec: −rv

Nezao£kovaný jedinec: −riπp

Zmie²ané stratégie P (−rv) + (1− P )(−riπp)

V súvislosti s o£kovaním sa rodi£ia riadia pod©a vnímaného rizika chorobnosti, ktoré

sa môºe signi�kantne lí²i´ od skuto£ného rizika. Následkom toho, budeme interpretova´

rv a ri ako vnímané riziká z vakcinácie, resp. z in�kovania a E(P,p) ako vnímanú vý-

platu. Hra zostane nezmenená, ak pre²kálujeme výplatnú funkciu kon²tantou, v na²om
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prípade ri. Preto eliminujeme jeden z parametrov, ponechávajúc iba relatívne riziko

r = rv/ri. Rovnicu o£akávnej vnímanej výplaty vieme teda prepísa´ ako :

E(P, p) = −rP − πp(1− P ). (11)

3.2 Nashovo ekvilibrium

V tejto £asti sa snaºíme ur£i´ stratégie, ktoré sa budú s ve©kou pravdepodobnos´ou

hra´.

V situácii, kde vä£²ina populácie hrá stratégiu P a jednotlivci, ktorí hrajú hoci-

jakú inú stratégiu Q vºdy obdrºia niº²iu výplatu ako tí, ktorí hrajú P, nazývame P

Nashovým ekvilibriom. Na druhej strane, ak vä£²ina jednotlivcov hrá stratégiu Q, ale

jednotlivci hrajúci stratégiu, ktorá je bliº²ie k P ako ku Q, obdrºia vy²²iu výplatu ako

tí, ktorí hrajú Q, pre v²etky Q 6= P , tak P je konvergentne stabilné. Ak P je Nashove

ekvilibrium a kaºdý momentálne hraje P, tak by nikto nemal meni´ stratégiu. Ak P

je konvergentne stabilné, tak bez oh©adu na to, aká stratégia je najviac zastúpená v

populácii, by jednotlivci mali za£a´ hra´ stratégie bliº²ie k P a nakoniec prevzia´ stra-

tégiu P. Spravidla je o£akávané, ºe stratégia pozorovaná v skuto£nej populácii musí

by´ konvergentne stabilné Nashove ekvilibrium [1].

Predpokladajme, ºe £as´ populácie ε sa vakcinuje s pravdepodobnos´ou P a zvy²ná

£as´ sa vakcinuje s pravdepodobnos´ou Q. Pretoºe ignorujeme akýko©vek rozdiel medzi

príjmom vakcíny εP + (1 − ε)Q a celkovým pokrytím vakcinácie v populácii p, tak

môºeme ur£i´

p = εP + (1− ε)Q. (12)

Výplata jednotlivca hrajúceho P je

EP (P,Q, ε) = E(P, εP + (1− ε)Q), (13)
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kým výplata jednotlivca hrajúceho Q je

EQ(P,Q, ε) = E(Q, εP + (1− ε)Q), (14)

Rozdiel výplat pre jednotlivca hrajúceho P oproti výplate, ktorú obdrºí hrá£, ak

hraje stratégiu Q je

∆E = EP − EQ =
[
πεP+(1−ε)Q − r

]
(P −Q), (15)

Rozdiel výplat ∆E udáva motiváciu pre jednotlivca zmeni´ stratégiu z Q na P. Ak

je tento rozdiel kladný, tak sa hrá£ovi oplatí zosta´ pri stratégii P. Ak je záporný, tak sa

hrá£ovi oplatí zmeni´ stratégiu zo stratégie P na stratégiu Q. Pre akéko©vek relatívne

riziko r, existuje jediná stratégia P = P ∗ , pre ktorú je ∆E striktne kladné pre v²etky

Q 6= P ∗ a v²etky podiely ε, kde 0 ≤ ε < 1. �peciálny prípad predchádzajúceho tvrdenia

nastáva pre malý podiel jednotlivcov hrajúcich Q (ε blíºiace sa k 1), z £oho vyplýva,

ºe pri kladnej ∆E je P∗ Nashove ekvilibrium.

Tvrdenie 3.1. Pre ©ubovo©né relatívne riziko r, existuje práve jedna stratégia P = P ∗,

pre ktorú je ∆E > 0, pre v²etky Q 6= P ∗ a pre v²etky ε, 0 ≤ ε < 1.

Dôkaz

Pravdepodobnos´ πp, ºe sa jednotlivec in�kuje musí striktne klesa´ so zvy²ujúcou sa

mierou zao£kovania v populácii p. Táto pravdepodobnos´ klesá, aº kým p nedosiahne

kritickú hodnotu, pri ktorej dochádza k vyni£eniu choroby z populácie, pkrit = 1−1/R0.

Maximum teda πp dosahuje pre p = 0 a pre hodnoty p ≥ pkrit sa πp = 0.

Ak je relatívne riziko r ≥ π0, tak je r > πp pre v²etky p > 0. Pre ©ubovo©né ε ∈ [0, 1)

je ∆E > 0 pre v²etky Q 6= P práve vtedy, ke¤ P = 0. Ak by P 6= 0, tak vieme nájs´

Q < P tak, aby ∆E < 0. Preto je P ∗ = 0 jediné Nashove ekvilibrium.

Ak je relatívne riziko r < π0, tak existuje jediné p∗ ∈ (0, pkrit) také, ºe

πp − r


> 0, ak p < p∗,

= 0, ak p = p∗,

< 0, ak p > p∗.

(16)
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Pre akéko©vek Q < P máme p = εP + (1− ε)Q < P pre v²etky ε ∈ [0, 1). Podobne

pre akéko©vek Q > P máme p = εP + (1 − ε)Q > P pre v²etky ε ∈ [0, 1). Nakoniec

dostávame, ºe v prípade, ke¤ r < π0 dosiahneme pre v²etky ε ∈ [0, 1) ∆E > 0 pre

v²etky Q 6= P práve vtedy, ke¤ P = p∗. Pozrime sa na prípad, kedy Q < P : p =

εP + (1− ε)Q = εp∗ + (1− ε)Q < P . Dostávame, ºe p < p∗ a to nastáva iba v prípade,

ak πp − r > 0, zárove¬ vieme, ºe P − Q > 0 a z toho vyplýva, ºe ∆E > 0. Ak by

sa P 6= p∗, tak vieme nájs´ také ε, ºe podiel vakcinovaných ©udí p sp¨¬a nasledujúce

nerovnice Q < p∗ < p < P . V takom prípade by v²ak ∆E < 0. Pre prípad Q > P

by sme postupovali analogicky. Nashovo ekvilibrium teda dostaneme rie²ením rovnice

πP ∗ = r. QED

Tvrdenie 3.2. Ak P ani Q nie je rovné Nashovmu ekvilibriu P∗, ale P je bliº²ie ako Q

k P∗ , tak ∆E > 0, z £oho vyplýva, ºe P∗ je konvergentne stabilné a teda konvergentne

stabilné Nashove ekvilibrium (KSNE).

Dôkaz

Pre dané relatívne riziko r ozna£me P∗ prislúchajúce Nashove ekvilibrium. Zaobe-

ráme sa situáciou, kedy je relatívne riziko r < π0, ke¤ºe v opa£nej situácii je Nashovo

ekvilibrium £istá stratégia neo£kova´.

Predpokladajme, ºe £as´ populácie ε hrá stratégiu P (nie nevyhnutne P∗) a zvy²ní

hrá£i hrajú stratégiu Q 6= P . Teraz je potrebné ukáza´, pre ε << 1, ºe ak Q < P ≤ P ∗

alebo ak P ∗ ≤ P < Q, tak jednotlivci hrajúci P obdrºia vy²²iu výplatu ako jednotlivci,

ktorí hrajú stratégiu Q. To znamená, ºe pod©a rovnice (15) je ∆E > 0.

Ke¤ºe πp klesá s rastúcim p a Nashovo ekvilibirum je rie²ením rovnice πP ∗ = r,

tak platia nasledujúce implikácie. Ak Q < P ≤ P ∗, tak πεP+(1−ε)Q − r > 0, ke¤ºe v

tomto prípade je πp > πP ∗ , pri£om πP ∗ = r. V opa£nom prípade, ak P ∗ ≤ P < Q, tak

pod©a analogických argumentov je πεP+(1−ε)Q − r < 0. V obidvoch prípadoch vidíme,

ºe ∆E > 0. QED

Pod©a dôkazu tvrdenia (3.1) vieme, ºe ak je vakcína vnímaná dostato£ne rizikovo,

tak KSNE je £istá stratégia: nikdy nevakcinova´:

P ∗ = 0, ak r ≥ π0. (17)

Na druhej strane, ak je r < π0, tak KSNE je zmie²aná stratégia: vakcinova´ s

nenulovou pravdepodobnos´ou P ∗(0 < P ∗ < 1). Ekvilibrium v tomto prípade získame
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rie²ením rovnice:

πP ∗ = r, ak r < π0. (18)

3.3 SIR model v teórii hier

V tejto £asti vyuºijeme SIR model (4), vypo£ítame jeho stacionárne body a na základe

toho ur£íme pravdepodobnos´ πp, ºe sa nezao£kovaný jedinec nakazí, pri miere zao£ko-

vania p. V na²om SIR modeli je ako p ozna£ovaný podiel narodených vakcinovaných

detí. V modeli teórie hier je ako p ozna£ovaný podiel zao£kovanej populácie. Ke¤ºe sa

v²ak sústredíme na stabilné rie²enia systému, tak sú tieto ozna£enia konzistentné.

V prípade, ºe je úrove¬ zao£kovania p ≥ pkrit, tak systém dokonverguje k stavu bez

ochorení a rie²ením SIR modelu je

θ1 = (S∗1 , I
∗
1 ) = (1− p, 0). (19)

V opa£nom prípade systém konverguje k stacionárnemu bodu, ktorý sa pre model

(4) dá ©ahko odvodi´ z prvých 2 rovníc.

θ2 = (S∗2 , I
∗
2 ) =

(
1

R0

,
µ

β
(R0(1− p)− 1)

)
. (20)

Na základe vypo£ítaného ekvilibria vieme vypo£íta´ pravdepodobnos´ πp, ºe sa ne-

zao£kovaný jedinec po£as svojho ºivota in�kuje. Vyuºijeme predpoklad SIR modelu, ºe

£as po£as ktorého zostáva jednotlivec v jednej zo zloºiek tohto modelu je exponenciálne

rozdelený. Náhodná premenná U, ktorá ur£uje dobu náchylného jedinca do in�kovania,

má exponenciálne rozdelenie s intenzitou βI. Náhodná premenná V, ktorá ur£uje dobu

do úmrtia je exponenciálne rozdelená s intenzitou µ a tieto dve náhodné premenné sú

nezávislé.

U ∼ exp(βI)

V ∼ exp(µ)

Potom vieme pravdepodobnos´ πp vypo£íta´ nasledovne:
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πp =

∫ ∞
0

(
1− e−βI∗t

)
µe−µtdt =

∫ ∞
0

µe−µtdt− µ
∫ ∞
0

e−(βI
∗+µ)tdt

= −
[
e−µt

]∞
0

+
µ

βI∗ + µ

[
e−(βI

∗+µ)t
]∞
0

= 1− µ

βI∗ + µ
=

βI∗

βI∗ + µ

=
µ(R0(1− p)− 1)

µ(R0(1− p)− 1) + µ
= 1− 1

R0(1− p)
.

(21)

Vypo£ítaná pravdepodobnos´ nezávisí od miery natality, resp. mortality. Nashovo

ekvilibrium teda takisto nebude závisie´ od parametra µ.

Podmienka, r < π0, pri ktorej dostávame zmie²ané konvergentne stabilné Nashovo

ekvilibrium sa teraz, poznajúc hodnotu πp, dá prepísa´ ako

R0(1− r) > 1. (22)

Hodnota Nashovho ekvilibria P ∗, ktorú dostaneme vyrie²ením rovnice πP ∗ = r je

P ∗ = 1− 1

R0(1− r)
. (23)
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4 Analýza modelu

V tejto £asti analyzujeme správanie SIR modelu (4) v kombinácii s modelom teórie

hier. Skúmame citlivos´ modelu na mieru rizika a simulujeme priebeh zloºiek modelu

v £ase pre v²eobecný prípad a následne pre reálne dáta.

4.1 Rovnováºna vakcina£ná úrove¬ v závislosti od miery rizika

Na priloºenom obrázku 6 sme vykreslili rovnováºnu vakcina£nú úrove¬ v závislosti

od hodnoty rizika. Môºeme pozorova´, ºe pri dobrovo©nom o£kovaní, pri akejko©vek

hodnote relatívneho rizika r, kritická hodnota pokrytia obyvate©stva vakcínou nebude

presiahnutá vakcina£nou úrov¬ou v Nashovom ekvilibriu. Kritické hodnoty pkrit pre

jednotlivé hodnoty parametra R0, po ktorých priesahnutí, dochádza k eradikovaniu

ochorenia z populácie sú na obrázku 6 znázornené vodorovnou £iarou.
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Obr. 6: Hodnota Nashovho ekvilibria P ∗ v závislosti od rizika, pre rôzne hodnoty parametra

R0
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Pod©a predo²lého pozorovania môºeme kon²tatova´, ºe pri politike dobrovo©ného

o£kovania a racionálnej vo©be stratégie, kde jednotlivec maximalizuje svoju vlastnú

výplatu, nie je moºné chorobu z populácie eradikova´, ke¤ºe optimálna stratégia P ∗ <

pkrit. V prípade, ak je relatívne riziko men²ie ako pravdepodobnos´ nakazenia sa pri nu-

lovej hladine zao£kovania v populácii sme túto hodnotu Nashovho ekvilibria vypo£ítali

na základe rovnice (23). Na druhej strane, ak je vakcína vnímaná rizikovej²ie ako nega-

tíva vyplývajúce z in�kovania sa a teda r > 1, tak Nashovým ekvilibriom je stratégia

nevakcinova´. V skuto£nosti je táto hranica niº²ie a závisí od hodnoty reproduk£ného

£ísla, £o môºeme pozorova´ na obrázku 6. Hranica, od ktorej vy²²ie je pre jednotlivca

maximalizujúceho svoju výplatu optimálne nevakcinova´ je ur£ená

r > 1− 1

R0

. (24)

4.2 Závislos´ S, I, R v rovnováºnom stave od miery rizika pre

rovnováºnu hodnotu zao£kovania.

Ke¤ºe bez oh©adu na r platí, ºe P ∗ < pkrit, tak systém rovníc v SIR modeli (4) pre

rovnováºnu mieru zao£kovania konverguje k stacionárnemu bodu θ2. Hodnoty zloºiek

in�kovaných a vyzdravených sú závislé na miere zao£kovania v populácii p. Pre mieru

rizika, r < π0, kde π0 = 1− 1
R0

platí, ºe rovnováºna miera zao£kovania je daná rovnicou

(23). V opa£nom prípade je optimálna stratégia neo£kova´.

P ∗ =

1− 1
R0(1−r) ak r < 1− 1

R0
,

0 ak r ≥ 1− 1
R0
.

(25)

Na obrázku 7 sme znázornili závislos´ jednotlivých zloºiek S, I a R v stacionárnom

stave θ2 od miery rizika pre rovnováºnu hodnotu zao£kovania P ∗. Graf sme vykreslili pre

3 rôzne hodnoty parametra R0. Pre dané r vieme tento stacionárny bod pre hodnotu

P ∗ zapísa´ nasledovne

θ2 = (S∗2 , I
∗
2 ) =


(

1
R0
, µ
β

(
r

1−r

))
ak r < 1− 1

R0
,(

1
R0
, µ
β
(R0 − 1)

)
ak r ≥ 1− 1

R0
.

(26)
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Obr. 7: Podiel zloºiek S, I, R v závislosti od miery rizika r, pre hodnoty R0 = 20, 10, 2

v stacionárnom bode modelu SIR (4) pre hodnotu miery zao£kovania p rovnej rovnováºnej

miere zao£kovania P ∗. Ostatné parametre sú µ=1/76, gamma=1/9.
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Zaujímavým pozorovaním je, ºe v stacionárnom bode nemá na podiel náchylných

©udí miera rizika vplyv. Hodnota je závislá iba od ve©kosti reproduk£ného £ísla a £ím je

R0 vä£²ie tým je podiel náchylných men²í. Takýto jav sa dal o£akáva´, ke¤ºe choroby,

ktoré majú vysoké reproduk£né £íslo a teda majú tendenciu vyvola´ vy²²í po£et in�-

kovaných sú vnímané rizikovej²ie ako ochorenia s niº²ím reproduk£ným £íslom. Miera

zao£kovania je potom vy²²ia pre ochorenia s vy²²ím R0 a pomer náchylných je niº²í.

Naopak podiel infek£ných a imúnnych je v stacionárnom bode pre rovnováºnu mieru

zao£kovania závislý od hodnoty r. �ím sú riziká z vakcíny vnímané rizikovej²ie, prípadne

£ím sú riziká z infekcie vnímané menej rizikovo, tým je podiel infek£ných vy²²í aº po

hodnotu r = π0. Od tejto hodnoty rizika zostáva podiel infek£ných kon²tantný. Pre

vä£²ie hodnoty reproduk£ného £ísla je podiel infek£ných menej senzitívny na men²ie

hodnoty rizika a hranica r od ktorej uº podiel infek£ných zostáva rovný kon²tante je

vy²²ia ako v prípade men²ích hodnôt R0. Kon²tantná hodnota in�kovaných pre r > π0

je vy²²ia pre vy²²ie hodnoty R0, ke¤ºe je choroba je infek£nej²ia. Ak sa choroba ²íri s

men²iou rýchlos´ou a teda R0 je men²ie, tak pomer infek£ných stúpa rýchlej²ie uº pre

men²ie hodnoty r.

Situácia pre zloºku imúnnych je opa£ná a teda podiel imúnnych je nerastúca funkcia

rizika. Pre niº²ie hodnoty reproduk£ného £ísla sú imúnni menej zastúpení v populácii

a ich podiel klesá s rastúcim rizikom aº kým riziko nedosiahne hodnotu r = π0. Od

tejto hodnoty vy²²ie je pre �xné R0 ich podiel v populácii v závislosti od miery rizika

kon²tantný.

Celkovo môºeme kon²tatova´, ºe v stacionárnom stave modelu (4) pre hodnotu miery

zao£kovania rovnej rovnováºnej miere zao£kovania podiel in�kovaných rastie a podiel

imúnnych klesá, £ím je vy²²ie r aº po hodnotu miery rizika r = π0. Od tejto hodnoty

zostáva podiel jednotlivých zloºiek kon²tantný, ke¤ºe optimálna stratégia je v takomto

prípade neo£kova´ a je teda nezávislá od hodnoty r. Hodnota π0, od kedy dochádza k

zmene správania je závislá od reproduk£ného £ísla a £ím je choroba menej infek£ná, tým

je táto hrani£ná hodnota niº²ie. Pozorovanie je v súlade s o£akávaním, ºe ak vnímané

riziko z negatívnych ú£inkov vakcíny rastie, prípadne vnímané riziko z negatívnych

ú£inkov z in�kovania sa klesá, tak po istú hranicu podiel in�kovaných rastie, ke¤ºe

menej ©udí sa dáva o£kova´ práve kvôli vnímaným zmenám v riziku. Kvôli tomuto
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faktu naopak podiel imúnnych klesá, £ím je vy²²ie riziko. Vy²²ia infek£nos´ ochorenia,

£o znamená ºe R0 je vä£²ie má za dôsledok vy²²í podiel imúnnych, kvôli vy²²iemu

vnímanému riziku z in�kovania a vyplvývajúcemu vy²²iemu podielu ©udí, ktorí volia

stratégiu o£kova´.

4.3 Simulácie zloºiek S, I, R v £ase

V tejto £asti sa venujeme simulácii modelu SIR (4) a jej gra�ckému znázorneniu. Ana-

lyzujeme správanie modelu v £ase pre rôzne po£iato£né hodnoty parametrov modelu

a sledujeme konvergenciu. Pre potreby simulácie systému oby£ajných diferenciálnych

rovníc vy²²ie spomenutého modelu sme vyuºili Eulerovú metódu napred s jednotkovým

krokom. Na programovanie sme pouºívali software R. Simulácie v tejto podkapitole sme

si overili aj pouºitím solvera systému oby£ajných diferenciálnych rovníc ode45() v prog-

rame Matlab, ktorého ukáºku prikladáme v prílohe 2. Výsledky sa kvalitatívne nelí²ili,

preto sme ¤alej pouºívali nami naprogramovanú schému rie²enia priebehu oby£ajných

diferenciálnych rovníc. Príklad kódu z programu R prikladáme v prílohe 1. Ako názornú

ukáºku kvalitatívneho porovnania sme vykreslili simuláciu SIR pre rovnaké parametre

pomocou Matlabu na obrázok 10 aj pomocou R na obrázok 9.

V prípade, kedy je hladina zao£kovania p ≥ pkrit systém konverguje k stavu bez

výskytu ochorenia. Tento rovnováºny stav θ1 = (S∗1 , I
∗
1 ) = (1 − p, 0) je závislý iba od

miery zao£kovania v populácii. �ím je vy²²ia úrove¬ zao£kovania, tým je v kone£nom

dôsledku vy²²í podiel ©udí v zloºke imúnnych a naopak niº²í podiel ©udí v zloºke náchyl-

ných. Pre potreby simulácie sme si zvolili po£iato£né hodnoty parametrov nasledovne:

S=5%, I=0.01%, p=98%, µ=1/76, γ = 1/9, R0 = 16. Kritická hodnota miery zao£kova-

nia po prekro£ení ktorej dochádza k eradikáci ochorenia z populácie je v tomto prípade

pkrit = 0.9375. Hodnota µ je obrátenou hodnotou priemernej dlºky ºivota na Sloven-

sku v roku 2012, 1/γ je pribliºná priemerná doba, po£as ktorej je jedinec schopný ²íri´

osýpky. Reproduk£né £íslo pre osýpky sa pohybuje v rozmedzí 12-18, my sme zvolili

hodnotu 16. Tieto tri hodnoty budeme ¤alej povaºova´ za dané a v nasledujúcich prí-

padoch budeme pracova´ iba so zmenami po£iato£ných hodnôt podielov S, I, R a miery

zao£kovania p. V rovnováºnom stave v takomto prípade hodnoty (S,I,R) konvergujú k

θ1 = (0.02, 0, 0.98). Ako môºeme pozorova´ na obrázku 8 hodnoty imúnnych jedincov
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konvergujú k hodnote miery zao£kovania v populácii, in�kovaní vymiznú a zvy²ná £as´

obyvate©stva bude pre zvolené parametre v limite patri´ do skupiny náchylných.
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Obr. 8: Vývoj podielu zloºiek S,I a R v populácii, pri po£iato£ných hodnotách S=5%,

I=0.01%, p=98%, µ=1/76, gamma=1/9, R0 = 16, pkrit = 0.9375

42



4.3 Simulácie zloºiek S, I, R v £ase 4 ANALÝZA MODELU

Teraz sa pozrieme na stacionárny stav systému diferenciálnych rovníc (4) v prípade,

ak je p < pkrit. Stacionárny bod je v takomto prípade ur£ený rovnos´ou (20) a jeho

tvar je θ2 = (S∗2 , I
∗
2 ) =

(
1
R0
, µ
β

(R0(1− p)− 1)
)
. �ím je reproduk£né £íslo vy²²ie, tým

je podiel náchylných v stacionárnom stave θ2 niº²í a naopak podiel in�kovaných vy²²í.

Toto pozorovanie je v súlade s racionálnym o£akávaním, ºe pre choroby, ktoré sa ©ah²ie

²íria, teda majú vy²²ie R0, stúpa podiel in�kovaných jedincov. Vy²²ia miera zao£ko-

vania má v stacionárnom stave za následok niº²í podiel in�kovaných a vy²²í podiel

imúnnych ©udí. Oproti predchádzajúcej simulácii zmeníme podiel zao£kovaných ©udí

tak, aby bol men²í, ako kritická hodnota podielu zao£kovaných ©udí v populácii. Takto

dosiahneme endemický stacionárny stav, £o znamená, ºe ochorenie sa v populácii udrºí.

Pri po£iato£ných hodnotách parametrov S=5%, I=0.01%, p=90%, µ=1/76, γ = 1/9,

R0 = 16 je pkrit = 0.9375. V stacionárnom stave v takomto prípade hodnoty (S,I,R)

konvergujú k bodu θ2 = (0.0625, 0.003970588, 0.9335294).

V tejto situácii si môºeme poloºi´ otázku, aká by mala by´ miera rizika, aby miera

zao£kovania bola rovnováºna. Táto hodnota rizika sa dá odvodi´ z rovnice (23) a do-

stávame

r = 1− 1

R0(1− p)
.

V tomto prípade je pri miere rizika r=0,375 hladina zao£kovania p=90% rovnováºna.

Poznajúc ve©kos´ rizika si môºeme overi´, ºe vypo£ítaný stacionárny stav (0.0625,

0.003970588, 0.9335294) je v súlade so stacionárnym stavom pre rovnováºnu hodnotu

miery zao£kovania na základe vz´ahu (26).

Na obrázku 9 môºeme pozorova´ dynamiku zloºiek S, I, R pre vy²²ie spomenuté

po£iato£né hodnoty parametrov. Tieto podiely konvergujú k bodu θ2, ktorý sme vy-

£íslili vy²²ie. Oproti predchádzajúcej simulácii, kedy bolo p ≥ pkrit, najprv dochádza k

nárastu pomeru náchylných a poklesu imúnnych jedincov, £o má za následok zvý²enie

po£tu in�kovaných. Následne sa po miernych osciláciách hodnoty ustália a dosiahneme

stav s kon²tantným zastúpením podielu in�kovaných jedincov.
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Obr. 9: Vývoj podielu zloºiek S,I a R v populácii, pri po£iato£ných hodnotách S=5%,

I=0.01%, p=90%, µ=1/76, γ = 1/9, R0 = 16, pkrit = 0.9375 pomocou programu v soft-

véri R.
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Obr. 10: Vývoj podielu zloºiek S,I a R v populácii, pri po£iato£ných hodnotách S=5%,

I=0.01%, p=90%, µ=1/76, γ = 1/9, R0 = 16, pkrit = 0.9375 pomocou solvera v softvéri

Matlab.

Zmena po£iato£ných hodnôt podielov jednotlivých zloºiek S, I, R nemá vplyv na sta-

bilné rie²enie systému, £i uº v prípade kedy je p ≥ pkrit alebo aj ke¤ je p < pkrit. Odli²ná

bude rýchlos´ zmeny podielov jednotlivých zloºiek na populácii, ale systém dokonver-

guje do toho istého stacionárneho bodu ako s rozdielnymi po£iato£nými podmienkami

na S, I, R. Tento fakt môºeme pozorova´ na obrázku 11, kde sme oproti predchádza-

júcej situácii, kde boli po£iato£né podmienky nastavené nasledovne: S=5%, I=0.01%,

p=90%, µ=1/76, γ = 1/9, R0 = 16 zmenili podiel náchylných ©udí na 90% a podiel

in�kovaných na 0.2%. Spo£iatku dochádza v dôsledku vysokého podielu po£iato£nej

hodnoty náchylných jedincov k epidémii. Podiel imúnnych následne významne vzras-

tie a systém opä´ dokonverguje do rovnakého bodu θ2, kde sú hodnoty (S,I,R) rovné

(0.0625, 0.003970588, 0.9335294).
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Obr. 11: Vývoj podielu zloºiek S,I a R v populácii, pri po£iato£ných hodnotách S=90%,

I=0.2%, p=90%, µ=1/76, γ = 1/9, R0 = 16, pkrit = 0.9375
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4.4 Dátová analýza SIR modelu

V tejto £asti analyzujeme SIR model (4) s vyuºitím dát pre absolútnu kumulatívnu

ro£nú incidenciu a priemernú ro£nú mieru zao£kovania v krajine. Ke¤ºe na Slovensku

je o£kovanie povinné, tak modelova´ priebeh jednotlivých zloºiek nie je moºné. V prí-

pade, ºe by na Slovensku do²lo k zru²eniu povinnosti o£kovania môºe by´ skúmanie

údajov krajín s dobrovo©ným o£kovaním prínosným. Pod©a predpokladu SIR modelu

(4) sa zaoberáme dátami krajín, pre ktoré je o£kovanie dobrovo©né. Ako zdroj údajov

pre dáta nám poslúºila databáza WHO, kde sú zozbierané ro£né údaje jednotlivých

krajín pre osýpky o po£te výskytov ochorenia [17] a miere zao£kovania v populácii

[18]. Zvolili sme dáta Ve©kej Británie a Severného Írska, ktoré boli najúplnnej²ie av²ak

aj napriek tomu boli hodnoty pre dva roky nedostupné. V takomto prípade, sme na-

miesto chýbajúcej hodnoty zobrali priemer hodnôt predchádzajúceho a nasledujúceho

roka. Predpokladáme, ºe po£et prípadov výskytu ochorenia po£as jedného roka je rov-

normerne rozdelený a ochorenie trvá 1/γ dní. Ak chceme získa´ po£et in�kovaných v

jeden de¬, musíme tento údaj predeli´ po£tom dní v roku, ktorý predpokladáme, ºe je

vºdy 365 a vynásobi´ strednou infek£nou periódou, ke¤ºe in�kovaný zostáva chorý 1/γ

dní. Po£et in�kovaných v roku r v £ase t je ur£ený

Ir(t) =
Irrok

1
γ

365
,

kde Irrok je po£et chorých v roku r. Po£et výskytov ochorenia sme následne predelili

po£tom obyvate©ov v danej krajine a danom roku, £o je verejne známy a prístupný

údaj. Takto sme získali percentuálny výskyt ochorenia v populácii v £ase t.

Do modelu SIR (4) sme dosadili relatívne hodnoty výskytu ochorenia I(t) a miery

zao£kovania v populácii p zo zdrojov [17] a [18]. Tým sme eliminovali druhú rovnicu

v SIR modeli (4). Poznajúc hodnoty I(t) sme vypo£ítali hodnoty S(t) z prvej rovnice

modelu a následne dopo£ítali hodnoty R(t) ako R(t) = 1−S(t)− I(t). Systém oby£aj-

ných diferenciálnych rovníc sme aproximovali Eulerovou doprednou metódou s krokom

1, £o v tomto prípade znamená 1 rok.

Pre známe hodnoty výskytu ochorenia I(t) a miery zao£kovania p(t) vo Ve©kej Bri-

tánii a Severnom Írsku od roku 1981 do roku 2013 sme tieto hodnoty vykreslili spolu so
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simuláciou podielu in�kovaných S(t) a podielu imúnnych R(t). Po£iato£ný podiel ná-

chylných v populácii sme zvolili S(0) = 0.5, ke¤ºe miera zao£kovania bola v roku 1981

na nízkej úrovni a preto predpokladáme, ºe podiel náchylných bol pomerne vysoký. Si-

mulácia je znázornená na obrázku (12). Podiely náchylných a imúnnych sú dopo£ítané

z SIR modelu (4). Hodnoty in�kovaných a miery zao£kovania sú získané z dát.

0 5 10 15 20 25 30

0e
+

00
2e

−
05

4e
−

05

Dáta: Podiel infikovaných

roky

in
c

1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010

0.
6

0.
7

0.
8

0.
9

Dáta: Miera vakcinácie

roky

p

1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010

0.
40

0.
42

0.
44

0.
46

0.
48

0.
50

Simulácia: Podiel náchylných

S

1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010

0.
50

0.
52

0.
54

0.
56

0.
58

0.
60

Simulácia: Podiel imúnnych

R

Obr. 12: Simulácia priebehu podielu zloºiek náchylných a imúnnych pre dané dáta výskytu

ochorenia a miery vakcinácie pre Ve©kú Britániu a Severné Írsko od roku 1981 po rok 2013.

Parametre modelu sú S(0)=0.5, µ = 1/76, γ = 1/9, R0 = 16. Prvé dva obrázky sú reálne dáta,

druhé dva obrázky sú simulácie.

Na nasledujúce 100 ro£né obdobie sme simulovali aj hodnoty I s predpokladom,

ºe miera zao£kovania zostane na poslednej známej úrovni, £o je hodnota z roku 2013.

Predikciu zloºiek pre Ve©kú Britániu a Severné Írsko na 100 rokov môºeme pozorova´ na

obrázku 13. Po£iato£né hodnoty parametrov v roku 2013 sú rovné posledným známym

hodnotám z roku 2013, ktoré sme získali simuláciou v prípade hodnoty S alebo z dát

v prípade I, p.
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Obr. 13: Simulácia S, I, R, p pre Ve©kú Britániu a Severné Írsko od roku 1981 po rok 2013

s nasledovnou predikciou modelu na 100 rokov.

Od roku 1980 sme mohli v dátach pre Ve©kú Britániu a Severné Írsko pozorova´

nieko©ko epidémií, ktoré boli pravdepodobne spôsobené nízkou mierou zao£kovania.

Tá následne rástla, £o je o£akávaná reakcia na zvý²ený výskyt ochorenia, ke¤ºe ©udia

za£ínajú vníma´ riziká plynúce z ochorenia negatívnej²ie. Pod©a ná²ho modelu podiel

náchylných klesal, zatia© £o podiel imúnnych rástol v¤aka zvy²ujúcej sa miere zao£kova-

nia. Po dosiahnutí najvy²²ej hodnoty miery zao£kovania v roku 2013 a s predpokladom,

ºe takáto miera zostane na¤alej kon²tantná ná² model predikuje rast imúnnych a po-

kles náchylných. Výskyt ochorenia zaznamenáva po istom £ase vysoké hodnoty, av²ak

neskôr poklesne a konverguje k nule.

Ako môºeme pozorova´ na obrázku (13) model pre dáta Ve©kej Británie a Severného

Írska konverguje k stacionárnemu bodu θ1 = (S∗1 , I
∗
1 ) = (1−p, 0), £o je stav bez ochore-

nia. Táto konvergencia je spôsobená faktom, ºe predpokladáme, ºe miera zao£kovania

zostane dlhodobo na vy²²ej úrovni ako je kritická hodnota miery zao£kovania, po pre-
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kro£ení ktorej dochádza k eradikácii ochorenia z populácie. Dá sa teda kon²tatova´, ºe z

dlhodobého h©adiska je pre Ve©kú Britániu a Severné Írsko výhodné udrºa´ si aktuálnu

mieru zao£kovania.

Na obrázku (14) sme vykreslili porovnanie ro£ného výskytu nami nasimulovaných

hodnôt podielu in�kovaných ©udí s po£iato£nou hodnotou podielu in�kovaných rovnej

reálnej hodnote v roku 1981 a reálnych dát podielu in�kovaných v £ase t v danom roku

pre Ve©kú Britániu a Severné Írsko. Predpokladali sme, ºe miera zao£kovania ostáva

po£as roka kon²tantná. V tomto porovnaní sme simulovali prvé dve rovnice SIR modelu

4 a vykreslili vývoj podielu nových prípadov in�kovaných za celý rok, £o zodpovedá

£lenu βSI v druhej rovnici SIR modelu 4. V tomto prípade sme aproximovali prvé dve

diferenciálne rovnice SIR modelu (4) doprednou Eulerovou metódou s krokom 1/365.

Takto sme získali hodnoty pre kaºdý de¬ v roku. Následne sme v kaºdom roku denné

hodnoty βSI s£ítali a vydelili infek£nou dobou, £ím sme získali podiel in�kovaných v

roku.

Na obrázku 14 vidíme, ºe nami nasimulované hodnoty podielu in�kovaných nie sú

zhodné s historickými dátami. Môºeme v²ak kon²tatova´, ºe nami nasimulované hod-

noty podielu in�kovaných sú vzh©adom k miere zao£kovania rozumné. Pri nízkej miere

zao£kovania za£al rás´ podiel in�kovaných a po dosiahnutí dostato£ne vysokej miery

zao£kovania a jej následnom udrºaní za£al podiel nakazených klesa´. Dôleºité pozo-

rovanie je, ºe aj historické aj simulované hodnoty podielu in�kovaných konvergujú k

nule.
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Obr. 14: Porovnanie simulovaných a reálnych ro£ných dát podielu in�kovaných pre Ve©kú

Britániu a Severné Írsko od roku 1981 po rok 2013. Parametre pre simulovaný model sú

I(0) = Î(0), µ = 1/76, γ = 1/9, R0 = 16, kde Î(0) je reálna hodnota podielu in�kovaných v

roku 1981. Tretí graf je priebeh historickej miery zao£kovania.
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Záver

V tejto práci sme sa zaoberali vakcináciou proti osýpkam. Napriek tomu, ºe vo£i tomuto

ochoreniu existuje lacná a efektívna vakcína, nepodarilo sa ho globálne eradikova´. Z

tohto dôvodu je prínosné skúma´ vývoj ochorenia v populácii a ur£i´ aká musí by´ mi-

nimálna miera zao£kovania na to, aby sa ochorenie dalo z populácie vyni£i´. Ako sme

mohli pozorova´ na konci druhej kapitoly táto kritická hodnota je závislá od repro-

duk£ného £ísla. �ím je R0 vy²²ie, tým je náro£nej²ie ochorenie eradikova´, ke¤ºe je na

to potrebná vy²²ia miera zao£kovania. Teoretickým prínosom tejto práce bolo okrem

iného aj odvodenie tvaru reproduk£ného £ísla, ktoré môºe £itate© nájs´ v podkapitole

2.3.1.

Teória hier poskytuje prostriedok na analýzu správania jednotlivcov a ur£enie opti-

málnej stratégie jedinca v závislosti od pomeru rizika z nepriaznivých ú£inkov z vakci-

nácie a rizika z in�kovania sa. Optimálna stratégia je ur£ená rovnicami (17), resp. (18).

Dôleºitým pozorovaním je, ºe pri politike dobrovo©ného o£kovania je pre optimálnu

stratégiu pre akúko©vek hodnotu relatívneho rizika nemoºné chorobu z populácie era-

dikova´. Tento fakt môºeme pozorova´ na obrázku 6. �ím je miera rizika vy²²ia, tým je

hodnota rovnováºnej vakcina£nej úrovne niº²ia aº po hodnotu rizika ur£enú nerovnicou

(24).

Na to aby sme dokázali evolúciu ochorenia kvanti�kova´ sme vyuºili SIR model

(4). Model zoh©ad¬uje mieru zao£kovania, úmrtnostnú a pôrodnostnú mieru, infek£nú

dobu a mieru prenosu ochorenia. Pomocou stacionárnych stavov modelu a znalosti

rozdelenia jednotlivých náhodných premenných sme odvodili pravdepodobnos´, ºe sa

nezao£kovaný jedinec po£as svojho ºivota in�kuje. Pomocou tejto pravdepodobnosti sa

následne dá odvodi´ explicitný tvar optimálnej stratégie jednotlivca maximalizujúceho

svoju výplatu v prípade ak je relatívne riziko niº²ie ako pravdepodobnos´ nakazenia sa

pri nulovej miere zao£kovania.

Poznajúc optimálnu stratégiu zao£kovania sa sme analyzovali konvergentné sprá-

vanie SIR modelu (4). Pre vy²²ie hodnoty relatívneho rizika je podiel in�kovaných v

stacionárnom stave modelu pre optimálnu hodnotu stratégie vy²²í aº po hranicu rizika

od ktorej sa ©udia prestávajú dáva´ o£kova´. Od tejto hranice zostáva podiel in�kova-

ných v závislosti od miery rizika kon²tantný.
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V ¤al²ej £asti sme simulovali model SIR (4) v £ase, aby sme ukázali jeho sprá-

vanie pre rôzne po£iato£né hodnoty parametrov. V prípade, ºe je po£iato£ná miera

zao£kovania vy²²ia ako kritická hodnota miery zao£kovania po prekro£ení ktorej do-

chádza k eradikácii ochorenia z populácie, systém konverguje k stavu bez ochorenia. V

opa£nom prípade systém dospeje do endemického stavu so zastúpením podielu in�ko-

vaných jedincov. Na základe týchto simulácií môºeme pozorova´, ºe na konvergentný

stav modelu po£iato£né hodnoty podielu jednotlivých zloºiek nemajú vplyv. Dôleºitá je

najmä miera zao£kovania a v¤aka tomuto pozorovaniu môºeme kon²tatova´, ºe podiel

zao£kovaných hrá ve©kú úlohu v snahe o eradikáciu ochorenia.

V poslednej £asti sme dosadili reálne dáta výskytu choroby za rok a miery zao£ko-

vania do ná²ho modelu SIR. Simulovali sme priebeh zloºiek S a R pre roky, kedy sme

mali dostupné dáta. Výsledky priebehu týchto zloºiek boli racionálne. Následne sme

vyskú²ali predikova´ priebeh zloºiek S, I, R na najbliº²ích 100 rokov s tým, ºe sme

za po£iato£né hodnoty dosadili posledné známe hodnoty z predchádzajúcej simulácie.

Predpokladali sme, ºe miera zao£kovania ostane kon²tantná. Model v takom prípade

konvergoval k stavu bez ochorenia, ke¤ºe miera zao£kovania bola dostato£ne vysoká.

Pri porovnaní hodnôt reálneho výskytu ochorenia za roky 1981-2013 s nami nasimu-

lovanými hodnotami podielu infek£ných v²ak hodnoty boli odli²né, ale konvergovali k

rovnakej hodnote. Preto dochádzame k záveru, ºe z krátkodobého h©adiska nie je SIR

model (4) vhodný na simuláciu dát av²ak cenné sú jeho výstupy zo stacionárnych sta-

vov. Pomocou stacionárnych stavov môºeme sledova´ ako sa bude vyvíja´ ochorenie z

dlhodobého h©adiska. Tieto výsledky sa dajú vyuºi´ pri snahe o eradikovanie ochorenia

z populácie.
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Príloha 2 PROGRAM NA SIMULÁCIU SIR MODELU V MATLABE

Príloha

1 Program na simuláciu SIR modelu v R

I<−NULL

SIR<−f unc t i on (S , I , p ,mu,gamma,R0 , n , h){

R<<−1−S−I

beta<−R0∗(gamma+mu)

p_crit <<−(1−1/R0) ∗ (1−1/R0 > 0)

eq1<<−c(1−p , 0 , p )

eq2<<−c (1/R0 , (mu/beta )∗ (R0∗(1−p)−1) ,1−1/R0−mu/beta ∗(R0∗(1−p)−1))

i f (p<p_crit ) eq<<−eq2 e l s e eq<<−eq1

cat (" p r i h lad ine zaockovania " , p , " a k r i t i c k e j

hodnote p_krit " , p_crit , " j e ekv i l i b r i um rovne " , eq )

f o r ( i in 1 : n){

ds <− mu∗(1−p)−beta ∗S [ i ]∗ I [ i ]−mu∗S [ i ]

d i <− beta ∗S [ i ]∗ I [ i ]−gamma∗ I [ i ]−mu∗ I [ i ]

S [ i +1] <− S [ i ] + ds∗h

I [ i +1] <− I [ i ] + di ∗h

R[ i +1] <− 1 −S [ i +1]− I [ i +1]

}

S<<−S

I<<−I

R<<−R

N<<−N

}

2 Program na simuláciu SIR modelu v Matlabe

f unc t i on dSI = SIR( t , SI )

mu=1/76;

gamma=1/9;

R0=16;

p=0.9 ;

beta=R0∗(gamma+mu) ;

dSI = ze ro s ( 2 , 1 ) ;

dSI (1 ) = mu∗(1−p)−beta ∗SI (1)∗ SI (2)−mu∗SI ( 1 ) ;

dSI (2 ) = beta ∗SI (1)∗ SI (2)−gamma∗SI (2)−mu∗SI ( 2 ) ;

end

[T,Y] = ode45 (@SIR , [ 1 : 1 : 1 0 0 0 ] , [ 0 . 0 5 0 . 0 0 0 1 ] ) ;
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