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Abstrakt v statnom jazyku

ZATKO, Patrik: Oc¢kovanie z hladiska teorie hier [Diplomova pracal, Univerzita Ko-
menského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovane]
matematiky a Statistiky; skolitel: prof. RNDr. Pavel Brunovsky, DrSc., Bratislava, 2015,
o7 s.

Cielom prace bolo ziskat prehlad o stave pouzitia tedrie hier v matematickej epi-
demiologii a aplikovat ziskané vedomosti na data. V nasSej praci sme skimali kom-
partmentovy SIR model pouzivany na simuléciu dynamiky vyvoja jednotlivych skupin
obyvatelov rozdelenych na zaklade ich zdravotného stavu. Na opis optimalnej stratégie
ockovania sme vyuzili teériu hier. Takto sme dokazali analyzovat spravanie jednotlivcov
v zavislosti od podielu miery rizika vyplyvajiceho z negativnych tc¢inkov z vakciny a
rizika z infikovania sa. Podla oCakavani s rasticim podielom relativneho rizika docha-
dza k poklesu hodnoty rovnovaznej vakcinac¢nej tirovne. Simulédciou modelu pre rézne
parametre sme zanalyzovali mozné varianty limitnych hodnot vyskytu ochorenia. Na
model sme nésledne aplikovali realne data a predikovali mozny priebeh ochorenia v bu-
ducnosti. Pokisili sme sa overit silad vysledkov predpovedanych simulaciou s datami.
Navyse kedZe sme nikde v literattre nenasli odvodenie tvaru zéakladného reprodukéného

¢isla, tak sme ho v nasej praci odvodili.

Krlacové slova: SIR model, zékladné reprodukéné Eislo, tedria hier, vakcinacia



Abstract

ZATKO, Patrik: Vaccination in terms of game theory [Master thesis|, Comenius Uni-
versity in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of
Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: prof. RNDr. Pavel Brunovsky, DrSc.,
Bratislava, 2015, 57 p.

Objective of the thesis was to study use of game theory in mathematical epidemi-
ology and apply obtained knowledge on data. In our paper we analyzed SIR model
used for simulation of dynamics of evolution of each of its compartments. Classifica-
tion of individuals to compartments is based on their health condition. To describe
the optimal strategy for vaccination we used game theory. By this approach we could
analyze individual’s behavior depending on the ratio of risks of vaccination and risks
of infection. As expected, with increase of the relative risk value of equilibrium vac-
cination level decreases. For several values of parameters we carried out simulation of
the model to analyze possible cases of limit values of disease incidence. We applied
real data on the model and predicted possible evolution of the disease incidence in the
future. We tried to verify whether results predicted by simulations correspond with
data. Moreover since we have not found derivation of the basic reproduction number

in any literature we did it ourselves.

Keywords: SIR model, basic reproduction number, game theory, vaccination
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UVOD UVOD

Uvod

Vakcinacia je jedna z najefektivneSich foriem prevencie proti chorobam a tumrtiam
zapri¢inenym infekénymi ochoreniami. Pomocou dostatocnej miery zaockovania v po-
puléacii by sa dalo dosiahnut eradikovanie alebo inak povedané vynicenie ochorenia
lokalne a v pripade globélnej iniciativy aj celosvetovo. Na lokalnej tirovni sa podarilo
eradikovat viaceré ochorenia, avSak jedinym prikladom globédlneho eradikovania ocho-
renia st kiahne. Aj napriek dostupnosti pomerne lacnych a efektivnych vakcin sa dalgie
ochorenia, proti ktorym existuje vakcina, nepodarilo z populacie eradikovat. Jednym
z kandidatov na globalnu eradikiciu st osypky, ktorymi sa v tejto praci dalej zaobe-
rame. Toto ochorenie je vysoko infekéné a moze sposobit aj velmi vazne zdravotné
komplikacie az smrt.

V krajinach, kde je ockovanie povinné je vyskyt pripadov daného ochorenia nu-
lovy alebo velmi nizky. Problém v8ak spociva v existencii dobrovolného oc¢kovania. V
takejto situdcii sa pri dostato¢nej miere zaoc¢kovania niektori I'udia spoliehaju na ko-
lektivnu imunitu, ¢o znamena, Ze nedaju svoje deti zaockovat, kedZe existuje len mala
pravdepodobnost, ze sa ich dieta nakazi. V ich vnimani rizikd z negativnych u¢inkov
vakcinacie prevysuju rizikd z negativnych tuc¢inkov infikovania sa. V obdobi takzvanych
vakcina¢nych panik dochadza v takychto krajinach k zna¢nému poklesu miery zaockov-
nia. Preto je v oblastiach, kde je o¢kovanie dobrovolné naro¢né eradikovat ochorenie a
tento problém sa nésledne prenésa na globalnu droven.

V snahe lepsie porozumiet dynamike vyvoja Sirenia infekcie v populécii vznikli rozne
matematické modely, ktoré tento vyvoj popisuji. Od zaciatku 20. storoc¢ia vznikali mo-
dely zaloZené na myslienke rozdelit obyvatelov na niekolko skupin podla ich zdravot-
ného stavu. Dynamika vyvoja pomeru [udi v tychto zlozkéch je popisana systémom
diferencialnych rovnic.

Na to, aby sme popisali ako sa spravaja jednotlivci a aké stratégie st pre nich
optimalne sa da vyuzit tedria hier. Pomocou syntézy modelu teoérie hier a modelu dife-
rencialnych rovnic vieme nasledne popisat ako rizika vyplyvajuce z infikovania sa alebo
z vakcinacie ovplyviuji oc¢akédvaniu hladinu zaockovania. Jeden z takychto modelov je
zostaveny v praci Baucha [I], ktory popisuje volbu optiméalnej stratégie jednotlivca v

otazke, ¢i zvolit stratégiu ockovat alebo neockovat.
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UVOD UVOD

V tejto préaci sa zaoberame skimanim priebehu ochorenia v ¢ase a volbou optimal-
nej stratégie jednotlivca. Predpokladame, ze ak je miera zaockovania vysoka, tak je
ochorenie zriedkavejSie a ¢im je vakcina vnimana rizikovejsie, pripadne infekcia vni-
mand menej rizikovo, tym je vyhodnejSie volit stratégiu neockovat. Model testujeme
na realnych datach miery zaockovania a vyskytu ochorenia. Skimame, ¢i model dobre
opisuje skutoc¢né déta.

Diplomova praca je rozdelend na 4 kapitoly. V prvej kapitole oboznamujeme ¢ita-
tela s problematikou vakcinacie. V druhej kapitole uvadzame matematické modely a
principy pouzivané v epidemioldgii a analyzujeme reprodukcné ¢islo, ¢o je dolezitym
ukazovatelom ¢i uz pre ochorenia samotné alebo aj pre modely skimajtce tieto ochore-
nia. Tretia kapitola obsahuje model tedrie hier. V Stvtej kapitole analyzujeme spravanie
modelu v Case ale aj v zavislosti od miery rizika. Takisto v tejto casti testujeme, ¢i mo-

del dostato¢ne dobre popisuje realne data.
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1 VAKCINACIA

1 Vakcinacia

V tejto kapitole sa venujeme historii vakcinédcie a jej prinosom pre populaciu. Popisu-
jeme osypky, kedZe sa o¢kovanim proti tomuto ochoreniu budeme dalej v praci venovat.
Nakoniec vysvetlujeme problém, ktory pre spolo¢nost predstavuje politika dobrovol-

ného oc¢kovania.

1.1 Prinos vakcinacie

Pod pojmom ockovanie alebo vakcinacia sa rozumie injek¢éné, peroralna alebo inhala¢na
aplikicia otkovacej latky (vakciny) s cielom navodit aktivnu $pecificka imunitu ¢loveka
proti ur¢itému infekénému ochoreniu [13].

Antigén je cast ockovacej latky, ktord stimuluje ziadand imunitni reakciu voéi pa-
togénu. Antigén, skratka z anglického anitbody generator, je latka, ktora dokaze byt
rozpoznand adaptivhym imunitnym systémom.Patogén je latka, ktora dokaze vyvolat
ochorenie. Pomocou tychto pojmov vieme zadefinovat o¢kovanie ako podanie antigénov
do tela ockovaného ¢loveka, ¢im sa stimuluje jedincov imunitny systém tak, Ze si sam
vytvori §pecificka (ziskani) imunitu voci patogénu.

Pojem vakcinacia vznikol po tom, ¢o lekar Edward Jenner zaregistroval, ze dojicky
krav, ktoré prekonali kravské kiahne sa neskor nikdy nenakazili pravymi kiahiiami.
Vdaka tomuto pozorovaniu, mu napadla myS$lienka preniest virus kravskych kiahni na
¢loveka, ktory este chorobou nebol postihnuty a vytvorit tak u neho imunitu proti pra-
vym kiahfiam. Po tspesnych pokusoch na Tudoch bol dany proces nazvany pojmom
vakcinacia, ktory mé zaklad v latinskom slove vacca, ¢o znamena krava. V roku 1980
sa na tzemi CSSR prestalo o¢kovat voc¢i pravym kiahiiam z dévodu vynic¢enia spomi-
naného ochorenia na celom svete [13]. O zavedenie pojmu vakcinacia pre vSetky druhy
ochranného o¢kovania sa postaral Louis Pasteur. Jeho velkym prinosom bolo aj pris-
penie k objavu vakciny proti besnote, ktora sa vyuziva na tzemi CSSR od roku 1918.
Postupne boli vynajdené oc¢kovacie latky proti dalsim infekénym ochoreniam, medzi
inymi aj proti ¢iernemu kaslu, tetanu, tuberkuloze, ¢i chripke. Momentélne sa vyuziva
moznost kombinécie viacerych oc¢kovacich latok do jednej podavanej davky. Je to tak

napriklad v pripade vakciny proti mumpsu, osypkam a rubeole.
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1.1 Prinos vakcinéacie 1 VAKCINACIA

Vakcinécia je najefetkivnejsi sposob, akym sa moze ¢lovek preventivne chranit voci
chorobam a tmrtiam zapri¢inenym infekénymi ochoreniami. Ako jeden z najvicsich
uspechov v oblasti verejného zdravotnictva v 20. storoci je to jedna z najlepSich me-
tod, ako chranit deti proti nebezpeénym detskym ochoreniam. Vdaka lepsej hygiene,
stravovaniu , antibiotikdim a najméa ocCkovaniu sa da vo¢i mnohym chorobam, ktoré
boli v minulosti nebezpe¢né, preventivne chranit. V spolo¢nosti sa takéto ochorenia
momentalne vyskytuja len zriedkavo. Na prilozenom obréazku [I| mozeme pozorovat kle-
sajuci trend v pocte infekcii na osypky na 100 000 obyvatelov v Spojenych Statoch
americkych. Po objaveni vakciny voci tomuto ochoreniu v roku 1963 a jej naslednej ap-
likicii na iroku verejnost sa vyskyt osypok v USA rapidne znizil a vyhody ockovania

sa preto v tomto smere nedaji popierat.

Vyskyt osypok v Spojenych statoch americkych
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Obr. 1: Pocet vyskytov osypok na 100 000 obyvatelov v jednotlivych statoch USA [19]

Kedysi zvyklo pocas epidémii infekénych chorob mnoho deti umierat. Vdaka dostup-
nosti niekolkych druhov vakcin, najmé pre deti je to v8ak minulost. St vel'mi efektivne

a vidsina z nich je schopnych predchadzat chorobam s 90-99% ucinnostou [3].
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1.2 Osypky 1 VAKCINACIA

Vdaka ockovaniu by sa niektoré choroby dali kompletne zneskodnit. Definicia vyhu-
benia choroby (z anglického eradication) sa pocas historie menila. Mnohokrat sa viedli
spory o tom, ¢i sa jednd o kompletné vynicenie choroby v celej populécii alebo len
na regionalnej drovni. Poslednd znama definicia eradikacie, ktori budeme pouzivat je

uvedenda v [4].

Definicia 1.1. Eradikdcia
Absencia patogénu na definovanej geografickej oblasti, ktord je visledkom cielenej cin-

nosti proti takémuto patogénu.

Benefity globalneho zneskodnenia choroby st zrejmé. Okrem zdravotnych vyhod s
to aj nizsie sihrnné zdravotné néklady, jednoduchsie prijatie inych zdravotnych inter-
vencii a vylepSenie kultury prevencie. Z ekonomického hladiska st naklady na kontrolu
a liecbu uz vypuknutych ochoreni vysoké. Oproti tomu st naklady na vakcinaciu ovela
niz§ie. Ako je uvedené v [4] na globélnej trovni doslo iba k eradikacii kiahni (pravé
kiahne). Kiahne si v8ak netreba mylit s ov¢imi kiahiiami, ktoré sa Tahko lie¢itelne.
Na regionélnej tirovni bola, v Americkom regione v roku 2009 eradikovand rubeola
(ruzienka). Americky region je jeden z 6 regionov podla delenia WHO (World Health
Organisation). Do roku 1988 viac ako tretina krajin sveta eradikovala detska obrnu a
momentalne prebieha iniciativa na globalne zneskodnenie tohto ochorenia. Medzi d'al-
$imi potencidlnymi kandidatmi na globalnu eradikaciu sa osypky, rubeola, ¢i mumps.

Ockovanie na tizemi Slovenskej republiky je pritomné uz po mnohé roky. Ceskoslo-
vensko bolo prvym Statom na svete, kde doslo k vyniceniu detskej obrny. Taktiez sa
rapidne znizoval vyskyt d'alsich infek¢énych ochoreni, proti ktorym sa zacalo vakcinovat.

Na Slovensku je oc¢kovanie, ktoré je povinné hradené statom.

1.2 Osypky

V nagej praci sa budeme zaoberat osypkami a vakcinaciou proti nim. Jedna sa o vy-
soko néakazlivé virusové ochorenie. Pravdepodobnost, Ze sa nechraneny ¢lovek infikuje
po kontakte s infikovanym ¢lovekom je viac ako 90% [16]. Vyskytuje sa iba u Tudi a na-
priek bezpecnej a efektivnej vakcine sa na celom svete stale vyskytuja pripady vyskytu
tohoto ochorenia. Oc¢kovacia latka sa vyvinula v roku 1963 a od roku 1971 je dostupné

kombinované vakcina vo¢i mumpsu, osypkam a rubeole, znaima ako MMR vakcina (ang.
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1.2 Osypky 1 VAKCINACIA

mumps, measles, rubella), ktora sa pre maximalnu ochranu podava v dvoch déavkach.
Prva davka je injek¢ne podavani medzi 12 a 18 mesiacom zivota, druha davka moze
byt poskytnutd uz mesiac po prvej davke. Na Slovensku sa druha davka podava po
doviseni 11 rokov. KI'i¢om k zniZeniu poc¢tu umrti na globalnej arovni je vakcinécia a
to najma v krajinach s nizkym pokrytim. Po vakcine alebo po vylieceni ziskava clovek
celozivotnt imunitu. Do roku 2020 WHO planuje s eradikaciou osypok v piatich WHO
regionoch. V poslednom, Siestom regiéne sa rata so zneSkodnenim uz skor.

Na obréazku [2| je vykresleny pocet vyskytov osypok a pokrytie vakcinou v populécii
na tzemi Slovenskej republiky. Mézeme pozorovat, ze po roku 1990 miera vakcinacie
zacala klesat. Nasledne boli zaznamenané dve viny epidémie, pricom po prvej vine sa
podiel novozaockovanych T'udi zvysil a do roku 2013 dosahoval tento podiel hodnoty
v rozmedzi 98%-99%. Pri takejto vysokej miere zaoCkovania bola neskor incidencia

osypok rovnéa nule. Ako zdroj dat nam slazila databaza WHO [17], [18].

Slovenska republika - osypky
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Obr. 2: Vyskyt ochorenia a pokrytie populacie vakcinou proti osypkam v SR. Zdroj udajov:
17, [18]
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1.3 Politika dobrovol'ného ockovania 1 VAKCINACIA

Choroba sa prenasa cez kontaminovany vzduch a kvapdcky v nom pri kontakte s
nakazenym c¢lovekom. Medzi symptomy patri vysoka hortcka, zapal o¢nych spojoviek
a typické vyrazky, ktoré sa postupne Siria od tvare na nizsie Casti tela. Vaznejsi priebeh
choroby je pravdepodobnejsi u slabo zivenych deti s nedostatkom vitaminu A alebo pri
oslabenom imunitnom systéme. Osypky mozu sposobit aj velmi vazne komplikacie ako
slepota, encefalitida a zédvazné ochorenia dychacich ciest. Tieto problémy moézu vyustit

v smrt, ¢o nastava v 5-10% pripadov infikovanych deti v rozvijajucich sa krajinach [16].

1.3 Politika dobrovol'ného oc¢kovania

Diskusia Sirokej verejnosti o nepriaznivych tc¢inkoch vakcindcie ma za nasledok vznik
roznych hnuti, ktoré vyjadruji svoj nestihlas s ockovanim deti. Tito odporcovia vic-
sinou podcenuju rizikd plyntice z nakazenia sa infekciou, pripadne precefnuju rizika
plyntce z o¢kovania. Snahou takychto skupin je presadenie dobrovolného ockovania.
Ak je dostato¢né percento populécie imanne vo&i chorobe (ofkovanim alebo priro-
dzene), tak vo vnimani ludi aj velmi malé riziko spojené s vakcinaciou prevazi riziko
z nakazy. Mnoho Tudi sa preto spolieha na takzvani kolektivnu imunitu a nedaja sa

zaockovat, pretoZze existuje len mald pravdepodobnost, Ze sa nakazia.

Definicia 1.2. Kolektivna imunita (ang. Herd imunity)
Kolektivna imunita je ochrana nezaockovanijch jedincov proti infekcii, pri dostatocnej

miere zaockovanej populdcie.

Je to dosledok nadobudnutej imunity medzi jednotlivcami, ktory moze znizit riziko
infikovania sa chorobou pre neiminnych jedincov. Cim viac Tudf je zaockovanych, tym je
mensia motivacia pre Tudi sa zaoc¢kovat a tym padom nepodstipit vnimané rizika z neho
vyplyvajuce. Vlastny zaujem jednotlivca moze pri politike dobrovolného ockovania
zabranit kompletnému vyhubeniu choroby, ktorej sa dalo zabranit o¢kovanim. Avsak
pre populaciu s dostato¢ne vysokou mierou zaockovania sa choroba da vynicit aj bez
toho, aby vSetci podstipili vakcinaciu.

V stcasnosti je dostupna Siroké skala oc¢kovacich latok, preto sa mnohokrat lisia aj
ockovacie programy v roznych krajinach. Rozdiel je v type podavanej vakciny, pocte
davok, obdobi zivota, kedy st podavané. Velké odlisnosti v§ak mozeme najst v tom,

¢i je ockovanie v danej krajine pre dand chorobu povinné alebo nie, pripadne, ¢i je
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odportacané. Odporacané oc¢kovanie je podla [8] definované ako oc¢kovanie, ktoré je za-
hrnuté v ndrodnom imuniza¢nom programe pre vSetky alebo pre blizsie urcené skupiny
obyvatelstva, nezavisle od toho, ¢i je hradené §tatom alebo nie. Povinné oc¢kovanie je oc-
kovanie, ktoré podla zakona musi podstipit kazdé dieta. Rodi¢ v takom pripade nemé
moznost volby a musi dat svoje dieta zaockovat bez ohladu na to, ¢i existuju legalne
alebo ekonomické désledky za odmietnutie podania vakciny svojmu dietatu. Prikladom
takychto dosledkov moéze byt finanéna pokuta, problémy s navstevou Statnych $kol,
pripadne pravna dohra.

Podl'a [8] 15 z 29 krajin Eur6py nemé ziadne povinné ockovanie, zatial ¢o zvy$nych
14 m4 povinnt vakciniciu aspon voci jednému ochoreniu. Napriek tomu sa dodrzuje
miera zaocCkovania aj v krajinéach, kde je ockovanie iba odporiacané, na relativne vysokej
urovni. V tabulke (1)) je znadzorneny prehlad podmienok plnenia detskych vakcinac¢nych
programov pre vybrané krajiny Europskej Unie a pre vybrané infekéné ochorenia. Ako
mozeme pozorovat v tabulke Slovensko je jedna z mala krajin, kde je ockovanie
povinné pre vacsinu ochoreni. Celkovo bolo v roku 2011 povinné dat sa zaockovat proti
9 ochoreniam a proti 2 ochoreniam sa boli povinni dat zaockovat I'udia s rizikom [§].
Vdaka tomu je vyskyt ochoreni, proti ktorym sa da vakcinovat na Slovensku nizky.

Dobrovolné ockovanie moze vyustit v problém takzvaného ¢ierneho pasaziera. Ta-
kyto T'udia neplatia rizikom z podstipenia vakcinacie, ale vyuzivaji vyhody malej prav-
depodobnosti nakazenia, v pripade dostatocnej miery zaockovania v populacii. Cim je
viac Tudi zaoc¢kovanych, tym je pre nezaockovanych jedincov nizgia pravdepodobnost,
7e sa nakazia, prave vdaka kolektivnej imunite. Mnoho Tudi si je vedomych toho, Ze
kolektivna imunita sa da vyuzit v ich prospech. Dobrovolné o¢kovanie preto signifikan-
tne stazuje eradikovanie jednotlivych ochoreni. Ak sa najde dost T'udi, ktori neprijmu
vakcinu, méze dojst k epidémii. Takéto pripady nastavaji pocas obdobi, ktoré sa na-
zyvaju ockovacia panika (ang. vaccine scare). Dovodom vzniku takychto panik moézu
byt obavy z bezpecnosti vakciny, ¢i podcenenie rizik z nédkazy chorobou. Aj mierne
zvySenie vnimaného rizika vyplyvajiceho z vakcinicie v kombinacii s nizkym vysky-
tom ochorenia v populacii méze mat za dosledok vyrazny pokles miery zaoCkovania v

populécii.
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Krajina MMR | Cierny kagel | Detska obrna | Tetanus | Ov¢ie kiahne
Belgicko oV oV PV oV OR
Bulharsko PV PV PV PV A
Cyprus )% oV )% )% OV/OR
Ceska republika | PV PV PV PV OR
Dansko )Y ov oV oV OR
Finsko )Y oV )Y )% A
Holandsko )Y oV )Y )% A
Irkso oV ov oV 0% OR
Litva PV PV PV PV PV
Lotyssko oV oV )% )Y OR
Luxembursko oV oV oV oV 0%
Madarsko PV PV PV PV A
Nemecko 0% 0)Y )Y 0¥ oV
Nérsko )Y ov oV 0¥ A
Polsko PV PV PV PV OR
Portugalsko Y oV Y OV/PR A
Rakiisko oV oV 0% 0)Y OR
Rumunsko PV PV PV PV A
Slovensko PV PV PV PV A
Slovinsko PV PV PV PV OR
Svedsko oV oV oV oV A
Vel'ka Britania oV oV )Y )Y OR

Tabul'ka 1: Podmienky plnenia detskych vakcina¢nych programov [§]

A - absencia odporucania, OR - odporicané pre Tudi s rizikom, OV - odporuéané pre vietkych,

PR - povinné pre I'udi s rizikom, PV - povinné pre vietkych
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V roku 1998 bola vydana publikicia A. Wakefielda v medicinskom ¢asopise The
Lancet, v ktorej sa tvrdilo, ze MMR vakcina moze sposobit ochorenia hrubého ¢reva a
autistické ochorenia [15]. V populécii sa nadobudla verejna mienka, 7e tato vakcina je
skodliva a na zaciatku tohto tisicrocia sa preto dal pozorovat, v USA, vo Velkej Britanii
a Irsku, pokles vakcinécie vodi osypkam, mumpsu a rubeole. Tato panika vyvrcholila do
vyskytu mnohych pripadov ochoreni a amrti na osypky a mumps. Ako sa vSak neskor
ukazalo vo viacerych studiach [14], [6], ¢lanok Wakefielda bol podvrh a publikicia
bola stiahnuta. Néarast hladiny zaockovania v populécii v8ak po sérii epidémii rastol
pomaly. Na prilozenom obrézku |3| mozeme, po poklese miery zaoCkovania, pozorovat
vyskyt vicsieho poc¢tu ochoreni v rokoch 2003, 2008 a 2012. Uz po prvej epidémii,
za¢inali rodi¢ia davat deti ockovat vo vicSej miere. Pokrytie vakcinou vsak nebolo
dostato¢ne vysoké a postupne sa vyskytli dalgie dve epidémie. Porovnanim obrézkov
a [3] si mozeme vSimniut, Ze na Slovensku je dlhodobo miera zaockovania vyssia ako
miera zaoc¢kovania vo Velkej Britanii a Severnom Irsku. Dévodom moéze byt povinna

vakcinécia na Slovensku, v protiklade s dobrovolnym oc¢kovanim v druhom pripade.

Velka Britania a Severné irsko - osypky
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Obr. 3: Vyskyt ochorenia a pokrytie populacie vakcinou proti osypkam vo Velkej Briténii a
Severnom Irsku. Zdroj udajov [17], [18]
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Dalsim prikladom vakcina¢nej paniky je epidémia ¢ierneho kasla okolo roku 1970
vo Velkej Britanii a Severnom Irsku. Obavy Tudi z bezpetnosti vakciny proti ¢iernemu
kasTu sposobili vyrazny pokles hladiny zaoc¢kovania v populécii. Vysledkom boli epi-
démie vo viacerych krajinich a z toho vyplyvajuce vazne zdravotné tazkosti az smrt.
Obnovenie dostatocnej miery zaoCkovania trvalo niekolko rokov a preto moZeme na

obrazku [4] pozorovat zvySeny vyskyt ochorenia aj dlh§iu dobu po vakcinacnej panike.

Velka Britania a Severné irsko - ¢ierny kasel
120%

80000

- 100%

i
"
"
[N
T
1
[N
[ ,//////' - 80%
50000 4
Ill
,l| /
o
40000 — T 60%
] [}
1 !
i !
L 40%

30000

70000

60000

20000
\ /,
- 20%
n

10000
Y N .
’

N -
- ~ EN
N Se- " _

- L - 0%

0
1980 1982 1984 1986 1988 1990 1992 1994 1996 1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010 2012

=== pocet vyskytov ochorenia percento zaockovanych

Obr. 4: Vyskyt ochorenia a pokrytie populacie vakcinou proti ¢iernemu kaslu vo Velkej

Britanii a Severnom Irsku. Zdroj udajov: [17], [18]

Tak ako zniZzena miera zaockovania v populécii vedie k vysSiemu poctu vypuknuti
ochorenia, na druhej strane, epidémie infek¢nych ochoreni mozu mat za nésledok zvy-
Sentl mieru zaoCkovania. Moézeme to pozorovat napriklad pri ¢iernom kasli vo Velkej
Britanii a Severnom Irsku, kde po vy$§om vyskyte tohto ochorenia doglo k zvySenému
prijmu vakciny. Podobné spréavanie sa dalo pozorovat aj v pripade vys$sie spomenutého
vidsicho vyskytu osypok vo Velkej Britanii a Severnom Irsku. Dovodom vysSej miery
vakcinacie v takychto pripadoch méze byt to, ze si sami uvedomia rizika vyplyvajice

z ochorenia. DalSou pri¢inou moze byt zvySena snaha vakcina¢nych programov.
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2 Matematické modely v epidemiol6gii

V tejto kapitole sa venujeme vzniku a vyvoju matematickych modelov v epidemiologii.
Popisujeme zlozkovy model, s ktorym budeme d'alej pracovat. V poslednej ¢asti kapitoly
sa zaoberame dolezitou charakteristikou ochoreni, ktorou je zakladné reprodukéné ¢islo.
Téato veli¢ina sa objavuje v skiimanych modeloch a ako neskor ukazeme, ma v nich

dolezitu ulohu.

2.1 Histéria matematickej epidemiologie

Nasledujuce informacie o matematike v Stidiu ochoreni sme cerpali z [9]. Matema-
tika sa v epidemioldgii pouziva uz vySe troch storo¢i a jej tlohou je skiimat $irenie
patogénov v populacii. Vdaka nej sa da predvidat, ako infek¢né ochorenie postupuje
a nasledne predpovedat moZna epidémiu. Takisto vdaka matematickym metodam je
mozné objektivne objasnit dosledky zdravotnych zasahov, akymi je aj oCkovanie Sirokej
verejnosti.

Prvym autorom, ktory vyuzival kvantitativny pristup v studiu ochoreni a amrti z
nich plynicich bol J. Graunt [5]. O storo¢ie neskor D. Bernoulli [2] vyuzil teoreticky
matematicky pristup na skiimanie kiahni a dosledkov ich vyskytu. V roku 1854 vyuzi-
tim Statistickych dat vyskytu cholery J. Snow ukézal, Ze chorobu je mozné prenasat
pitnou vodou. Jeho objav zaznamenal velky uspech a po dlhu dobu nebol v matema-
tickej epidemiologii prekonany. Neskor Hamer [7] prisiel s deterministickym modelom
v diskrétnom case, ktory bol zaloZzeny na myslienke rozdelenia populécie na zaklade
ich zdravotného stavu vyplyvajiceho zo skimaného patogénu. Takto bola populacia

rozdelend na zdravych a infikovanych jedincov. Model je popisany rovnicou:

AI(t) = BS(8)I(1), (1)

kde S(t) je pocet Iudi nachylnych na chorobu (ang. susceptible) a I(t) je pocet
infikovanych Tudi (ang. infected) v ¢asoch ¢t = 0,1,2.... 8 je stredna miera prenosu

choroby.
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2.2 Kompartmentové modely

Od konca prvej svetovej vojny, kedy vypukla pandémia Spanielskej chripky sa stala
teoria matematickej epidemiologie skuto¢nou vyzvou. Postupne sa zacala pouzivat spo-
jita verzia vysSie spomenutej rovnice. Neskor v roku 1927 bol model pozostavajici zo
ststavy epidemiologickych rovnic formulovany Kermackom a McKendrickom [12]. Po-
pulacia je v tomto modeli rozdelena na 3 zlozky, kde S(t) je podiel Tudi nachylnych
na chorobu, I(t) je podiel infikovanych Tudi a R(?) je podiel vyzdravenych Tudi (ang.
recovered) v Case t. Z podielu infikovanych Tudi v case ¢, vieme urc¢if mnozstvo vy-
skytov ochorenia v populacii. Vdaka takémuto deleniu st podobné modely zname ako
zlozkové modely.

Obycajné diferencidlne rovnice popisujice dany model maji nasledujici tvar:

ds(t)

PO _ sswne)

T _ ssioyie) 1), )
%}Et) = 71(t)

V predchadzajucich rovniciach v oznacuje mieru uzdravenia a dany model sa ozna-
¢uje ako SIR model. Momentalne pouzivané deterministické SIR modely st zalozené na
systéme rovnic . V tychto modeloch st pomery néchylnych, infikovanych a uzdra-
venych T'udi funkciou ¢asu. Tento deterministicky model je dostato¢nou aproximéciou
stochastického modelu, ak je velkost populacie dostatocne velka. V ¢ase objavu bolo
hlavnym vyznamom modelu to, Zze matematickym pristupom ukézal, Ze aj pri vel-
kych epidémiach infekéného ochorenia sa nemusia vSetci néchylni na chorobu nutne
nakazit.

Pri ochoreniach s kratkou infekénou periédou sa pomer néachylnych, infikovanych
a uzdravenych Tudi meni s vySSou frekvenciou. Epidémie takychto ochoreni sa navyse
vyskytuji v cykloch, kvoli zmenam poctu nachylnych v ¢ase. Pocas epidémii ochorenia
pocet nachylnych I'udi vyrazne klesa, kedze viac Tudi pribuda do skupiny infikovanych

a vyzdravenych. Epidémia potom nemodze prepuknit znova, kym pocet néchylnych
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nevzrastie znova na dostato¢ne vysoki tiroven. Takyto rast nastéava potom, ¢o sa narodi
postacujici pocet deti, ktoré nebuda vakcinované.

Standardny SIR. model predpoklada, 7e demografické zmeny st zanedbatelné, ¢o
znamend, 7Ze amrtia tak ako aj narodenia st zanedbatelné pocas obdobia epidémie.
Takyto predpoklad vsak nemoéozeme formulovat pre ochorenia pre ktoré si typické dl-
hodobé epidémie. KedZe pri epidémiéach, ktoré trvaju dlhsi ¢as je nutné zohladnit
demografické zmeny, tak bol tento predpoklad neskor vyliuceny a odvodil sa model,

ktory zohladiioval spomenuté aspekty:

WU = Bsw1) — (o)
M _ gswy1(0) 1) — 1) 3)
MO 1)~ nr (),

kde p je stredna miera umrtia respektive stredna miera porodnosti vyjadrena v
pomere na obyvatela. Rovnost mortality a natality zabezpecuje kongtantnt velkost
populécie. SIR model je zalozeny na predpoklade, ze kazdy infikovany ¢lovek je schopny
prenéasat infekciu a neskor, ak sa vylieci, tak zostava plne iminny voci chorobe. Dalsim
predpokladom je, Ze doba po ktori zostava jedinec v jednej zo zloziek je exponencialne
rozdelena.

Na popisanie Sirenia roznych typov infekcii v populacii sa d& model rozsirit pridanim
dalsich zloziek ako napriklad zlozky infikovanych, ale nie nakazlivych I'ndi oznac¢ovanych
E(t). Takymto pridanim dalsej zlozky, by sme dostali SEIR model. Dalsimi moznostami
st SIS modely, v ktorych sa predpokladé, ze vylieceny jedinec sa moze opat infikovat,
pripadne SIRS modely, ak ide o dlhsie trvajice epidémie. Takisto existuje MSEIR
model so zlozkou M (t), ktora oznacuje Tudi, ktory sa narodia s pasivnou imunitou
ziskanou od matky.

V naSej praci vSak budeme pracovat so Standardnym SIR modelom. Tento model
a jeho varianty sa bezne pouzivaju na modelovanie detskych ochoreni a preto je pre
nas vhodny na modelovanie vyvoja osypok v populacii. Pouzivat ho vSak budeme v

miernej modifikacii, ako je uvedené v praci Baucha [I] z roku 2004. Oproti modelu
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nastane zmena v tom, Ze namiesto toho, aby sa vSetci jedinci rodili do modelu
len k skupine nachylnych, bude ¢ast Tudi, ktora sa da vakcinovat pribudat k skupine
vyzdravenych, teda imtnnych voci chorobe. Zlozka R(t) v tomto pripade teda obsahuje
v8etkych imunnych Iudi, & uZ prirodzene po prekonani choroby alebo po vakcinacii.
Dalsim predpokladom je, ze ockovanie sa d& vykonat iba v skorom veku, teoreticky
pri narodeni a poskytuje celozivotnti imunitu voc¢i danému patogénu. Ratame s tym, ze
vakcina je 100 % u¢inna. Takymto sposobom nie je mozné, aby sa z o¢kovaného ¢loveka
sa stal v budicnosti neockovany, pricom ani opacny pripad, kedy sa z neoc¢kovaného
neskor stane o¢kovany nemoze nastat. Takisto predpokladame homogenitu a teda, ze
Tudia sa stretavaju nahodne a nie iba v malych skupinach, strukttura obyvatelstva sa
nemeni a parametre modelu platia pre vSetkych jedincov rovnako. Systém rovnic s

ktorym budeme pracovat teda bude mat tvar:

B _ (1~ )~ BS @D — S 1),
M0 _ gsw(0) 1)~ i) 4)
di—it) = up +vI(t) — pR(1),

kde p je percento ucinne zaockovanej populacie, pricom sa predpoklada, ze jed-
notlivec nebol infikovany predtym ako sa dal oc¢kovat. Tretia rovnica je v modeli (4))
nadbyto¢nd, kedze S+ 1+ R =1.

Model sa da graficky znazornit diagramom [5| kde Sipky znazoriuja, s akou frekven-
ciou vstupuju, respektive vystupuju jednotlivei do alebo z danych zloziek S, I, R.

Sipky smerujice zhora nadol k jednotlivym zlozkdm znazoriuja pomer jednotliv-
cov, ktori vstupuji do danych zloziek narodenim a zaroven nezaockovanim v pripade
nachylnych jednotlivcov alebo narodenim a zaockovanim v pripade zlozky imunnych
jednotlivcov. éipky smerujtice zhora nadol od jednotlivych zloziek znazoriiuji tmr-
tnostni mieru jednotlivcov v danych zlozkach. Mierou 851 sa nachylni Tudia nakazia

a stant sa z nich infikovani. Miera I udava pomer infikovanych, ktori sa vylie¢ia za

dobu 1/7.
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S BSI I vl ; \ R

Obr. 5: Diagram SIR modelu

2

2.3 Reprodukené cCislo

V epidemioldgii sa ¢asto charakterizuje infekéné ochorenie reprodukénym ¢islom. Re-
produkéné ¢islo Ry je definované ako stredna hodnota efektivnych kontaktov jedného
typického infikovaného ¢loveka pocas infekéného obdobia v plne nachylnej populacii
pre skimané konkrétne infekéné ochorenie [11]. Kontakt medzi infikovanym a nachyl-
nym c¢lovekom je definovany ako efektivny, ak je choroba prenesené na neinfikovaného
¢loveka. Osypky st jedny z najinfekénejSich ochoreni a preto je aj reprodukéné éislo

vysoké a jeho hodnota je v rozmedzi 12-18. Podl'a [10] sa da Ry vypocitat ako:

1
R():Ban;, (5)

kde [ je miera prenosu ochorenia z jedného infikovaného ¢loveka na nachylného
¢loveka za jeden kontakt. % je priemerna dizka trvania daného infekéného ochorenia a

n je priemerny pocet kontaktov jedného ¢loveka za jeden den.
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Reprodukéné ¢islo sa vyskytuje aj v nasom SIR modeli a po prepisani druhej rovnice

v modeli dostavame:

= BST— (y+ )l
- (7+u)](%5— 1) (6)

2.3.1 Odvodenie tvaru reprodukéného éisla v STR modeli

Na tomto mieste odovodnime a odvodime tvar reprodukéného cisla ako je uvedeny v
rovnici . Ry ako bolo spomenuté vyssie oznacuje strednit hodnotu ndhodného poctu
sekundarnych pripadov infekcie z jedného primérneho pripadu v inak plne nichylnej
populacii. Tato ndhodnt premennt oznac¢ime X a méa Poissonovo rozdelenie s para-
metrom 3, X ~ Poiss(f). Podmienena pravdepodobnost, ze jeden infikovany jedinec
nakazi k jedincov do Casu t za podmienky, Ze ostane infekény do Casu ¢ sa da vyjadrit

ako:

P(X=klZ=t)= e—ﬂt(ﬂk—t’)k,

kde Z je ¢as do kedy neprestane byt jeden infikovany jedinec v plne nachylnej po-
pulécii infek¢ény. Tato ndhodné& premennd Z je exponencidlne rozdelenéd s parametrom
(74 1), ¢o znamena, Ze jedinec do ¢asu t zostane infekény a zarovei nezomrie. Hustotu

tohto rozdelenia teda vieme vyjadrit ako

(B+ p)e”Bmt ¢ >0,
f(t) =
0 1< 0.
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Po oznaceni  + p = § moézeme pravdepodobnost, Ze jeden infikovany ¢lovek nakazi

k jedincov zapisat v nasledovnom tvare:

00 t k
P(X =k)= / eﬁt(ﬁk—')de‘;tdt = ||per partes||
0 .

ko 4k o0 k 0o yk—1
:{ 05" ¢ €(5+5)t:| + B t e~ B+t 1t

BNEY) o BH+0Sy (k=1

/6’65 o0 tk*l
“B+0), (k-1

_ B Y e, B
=G = e

Nasledne vieme vyjadrit stredni hodnotu z vypocitanej pravdepodobnosti:

e~ Bt — ||(k-1) krat per partes||

fo=BIXI= 2 My gyem = 6+6;k(M)

k=1
s B\ B\
752 (75s) 2 (55s)

- e+ (2 )+

(B+0? | B+ \f+96 B+4
_ 9 ! _B__F

= = | =%5=

(B+9) _(1_/3%) v+

V poslednom vypocte sme rozpisali sumu a nasledne pouzili vzorec na vypocet stictu
geometrického radu. Vysledkom vypocitanej strednej hodnoty je tvar reprodukéného

¢isla ako je uvedeny v SIR modeli.
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2.3.2 Odvodenie kritickej hodnoty miery zaockovania

Sledujic rovnicu (@, ak RoS — 1 > 0, tak dI/dt > 0, ¢o znamend, Ze sa pomer
infikovanych jedincov zvySuje a dochadza k epidémii. V opacnom pripade, k epidémii
nemoze dojst, kedze pocet infikovanych bude klesajuca funkcia ¢asu a podmienka na
reprodukcné ¢islo je v tomto pripade vyjadrena:

1

V plne néachylnej populacii, teda ak S = 1, je podmienka na eradikovanie choroby
urc¢end nerovniciou Ry < 1. Infekcia v takejto populécii po vstupe infikovaného ¢loveka
z dlhodobého hladiska zanikne. Ak je Ry > 1, tak vstup infikovaného ¢loveka do plne
nachylnej populacie moze mat za nasledok epidémiu. Cim je hodnota Ry vyssia, tym
je tazsie kontrolovat epidémiu.

Infekéné ochorenie je endemické, ak je trvalo sa vyskytujice v populécii bez vstupu
akychkol'vek vonkajsich faktorov. Takyto jav nastava, ak v priemere kazdy infikovany
¢lovek nakazi presne jedného nachylného ¢loveka v plne nachylnej populécii. Ak by in-
fikovany c¢lovek nakazil viac ako jedného ¢loveka, tak moze vypuknit epidémia. Ak by
nakazil prenasac¢ menej ako jedného ¢loveka, tak by sa choroba dala eradikovat. Mate-
maticky sa podmienka endémie v pripade plne nachylnej populécie da zapisat pomocou
reprodukcéného ¢isla, Ry = 1. Reprodukéné ¢islo v populéacii, kde je pomer nachylnych
Tudi rovny S, vynasobené tymto podielom sa musi rovnat jednej, aby infekéné ochore-
nie bolo endemické a aby nedoslo k epidémii RyS = 1.

7 rovnice RyS = 1 takisto vyplyva, ze pri podmienke endemického stavu ochorenia,
podiel nachylnych jedincov klesa s rasticim reprodukénym cislom. Znamena to, 7ze
pri vysoko infekénom ochoreni s vysokym reprodukénym ¢islom, stac¢i mensi podiel
nachylnych obyvatelov na to, aby sa choroba stabilne udrzala v populécii.

Predpovede SIR modelu zavisia od kriticke] hodnoty miery zaockovania v po-
pulécii pgri, po prekroceni ktorej dochadza k eliminécii ochorenia v populacii. Tato
hodnota urc¢uje hladinu kolektivnej imunity. Ak je miera zao¢kovania medzi obyvatel-
stvom nizsia ako kritickd hodnota, tak sa choroba v takejto populacii moze $irit dale;j.

Prekroc¢enim kritickej hladiny zaockovania je mozné chorobu eliminovat.
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V plne nachylnej populécii sa podiel Tudi, ktory je potrebné efektivne zaockovat, tak
aby sa dosiahla kolektivna imunita da vypocitat z rovnice . Ak sa v plne nachylnej
populacii dosiahne miera zaoc¢kovania rovnd py.;;, tak podiel nachylnych I'udi bude v

takomto pripade 1 — pg,i+. Z nerovnice potom vyplyva

Ro(1 — prrir) < 1.

Upravou predchadzajiceho vyrazu dostavame kritickii hodnotu miery zaockovania,

pri ktorej prekroceni dochadza k eradikécii infekéného ochorenia z populécie.

0 ,ak RO é 1,
Prkrit = (9)

1—RL0 ak Ry > 1.
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3 Teb6ria hier

V tejto casti popisujeme pristup teérie hier na nijdenie optimalnej stratégie pri moz-
nosti volby, ¢i dieta dat zaoc¢kovat alebo nie.

Pri rozhodovani, ¢i zaoc¢kovat svoje deti, rodi¢ia zohladnuju rizikd z neziadidcich
uc¢inkov z ockovania, pravedpodobnost, 7Ze sa ich dieta nakazi a rizikd z toho plyntce.
Rozhodnutia jednotlivcov st nepriamo ovplyvnené rozhodnutiami ostatnych rodicov,
pretoze sthrn tychto rozhodnuti urcéuje mieru kolektivnej imunity. Tieto rozhodnutia
vSak mozu zavisiet od mnohych faktorov, ako napriklad dovera voci zdravotnictvu,
vnimané rizikd z ockovania a z choroby a vzajomné posobenie jednotlivcov.

Popula¢na téoria hier sa snazi predpovedat spravanie jednotlivcov, kde vyplata stra-
tégii jednotlivcov zavisi od stratégii ostatnych hracov v populacii. Do modelu tedrie
hier zahrnieme epidemiologicky SIR model, kde budeme skimat spravanie populacie
pod dobrovolnym oc¢kovanim detskych choréb. Tymto pristupom dokéZeme analyzovat,
ako vnimanie rizika ovplyviuje ocakivany prijem vakciny a hladinu pokrytia vakcinou

v populacii. Predpokladame, 7e vSetci hraci maju rovnaka informéciu.

3.1 Formulacia modelu

Model populac¢nej tedrie hier, ktory vyuzivame v tejto podkapitole sme Gerpali z [I].

KedZze skiimame ochorenia, ktorych vakcindcia sa vykonéava vo velmi skorom veku,
tak rozhodnutia o jej podstipeni st prirodzene vykonavané rodi¢mi a nie detmi samot-
nymi.

Cista stratégia jednotlivca je, ze da svoje dieta zaockovat alebo nie. ZmieSana stra-
tégia jednotlivca je pravdepodobnost P, Ze sa rozhodne ockovat. Miera prijmu vakciny
v populacii je rovna pomeru zaockovanych novorodencov. Je to teda priemer vsetkych
zahranych stratégii kazdého jednotlivca v populacii. Ak sa nevyskytne ziadna amrtnost
spojené s chorobou alebo vakcinou, tak podiel oc¢kovanej populacie p, bude rovny hla-
dine prijmu vakciny. Ignorujeme teda oneskorenia medzi zmenami v prijme vakciny a
odpovedajticimi zmenami v celkovom pokryti vakcinou.

Vyplata jednotlivea je vyssia, ak riziko ochorenia (pravdepodobnost neziaducich

tcinkov) je nizie. Zavedieme teda premenné r, a r; , ktoré oznacuju rizika vyplyvajice
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z vakcinacie resp. infekcie (nakazenie chorobou, ktorej sa dalo zabranit oc¢kovanim). m,
oznacuje pravdepodobnost, 7e nezaockovany jedinec sa v kone¢nom dosledku infikuje,
ak hladina pokrytia vakcinaciou v populécii je p. S tymto oznac¢enim je vyplata zaocko-
vaného jedinca —r,, kedZe predpokladame, Ze vakcina je 100 % efektivna a teda rizik z
infekcie pre neho neplynt. Vyplata nezaockovaného jedinca je —r;m,, ktoa zohladiuje
pravdepodobnost nakazenia a nasledujice z toho plyntce rizikid. ZmieSana stratégia
zaoCkovania s pravdepodobnostou P pri miere zaoc¢kovania v populécii p prindsa oca-

kavanu vyplatu

E(P,p) = P(—r,) + (1 — P)(—rimp). (10)

Model teorie hier s ktorym budeme nadalej pracovat sa teda da kompaktne zapisat

v nasledujicom tvare:

HrAdi

Rodic¢ia potencidlnych adeptov na vakcinaciu
Stratégia hraca

Cisté stratégie otkovat (P=1) / neockovat (P=0)
ZmieSané stratégie P
Vyplata hraca
Cisté stratégie
Zaockovany jedinec: —r,
Nezaockovany jedinec: —r;m,
ZmieSané stratégie P(—r,)+ (1 — P)(—r;m,)
V suvislosti s o¢kovanim sa rodi¢ia riadia podl'a vnimaného rizika chorobnosti, ktoré
sa moze signifikantne 1i8it od skuto¢ného rizika. Nasledkom toho, budeme interpretovat

ry, a 1; ako vnimané rizika z vakcinacie, resp. z infikovania a E(P,p) ako vnimani vy-

platu. Hra zostane nezmenend, ak preskilujeme vyplatni funkciu konstantou, v nasom
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pripade 7;. Preto eliminujeme jeden z parametrov, ponechavajic iba relativne riziko

r = r,/r;. Rovnicu ocakavnej vnimanej vyplaty vieme teda prepisat ako :

E(P,p) = —rP —m,(1 — P). (11)

3.2 Nashovo ekvilibrium

V tejto Casti sa snazime urcit stratégie, ktoré sa budu s velkou pravdepodobnostou
hrat.

V situécii, kde vacsina populacie hra stratégiu P a jednotlivei, ktori hraji hoci-
jaku ind stratégiu () vzdy obdrzia nizsiu vyplatu ako ti, ktori hraju P, nazyvame P
Nashovym ekvilibriom. Na druhej strane, ak vic8ina jednotlivcov hra stratégiu @), ale
jednotlivci hrajuci stratégiu, ktora je blizsie k P ako ku @, obdrzia vyssiu vyplatu ako
ti, ktori hraja @, pre vietky Q # P, tak P je konvergentne stabilné. Ak P je Nashove
ekvilibrium a kazdy momentélne hraje P, tak by nikto nemal menit stratégiu. Ak P
je konvergentne stabilné, tak bez ohlTadu na to, aka stratégia je najviac zastipena v
populacii, by jednotlivei mali zacat hrat stratégie blizsie k P a nakoniec prevziat stra-
tégiu P. Spravidla je ocakivané, Ze stratégia pozorovand v skutocnej populacii musi
byt konvergentne stabilné Nashove ekvilibrium [I].

Predpokladajme, 7e ¢ast populacie € sa vakcinuje s pravdepodobnostou P a zvySna
¢ast sa vakcinuje s pravdepodobnostou ). PretoZe ignorujeme akykolvek rozdiel medzi
prijmom vakciny eP + (1 — €)@ a celkovym pokrytim vakcinacie v populécii p, tak

moZeme urcit

p=€eP+(1—¢€Q. (12)

Vyplata jednotlivca hrajiceho P je

Ep(P,Q,¢) = E(P,eP + (1 — €)Q), (13)
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kym vyplata jednotlivca hrajiceho @ je

Eo(P.Q.€) = B(Q.eP + (1 - 6)Q), (14)

Rozdiel vyplat pre jednotlivca hrajuceho P oproti vyplate, ktori obdrzi hrac¢, ak
hraje stratégiu @) je

AFE = Ep - EQ = [7T€p+(1_€)Q - 7’] (P - Q), (15)

Rozdiel vyplat AE udava motivaciu pre jednotlivca zmenit stratégiu z @ na P. Ak
je tento rozdiel kladny, tak sa hracovi oplati zostat pri stratégii P. Ak je zaporny, tak sa
hracovi oplati zmenit stratégiu zo stratégie P na stratégiu (). Pre akékolvek relativne
riziko 7, existuje jediné stratégia P = P* | pre ktort je AFE striktne kladné pre vSetky
Q # P* a vSetky podiely ¢, kde 0 < e < 1. épecialny pripad predchadzajuceho tvrdenia
nastéva pre maly podiel jednotlivcov hrajicich @ (e bliziace sa k 1), z ¢oho vyplyva,

7e pri kladnej AE je P* Nashove ekvilibrium.

Tvrdenie 3.1. Pre [ubovolné relativne riziko r, existuje prave jedna stratégia P = P*,

pre ktori je AE > 0, pre vSetky QQ # P* a pre vSetky €,0 < e < 1.

Doékaz

Pravdepodobnost 7,, Ze sa jednotlivec infikuje musi striktne klesat so zvySujicou sa
mierou zaoc¢kovania v populécii p. Tato pravdepodobnost klesi, az kym p nedosiahne
kriticki hodnotu, pri ktorej dochédza k vyniceniu choroby z populacie, pg = 1—1/Ry.
Maximum teda 7, dosahuje pre p = 0 a pre hodnoty p > pg,it sa m, = 0.

Ak je relativne riziko r > 7, tak je r > 7, pre vetky p > 0. Pre Tubovolné e € [0, 1)
je AE > 0 pre vSetky Q@ # P prave vtedy, ked P = 0. Ak by P # 0, tak vieme najst
@ < P tak, aby AE < 0. Preto je P* =0 jediné Nashove ekvilibrium.

Ak je relativne riziko r < 7, tak existuje jediné p* € (0, prri¢) také, ze
4

> 0, ak p < p*,

T —74=0, ak p = p*, (16)

<0, ak p > p*.
\
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Pre akékolvek Q < P mame p = eP + (1 — €)@ < P pre vietky e € [0,1). Podobne
pre akékolvek Q > P mame p = eP + (1 — €)@ > P pre vsetky € € [0,1). Nakoniec
dostéavame, 7e v pripade, ked r < my dosiahneme pre vsetky € € [0,1) AE > 0 pre
vietky Q # P préave vtedy, ked P = p*. Pozrime sa na pripad, kedy Q < P: p =
eP+(1—¢€)Q =e€p*+ (1 —€)Q < P. Dostavame, Ze p < p* a to nastava iba v pripade,
ak m, —r > 0, zaroveil vieme, Zze P — () > 0 a z toho vyplyva, ze AE > 0. Ak by
sa P # p*, tak vieme najst také e, ze podiel vakcinovanych I'udi p splia nasledujice
nerovnice () < p* < p < P. V takom pripade by vSak AE < 0. Pre pripad ) > P
by sme postupovali analogicky. Nashovo ekvilibrium teda dostaneme rieSenim rovnice

Tps =T. QED

Tvrdenie 3.2. Ak P ani Q nie je rovné Nashovmu ekvilibriu P*, ale P je blizsie ako Q
k P* | tak AE > 0, z éoho vyplyva, Ze P* je konvergentne stabilné a teda konvergentne
stabilné Nashove ekvilibrium (KSNE).

Doékaz

Pre dané relativne riziko r ozna¢me P* prislichajice Nashove ekvilibrium. Zaobe-
rame sa situaciou, kedy je relativne riziko r < mg, kedZe v opacnej situécii je Nashovo
ekvilibrium ¢ista stratégia neockovat.

Predpokladajme, Ze ¢ast populéacie € hra stratégiu P (nie nevyhnutne P*) a zvySni
hrac¢i hraja stratégiu Q # P. Teraz je potrebné ukizat, pre e << 1, ze ak Q < P < P*
alebo ak P* < P < @, tak jednotlivci hrajici P obdrzia vyssiu vyplatu ako jednotlivei,
ktori hraju stratégiu ). To znamena, ze podla rovnice je AE > 0.

Kedze 7, klesa s rasticim p a Nashovo ekvilibirum je rieSenim rovnice 7p. = r,
tak platia nasledujice implikacie. Ak Q < P < P*, tak mpyi—g — 1 > 0, kedZe v
tomto pripade je m, > mp-, pricom mp« = r. V opa¢nom pripade, ak P* < P < (@), tak
podla analogickych argumentov je m.pi(1—¢q — 7 < 0. V obidvoch pripadoch vidime,
ze AE > 0. QED

Podla dokazu tvrdenia (3.1)) vieme, 7ze ak je vakcina vnimana dostato¢ne rizikovo,

tak KSNE je ¢ista stratégia: nikdy nevakcinovat:
P =0, ak r > . (17)

Na druhej strane, ak je r < my, tak KSNE je zmiesana stratégia: vakcinovat s

nenulovou pravdepodobnostou P*(0 < P* < 1). Ekvilibrium v tomto pripade ziskame
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rieSenim rovnice:

Tp« =T, ak r < m. (18)

3.3 SIR model v teérii hier

V tejto ¢asti vyuzijeme SIR model , vypocitame jeho stacionarne body a na zaklade
toho uréime pravdepodobnost ,, Ze sa nezaockovany jedinec nakazi, pri miere zaocko-
vania p. V nasom SIR modeli je ako p oznacovany podiel narodenych vakcinovanych
deti. V modeli teorie hier je ako p ozna¢ovany podiel zao¢kovanej populacie. KedZe sa
vSak sustredime na stabilné rieSenia systému, tak si tieto oznacenia konzistentné.

V pripade, Ze je troven zaockovania p > pg.it, tak systém dokonverguje k stavu bez

ochoreni a rieSenim SIR modelu je

0, = (S5, 1) = (1 — p,0). (19)

V opa¢nom pripade systém konverguje k stacionarnemu bodu, ktory sa pre model

da Tahko odvodit z prvych 2 rovnic.

b, — (S5, 13) = (Rio,%mo(l - 1)) . (20)

Na zaklade vypocitaného ekvilibria vieme vypocitat pravdepodobnost m,, Ze sa ne-
zaockovany jedinec pocas svojho zZivota infikuje. Vyuzijeme predpoklad SIR modelu, ze
¢as pocas ktorého zostéva jednotlivec v jednej zo zloziek tohto modelu je exponencialne
rozdeleny. Ndhodna premenné U, ktora urc¢uje dobu nachylného jedinca do infikovania,
mé exponencialne rozdelenie s intenzitou SI. Nahodnéa premennd V, ktora urcuje dobu
do tmrtia je exponencidlne rozdelend s intenzitou p a tieto dve ndhodné premenné si
nezavislé.

U ~ exp(BI)

V ~ exp(p)

Potom vieme pravdepodobnost 7, vypo¢itat nasledovne:
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o0 . o0 o0 .
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Vypocitana pravdepodobnost nezavisi od miery natality, resp. mortality. Nashovo
ekvilibrium teda takisto nebude zéavisiet od parametra p.
Podmienka, r < g, pri ktorej dostdvame zmieSané konvergentne stabilné Nashovo

ekvilibrium sa teraz, poznajic hodnotu 7,, da prepisat ako

Ro(1—7r) > 1. (22)

Hodnota Nashovho ekvilibria P*, ktort dostaneme vyrieSenim rovnice mp« = 71 je

. 1
P_l—m. (23)
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4 Analyza modelu

V tejto casti analyzujeme spravanie SIR modelu v kombinacii s modelom tedrie
hier. Skiimame citlivost modelu na mieru rizika a simulujeme priebeh zloziek modelu

v Case pre vSeobecny pripad a nasledne pre realne data.

4.1 Rovnovazna vakcina¢na troven v zavislosti od miery rizika

Na priloZenom obrazku [6] sme vykreslili rovnovaznu vakcina¢nt troven v zavislosti
od hodnoty rizika. MéZeme pozorovat, ze pri dobrovolnom ockovani, pri akejkol'vek
hodnote relativneho rizika r, kritickd hodnota pokrytia obyvatelstva vakcinou nebude
presiahnuta vakcinac¢nou troviiou v Nashovom ekvilibriu. Kritické hodnoty pi.;; pre
jednotlivé hodnoty parametra Ry, po ktorych priesahnuti, dochadza k eradikovaniu

ochorenia z populacie si na obrazku [6] znazornené vodorovnou &iarou.
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Obr. 6: Hodnota Nashovho ekvilibria P* v zévislosti od rizika, pre r6zne hodnoty parametra

Ry
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zaockovania. 4 ANALYZA MODELU

Podla predoslého pozorovania mozeme konstatovat, Ze pri politike dobrovolného
oCkovania a racionélnej volbe stratégie, kde jednotlivec maximalizuje svoju vlastni
vyplatu, nie je mozné chorobu z populécie eradikovat, kedZe optimélna stratégia P* <
Prrit- V pripade, ak je relativne riziko mensie ako pravdepodobnost nakazenia sa pri nu-
lovej hladine zaoCkovania v populécii sme tiito hodnotu Nashovho ekvilibria vypocitali
na zéaklade rovnice . Na druhej strane, ak je vakcina vnimana rizikovejsie ako nega-
tiva vyplyvajice z infikovania sa a teda » > 1, tak Nashovym ekvilibriom je stratégia
nevakcinovat. V skuto¢nosti je tato hranica nizsie a zavisi od hodnoty reprodukéného
¢isla, ¢o mozeme pozorovat na obrazku [6} Hranica, od ktorej vyssie je pre jednotlivca

maximalizujiceho svoju vyplatu optimélne nevakcinovat je uréené

1
1 - —. 24
r > o (24)

4.2 Zavislost S, I, R v rovnovaZznom stave od miery rizika pre

rovnovaznu hodnotu zaockovania.

Kedze bez ohTadu na r plati, ze P* < pg.;, tak systém rovnic v SIR modeli (4]) pre
rovnovaznu mieru zaockovania konverguje k stacionarnemu bodu 6;. Hodnoty zloziek
infikovanych a vyzdravenych st zavislé na miere zaockovania v populacii p. Pre mieru
rizika, r < mp, kde mp = 1— Rio plati, Ze rovnovazna miera zaockovania je dana rovnicou
. V opa¢nom pripade je optimélna stratégia neockovat.

1— akr<1-—

1 1
Ro(1-7) Rg?

0 aerl—RLO.

P = (25)

Na obrazku [7] sme znézornili zavislost jednotlivych zloziek S, I a R v staciondrnom
stave 0, od miery rizika pre rovnovaznu hodnotu zaoc¢kovania P*. Graf sme vykreslili pre
3 rozne hodnoty parametra Ry. Pre dané r vieme tento stacionidrny bod pre hodnotu

P* zapisat nasledovne
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Obr. 7: Podiel zloziek S, I, R v zavislosti od miery rizika r, pre hodnoty Ry = 20,10,2

v staciondrnom bode modelu SIR pre hodnotu miery zaockovania p rovnej rovnoviznej

miere zaoCkovania P*. Ostatné parametre st u=1/76, gamma=1/9.
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zaockovania. 4 ANALYZA MODELU

Zaujimavym pozorovanim je, Ze v staciondrnom bode nemé na podiel nachylnych
T'udi miera rizika vplyv. Hodnota je zévisla iba od velkosti reprodukéného ¢isla a ¢im je
Ry vacgie tym je podiel nachylnych mengi. Takyto jav sa dal o¢akévat, kedZe choroby,
ktoré maju vysoké reprodukéné ¢islo a teda maju tendenciu vyvolat vyssi pocet infi-
kovanych si vnimané rizikovejSie ako ochorenia s nizsim reproduk¢énym c¢islom. Miera
zaockovania je potom vyS$Sia pre ochorenia s vysS$im Ry a pomer nichylnych je nizsi.

Naopak podiel infekénych a iminnych je v stacionarnom bode pre rovnovaznu mieru
zaockovania zavisly od hodnoty r. Cim st rizikd z vakciny vnimané rizikovejsie, pripadne
¢im st rizika z infekcie vnimané menej rizikovo, tym je podiel infekénych vyssi az po
hodnotu r = 7. Od tejto hodnoty rizika zostéva podiel infekénych konstantny. Pre
vicsie hodnoty reprodukéného ¢isla je podiel infekénych menej senzitivny na mensie
hodnoty rizika a hranica r od ktorej uz podiel infekénych zostava rovny konsStante je
vyssia ako v pripade mengSich hodnot Ry. Konstantnd hodnota infikovanych pre r > g
je vyssia pre vyssie hodnoty Ry, kedZe je choroba je infekénejsia. Ak sa choroba $iri s
mensSiou rychlostou a teda Ry je mensie, tak pomer infekénych stiipa rychlejsie uz pre
mensie hodnoty 7.

Situéacia pre zlozku iminnych je opacnd a teda podiel iminnych je nerastuca funkcia
rizika. Pre nizsie hodnoty reproduk¢éného ¢isla st iminni menej zastipeni v populécii
a ich podiel klesa s rasticim rizikom az kym riziko nedosiahne hodnotu r = my. Od
tejto hodnoty vyssie je pre fixné Ry ich podiel v populécii v zavislosti od miery rizika
konStantny.

Celkovo mozeme konstatovat, ze v staciondrnom stave modelu pre hodnotu miery
zaoCkovania rovnej rovnovaznej miere zaoCkovania podiel infikovanych rastie a podiel
imunnych klesa, ¢im je vysSie r az po hodnotu miery rizika r = my. Od tejto hodnoty
zostava podiel jednotlivych zloZiek konstantny, kedZe optimalna stratégia je v takomto
pripade neockovat a je teda nezévisla od hodnoty r. Hodnota 7y, od kedy dochadza k
zmene spravania je zavislé od reprodukéného ¢isla a ¢im je choroba menej infekéné, tym
je tato hrani¢na hodnota nizsie. Pozorovanie je v stulade s oc¢akavanim, ze ak vnimané
riziko z negativnych tcinkov vakciny rastie, pripadne vnimané riziko z negativnych
uc¢inkov z infikovania sa klesa, tak po isttl hranicu podiel infikovanych rastie, kedze

menej Tudi sa dava ockovat prave kvoli vnimanym zmenam v riziku. Kvoli tomuto
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faktu naopak podiel iminnych klesa, ¢im je vyssie riziko. Vyssia infekénost ochorenia,
¢o znamend ze Ry je vacSie ma za dosledok vyssi podiel iminnych, kvoli vysSiemu
vnimanému riziku z infikovania a vyplvyvajicemu vysSiemu podielu Tudi, ktori volia

stratégiu oc¢kovat.

4.3 Simulacie zloziek S, I, R v Case

V tejto Casti sa venujeme simulécii modelu SIR a jej grafickému znazorneniu. Ana-
lyzujeme spravanie modelu v Case pre rozne pociato¢né hodnoty parametrov modelu
a sledujeme konvergenciu. Pre potreby simuléicie systému obyc¢ajnych diferencidlnych
rovnic vyssie spomenutého modelu sme vyuzili Eulerovia metodu napred s jednotkovym
krokom. Na programovanie sme pouzivali software R. Simulacie v tejto podkapitole sme
si overili aj pouzitim solvera systému oby¢ajnych diferencialnych rovnic ode/5() v prog-
rame Matlab, ktorého ukazku prikladame v prilohe 2} Vysledky sa kvalitativne nelisili,
preto sme dalej pouzivali nami naprogramovani schému rieSenia priebehu obyc¢ajnych
diferencialnych rovnic. Priklad kodu z programu R prikladame v prilohe[l] Ako nazorna
ukazku kvalitativneho porovnania sme vykreslili simulaciu SIR pre rovnaké parametre
pomocou Matlabu na obrazok [10] aj pomocou R na obrazok [9]

V pripade, kedy je hladina zaocCkovania p > pi.i; systém konverguje k stavu bez
vyskytu ochorenia. Tento rovnovazny stav 6, = (ST, I7) = (1 — p,0) je zavisly iba od
miery zaoCkovania v populdcii. Cim je vyS§ia uroven zaockovania, tym je v kone¢nom
dosledku vyssi podiel Tudi v zlozke iminnych a naopak nizsi podiel Tudi v zlozke nachyl-
nych. Pre potreby simulacie sme si zvolili poc¢iato¢né hodnoty parametrov nasledovne:
S=5%, I=0.01%, p=98%, u=1/76, v = 1/9, Ry = 16. Kriticka hodnota miery zaoc¢kova-
nia po prekroceni ktorej dochadza k eradikaci ochorenia z populacie je v tomto pripade
Perit = 0.9375. Hodnota u je obratenou hodnotou priemernej dlzky zivota na Sloven-
sku v roku 2012, 1/ je priblizna priemerné doba, pocas ktorej je jedinec schopny $irit
osypky. Reprodukéné ¢islo pre osypky sa pohybuje v rozmedzi 12-18, my sme zvolili
hodnotu 16. Tieto tri hodnoty budeme dalej povazovat za dané a v nasledujucich pri-
padoch budeme pracovat iba so zmenami po¢iato¢nych hodnét podielov S, I, R a miery
zaoCkovania p. V rovnovaznom stave v takomto pripade hodnoty (S,I,R) konverguji k

0, = (0.02,0,0.98). Ako mozeme pozorovat na obrazku |8 hodnoty iminnych jedincov
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konverguju k hodnote miery zao¢kovania v populécii, infikovani vymiznu a zvysna c¢ast

obyvatelstva bude pre zvolené parametre v limite patrit do skupiny nachylnych.
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Obr. 8: Vyvoj podielu zloziek S,I a R v populacii, pri poc¢iato¢nych hodnotiach S=5%,
1-0.01%, p—98%, p—1/76, gamma—1/9, Ry = 16, pg.ix = 0.9375
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Teraz sa pozrieme na stacionarny stav systému diferencialnych rovnic (4) v pripade,
ak je p < prrit. Staciondrny bod je v takomto pripade uréeny rovnostou a jeho
tvar je 0y = (S5,13) = (RLO, % (Ro(1—p) — 1)> . Cim je reprodukéené &islo vyssie, tym
je podiel nachylnych v stacionarnom stave 6y nizsi a naopak podiel infikovanych vyssi.
Toto pozorovanie je v sulade s racionalnym ocakavanim, Ze pre choroby, ktoré sa TahSie
Siria, teda maju vySSie Ry, stipa podiel infikovanych jedincov. Vy$sia miera zaocko-
vania ma v stacionarnom stave za nasledok nizsi podiel infikovanych a vyssi podiel
iminnych Tudi. Oproti predchadzajucej simulacii zmenime podiel zao¢kovanych Tudi
tak, aby bol mensi, ako kritickd hodnota podielu zao¢kovanych T'udi v populacii. Takto
dosiahneme endemicky stacionarny stav, ¢o znamend, 7e ochorenie sa v populacii udrzi.
Pri pociatoénych hodnotach parametrov S=5%, 1=0.01%, p=90%, u=1/76, v = 1/9,
Ry = 16 je prri = 0.9375. V stacionarnom stave v takomto pripade hodnoty (S,I,R)
konverguji k bodu 6, = (0.0625,0.003970588, 0.9335294).

V tejto situécii si moézeme polozit otazku, akid by mala byt miera rizika, aby miera
zaockovania bola rovnovazna. Tato hodnota rizika sa da odvodit z rovnice a do-

stavame

V tomto pripade je pri miere rizika r=0,375 hladina zaoc¢kovania p=90% rovnovézna.
Poznajic velkost rizika si mozeme overit, Ze vypocitany stacionarny stav (0.0625,
0.003970588, 0.9335294) je v stilade so stacionarnym stavom pre rovnovaznu hodnotu
miery zaoCkovania na zaklade vztahu (26)).

Na obrazku [9] mozeme pozorovat dynamiku zloZiek S, I, R pre vyssie spomenuté
pociatocné hodnoty parametrov. Tieto podiely konverguji k bodu 65, ktory sme vy-
¢islili vyssie. Oproti predchadzajtcej simulécii, kedy bolo p > pg.ir, najprv dochadza k
narastu pomeru nachylnych a poklesu iminnych jedincov, co mé za nasledok zvysSenie
poc¢tu infikovanych. Nasledne sa po miernych oscilaciach hodnoty ustalia a dosiahneme

stav s konStantnym zastupenim podielu infikovanych jedincov.
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Obr. 9: Vyvoj podielu zloziek S,I a R v populacii, pri poc¢iato¢nych hodnotach S=5%,
1=0.01%, p=90%, u=1/76, v = 1/9, Ry = 16, pgr4 = 0.9375 pomocou programu v soft-

véri R.
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Obr. 10: Vyvoj podielu zloziek S,I a R v populacii, pri poc¢iatoénych hodnotach S=5%,
1=0.01%, p=90%, u=1/76, v = 1/9, Ry = 16, pri+ = 0.9375 pomocou solvera v softvéri
Matlab.

Zmena pociato¢nych hodnoét podielov jednotlivych zloziek S, I, R neméa vplyv na sta-
bilné rieSenie systému, ¢i uz v pripade kedy je p > pri: alebo aj ked je p < prrir. Odlisna
bude rychlost zmeny podielov jednotlivych zloziek na populécii, ale systém dokonver-
guje do toho istého stacionarneho bodu ako s rozdielnymi pociatoénymi podmienkami
na S, I, R. Tento fakt mozeme pozorovat na obrazku kde sme oproti predchadza-
jucej situacii, kde boli pociato¢né podmienky nastavené nasledovne: S=5%, 1=0.01%,
p=90%, u=1/76, v = 1/9, Ry = 16 zmenili podiel nachylnych Tudi na 90% a podiel
infikovanych na 0.2%. Spodiatku dochadza v dosledku vysokého podielu pociatocnej
hodnoty nachylnych jedincov k epidémii. Podiel iminnych nésledne vyznamne vzras-
tie a systém opét dokonverguje do rovnakého bodu 6, kde st hodnoty (S,I,R) rovné

(0.0625, 0.003970588, 0.9335294).
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Obr. 11: Vyvoj podielu zloziek S,I a R v populacii, pri pofiatocnych hodnotach S=90%,
1=0.2%, p=90%, pu=1/76, v =1/9, Ry = 16, pgrix = 0.9375
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4.4 Datova analyza SIR modelu

V tejto Casti analyzujeme SIR model s vyuzitim dat pre absolttnu kumulativnu
ro¢nu incidenciu a priemernd ro¢na mieru zaoc¢kovania v krajine. Kedze na Slovensku
je ofkovanie povinné, tak modelovat priebeh jednotlivych zloziek nie je mozné. V pri-
pade, ze by na Slovensku doslo k zruSeniu povinnosti o¢kovania mdze byt skiimanie
udajov krajin s dobrovolnym oc¢kovanim prinosnym. Podla predpokladu SIR modelu
sa zaoberame datami krajin, pre ktoré je o¢kovanie dobrovolné. Ako zdroj udajov
pre data nam poslazila databaza WHO, kde st zozbierané ro¢né ddaje jednotlivych
krajin pre osypky o pocte vyskytov ochorenia [I7] a miere zaoCkovania v populacii
[18]. Zvolili sme data Velkej Britanie a Severného Irska, ktoré boli najuplnnejsie aviak
aj napriek tomu boli hodnoty pre dva roky nedostupné. V takomto pripade, sme na-
miesto chybajicej hodnoty zobrali priemer hodnot predchadzajiceho a nasledujticeho
roka. Predpokladdme, Ze pocet pripadov vyskytu ochorenia pocas jedného roka je rov-
normerne rozdeleny a ochorenie trva 1/ dni. Ak chceme ziskat pocet infikovanych v
jeden den, musime tento idaj predelit po¢tom dni v roku, ktory predpokladame, Ze je
vzdy 365 a vynasobit strednou infekénou periodou, kedze infikovany zostéva chory 1/~
dni. Pocet infikovanych v roku r v ¢ase ¢ je urceny
Ja

r rok ~
() = 3657 ’

kde I7 . je pocet chorych v roku r. Pocet vyskytov ochorenia sme nasledne predelili
poctom obyvatelov v danej krajine a danom roku, ¢o je verejne znamy a pristupny
udaj. Takto sme ziskali percentualny vyskyt ochorenia v populécii v case {.

Do modelu SIR sme dosadili relativne hodnoty vyskytu ochorenia I(t) a miery
zaockovania v populacii p zo zdrojov [I7] a [18]. Tym sme eliminovali druht rovnicu
v SIR modeli ({4). Poznajic hodnoty I(¢) sme vypocitali hodnoty S(t) z prvej rovnice
modelu a nasledne dopoé¢itali hodnoty R(t) ako R(t) = 1—S(t) — I(t). Systém oby¢aj-
nych diferencialnych rovnic sme aproximovali Eulerovou doprednou metoédou s krokom
1, ¢o v tomto pripade znamena 1 rok.

Pre zndme hodnoty vyskytu ochorenia I(t) a miery zaockovania p(t) vo Velkej Bri-

tanii a Severnom Irsku od roku 1981 do roku 2013 sme tieto hodnoty vykreslili spolu so
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simulaciou podielu infikovanych S(t) a podielu imiunnych R(%). Po¢iato¢ny podiel na-
chylnych v populacii sme zvolili S(0) = 0.5, kedZe miera zaockovania bola v roku 1981
na nizkej irovni a preto predpokladame, ze podiel ndchylnych bol pomerne vysoky. Si-
mulécia je znazornend na obrazku (12). Podiely nachylnych a iminnych si dopoéitané

z SIR modelu . Hodnoty infikovanych a miery zaockovania su ziskané z dat.

Data: Podiel infikovanych Data: Miera vakcinacie
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Obr. 12: Simulacia priebehu podielu zloziek nachylnych a imtnnych pre dané data vyskytu
ochorenia a miery vakcinacie pre Velka Britaniu a Severné Irsko od roku 1981 po rok 2013.
Parametre modelu su S(0)=0.5, u = 1/76,v = 1/9, Ry = 16. Prvé dva obréazky su realne data,

druhé dva obrazky st simulacie.

Na nasledujice 100 ro¢né obdobie sme simulovali aj hodnoty I s predpokladom,
ze miera zaockovania zostane na poslednej zndmej tirovni, ¢o je hodnota z roku 2013.
Predikeiu zloZiek pre Velka Britaniu a Severné Irsko na 100 rokov mézeme pozorovat na
obrazku Pociato¢né hodnoty parametrov v roku 2013 st rovné poslednym znadmym
hodnotam z roku 2013, ktoré sme ziskali simulaciou v pripade hodnoty S alebo z dat

v pripade I, p.
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Podiel infikovanych Miera vakcinécie
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Obr. 13: Simulacia S, I, R, p pre Velka Britaniu a Severné Irsko od roku 1981 po rok 2013

s nasledovnou predikciou modelu na 100 rokov.

Od roku 1980 sme mohli v datach pre Velka Britaniu a Severné Irsko pozorovat
niekolko epidémii, ktoré boli pravdepodobne sposobené nizkou mierou zaoc¢kovania.
T4& nasledne rastla, ¢o je ofakavana reakcia na zvySeny vyskyt ochorenia, kedZe I'udia
zac¢inaju vnimat rizikd plynice z ochorenia negativnejsie. Podl'a nasho modelu podiel
nachylnych klesal, zatial ¢o podiel imtinnych rastol vdaka zvysujicej sa miere zaoc¢kova-
nia. Po dosiahnuti najvyssej hodnoty miery zaockovania v roku 2013 a s predpokladom,
7e takato miera zostane nadalej konstantnd na$ model predikuje rast iminnych a po-
kles nachylnych. Vyskyt ochorenia zaznamenava po istom case vysoké hodnoty, avsak
neskor poklesne a konverguje k nule.

Ako mozeme pozorovat na obrazku model pre data Velkej Britanie a Severného
Irska konverguje k stacionarnemu bodu 6, = (S¥, I}) = (1—p,0), &o je stav bez ochore-
nia. Tato konvergencia je sposobend faktom, ze predpokladame, ze miera zaockovania

zostane dlhodobo na vyssej trovni ako je kritickd hodnota miery zaockovania, po pre-
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kroceni ktorej dochadza k eradikéacii ochorenia z populacie. D4 sa teda konstatovat, ze z
dlhodobého hladiska je pre Velkd Britaniu a Severné Irsko vyhodné udrzat si aktualnu
mieru zaockovania.

Na obrazku sme vykreslili porovnanie ro¢ného vyskytu nami nasimulovanych
hodnoét podielu infikovanych T'udi s po¢iato¢nou hodnotou podielu infikovanych rovnej
redlnej hodnote v roku 1981 a redlnych dat podielu infikovanych v ¢ase ¢ v danom roku
pre Velku Britaniu a Severné Irsko. Predpokladali sme, ze miera zaotkovania ostava
pocas roka konstantna. V tomto porovnani sme simulovali prvé dve rovnice SIR modelu
a vykreslili vyvoj podielu novych pripadov infikovanych za cely rok, ¢o zodpoveda
¢lenu SST v druhej rovnici STR modelu [l V tomto pripade sme aproximovali prvé dve
diferencialne rovnice SIR modelu doprednou Eulerovou metddou s krokom 1/365.
Takto sme ziskali hodnoty pre kazdy den v roku. Nésledne sme v kazdom roku denné
hodnoty BST sé¢itali a vydelili infekénou dobou, ¢im sme ziskali podiel infikovanych v
roku.

Na obrazku [14] vidime, Ze nami nasimulované hodnoty podielu infikovanych nie st
zhodné s historickymi datami. MozZzeme v8ak konstatovat, Zze nami nasimulované hod-
noty podielu infikovanych st vzhladom k miere zao¢kovania rozumné. Pri nizkej miere
zaocCkovania zacal rast podiel infikovanych a po dosiahnuti dostato¢ne vysokej miery
zaoCkovania a jej naslednom udrzani zac¢al podiel nakazenych klesat. Dolezité pozo-
rovanie je, ze aj historické aj simulované hodnoty podielu infikovanych konverguja k

nule.
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Historické data podielu infikovanych
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Obr. 14: Porovnanie simulovanych a realnych ro¢nych dat podielu infikovanych pre Velku
Britaniu a Severné Irsko od roku 1981 po rok 2013. Parametre pre simulovany model st
1(0) = I/(\O),,u =1/76,v = 1/9, Ry = 16, kde I/(\O) je reélna hodnota podielu infikovanych v
roku 1981. Treti graf je priebeh historickej miery zaockovania.
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ZAVER ZAVER

Zaver

V tejto praci sme sa zaoberali vakcinaciou proti osypkam. Napriek tomu, Ze vo¢i tomuto
ochoreniu existuje lacna a efektivna vakcina, nepodarilo sa ho globalne eradikovat. Z
tohto dovodu je prinosné skiimat vyvoj ochorenia v populécii a ur¢it akd musi byt mi-
nimalna miera zaoc¢kovania na to, aby sa ochorenie dalo z populacie vynic¢it. Ako sme
mohli pozorovat na konci druhej kapitoly tato kritickd hodnota je zavisla od repro-
dukéného ¢isla. Cim je Ry vys8ie, tym je narocnejsie ochorenie eradikovat, kedZe je na
to potrebna vyssia miera zaockovania. Teoretickym prinosom tejto prace bolo okrem
iného aj odvodenie tvaru reprodukéného cisla, ktoré moze cCitatel najst v podkapitole
2.3.11

Teoria hier poskytuje prostriedok na analyzu spravania jednotlivcov a urcenie opti-
mélnej stratégie jedinca v zavislosti od pomeru rizika z nepriaznivych tcinkov z vakci-
nécie a rizika z infikovania sa. Optimaélna stratégia je uréend rovnicami (17)), resp. (18).
Dolezitym pozorovanim je, Ze pri politike dobrovolného ockovania je pre optimélnu
stratégiu pre akikol'vek hodnotu relativneho rizika nemozné chorobu z populécie era-
dikovat. Tento fakt moézeme pozorovat na obrazku @ Cim je miera rizika vysia, tym je
hodnota rovnovaznej vakcinacnej irovne nizsia az po hodnotu rizika urc¢enii nerovnicou
ea).

Na to aby sme dokézali evoliciu ochorenia kvantifikovat sme vyuzili STR model
. Model zohladiiuje mieru zaoc¢kovania, imrtnostna a péorodnostni mieru, infekénu
dobu a mieru prenosu ochorenia. Pomocou staciondrnych stavov modelu a znalosti
rozdelenia jednotlivych ndhodnych premennych sme odvodili pravdepodobnost, Ze sa
nezaockovany jedinec pocas svojho zivota infikuje. Pomocou tejto pravdepodobnosti sa
nasledne da odvodif explicitny tvar optimalnej stratégie jednotlivca maximalizujiceho
svoju vyplatu v pripade ak je relativne riziko nizsie ako pravdepodobnost nakazenia sa
pri nulovej miere zaockovania.

Poznajic optimélnu stratégiu zaockovania sa sme analyzovali konvergentné spra-
vanie SIR modelu (4)). Pre vyssie hodnoty relativneho rizika je podiel infikovanych v
stacionarnom stave modelu pre optimalnu hodnotu stratégie vyssi az po hranicu rizika
od ktorej sa I'udia prestavaju davat ockovat. Od tejto hranice zostava podiel infikova-

nych v zavislosti od miery rizika konStantny.
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ZAVER ZAVER

V dalsej ¢asti sme simulovali model SIR v Case, aby sme ukazali jeho spra-
vanie pre rozne pociato¢né hodnoty parametrov. V pripade, Ze je pociato¢ni miera
zaoCkovania vysSia ako kritickd hodnota miery zaocCkovania po prekroceni ktorej do-
chadza k eradikacii ochorenia z populécie, systém konverguje k stavu bez ochorenia. V
opa¢nom pripade systém dospeje do endemického stavu so zastipenim podielu infiko-
vanych jedincov. Na zdklade tychto simulacii mozeme pozorovat, ze na konvergentny
stav modelu poc¢iatoc¢né hodnoty podielu jednotlivych zloziek nemaji vplyv. Dolezita je
najmé miera zaoc¢kovania a vdaka tomuto pozorovaniu mozeme kongtatovat, Ze podiel
zaoCkovanych hra velka tlohu v snahe o eradikaciu ochorenia.

V poslednej ¢asti sme dosadili redlne data vyskytu choroby za rok a miery zaocko-
vania do nasho modelu SIR. Simulovali sme priebeh zloziek S a R pre roky, kedy sme
mali dostupné data. Vysledky priebehu tychto zloziek boli racionalne. Néasledne sme
vyskusali predikovat priebeh zloziek S, I, R na najblizsich 100 rokov s tym, Ze sme
za pociatocné hodnoty dosadili posledné zname hodnoty z predchédzajicej simulacie.
Predpokladali sme, Ze miera zaockovania ostane konstantni. Model v takom pripade
konvergoval k stavu bez ochorenia, kedZe miera zaockovania bola dostato¢ne vysoka.

Pri porovnani hodnot redlneho vyskytu ochorenia za roky 1981-2013 s nami nasimu-
lovanymi hodnotami podielu infekénych vSak hodnoty boli odlisné, ale konvergovali k
rovnakej hodnote. Preto dochadzame k zaveru, Ze z kratkodobého hladiska nie je SIR
model vhodny na simulaciu dat avsak cenné st jeho vystupy zo stacionarnych sta-
vov. Pomocou stacionarnych stavov mozeme sledovat ako sa bude vyvijat ochorenie z
dlhodobého hladiska. Tieto vysledky sa dajia vyuzit pri snahe o eradikovanie ochorenia

z populacie.
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Priloha 2 PROGRAM NA SIMULACIU SIR MODELU V MATLABE

Priloha

1

Program na simulaciu SIR modelu v R

I <—NULL
SIR<—function (S,I,p,mu,gamma,R0,n,h){

2

R<<—1-5—1
beta<—R0x* (gamma+mu)

p_crit<<—(1-1/R0) % (1—1/R0O > 0)

eql<<—c(1-p,0,p)
eq2<<—c(1/RO,{(mu/beta)*(RO*(1—p)—1),1—1/R0—mu/betax(ROx(1—p)—1))
if (p<p_crit) eq<<—eq2 else eq<<—eql

cat ("pri hladine zaockovania", p,"a kritickej

hodnote p krit ", p crit,"je ekvilibrium rovne", eq)

for (i in 1:n){
ds <— mux(l—p)—betaxS[i]*xI[i]-mu*S|i]
di <— beta*S[i]*I[i]—gammaxI[i]—muxI[i]

S[i+1] <— S[i] + dsxh
I[[i+1] <= I[i] + dixh
R[i+1] <— 1 =S[i41]-T[i+1]

S<<—S
T<<—I
R<<—R
N<<—N

Program na simulaciu SIR modelu v Matlabe

function dSI = SIR(t,SI)
mu=1/76;

gamma=1/9;

R0O=16;
p=0.9;

beta=R0x* (gamma-+mu ) ;

dSI = zeros(2,1);

dSI(1) = mux(l1—p)—beta*xST(1)*SI(2)—muxSI(1);
dSI(2) = beta*SI(1)*SI(2)—gammaxSI(2)—muxSI(2);

end

[T,Y] = ode45(@SIR,[1:1:1000],[0.05 0.0001]);
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