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Abstrakt

BELU�KOVÁ, Veronika: Asymptotické aproximácie rie²ení nelineárnych Black-Scholesovych

rovníc [Diplomová práca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky,

fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky; ²kolite©: prof. RNDr.

Daniel �ev£ovi£, CSc., Bratislava, 2016, 51 s.

Táto práca sa zaoberá nelineárnymi zov²eobecneniami Black-Scholesovho modelu,

ktoré zoh©ad¬ujú viacero faktorov prítomných na �nan£nom trhu, ako napríklad trans-

ak£né náklady, riziko z nezabezpe£eného portfólio alebo vplyv dominantného investora.

Pre tieto modely chceme pomocou metódy malého parametra vypo£íta´ v²eobecné rie-

²enie H pre Gamma Γ rovnicu, z ktorého potom vieme dopo£íta´ cenu opcie. Táto

metóda predpokladá, ºe rie²enie vieme zapísa´ v tvare asymptotického rozvoja. Cie-

©om tejto práce je odvodi´ prvé dva £leny tohto rozvoja. Nakoniec na Risk adjusted

pricing methodology aplikujeme vzorec získaný touto metódou pre cenu opcie v práci

�uri²a [3]. Túto cenu potom podrobnej²ie analyzujeme vzh©adom na v²etky vstupné

premenné a parametra vstupujúce do výpo£tu.

K©ú£ové slová: oce¬ovanie opcií, nelineárny RAPM model, kvázilineárna

parabolická rovnica, metóda malého parametra



Abstract

Belu²ková, Veronika: Asymptotic approximations of solutions of nonlinear Black-Scholes

equations [Diploma Thesis], Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathema-

tics, Physics and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Su-

pervisor: prof. RNDr. Daniel �ev£ovi£, CSc., Bratislava, 2016, 51 p.

The diploma thesis deals with nonlinear generalisations of the Black-Scholes option

pricing model, which consider several factors present on the �nancial market, such

as transaction costs, risk from unprotected portfolio or in�uence of large investor on

the market. We want to �nd general solution H for Gamma Γ equation using small

parameter method, from which we can get an option price. This method assumes, that

solution can be written in the form of asymptotic expansion. The aim of this thesis is

to derive �rst two terms of this expansion. Finally we use the formula derived by �uri²

[3] for option price on the Risk adjusted pricing methodology model. We analyse this

price in respect to each input variable and parameter.

Keywords: option pricing,nonlinear RAPM model, quasilinear parabolic equation,

small parameter method
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Zoznam pouºitých symbolov

B-S model Black-Scholesov model

∂2
x druhá parciálna derivácia pod©a x

N(x) distribu£ná funkcia normálneho rozdelenia

N ′(x) funkcia hustoty normálneho rozdelenia

ask cena ponuková cena

bid cena dopytová cena

RAPM model Risk adjusted pricing methodology model
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ÚVOD

Úvod

Kapitál akciovej spolo£nosti vzniká emisiou akcií a ich predajom na trhu. Tento kapitál

je dôleºitý pre fungovanie spolo£nosti a jej budúce investície, preto je hodnota jej akcií

pre takúto spolo£nos´ významným ukazovate©om. Pre akcionárov predstavujú tieto

cenné papiere moºnos´ investície, pri ktorej o£akávajú zisk z dividend alebo nárastu

hodnoty akcie. Pri prepade ceny akcií je ale táto investícia stratová, vo£i £omu sa

akcionári snaºia zabezpe£i´, napríklad pomocou opcií.

Opcie sú také �nan£né deriváty, ktoré poskytujú ich vlastníkovi právo obchodova´

s podkladovou akciou v dohodnutom £ase za vopred dohodnutú cenu. Najznámej²ím

modelom na oce¬ovanie opcií je Black-Scholesov model, kde cena opcie je rie²ením

lineárnej parciálnej diferenciálnej rovnice. Tento model v²ak má viacero predpokla-

dov, ktoré na reálnych trhoch neplatia. Preto boli neskôr odvodené nelineárne zov²e-

obecnenia tohto modelu zoh©ad¬ujúce rôzne faktory skuto£ných trhov ako napríklad

transak£né náklady, investorove preferencie, £i riziko z nezabezpe£eného portfólia. Pre

tieto zov²eobecnenia sa Black-Scholesova rovnica stáva nelineárnou. Vieme z nej v²ak

odvodi´ kvázilineárnu Gamma Γ rovnicu.

Cie©om tejto práce je odvodi´ v²eobecný explicitný vzorec pre rie²enie H Gamma

Γ rovnice pre nelineárne zov²eobecnenia Black-Scholesovho modelu. Tento vzorec v²ak

nevieme vo v²eobecnosti explicitne vyjadri´, a preto sa pokúsime vhodne aproximova´

h©adané rie²enie. Na nájdenie tohto rie²enia vyuºijeme metódu malého parametra,

v ktorej sa rie²enie aproximuje pomocou asymptotického rozvoja. Zameriame sa na

nájdenie prvých dvoch £lenov tohto rozvoja. �alej tento vzorec porovnáme s výsledkom

práce �uri²a [3] a ukáºeme ºe tieto výsledky sú ekvivalentné.

Práca je rozdelená na ²tyri kapitoly. V prvej kapitole si popí²eme základy oce¬ovania

opcií, Black-Scholesov model, jeho predpoklady a potrebu nelineárnych zov²eobecnení

tohto modelu. Taktieº si pre tieto nelineárne modely si ukáºeme odvodenie Gamma Γ

rovnice a vysvetlíme si základnú my²lienku vybraných zov²eobecnení. V ¤al²ej kapitole

si na motiva£nom príklade ukáºeme fungovanie metódy malého parametra, ktoré po-

tom zhrnieme do v²eobecnej schémy. V tretej kapitole vyuºitím tejto metódy odvodíme

explicitný vzorec pre H rie²enie Gamma Γ rovnice, ktoré následne porovnáme s rie²e-

ním V pre takéto modely, ktoré v svojej práci vypo£ítal �uri² [3]. Posledná kapitola

10



ÚVOD

je venovaná Risk adjusted pricing methodology modelu. Najprv si popí²eme odvodenie

tohto modelu a potom pre¬ vyuºijeme vzorec pre cenu opcie V . Túto cenu potom pod-

robne analyzujeme, vzh©adom na v²etky parametre a premenné vstupujúce do tohto

vzorca.

V druhej a ²tvrtej kapitole sme analýzy doplnili aj gra�ckými ilustráciami, ktoré sme

vykreslili vyuºitím softvéru Wolfram Mathematica 10.3 c©. Tento softvér sme vyuºili

aj v tretej kapitole pri výpo£te vzorca.
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1 BLACK-SCHOLESOV MODEL A JEHO NELINEÁRNE ZOV�EOBECNENIA

1 Black-Scholesov model a jeho nelineárne zov²eobec-

nenia

V tejto kapitole si stru£ne popí²eme Black-Scholesov model a jeho predpoklady. Vysvet-

líme si potrebu nelineárnych zov²eobecnení tohto modelu, pre ktoré ¤alej odvodíme Γ

rovnicu. Navy²e si popí²eme niektoré vybrané nelineárne modely.

1.1 Black-Scholesov model

V roku 1973 americký ekonómovia Fischer Black a Myron Scholes odvodili model na

oce¬ovanie opcií [2]. V tomto modeli predpokladáme, ºe cena podkladového aktíva S

sa riadi geometrickým Brownovým pohybom, a teda:

dS = µSdt+ σSdWt, t ∈ [0, T ] (1)

kde µ ur£uje trend a σ volatilitu ceny a Wt je Wienerov proces. �al²ie predpoklady

tohto modelu sú:

• bezriziková úroková miera r je kon²tantná a známa

• neexistujú transak£né náklady

• je moºné kupova´ a predáva´ ©ubovo©né mnoºstvo akcií a hotovosti

• nie sú dané ºiadne obmedzenia na short-selling

• opcie sú európskeho typu.

Pri takýchto predpokladoch je cena opcie V (S, t) rie²ením lineárnej parabolickej rovnice

∂V

∂t
+

1

2
σ2S2 ∂V

∂2S
+ rS

∂V

∂S
− rV = 0. (2)

Po£iato£né podmienky pre túto rovnicu sú závislé od typu opcie. Najzauºívanej²ie sú

call a put opcie. Predpokladáme, ºe sú európskeho typu:

Európska call opcia je právo, ale nie povinnos´ kúpi´ podkladové aktívum za expi-

ra£nú cenu E vo vopred dohodnutom expira£nom £ase T .

Európska put opcia je právo, ale nie povinnos´ preda´ podkladové aktívum za expi-

ra£nú cenu E vo vopred dohodnutom expira£nom £ase T .

12



1 BLACK-SCHOLESOV MODEL A JEHO NELINEÁRNE ZOV�EOBECNENIA

Opciu vlastník v £ase T uplatní, ak bude ma´ z jej realizácie zisk. Pre call opciu to platí,

ak je expira£ná cena E vy²²ia ako cena S podkladového aktíva v £ase T . Matematicky

zapísané teda:

V (S, T ) = max(0, S − E). (3)

Put opciu vlastník uplat¬uje ak je cena E niº²ia ako cena S podkladového aktíva v

£ase T . Matematicky vyjadrené:

V (S, T ) = max(0, E − S). (4)

Cena V call opcie je teda na základe rovnice (2) a po£iato£nej podmienky (3):

V (S, t) = SN(d1)− Ee−r(T−t)N(d2), (5)

kde N je distribu£ná funkcia normálneho rozdelenia N(0,1) a d1 =
ln S
E

+(r+σ2

2
)(T−t)

σ
√
T−t ,

d2 = d1 − σ
√
T − t [12].

1.2 Nelineárne zov²eobecnenia B-S modelu

V²eobecné predpoklady základného Black-Scholesovho modelu ale na reálnom trhu ne-

platia. Trh v tomto modeli je dokonale elastický a likvidný, tieº obsahuje dostatok

ochotných kupujúcich a predávajúcich. Trh v modeli predpokladá dostato£ný po£et

opcií s rozdielnymi expira£nými cenami a rozdielnymi £asmi splatnosti, aby bola moº-

nos´ vytvori´ samo�nancovate©né portfólio. Taktieº na tomto trhu neexistuje domi-

nantný investor, ktorý by mohol ovplyvni´ vývoj ceny akcie. Na reálnych trhoch ale

ºiaden z týchto predpokladov neplatí.

Predpoklad jednotnej ponukovej-ask a dopytovej-bid ceny vylu£uje transak£né ná-

klady, £o tieº nie je reálny predpoklad. Tento predpoklad sa v modeli vyuºíva kvôli

yais5ovaniu portfólia. Av²ak pri neustálom obchodovaní pri delta yais5ovan9 by boli

transak£né náklady nekone£né, a teda pomer akcií a opcií je moºné meni´ len v dis-

krétnych £asoch.

Ak sa pozrieme na historické dáta, tak zistíme, ºe implikovaná volatilita nie je kon-

²tantná. Práve preto pri rôznych roz²íreniach ([8], [9], [10]) sa predpokladá, ºe volatilita

σ je funkciou :

σ = σ(H,S, τ), (6)

13



1 BLACK-SCHOLESOV MODEL A JEHO NELINEÁRNE ZOV�EOBECNENIA

kde H = S∂2
SV a τ = T − t. Pouºitím volatility v tvare (6) v Black-Scholesovej rovnici

(2) dostávame nelineárnu parabolickú rovnicu:

∂V

∂t
+

1

2
σ2(H,S, τ)S2 ∂V

∂2S
+ rS

∂V

∂S
− rV = 0. (7)

1.3 Odvodenie Γ rovnice

Táto rovnica bola prvýkrát odvodená Janda£kom a �ev£ovi£om [8] a podrobnej²ie

neskôr popísaná �ev£ovi£om a �it¬anskou [14]. Vyuºitím zvy£ajnej zmeny nezávislých

premenných x = ln(S/E), x ∈ R, τ = T − t, τ ∈ (0, T ) zavedieme ozna£enie:

H(x, τ) = SΓ = S∂2
SV (S, t), (8)

β(H) =
1

2
σ2(H)H. (9)

Ke¤ºe ∂x = S∂S, potom teda:

S∂2
S(Sβ) = S∂S(β + S∂Sβ) = ∂x(∂xβ + β),

S∂2
S(S∂SV ) = S∂S(∂SV + S∂2

SV ) = H + ∂xH.

Na základe týchto vz´ahov druhou deriváciou rovnice (7) pod©a x dostávame, ºe H =

H(x, τ) je rie²ením kvázilineárnej parabolickej Γ rovnice:

∂H

∂τ
=

∂2

∂x2
β(H) +

∂

∂x
β(H) + r

∂H

∂x
. (10)

Rie²enie tejto rovnice podlieha po£iato£nej podmienke pre τ = 0:

H(x, 0) = H̄(x) = δ(x), x ∈ R, (11)

kde δ(x) je Diracova δ funkcia. V na²om prípade platí, ºe táto funkcia môºe by´ apro-

ximovaná nasledovne:

H(x, 0) ≈ N ′(d)

σ
√
τ ∗
, (12)

kde τ ∗ > 0 je dostato£ne malé, N ′(d) je funkcia hustoty normálneho rozdelenia,N ′(d) =

e−d
2/2/
√

2π a d = (x + (r − σ̂2/2)τ ∗)/σ̂
√
τ 2 [14]. Táto aproximácia vychádza zo ²tan-

dardného Black-Scholesovho modelu, kde platí:

H(x, τ ∗) = S∂2
SV (S, T − τ ∗) = N ′(d)/(σ

√
τ ∗). (13)

14



1 BLACK-SCHOLESOV MODEL A JEHO NELINEÁRNE ZOV�EOBECNENIA

Tvrdenie 1.1 ([14, Proposition 3.1]). Nech H je rie²ením rovnice (10), pre ktoré platí

H(−∞, τ) = ∂xH(−∞, τ) = 0 a β′(0) je kone£ná, kde τ = T − t, potom funkcia:

V (S, τ) = aS + be−rτ +

∫ ∞
−∞

(S − Eex)+H(x, τ)dx, (14)

je rie²ením nelineárnej Black-Scholesovej rovnice (7) pre ©ubovo©né a, b ∈ R.

H©adaním asymptotických aproximácii rie²enia V (S, t) pre rovnicu (7) sa uº zaoberal

�uri² v svojej práci [3]. V tejto práci budeme h©ada´ asymptotické aproximácie rie²enia

H(x, τ) rovnice (10). Výsledky potom porovnáme na základe ich vz´ahu H(x, τ) =

S∂2
SV (S, t).

1.4 Preh©ad vybraných nelineárnych modelov

V tejto £asti si vysvetlíme základnú my²lienku vybraných nelineárnych zov²eobecnení

Black-Scholesovho modelu. Taktieº si uvedieme k nim zodpovedajúcu funkciu volatility

σ(H) a funkciu β(H).

1.4.1 Lelandov model

Jedným z prvých nelineárnych modelov je Lelandov model [10] na oce¬ovanie opcií za

prítomností transak£ných nákladov. Volatilita σ je v tomto modeli daná nasledovne:

σ2(H,S, τ) = σ̂2 (1 + Le signH) = σ̂2
(
1 + Le sign(∂2

SV )), (15)

kde σ̂ je kon²tantná historická volatilita podkladového aktíva a Le je Lelandovo £íslo:

Le =

√
2

π

c

σ̂
√

∆t
, (16)

kde ∆t je £as medzi dvoma zais´ovaniami portfólia. Kon²tanta c = Sask−Sbid
S

repre-

zentuje transak£né náklady, kde S je priemer bid a ask ceny. a Ke¤ºe S > 0, tak

sign(S∂2
SV ) = sign(∂2

SV ) a rovnos´ (15) naozaj platí. Na základe toho má potom fun-

kcia β pre tento model má tvar:

β(H) =
σ̂2

2
(1 + Le signH)H. (17)

15



1 BLACK-SCHOLESOV MODEL A JEHO NELINEÁRNE ZOV�EOBECNENIA

1.4.2 Modelovanie investorových preferencií

Tento model bol odvodený Barlesom a Sonerom [1]. Preferencie investora sú v ¬om

reprezentované danou funkciou uºito£nosti a investorova averzia k riziku je kon²tantná.

Predpokladáme, ºe podkladové aktívum nevypláca dividendy (q = 0) a jeho cena

sleduje geometrický Brownov pohyb s trendom ρ a ²tandardnou odchýlkou σ̂:

dS = ρSdt+ σ̂SdWt, (18)

kde Wt je Wienerov proces. Na modelovanie obchodovacích stratégii zavedieme dva

stochastické procesy Xt a Yt popisujúce správanie doláru na pe¬aºnom trhu a po£et

vlastnených akcií. Obchodovacou stratégiou na intervale [t, T ] budeme rozumie´ uspo-

riadanú dvojicu (Lt,Mt) z©ava spojitých, neklesajúcich funkcií, takých ºe, Lt = Mt = 0.

Funkciu Lt môºeme interpretova´ ako kumulatívny transfer (meraný v po£te akcií) z

pe¬aºného trhu na akciu. Opa£ný proces popisuje funkcia Mt. Nech µ ∈ (0, 1) je pa-

rameter popisujúci propor£né transak£né náklady pri predaji alebo kúpe aktíva. To

znamená, ºe Sask a Sbid môºeme zapísa´ ako:

Sask = (1 + µ)S, Sbid = (1− µ)S, (19)

kde S je priemer Sask a Sbid cien. Prírastky na dolárovom trhu pe¬azí dX a prírastky

po£tu akcií v portfóliu dY sú potom vyjadrené ako:

dY = −S(1 + µ)dL+ S(1− µ)dM, (20)

dZ = dL− dM. (21)

Hlavnou my²lienkou pri oce¬ovaní európskej opcie je maximalizácia danej funkcie

uºito£nosti investora U . Predpokladáme, ºe funkcia uºito£nosti je daná ako:

U ε(y) = 1− e−
y
ε , (22)

kde parameter ε je nepriamo úmerný riziko-averznému faktoru. Maximalizujeme o£aká-

vanú uºito£nos´ z investorovho koncového imania s re²pektom na v²etky obchodovacie

stratégie (Lτ ,Mτ ), τ ∈ [t, T ] a po£iato£né podmienky Yt = y, Zt = z, St = s v £ase t.

Výsledkom odvodzovania je Black-Scholesov model s nelineárnou funkciou volatility

v tvare:

σ2(H,S, τ) = σ̂2
(
1 + ψ

(
a2erτSH)

)
, (23)
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1 BLACK-SCHOLESOV MODEL A JEHO NELINEÁRNE ZOV�EOBECNENIA

kde ψ je rie²ením ODR:  ψ′(u) = ψ(u)+1

2
√
uψ(u)−u

,

ψ(0) = 0.
(24)

Pri tomto modeli si premenné transformujeme vyuºitím ²tandardnej transformácie:

x = ln(S/E), τ = T − t. Funkcia β(H) ktorá sa vyuºíva v rovnici (10), nadobúda

potom pre tento model tvar:

β(H, x, τ) =
σ2

2

(
1 + Ψ(Ea2erτ+xH)

)
H. (25)

1.4.3 Modelovanie nelikvidného trhu a vplyvu dominantného investora

Tento model bol predstavený Freyom [5] a taktieº vychádza zo základného Black-

Scholesovho modelu. Av²ak vo Freyovom modeli je vynechaný predpoklad o dokonalej

likvidite trhu a predpoklad, ºe v²etci investori sú dostato£ne malí na to, aby nemohli

ovplyvni´ hodnotu podkladového aktíva. Ke¤ºe sa týmto modelom podrobnej²ie zaobe-

ral �uri² [3] uvedieme si len tvar volatility σ a funkcie β(H) pre toto zov²eobecnenie

Black-Scholesovho modelu. Funkcia volatility má teda tvar:

σ2(H,S, τ) = σ̂2(1− ρλ(S)H)−2, (26)

kde ρ ur£uje mieru nelikvidity trhu. V prípade λ(S) ≡ 1 má funkcia β(h) tvar:

β(H) =
σ̂2

2

H

(1− ρH)2
, (27)

1.4.4 Model na oce¬ovanie opcií pri variabilných transak£ných nákladoch

Pri odvodzovaní tohto modelu vychádzajú �ev£ovi£ a �it¬anská [14] z Leelandovho mo-

delu [10]. Navy²e v²ak predpokladajú, ºe ve©kí investori môºu o£akáva´ z©avu vzh©adom

na ve©kos´ objemu ich transakcie. �ím viac kúpia tým niº²ie budú transak£né náklady

na jednu akciu (jednotku podkladového aktíva). Preto predpokladajú, ºe náklady C na

jednu transakciu budú funkciou objemu transakcie |∆δ| za jednotku £asu ∆t, a teda

C = C(|∆δ|. Pod úpravou funkcie transak£ných nákladov pod©a strednej hodnoty

budeme rozumie´ nasledujúcu transformáciu:

C̃(ξ) =
√
π/2E[C(ξ|Φ|)Φ|] =

∫ ∞
0

C(ξx)xe−x
2/2dx, (28)

17



1 BLACK-SCHOLESOV MODEL A JEHO NELINEÁRNE ZOV�EOBECNENIA

kde Φ je náhodná premenná so ²tandardizovaným normálnym rozdelením, teda Φ ≈

N(0, 1). Funkcia volatility má potom tvar:

σ2(H) = σ̂2

(
1−

√
2

π
C̃(σ̂S|∂2

SV |
√

∆t)
sign(S∂2

SV )

σ̂
√

∆t

)
. (29)

1.4.5 Risk adjusted pricing methodology model

Tento model bol predstavený Kratkom [9] a roz²írený Janda£kom a �ev£ovi£om [8]. V

tomto modeli je zoh©adnené riziko vznikajúce z netriviálnych transak£ných nákladov a

tieº riziko z nezabezpe£eného portfólia. Obe z týchto rizík závisia od d¨ºky £asového

intervalu medzi dvoma transakciami. Celková riziková prémia je de�novaná ako sú£et

transak£ných nákladov a nákladov na riziko z nezabezpe£eného portfólia. Minimalizá-

ciou funkcionálu rizikovej prémie získavame optimálnu d¨ºku zais´ovacieho intervalu.

Týmto modelom sa budeme podrobnej²ie zaobera´ v kapitole 4.
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2 METÓDA MALÉHO PARAMETRA

2 Metóda malého parametra

Pre niektoré úlohy v matematike alebo fyzike nevieme nájs´ vo v²eobecnosti explicitné

rie²enie. Na rie²enie týchto úloh £asto pouºívame numerické metódy. Nepresnos´ tohto

rie²enia závisí od formy aproximácie a tieº od nepresností spôsobených aritmetikou

po£íta£a. Algoritmy sú tieº £asto zloºité, a preto je £as potrebný na rie²enie kompliko-

vanej²ej úlohy dlh²í.

�al²ou moºnos´ou je vyhnú´ sa numerickému rie²eniu a nájs´ iný spôsob aproximá-

cie rie²enia. V knihách Holmesa [7], [6] sú popísané asymptotické metódy na nájdenie

takého rie²enia. Vyuºíva sa pritom asymptotická expanzia na nájdenie aproximovaného

rie²enia diferenciálnych rovníc. V tejto £asti si vysvetlíme presnej²ie ako funguje me-

tóda malého parametra na motiva£nom prípade, ktorý potom zhrnieme do v²eobecnej

schémy.

2.1 Úloha o vý²ke projektilu

V oboch publikáciach [6],[7] je metóda malého parametra vysvetlená na príklade pro-

jektilu, ktorý je vystrelený zo zeme. Nech x(t) vyjadruje vý²ku projektilu, meranú od

povrchu zeme. Z druhého Newtonovho zákona dostávame rovnicu pohybu:

d2x

dt
= − gR2

(x+R)2
, pre t > 0, (30)

kde R je polomer Zeme a g je gravita£ná kon²tanta. Predpokladáme, ºe projektil za-

£ína priamo z povrchu danou rýchlos´ou, teda x(0) = 0 a x′(0) = v0, kde v0 > 0. Túto

nelineárnu rovnicu sa snaºíme zjednodu²i´, aby sme na²li aproximáciu rie²enia. Takáto

úprava sa nazýva perturbácia. V tomto prípade vyuºijeme predpoklad, ºe vý²ka projek-

tilu je oproti polomeru Zeme zanedbate©ná, a teda x v menovateli zanedbáme. Potom

x ≈ x0, kde x′′0 = −g pre x0(0) = 0 a x′0(0) = v0. Rie²ením tejto úlohy dostávame:

x0(t) = −1

2
gt2 + v0t. (31)

Problém takéhoto zjednodu²enia je, ºe nevieme ako explicitne ur£i´ korekciu aproxi-

movaného rie²enia (31). Potrebujeme to vedie´, aby sme mohli mera´ chybu pri pouºití

tejto aproximácie a tieº, aby sme videli ako nelineárny charakter originálneho problému

ovplyv¬uje pohyb projektilu. Pre jednoduch²iu prácu s týmto príkladom, transformuje
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2 METÓDA MALÉHO PARAMETRA

pouºívané premenné na bezrozmerné premenné nasledovne:

τ =
t

tc
, y(τ) =

x(t)

xc
, (32)

kde tc je charakteristický £as problému a xc je charakteristická hodnota rie²enia. Vy-

uºitím tejto transformácie sa úloha (30) mení na:

d2y

dτ 2
= − 1

(1 + εy)2
, τ > 0, (33)

kde y(0) = 0, y′(0) = 1 a parameter ε = v2
0/Rg. Pre v0 � 300m/s je parameter ε

zanedbate©ný a rie²enie (31) je dostato£ne presnou aproximáciou [6]. Ak ale parameter

ε nie je zanedbate©ný potrebujeme na²e rie²enie upresni´. Pri metóde malého parametra

je podstatou získa´ rie²enie do poºadovaného rádu parametra ε. Preto budeme rie²enie

h©ada´ v tvare asymptotického rozvoja:

y ∼ y0(τ) + εαy1(τ) + · · · . (34)

Vyuºitím predpokladu, ºe pre malé z platí (1 + z)−2 ∼ 1−2z a dosadením (34) do (33)

dostávame:

y′′0(τ) + εαy′′1(τ) + · · · ∼ −1 + 2εy0(τ) + · · · ,

y0(0) + εαy1(0) + · · · = 0, y′0(0) + εαy′1(0) + · · · = 1.
(35)

Túto diferenciálnu rovnicu rozdelíme na viacero rovníc pod©a rádu parametra. Porov-

naním výrazov s rovnakým rádom ε dostávame nasledujúce úlohy:

o(1): y′′0(τ) = −1,

y0(0) = 0, y′0(0) = 1.

Rie²ením tejto úlohy je y0(τ) = 1
2
τ 2 + τ .

Kedºe druhý £len na pravej strane rovnice (35) je lineárny, postavíme parameter α v

rozvoji (34) rovný jednej.

o(ε): y′′1(τ) = 2y0(τ),

y0(0) = 0, y′0(0) = 0.
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2 METÓDA MALÉHO PARAMETRA

Pre túto rovnicu je rie²ením y1(τ) = 1
3
τ 3 − 1

12
τ 4. Finálne dostávame rie²enie s poºado-

vanou presnos´ou:

y(τ) ∼ τ

(
1− 1

2
τ

)
+

1

3
ετ 3

(
1− 1

4
τ

)
. (36)

Pre lep²ie overenie, ºe sa takto aproximované rie²enie podobá skuto£nému rie²eniu,

vyuºijeme gra�cké rie²enie vypracované v programe Wolfram Mathematica 10.4. Na

obrázku 1 vidíme porovnanie numerického rie²enia s asymptotickým rie²ením s jedným

a dvoma £lenmi. V²imneme si, ºe pre niº²ie hodnoty parametra ε nám na pozorovanom

intervale sta£í rozvoj s jedným £lenom. Pre vy²²ie hodnoty parametra ε uº takáto

aproximácia nie je dostato£ne presná a je potrebné prida´ ¤al²í £len rozvoja.

2.2 V²eobecná schéma

Na základe postupu, ktorý sme si vysvetlili na motiva£nom príklade, budeme postupo-

va´ aj pri iných úlohách. Pre vä£²iu systémovos´ si problém vyjadríme formou operá-

torov. Úlohy, ktoré budeme rie²i´ metódou malého parametra si upravíme do nasledu-

júceho tvaru:

L(y, ε) = 0,

P(y, ε) = 0,
(37)

kde operátor L s malým parametrom ε reprezentuje parciálnu diferenciálnu rovnicu a

y je jej rie²enie. Operátor P ur£uje sústavu po£iato£ných podmienok. �al²ím krokom

je predpoklad, ºe rie²enie bude v tvare asymptotického rozvoja:

y ∼ y0(τ) + εαy1(τ) + · · · . (38)

Taktieº operátor L upravíme do tvaru jeho asymptotického rozvoja (naj£astej²ie pou-

ºívame Taylorov rozvoj):

L(y, ε) ∼ L0(y) + εaL1(y) + · · · = 0. (39)

Rie²enie y v asymptoticky rozvinutom tvare (38) dosadíme do po£iato£ných podmie-

nok a do operátora L v rozvinutom tvare (39). Túto novú rovnicu aj s po£iato£nými

podmienkami potom rozdelíme na viacero samostatných rovníc pod©a rádu parametra.
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Obr. 1: Porovnanie numerického rie²enia rovnice (33) s rie²ením metódou malého parametra

s jedným a dvoma £lenmi na intervale [0,3]. Numerické rie²enie ozna£ené ako y(τ) je znázor-

nené £iarkovanou oranºovou £iarou, asymptotické rie²enie s jedným £lenom (y0(τ)) modrou

bodkovanou £iarou a asymptotické rie²enie s 2 £lenmi (36) zelenou bodko£iarkovanou £iarou.
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Ak predpokladáme, ºe operátor L je v y lineárny, potom dostávame systém:

o(ε0) : L0(y0) = 0,

o(ε1) : L0(y1) = −L1(y0),

o(ε2) : L0(y2) = −L1(y1)− L2(y0),

...

Rie²enie h©adáme osobitne pre jednotlivé rády parametra ε do poºadovanej pres-

nosti. Výsledne rie²enie potom získame spojením týchto £iasto£ných rie²ení pod©a (38).
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3 Odvodenie explicitného vzorca pre Γ rovnicu

Hlavnou £as´ou tejto práce bude odvodenie vzorca pre H(x, τ). Ke¤ºe pre túto úlohu

nevieme nájs´ presné rie²enie, budeme sa ho snaºi´ aproximova´ pomocou metódy ma-

lého parametra. Na²u úlohu si zapí²eme v základnom tvare pre metódu malého para-

metra (37)

L(H, ε) = −∂τH + ∂2
xβε(H) + ∂xβε(H) + r∂xH = 0,

P(H(x, 0), ε) =
N ′(d)

σ̂
√
τ ∗
.

(40)

Ako uvádza Holmes [6], problém s rie²ením by mohol nasta´ v prípade singularity

daného problému. Podobne ako �uri² [3] ale pozorujeme, ºe hoci sa parameter ε na-

chádza aj pri najvy²²om stupni parciálne derivácie ∂2
xH, funkcia β(H) má taký tvar,

ºe pre ε = 0 dostávame lineárnu Γ rovnicu, ktorá je priamo odvodená z pôvodnej

Black-Scholesovej rovnice.

Pri metóde malého parametra h©adáme rie²enie v tvare asymptotického rozvoja.

Na²im cie©om v tejto práci bude vypo£íta´ prvé dva £leny asymptotického rozvoja:

H = H0 + εH1. (41)

Rovnicu (40) môºme tieº zapísa´ v tvare asymptotického rozvoja L(H, ε) = L0(H) +

εL1(H) + ε2L2(H) + . . .. Nako©ko h©adáme rie²enie H do rádu O(ε), budeme pracova´

aj s asymptotickým rozvojom operátora L do rovnakého rádu, a teda:

L(H, ε) ≈ L0(H) + εL1(H). (42)

Do tohto tvaru operátora L dosadíme h©adané rie²enie (41) tieº v tvare asymptotického

rozvoja:

L(H, ε) = L0(H0 + εH1) + εL1(H0 + εH1). (43)

Operátory L0 a L1 rozvinieme pomocou Taylorovho rozvoja s dvoma £lenmi v H0:

L(H, ε) = L0(H0) + ε
dL0

dH
(H0)H1 + ε

(
L1(H0) + ε

dL1

dH
(H0)H1

)
. (44)

V¤aka linearite operátora L0(H) v H platí:

dL0

dH
(H0)H1 = L0(H1). (45)
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Na základe tohto vz´ahu upravíme rovnicu (44) nasledovne:

L(H, ε) = L0(H0) + ε (L0(H1) + L1(H0)) + ε2dL1

dH
(H0)H1 = 0. (46)

Operátor L aj rie²enie H pouºívame v tvare asymptotického rozvoja, a teda potrebu-

jeme aj po£iato£nú podmienku v nasledovnom tvare:

P(H(x, 0), ε) = H0(x, 0) + εH1(x, 0) =
N ′(d)

σ
√
τ ∗

(47)

V²etky vstupy metódy malého parametra uº máme v poºadovanom tvare, a teda

pokra£ujeme tým, ºe si parciálnu diferenciálnu rovnicu (46) a po£iato£nú podmienku

zapí²eme vo forme sústav rovníc pod©a rádu parametra:

o(1) :L0(H0) = 0, (48)

H0(x, 0) =
N ′(d)

σ
√
τ ∗
,

o(ε) :L0(H1) = −L1(H0), (49)

H0(x, 0) = 0.

�uri² a kol. [3],[4] sa v svojej práci sústredili na také nelineárne zov²eobecnenia Black-

Scholesovho modelu, pre ktoré sa funkcia volatility dala zapísa´ v tvare:

σ2
ε(∂

2
SV, S, τ) = σ̂2 + 2εA(τ)Sγ−1Hδ−1, (50)

kde H = S∂2
SV . V tejto práci sa budeme zaobera´ tými z nich, pre ktoré γ = 1 a teda

ich funkciu beta β(H) môºme zapísa´ ako:

β(H) =
1

2

(
σ̂2 + 2εA(τ)Hδ−1

)
H. (51)

Vrátime sa spä´ k pôvodnej rovnici (40), do ktorej dosadíme H v tvare asymptotického

rozvoja (41) a funkciu β(H) (51). Tým pádom dostávame:

(52)

L(H, ε) = ∂τ (H0 + εH1)− ∂2
x

(
σ̂2

2
(H0 + εH1) + εA(τ) (H0 + εH1) δ

)
− ∂x

(
σ̂2

2
(H0 + εH1) + εA(τ) (H0 + εH1) δ

)
− r∂x(H0 + εH1)

= 0.
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Túto rovnicu usporiadame pod©a rádu parametra ε, aby sme dostali tvar (46):

L(H, ε) =

(
∂τH0 −

σ̂2

2
∂2
xH0 −

σ̂2

2
∂xH0 − r∂xH0

)
+ ε

(
∂τH1−

σ̂2

2
∂2
xH1−

σ̂2

2
∂xH1− r∂xH1−A(τ)∂2

xH
δ
0 −A(τ)∂xH

δ
0

)
+O(ε2)

= 0.
(53)

Funkcie L0 a L1 môºeme teda zapísa´ ako:

L0(H) = ∂τH −
σ̂2

2
∂2
xH −

σ̂2

2
∂xH − r∂xH,

L1(H) = −A(τ)∂2
xH

δ
0 − A(τ)∂xH

δ
0 .

(54)

Ak pre takýto tvar funkcií Li(H) uvaºujeme systémy (48) a (49). Pre o(1) dostávame

rovnicu, ktorá priamo vychádza zo základného Black-Scholesovho modelu, a teda pre

H0 platí:

H0 = S∂2
SV =

N ′(d)

σ̂
√
τ
, (55)

kde V je rie²ením ²tandardnej Black-Scholesovej rovnice.

Pre o(ε) dostávame:

∂τH1 −
σ̂2

2
∂2
xH1 −

σ̂2

2
∂xH1 − r∂xH1 = A(τ)

(
∂2
x(H

δ
0) + ∂x(H

δ
0)
)
. (56)

Ozna£me pravú stranu rovnice (56) ako f(x, τ). Potom platí:

f(x, τ) =A(τ)
(
∂2
x(H

δ
0) + ∂x(H

δ
0)
)

=A(τ)
e

−δ(x+(r+σ̂2/2)τ)
2

2σ̂2τ

(2πσ̂2τ)
δ
2

[(
δ
x+ (r + σ̂2/2) τ

σ̂2τ

)2

− δ

σ̂2τ
− δx+ (r + σ̂2/2) τ

σ̂2τ

]
(57)

Rovnicu (56) pomocou exponenciály transformujeme na rovnicu vedenia tepla zavede-

ním novej pomocnej premennej H̃1:

H1 = eax+bτH̃1. (58)

Kon²tanty a a b zvolíme tak, aby koe�cienty pri £lene s funkciou H(x, τ) a £lene s jeho

prvou parciálnou deriváciou pod©a x boli nulové:

a = −1

2
− r

σ̂2
,

b = −(σ̂2 + 2r)2

8σ̂2
= −a

2σ̂2

2
.

(59)
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Na základe tejto transformácie potom pre H̃1 platí: ∂τH̃1 − σ̂2

2
∂2
xH̃1 = e−ax−bτf(x, τ), (x, τ) ∈ R× [0,∞],

H̃1(x, 0) = 0, x ∈ R.
(60)

Vidíme, ºe rovnica (60) je nehomogénna parciálna diferenciálna rovnica v základnom

tvare. Pre v²eobecné rie²enie rovnice ∂τu− a2∂2
xu = f(x, τ), (x, τ) ∈ R× [0,∞],

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R,
(61)

platí:

u(x, τ) =

∫ ∞
−∞

G(x− s, τ)u0(s)ds+

∫ τ

0

∫ ∞
−∞

G(x− s, τ − p)f(s, p)ds dp, (62)

kde funkcia G je Greenovo tepelné jadro:

G(ξ, t) =
1√

2πσ̂2t
e−

ξ2

2σ̂2t . (63)

Ke¤ºe v rovnici (60) je po£iato£ná podmienka rovná, tak aj integrál z nulovej funkcie

je rovný nule, a teda rie²ime len druhý integrál z rovnice (62):

(64)
H̃1 =

∫ τ

0

∫ ∞
−∞

1√
2πσ̂2(τ − p)

e
− (x−s)2

2σ̂2(τ−p) e−as−bpA(p)
e

−δ(s+(r+σ̂2/2)p)2

2σ̂2p

(2πσ̂2p)
δ
2((

δ
s+ (r + σ̂2/2) p

σ̂2p

)
2 − δ

σ̂2p
− δ s+ (r + σ̂2/2) p

σ̂2p

)
ds dp.

Pre premennú s platí, ºe najvy²²í stupe¬ s v polynóme je 2 a najvy²²í stupe¬ s v

exponente je tieº 2. Preto výraz vo výpo£te H̃1 upravíme na tvar:∫ τ

0

∫ ∞
−∞

(α0 + α1s+ α2s
2)e−(γ2s2+γ1s+γ0)ds dp. (65)

Pomocou softvéru Wolfram Mathematica 10.3 sme vypo£ítali, ºe pre γ2 > 0 platí:

∫ ∞
−∞

(α0 + α1s+ α2s
2)e−(γ2s2+γ1s+γ0)ds = e

−γ0+
γ21
4γ2

√
π(α2γ

2
1 + 2α2γ2 − 2α1γ1γ2 + 4α0γ

2
2

4γ
5/2
2

.

(66)
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Po úprave výrazu v (64) na tvar (66) dostávame pre parametre α0, α1, α2, γ0, γ1 a γ2

výrazy:

α0 =
A(p)√

2πσ̂(τ − p) (2πσ̂2p)
δ
2

(
δ2 (r + σ̂2/2)

2

σ̂4
− δ (r + σ̂2/2)

σ̂2
− δ

σ̂2p

)
,

α1 =
A(p)√

2πσ̂(τ − p) (2πσ̂2p)
δ
2

(
2δ2 (r + σ̂2/2)

σ̂4p
− δ

σ̂2p

)
,

α2 =
A(p)√

2πσ̂(τ − p)2πσ̂2p

δ
2 δ2

σ̂4p2
,

γ0 =
x2

2σ̂2(τ − p)
+ bp+

δ (r + σ̂2/2)
2
p2

2σ̂2p
,

γ1 =
−x

σ̂2(τ − p)
+ a+

δ (r + σ̂2/2)

2σ̂2
,

γ2 =
1

2σ̂2(τ − p)
+

δ

2σ̂2p
.

(67)

Tieto výrazy e²te zjednodu²íme vyuºitím vzorca (59) pre výpo£et parametra a, z £oho

dostávame (r + σ̂2/2) = −aσ̂2. Pre H̃1 teda pod©a vzorca (66) platí:

(68)

H̃1 =

∫ τ

0

A(p)
√
π√

2πσ̂2(τ − p) (2πσ̂2p)
δ
2

 D

4
(

1
2σ̂2(τ−p) + δ

2σ̂2p

)
5/2


× exp

−
( x2

2σ̂2(τ − p)
+ bp+

δa2σ̂2p

2

)
+

(
−x

σ̂2(τ−p) + a− δa
)

2

4
(

1
2σ̂2(τ−p) + δ

2σ̂2p

)
 dp,

kde

D =
δ2

σ̂4p2

(
−x

σ̂2(τ − p)
+ a− δa

)2

+ 2
δ2

σ̂4p2

(
1

2σ̂2(τ − p)
+

δ

2σ̂2p

)
− 2

(
−2δ2a

σ̂2p
− δ

σ̂2p

)(
−x

σ̂2(τ − p)
+ a− δa

)(
1

2σ̂2(τ − p)
+

δ

2σ̂2p

)
+ 4

(
δ2a2 + δa− δ

σ̂2p

)(
1

2σ̂2(τ − p)
+

δ

2σ̂2p

)2

.

(69)

Spätným dosadením do transformácie (58) a úpravou výrazu v menovateliD dostávame
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kone£ný tvar H1:

H1 =eax+bτH̃1

=eax+bτ

∫ τ

0

A(p)(σ̂2p(τ − p))2

(2πσ̂2)
δ
2 p

δ−1
2 (p+ δ(τ − p)) 5

2

e

−

( x2

2σ̂2(τ−p)
+bp+ δa2σ̂2p

2

)
+

(
−x

σ̂2(τ−p)
+a−δa

)2

4

(
1

2σ̂2(τ−p)
+ δ

2σ̂2p

)


(
δ2

σ̂4p2

(
−x

σ̂2(τ − p)
+ a− δa

)2

+ 2
δ2

σ̂4p2

(
1

2σ̂2(τ − p)
+

δ

2σ̂2p

)
− 2

(
−2δ2a

σ̂2p
− δ

σ̂2p

)(
−x

σ̂2(τ − p)
+ a− δa

)(
1

2σ̂2(τ − p)
+

δ

2σ̂2p

)
+ 4

(
δ2a2 + δa− δ

σ̂2p

)(
1

2σ̂2(τ − p)
+

δ

2σ̂2p

)2)
dp.

(70)

Tým pádom sme odvodili vz´ah pre H1. Vieme uº teda vypo£íta´ rie²enie H systému

(40) kombináciou H1 a H0 pod©a vzorca (41).

3.1 Porovnanie H a V

Tvrdenie 3.1. Nech V = V0 + εV1 je rie²enie Black-Scholesovej rovnice získané me-

tódou malého parametra (v práci �uri²a [3]) a H = H0 + εH1 je rie²enia Gamma

Γ rovnice získané metódou malého parametra (v tejto práci). Potom Hi = S∂2
SVi pre

i=0,1.

Dôkaz: H0 a V0 vychádzajú zo ²tandardného Black-Scholesovho modelu a teda vieme,

ºe platí H0 = S∂2
SV0.

Pre výpo£et V1 �uri² v svoje práci taktieº pouºil zvy£ajnú transformáciu premen-

ných S = Eex a τ = T − t Ke¤ºe v na²ej práci uvaºujeme H(x, τ), pouºijeme výsledné

V1 pred spätnou transformáciou:

(71)V1(x, τ) = eαx+βτEγ

∫ τ

0

A(p)

Λ(τ, p)
eKp+M(x,τ,p)dp,
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kde

K =
P 2σ̂2

2(δ − 1)
+ β(δ − 1),

M(x, τ, p) =
Px

1− δ
+

P 2σ̂τ

2(1− δ)2
−
[
δx2

2σ̂2
+
Pxδτ

1− δ
+
P 2σ̂2δτ 2

2(1− δ)2

]
1

Q(τ, p)
,

P = γ − δ − α(1− δ),

Q(τ, p) = δτ + (1− δ)p,

Λ(τ, p) = (2πσ̂2)
δ
2p

δ−1
2

√
Q(τ, p).

(72)

Pre parametre α, β uvádzame ich tvar a aj ich vz´ah s parametrami a a b zo vzorca

(59):

α =
1

2
− r

σ̂2
= a+ 1,

β = − σ̂
2

2
α2 − r = − σ̂

2a2

2
= b.

(73)

V tejto práci sa venujeme iba takým nelineárnym zov²eobecneniam Black-Scholesovho

modelu, pre ktoré γ = 1, a teda P = (1− δ)(1− α). Pouºitím tvaru P a vz´ahov (73)

upravíme V1 na tvar:

V1(x, τ) = eαx+βτu(x, τ)

= e(a+1)x+bτE

∫ τ

0

A(p)

Λ(τ, p)
e

[
a2(δ−1)σ̂2

2
+b(δ−1)

]
p−xa+a2σ̂τ

2
−[ δx

2

2σ̂2
−axδτ+a2σ̂2δτ2

2
] 1
Q(τ,p)dp.

(74)

Potrebujeme ukáza´, ºe H1 = S ∂2V1
∂S2 . Po£ítame ale s V1(x, τ), preto musíme pouºi´

re´azové pravidlo, na základe ktorého pre prvú parciálnu deriváciu V1 pod©a S platí:

∂xV1 =
∂V1

∂S

∂S

∂x
= S∂SV1. (75)

Vyuºitím rovnakého pravidla pre druhú deriváciu dostávame:

∂2V1

∂x2
= S∂S(S∂SV1) = S2∂

2V1

∂S2
+ S

∂V1

∂S
. (76)

A teda:

(77)

S∂2
SV1 =

1

S
(∂2
xV1 − ∂xV1)

=
1

E
ex(∂2

x − ∂x)[eαx+βτu(x, τ)]

=
1

E
exeαx+βτ

(
(α2 − α)u(x, τ) + (2α− 1)∂xu(x, τ) + ∂2

xu(x, τ)
)
.
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Pre preh©adnej²ie porovnávanie ozna£íme takto získaný výsledok ako H̄1. Platí:

H̄1 = e−xe(a+1)x+bτ

∫ τ

0

A(p)

Λ(τ, p)
e

[
a2(δ−1)σ̂2

2
+b(δ−1)

]
p−xa+a2σ̂τ

2
−[ δx

2

2σ̂2
−axδτ+a2σ̂2δτ2

2
] 1
Q(τ,p)

×
[
(a2 + a) + (2a+ 1)

(
−a− δx

σ̂2(δτ + (1− δ)p)
+

aδτ

δτ + (1− δ)p

)

+

(
−a− δx

σ̂2(δτ + (1− δ)p)
+

aδτ

δτ + (1− δ)p

)2

− δ

σ2(δτ + (1− δ)p)

]
(78)

Chceme ukáza´, ºe H̄1 = H1, a preto si funkcie H1 a H̄1 upravíme na tvar:∫ τ

0

(λ0 + λ1x+ λ2x
2)e−(ω2x2+ω1x+ω0)dp. (79)

Výrazy prislúchajúce H̄1 budú tieº ozna£ené £iarou. Za£neme porovnaním výrazov v

exponenciálach týchto funkcií. Ako prvé porovnáme koe�cienty ω2, pre ktoré platí:

(80)
ω̄2 − ω2 =

ω̄2︷ ︸︸ ︷
−δ

2δ2(δτ + (1− δ)p)
−

ω2︷ ︸︸ ︷
−1

2σ̂2(τ − p)
+

1
σ̂4(τ−p)2

4(p+δ(τ−p))
2σ̂2(τ−p)p

=
−δ

2δ2(δτ + (1− δ)p)
− −(p+ δ(τ − p)) + p

2σ̂2(τ − p)(p+ δ(τ − p)
= 0.

�alej sa pozrieme na koe�cienty ω1, pre ktoré platí:

(81)
ω̄1 − ω1 =

ω̄1︷ ︸︸ ︷
−1 + a+ 1− a− −aδτ

δτ + (1− δ)p
−

ω1︷ ︸︸ ︷
−2a

σ̂2(τ−p)
4(p+δ(τ−p))
2σ̂2(τ−p)p

+

2δa
σ̂2(τ−p)

4(p+δ(τ−p))
2σ̂2(τ−p)p

+ a

=
aδτ

δτ + (1− δ)p
− −ap+ δap+ a(p+ δ(τ − p))

p+ δ(τ − p)
= 0.

Posledným koe�cientom exponenciály je ω0. Pri porovnávaní týchto koe�cientov vyuºi-
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jeme vz´ah (59) pre parametre a a b. Pre koe�cienty ω0 teda platí :

ω̄0 − ω0 =

ω̄0︷ ︸︸ ︷
bτ +

(
a2(δ − 1)σ̂2

2
+ b(δ − 1)

)
p+

a2δτ

2
− a2σ̂2δτ

2(δτ + (1− δ)p)

−

ω0︷ ︸︸ ︷
bτ − bp− δa2σ̂2p

2
+
a2 − 2δa2 + δ2a2

4(p+δ(τ−p))
2σ̂2(τ−p)p

= b

(
τ + δp− p+

−(δ − 1)p(δτ + (1− δ)p)− τ(δτ + (1− δ)p))− δτ 2

δτ + (1− δ)p

)
− b
(
τ + δp− p+

−δ2(τ − p)p+ (τ − p)p(δ − 1) + δ(τ − p)p
p+ δ(τ − p)

)
= 0.

(82)

Vidíme, ºe exponenciály sa vo funkciách H1 a H̄1 rovnajú. Rovnakým spôsobom teraz

pokra£ujeme v porovnávaní kvadratických polynómov týchto funkcií.

Pre koe�cienty λ2 zodpovedajúce kvadratickému £lenu x2 platí:

(83)

λ̄2 − λ2 =

λ̄2︷ ︸︸ ︷
δ2A(p)

σ̂4(δτ + (1− δ)p) 5
2 (2πσ̂2)

δ
2p

δ−1
2

−

(
A(p)(σ̂2p(τ − p))2

(2πσ̂2)
δ
2 p

δ−1
2 (p+ δ(τ − p)) 5

2

)(
δ2

σ̂8p2(τ − p)2

)
︸ ︷︷ ︸

λ2

= 0.

�alej pre koe�cienty λ1 zodpovedajúce lineárnemu £lenu x platí:

λ̄1 − λ1 =

λ̄1︷ ︸︸ ︷(
A(p)

(2πσ̂2)
δ
2p

δ−1
2

√
δτ + (1− δ)p

)(
−(2a+ 1)δ + 2aδ

σ̂2(δτ + (1− δ)p)
+

+

︷ ︸︸ ︷
−2aδ2τ

σ̂2(δτ + (1− δ)p)2

)
−

(
A(p)(σ̂2p(τ − p))2

(2πσ̂2)
δ
2 p

δ−1
2 (p+ δ(τ − p)) 5

2

)
︸ ︷︷ ︸

λ1

×
(
−2δ2a+ 2δ3a

σ̂6p2(τ − p)
− (2δ2a+ δ)(p+ δ(τ − p))

σ̂6p2(τ − p)2

)
︸ ︷︷ ︸

=
A(p) (−δ(δτ + (1− δ)p)− 2δ2aτ)

σ̂2(2πσ̂2)
δ
2p

δ−1
2 (δτ + (1− δ)p) 5

2

− −2δ2aτ − δ(p+ δ(τ − p))
σ̂2(2πσ̂2)

δ
2p

δ−1
2 (δτ + (1− δ)p) 5

2

=0.

(84)
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Nakoniec si porovnáme koe�cienty λ0, pre ktoré platí:

λ̄0 − λ0 =

λ̄0︷ ︸︸ ︷(
A(p)

(2πσ̂2)
δ
2p

δ−1
2

√
δτ + (1− δ)p

)(
a2 + a− 2a2 − a+

(2a+ 1)aδτ

δτ + (1− δ)p︷ ︸︸ ︷
+a2 +

a2δ2τ 2

(δτ + (1− δ)p)2
− 2a2δτ

δτ + (1− δ)p
− δ

σ̂2δτ + (1− δ)p

)
−

(
A(p)(σ̂2p(τ − p))2

(2πσ̂2)
δ
2 p

δ−1
2 (p+ δ(τ − p)) 5

2

)(
δ2(a− δa)2

σ̂4p2
+
δ2(p+ δ(τ − p))
σ̂6p3(τ − p)︸ ︷︷ ︸

λ0

+
−(−2δ2a− δ)(a− δa)(p+ δ(τ − p))

σ̂4p2(τ − p)
+

(δ2a2 + δa)(p+ δ(τ − p))2

σ̂4p2(τ − p)2︸ ︷︷ ︸
−δ(p+ δ(τ − p))2

σ̂6p3(τ − p)2

)
︸ ︷︷ ︸

=A(p)

(
(aδτ(δτ + (1− δ)p) + a2δ2τ 2)

(2πσ̂2)
δ
2p

δ−1
2 (δτ + (1− δ)p) 5

2

− δ

σ̂2(2πσ̂2)
δ
2p

δ−1
2 (δτ + (1− δ)p) 5

2

)

− A(p)

(
δ2a2(1− δ)(τ − p)((1− δ)(τ − p) + 2p+ 2δ(τ − p))

(2πσ̂2)
δ
2 p

δ−1
2 (p+ δ(τ − p)) 5

2

+
(δaτ − δa(p+ δ(τ − p)))(p+ δ(τ − p)) + (δ2a2 + δa)(p+ δ(τ − p))2

(2πσ̂2)
δ
2 p

δ−1
2 (p+ δ(τ − p)) 5

2

− δ

σ̂2 (2πσ̂2)
δ
2 p

δ−1
2 (p+ δ(τ − p)) 5

2

)
= 0.

(85)

Ukázali sme, ºe v²etky koe�cienty λ0, λ1, λ2, ω0, ω1, ω2 sa rovnajú a teda platí, ºe ∂2
SV1 =

H̄1 = H1. Tvrdenie je teda dokázané.
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4 Risk adjusted pricing methodology model

V tejto kapitole si odvodíme Risk adjusted pricing methodology model, ktorý bol pred-

stavený Kratkym [9] a roz²írený Janda£kom a �ev£ovi£om [8]. Pre tento model taktieº

vypo£ítame hodnotu ceny V (S, t) metódou malého parametra pod©a vzorca odvode-

ného �uri²om [3] a budeme skúma´ jej citlivos´ na zmenu jednotlivých parametrov a

premenných. Ako sme uº spomínali v preh©ade nelineárnych modelov, v tomto modeli

je zoh©adnené riziko vznikajúce z netriviálnych transak£ných nákladov a tieº riziko z ne-

zabezpe£eného portfólia. Celková riziková prémia je de�novaná ako sú£et transak£ných

nákladov a nákladov na riziko z nezabezpe£eného portfólia.

Predpokladáme, ºe rovnako ako v základnom Black-Scholesovom modeli cena pod-

kladového aktíva sleduje vývoj geometrického Brownovho pohybu s trendom ρ, ²tan-

dardnou odchýlkou σ̂ a môºe vypláca´ spojité dividendy s úrokovou mierou q a teda:

dS = (ρ− q)Sdt+ σ̂SdWt, (86)

kde Wt je Wienerov proces. Podobne ako pri odvodzovaní klasickej Black-Scholesovej

rovnice skon²truujeme samo�nancovacie portfólio Π pozostávajúce z jednej opcie s

cenou V a δ aktív s cenou S za jedno aktívum:

Π = V + δS. (87)

Základnou my²lienkou Black-Scholesovej teórie je skúmanie diferenciálu ∆Π rovnice

(87). Pravú stranu diferencujeme pomocou Itovej lemmy a prírastok portfólia ∆Π(t) =

Π(t+ ∆t)− Π(t) na ©avej strane môºe by´ vyjadrený ako:

∆Π = rΠ∆t− δqS∆t, (88)

kde r > 0 je úroková miera bezrizikového dlhopisu. V reálnom svete ale takýto zjed-

nodu²ený predpoklad nie je splnený, a preto by sme mali do vz´ahu (88) prida´ £len

odráºajúci celkové riziko. Celková riziková prémia rR na jednotkovú cenu aktíva po-

zostáva z transak£ných nákladov rTC a nákladov na riziko z nezabezpe£eného portfólia

rV P . A teda:

∆Π = rΠ∆t− δqS∆t− (rTC + rV P )S∆t. (89)
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Na modelovanie transak£ných nákladov pouºijeme Lelandov prístup [10]. Efekt týchto

nákladov chceme za£leni´ do riadiacej rovnice. Odvodíme preto koe�cient transak£ných

nákladov rTC zo vz´ahu(89). Nech C sú transak£né náklady na jednotku ceny transak-

cie. Potom platí:

C = (Sask − Sbid)/S, (90)

kde S je priemer Sask a Sbid ceny. Zanedbáme teraz náklady spojené s nezabezpe£eným

portfóliom (rV P = 0). Sledovaním Lelandovho [10] prístupu a pouºitím δ-zais´ovania

na samo�nancovate©né portfólio vieme odvodi´, ºe koe�cient rTC je daný ako:

rTC =
Cσ̂S√

2π

∣∣∂2
SV
∣∣ 1√

∆t
. (91)

Vidíme, ºe zvy²ovaním £asového intervalu ∆t medzi zmenami v portfóliu môºeme zníºi´

transak£né náklady. Na druhej strane náklady spojené s nezabezpe£eným portfóliom

budú rás´.

Ak portfólio pozostávajúce z aktív a opcií je ve©mi volatilné, investor zvy£ajne ºiada

cenovú kompenzáciu. Volatilita �uktujúceho portfólia môºe by´ meraná varianciou re-

latívnych prírastkov replikovaného portfólia Π̄ = V + δS, teda £lenom V ar((∆Π/S).

A teda de�nujeme vhodné meradlo rV P rizika z nezabezpe£eného portfólia ako:

rV P = R
var

(
∆Π
S

)
∆t

=
1

2
Rσ̂4S2Γ2∆t, (92)

kde R reprezentuje tzv. koe�cient rizikovej prémie a predstavuje marginálnu hodnotu

investorovho vystavenia riziku. Finálny tvar rV P sme odvodili výpo£tom V ar((∆Π/S)

pouºitím Itôvej lemmy a vyuºitím δ-zais´ovania. Gamma opcie Γ = ∂2
SV vyjadruje

druhú parciálnu deriváciu ceny opcie a meria citlivos´ delty (zais´ovacieho pomeru) na

zmenu ceny podkladového aktíva S.

4.1 Nelineárna Black-Scholesova rovnica pre RAPM

Celková riziková prémia rR = rTC + rV P pozostáva z dvoch £astí: prémia transak£ných

nákladov rTC a prémia z nezabezpe£eného portfólia rV P , ako sme si ich de�novali v

(91) a (92). Predpokladáme, ºe investor je rizikovo averzný, a teda chce minimalizova´

celkovú rizikovú prémiu rR. Na to potrebujeme zvoli´ optimálny £asový interval ∆t
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medzi dvoma úpravami portfólia. Na nájdenie tejto optimálnej hodnoty ∆t musíme

minimalizova´ funkciu:

∆t 7→ rR = rTC + rV P =
Cσ̂S√

2π

∣∣∂2
SV
∣∣ 1√

∆t
+

1

2
Rσ̂4S2Γ2∆t. (93)

Jedine£né minimum funkcie ∆t 7→ rR(∆t) je dosiahnuté v £asovom intervale ∆topt =

K2/(σ̂2|SΓ|)2/3, kde K = (C/(R
√

2π))1/3. A teda minimálna hodnota funkcie ∆t 7→

rR(∆t) je:

rR(∆topt) =
3

2

(
C2R

2π

)1/3

σ̂2|SΓ|4/3. (94)

Pouºitím ∆Π zo vz´ahu (89), Itôvej lemmy na hladkú funkciu V = V (S, t) a δ-

zais´ovania na úpravy portfólia dostávame zov²eobecnenie Black-Scholesovej rovnice:

∂V

∂t
+
σ̂2

2
S2∂

2V

∂S2
+ (r − q)S∂V

∂S
− rV − rRS = 0. (95)

Ak vezmeme optimálnu hodnotu rizikového koe�cientu rR zo vzorca (94), cena opcie

V je rie²ením nasledujúcej parabolickej rovnice:

∂V

∂t
+
σ̂2

2
S2
(
1 + µ(S∂2

SV )1/3
) ∂2V

∂S2
+ (r − q)S∂V

∂S
− rV = 0, (96)

kde µ = 3
(
C2R
2π

)1/3

. Ak nie sú prítomné ani transak£né náklady (C = 0) ani riziko z

nezabezpe£eného portfólia (R = 0), tak µ = 0 a rovnica (96) sa redukuje na pôvodnú

Black-Scholesovu rovnicu. Táto rovnica je parabolická parciálna diferenciálna rovnica

vtedy a len vtedy, ak funkcia

β(H) =
σ̂2

2
(1 + µH

1
3 )H (97)

je rastúcou funkciou premennej H := SΓ = S∂2
SV . Táto podmienka je splnená ak

µ ≥ 0 a H ≥ 0. Ke¤ºe transak£né náklady a riziko z nezabezpe£eného portfólia zná²a

drºite© opcie, rie²enie rovnice (96) zodpovedá ask cene opcie Vask.

4.2 Rie²enie V a jeho analýza

Ako sme uº uviedli v predchádzajúcej kapitole, v [3], [4] �uri² a kol. odvodili v²eobecný

vzorec pre také nelineárne zov²eobecnenia Black-Scholesovho modelu, ktorých volatilitu
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vieme zapísa´ v tvare:

σ2
ε(H,S, τ) = σ̂2 + 2εA(τ)Sγ−1Hδ−1. (98)

Volatilita v Risk adjusted pricing modeli má tvar:

σ2
ε(H,S, τ) = σ̂2(1 + µH

1
3 ), (99)

a teda γ = 1, δ = 4/3, ε = µ a A(τ) = σ̂2/2. Pre lep²iu preh©adnos´ budeme namiesto

t pouºíva´ transformáciu τ = T − t. V¤aka tejto identi�kácii parametrov môºeme teraz

dosadením do vzorca získaného metódou malého parametra [4, str. 39], zapísa´ cenu

opcie V (S, τ) ako:

(100)

V (S, τ) = V0 + µV1

= SN(d1)− Ee−rτN(d2) + µ

 S

(2πσ̂2)
2
3

∫ τ

0

σ̂2

p
1
6

√
4τ−p

3

e
−3M(S)
4τ−p dp

 ,
kde

M(S) =
2

3σ̂2
ln
(
S

E

)2

+
4

3

(
1

2
+

r

σ̂2

)
τ ln
(
S

E

)
+

2

3

(
1

2
+

r

σ̂2

)2

σ̂2τ 2. (101)

�tandardne sa na burze obchoduje 252 dní po£as jedného roka. V ¤al²ích výpo£toch

budeme predpoklada´, ºe T = 1, a teda maturita opcií je jeden rok. Na obrázku 2

vidíme vývoje ceny opcie V pre cenu podkladového aktíva S na intervale [23, 27] pri

expira£nej cene E = 25, volatilite σ̂ = 0, 3 a bezrizikovej úrokovej miere r = 0.011. Vý-

voj ceny sme pozorovali najprv pre τ = 1, teda rok do expirácie, potom pre τ = 30/252,

teda mesiac do expirácie a nakoniec pre τ = 7/252, teda týºde¬ do expirácie. Pre kaºdú

z týchto hodnôt τ sme porovnali cenu vypo£ítanú Black-Scholesovým modelom (zná-

zornená £iarkovanou oranºovou £iarou) a cenu vypo£ítanú metódou malého parametra

pre Risk adjusted pricing methodology model pre hodnoty parametra µ rovné 0.1 a

0.05 (znázornené modrou £iarou).

Vidíme, ºe pre vä£²ie τ je cena pri RAPM akoby navý²ením ceny opcie z Black-

Scholesovho modelu o nejakú kon²tantu, zatia© £o pre τ = 7/252 je vidie´ vä£²í rozdiel

cien týchto modelov v uº²om okolí expira£nej ceny E.
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Obr. 2: Porovnanie rie²enia B-S rovnice s rie²ením rovnice (96) modelu RAPM metódou

malého parametra s dvoma £lenmi na intervale [23,27]. V tomto príklade sme zvolili hodnoty

parametrov r = 0.011, E = 25, σ̂ = 0.3. Hodnoty parametra µ a premennej τ sú nad

jednotlivými obrázkami.
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4.3 Analýza korek£nej funkcie V1

Metódou malého parametra sme cenu opcie V pre Risk adjusted pricing methodology

model rozdelili na Black-Scholesov £len V0 a korek£ný £len µV1. V tejto £asti budeme

analyzova´ funkciu V1 korek£ného £lena a jej senzitivitu na jednotlivé parametre. V

Black-Scholesovom modeli sa senzitivita ur£uje faktormi citlivosti "Greeks", ktoré sa

budeme snaºi´ analyzova´ aj pre RAPM model.

Pripomenieme si, ºe korek£ná funkcia V1 má pre RAPM model tvar:

V1(S, τ) =
S

(2πσ̂2)
2
3

∫ τ

0

σ̂2

p
1
6

√
4τ−p

3

e−
3

(
2

3σ̂2
(ln SE )

2
+4

3( 1
2+ r

σ̂2
)τln SE+2

3( 1
2+ r

σ̂2
)
2
σ̂2τ2

)
4τ−p dp. (102)

Vidíme, ºe okrem premenných S a τ je táto funkcia závislá od parametrov σ̂, r. E

sa vyskytuje iba v pomere s S, a teda zmenou S sa zmení aj pomer, preto nemusíme

skúma´ správanie V1 pri zmene E. Na obrázku 3 vidíme priebeh tejto funkcie v £ase v

závislosti od ceny S.

Obr. 3: Korek£ná funkcia V1 znázornená v závislosti od τ a S. Hodnoty ostatných parametrov

sú r = 0.011, E = 25, σ̂ = 0.3.
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4.3.1 Citlivos´ V1 na cenu podkladového aktíva S

Na obrázku 4 vidíme, ºe pre za�xovanú hodnotu τ má korek£ná funkcia V1(S) zvonovitý

tvar podobný Gaussovej krivke pre funkciu hustoty normálneho rozdelenia so strednou

hodnotou blízkou expira£nej cene E, a teda vidíme, ºe pre S blízke E je korekcia

najvýraznej²ia, ako sme uº správne predpokladali v predchádzajúcej £asti. Hodnoty

ostatných parametrov sme pri vykres©ovaní tohto obrázka zachovali rovnaké ako v

predchádzajúcej £asti.
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V
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[25.068,1.788]

V1
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1.0

1.2
V

korekcia V1 pre τ=7/252

[25.016,1.102]

V1

Obr. 4: Korek£ná funkcia V1 znázornená v závislosti od S pre τ = 30/252 a τ = 7/252 so

zvýrazneným maximom. Hodnoty ostatných parametrov sú r = 0.011, E = 25, σ̂ = 0.3.

Na obrázku 4 vidíme tieº zvýraznené maximum funkcie V1(S) pre rôzne hodnoty τ .

Vidíme, ºe funkcia V1 nadobúda maximum v pravom okolí S = E. Platí, ºe £ím vä£²ie

τ tým vy²²iu hodnotu nadobúda funkcia V1 vo svojom maxime a nadobúda ju pre S

vzdialenej²ie od S = E.

Vidíme, ºe tvar funkcie V1(S) pripomína Gaussovu krivku, a preto sme sa ju pokúsili

preloºi´ vhodnou funkciou hustoty normálneho rozdelenia. Na obrázku 5 vidíme, ºe

pre v²etky hodnoty τ sme na²li vhodnú Gaussovu krivku, ktorá dostato£ne presne

aproximuje na²u korek£nú funkciu V1. Pre normálne rozdelenie sme h©adali strednú

hodnotu a, volatilitu b a kon²tantu, ktorou to nakoniec prenásobime, aby sme dostali

predpis v tvare cN(a, b). Ako strednú hodnotu sme zvolili hodnotu S, v ktorej funkcia

V1 nadobúda svoje maximum. Nako©ko v²ak integrál vo funkcii V1 vieme vypo£íta´

iba numericky, nevieme odvodi´ schému na presný výpo£et parametrov c a b. Preto

sme ich získali iba odhadom pre konkrétne hodnoty parametrov. Korek£ná funkcia

je na obrázku znázornená modrou bodkovanou £iarou a funkcia hustoty normálneho
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Obr. 5: Korek£ná funkcia V1 znázornená v závislosti od S pre τ = 30/252 a τ = 7/252

v porovnaní s funkciou hustoty normálneho rozdelenia. Hodnoty ostatných parametrov sú

r = 0.011, E = 25, σ̂ = 0.3.

rozdelenia oranºovou £iarkovanou £iarou. Predpis cN(a, b) pre konkrétne τ je uvedený

ako názov grafu.

Faktorom citlivosti ceny opcie V od S v Black-Scholesovom modeli je Delta ∆ =

∂V/∂S. Cena opcie je pre RAPM model zloºená z dvoch zloºiek asymptotického roz-

voja, a teda pre tohto modelu platí ∆RAPM = ∂(V0+µV1)
∂S

= ∆BS + µ∆1. Pripome¬me

si, ºe ∆BS má pre európsku call opciu tvar: ∆BS = N(d1) a ∆1 môºeme zapísa´ ako:

(103)
∆1 =

1

(2πσ̂2)
2
3

∫ τ

0

σ̂2

p
1
6

√
4τ−p

3

e−
3( 2

3σ̂2
(ln SE )2+4

3( 1
2+ r

σ̂2
)τln SE+2

3( 1
2+ r

σ̂2
)2σ̂2τ2)

4τ−p

×
(

1− 4

4τ − p

)(
1

σ̂2
ln
S

E
+

(
1

2
+

r

σ̂2

)
τ

)
dp.

Ke¤ºe je tento predpis ve©mi komplikovaný, popí²eme si senzitivitu pomocou obrázka

6. Na tomto obrázku vidíme, o ko©ko sa zmení hodnota korek£nej funkcie pre pevné τ

pri zmene S. Vidíme, ºe pre men²ie τ je zmena pre S z okolia E výraznej²ia, zatia©£o

pre τ vä£²ie je táto zmena men²ia, ale na vä£²om intervale. Taktieº na ¬om vidíme

porovnanie ∆1 s deriváciou funkcie hustoty, ktorou sme preloºili funkciu V1. Vidíme,

ºe aproximácia pre τ = 7/252 je ove©a presnej²ia a takmer presne kopíruje ∆1.

4.3.2 Citlivos´ V1 na £as do expirácie τ

�alej sa pozrieme na závislos´ funkcie V1 od premennej τ . Podobne ako v predchá-

dzajúcom prípade za�xujeme hodnotu S a budeme skúma´ priebeh fukncie V1(τ). Na
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Obr. 6: ∆1 znázornená v závislosti od S pre τ = 30/252 a τ = 7/252 v porovnaní s deriváciou

funkcie hustoty normálneho rozdelenia. Hodnoty ostatných parametrov sú r = 0.011, E = 25,

σ̂ = 0.3.

obrázku 7 vidíme, ºe korek£ná funkcia je v premennej τ rastúca.
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Obr. 7: Korek£ná funkcia V1 znázornená v závislosti od τ pre S = 22, S = E = 25 a S = 28.

Hodnoty ostatných parametrov sú r = 0.011, E = 25, σ̂ = 0.3.

Faktor citlivosti vyjadrujúci citlivos´ ceny opcie V od £asu t je Theta Θ. Opä´ si ju

rozloºíme na Black-Scholesov £len a korek£ný £len, teda:

Θ =
∂V

∂t
= ΘBS + µΘ1. (104)

Z publikácie [12] vieme, ºe Theta v Black-Scholesovom modeli ΘBS pre európsku call

opciu, ktorá nevypláca dividendy je vºdy záporná. Thetu pre korek£ný £len Θ1 = ∂V1
∂t

=

−∂V1
∂τ

pre jeho komplikovanos´ou nebudeme v analytickom tvare uvádza´, ale citlivos´

ceny opcie od £asu do expirácie si popí²eme pomocou obrázka. Na obrázku 8 vidíme,

o ko©ko sa zmení hodnota korek£nej funkcie pri zmene hodnoty τ pri pevne zvolenej

hodnote S . Na obrázku 9 vidíme prierez týmto grafom pre hodnoty S = 22, S = 25 a

S = 28. Vidíme, ºe pre hodnoty S má Θ1 rozdielny priebeh v okolí nuly ako pre hodnoty

vzdialenej²ie od hodnoty S = E. Vidíme, ºe pre v²etky hodnoty S a τ je hodnota Θ1
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záporná. Pripomenieme si, ºe v tejto práci sme po£ítali cenu európskej call opcie, ktorá

nevypláca dividendy, a teda platí, ºe Theta pre Black-Scholesov model ΘBS je záporná.

Ke¤ºe ΘRAPM = ΘBS + µΘ1 a µ ≥ 0 potom teda aj ΘRAPM je záporná.

Obr. 8: Faktor citlivosti Θ1 znázornený v závislosti od S a τ . Hodnoty ostatných parametrov

sú r = 0.011, E = 25, σ̂ = 0.3.
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Obr. 9: Faktor citlivosti Θ1 znázornený v závislosti od τ pre S = 22, S = E = 25 a S = 28.

Hodnoty ostatných parametrov sú r = 0.011, E = 25, σ̂ = 0.3.

4.3.3 Citlivos´ V1 na úrokovú mieru r

�al²ím faktorom citlivosti je Ró, ktoré vyjadruje citlivos´ ceny opcie V od bezrizikovej

úrokovej miery r , teda P = ∂V
∂r
. Znova vyuºijeme to, ºe rie²enie V (S, τ) máme v tvare

asymptotického rozvoja, v¤aka £omu platí PRAPM = PBS + P1. Pripomenieme si, ºe

pre európsku call opciu platí:

PBS = Eτe−rτN(d2) > 0, (105)

£o znamená, ºe v Black-Scholesovom modeli je cena európskej call opcie priamo úmerná

bezrizikovej úrokovej miere. Ró pre korek£ný £len P1 vieme v analytickom tvare zapísa´
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Obr. 10: Faktor citlivosti P1 znázornený v závislosti od S a τ . Hodnoty ostatných parametrov

sú r = 0.011, E = 25, σ̂ = 0.3.

Obr. 11: Faktor citlivosti P1 znázornený v závislosti od S a τ . Hodnoty ostatných parametrov

sú r = 0.011, E = 25, σ̂ = 0.05.

Obr. 12: Faktor citlivosti P1 znázornený v závislosti od S a τ . Hodnoty ostatných parametrov

sú r = 0.011, E = 25, σ̂ = 0.005.
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ako:

(106)
P1(S, τ) =

S

(2πσ̂2)
2
3

∫ τ

0

σ̂2

p
1
6

√
4τ−p

3

e−
3( 2

3σ̂2
(ln SE )2+4

3( 1
2+ r

σ̂2
)τln SE+2

3( 1
2+ r

σ̂2
)2σ̂2τ2)

4τ−p

×
(
−4

4τ − p

)(
τ

σ̂2
ln
S

E
+ τ 2

(
1

2
+

r

σ̂2

))
dp.

Vlastnosti tohto faktora citlivosti si ale opä´ jednoduch²ie vysvetlíme pomocou obrázka.

Na obrázku 10, vidíme funkciu P1 pre r = 0.011. Z tohto obrázka vieme vy£íta´, o

ko©ko percent sa zmení hodnota korek£nej funkcie V1 pri zmene r pre konkrétne S

a τ . Napríklad pre S = 20 a τ = 1 platí, ºe ak sa úroková miera narastie o 1%,

tak hodnota funkcie V1 taktieº stúpne o pribliºne 5%. Na obrázkoch 11 a 12 vidíme

vykreslený tento faktor citlivosti P1 pre hodnoty bezrizikovej úrokovej miery r = 0.05 a

r = 0.005. Vidíme, ºe pre v²etky hodnoty r má P1 podobný priebeh s malými rozdielmi

v konkrétnych hodnotách. Na rozdiel od PBS ale P1 nie je kladné pre v²etky S a τ .

4.3.4 Citlivos´ V1 na historickú volatilitu σ̂

V nelineárnych zov²eobecneniach Black-Scholesovho modelu sme pracovali s volatilitou

ako funkciou H, S a τ . Pri v²etkých spomínaných modeloch ale táto funkcia obsahovala

aj kon²tantu σ̂, ktorú môºeme interpretova´ ako historickú volatilitu. Faktor citlivosti

popisujúci závislos´ ceny opcie V od tejto volatility je V ega Υ. Rovnako ako ostatné

faktory citlivosti, aj tento si rozloºíme na základe vz´ahu: Υ = ΥBS + µΥ1. V Black-

Scholesovom modeli pre call opciu môºeme vyjadri´ tento faktor citlivosti ako:

ΥBS = Ee−rτN ′(d2)
√
τ . (107)

Vzh©adom na komplikovanos´ analytického tvaru Υ1, si ho nebudeme uvádza´ a zá-

vislos´ korek£nej funkcie V1 od historickej volatility si vysvetlíme iba pomocou obrázka.

Podobne ako v predchádzajúcom prípade sme si V egu Υ1 vykreslili pre tri rôzne hod-

noty σ̂. Na obrázkoch 13, 14 a 15 vidíme vykreslenú Υ1 v závislosti od S a τ pre

hodnoty historickej volatility σ̂ rovné 0,1; 0,3 a 0,5. Tento faktor na základe týchto

obrázkov interpretujeme rovnakým spôsobom ako sme interpretovali faktor P1, a teda

pri pevne zvolenom S a τ vieme od£íta´, ºe ak sa hodnoty σ̂ zmení o jedno percento,

o ko©ko percent sa zmení hodnota korek£nej funkcie V1. Vidíme, ºe Υ1 > 0 pre v²etky
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Obr. 13: Faktor citlivosti Υ1 znázornený v závislosti od S a τ . Hodnoty ostatných parametrov

sú r = 0.011, E = 25, σ̂ = 0.1.

Obr. 14: Faktor citlivosti Υ1 znázornený v závislosti od S a τ . Hodnoty ostatných parametrov

sú r = 0.011, E = 25, σ̂ = 0.3.

Obr. 15: Faktor citlivosti Υ1 znázornený v závislosti od S a τ . Hodnoty ostatných parametrov

sú r = 0.011, E = 25, σ̂ = 0.5.
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S a τ , £o znamená, ºe korek£ná funkcia V je priamo úmerná historickej volatilite. Naj-

vy²²ie hodnoty nadobúda tento faktor pre τ = 1, a teda £ím bliº²ie je opcia k expirácii,

tým menej je citlivá na zmenu historickej volatility. V²imnime si, ºe v premennej S je

Υ1 symetrická okolo S = E = 25 tak, ºe najniº²ie hodnoty nadobúda práve v tejto

hodnote S pre ©ubovo©ne zvolené τ . Vývoj Υ1 vidíme pri porovnaní obrázkov 13, 14 a

15, a teda platí, ºe £ím niº²ia hodnota σ̂, tým vy²²ie hodnoty nadobúda Υ1. Popísali

sme si teda korek£nú funkciu V1 a v²etky jej "Greeks"prvého rádu.
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Záver

V tejto práci sme sa zaoberali oce¬ovaním opcií na základe nelineárnych zov²eobecnení

Black-Scholesovho modelu. Pre tieto modely je Black-Scholesova rovnica nelineárna, a

preto v tejto práci vyuºívame jej transformáciu na kvázilineárnu parabolickú Gamma

Γ rovnicu. Cie©om bolo nájs´ rie²enie H pre túto Gamma Γ rovnicu, z ktorého potom

vieme dopo£íta´ cenu opcie. Túto rovnicu sme rie²ili pre modely, ktorých volatilita ne-

bola kon²tantná ako v Black-Scholesovom modely, ale bola funkciou viacerých premen-

ných. V²eobecné explicitné rie²enie ale pre túto rovnicu neexistuje, preto sme h©adali

rie²enie vo forme asymptotického rozvoja pomocou metódy malého parametra. H©a-

dali sme prvé dva £leny tohto rozvoja, pre v²eobecný tvar funkcie β, ktorá sa vyuºíva v

Gamma Γ rovnici a priamo vychádza z funkcie volatility. Prvý £len vychádzal priamo

z Black-Scholesovej rovnice, a preto sme sa venovali hlavne druhému £lenu tohto roz-

voja. Toto rie²enie sme potom na základe vz´ahu medzi cenou opcie V a premennou

H porovnali s rie²ením získaným rovnakou metódou �uri²om [3].

V prvých dvoch kapitolách sme sa venovali hlavne teoretickým poznatkom, z ktorých

vychádza táto práca. Konkrétne v prvej kapitole sme si popísali Black-Scholesov mo-

del, jeho nelineárne zov²eobecnenia a odvodenie Gamma Γ rovnice. V druhej kapitole

sme si na príklade vysvetlili fungovanie metódy malého parametra, ktoré sme potom

zhrnuli do v²eobecnej schémy. Presnos´ aproximácie tejto metódy sme si overili aj gra-

�cky. V tretej kapitole sme túto metódu aplikovali na Gamma Γ rovnicu, pre ktorú

sme odvodili explicitný vzorec pre prvé dva £leny asymptotického rozvoja rie²enia pre

v²eobecný tvar funkcie β. �alej sme ukázali, ºe toto rie²enie je po transformácii ekvi-

valentné s rie²ením, ktoré získal �uri² [3], a teda sme dokázali, ºe cenu opcie môºeme

po£íta´ aj z transformovanej Gamma Γ rovnice. V poslednej kapitole sme sa zamerali

na Risk adjusted pricing methodology model. Na tento model sme aplikovali v²eobecný

vzorec z práce �uri²a [3] a toto rie²enie sme potom detailne analyzovali. Ke¤ºe rie²enie

je vo forme asymptotického rozvoja a prvý £len zodpovedá rie²eniu Black-Scholesovej

rovnice, zamerali sme sa hlavne na druhý £len tohto rozvoja, ktorý je vlastne sú£i-

nom malého parametra a korek£nej funkcie. Skúmali sme citlivos´ korek£nej funkcie od

v²etkých premenných, vstupujúcich do jej výpo£tu. Jednotlivé faktory citlivosti sme

zobrazili aj gra�cky, pri£om sme si v²imli, ºe pre pevne daný £as do expirácie má ko-
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rek£ná funkcia v závislosti od ceny podkladovej akcie tvar Gaussovej krivky. Pre zvolené

£asy do expirácie sme ju preto preloºili vhodne zvolenou funkciou hustoty normálneho

rozdelenia a presnos´ aproximácie touto funkciou sme overili aj na faktore citlivosti ∆

pre tieto £asy.

Nako©ko rie²enie získané v tejto práci je iba pribliºné, je dôleºité porovna´ toto rie-

²enie s presným rie²ením. Ke¤ºe pre úlohy popisované v tejto práci neexistuje presné

rie²enie, môºeme túto aproximáciu porovna´ s numerickým rie²ením. H©adaním nume-

rického rie²enia pre RAPM model sa v svojej práci zaoberali Janda£ka a �ev£ovi£ [8]

a porovnaniu rie²enia získaného metódou malého parametra a numericky Newtonovou

metódou �uri² et al. [4].

Predmetom ¤al²ieho skúmania v tejto oblasti by mohlo by´ odvodenie v²eobecných

parametrov pre funkciu hustoty normálneho rozdelenia, ktorá by vhodne aproximovala

korek£nú funkciu pre RAPM model v závislosti od £asu do expirácie. Takouto aproxi-

máciou by sa výpo£et ceny opcie pre RAPM model výrazne urýchlil a zjednodu²il.

49



ZOZNAM POU�ITEJ LITERATÚRY

Zoznam pouºitej literatúry

[1] Barles, G., Soner, H. M.: Option Pricing with Transaction Costs and a Nonlinear

Black-Scholes Equation, Finance Stochast. 2, 1998, 369�397

[2] Black, F., Scholes, M.: The Pricing of Options and Corporate Liabilities, The

Journal of Political Economy 81, 1973, 637-654

[3] �uri² K.: Analýza rie²ení nelineárnych parciálnych diferenciálnych rovníc �nan£-

nej matematiky , diplomová práca, FMFI UK, Bratislava, 2015,

dostupné na internete (29.4.2016):

www.iam.fmph.uniba.sk/studium/efm/diplomovky/2015/duris/diplomovka.pdf

[4] �uri², K., Lai C. H., �ev£ovi£ D., Tan S. H.: Comparison of the analytical approxi-

mation formula and Newton's method for solving a class of nonlinear Black-Scholes

parabolic equations, Computational Methods in Applied Mathematics 16(1) 2016,

35-50.

[5] Frey, R.: Market Illiquidity as a Source of Model Risk in Dynamic Hedging, Risk

Publications, London, 2000, 125-136

[6] Holmes, M. H.: Introduction to Perturbation Methods, Texts in Applied Mathema-

tics vol. 20, Springer, 2013

[7] Holmes, M. H.: Introduction to the Foundations of Applied Mathematics, Texts in

Applied Mathematics vol. 56, Springer, 2009

[8] Janda£ka, M., �ev£ovi£, D.: On the Risk-Adjusted Pricing-Methodology-Based Va-

luation of Vanilla Options and Explanation of the Volatility Smile, Journal of

Applied Mathematics 3, 2005, 235-258

[9] Kratka M.: No mystery behind the smile, Risk 9, 1998, 67-71

[10] Leland, H. E.: Option Pricing and Replication with Transaction Costs, The Journal

of Finance 40, 1985, 1283-1301

[11] Melicher£ík, I., Ol²arová, L., Uradní£ek, V.: Kapitoly z Finan£nej Matematiky,

EPOS, Bratislava, 2005

50



ZOZNAM POU�ITEJ LITERATÚRY

[12] �ev£ovi£, D., Stehlíková, B., Mikula, K.: Analytical and Numerical Methods for

Pricing Financial Derivatives, Nova Science Publishers, New York, 2011

[13] �ev£ovi£, D., Stehlíková, B., Mikula, K.: Analytické a Numerické Metódy Oce¬o-

vania Finan£ných Derivátov, Nakladate©stvo STU, Bratislava, 2009

[14] �ev£ovi£, D., �it¬anská, M.: Analysis of the nonlinear option pricing model under

variable transaction costs, Asia-Paci�c Financial Markets, 2016.

51


	Zoznam použitých symbolov
	Úvod
	1 Black-Scholesov model a jeho nelineárne zovšeobecnenia
	1.1 Black-Scholesov model
	1.2 Nelineárne zovšeobecnenia B-S modelu
	1.3 Odvodenie  rovnice
	1.4 Prehlad vybraných nelineárnych modelov
	1.4.1 Lelandov model
	1.4.2 Modelovanie investorových preferencií
	1.4.3 Modelovanie nelikvidného trhu a vplyvu dominantného investora
	1.4.4 Model na ocenovanie opcií pri variabilných transakcných nákladoch
	1.4.5 Risk adjusted pricing methodology model


	2 Metóda malého parametra
	2.1 Úloha o výške projektilu
	2.2 Všeobecná schéma

	3 Odvodenie explicitného vzorca pre  rovnicu
	3.1 Porovnanie H a V

	4 Risk adjusted pricing methodology model
	4.1 Nelineárna Black-Scholesova rovnica pre RAPM
	4.2 Riešenie V a jeho analýza
	4.3 Analýza korekcnej funkcie V_1
	4.3.1 Citlivost V_1 na cenu podkladového aktíva S
	4.3.2 Citlivost V_1 na cas do expirácie 
	4.3.3 Citlivost V_1 na úrokovú mieru r
	4.3.4 Citlivost V_1 na historickú volatilitu 


	Záver
	Zoznam použitej literatúry

