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Abstrakt

BELUSKOVA, Veronika: Asymptotické aproximécie rieSeni nelinearnych Black-Scholesovych
rovnic [Diplomové pracal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky,
fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; Skolitel: prof. RNDr.
Daniel Sevéovié, CSc., Bratislava, 2016, 51 s.

Tato praca sa zaobera nelinedrnymi zovSeobecneniami Black-Scholesovho modelu,
ktoré zohl'adiuja viacero faktorov pritomnych na finan¢nom trhu, ako napriklad trans-
ak¢né néklady, riziko z nezabezpeceného portfélio alebo vplyv dominantného investora.
Pre tieto modely chceme pomocou metody malého parametra vypocitat vseobecné rie-
Senie H pre Gamma I rovnicu, z ktorého potom vieme dopocitat cenu opcie. Tato
metoda predpokladé, Ze rieSenie vieme zapisat v tvare asymptotického rozvoja. Cie-
Tom tejto prace je odvodit prvé dva ¢leny tohto rozvoja. Nakoniec na Risk adjusted
pricing methodology aplikujeme vzorec ziskany touto metdédou pre cenu opcie v praci
Durisa |3]. Tato cenu potom podrobnejsie analyzujeme vzhlTadom na vSetky vstupné

premenné a parametra vstupujice do vypoctu.

Krlucové slova: oceiiovanie opcii, nelinearny RAPM model, kvazilinearna

parabolick& rovnica, metéda malého parametra



Abstract

Beluskova, Veronika: Asymptotic approximations of solutions of nonlinear Black-Scholes
equations [Diploma Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathema-
tics, Physics and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Su-
pervisor: prof. RNDr. Daniel Sevcovi¢, CSc., Bratislava, 2016, 51 p.

The diploma thesis deals with nonlinear generalisations of the Black-Scholes option
pricing model, which consider several factors present on the financial market, such
as transaction costs, risk from unprotected portfolio or influence of large investor on
the market. We want to find general solution H for Gamma I' equation using small
parameter method, from which we can get an option price. This method assumes, that
solution can be written in the form of asymptotic expansion. The aim of this thesis is
to derive first two terms of this expansion. Finally we use the formula derived by Durig
[3] for option price on the Risk adjusted pricing methodology model. We analyse this

price in respect to each input variable and parameter.

Keywords: option pricing,nonlinear RAPM model, quasilinear parabolic equation,

small parameter method
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Zoznam pouzitych symbolov
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UVOD

Uvod

Kapital akciovej spolo¢nosti vzniké emisiou akcif a ich predajom na trhu. Tento kapital
je dolezity pre fungovanie spolo¢nosti a jej budice investicie, preto je hodnota jej akcii
pre takuto spolo¢nost vyznamnym ukazovatelom. Pre akcionarov predstavuju tieto
cenné papiere moznost investicie, pri ktorej o¢akavaji zisk z dividend alebo nérastu
hodnoty akcie. Pri prepade ceny akcii je ale tato investicia stratovi, voc¢i comu sa
akcionari snazia zabezpecit, napriklad pomocou opcii.

Opcie sa také finanéné derivaty, ktoré poskytuja ich vlastnikovi pravo obchodovat
s podkladovou akciou v dohodnutom ¢ase za vopred dohodnuti cenu. Najznamejsim
modelom na ocefiovanie opcii je Black-Scholesov model, kde cena opcie je riesenim
lineadrnej parcialnej diferencialnej rovnice. Tento model vSak mé viacero predpokla-
dov, ktoré na redlnych trhoch neplatia. Preto boli neskor odvodené nelinearne zovse-
obecnenia tohto modelu zohladnujice rozne faktory skuto¢nych trhov ako napriklad
transakcéné naklady, investorove preferencie, ¢i riziko z nezabezpeceného portfolia. Pre
tieto zovSeobecnenia sa Black-Scholesova rovnica stava nelinearnou. Vieme z nej vSak
odvodit kvazilinearnu Gamma I" rovnicu.

Cielom tejto prace je odvodit vSeobecny explicitny vzorec pre rieSenie H Gamma
I" rovnice pre nelinearne zovSeobecnenia Black-Scholesovho modelu. Tento vzorec vsak
nevieme vo vSeobecnosti explicitne vyjadrit, a preto sa pokisime vhodne aproximovat
hladané rieSenie. Na néajdenie tohto rieSenia vyuzijeme metédu malého parametra,
v ktorej sa rieSenie aproximuje pomocou asymptotického rozvoja. Zameriame sa na
najdenie prvych dvoch ¢lenov tohto rozvoja. Dalej tento vzorec porovname s vysledkom
prace Durisa [3] a ukdZeme Ze tieto vysledky st ekvivalentné.

Praca je rozdelené na Styri kapitoly. V prvej kapitole si popiSeme zaklady ocenovania
opcii, Black-Scholesov model, jeho predpoklady a potrebu nelinedrnych zovSeobecneni
tohto modelu. Taktiez si pre tieto nelinearne modely si ukdzeme odvodenie Gamma T’
rovnice a vysvetlime si zakladni mySlienku vybranych zov§eobecneni. V dalSej kapitole
si na motiva¢nom priklade ukazeme fungovanie metody malého parametra, ktoré po-
tom zhrnieme do vSeobecnej schémy. V tretej kapitole vyuzitim tejto metoédy odvodime
explicitny vzorec pre H rieSenie Gamma I" rovnice, ktoré nasledne porovname s riese-

nim V pre takéto modely, ktoré v svojej praci vypocital Duris [3]. Posledna kapitola
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UVOD

je venovana Risk adjusted pricing methodology modelu. Najprv si popiSeme odvodenie
tohto modelu a potom pren vyuzijeme vzorec pre cenu opcie V. Tiito cenu potom pod-
robne analyzujeme, vzhladom na vSetky parametre a premenné vstupujice do tohto
VZOrca.

V druhej a stvrtej kapitole sme analyzy doplnili aj grafickymi ilustraciami, ktoré sme
vykreslili vyuzitim softvéru Wolfram Mathematica 10.3(c). Tento softvér sme vyuzili

aj v tretej kapitole pri vypocte vzorca.
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1 BLACK-SCHOLESOV MODEL A JEHO NELINEARNE ZOVSEOBECNENIA

1 Black-Scholesov model a jeho nelinedrne zovSeobec-
nenia

V tejto kapitole si stru¢ne popiSeme Black-Scholesov model a jeho predpoklady. Vysvet-
lime si potrebu nelinearnych zovSeobecneni tohto modelu, pre ktoré d'alej odvodime I'

rovnicu. NavySe si popiSeme niektoré vybrané nelinedrne modely.

1.1 Black-Scholesov model

V roku 1973 americky ekonémovia Fischer Black a Myron Scholes odvodili model na
ocehovanie opcii [2]. V tomto modeli predpokladame, ze cena podkladového aktiva S

sa riadi geometrickym Brownovym pohybom, a teda:
dS = pSdt + o SdW,, te]0,T] (1)

kde p urcuje trend a o volatilitu ceny a W; je Wienerov proces. Dalsie predpoklady

tohto modelu su:
e bezrizikovi trokova miera r je konstantna a zndma
e neexistuju transakéné naklady
e je mozné kupovat a predavat lubovolné mnozstvo akcii a hotovosti
e nie st dané ziadne obmedzenia na short-selling
e opcie su eur6pskeho typu.

Pri takychto predpokladoch je cena opcie V (S, t) rieSenim lineérnej parabolickej rovnice

ov 1 ,,0V OV
- - - =0. 2
8t+205825+r585 rV =0 (2)

Pociatoctné podmienky pre tito rovnicu st zavislé od typu opcie. NajzauzivanejSie si
call a put opcie. Predpokladame, 7Ze st eur6pskeho typu:
Eurépska call opcia je pravo, ale nie povinnost kupit podkladové aktivum za expi-
racniu cenu E vo vopred dohodnutom expira¢nom case 7.
Eurépska put opcia je pravo, ale nie povinnost predat podkladové aktivum za expi-

ra¢nu cenu F vo vopred dohodnutom expira¢nom case 7.

12



1 BLACK-SCHOLESOV MODEL A JEHO NELINEARNE ZOVSEOBECNENIA

Opciu vlastnik v ¢ase T uplatni, ak bude mat z jej realizacie zisk. Pre call opciu to plati,
ak je expiracna cena F vyssia ako cena S podkladového aktiva v ¢ase T'. Matematicky

zapisané teda:
V(S,T) = max(0,5 — E). (3)

Put opciu vlastnik uplatiiuje ak je cena F niz8ia ako cena S podkladového aktiva v

case T'. Matematicky vyjadrené:
V(S,T) = max(0,E — S). (4)
Cena V call opcie je teda na zaklade rovnice (2) a pociato¢nej podmienky (3):

V(S,t) = SN(dy) — Ee " TIN(dy), (5)

2
di = In S +(r+% ) (T—t)
a ay = o/ T—t ’

kde N je distribu¢né funkcia normélneho rozdelenia N(0,1)

dy =dy — oy/T — 1 [12].

1.2 Nelinearne zovseobecnenia B-S modelu

Vseobecné predpoklady zakladného Black-Scholesovho modelu ale na redlnom trhu ne-
platia. Trh v tomto modeli je dokonale elasticky a likvidny, tiez obsahuje dostatok
ochotnych kupujiacich a predavajicich. Trh v modeli predpoklada dostatocny pocet
opcii s rozdielnymi expira¢nymi cenami a rozdielnymi ¢asmi splatnosti, aby bola moz-
nost vytvorit samofinancovatelné portfolio. Taktiez na tomto trhu neexistuje domi-
nantny investor, ktory by mohol ovplyvnit vyvoj ceny akcie. Na redlnych trhoch ale
ziaden z tychto predpokladov neplati.

Predpoklad jednotnej ponukovej-ask a dopytovej-bid ceny vylucuje transakéné néa-
klady, ¢o tiez nie je redlny predpoklad. Tento predpoklad sa v modeli vyuziva kvoli
yaisbovaniu portfélia. AvSak pri neustalom obchodovani pri delta yaisbovan9 by boli
transakéné naklady nekoneéné, a teda pomer akcii a opcii je mozné menit len v dis-
krétnych casoch.

Ak sa pozrieme na historické data, tak zistime, 7e implikovana volatilita nie je kon-
Stantna. Prave preto pri roznych rozsireniach ([8], [9], [10]) sa predpoklada, Ze volatilita

o je funkciou :

o=o0(H,S,T1), (6)

13



1 BLACK-SCHOLESOV MODEL A JEHO NELINEARNE ZOVSEOBECNENIA

kde H = S02V a 7 = T —t. Pouzitim volatility v tvare (6) v Black-Scholesovej rovnici

(2) dostavame nelinearnu parabolicki rovnicu:

o1, LOV 9V B
E‘i‘ﬁa (H,S,T)S %—FTS%—TV—O (7)

1.3 Odvodenie I" rovnice

Této rovnica bola prvykrat odvodena Jandackom a Sevéovifom [8] a podrobnejsie
neskor popisana Sevéovicom a Zithianskou [14]. Vyuzitim zvyajnej zmeny nezavislych

premennych z = In(S/E), x e R, 7 =T —t, 7 € (0,T) zavedieme oznacenie:

H(z,7) = ST = S02V (S, 1), (8)
8(H) = So*(H)H. )

Kedze 0, = S0s, potom teda:

S0Z(SB) = S0s(B + S0sB) = 0,(0.8 + B),
S0%(S0sV) = SOs(dsV + SO3V) = H + 9, H.

Na zaklade tychto vztahov druhou derivaciou rovnice (7) podla = dostavame, ze H =
H(x,T) je rieSenim kvézilinearnej parabolickej I" rovnice:

OH 0? 0 OH

RieSenie tejto rovnice podlieha pociato¢nej podmienke pre 7 = 0:
H(z,0) = H(x) = 6(z), r € R, (11)

kde d(z) je Diracova § funkcia. V nasom pripade plati, ze tato funkcia moze byt apro-
ximovand nasledovne:

N'(d)
=
kde 7* > 0 je dostato¢ne malé, N'(d) je funkcia hustoty norméalneho rozdelenia, N'(d) =
e P12 )\or a d = (x4 (r — 62/2)7%)/6+/72 [14]. Téato aproximécia vychadza zo Stan-

H(z,0) ~ (12)

dardného Black-Scholesovho modelu, kde plati:
H(x, %) = SO:V(S,T —7*) = N'(d)/(oV/T*). (13)

14



1 BLACK-SCHOLESOV MODEL A JEHO NELINEARNE ZOVSEOBECNENIA

Tvrdenie 1.1 ([14, Proposition 3.1]). Nech H je riesenim rovnice (10), pre ktoré plati
H(—o00,7) = 0,H(—00,7) =0 a 5(0) je konecnd, kde 7 =T —t, potom funkcia:
V(S,7)=aS +be " +/ (S — Ee”)"H(z,7)dw, (14)

—00

je rieSenim nelinedrnej Black-Scholesovej rovnice (7) pre lubovolné a,b € R.

Hl'adanim asymptotickych aproximacii rieSenia V' (.S, t) pre rovnicu (7) sa uz zaoberal
Duris v svojej praci [3]. V tejto praci budeme hTadat asymptotické aproximécie rieSenia
H(z,7) rovnice (10). Vysledky potom porovname na zaklade ich vztahu H(z,7) =
SOZV (S, t).

1.4 Prehl'ad vybranych nelinedrnych modelov

V tejto casti si vysvetlime zdkladni myslienku vybranych nelinedrnych zovSeobecneni
Black-Scholesovho modelu. Taktiez si uvedieme k nim zodpovedajicu funkciu volatility

o(H) a funkciu B(H).

1.4.1 Lelandov model

Jednym z prvych nelinedrnych modelov je Lelandov model [10] na ocehovanie opcii za

pritomnosti transakénych nakladov. Volatilita o je v tomto modeli dana nasledovne:
0*(H,S,7) =67 (1+ Le signH) = 6% (1 + Le sign(93V)), (15)

kde & je konStantné historicka volatilita podkladového aktiva a Le je Lelandovo ¢islo:

2 ¢
Le = \/j—, 16
T oy AL (16)

Sask—Sbid
ash=bid repre-

kde At je ¢as medzi dvoma zaistovaniami portfolia. Konstanta ¢ =
zentuje transakéné néklady, kde S je priemer bid a ask ceny. a Kedze S > 0, tak
sign(SO%V) = sign(92V) a rovnost (15) naozaj plati. Na zdklade toho ma potom fun-

kcia S pre tento model méa tvar:

B(H)=— (1+ LesignH) H. (17)

o |

15



1 BLACK-SCHOLESOV MODEL A JEHO NELINEARNE ZOVSEOBECNENIA

1.4.2 Modelovanie investorovych preferencii

Tento model bol odvodeny Barlesom a Sonerom [1]. Preferencie investora st v fiom
reprezentované danou funkciou uzito¢nosti a investorova averzia k riziku je kongtantné.
Predpokladame, Ze podkladové aktivum nevyplaca dividendy (¢ = 0) a jeho cena

sleduje geometricky Brownov pohyb s trendom p a Standardnou odchylkou &
dS = pSdt + 6SdWy, (18)

kde W, je Wienerov proces. Na modelovanie obchodovacich stratégii zavedieme dva
stochastické procesy X; a Y; popisujice spravanie dolaru na penaznom trhu a pocet
vlastnenych akcii. Obchodovacou stratégiou na intervale [t, T'] budeme rozumiet uspo-
riadanti dvojicu (Ly, M,) zlava spojitych, neklesajucich funkeii, takych ze, L, = M; = 0.
Funkciu L; mdzeme interpretovat ako kumulativny transfer (merany v pocte akcii) z
penazného trhu na akciu. Opacény proces popisuje funkcia M;. Nech p € (0,1) je pa-
rameter popisujici propor¢né transakéné naklady pri predaji alebo kipe aktiva. To

znamena, ze S,q a Spig moZeme zapisat ako:
Sask = (1 + M)S, Sbid = (1 — ,u)S, (19)

kde S je priemer S,s. a Sy cien. Prirastky na dolarovom trhu penazi dX a prirastky

poctu akcii v portféliu dY st potom vyjadrené ako:

dY = —=S(1+ p)dL + S(1 — p)dM, (20)
dZ = dL — dM. (21)

Hlavnou myslienkou pri ocenovani eurépskej opcie je maximalizacia danej funkcie
uzito¢nosti investora U. Predpokladame, Ze funkcia uzitocnosti je dané ako:

Yy

Us(y) =1—e"=, (22)

kde parameter ¢ je nepriamo tmerny riziko-averznému faktoru. Maximalizujeme ocaka-

vana uzito¢nost z investorovho koncového imania s reSpektom na v8etky obchodovacie

stratégie (L., M,), T € [t,T] a po¢iatoéné podmienky Y; =y, Z, = z, S; = s v Case t.
Vysledkom odvodzovania je Black-Scholesov model s nelinearnou funkciou volatility

v tvare:

o’(H,S8,7) =6 (1+ ¢ (a*""SH)), (23)

16



1 BLACK-SCHOLESOV MODEL A JEHO NELINEARNE ZOVSEOBECNENIA

kde 1 je riesenim ODR:

2y/uvlu)-u (24)
(0) = 0.
Pri tomto modeli si premenné transformujeme vyuzitim Standardnej transformacie:
r = In(S/E), 7 = T — t. Funkcia B(H) ktora sa vyuziva v rovnici (10), nadobuda
potom pre tento model tvar:

0_2

B(H,z,7) = 5 (1+ ¥ (Ea’e ™" H)) H. (25)

1.4.3 Modelovanie nelikvidného trhu a vplyvu dominantného investora

Tento model bol predstaveny Freyom [5] a taktiez vychadza zo zakladného Black-
Scholesovho modelu. Av§ak vo Freyovom modeli je vynechany predpoklad o dokonalej
likvidite trhu a predpoklad, Ze vSetci investori sii dostato¢ne mali na to, aby nemohli
ovplyvnit hodnotu podkladového aktiva. KedZe sa tymto modelom podrobnejsie zaobe-
ral Durig |3] uvedieme si len tvar volatility o a funkcie S(H) pre toto zovSeobecnenie

Black-Scholesovho modelu. Funkcia volatility mé teda tvar:
o*(H,8,7) = &"(1 - pA(S)H) ™, (26)

kde p urc¢uje mieru nelikvidity trhu. V pripade A(S) = 1 ma funkcia B(h) tvar:

52 H

B(H) = 2 A= pH (27)

1.4.4 Model na ocenovanie opcii pri variabilnych transakénych nakladoch

Pri odvodzovani tohto modelu vychadzaji Sevéovic a Zitianska [14] z Leelandovho mo-
delu [10]. NavySe vsak predpokladaju, ze velki investori mozu o¢akavat zlavu vzhladom
na velkost objemu ich transakcie. Cim viac kupia tym nizsie budu transakéné naklady
na jednu akciu (jednotku podkladového aktiva). Preto predpokladaju, ze naklady C na
jednu transakciu budt funkciou objemu transakcie |Ad| za jednotku casu At, a teda
C = C(|Ad|. Pod upravou funkcie transakénych nakladov podla strednej hodnoty

budeme rozumiet nasledujicu transforméciu:
Cl¢) = V/ZEIC(E|®)®] = | Cléaae ™2, 29
0
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1 BLACK-SCHOLESOV MODEL A JEHO NELINEARNE ZOVSEOBECNENIA

kde ® je ndhodné premennd so Standardizovanym normalnym rozdelenim, teda & ~
N(0,1). Funkcia volatility ma potom tvar:

o*(H) = 6* (1 — @é(&ﬂ&@ﬂ@)%) : (29)

1.4.5 Risk adjusted pricing methodology model

Tento model bol predstaveny Kratkom [9] a rozsireny Jandackom a Sevéovicom [8]. V
tomto modeli je zohladnené riziko vznikajice z netrividlnych transakénych nakladov a
tiez riziko z nezabezpeceného portfolia. Obe z tychto rizik zavisia od dizky ¢asového
intervalu medzi dvoma transakciami. Celkova rizikova prémia je definovana ako sicet
transak¢énych nékladov a nédkladov na riziko z nezabezpeceného portfolia. Minimalizé-
ciou funkcionalu rizikovej prémie ziskavame optiméalnu dizku zaisfovacieho intervalu.

Tymto modelom sa budeme podrobnejsie zaoberat v kapitole 4.
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2 METODA MALEHO PARAMETRA

2 Metéda malého parametra

Pre niektoré tilohy v matematike alebo fyzike nevieme najst vo v8eobecnosti explicitné
rieSenie. Na rieSenie tychto tloh ¢asto pouzivame numerické metody. Nepresnost tohto
rieSenia zavisi od formy aproximacie a tiez od nepresnosti sposobenych aritmetikou
pocitaca. Algoritmy su tiez Casto zlozité, a preto je ¢as potrebny na rieSenie kompliko-
vanejSej tlohy dlhsi.

Dalsou moznostou je vyhnit sa numerickému rieeniu a najst iny sposob aproxima-
cie rieSenia. V knihach Holmesa |7], [6] st popisané asymptotické metédy na najdenie
takého rieSenia. Vyuziva sa pritom asymptotickd expanzia na najdenie aproximovaného
rieSenia diferencidlnych rovnic. V tejto Casti si vysvetlime presnejSie ako funguje me-
toda malého parametra na motiva¢nom pripade, ktory potom zhrnieme do vSeobecnej

schémy.

2.1 Uloha o vyske projektilu

V oboch publikaciach [6],[7] je metoda malého parametra vysvetlend na priklade pro-
jektilu, ktory je vystreleny zo zeme. Nech z(t) vyjadruje vysku projektilu, merani od

povrchu zeme. Z druhého Newtonovho zdkona dostavame rovnicu pohybu:

2 2

dd—f = —%, pre t > 0, (30)
kde R je polomer Zeme a g je gravitacnd konStanta. Predpokladame, Ze projektil za-
¢ina priamo z povrchu danou rychlostou, teda z(0) = 0 a 2/(0) = vy, kde vy > 0. Tiito
nelinearnu rovnicu sa snazime zjednodusit, aby sme nasli aproximaciu rieSenia. Takato
uprava sa nazyva perturbacia. V tomto pripade vyuzijeme predpoklad, ze vyska projek-

tilu je oproti polomeru Zeme zanedbatelnd, a teda x v menovateli zanedbame. Potom

T & xg, kde a2 = —g pre x7(0) = 0 a x((0) = vo. RieSenim tejto tlohy dostavame:
L o
zo(t) = —§gt + vot. (31)

Problém takéhoto zjednodusenia je, ze nevieme ako explicitne urcit korekciu aproxi-
movaného rieSenia (31). Potrebujeme to vediet, aby sme mohli merat chybu pri pouziti
tejto aproximacie a tiez, aby sme videli ako nelinedrny charakter origindlneho problému

ovplyviuje pohyb projektilu. Pre jednoduchs$iu pracu s tymto prikladom, transformuje
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2 METODA MALEHO PARAMETRA

pouzivané premenné na bezrozmerné premenné nasledovne:

T= y<T> = ) (32)

kde t. je charakteristicky ¢as problému a z. je charakteristickd hodnota rieSenia. Vy-

uzitim tejto transforméacie sa tloha (30) menf na:

d*y 1
bl AP S >0 33

kde y(0) = 0, ¢/(0) = 1 a parameter ¢ = v3/Rg. Pre vy < 300m/s je parameter &
zanedbatelny a rieSenie (31) je dostato¢ne presnou aproximéciou [6]. Ak ale parameter
e nie je zanedbatelny potrebujeme nase riegenie upresnit. Pri metdéde malého parametra
je podstatou ziskat rieSenie do pozadovaného radu parametra . Preto budeme rieSenie

hladat v tvare asymptotického rozvoja:

Y~ yo(T) + %Y (T) + -+ . (34)

VyuZitim predpokladu, ze pre malé z plati (1+2)7? ~ 1 — 22 a dosadenim (34) do (33)

dostavame:

y8(7)+€ay£/(7)+N_1+2€y0(7->+ ) (35)

Y0(0) +&%y1(0) +--- =0, yp(0) + %y (0) +--- = L.
Tuto diferencialnu rovnicu rozdelime na viacero rovnic podla radu parametra. Porov-

nanim vyrazov s rovnakym radom e dostavame nasledujice tlohy:

Riegenim tejto tlohy je yo(7) = 37% + 7.

Kedze druhy ¢len na pravej strane rovnice (35) je linedrny, postavime parameter v v

rozvoji (34) rovny jednej.

o(e): ¥y ()
40(0)

290(7)7
0, yo(0) = 0.
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2 METODA MALEHO PARAMETRA

Pre tito rovnicu je riesenim y; (1) = 37° — 55

y(r) ~ 7 (1 - %T) + %573 (1 - %) . (36)

Pre lepsie overenie, ze sa takto aproximované rieSenie podoba skuto¢nému rieSeniu,

7. Finalne dostavame rie§enie s pozado-

vanou presnostou:

vyuzijeme grafické rieSenie vypracované v programe Wolfram Mathematica 10.4. Na
obrazku 1 vidime porovnanie numerického rieSenia s asymptotickym rieSenim s jednym
a dvoma ¢lenmi. V§imneme si, Ze pre nizSie hodnoty parametra £ ndm na pozorovanom
intervale staci rozvoj s jednym c¢lenom. Pre vySSie hodnoty parametra ¢ uz takato

aproximacia nie je dostato¢ne presna a je potrebné pridat d'alsi ¢len rozvoja.

2.2 VsSeobecna schéma

Na zaklade postupu, ktory sme si vysvetlili na motiva¢nom priklade, budeme postupo-
vat aj pri inych tlohach. Pre vac¢8iu systémovost si problém vyjadrime formou operé-
torov. Ulohy, ktoré budeme riesif metédou malého parametra si upravime do nasledu-
jaceho tvaru:
L(y,e) =0, (37
P(y,c) =0,
kde operator £ s malym parametrom e reprezentuje parcialnu diferencialnu rovnicu a
y je jej rieSenie. Operator P urcuje sustavu pociatoénych podmienok. Dalsim krokom

je predpoklad, 7ze rieSenie bude v tvare asymptotického rozvoja:
y~yo(T)+ e (r)+ -+ . (38)

Taktiez operator £ upravime do tvaru jeho asymptotického rozvoja (najcastejsie pou-

zivame Taylorov rozvoj):
L(y,e) ~ Lo(y) +e°La(y) +---=0. (39)

Rieenie y v asymptoticky rozvinutom tvare (38) dosadime do podiato¢nych podmie-
nok a do operatora £ v rozvinutom tvare (39). Ttto novi rovnicu aj s poc¢iatoénymi

podmienkami potom rozdelime na viacero samostatnych rovnic podla rddu parametra.
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2 METODA MALEHO PARAMETRA
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Obr. 1: Porovnanie numerického riesenia rovnice (33) s rieSenim metédou malého parametra

s jednym a dvoma ¢lenmi na intervale [0,3]. Numerické rieSenie oznacené ako y(7) je znéazor-

nené arkovanou oranzovou Giarou, asymptotické rieSenie s jednym ¢lenom (yo(7)) modrou

bodkovanou ¢iarou a asymptotické rieSenie s 2 ¢lenmi (36) zelenou bodko&iarkovanou ¢iarou.
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2 METODA MALEHO PARAMETRA

Ak predpokladame, ze operator £ je v y linearny, potom dostavame systém:

o(e”) Lo(yo) = 0,
0(51) : Lo(y1) = —L1(%o),
0(52) : Lo(y2) = —L1(y1) — L2(y0),

Riesenie hladame osobitne pre jednotlivé rady parametra ¢ do pozadovanej pres-

nosti. Vysledne rieSenie potom ziskame spojenim tychto ¢iasto¢nych rieSeni podla (38).
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3 ODVODENIE EXPLICITNEHO VZORCA PRET ROVNICU

3 Odvodenie explicitného vzorca pre [' rovnicu

Hlavnou ¢astou tejto prace bude odvodenie vzorca pre H(z, 7). KedZe pre tuto ulohu
. Pt , < v . v . s 2

nevieme néajst presné riesenie, budeme sa ho snazit aproximovat pomocou meto6dy ma-

lého parametra. Nasu tlohu si zapiSeme v zédkladnom tvare pre metédu malého para-

metra (37)

L(H,e)=—0,H + 9?B.(H) + 0,8.(H) + rd,H = 0,
_ M) (40)
==

Ako uviadza Holmes [6], problém s rieSsenim by mohol nastat v pripade singularity

P(H(x,0),¢€)

daného problému. Podobne ako Duri |3] ale pozorujeme, 7e hoci sa parameter € na-
chadza aj pri najvysSom stupni parcidlne derivacie 9?H, funkcia S(H) mé taky tvar,
7ze pre ¢ = 0 dostavame linedrnu I' rovnicu, ktord je priamo odvodena z povodne]
Black-Scholesovej rovnice.

Pri metode malého parametra hladame rieSenie v tvare asymptotického rozvoja.

Nagim cielom v tejto praci bude vypoditat prvé dva ¢leny asymptotického rozvoja:
H:H0+€H1. (41)

Rovnicu (40) mozme tiez zapisat v tvare asymptotického rozvoja L(H,e) = Lo(H) +
eLi(H)+¢e?Ly(H) + .. .. Nakolko hTadédme rieSenie H do radu O(g), budeme pracovat

aj s asymptotickym rozvojom operatora £ do rovnakého radu, a teda:
L(H,e)~ Lo(H)+ecLy(H). (42)

Do tohto tvaru operatora £ dosadime hladané riesenie (41) tiez v tvare asymptotického

rozvoja:
ﬁ(H,&) :ﬁo(H0+6H1)+€£1(H0+6H1). (43)

Operatory Ly a L rozvinieme pomocou Taylorovho rozvoja s dvoma ¢lenmi v Hy:

dL dL
L(H,) = Lo(Ho) + 2 (Ho)Hy + (El(HO) + 5d—Hl(HO)H1) : (44)
Vdaka linearite operatora Lo(H) v H plati:
dL
—7 (Ho)Hy = Lo(Hy). (45)
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3 ODVODENIE EXPLICITNEHO VZORCA PRET ROVNICU

Na zéklade tohto vztahu upravime rovnicu (44) nasledovne:

,C(H, 6) = Eo(Ho) +¢€ (ﬁo(Hl) + El(H())) + 52%(1{0)]{1 = 0. (46)

Operator L aj rieSenie H pouzivame v tvare asymptotického rozvoja, a teda potrebu-

jeme aj pociato¢nu podmienku v nasledovnom tvare:

N'(d
P(H(x,0),¢) = Ho(x,0) + eHy(2,0) = N(d) (47)

T
Vsetky vstupy metédy malého parametra uz mame v pozadovanom tvare, a teda
pokracujeme tym, Ze si parcidlnu diferencidlnu rovnicu (46) a pociatoéni podmienku

zapiSeme vo forme sustav rovnic podla radu parametra:

(1) :Lo(Hy) =0, (48)

Hy(x,0) = i\[/—\/(f_z,

O(E) Iﬁo(Hl) = —,Cl(Ho), (49)
Hy(z,0) = 0.

Duris a kol. [3],[4] sa v svojej préci sustredili na také nelinearne zovieobecnenia Black-

Scholesovho modelu, pre ktoré sa funkcia volatility dala zapisat v tvare:
0202V, S, 1) = 6% 4 2c A(1) ST H Y, (50)

kde H = S9%V. V tejto préci sa budeme zaoberaf tymi z nich, pre ktoré v = 1 a teda

ich funkciu beta S(H) mozme zapisat ako:

(6° +2cA(T)H’™") H. (51)

N —

p(H) =

Vratime sa spat k povodnej rovnici (40), do ktorej dosadime H v tvare asymptotického

rozvoja (41) a funkciu S(H) (51). Tym padom dostavame:

5.2

E(H, 8) = éL(Hg +€H1) — &% ( 5 (Ho +€H1) +€A(T) (H() +€H1)5)

— 82 (— (Ho + €H1) + 6/4(7’) (Hg -+ €H1> 5) — T@I(H() + €H1>

2
=0.
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Tuto rovnicu usporiadame podla radu parametra e, aby sme dostali tvar (46):

o o2
E(H, 8) = (&Ho — 785]‘]0 — ?833}]0 — r@mH())

~2 ~2
+¢ (aTH1 — %ang — %axﬂl — 70, Hy — A(T)0*H{ — A(T)@ng) +0(£?)

=0.
(53)
Funkcie £y a £; mdzeme teda zapisat ako:
o2 o
Lo(H)=0.H— —0°H — —0,H — r0,H,
2 2 (54)

Ly(H) = =A(r)0;Hg — A(m)0. Hy.
Ak pre takyto tvar funkcii £;(H) uvazujeme systémy (48) a (49). Pre o(1) dostavame

rovnicu, ktord priamo vychéadza zo zdkladného Black-Scholesovho modelu, a teda pre

Hy plati:
/
Hy = SOV = JZ \(/CQ, (55)
kde V je rieSenim Standardnej Black-Scholesovej rovnice.
Pre o(e) dostavame:
0. H, — %26§H1 — %20le — 1O, Hy = A(T) (02(Hy) + 0:(Hy)) - (56)

Ozna¢me prava stranu rovnice (56) ako f(z, 7). Potom plati:

fla,7) =A(r) (95(Hy) + 0:(Hp))

75(z+('r+&2/2)7)2
e 282r

(2m62T)

=A(r)

2

(5x+(7"+&2/2)7')2_ i xt(r+8*2)r

d ~
2 (]

Rovnicu (56) pomocou exponencidly transformujeme na rovnicu vedenia tepla zavede-

nim novej pomocnej premennej H:
H1 = €ax+b‘rﬁ1. (58)

Konstanty a a b zvolime tak, aby koeficienty pri ¢lene s funkciou H(x, 7) a ¢lene s jeho

prvou parcialnou derivaciou podla z boli nulové:

1 r
a=—=—"=z
2 52
- (62+2r)*  a%? (59)
n 852 2
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Na zéklade tejto transforméacie potom pre H, plati:

arﬁl - %Qagﬁl = e_ax_be(‘rv 7-)7 (J?, T) S R x [07 OO]?

h (60)
Hi(z,0) =0, z €R.

Vidime, 7Ze rovnica (60) je nehomogénna parcialna diferencialna rovnica v zakladnom

tvare. Pre v8eobecné rieSenie rovnice

Oyu — a*d?u = f(z,7), (z,7) € R x[0,00],

61
u(x,0) =u’(x), r € R, (61)

plati:

u(z, ) = /_Z G(x — s, 7)u’(s)ds + /OT /_Z G(z — s, 7 —p)f(s,p)dsdp, (62)

kde funkcia G je Greenovo tepelné jadro:

52

e 2%, (63)

G(&t) =

]H

2762
Kedze v rovnici (60) je po¢iatoénd podmienka rovna, tak aj integral z nulovej funkcie
je rovny nule, a teda riesime len druhy integral z rovnice (62):

(s {reera)o)

e 252p

i | | e Crp)f (6

((6s+(r+62/2)p>2_ ) _5s+(r+&2/2)p)d8dp_

a-Zp 52

. (a:—s)2
e 262 (r—p) €_as_pr<p)

o2p a2p
Pre premennt s plati, Ze najvyssi stupenn s v polynéme je 2 a najvyssi stupein s v

exponente je tiez 2. Preto vyraz vo vypocte H; upravime na tvar:

/T /00 (oo + s + a232)6_(7252+715+7°)d3 dp. (65)
0 —00

Pomocou softvéru Wolfram Mathematica 10.3 sme vypocitali, ze pre v, > 0 plati:

00 2 2 _ 2
/ (o + 0 + s?)e~ 2 me+0) gg = 0¥ g V(a2 + 2027 5/220[17172 a0y
- 47y

(66)
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Po tprave vyrazu v (64) na tvar (66) dostavame pre parametre ag, oy, o, Yo, V1 & Yo

vyrazy:

Q

o

Il
o

ot o2 a2p

A(p) (52 (r+6%/2)° d(r+6%2) 4 )
276 — p) (2m62p) 7

A(p) <252 (r+6%/2) 6 )

= 54 52
27T — p) (2w62p) op o°p
Ap) ¢
a
2T /216t — p)2ns?p Gip* (67)
- §(r+62/2)0°p
S
= 26%(1 — p) TP 262p
=T . §(r+062/2)
= —— a _—_—
n % (t —p) 262 ’
1 o
T2 =

- + o
26%(tr —p) 202
Tieto vyrazy este zjednodusime vyuZzitim vzorca (59) pre vypocet parametra a, z ¢oho

dostavame (r + 62/2) = —ad>. Pre H, teda podla vzorca (66) plati:

i, = /T A(p)ym D
o A ~ s
Va6 =) (2rotn) 5\ 4 (g + o) o2

T—p)
2 Sa262 (JQT +a— 5a>2
(e ot )
P 4 (g + 725

X exp

kde

52 —x 2 52 1 5
D= — 9
o4p? (62(7' —p) ta (5a> + oip? (2&2(7 —p) + 262p>
—26%a ) —r 1 )
) — —
( a%p &229) (62(7 — D) e (M) (262(7 — D) - 2&229) (69)
5 1 5 \?
2 2 .
! (5 ot oa 6217) (2572(7 —p) * 26229) '

Spatnym dosadenim do transforméacie (58) a tipravou vyrazu v menovateli D dostavame
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kone¢ny tvar Hi:

Hl :eaerbTHl
—z

2
z2 5a252 (62(7;P)+a76a)
N - 57— +bp+ ”)+
:eax+b7 /7’ A(p) U2p(7—p))2 . ((202(7 p) 2 4(5@*’2‘5@)
0

52 T s 2 s 52 1 . )
a—da
aip? \ o2(t —p) g4p? \202%(T —p) 26%p
-2 —2(52a_i _—x+a—5a ! + 0
o2p a2p a2(t —p) 262(t —p)  26%p

+4 (6% + da — 0 ! - 5\’ dp.
a2p 20%(t —p)  202p

(70)

Tym padom sme odvodili vztah pre H;. Vieme uz teda vypocitat rieSenie H systému

(40) kombinaciou H; a Hy podla vzorca (41).

3.1 Porovnanie H a 'V

Tvrdenie 3.1. Nech V =V, + €V} je riesenie Black-Scholesovej rovnice ziskané me-
todou malého parametra (v praci Durisa [3]) « H = Hy + eH; je riesenia Gamma
T rovnice ziskané metédou malého parametra (v tejto prdci). Potom H; = SO%V; pre

i=0,1.

Doékaz: Hy a Vy vychadzaju zo Standardného Black-Scholesovho modelu a teda vieme,
ze plati Hy = SO%Vj.

Pre vypocet V Duris v svoje praci taktiez pouzil zvycajni transforméciu premen-
nych S = Ee® a T =T —t Kedze v nasej praci uvazujeme H(x,7), pouZijeme vysledné

Vi pred spéitnou transformaciou:

" Alp)
Vi(z, T :eo‘”BTEV/ T Kp M) g 71
1( ) 0 A(T7p) ( )
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kde
P25'2
K 2(5_1)+B( ),
P:E P21 ox?  Pxér  P2%62%67 1

M(z,T,p) = ( 52 Tﬂ+1_6+2(1—5)2 Q(1,p)’

P=~-6-a(l-9),
Q(7,p) = 07 + (1 = d)p,
A(r,p) = (276)3p > \/Q(7,p).
Pre parametre o, § uvadzame ich tvar a aj ich vztah s parametrami a a b zo vzorca

(59):

(72)

1 r
a=-———==a+1,
2 02
&2 &2CL2 (73)
f=——a"—r=— =b.
2 2

V tejto préci sa venujeme iba takym nelinedrnym zov§eobecneniam Black-Scholesovho
modelu, pre ktoré v =1, a teda P = (1 — ¢)(1 — «). Pouzitim tvaru P a vztahov (73)
upravime V; na tvar:

Vi(z,T) = ey (x, 1)

T a?(5—1)52 a?57 522 a?62672 1
A(p) [%er(é—n}p—xer— 267 —aTOT+E }de

(74)

a+1)x+b7’E

Potrebujeme ukazat, 7e H; = S%SV;. Pocitame ale s Vi(x,7), preto musime pouzit

refazové pravidlo, na zaklade ktorého pre prva parcidlnu derivaciu Vi podla S plati:

oV, 0S8

0Vi = 08 O

= SOsV;. (75)

Vyuzitim rovnakého pravidla pre druhd deriviciu dostavame:

a?v1 2321/1 ov;
A teda:
S0V = < (92V1 — 0, 1)
(82 — 0,)[e® P u(x, 7)) (77)

e T tBT (& — a)u(z,7) + (2 — 1) Opu(z, 7) + Oou(z, 7)) .

DjIHNIHWH
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3 ODVODENIE EXPLICITNEHO VZORCA PRET ROVNICU

Pre prehladnejsie porovnavanie oznacime takto ziskany vysledok ako H;. Plati:

r a2(5-1)62 250 sw? 2;25.2.
H—l _ e_xe(a+1)x+b7_ A(p) e |:72 +b(571)]p*$a+a 5 7[25_7270‘;25T+a S ]Q(T,p)
0 A(Tv p)

xkﬁ+ﬂ%+@w+m(—a—

ox N adT
20t +(1—0)p) or+(1—9)p

ox adT 2 0
+ (- mrr e e dws) e aen) ™

Chceme ukazaf, 7e H, = H,, a preto si funkcie H; a H; upravime na tvar:
L/m(Ao+—Ayxﬁ—Ang)e_“&xlﬂ”x+w”dp. (79)
0

Vyrazy prislichajice H; budd tiez oznacené ¢iarou. Zacneme porovnanim vyrazov v

exponencialach tychto funkcii. Ako prvé porovname koeficienty ws, pre ktoré plati:

s N S
2 — Y A(pro(r—
202(0t+ (1 —0)p) 202(t —p) H (80)
_ —0  —(pt+d(r=p) +p
202(61+ (1 —0)p) 20%2(r —p)(p+ (T —p)
=0.

Dalej sa pozrieme na koeficienty wy, pre ktoré plati:

_ w1

~ ~ o ~ 7 272a A 225a
- — 62(7—p) 62(t—p)
W —w=—-14+a+1—-a~— — + +a
) 1—46 4(p+(r—p)) 4(p+d(r—p))
T p 26%(T—p)p 26%(T—p)p (81)
B adT _ —ap+dap +alp+4(r —p))
or+(1—0)p p+0o(r—p)

=0.

Poslednym koeficientom exponencidly je wp. Pri porovnavani tychto koeficientov vyuzi-
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3 ODVODENIE EXPLICITNEHO VZORCA PRET ROVNICU

jeme vztah (59) pre parametre a a b. Pre koeficienty wy teda plati :

wo
7\

_ . a’(6 —1)62 a’dt a’620T
wo_wo_b7+<T+b(5_1)>p+ 2 2007+ (1=10)p)
; ; 5a26%p  a® — 26a® + 6%
—oT TP 2 4(p+8(r=p))
26%(T—p)p
(s _ _ _ 52
—bo(rrop_pat (0 — D)p(dT + (1 = 6)p) — 7(d7 + (1 = &)p)) — o7
T+ (1—=90)p
_82(F — _ _
—b<7+6p—p+ O —plp (T (0 — 1) H0(7 )p)
p+o(r—p

= 0.
(82)

Vidime, Ze exponencialy sa vo funkciach H, a H; rovnaji. Rovnakym spoésobom teraz
pokracujeme v porovnavani kvadratickych polynémov tychto funkcii.

Pre koeficienty Ay zodpovedajice kvadratickému ¢lenu 2 plati:

0*A(p)
5457 + (1 — 0)p)3 (2m62)sp’s
_< A(p)(6°p(r — p))? ) ( % ) (83)
(2m6%)3 p'% (0 4 3(r —p))3) \TP (T )

N

5\2—)\2:

J/
-~

A2
=0.

Dalej pre koeficienty A\; zodpovedajtce linedArnemu ¢lenu x plati:

o A(p) —(2a +1)0 4 2ad )
no ((2w62)3p%1 o+ (1 — 5)29) (&2(5T+ TEN

A1 (84)
y (—25% +20%  (20%a+6)(p+ (7 —p)))
op*(1 — p) op*(1 — p)? ’
_A(p) (=4(57 ( —0)p) — 28%ar)  —20%ar — 5(p +68(r—p))
62(2r62)2p T (67 + (1 — 8)p)2  62(2m62)2p°T (67 + (1 — 6)p)?
=0.
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3 ODVODENIE EXPLICITNEHO VZORCA PRET ROVNICU

Nakoniec si porovname koeficienty \g, pre ktoré plati:

Ao
(2m62)zp 2 \/OT+ (1 —0)p 0T + (1 —0)p
- a?6%7? 2a%0T ) 5

2 — R
T G A _opeE err(l-0p %ri(1_op

. ( A()(@*plr ~1)? ) (Blazt? , Ppsotr—p)
(276%)% p"= (p+0(7 — p))? o'p’ o°p(7 — p)
—(=20%a = §)(a —da)(p +(r = p)) (6% +a)(p +4(r —p))’
. op*(T — p) o'p*(T — p)?
_O(p+a(r — p))Q)
oop*(r —p)* )
(@07 (67 + (1 — 8)p) + a?6%7?) B ) >
2 62(2m62)3p"7 (07 + (1 —0)p)?

=A s 1
(») ( (2w62)z2p 2

F6T+(1—08)p)?
_ ) (5%&(1 —5)(r — (

p)((1=0)(T —p) +2p + 26(7 — p))

(2762)2 p°7 (p+ 8(1 — p))*
(6at — da(p+ 6(1 —p)))(p+ d(T — p)) + (6%a® 4 da)(p + (T — p))?

s

(2762)2 "7 (p+ 8(1 — p))*

J

B s 51 5 ) =0.
6% (2ma%)2p 2 (p+4(T —p))?
(85)

Ukazali sme, 7e vietky koeficienty Ag, A1, A2, wo, w1, wo sa rovnajt a teda plati, ze 93V; =

H, = H,. Tvrdenie je teda dokazané.
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4 RISK ADJUSTED PRICING METHODOLOGY MODEL

4 Risk adjusted pricing methodology model

V tejto kapitole si odvodime Risk adjusted pricing methodology model, ktory bol pred-
staveny Kratkym [9] a rozsireny Jandackom a Sevcovicom [8]. Pre tento model takties
vypoc¢itame hodnotu ceny V(5,¢) metédou malého parametra podla vzorca odvode-
ného Durigom |3] a budeme skimat jej citlivost na zmenu jednotlivych parametrov a
premennych. Ako sme uz spominali v prehlade nelinedrnych modelov, v tomto modeli
je zohl'adnené riziko vznikajuce z netrividlnych transakénych nakladov a tiez riziko z ne-
zabezpeceného portfolia. Celkova rizikova prémia je definovand ako sucet transakcénych
nakladov a nakladov na riziko z nezabezpeceného portfolia.

Predpokladame, ze rovnako ako v zdkladnom Black-Scholesovom modeli cena pod-
kladového aktiva sleduje vyvoj geometrického Brownovho pohybu s trendom p, $tan-

dardnou odchylkou & a moze vyplacat spojité dividendy s trokovou mierou ¢ a teda:
dS = (p —q)Sdt + 6SdWy, (86)

kde W; je Wienerov proces. Podobne ako pri odvodzovani klasickej Black-Scholesove]
rovnice skonStruujeme samofinancovacie portfolio II pozostavajice z jednej opcie s

cenou V' a 0 aktiv s cenou S za jedno aktivum:
M=V +49S. (87)

Zékladnou myslienkou Black-Scholesovej tedrie je skimanie diferencialu AIl rovnice
(87). Pravu stranu diferencujeme pomocou Itovej lemmy a prirastok portfolia AIL(t) =

I1(t + At) — I1(¢) na lavej strane moze byt vyjadreny ako:
ATl = rTIAt — 6gSAt, (88)

kde r > 0 je tirokova miera bezrizikového dlhopisu. V redlnom svete ale takyto zjed-
noduseny predpoklad nie je splneny, a preto by sme mali do vztahu (88) pridat ¢len
odrazajuci celkové riziko. Celkova rizikova prémia rg na jednotkovia cenu aktiva po-
zostava z transakénych nakladov rp¢ a ndkladov na riziko z nezabezpeceného portfolia

ryp. A teda:

AIl = rIIAt — (SQSAt — (TTC’ + TVP)SAt. (89)
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4 RISK ADJUSTED PRICING METHODOLOGY MODEL

Na modelovanie transak¢énych nakladov pouzijeme Lelandov pristup [10]. Efekt tychto
nakladov chceme zaclenit do riadiacej rovnice. Odvodime preto koeficient transakénych
nékladov rpe zo vztahu(89). Nech C st transakéné naklady na jednotku ceny transak-

cie. Potom plati:
C = (Sask - Sbid)/Sa (90)

kde S je priemer S, a Spiq ceny. Zanedbame teraz nédklady spojené s nezabezpecenym
portfoliom (ryp = 0). Sledovanim Lelandovho [10] pristupu a pouzitim d-zaistovania
na samofinancovatelné portfolio vieme odvodit, ze koeficient rr¢ je dany ako:
CoS | 1
r'ro = —F/— oV | —.
V2T ‘ s ‘ VAL

Vidime, ze zvySovanim ¢asového intervalu At medzi zmenami v portféliu moézeme znizit

(91)

transakcéné néklady. Na druhej strane néklady spojené s nezabezpecenym portfoliom
budi rast.

Ak portfolio pozostavajuce z aktiv a opcii je velmi volatilné, investor zvy¢ajne Ziada
cenovi kompenzéciu. Volatilita fluktujiaceho portfolia moze byt merana varianciou re-
lativnych prirastkov replikovaného portfolia I1 = V + 69, teda ¢lenom Var((AIL/S).

A teda definujeme vhodné meradlo ry p rizika z nezabezpeceného portfolia ako:

rvp = % — %R6452F2At, (92)
kde R reprezentuje tzv. koeficient rizikovej prémie a predstavuje marginilnu hodnotu
investorovho vystavenia riziku. Finalny tvar ryp sme odvodili vypoc¢tom Var((AIL/S)
pouzitim Itovej lemmy a vyuZzitim d-zaistovania. Gamma opcie I' = 92V vyjadruje
druht parcialnu deriviciu ceny opcie a meria citlivost delty (zaistovacieho pomeru) na

zmenu ceny podkladového aktiva S.

4.1 Nelinearna Black-Scholesova rovnica pre RAPM

Celkova rizikova prémia rg = rrc + ryp pozostava z dvoch Casti: prémia transakcénych
nakladov rp¢ a prémia z nezabezpeceného portfolia ryp, ako sme si ich definovali v
(91) a (92). Predpokladame, ze investor je rizikovo averzny, a teda chce minimalizovat

celkova rizikova prémiu rr. Na to potrebujeme zvolit optimalny ¢asovy interval At
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4 RISK ADJUSTED PRICING METHODOLOGY MODEL

medzi dvoma tdpravami portfolia. Na néajdenie tejto optimélnej hodnoty At musime

minimalizovat funkeiu:
CoS
At — TR =TT +Typ = 8 Vv + = R 4S2F2At (93)
o]

Jedine¢né minimum funkcie At — rr(At) je dosiahnuté v ¢asovom intervale At,, =
K?/(62|ST))?/3, kde K = (C/(Ry/27))Y/3. A teda minimalna hodnota funkcie At
TR(At) je:

3 (C*R\'"* .
TR(Atopt) == 5 < o ) O'2|SF|4/3. (94)

Pouzitim AIl zo vztahu (89), Itovej lemmy na hladka funkciu V. = V(S,t) a o-

zaistovania na upravy portfolia dostavame zovSeobecnenie Black-Scholesovej rovnice:

v 62 0%V 1%
at+—8w+< )S%—TV—TRS—O (95)

Ak vezmeme optimalnu hodnotu rizikového koeficientu rz zo vzorca (94), cena opcie

V' je rieSsenim nasledujicej parabolickej rovnice:

~2 2
A 55 (1+ ((SOEV )3 %

ot +(r—q)Sa—V—TV—0 (96)

0S

1/3
kde p =3 <02R> . Ak nie s pritomné ani transakéné naklady (C' = 0) ani riziko z
nezabezpeceného portfolia (R = 0), tak u = 0 a rovnica (96) sa redukuje na povodni
Black-Scholesovu rovnicu. Tato rovnica je parabolickd parcidlna diferencidlna rovnica

vtedy a len vtedy, ak funkcia

~2
B(H) = Z-(1+ pH3)H (97)
je rasticou funkciou premennej H := ST = S02V. Tato podmienka je splnena ak

uw>0a H > 0. Kedze transakéné naklady a riziko z nezabezpeceného portfolia znasa

drzitel opcie, rieSenie rovnice (96) zodpoveda ask cene opcie V.

4.2 RieSenie V' a jeho analyza

Ako sme uz uviedli v predchadzajicej kapitole, v 3], [4] Duris a kol. odvodili vieobecny

vzorec pre také nelinearne zovseobecnenia Black-Scholesovho modelu, ktorych volatilitu
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4 RISK ADJUSTED PRICING METHODOLOGY MODEL

vieme zapisat v tvare:
0X(H,S, 1) = 6%+ 2eA(r)S" HO L (98)
Volatilita v Risk adjusted pricing modeli ma tvar:
o2(H,S,7) = 62(1 + pH?), (99)

ateday=1,0=4/3,¢=pa A(r) = 6*/2. Pre lepsiu prehladnost budeme namiesto
t pouzivat transformaciu 7 = T —t. Vdaka tejto identifikdcii parametrov moZzeme teraz
dosadenim do vzorca ziskaného met6dou malého parametra [4, str. 39|, zapisat cenu

opcie V(S,7) ako:

—3M(S) (100)

= SN(dy) — Ee”""N(dy) + e A dp|

S /T (3'2
~A9\ 2
(2m62)5 Jo ps, / drp

2 S\* 4/1 r S\ 2/1  r\?
MS) == (2) v+ (24 m(2)+2(2+21) 622 101
(9) B&ZH(E) +3(2+&2)TH(E)+3(2+&2)07 (101)

Standardne sa na burze obchoduje 252 dni pocas jedného roka. V dalsich vypoctoch

kde

budeme predpokladat, ze T = 1, a teda maturita opcii je jeden rok. Na obrazku 2
vidime vyvoje ceny opcie V' pre cenu podkladového aktiva S na intervale [23,27] pri
expiracnej cene F/ = 25, volatilite 6 = 0, 3 a bezrizikovej irokovej miere r = 0.011. Vy-
voj ceny sme pozorovali najprv pre 7 = 1, teda rok do expiracie, potom pre 7 = 30/252,
teda mesiac do expiracie a nakoniec pre 7 = 7/252, teda tyzden do expiracie. Pre kazdu
z tychto hodnot 7 sme porovnali cenu vypodcitant Black-Scholesovym modelom (zna-
zornend ¢iarkovanou oranzovou ¢iarou) a cenu vypoditani metodou malého parametra
pre Risk adjusted pricing methodology model pre hodnoty parametra p rovné 0.1 a
0.05 (znazornené modrou ¢iarou).

Vidime, ze pre vicSie 7 je cena pri RAPM akoby navySenim ceny opcie z Black-
Scholesovho modelu o nejaka konstantu, zatial ¢o pre 7 = 7/252 je vidiet vacsi rozdiel

cien tychto modelov v uzsom okoli expiracnej ceny E.
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4 RISK ADJUSTED PRICING METHODOLOGY MODEL

p=0.1, =1 u=0.05, =1

. . . L3 . . . I
23 24 25 26 27 23 24 25 26 27

1=0.1, t=30/252 1=0.05, 1=30/252

23 24 25 26 27 23 24 25 26 27

u=0.1, t=7/252 u=0.05, t=7/252

Obr. 2: Porovnanie rieSenia B-S rovnice s rieSenim rovnice (96) modelu RAPM metodou
malého parametra s dvoma ¢lenmi na intervale [23,27]. V tomto priklade sme zvolili hodnoty
parametrov r = 0.011, £ = 25, 6 = 0.3. Hodnoty parametra g a premennej 7 si nad

jednotlivymi obrézkami.
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4 RISK ADJUSTED PRICING METHODOLOGY MODEL

4.3 Analyza korekénej funkcie 1}

Metodou malého parametra sme cenu opcie V' pre Risk adjusted pricing methodology
model rozdelili na Black-Scholesov ¢len V{ a korekény ¢len pV;. V tejto casti budeme
analyzovat funkciu V; korekéného ¢lena a jej senzitivitu na jednotlivé parametre. V
Black-Scholesovom modeli sa senzitivita urcuje faktormi citlivosti "Greeks”, ktoré sa
budeme snazit analyzovat aj pre RAPM model.

Pripomenieme si, ze korekéna funkcia Vi ma pre RAPM model tvar:

2 2
s o (R (e i () )
Vi(S, 1) = ' 7 e dp.  (102)
(2m62)3

Vidime, Ze okrem premennych S a 7 je tato funkcia zavisla od parametrov &, r. E
sa vyskytuje iba v pomere s S, a teda zmenou S sa zmeni aj pomer, preto nemusime
skamat spravanie V; pri zmene E. Na obrazku 3 vidime priebeh tejto funkcie v ¢ase v

zavislosti od ceny S.

V1(S,7)

Obr. 3: Korekéna funkcia Vi znazornena v zévislosti od 7 a S. Hodnoty ostatnych parametrov

st r =0.011, E =25, & = 0.3.
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4 RISK ADJUSTED PRICING METHODOLOGY MODEL

4.3.1 Citlivost V| na cenu podkladového aktiva S

Na obrazku 4 vidime, ze pre zafixovantt hodnotu 7 ma korekéna funkcia V4 (S) zvonovity
tvar podobny Gaussovej krivke pre funkciu hustoty normalneho rozdelenia so strednou
hodnotou blizkou expiracnej cene F, a teda vidime, Ze pre S blizke E je korekcia
najvyraznejsia, ako sme uz spravne predpokladali v predchadzajucej casti. Hodnoty
ostatnych parametrov sme pri vykreslovani tohto obrézka zachovali rovnaké ako v
predchéadzajicej casti.

korekcia V1 pre 1=30/252 korekcia V1 pre 1=7/252

2.0 1.2
[25.068,1.788] 5.016,1.102]

0.5

Obr. 4: Korekéna funkcia V; znazornena v zavislosti od S pre 7 = 30/252 a 7 = 7/252 so

zvyraznenym maximom. Hodnoty ostatnych parametrov st r = 0.011, E = 25, 6 = 0.3.

Na obrazku 4 vidime tiez zvyraznené maximum funkcie V;(S) pre rozne hodnoty 7.
Vidime, ze funkcia V; nadobida maximum v pravom okoli S = F. Plati, Ze ¢im vacsie
7 tym vys§iu hodnotu nadobtida funkcia V) vo svojom maxime a nadobida ju pre S
vzdialenejsie od S = F.

Vidime, 7e tvar funkcie V;(.S) pripomina Gaussovu krivku, a preto sme sa ju pokdsili
prelozit vhodnou funkciou hustoty normalneho rozdelenia. Na obrazku 5 vidime, Ze
pre vSetky hodnoty 7 sme nagli vhodni Gaussovu krivku, ktora dostato¢ne presne
aproximuje nasu korekénd funkciu Vj. Pre norméalne rozdelenie sme hladali stredni
hodnotu a, volatilitu b a konstantu, ktorou to nakoniec prenésobime, aby sme dostali
predpis v tvare cN(a,b). Ako stredni hodnotu sme zvolili hodnotu S, v ktorej funkcia
V1 nadobida svoje maximum. Nakolko v8ak integrél vo funkcii V; vieme vypocitat
iba numericky, nevieme odvodit schému na presny vypocet parametrov ¢ a b. Preto
sme ich ziskali iba odhadom pre konkrétne hodnoty parametrov. Korekéna funkcia

je na obrazku znézornend modrou bodkovanou ¢iarou a funkcia hustoty norméalneho
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4 RISK ADJUSTED PRICING METHODOLOGY MODEL

1=30/252, 10.65+N(20.068,2.4) 1=7/252,3.2xN(25.0159,1.15)
v v
1.0
151 [
0.8f
1.0 06
04l
05F N ; ) N
Vi 02p ooV
) . Rt s . S
20 25 30 20 22 24 26 28 30

Obr. 5: Korekéna funkcia Vi znézornené v zavislosti od S pre 7 = 30/252 a 7 = 7/252
v porovnani s funkciou hustoty normaéalneho rozdelenia. Hodnoty ostatnych parametrov sa

r=0.011, E =25, 6 = 0.3,

rozdelenia oranzovou ¢iarkovanou ¢iarou. Predpis ¢N(a,b) pre konkrétne 7 je uvedeny
ako nazov grafu.
Faktorom citlivosti ceny opcie V od S v Black-Scholesovom modeli je Delta A =
0V/0S. Cena opcie je pre RAPM model zlozena z dvoch zloziek asymptotického roz-
d(Vo+uVa

voja, a teda pre tohto modelu plati Agapy = T) = Apg + pAq. Pripomenime

si, 7e Apgg ma pre eurdpsku call opciu tvar: Ags = N(d;) a A; moZzeme zapisat ako:

U B A €10 ST T S TEE 0
523 1 _
(2mo2)s Jo pi, 1 (103)

w(1--2 L2 (L d
aw—p)\2E 2 52)7 )

KedZe je tento predpis velmi komplikovany, popiSeme si senzitivitu pomocou obrazka
6. Na tomto obréazku vidime, o kol'ko sa zmeni hodnota korekénej funkcie pre pevné 7
pri zmene S. Vidime, 7e pre mensie 7 je zmena pre S z okolia E vyraznejSia, zatial¢o
pre T Vac8ie je tato zmena menSia, ale na vic¢Som intervale. Taktiez na hom vidime
porovnanie A; s derivaciou funkcie hustoty, ktorou sme prelozili funkciu V;i. Vidime,

7e aproximacia pre 7 = 7/252 je ovela presnej$ia a takmer presne kopiruje A;.

4.3.2 Citlivost V| na ¢as do expiracie 7

Dalej sa pozrieme na zéavislost funkcie V; od premennej 7. Podobne ako v predché-

dzajucom pripade zafixujeme hodnotu S a budeme skumat priebeh fukncie V;(7). Na
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1=30/252 1=7/252
A A
06f
0.4} T r
04f
0.2 ?" 0_2:, "_‘
‘ N ‘ B \ s
22 24 N 26 30 L 22 24 \ 26 — 30
\ delta A1 _o02l \ N
-0.2r o2 L Y
N' g F 3 - delta A1
—04f . ,
-0.4F ~— = [
R -0.6 r

Obr. 6: Ay znézornena v zavislosti od S pre 7 = 30/252 a 7 = 7/252 v porovnani s derivaciou
funkcie hustoty norméalneho rozdelenia. Hodnoty ostatnych parametrov si r = 0.011, E = 25,

0 =0.3.

obrazku 7 vidime, Ze korekéna funkcia je v premennej 7 rastica.

S=22 S=25

T T
0.2 04 0.6 0.8 1.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Obr. 7: Korekéna funkcia V; znazornend v zavislosti od 7 pre S =22, S = F =25a 5 = 28.

Hodnoty ostatnych parametrov si » = 0.011, £ = 25, 6 = 0.3.

Faktor citlivosti vyjadrujuci citlivost ceny opcie V' od ¢asu t je Theta ©. Opét si ju

rozlozime na Black-Scholesov ¢len a korekény ¢len, teda:

oV
O = E = Ops + uO;. (104)

Z publikacie [12] vieme, Ze Theta v Black-Scholesovom modeli © gg pre eurdpsku call
o

opciu, ktord nevyplaca dividendy je vzdy zéporna. Thetu pre korekény clen ©, = 5t =

—% pre jeho komplikovanostou nebudeme v analytickom tvare uvadzat, ale citlivost

ceny opcie od ¢asu do expiracie si popiseme pomocou obrazka. Na obrazku 8 vidime,
o kolko sa zmeni hodnota korekénej funkcie pri zmene hodnoty 7 pri pevne zvolenej
hodnote S . Na obrazku 9 vidime prierez tymto grafom pre hodnoty S =22, S =25 a
S = 28. Vidime, Ze pre hodnoty S mé ©; rozdielny priebeh v okoli nuly ako pre hodnoty
vzdialenejsie od hodnoty S = F. Vidime, Ze pre vSetky hodnoty S a 7 je hodnota ©,
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4 RISK ADJUSTED PRICING METHODOLOGY MODEL

zaporna. Pripomenieme si, Ze v tejto praci sme pocitali cenu eurépskej call opcie, ktora
nevyplaca dividendy, a teda plati, Ze Theta pre Black-Scholesov model © gg je zaporna.

Ked7e Ogapy = Ops + u©1 a > 0 potom teda aj Orapys je zaporna.

01(8)7)
1 01(5,7)

Obr. 8: Faktor citlivosti ©1 zndzorneny v zavislosti od S a 7. Hodnoty ostatnych parametrov

st r =0.011, E =25, & = 0.3.

S=22 S$=25 S=28

0.2 04 06 0.8 1.0

Obr. 9: Faktor citlivosti ©1 znézorneny v zavislosti od 7 pre § =22, S=FE =25 a § = 28.

Hodnoty ostatnych parametrov si r = 0.011, £ = 25, 6 = 0.3.

4.3.3 Citlivost V| na trokova mieru r

Dalsim faktorom citlivosti je Ro, ktoré vyjadruje citlivost ceny opcie V' od bezrizikovej
urokovej miery r , teda P = %—‘:. Znova vyuZijeme to, ze rieSenie V' (.S, 7) mame v tvare
asymptotického rozvoja, vdaka ¢omu plati Prapy = Pps + Pi. Pripomenieme si, Ze

pre europsku call opciu plati:
Pps = ETe”""N(d2) > 0, (105)

¢o znamend, Ze v Black-Scholesovom modeli je cena eurdpskej call opcie priamo Gmerné

bezrizikovej tirokovej miere. R6 pre korekény ¢len P; vieme v analytickom tvare zapisat
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Pi(S.1)
s

”‘ “15

|
|
%

Py
5

1.0

Obr. 10: Faktor citlivosti P zndzorneny v zavislosti od S a 7. Hodnoty ostatnych parametrov
sir=0.011, £ =25, 6 =0.3.

Pi(S.)

Obr. 11: Faktor citlivosti P zndzorneny v zavislosti od S a 7. Hodnoty ostatnych parametrov
si r =0.011, £ =25, 6 = 0.05.

P1(S.1)

Obr. 12: Faktor citlivosti P; znazorneny v zévislosti od S a 7. Hodnoty ostatnych parametrov
si r =0.011, £ =25, 6 = 0.005.
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ako:

P1(S,T): S 2/T &2 3(3‘32(1n%)2+§(%+%)71n%+%(%4—;’5)2&272)
(27‘(’5’2)5 0 pé 4rp

" —4 7‘15+2 1+r d
47 —p UAZnE T2 o2 b

Vlastnosti tohto faktora citlivosti si ale opét jednoduchsie vysvetlime pomocou obrazka.

1

Na obrazku 10, vidime funkciu P; pre r = 0.011. Z tohto obrazka vieme vycitat, o
kolko percent sa zmeni hodnota korek¢nej funkcie V; pri zmene r pre konkrétne S
a 7. Napriklad pre S = 20 a 7 = 1 plati, Ze ak sa urokova miera narastie o 1%,
tak hodnota funkcie V; taktiez stupne o priblizne 5%. Na obréazkoch 11 a 12 vidime
vykresleny tento faktor citlivosti P, pre hodnoty bezrizikovej tirokovej miery r = 0.05 a
r = 0.005. Vidime, Ze pre vSetky hodnoty » ma P, podobny priebeh s malymi rozdielmi
v konkrétnych hodnotéch. Na rozdiel od Pgg ale P; nie je kladné pre vSetky S a 7.

4.3.4 Citlivost V; na historicka volatilitu &

V nelinearnych zov§eobecneniach Black-Scholesovho modelu sme pracovali s volatilitou
ako funkciou H, S a 7. Pri vSetkych spominanych modeloch ale tato funkcia obsahovala
aj konstantu &, ktori moézeme interpretovat ako historickd volatilitu. Faktor citlivosti
popisujuci zavislost ceny opcie V' od tejto volatility je Vega Y. Rovnako ako ostatné
faktory citlivosti, aj tento si rozlozime na zéklade vztahu: T = YTpg + Y. V Black-

Scholesovom modeli pre call opciu mozeme vyjadrit tento faktor citlivosti ako:
YTps = Ee""N'(d2)v/7. (107)

Vzhladom na komplikovanost analytického tvaru Yi, si ho nebudeme uvadzat a za-
vislost korekénej funkcie Vi od historickej volatility si vysvetlime iba pomocou obrézka.
Podobne ako v predchédzajicom pripade sme si Vegu Y vykreslili pre tri rézne hod-
noty &. Na obrazkoch 13, 14 a 15 vidime vykreslena Y, v zavislosti od S a 7 pre
hodnoty historickej volatility ¢ rovné 0,1; 0,3 a 0,5. Tento faktor na zaklade tychto
obrazkov interpretujeme rovnakym sposobom ako sme interpretovali faktor P;, a teda
pri pevne zvolenom S a 7 vieme od¢itat, Zze ak sa hodnoty 6 zmeni o jedno percento,

o kolko percent sa zmeni hodnota korekénej funkcie V. Vidime, ze T; > 0 pre vSetky
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Y1(S,7)

Ji Q‘

, N0

Yy 10 S " ‘ 1.0
QN0

-

Obr. 13: Faktor citlivosti T znazorneny v zavislosti od S a 7. Hodnoty ostatnych parametrov

st r=0011, E =256 =0.1.

Y1(S,7)
s 20
25

0.0 0.5 1.0

Obr. 14: Faktor citlivosti T zndzorneny v zavislosti od S a 7. Hodnoty ostatnych parametrov

st r =0.011, E =25, & = 0.3.

Y4(S,7)

;
0.0 05 1.0

Obr. 15: Faktor citlivosti T1 znazorneny v zévislosti od S a 7. Hodnoty ostatnych parametrov

si r =0.011, B =25, 6§ = 0.5.
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4 RISK ADJUSTED PRICING METHODOLOGY MODEL

S a 7, ¢o znamena, Ze korek¢éna funkcia V' je priamo imerné historickej volatilite. Naj-
vysSie hodnoty nadobuida tento faktor pre 7 = 1, a teda ¢im blizsie je opcia k expiracii,
tym menej je citlivd na zmenu historickej volatility. V§imnime si, Ze v premennej S je
T, symetrickd okolo S = FE = 25 tak, ze najnizsie hodnoty nadobida prave v tejto
hodnote S pre ubovolne zvolené 7. Vyvoj T, vidime pri porovnani obrazkov 13, 14 a
15, a teda plati, ze ¢im nizSia hodnota &, tym vysSie hodnoty nadobuda Y. Popisali

sme si teda korekéni funkciu V; a vSetky jej " Greeks'"prvého radu.
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Zaver

V tejto praci sme sa zaoberali ocenovanim opcii na zaklade nelinedrnych zovSeobecneni
Black-Scholesovho modelu. Pre tieto modely je Black-Scholesova rovnica nelinearna, a
preto v tejto praci vyuzivame jej transformaciu na kvazilinedrnu parabolicki Gamma
I' rovnicu. Cielom bolo néjst rieSenie H pre tito Gamma I rovnicu, z ktorého potom
vieme dopocitat cenu opcie. Tito rovnicu sme riesili pre modely, ktorych volatilita ne-
bola konstantna ako v Black-Scholesovom modely, ale bola funkciou viacerych premen-
nych. VSeobecné explicitné rieSenie ale pre tato rovnicu neexistuje, preto sme hladali
rieSenie vo forme asymptotického rozvoja pomocou metdédy malého parametra. Hla-
dali sme prvé dva c¢leny tohto rozvoja, pre vSeobecny tvar funkcie 3, ktord sa vyuziva v
Gamma T rovnici a priamo vychadza z funkcie volatility. Prvy ¢len vychadzal priamo
z Black-Scholesovej rovnice, a preto sme sa venovali hlavne druhému ¢élenu tohto roz-
voja. Toto rieSenie sme potom na zaklade vztahu medzi cenou opcie V' a premennou
H porovnali s rieSenim ziskanym rovnakou metodou Durisom |[3].

V prvych dvoch kapitolach sme sa venovali hlavne teoretickym poznatkom, z ktorych
vychadza tato praca. Konkrétne v prvej kapitole sme si popisali Black-Scholesov mo-
del, jeho nelinearne zovseobecnenia a odvodenie Gamma I" rovnice. V druhej kapitole
sme si na priklade vysvetlili fungovanie met6dy malého parametra, ktoré sme potom
zhrnuli do v8eobecnej schémy. Presnost aproximécie tejto metody sme si overili aj gra-
ficky. V tretej kapitole sme tuto metdédu aplikovali na Gamma T' rovnicu, pre ktort
sme odvodili explicitny vzorec pre prvé dva ¢leny asymptotického rozvoja rieSenia pre
vSeobecny tvar funkcie . f)alej sme ukazali, Ze toto rieSenie je po transformécii ekvi-
valentné s rieSenim, ktoré ziskal Durig [3], a teda sme dokazali, Ze cenu opcie mézeme
pocitat aj z transformovanej Gamma I rovnice. V poslednej kapitole sme sa zamerali
na Risk adjusted pricing methodology model. Na tento model sme aplikovali v§eobecny
vzorec z prace Durisa [3] a toto rieenie sme potom detailne analyzovali. KedZe riegenie
je vo forme asymptotického rozvoja a prvy ¢len zodpoveda rieSeniu Black-Scholesove]
rovnice, zamerali sme sa hlavne na druhy ¢len tohto rozvoja, ktory je vlastne suci-
nom malého parametra a korekénej funkcie. Skimali sme citlivost korekénej funkcie od
vSetkych premennych, vstupujtcich do jej vypoctu. Jednotlivé faktory citlivosti sme

zobrazili aj graficky, pricom sme si vSimli, Ze pre pevne dany c¢as do expiracie mé ko-
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rekéné funkcia v zavislosti od ceny podkladovej akcie tvar Gaussovej krivky. Pre zvolené
casy do expiracie sme ju preto prelozili vhodne zvolenou funkciou hustoty norméalneho
rozdelenia a presnost aproximéacie touto funkciou sme overili aj na faktore citlivosti A
pre tieto casy.

Nakolko rieSenie ziskané v tejto praci je iba priblizné, je délezité porovnat toto rie-
Senie s presnym rieSenim. KedZe pre tlohy popisované v tejto praci neexistuje presné
rieSenie, mozeme tito aproximaciu porovnat s numerickym rieSenim. Hladanim nume-
rického rieSenia pre RAPM model sa v svojej praci zaoberali Jandacka a Seviovic [§]
a porovnaniu riesenia ziskaného metoédou malého parametra a numericky Newtonovou
metodou Duris et al. [4].

Predmetom dalSieho skiimania v tejto oblasti by mohlo byt odvodenie v8eobecnych
parametrov pre funkciu hustoty normalneho rozdelenia, ktora by vhodne aproximovala
koreként funkciu pre RAPM model v zavislosti od ¢asu do expiracie. Takouto aproxi-

méaciou by sa vypocet ceny opcie pre RAPM model vyrazne urychlil a zjednodusil.
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