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Abstrakt

BUSO, Martin: Asymptoticky rozvoj ceny dlhopisu vo Fong-Vasickovom modeli [Dip-
lomova préacal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a in-
formatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; Skolitel: doc. RNDr. Beata
Stehlikova, PhD.

Bratislava, 2016, 45 s.

V tejto préci sa zaoberame cenou dlhopisu vo Fong-Vasickovom modeli kratkodo-
bej trokovej miery a jej asymptotickym rozvojom. Jednym stochastickym procesom v
ramci tohto modelu sa modeluje volatilita Grokovej miery, pri ktorej budeme predpo-
kladat rychlejsiu ¢asovu skalu, nez v akej sa pohybuje urokova miera. Model preskalu-
jeme vzhladom k tomuto predpokladu a budeme pokracovat odvodenim parcialnej di-
ferencialnej rovnice, ktort spliia funkcia ceny dlhopisu. Funkciu ceny dlhopisu budeme
hTadat v tvare rozvoja pomocnych funkcii. Podrobne sa budeme venovat odvodeniu
tretieho ¢lenu rozvoja za predpokladu nulovej a aj nenulovej korelacie medzi dvomi

Wienerovymi procesmi, zahrnutymi v modeli tirokovej miery.

Krlacové slova: Modely kratkodobej trokovej miery, Fong-Vasickov model,

Stochastické procesy, Asymptoticky rozvoj funkcie, Hodnota dlhopisu



Abstract

BUSO, Martin: Asymptotic expansion of a bond price in the Fong-Vasicek model
[Diploma Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Phy-
sics and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor:
doc. RNDr. Beata Stehlikova, PhD.

Bratislava, 2016, 45 s.

The purpose of this thesis is to study bond price in the Fong-Vasicek short rate mo-
del and its asymptotic expansion. One of the stochastic processes included in the model
models the volatility of the interest rate, in case of which we assume faster time scale
than the time scale of the interest rate. Hence we will rescale the model to take into
account this assumption a we will proceed to the derivation of the partial differential
equation, which needs to hold for the function of bond price. The formula of the bond
price function will be derived as an expansion of the auxiliary functions. We will closely
look to derivation of the formula of the third element of the of the expansion under
assumption of the both zero and non-zero correlation between two Wiener processes

included in the short rate model.

Keywords: Short rate models, Fong-Vasicek model, Stochastic processes,

Asymptotic expansion of the function, Bond price
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Uvod

Po celej Zemi moZeme sledovat velky rozmach v obchodovani finanénych derivatov
a podobnych produktov na finan¢nych trhoch. Tym pddom nie je prekvapenim ani
rozvoj tedrie ocenovania takycho produktov v prostredi nestabilnej, meniacej sa trhovej
volatility, ktora predstavuje riziko a teda problém pre ktoréhokol vek investora. Jednym
problémom pri volatilite je, Ze je to skryty proces, priamo ovplyviiuje ceny produktov a
pri tom nemoéze byt priamo pozorovana. Druhym problémom je, Ze volatilita ma casto
tendenciu fluktuovat isty ¢as vo vysokych hodnotach, nésledne zasa isty ¢as v nizkych.
Takto moze ,skakat“ mnoho krat pocas zivotnosti produktu. V dnesnej dobe zacina
byt viac a viac jasné, ze jednoduchost modelov, ktoré pristupuju k riziku cez parameter
konstantnej volatility, musi ustiapit komplexnejsim modelom.

Jednofaktorové modely kratkodobej tirokovej miery st nahradzané zlozitejSimi viac-
faktorovymi. V tejto praci sa budeme zaoberat takymto modelom - Fong-Vasickov
model. Je to dvojfaktorovy model, v ktorom volatilita je modelovana stochastickym
modelom, ktory préve odradza spomenutt vlastnost oscilovania okolo dlhodobej stred-
nej hodnoty. Cielom bude odvodenie ceny dlhopisu vzhlTadom na tento model pomocou
asymptotickej metody. Touto problematikou sa zaobera aj praca [13], v ktorej boli odvo-
dené prvé ¢leny aproximacie, ktoré nezaviseli od hotnoty volatility. Nebudeme opakovat
vypocty zahrnuté v tejto praci, ale budeme sa venovat odvodeniu tvaru d'alsieho ¢lena
aproximacie.

V prvej kapitole struc¢ne uvedieme zakladnt problematiku stochastickych modelov
a predstavime nami analyzovany model. V nasledujicej kapitolej odvodime diferen-
cidlnu rovnicu, ktort musi spliat hladana funkcia ceny dlhopisu a v poslednej kapitole

pristipime k samotnému hladaniu tvaru aproximacie tejto funkcie.



Kapitola 1

Zakladné pojmy, motivacia k

zlozitejsim modelom

Pojem trokovej miery patri do naseho kazdodenného zivota. Takmer kazdy ¢lovek sa
uz stretol s tymto pojmom v réznych finanénych, sporiacich, ¢ tverovych produktoch
a berie to ako nieco, s ¢im vie narabat. Pri ukladani penazi na bankovom tucte kazdy
ocakéva, ze tato suma bude rast pri urcitej miere. A teda pozi¢anie urcitej sumy penazi
musi byt nejakym sposobom odmenené, ¢ize ur¢itd suma pehazi v stcasnosti nie je
ekvivalentna rovnakej sume penazi v budicnosti.

Charakter urokovej miery r; je velmi dolezity, pretoze je nim zaroven urceny cha-
rakter finan¢nych produktov od nej zavislych (ako napriklad nami skimana hodnota
dlhopisu). Ako bolo poznamenané v [2|, v mnohych pristupoch ocefiovania finanénych
derivatov (napriklad pri aplikovani Black-Scholesovych formul) je arokova miera pova-
zovand za deterministicka funkciu ¢asu (konkrétne konstantu). V nasom pripade by to
znamenalo zaroven deterministicky charakter odarocovacieho faktora a teda hodnoty
dlhopisu v kazdom ¢ase (predpoklad, 7e volatilita tirokovej miery vplyva na hodnotu
derivatu v zanedbatelnej miere). Av8ak pri derivate tirokovej miery ako je dlhopis je
predpokladatelné, Ze najvac¢si podiel volatility produktu pochadza prave z volatility
trokovej miery. Pri ocenovani tychto produktov (a teda aj dlhopisu) je teda nevyhnutné
zabudnut na deterministicky charakter trokovej miery a modelovat ¢asovy vyvoj jej
hodnoty stochastickym procesom, tym padom bude hodnota derivatu (v nagom pripade

dlhopisu) taktiez ur¢itym stochastickym procesom.



Ako napoveda uz nazov tejto prace, budeme sa zaoberat cenou dlhopisu a odvodenim
aproximacie jej tvaru. Na zaciatok budeme definovat, akym typom dlhopisu sa budeme
zaoberat. Pre podrobnejsie vysvetlenie teorie dlhopisov odporta¢ame napriklad [11]. Vo
v8eobecnosti je dlhopis dohoda o vyplateni ur¢itého obnosu pefiazi (nominélna hod-
nota) v predom stanovenom budicom ¢ase T - maturita dlhopisu a zérovei o vyplacani
pravidelnych platieb (kuponov). Hodnotu tohto dlhopisu v ¢ase ¢, pricom t < T, bu-
deme oznacovat P(t,T,...) (tri bodky oznacuju pripadné dalsie premenné, od ktorych
moZe zavisiet tato cena). Kedze kazdy kupon moéze byt povazovany za akysi samos-
tatny dlhopis, ktorého nominalna hodnota je nejaké percento z nominélnej hodnoty
dlhopisu P(t,T,...), sta¢i ak budeme uvazovat bezkuponovy dlhopis. Dalej, kedZe no-
minalna hodnota je urc¢ita konstantna suma, ktorou moézeme predelit sucasni hodnotu,
bude stacit, ak pre jednoduchost budeme uvazovat bezkuponovy dlhopis s nominalnou
hodnotou 1 (P(t = T,T,...) = 1). V zbytku tejto prace budeme pod pojmom bezku-
ponovy dlhopis alebo len dlhopis mysliet bezkuponovy dlhopis s nominalnou hodnotou
1.

Bezkupoénové dlhopisy st zékladné prvky v teérii arokovych mier, kedze vsetky
urokové miery mozu byt alternativne vyjadrené pomocou hodnoét tychto dlhopisov.
Spojito Gro¢end urokova miera platnd v ¢ase t pre maturitu 7' (oznacenie R(t,7T)) je
miera, pri ktorej suma P(¢,7T') v ¢ase t narastie spojito na hodnotu 1 v ¢ase maturity

T a teda vyjadrené vzorcom:
eREDT=0p (¢, T) = 1.

Preto ako sme naznacili vyssSie, irokové miery mozu byt vyjadrené pomocou bezkupo-
novych dlhopisov nasledovne:

In(P(t,T))
R(t,T)=———7——=.
( Y ) T _t
A samozrejme opacne vzaté cena dlhopisu vzhladom na hodnotu trokovej miery bude

mat tvar:

P(t,T) = ¢ RODI(T=0),

]v)alej7 ¢o sa tyka urokovej miery, budeme definovat takzvanu kratkodobu drokovi

mieru. Je to vlastne urokova miera pre dlhopis s okamzZitou (alebo takmer okamzitou



splatnostou). Tato urfuje charakter krivky trokovych mier, kedze predstavuje akysi
zaciatok krivky trokovych mier, ¢o vyplyva z predpisu pre tito kratkodobu trokovi

mieru:

re = lim R(t,T).

T—t+

1.1 Modelovanie okamzitej tirokovej miery

Kratkodoba trokova miera a jej spravanie v Case je nevyhnutné pre ocenovanie dlho-
pisov a inych derivatov urokovej miery a teda aj vztah medzi kratkodobou trokovou
mierou (a jej dynamikou) a dlhodobou tirokou mierou je dolezity aspekt pri modelo-
vani ocenovacich funkcii. Vo vSeobecnosti sa za dlhodobd mieru d4 aproximovat vazeny
priemer oc¢akavanych/predikovanych (strednych) hodnot kratkodobych mier. Ako sme
uz povedali vysSie, je potrebné uvazovat o trokovej miere ako o ndhodnej veli¢ine a
teda pri snahe o zachytenie je vlastnosti a hodnot ako aj pri jej modelovani je nutné
pristupit k vyuzitiu stochastickych procesov. Stochastické procesy, ktorymi je mode-
lovana kratkodoba trokova miera by mali urc¢itym sposobom odrazat a simulovat jej
vlastnosti z redlnych napozorovanych dat. Z tedrie pozname rozne pristupy k tymto

modelom. Tejto téme sa venuje napriklad [3] alebo [15].

1.1.1 Jednofaktorové modely

Jednofaktorové modely st zalozené na predpoklade, ze celd informécia o krivke tro-
kovych mier v kazdom ¢asovom okamihu moze byt sumarizovana jednym $pecifickym
faktorom, Specifikovanym ako kratkodobé trokova miera a teda zmeny v tdrokovych
mierach st sposobené zmenami v jedinom podkladovom stochastickom faktore. Na-
priek svojej jednoduchosti st ¢asto pouzivané, kedze dokdzu modelovat takzvany ,,mean
reversion® proces a umoziuju postavit teoreticka volatilitu ako zavisli od hodnoty tro-
kovej miery (z pozorovani na realnych trhoch vyplynulo, Ze volatilita byva vicsia pri
vy8sich hodnotéach trokovej miery). Istou nevyhodou pri jednofaktorovych modeloch
vSak moze byt, ze tieto modely parametrizujua volatilitu ako funkciu len hodnoty tro-
kovej miery a teda nezachytia komplexnejsiu Struktiru volatility (podrobnejsia analyza

je zahrnuta napriklad v [9]).



Ako uz bolo povedané, jednofaktorovy model uvazuje pri modelovani kratkodobej
urokovej miery len jeden stochasticky faktor a teda rovnica pre diferenciél takéhoto

procesu bude mat vo vSeobecnosti tvar:
dr(t) = u(t,r)dt + o(t,r)dw(t),

kde w(t) je Wienerov proces. Pricom prvy ¢len suctu p(t,r) sa nazyva drift, pricom
tento ¢len charakterizuje akysi trend, ¢i o¢akavani hodnotu vyvoja tirokovej miery. Clen
o(t,r) je volatilita, ktora udava mieru nahodnosti a teda tento ¢len spésobuje nahodné
vychylenia procesu od trendu. Na tomto mieste spomenieme jeden typ modelu, ktory je
pre nas dolezity, ked ze na iom bude zalozeny aj Fong-Vasi¢kov model. Tymto procesom

je "mean reversion'proces a na jeho zaklade "mean reversion"model:
dr(t) = a(b—r(t))dt + o(t,r)dw(t).

V tomto procese konstanta b oznacuje dlhodobi strednii hodnotu, ku ktorej by sa mala
hodnota stochastického proscesu postupne priblizovat, pricom rychlost tohto priblizo-
vania je udavana konstantou a. Ak by sme opomenuli stochasticki ¢ast tohto procesu,
potom by vysledkom bola exponencidla zavisla od pociato¢nej hodnoty, ktora by sa
postupne priblizovala k b. Clen o(t,r) zabezpecuje vychylenia procesu priblizovania,
vdaka ¢omu sa moZze model priblizovat readlnym déatam. Z hladiska interpretacie pou-
zitia takéhoto modelu pre kratkodobu trokovi mieru je dozité, Ze trokova miera na
rozdiel od akcii ma relativne ohraniceny charakter. Pri vysokych hodnotach by tro-
kova miera mala tendenciu brzdit ekonomiku a teda by pobadala k znizeniu trokovyh
mier. Z opa¢ného hladiska trokové miery vicSinou neklesaju prili§ k nule respektive
pod 1iu a teda z dlhodobého hladiska by mala existovat ista stredna hodnota. Pre ilus-
traciu prikladame obrazok zobrazujtci Vasickov model pre kratkodobt trokovi mieru,
ako aj spominané exponencialy, ktoré urc¢uju trend pre stochasticky proces. Jednot-
livé exponencialy na obrazku 1.1 predstavja stredné hodnoty procesu (respektive trend
priblizovania k dlhodobej strednej hodnote) vypoéitané pre hodnoty stochastického

procesu v danom ¢asovom kroku.



Obr. 1.1: Simulacia Vagi¢kovho procesu
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1.1.2 Dvojfaktorové modely

V jednofaktorovych modeloch je kratkodoba urokova r(¢) miera jedinou vysvetlujicou
premennou. Vysledkom toho je, ze dlhodoba trokova miera je deterministickou fun-
kciou kratkodobej. Z makroekonomického pohladu vzaté nie je prili§ realisticky pred-
poklad, Ze ¢asova struktira drokovych mier je dané len kratkodobou tirokovou mierou.
Teda jednofaktorové modely maji vyhodu v svojej jednoduchosti a tym padom lepsej
rieSitelnosi, av8ak prilisné zjednodusenie predpokladov moze viest k vyraznym nepres-
nostiam pri odhadnutych a skuto¢nych cendch ocefiovanych derivatov. Vzhladom na
tauto kritiku jednofaktorovych modelov boli vyvinuté dalsie modely s cielom zlepSenia
presnosti. St nimi viacfaktorové modely (dvojfaktorové, trojfaktorové, n-faktorové mo-
dely). Naskyté sa logicky predpoklad, Ze posunutim do viacrozmernej roviny by sa mala
zvacsit presnost modelov, no nesie to so sebou samozrejme aj nevyhody oproti jedno-
duch8im modelom. Takymito nevyhodami mézu byt strata flexibility, strata moznosti
vypoctu presného rieSenia, parcidlne diferencialne rovnice vyssich radov a samozrejme
pomalsie vysledky.

V dvojfaktrovych modeloch teda modelujeme kratkodobt drokovi mieru dvomi sto-
chastickymi faktormi. Z toho vyplyva, ze kratkodoba drokova miera je dana sistavou

dvoch stochastickych diferencialnych rovnic (podrobnejsia analyza v [15]). Vo vSeobec-



nosti zapisané:

dz(t) = pe(z,y)dt + o, (x, y)dw, (1),

dy(t) = py(z, y)dt + oy (z,y)dws(t),

kde wy a wy st dva rozdielne Wienerove procesy, ktorych mozu byt korelované. Roznym
vyberom jednotlivych stochastickych procesov dostavame rézne modely. My sa budeme
zaoberat Fong-Vasickovym modelom, v ktorom uvazujeme stochastické procesy krat-
kodobej tirokovej miery a volatility tejto miery (tento model bol predstaveny v ¢lanku
[5]). Tento model teda modeluje volatilitu ako stochasticky faktor. Tento predpoklad
pridava komplexnost do modelu, no je v silade s redlnymi pozorovaniami, v ktorych
mozno ¢asto badat zmenu chovania Grokovej miery medzi volatilnejsimi a pokojnej$imi
obdobiami. Oba procesy (volatilita, irokova miera) s v tomto modeli modelované po-
mocou ,mean reversion“ procesom, ktory sme spominali v predchadzajtucej kapitole.

Dostavame teda stustavu dvoch diferencialnych rovnic v tvare:
dr(t) = k1(61 — r(t))dt + /y(t)dw: (t),
dy(t) = ra(02 — y(t))dt + v/y(t)dw, (1), (1.1)

kde k1 a ko predstavuju akési rychlosti alebo miery toho, ako sa stochastické procesy
r(t) a y(t) blizia k svojim dlhodobym strednym hodnotam 6, a 0,. Ako vidime volatilita
y(t) je modelovana CIR modelom. Jej volatilita je imerna samotnej hodnote y(t), vd aka
¢omu je zabezpecena kladnost tejto hodnoty. Pri poé¢itani s modelom budeme uvazovat
nekorelovanost prirastkov Wienerovych procesov, ale budeme uvazovat aj pripad, kedy

je medzi nimi korelacia p a teda plati:

E(dwydws) = pdt.



Kapitola 2

Od modelu k rovnici

V tejto kapitole pristipime k odvodeniu parcidlnej diferencidlnej rovnice pre funkciu
ceny dlhopisu. V tejto ¢asti budeme pouzivat niektoré ekonomické predpoklady ako
bezarbitraznost a zaroven stochasticky kalkulus ako napriklad Itéovu lemu, pricom
predpokladame, 7e Citatel je s nimi oboznameny a tieto pojmy nebudeme vSeobecne
definovat a opisovat (pre viac informéacii odpora¢ame napriklad [10]). Tato rovnicu
najprv odvodime pre v8eobecny model (ohladne odvodenia rovnice odportcame aj
[15]). Nasledne budeme aplikovat nase vysledky na nami uvazovany Fong-Vasickov mo-
del. Tento model v8ak predtym modifikujeme kvoli rozdielu v rychlosti fluktuacie me-
dzi procesom trokovej miery a procesom, ktorym modelujeme volatilitu tejto irokovej

miery.

2.1 Odvodenie rovnice pre cenu dlhopisu vo vSeobec-
nom dvojfaktorovom modeli

Fong-Vagickov model trokovej miery je dvojfaktorovy model a teda stretdvame sa tu
s dvomi stochastickymi premennymi (z,y), ktoré opisuju trokovi mieru. Na opisanie

takéhoto procesu teda vo vSeobecnosti mame sistavu rovnic:

dr = pdt + o,dwy,

dy = pdt 4 o,dw,.



V tychto rovniciach mame dva stochastické procesy w; a wy, medzi ktorymi je korela-
cia p. V tejto kapitole odvodime parcidlnu stochasticki diferencidlnu rovnicu pre cenu
dlhpisu viazaného na tato arokovia mieru. Tato cena P(z,y,t,T) bude funkciou spomi-
nanych dvoch faktorov, ¢asu ¢ a maturity dlhopisu 7. Ako prvy si najdeme diferencial

tejto funkcie. Pouzitim Itovej lemy pre deriviciu stochastickej funkcie dostavame:

op or oP 19°P , 10°P , P
dP —Edt a—d:)? a—dy 2@(6&’) + 58_y2(dy) + 0z0y dxdy
OF 1+ 9P opP 10°P
=t g (et 0wcdun) + 5 (it + o) + 575 (02 dwn)) +
10%P 52pP
§a_y2(0'§(dIU2)2) -+ M(Uz%dwldwﬂ-

Kedze uvazujeme konStantniu korelaciu p medzi w; a wsy, potom E(dwidws) = pdt.

Potom dostavame:

oP oOP o20?P oP 0292P o2P oP oP
P = _x_ Y - -
d (875 +uxa 5 92 + [y ) dw,+o, ay dwo

(2.1)
Pre jednoduchost a Tah$ie nardbanie s horeuvedenou rovnicou a jej ¢lenmi si tieto

prepiseme do jednoduchsieho tvaru:

_ P oP | 0282p aP | 9y 9P 2P
po= B thagy T 352 T Hys, T2 gz T 020y g0,
P
01 = O0Oz5; oz (22)
_ P
02 = Oygy»

teda rovnica (2.1) sa da zapisat zjednodusene:
dP = /Ldt + Jldwl + 02dw2. (23)

Dalej budeme chciet vytvorit bezrizikové portfolio. Kedze narabame s dvomi stochas-
tickymi faktormi, na vytvorenie takéhoto portfélia budeme potrebovat tri dlhopisy s
roznymi maturitami. Uvazujme teda portfolio II, ktoré sa sklada z V; jednotiek dlhopisu

s maturitou 7; (i = 1,2, 3):
II=ViP(Ty) + VoP(T3) + V3 P(T3),
kde P(Ty) = P(z,y,t,T1). Miera vynosov takéhoto portfolia (zmena) bude potom:

dIl = VidP(T}) + VadP(Ty) + VdP(T).
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Aplikovanim rovnice (2.3) dalej dostavame:
(Vioo(Th) + Vaoo(T3) + Voo (13)) dws.

Dalej budeme chciet vahy V; urcit tak, aby koeficienty pri stochastickych ¢lenoch rovnice

(dwy a dws) boli nulové, ¢im vytvorime bezrizikové portfolio. Teda riesime:

Vio1(Th) + Voo (1) + Vao (T3) =0,
%O’Q(Tl) -+ %O’Q(TQ) -+ ‘/30_2(T3> = O

(2.4)

Dalej podla principu bezarbitraznosti sa vinos takéhoto (bezrizikového) portfolia musi

rovnat bezrizikovej irokovej miere:
dIl =rlldt,
(Vip(Th) + Vap(Tz) + Vau(T)) dt =r(ViP(Th) + VaP(Ty) + V3 P(T3))dt.
Tym dostavame k systému 2.4 tretiu rovnicu:

Vi(u(Ty) = rP(Th)) + Va(u(Tz) — rP(T2)) + Vs(u(T3) — rP(T3) = 0.

Takto dostavame homogénny linedrny systém rovnic pre vahy Vi, V5, V3, zapisany ma-

ticovo:
0'1(T1> O'l(TQ) 0'1<T3) ‘/1 0
O'Q(T1> O'Q(Tl) O'Q(Tl) ‘/2 = 0
w(Ty) —rP(Th) w(Ty) —rP(Ty) w(T3) —rP(T3) Vs 0

Takyto systém mé netrividlne rieSenie prave vtedy, ak riadkové vektory prvej matice
st linearne zavislé. Ak by prvé dva boli zavislé, potom by o; a o9 boli linedrne za-
vislé a problém by sa zredukoval z dvoch stoch. faktorov na jeden (pre podrobnejsiu
analyzu odporucame [15]). My vSak uvazujeme dvojfaktorovy problém a teda treti vek-
tor musi byt zavisly s jednym alebo oboma ostatnymi vektormi a teda sa d& zapisat
ako kombinacia ostatnych dvoch. Maturity jednotlivych dlhopisov st Tubovolné a teda

spomenuty vztah plati pre Tubovolné T a teda vahy \; nezavisia od maturity:
H’(‘(Ea Y, ta E) - TP(..'E, Y, t: 7—‘7,) = >\1(‘T7 Y, t)O'l(fL', Y, t? E) + )\2(3:7 Y, t)O-Q(xv Y, t7 7—‘7,) (25)

Spomenuté vahy \; st nazyvané trhové ceny rizika a odrazaju ocakavany narast vynosu
na jednotku rizika (resp. ur¢iti prémiu, ktora moze ziskat investor za to, ze podstipi

vA¢Siu mieru rizika).
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Ak do rovnice (2.5) dosadime vztahy (2.2), potom dostédvame diferencialnu rovnicu

pre cenu dlhopisu, ktort sme chceli odvodit:

OP OP  o29%P OP 0l 0*P o*pP

oz _ or %00 _ or By o g L p—o

or T e = o) Gt S iy = hoy) ot o s T ooy s =P =0
(2.6)

2.2 Korekcia - rychla ¢asova Skala volatility

7 empirickych stidif o financénych derivatoch vyplyva, ze volatilita sprevadzajica mo-
delované procesy sa Casto sprava vybusne a zhlukovito. Niekolko dni mo6ze nadobudat
vysoké hodnoty a potom na podobnom ¢asovom horizonte zase malé hodnoty. Vzhla-
dom na dizku trvania kontraktov (v nasom pripade dlhpisu) méze volatilita prechadzat
mnohymi takymi obdobiami, ¢o vzhladom na ¢asovi $kalu, ktort uvazujeme v pripade
dlhopisu (pri dlhopisoch je rozumné uvazovat ¢asové jednotky za roky) volatilita vel'mi
rychlo fluktuuje.

V pripade Fong-Vasickovho modelu sa volatilita tirokovej miery modeluje ,,mean
reversion® procesom, ktory sme predstavili v kapitole 1.1.1. V tomto procese repre-
zentuje rychlost parameter a. Fluktuéacie volatility buda vzhladom na trokovia mieru
velmi rychle a teda hodnota tohto parametra bude velka.

V predchédzajtcej kapitole sme definovali rovnicu opisujticu proces volatility nasle-
dovne:

dy(t) = ra(0y — y(t))dt + v\/y(t)dws(t).
Rychlost pre volatilitu reprezentuje parameter ko, ktory nadobuda velké hodnoty. Pre-
dopokladéame, Ze volatilita sa pohybuje v ¢asovej §kéle et, kde € je "vel'mi malé". Vyuzi-
jeme, ze pre Clen dw plati dw = qb\/Zdt), kde ¢ ~ N(0,1). Dalej vyuzijeme, ze ¢len ko
nadobuda velké hodnoty a definujeme € = é Takto dostavame stistavu rovnic modelu

v nasledujicom tvare:

dr(t) = k1 (01 — 7(t))dt + /y(t)dwy (t),

dy(t) = b _Ey(t)dt + 2 ”é(t)du@(t). (2.7)

V dalsom urc¢ime parcialnu diferencidlnu rovnicu pre nami skiimany Fong-Vasi¢kov

model. V predchadzajicej kapitole sme odvodili v§eobecny tvar rovnice (2.6) pre Tu-
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bovolny dvojfaktorovy model. V dalSom dosadime za funkcie driftu p, a p, ¢leny

k1(0y —r(t)) a 92%’(” z rovnic (2.7), za funkcie volatilit o, a o, dosadime ¢leny +/y(t)

v4/y(2)

7 Opit z rovnic (2.7) a budeme predpokladat, ze hodnoty trhovych cien rizika

st v tvare: A\ (r,y,t) = Ay a Aa(r,y,t) = A /Y, kde A\; a Ay st konstanty. Dosade-

nim tychto vztahov do rovnice (2.6) dostavame hladant diferencidlnu rovnicu pre cenu

dhopisu vo Fong-Vasickovom modeli:

0y

oP oP  yP (1 L, NP
ot or 2o 2%y

- tE (0 —r) = Ay) -+ 555+ 2(92—9)—%
1v%y 0?P 1 o0*P
R T —~ - _rp=
+e 2 Oy? * \/Epvy(“)r@y "
kde koncova podmienka pre P(t,r,y) je P(T,r,y) = 1.
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Kapitola 3

RieSenie diferencialnej rovnice ceny

dlhopisu

V tejto Casti prace pristupime k samotnému rieSeniu parciélnej diferencidlnej rovnice
(2.8) pre cenu dlhopisu vo Fong-Vasickovom modeli, ktora bola odvodena v casti 2.

Spominana rovnica ma tvar:

opP oP  y®P (1 1 opP
E+(ﬁ1(91—7)—/\19)§+§w+ <g(92—y)—$kzvy> En
9. 22 2
tewo'p 1 9P p_y (3.1)

¢ 2 oy e aray

s koncovou podmienkou pre P(t,r,y) v tvare P(T,r,y) = 1.
Aby sme mohli dant rovnicu riesit, bude potrebné si ju prepisat do jednoduchsieho
zapisu pomocou operatorov Lg, Ly, Ly. Tieto operatory urc¢ime tak, aby sme ¢leny rov-
nice (3.1) zoskupili do skupin podla radu parametra e. Ako vidime v rovnici, tento

1 ,—1/2

parameter nadobuda rady: eil, 61%, 1 respektive 1, e Y2 % A teda po zoskupeni ¢le-

nov rovnice podla rddov mozeme operatory Lo, L1, Ly zapisat v nasledovnom tvare:

0 vy 0
Lo= (0 —y) — + -2 2 3.2
0= (02 y)8y+28y2’ (3.2)

0 0?
L1 = —Dvy— — 3.3
! WY+ PG o (3.3)

o y o2
Ly= 2 S VP Sy 4
2= 5 + (k1 (01 —7) = \1y) ar + 092 " (3.4)
a rovnicu (3.1) teda moZeme prepisat do operatorového zapisu:
ot L+ L) P=0 (3.5)
€ 0 \/E 1 2 - . .
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Najprv budeme pri odvodzovani predpokladat, Ze korelacia medzi Wienerovymi pro-
cesmi wy, woy, ktoré vystupuju v rovniciach definujacich Fong-Vagickov proces (1.1), je
nulova a teda korelaény koeficient p postavime rovny nule (podobny postup bol taktiez

pouzity v [14]). Z toho vyplyva, Ze operator L; prejde do tvaru:

0
L1 = —/\Q’Uya—y.

Neskor budeme pripastat aj zavislost medzi Wienerovymi procesmi a pozrieme sa, aky

vplyv to bude mat na rieSenie rovnice.

3.1 AsymptotickA metéda malého parametra pri nu-
lovej korelacii

Riegenie rovnice (3.1) budeme hladat metoédou malého parametra, pomocou ktorej bu-
deme hTadat nekone¢ny rozvoj hladanej funkcie P(t,r,y) podla parametra e. RieSenie
bude teda v tvare

P(t,r,y) = Py + €/?P + Py + . .. (3.6)
VzhTadom na koncovi podmienku P(7T,r,y) = 1 musia pomocné funkcie P;(t,7r,vy)
spliat podmienky: Py(T,r,y) = 1, P;(T,r,y) = 0 pre i > 0. Ked zasubstitujeme rozvoj

(3.6) do rovnice (3.5) dostaneme nasledujicu rovnicu:
6_1L0P0 + 6_% (L()Pl + Llp()) + 60 (LoPQ + L1P1 + LQP(]) + 6% (Lgpg + L1P2 + LQPl)
+e' (LoPy + L1Ps+ LyPy) + ... = 0. (3.7)

Postup pri hladani rieSenia je nasledovny. Prava strana rovnice je nulova, ak mé teda
platit rovnost Tavej a pravej strany, musi platit, Ze ¢len pri kazdom rade € je rovny nule

a teda budeme postupne analyzovat rovnnosti:

LoPy =0, (3.8)

LoP, + L\ Py = 0, (3.9)

LoPy + L1 Py + Lo Py = 0, (3.10)
LoPs+ LiPy+ LyPy =0, (3.11)
LoPy+ Ly Py + LoPy = 0, (3.12)
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Na zaklade tychto rovnosti sa budeme snazit ziskat, ¢o najviac informécii o funkciach
P; a napokon analyticky urcit tieto funkcie. Aproximacia rieSenia spociva v tom, Ze
budeme pocitat len urcity pocet funkcii P; a teda v rozvoji rieSenia 3.6 budeme uvazovat
len prvych niekolko ¢lenov, pri¢om prinos ostatnych zanedbame.

K dalgiemu postupu budeme potrebovat nasledujuce lemy. Prva z nich sa vztahuje
k rieSitelnosti rieSenia eliptickej parcidlnej diferencidlnej rovnice. Podrobnejsie je tato

lema rozoberana v [§].

Lema 3.1.1. Nech Lg je operdtor definovany 3.2 a R je dand funkcia. Nutnou pod-
mienkou pre rieSenie P rovnice LyP + R = 0 je: (R) = 0, kde (R) = [ R(y)9(y)dy a

g(y) je limitné rozdelenie pre proces y(t).

Dal$ia lema sa tyka vlastnosti rieSenia rovnice spomenutej v predchadzajicej leme.

Bola tiez pouzita napriklad v [14].

Lema 3.1.2. Nech F je funkcia takd, Ze F € C(]0,00]) a (F) = 0. Potom existuje
jediné (aZ na integracni konstantu) riesenie 1 € C*((0,00)) N C([0,0)) pre nehomo-

GENNY TOUNLCY
2

Lot = %F (3.13)
ktorého derivdcia je dand ako:
oY 1 /y
—_ = — F(&)g(&)dE. 3.14
o~ vaw) ) (£)g(&) (3.14)
Navyse pre o plati vztah:
(L) = sz/ yF(y)g(y)dy. (3.15)
0

gpecidlne plati, Ze ak 1 je riesenie pre homogénnu rovnicu Loy = 0, potom ¢ je kon-

Stantnd funkcia vzhladom na premenni y.

DOKAZ: V tomto dokaze sa budeme venovat hlavne odvodeniu vztahu (3.15), ktorého
modifikacii pre nenulovi koreléciu sa budeme venovat neskdr. Jedine¢nost rieSenia je

Studovana v [14]. VzhlTadom na predpis operatora Ly, mozeme zapisat Lot ako:

0 v2y 02
Lotp = (02 —y)a—y@D + Tya—yQ :
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Na tomto mieste ukazeme, Ze funkcia ¢, ktorej derivacia je rovna (3.14) je rieSenim
rovnice (3.13). Dosadime funkciu ¢ (jej derivaciu) do predchadzajiceho vztahu, ¢im

dostavame:

Lot = 0a=)— [ F@utees 2L [ DL [ piggiepae + Lriy)|.

Posledny ¢len v predchadzajtcej rovnice predstavuje ziadany tvar pravej strany rovnice

(3.13). Teda ak méa byt ¢ rieSenim tejto rovnice, potom vsetko okrem tohto ¢lena musi

byt rovné nule. Preto budeme skumat, ¢ plati:

(6, — 1) I %g(y) +yg'ly) _ 0.

y9(y) v29%(y)

zjednodusene zapisané:

(o) + g () = 0.

v
(62 —y)g(y) —
LCavt stranu tejto rovnice si ozna¢ime ako funkciu w, teda w(y) := (02 — y)g(y) —
%(yg(y))’. Aby sme ukazali platnost rovnice (3.13), potrebuje ukizat w(y) = 0 pre
Vy. Funkcia g(y) predstavuje hustotu limitného rozdelenia procesu y, teda musi spliiat

Fokker-Planckovu rovnicu (pre blizsie informéacie odporacame [16]):

O ygly)) - 3%“92 ~)ely) =o.

Opiét oznacime lavi stranu tejto rovnice ako funkciu y(y), teda y(y) := ((2—y)g(y))"—
%(yg(y))’ . Z Fokker-Planckovej rovnice vyplyva v(y) = 0 pre Vy. Mozeme si vSimnut,
ze plati vztah medzi w(y) a v(y), ze v(y) je derivaciou w(y). Vzhladom na to, ze

derivacia w(y) je rovna nule pre Yy, musi byt w(y) konstantna funkcia. Predpis funkcie

bol odvodeny v [13]:

B e Buye-l gk oy >0

g(y) = "
0 ak ¢y <0.

Z toho vyplyva, ze g(0) = 0, ¢o implikuje, ze w(0) = 0, teda kedZe w je kontantna
funkcia, musi platit w(y) = 0 pre Vy, ¢o bolo treba ukazat.

Dalej ukézeme platnost ¢lenu (3.15). Vzhladom na tvar operdtora L; mozeme zapisat

Llw:
1

y9(y)
16

Lib = —Aovy / " P(e)g(e)de,



strednd hodnota ¢oho je dana ako:

(Liy)) = / Ao / §)dédy.

7 toho metodou per partes dostavame:

(L) = [—y I F<f>g<£>d§]:° a0 [ uP Wt

Posledny sc¢itanec je hladany tvar pravej strany, teda tu ndm ostava ukazat nulovost
prvého scéitanca. Pokial vezmeme spodnu hranicu 0, vyjde nam hodnota tohto s¢itanca
nulova. Ostéva vySetrit hornd hranicu, presnejsie limitu vyrazu pre y — +oo. Pouzitim

L’Hospitalovho pravidla dostavame:

i [ F@ues =y LTI

Limita v poslednom vyraze sa rovna nule, ked7ze ¢itatel sa blizi k strednej hodnote

funkcie F', ktora je podla predpokladu nula a menovatel je ohrani¢ené funkcia. H

Cielom tejto diplomovej prace bude aproximdcia rieSenia pomocou prvych 3 po-
mocnych funkcii P; a teda Py, P;, P>. KedZe touto témou sa zaoberala aj praca Radky
Selec¢éniovej [13], v ktorej boli na aproximaciu rieSenia pouzité prvé dve funkcie, ne-
budeme znovu opakovat tento vypocet. Pouzijeme v8ak dostupné vysledky Py a P; k
blizS§iemu urceniu tretej funkcie. Spominané prvé dve funkcie maju teda nasledovny

tvar:

Py(r,7) = A(T)B_B(T)T, (3.16)

kde 7 =T — t reprezentuje zostavajuci ¢as do splatnosti dlhopisu. Premennt ¢ neskor
nahradime premennou 7 aj pri samotnych vypo¢toch funkcie P;. Funkcie A(7), B(T)

st dané nasledovnymi vztahmi:

B(r) = e (1—em7), (3.17)

Pridavame aj predpis derivacie pre funkciu B, kedZe tento predpis budeme vyuZivat

pri hladani funkcie P,, ktora bude definovana neskor:
B ' =1-kB. (3.18)
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Funkcia P; mé tvar:

Pi(1,7) = D(1)A()e B, (3.19)

kde funkcia D(7) je dané vzfahmi:

K1 K3

4 VQ<—B—%BQ+T>+K§:(—B—EBQ—’{—%BS—I—T),
K1

Vi = — A qgubs,

1
Vo = <§)\2U + >\1PU) 0,

1
Vi =— §P092-

3.1.1 Urcenie funkcie P,

Poznamenajme, Ze funkcie P, P, nezavisia od premennej y. Ako sme uz spominali
pri opise postupu aproximacnej metdédy, budeme analyzovat rovnice, ktoré vyjdu z
nekone¢ného rozvoja funkcie P(t,r,y). Konkrétne sa teraz budeme zaoberaf rovnicou
(3.10):

LoPy + L1 P+ Ly By = 0.

Kedze P, nezavisi od premennej y a parameter L; obsahuje vo v8etkych svojich ¢lenoch
derivaciu podla premennej y, ¢len L P; = 0 a teda rovnica prejde do tvaru LoPs +
Ly Py = 0. Vysledkom je: ,

LoPy = % <—%L2Po) . (3.21)
Z lemy 3.1.1 vyplyva, ze (Lo Py) = 0, pricom, kedze funkcia Py nezavisi od premenne;
y, mozeme vzfah (LoFy) zapisat v tvare (Lo)Py = 0. Na zdklade toho a na zéklade
tvaru P, plati:

a 2 _ 62
—LyPy =({L2) — Lo) Py = (_)‘1(02 - y)E + gﬁ) R

=(0® —y)e " f(7),

kde

f(r)=A (AlB - %BQ> :

18



Funkcia —U%LQPO splia predpoklady lemy 3.1.2, pretoze je diferencovatelna na celom
svojom definicnom obore, stredné hodnota vzhladom na limitné rozdelenie dané hus-

totou g je rovna nule:

Aplikovanim lemy 3.1.2 na rovnicu 3.21 vyvodzujeme vztah pre derivaciu funkcie P, v

tvare:

1

y9(y) /Oy<5 —o?)g(&)d¢ = —U—2f(7)e—B’”H(y), (3.22)

or, __2

oy —ﬁf(T)e_BT

kde

H(y) = 1() /y< — o)g(e)de.

DaleJ budeme pokracovat rovnicou (3.11) LoPs; + L1 P, + Lo P, = 0, ktort vieme
zapisat nasledovne: ,

LoPs = % (%(—Lle - L2P1)> . (3.23)

Na zéklade lemy 3.1.1 plati (=L, P, — Lo Py) = 0 a teda st splnené predpoklady lemy

3.1.2, ktort mozeme pouzit na rovnicu (3.23), aby sme ziskali tvar ¢lenu (L; Ps), ktory

budeme potrebovat v neskorSich vypoc¢toch. Na to, aby sme tu mohli aplikovat tuto

lemu, potrebujeme odvodit vztahy Li P, LoP, a —(LyP»). Kedze pozndme tvar ope-

ratora L1 a odvodili sme tvar derivacie funkcie P, ¢len L P; sa da zapisat ako:

29

L Py =— f()_BT H(y)
2 Lo
= e /0 (€ — o*)g(e)de.

Z definicie operatora (.) vyplyva, Ze ¢len —(L; P») ma tvar:

~{LaPy) = = 22 f(r)e / / — o%)g(€)dedy

__ 2_/\2f( Je BT, (3.24)

kde K je konStanta, dand vztahom:

K, = // ¢ — o) g(€)dedy.



KedZe pozname tvar operatora Lo a pozname aj tvar funkcie P, méZeme napisat ¢len

L, P, nasledovne:

. 8P1 8P1 Yy

0*P,
or?

—rp, (3.25)

pricom konkrétny tvar funkcie P; zatial dosddzat nebudeme. Pouzitim lemy 3.1.2 na

rovnicu (3.23) dostaneme vztahy pre derivaciu funkcie Ps a tiez pre ¢len (L;Ps):

%_Zs b /0 ’ (ﬁ f(r)e_BTfH(f)) g(€)de

yg(y)
1 0P1 aPl 582P1

y
— —/0 (W + (k1 (01 —7) — Mi&) or + 2 0r2 Tpl) 9(€)dg,

y9(y)

¢o sa da prepisat do tvaru:

OPs 1 {2)\2 _B /y /y 9 ( 0P,
=— —f(r)e 7" H dé + -0 dé | — M\ —
5y = o) | T | e ©a@de+ | (= aMgte)de (—x:
10°P, Y oP, L OP 022D
+ 2 Or2 > +/0 9(&)d¢ (E*’ (“1 (01 —7)— Mo >E+? 92 —TP1)] )
pricom v poslednom ¢lene sa da vyuzit, ze:
opP or,  o*0?P
E + (/4,1 (91 — 7“) — )\102) or + 7 o2 - Tpl = <L2P1>, (326)

¢o plati vdaka tomu, 7e stredna hodnota y vzhladom k limitnému rozdeleniu g je o2.
Z rovnice (3.23) na zaklade lemy 3.1.1 vyplyva (L, Ps) + (LsP) = 0. Vyuzitim toho
naviac dostavame:

(LoPr) = —(L1 P). (3.27)

Clen (L, P;) mé podla lemy 3.1.2 tvar:

o 2
0

Spojenim vztahov (3.26), (3.24), ktoré sme odvodili vyssie, dalej dostavame na zaklade

rovnice (3.28) nasledovné vyjadrenie ¢lenu (L Ps):

Ay [ 2)
(L1 Ps) = — % i %f(f)e‘B’"yzH (y)g(y)dy

W [ [ OP, oP, | yo&*P
— [/0 y9(y) (W + (k1 (61 —7) — Aiy) o + 2 02 P ) dy| .

v
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Dalsou upravou ziskame:

(L) == 2222 e [ )
- 2%2 Doo yg(y)dy <% (6 — 7)% - ”Dl)
-2 70— 0+ gt (-5 + 350
(L Ps) = — 2%22%7( Je UK
_ 27)‘2 2 (% + (k1(61 — ) — A0?) 861:1 + %28;51 — Tpl)
- 2%2 Ooo(y2 — (0%)")g(y)dy (—M% + %a;:}) )

kde definujeme konstantu Kjs:

Ky = /OOO y?H(y)g(y)dy.

Dalej vyuzijeme:
/ yg(y)dy = o,
0
kedZe takto zapisany integral vyjadruje stredni hodnotu pre y. Z toho dalej moZeme

zapisat integral vyjadrujuci disperziu y na zaklade limitného rozdelenia g:

/Ooo(y2 — (0*)*)g(y)dy = /Ooo(y — (0%)?g(y)dy = V.

Na zaklade tvaru tohto integralu a pouzitim (3.26) moéZzeme prepisat ¢len (L Ps) do

zjednodusenej podoby:

29 2o 22X 29 0P, l@zPl)
or 2 Or?

<L1P3> = — ——f(T)e_BTKy, — —0 <L2P1> — —V <—/\1— +
vow v v
Toto dalej upravime pomocou vyssie odvodenych rovnic (3.27) a (3.24), ¢im dostaneme
(L1 Ps) v tvare:

230 [22

LPs) = —
(nFy) v v

oP; 102131)]' 3.29)

2 —Br oy o1 -
(K3+0K1)f(7)6 +V( /\18T+287"2

V dalsom sa budeme zaoberat rovnicou (3.12): LoPy+ Ly P+ Lo Py = 0. Aplikovanim

lemy 3.1.1 dostdvame vztah:
(L1Ps) + (Lo Py) = 0, (3.30)
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z ktorého prvy ¢len pozname. Teraz sa zameriame na druhy, v ktorom vystupuje hla-
dana funkcia P,. Spravime dekompoziciu hladanej funkcie na dve ¢asti (tato dekom-

pozicia bola pouzita aj v [14]) a teda budeme hladat:

Pg(t,'l", y) = PZ(t7T) =+ P2(t77a7 y)

Ako vidime, prva ¢ast P, nezévisi od premennej y a bude sa rovnat strednej hodnote
funkcie P, vzhladom na limitné rozdelenie stochastického procesu y. Druhé ¢ast funkcie
P, bude taka, Ze strednd hodnota z nej vzhladom na limitné rozdelenie y bude rovna
nule (P,) = 0. Teda prva ¢ast je stredna hodnota a druha cast je akasi stochasticka
fluktuacia funkcie P, okolo strednej hodnoty.

Najprv sa budeme venovat funkcii Py a odvodime jej tvar. KedZe P, nezavisi od pre-
mennej y musi platit, Ze derivacia P, podla y bude rovnaka ako derivacia P,. Tito
deriviciu sme odvodili vyssie v tvare (3.22). Teda P, najdeme tak, aby spliiala spomi-

nané vlastnosti:

<ﬁ2> =0,

OP, OP 2 n
a—;:a—;:—ﬁ (r)e " H(y).

P, ur¢ime integraciou derivacie P, respektive P,. Splnenie prvej vlastnosti (nulovosti

strednej hodnoty) zaru¢ime odéitanim strednej hodnoty néajdenej funkcie. Tymto po-

stupom ziskame:

- Y 9P, /y OP,
Py= | —Zd¢-— —=d
RS < 0 06 >

— 2 i) UOyH(é)dé—/Ooog(w /OyH(é)dédy}

= _U_ (r)e B Voyﬂ(g)dg - KQ] , (3.31)

kde K5 je konstanta:
00 Y
ko= [ o) [ H(©dedy
0 0
Teraz uz nam ostava este najst funkciu Py(t,r). Vdaka dekompozicii funkcie P,

moZeme Clen (Lo Py) zapisat ako:

(LoPy) = (Lo(Py + Py)) = (LoPy) + (Lo Py) = (Lo) Py + (Lo Py).
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Druhu ¢ast tohto zapisu ndjdeme aplikovanim operatora Lo na funkciu P, nasledovne:

8P2 y(‘)QﬁQ ~
L2P2=a—+(/<01(91—7’) AMY) —— o +§W_TP2'

Na to nésledne aplikujeme stredni hodnotu podla limitného rozdelenia procesu y:

D\ 8]52 8?2 0152 1 82]52 ~
(LaP2) = <W> T a(fr =) <a_> —h <ya_> T3 <y—arz > —r(P).

VzhTadom na to, Ze strednd hodnota P, je rovna nule ((P,) = 0) platia nasledovné

vztahy:

Vdaka tymto rovnostiam dostavame vyraz (L2]52> v zjednodusenej podobe:

< oP,\ 1/ 9P
<L2P2>=—)\1<ya > §<3/ o >
Dalsou upravou dostavame operatorovy zapis:
~ o 10 ~
(LaPy) = ( Al@ + 3 59 2> <Z/P2>
o 10 2 B o Y
= (—A15+§ﬁ> {—ﬁ (T)e (/0 yg(y)/o H(§)dEdy

[e'S) [e'S) Y

—/ yg(y)dy/ / H(é)dég(y)dy)} :

0 o Jo

Dalej vyuZzijeme, ze fooo yg(y)dy = o? je stredna hodnota stochastického procesu y

vzhladom na limitné rozdelenie procesu dané hustotou g:

(L) = —51) [ = ott) [ He dgdy< )\1—+§w> ()

kde K4 je konStanta:
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Vratme sa teraz k rovnici (3.12): LoPy+ L1 Ps+ Lo Py = 0. Ako sme odvodili, vyplyva z
nej rovnost (3.30). KedZe sme definovali dekompoziciu funkcie Pp, mézeme dany vztah
dalej rozviest do podoby (LiPs) + (LyPy) + <L2]52> = 0 a z toho vd'aka nezavislosti P,

od premennej y prejde do tvaru:
(LyPy) = —(LyP3) — (Lo Py).

KedZe pozname vSetky ¢leny na pravej strane, mozeme tito rovnicu prepisat do tvaru
parcidlnej diferencidlnej rovnice pre funkciu P, ktorej vyrieSenie bude nasou dalSou

ilohou. Podla tvaru operatora Lo a vztahov (3.32) a (3.29) teda plati nasledovna

rovnica;:
88—1? + (k1 (6 — r)—)\102)8a—i2 - %28552 —rPy =
B 2% o v (00 120
+%f(T>K4 (—Alg + %;—:2) (e77). (3.33)

Ako vidime v rovnici, prvy ¢len je derivacia podla premennej t. Vzhladom na to,
7e funkcie Py, P, sme namiesto t uvadzali ako funkcie premennej 7 a vSetky dalSie
vypoclty boli tiez vypracované s premennou 7, prevedieme prvy ¢len na derivaciu podla

7. Nakolko 7 = T — t, plati nasledovné:
oF, _oP,or _ 0P,
oo or ot or’

Do rovnice (3.33) tiez dosadime funkciu Py, dani rovnicami (3.19) a (3.20). Aplikovanim

tychto dvoch vztahov dostavame teda rovnicu:

0152 28152 0'202]52 5
—E—I-(l{l(el — 7“) — )\10’ )W + 7 87“2 — Trro =
2%2 {2%2 (K3 +0?Ky) f(1) + V (MB(1)A(T)D(7)
—}—%BQ(T)A(T)D(T))] e B4 %f(T)KLl ()\13(7') + %BQ(T)) e BT (3.34)

Ako vidime, prava strana rovnice je v separovanom tvare vzhfadom na premenné 7 a r.
Vyuzijeme tuto skuto¢nost, aby sme si zjednodusili zapis a zasubstituujeme si tu ¢ast
pravej strany, ktora zavisi len od premennej 7 pomocou funkcie (1), ktortt definujeme

sposobom:
C2X 2N 1

p(7) il (Kg + 02K1) f(r)+V (x\lB(T)A(T)D(T) + §BQ(T)A(T)D(T)):|
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2 1
+§f(T)K4 ()\13(7') + 532(7)) : (3.35)
Rovnicu (3.34) teda vieme zapisat ako:

8152 0'282p2

—, =) =Xt or * 2 or?

—rPy = p(r)e P (3.36)

Vzhladom na separovany tvar pravej strany budeme hladaf funkciu P, tieZ v separo-
vanom tvare:

PQ = (Rl(T) + T’RQ(T)) S_BT.

Po dosadeni do rovnice (3.36) a vyuzitim predpisu derivéacie funkcie B danym rovnicou

(3.18) dostavame diferencialnu rovnicu:
—(R, +rRY))e™ B + (R, +rRy)e P"B'r 4 (k1 (0, — ) — Mo?)[-B(R,
+7rRy)e BT + Rye ") + %2 [B*(Ry + rRy)e™ "
—BRye BT — BRge’B’”] —7r(Ry +7rRy)e P = p(r)e P

Br

Tuato rovnicu moézeme prendsobit ¢lenom e””, ¢im dostaneme:

—(Ry +rRy)e ™"+ (Ry + 7Ry) + (k1(61 — 1) — M) [-B(Ry + rR) + Ry
2

+ % [BX(Ry +rRy) — BRy — BRy| — r(Ry + rRy) = (7).

Na lavej strane rovnice mame ¢leny vynisobené koeficientom 7%, ¢leny vynisobené ko-

1

eficientom 7! a ¢leny vynasobené koeficientom 2. Zoskupime teda tieto ¢leny podla

rddu premennej r. Na pravej strane mame len jeden ¢len, ktory je vynasobeny koefi-
cientom r°. Ked'Ze ¢leny pri kazdom rade premennej r sa musia rovnat na jednej aj na

druhej strane, vyplyvaji z toho nasledovné vztahy:
e pre 1’

2
—R! — k10, BR; + 10, Ry + M0 BR; — MRy + %B’?R1 — 0®BRy = p(r)
e pre 7!
2
“Ry+ Ry — k1 BRy — k101 BRy + 11 BRy — i1 Ry + \o®BRy + %B% “ R =0

e pre 12

R2 — IilBRg + KleRQ — R2 =0.
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Tym padom sme odvodili, ze hladané funkcie R; a R, musia spinaf ststavu diferen-

ciadlnych rovnic:

2
R| = (—melB — k1 + Mo?B + %BQ) Ry + (k161 — Aio”® — 0®B) Ry — pu(7), (3.37)

o2

R/z = (—mQIB — K1+ )\10’23 + 7B2> Rg. (338)
Pre jednoduchost zapisu si zatvorky, ktoré vystupuju pri funkcidch R; a Ry na pravej
strane oznac¢ime pomocnymi funkciami:

2
01(7') = —%1«913 + )\1023 + %32,

CQ(T) = 5191 — )\10’2 — O'QB,

2
03(7') = —/{1913 — K1+ )\10’2B + %32

V nasledovnom sa budeme venovat rovniciam (3.39) a (3.38). KedZe druh& spomi-
nana je v homogénnom tvare a vystupuje v nej len funkcia Ry, mo6zeme Iahko poditat

nasledovné:
/
B _
Ry

kde konstatujeme trivialne rieSenie rovnice v tvare Ry(7) = 0 pre V7 a hfadame d'alsie

c3(7),

rieSenia nasledovne:

[In(Re)]" = es(7),

R2 _ aef03(7)d7"

kde « je integra¢néa konstanta. Pokial sa vratime k podmienke P»(0,r,y) = 0, vdaka
tvaru funkcie ]52(7', r,y), pricom ]52(0, r,y) = 0, dalej vyplyva podmienka pre P(7,7)
v tvare P(0,7) = 0. Z toho dalej dostdvame podmienky pre pomocné funkcie Ry, Ry:
R;(0) = 0a Ry(0) = 0. Aplikovanim tejto podmienky na horeuvedeny vztah dostavame,
ze rieSenim rovnice 3.38 je trividlna funkcia Ry = 0. Z toho potom vyplyva, Ze rovnica

(3.37) prejde do jednoduchsieho tvaru:
Ry = (1) Ry — p(7), (3.39)

¢o je nehomogénna linedrna diferencialna rovnica pre R, ktord mozeme riesit nasle-
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dovnym postupom:
Ry —ci(T)Ry = —p(7)
(R —cr(r)Ry) e Jo v@% — (—p(r)) e o 1%
RieJ7 cl(f)ds}' — (—pu(r)) e I7 er(ee

Ri(7) = [/OT (_M(S))e—f(fq(f)dfds + Rl(O)] eo c1(6)ds. (3.40)

Pod'me sa teraz venovat integralu vystupujticemu vo vyjadreni (3.40) funkcie Ry odvo-

denom vyssie:
01(7') = /T Cl(S)dS = /T [—51913 + )\10’28 + O;BQ:| ds.
0 0
Kedze plati B = /%1 (1 —e7), ako sme uviedli v (3.17), dostavame integral:
Ci(1) = /T ci1(s)ds = /T {—91 (1—e ") + Mo o
0 0

(1 - e"“s) + — (1 — e_’“s)ﬂ ds.
Integraciou predoslej rovnice dostavame nasledovny vztah:

K1 2K2
M\o?  o? Mo?  o?\ e T —1 e~ _ 1
Ci(r)= (-0 — )= (6 - -S| — -
() ( v K1 - 2k7 " YR K K1 ? 453
(3.41)

Na zéklade predchadzajucich vypo¢tov mozeme hladand funkciu P, zapisat ako:
PQ(T, 7") = Rl(T)e_B(T)T,
kde funkcia R;(7) je v tvare:

Ry(7) = [— /OTu(s)ecl(s)ds + Rl(())} 1),

Ako sme uZ spominali vyssie, zac¢iatoéna podmienka pre funkciu Ry je R1(0) = 0, z

¢oho vyplyva zjednoduSeny tvar Ry(7):

Ri(7) = {—/ ,u(s)ecl(s)ds] 1™,
0

3.2 AsymptotickA metéda malého parametra pri ne-
nulovej korelacii

Tato cast bude opif zamerana na hladanie ocefiovacej funkcie dlhopisu pre Fong-
Vasi¢kov model kratkodobej trokovej miery a opéat ju budeme hladat pomocou asymp-

totickej metody malého parametra a teda sa budeme zaoberat hladanim funkcie v tvare
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3.6. Budeme sa venovat odvadzaniu tvaru funkcie P(¢,7,y), av8ak tentokrat budeme
uvazovat nenulovi koreldciu medzi wienerovymi procesmi w; a wy rovni koeficientu
(konstantnému) p. Kedze funkcie Py(1,7) a Py(7,r) sme uviedli vo vSeobecnom tvare,
platnom pre [ubovolnu hodnotu, nebude potrebné ich prepoc¢itavanie. Pri konStant-
nej volatilite nam koeficient L, presiel do zjednoduseného tvaru, no teraz ho budeme
pouzivat v pdévodnom tvare:

82
ordy’

0
Ly = —Xvy— + pvy

5 (3.42)

V désledku tejto zmeny bude nutné modifikovat lemu 3.1.2, ked7e sme ju pouzivali v
tvare odvodenom pre pripad nulovej korelacie. Nasledovna lema bude teda modifikaciou
lemy 3.1.2, kde sa zmeni posledné tvrdenie o (L;7), ktoré prejde do vSeobecnejsicho

vyjadrenia.

Lema 3.2.1. Nech F je funkcia takd, Ze ' € C([0,00]) a (F) = 0. Potom existuje
jedinecné (aZ na integracni konstantu) riesenie ¢ € C*((0,00)) N C([0,00)) pre neho-

MOGENTU TOVNICY!
2

Lo = %F (3.43)
ktorého derivdcia je dand ako:
oY 1 /y
— = — F dg. 3.44
5 = ), Fl@aene (344
Navyse pre o plati vzlah:
(L1)) = Agv / yF(y)g(y)dy — pv / y afny)g(y)dy (3.45)
0 0

gpecia’lne plati, Ze ak 1 je riesenie pre homogénnu rovnicu Loy = 0, potom Y je kon-

Stantnd funkcia vzhladom na premenni y.

DOKAZ: Dokaz prvej Casti - rovnice (3.43) a derivacie (3.44) je rovnaky ako v pripade
dokazu lemy 3.1.2. Vo vztahu (3.45) je navy$e posledny s¢itanec v porovnani s lemou
3.1.2, teda dokaz bude trochu rozvinutejsi. Vzhladom k novému tvaru operatora L,

mozeme L) napisat ako:

YOF(§)
yg(y) Jo Or

1 Yy
Lith = —Ayvy—— /0 F(€)g(€)de + puy 9(€)de.

y9(y)
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strednd hodnota ¢oho je dana ako:

(L) = / )\21}/ dfdy—i—/ pU /y OF(g £)dedy.

Z toho metodou per partes dostavame:
y o0 v o 0o
(o) == [ F@ue] o o [ Z5 a0t w0 [T urmatay
)

= OF(y
—,ov/o V>, 9(y)dy.

Posledné dva sc¢itance predstavuji ziadany tvar pravej strany, teda tu nadm ostava

ukézat nulovost prvych dvoch sé¢itancov. Nulovostou prvého séitanca sme sa zaoberali
pri dokaze lemy 3.1.2. Co sa tyka druhého sé¢itanca, pokial uvazujeme spodna hranicu,
hodnota je nula. Pri vySetrovani hornej hranice (limity vyrazu pre y — +o00) vyuzijeme

diferencovatelnost funkcie F' a to, Ze ¢ nezavisi od r a zapiSeme limitu ako:

ya a Yy
iy [ 200 =l y g [Pt

y—oo” Jo  Or
Dalej je postup obdobny ako v dokaze lemy 3.1.2, teda hodnota druhého s¢itanaca je

taktiez nulova. B

3.2.1 Urcenie funkcie P,

Na zaciatok uvedieme vztah pre derivaciu funkcie P,, ktory sme odvodili uz pri neko-

relovanom pristupe (3.22), kedze vztah pre tuto derivaciu sa nezmenil:

0P, 2 B
B =l H ).
Taktiez vztah pre Lo Py (3.25) zostava v platnosti tak ako bol odvodeny vyssie:
8131 8P1 Yy @2P1
LoPy = — 0, — A = —rP.
21 =7, + (k1 (01 —7) — A\y) 8r+28r2 ri

Postup pre tento korelovany pripad uvedieme v skratenej podobe, kedZe sa oproti
predchadzajiucemu lisi len v niekolkych konkrétnych bodoch. V nasledujicom texte
uvedieme vztahy, ktoré sa zmenia. Prvym z nich bude L{P,. 7Z tvaru operatora L; a

tvaru derivacie P, vyplyva nasledovné:
2

LaPy = ==f(r)e "y H(y) - i—p (T)g( ) yH(y)
- %f( e PyH () + 2L f(r) Be Py H(y)
= (-t pB) 2 f(7)e "y H(y) (340
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Na posledny ziskany vztah d’alej aplikujeme strednt hodnotu podla limitného rozde-

lenia y, ¢im dostavame:

—(L1P2) = — (A2 + pB) %f(T)e‘BT /OOO yH (y)g(y)dy. (3.47)

Dalsie vyjadrenie, ktoré budeme potrebovat kvoli dalsim vypoctom je vyjadrenie pre
(— Ly P3). Na jeho ziskanie pouzijeme rovnicu, ktora vyplyva z ¢lena radu €2 7 rozvoja
(3.7), teda rovnicu:

LOP3+L1P2+L2P1:0.

Z tejto rovnice vyplyva, ze
2 v?
LOP3 = —L1P2 — L2P1)ﬁ§
Vdaka leme 3.1.1 plati, 7e (L1 P, + Lo Py) = 0, vdaka ¢omu st splnené podmienky
lemy 3.2.1 (nulova stredna hodnota), ktora aplikujeme na predchadzajicu rovnicu,

dostaneme (—L;P;) v nasledujicom tvare:

2\ 2 > 0
=22 [ LaP = P yat)ds =22 [T -LiP = LaP) wgti)dy
2Ny [ 2p9 O [
= 72 (=L1Py — Lo Pr) yg(y)dy — ﬂa/ (=LiPy — LaPy) yg(y)dy.
0

Dalej vyuzijeme vztah L; P, v korelovanom pripade odvodenom vyssie (3.46) a vztah
pre Lo P;, ktory zostava v platnosti tak ako bol odvodeny v rovnici (3.25) pri nekorelo-
vanom pristupe. Postup vypoc¢tu ¢lenu (L P3) bude presne taky isty, ako sme predviedli
pri nekorelovanom pristupe (az na konstanty, ktoré su vysledkom odvadzania L Ps).
Preto, ked tento postup a jeho vysledok zachyteny v rovnici (3.29) aplikujeme na

aktualny problém, dostavame:

(—=L1Ps) = —

2h {—QW B Ky 4 0?K) f(r)e P D (—)\1
v v

L 20 {2@2 +pB) (

v Or )

oP, 10°P,

57+§8ﬁ>}

8P1 190%°P,
2 or? >]

Kg + 0'2K1) f(T)@iBT + D ( )\1

v v Or v 2 Or?

_ [_2_)\2+2p a] [2()\2+p3)(

2
K3+U2K1)f(7)e—3"+p( Alapl 1apl>}

3.48)
Dal$i postup ohladne hladania funkcie Py(1,7,y) bude obdobny ako v predoélom (ne-

korelovanom) pristupe. Urobime dekompoziciu P(7,r,y) na dve ¢asti, pri¢om jedna
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bude znézornovat trend respektive strednti hodnotu P(7,r,y) a druha bude akasi sto-

chasticka ¢ast sposobujica vychylovanie Py(7,7,y) od trendu, teda:
PQ(t7Ta y) = pQ(tv 7”) + pQ(tv T, y)

Pritom budu platit rovnaké vlastnosti pre obe funkcie a teda aj tvar ]52(2577“, y) bude
zodpovedat tomu, ako bol odvodeny v nekorelovanom pristupe (3.31) a teda bude

platit:

kde K5 je konStanta, definovana ako:

ko= [t [ HG@acan

Vzhladom na to, ze tvar funkcie P, zostava nezmeneny, ostava v platnosti aj predpis
dlenu (LyPy), ktory bol odvodeny v nekorelovanom pristupe a je dany rovnicou (3.32).

Dalej sa opét budeme venovat rovnici (3.12) a teda rovnici:
(LoPy) + (LyPs) + (Lo Py) = 0.

Z tejto rovnice vdaka leme 3.1.1 plati rovnaké vyjadrenie pre Py (t,r) ako pri nekorelo-
vanom pristupe a teda:

(Ly)Py = —(L1 Ps) — (Lo Py).
Clen (L, P3) pre korelovany pripad sme odvodili vy&sie a (L,P,) ostava nezmenené,
dané rovnicou (3.32). Teda pouzitim rovnakého postupu, ako bol pouzity pri nekorelo-
vanom pristupe na odvodenie diferencialnej rovnice (3.34). Tymto postupom dostévame

parcidlnu diferencialnu rovnicu pre Py(t,r):

(9152 28p2 0282152 5
—54—(&1(01—7")—)\10 )W+?W_TP2 =
20 s 2p 0] [2(Aa+ pB) 5 B oP,  10°P
[ » » a,r:| |: » (K3—|—O' Kl) f(T)e —|—V )\1 87“ + 9 87“2
2 o 107 .
F K (N S ) ()
_2e [M (K3 +02K,) f+V (AlBAD + %BQAD)} e B
v v
2pB [2 B 1
+ ’; { (A2 ;r pB) (K3 +0°Ky) f+V <AlBAD + 5B?AD)] e br

2 1
+ S [Ky (AlB + —BQ> e P,
v 2
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kde V' je oznacenie pre disperziu limitného rozdelenia stochastického procesu y. Pred-

chadzajicu rovnicu si mézeme zapisat zjednodusene takto:

OP:
—6—2 + (/€1(91 — 7“) — )\102)
T

8?2 + 0'2 82152
or 2 Or?

D —Br
- 2 — M ) .
rPy = p.(7)e (3.49)

kde pomocna funkcia . (7) ma tvar:

2(\s + pB) {2@2 +pB)

1
. (Ks+0°Ky) f+V (AlBAD + 53%40)]

p(T) = »

2 1
+ - Ky ()\13 + —BQ) )
v 2

MoZeme si viimnit, Ze odvodend rovnica pre funkciu P, je takmer identicka s rovnicou
(3.36) pre P, v nekorelovanom pripade. Jediny rozdiel je len v tvare tvare pravej strany,
kde v nekorelovanom pripade mame na pravej strane funkciu p(7) definovana rovni-
cou (3.35) a v korelovanom pripade mame na pravej strane funkciu p.(7) definovant
vyssie. Tym padom moézeme na tomto mieste pokracovat rovnakym postupom, pri¢om

vysledok sa bude ligit len vo funkcii (7). Dostavame nasledujiici tvar funkcie P,

PQ(T, ’f’) = R] (T)B_B(T)r,
kde funkcia R;(7) je:

mi() = | [ el @as| e,

kde funkcia C;(7) je dana vztahom (3.41).

3.3 Zhrnutie

Tato kapitola bola zamerana na hladanie aproximovaného tvaru funkcie ceny dlhopisu
P(t,r,y). Na tomto mieste zhrnieme dosiahnuté vysledky. Najskor znovu uvedieme
formulaciu modelu, v ktorej vidiet vyznam vSetkych parametrov. Za predpokladu, ze

urokova miera sa riadi Fong-Vasickovy modelom, danym diferencélnymi rovnicami:

dr(t) = k1(6h — r(t))dt + /y(t)dw; (),
dy(t) = ra(02 — y(t))dt + v\/y(t)dwo(t),
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musi funkcia ceny dlhopisu P(t,r,y) spliaf diferencilnu rovnicu:

opP oP y»®P (1 1 opP
E"_(’fl(el_r)_/\ly)E_FEW_F<Z(92_y)_$/\2vy>a_y

1v%y 0*P 1 0*P

UYL e P =0
e 2 Oy? +\/Epvy8r(9y " 7

kde koncova podmienka pre P(t,r,y) je P(T,r,y) = 1. Aproximéciu ceny dlhopisu sme
hl'adali v tvare rozvoja pomocnych funkcii P;(7,r,y), pricom 7 = T — t je zostatkovy

¢as do casu splatnosti. Pri aproximacii sme sa obmedzili na prvé tri s¢itance rozvoja:
P(r,1,y) = Po(7,7) + VePi(T, 1) + €Pa(7,7,y).

Prvé dve pomocné funkcie Py(7,7) a Py(7,7) boli odvodené v [13] a st taktiez uvedené

v kapitole 3.1. Tato praca sa zaoberala funkciou Py(7,7,y) s predpisom:

PQ(t7T7 y) = Pg(t,?“) + P2(t7T7 y)7

kde funkecia Py(t,r,7) bola odvodena ako:

Po= =2 s | [ erae -

kde Ky a H(£) st dané:
Ko= [t [ HGdcay
e - =z | ‘- ogln)n
Funkcia Py (t, ) ma predpis:
Py(1,7) = Ry (T)@‘B(T)T,

kde funkcia R;(7) je v pripade nenulovej korelacie danéd vztahmi:

ri(r) = |- [ o) as] o
0

K1 K3



V pripade nenulovej korélacie sa funkcia p(7) zmeni na funkeciu g (7):

2(\; + pB) {2()\2 +pB) (

p(T) =

1
Ky +0°Ky) f+V (AIBAD + 5BMD)]
v v

2 1
+ —2fK4 <)\1B + —BQ) )
v 2

Konstanty K, K3, K st dané vztahmi:

K, = / / — o) g(&)dedy,

Ky — /yH<><>dy,

0

Ki= [ oNat) [ ey,

kde g(y) predstavuje hustotu limitného rozdelenia stochastického procesu y a funkcia

H(y) bola odvodena ako

Hiy)= —— / (e~ o?)g()de.

y9(y)
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Zaver

V tejto préaci sme sa zaoberali Fong-Vasickovym modelom kratkodobej Grokovej miery
a hladanim aproximécie ceny dlhopisu. Na zaklade bezarbitraZzneho principu sme za
predpokladu vytvorenia bezrizikového portfélia odvodili diferencidlnu rovnicu, ktori
musi cena dlhopisu spliiat. Funkciu ceny dlhopisu sme hladali v tvare nekone¢ného
rozvoja pomocou pomocnych funkcii P; vzhladom na parameter e, ktory vyplynul z
preskalovania stochastického procesu volatility. Tento proces bol preskalovany za pred-
pokladu, ze volatilita sa pohybuje v rychlejSej casovej skdle ako samotné tirokova miera.

Prvé dva ¢leny nekonecného rozvoja ceny dlhopisu boli odvodené v ramci diplomovej
prace Radky Sele¢éniovej [13]. Cielom tejto prace bolo preto odvodenie tvaru tretieho
¢lenu tohto rozvoja, ktory zavisi od hodnoty volatility. Tuto funkciu sme odvodili za
predpokladu nulovej korelacie medzi dvomi Wienerovymi procesmi vystupujicimi v di-
ferencialnych rovniciach, ktorymi je definovany model, ale aj za predpokladu nenulovej
korelacie. V tomto pripade zavisi cena dlhopisu aj od korela¢ného koeficientu medzi
dvomi Wienerovymi procesmi. Ziskané vysledky st sumarizované v poslednej kapitole
prace.

Predmetom dalSieho vyskumu by mohla byt napriklad numerickd analyza integralu
z funcie u(7) odvodenej v tejto praci, ako aj konstantam K, Ky, K3, K4, od ktorych

zavisi odvodeny tvar funkcie ceny dlhopisu.
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