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Abstrakt

BU�O, Martin: Asymptotický rozvoj ceny dlhopisu vo Fong-Va²í£kovom modeli [Dip-

lomová práca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a in-

formatiky, Katedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky; ²kolite©: doc. RNDr. Beáta

Stehlíková, PhD.

Bratislava, 2016, 45 s.

V tejto práci sa zaoberáme cenou dlhopisu vo Fong-Va²í£kovom modeli krátkodo-

bej úrokovej miery a jej asymptotickým rozvojom. Jedným stochastickým procesom v

rámci tohto modelu sa modeluje volatilita úrokovej miery, pri ktorej budeme predpo-

klada´ rýchlej²iu £asovú ²kálu, neº v akej sa pohybuje úroková miera. Model pre²kálu-

jeme vzh©adom k tomuto predpokladu a budeme pokra£ova´ odvodením parciálnej di-

ferenciálnej rovnice, ktorú sp¨¬a funkcia ceny dlhopisu. Funkciu ceny dlhopisu budeme

h©ada´ v tvare rozvoja pomocných funkcií. Podrobne sa budeme venova´ odvodeniu

tretieho £lenu rozvoja za predpokladu nulovej a aj nenulovej korelácie medzi dvomi

Wienerovými procesmi, zahrnutými v modeli úrokovej miery.

K©ú£ové slová: Modely krátkodobej úrokovej miery, Fong-Va²í£kov model,

Stochastické procesy, Asymptotický rozvoj funkcie, Hodnota dlhopisu



Abstract

BU�O, Martin: Asymptotic expansion of a bond price in the Fong-Vasicek model

[Diploma Thesis], Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Phy-

sics and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor:

doc. RNDr. Beáta Stehlíková, PhD.

Bratislava, 2016, 45 s.

The purpose of this thesis is to study bond price in the Fong-Vasicek short rate mo-

del and its asymptotic expansion. One of the stochastic processes included in the model

models the volatility of the interest rate, in case of which we assume faster time scale

than the time scale of the interest rate. Hence we will rescale the model to take into

account this assumption a we will proceed to the derivation of the partial di�erential

equation, which needs to hold for the function of bond price. The formula of the bond

price function will be derived as an expansion of the auxiliary functions. We will closely

look to derivation of the formula of the third element of the of the expansion under

assumption of the both zero and non-zero correlation between two Wiener processes

included in the short rate model.

Keywords: Short rate models, Fong-Vasicek model, Stochastic processes,

Asymptotic expansion of the function, Bond price
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Úvod

Po celej Zemi môºeme sledova´ ve©ký rozmach v obchodovaní �nan£ných derivátov

a podobných produktov na �nan£ných trhoch. Tým pádom nie je prekvapením ani

rozvoj teórie oce¬ovania takýcho produktov v prostredí nestabilnej, meniacej sa trhovej

volatility, ktorá predstavuje riziko a teda problém pre ktoréhoko©vek investora. Jedným

problémom pri volatilite je, ºe je to skrytý proces, priamo ovplyv¬uje ceny produktov a

pri tom nemôºe by´ priamo pozorovaná. Druhým problémom je, ºe volatilita má £asto

tendenciu �uktuova´ istý £as vo vysokých hodnotách, následne zasa istý £as v nízkych.

Takto môºe �skáka´� mnoho krát po£as ºivotnosti produktu. V dne²nej dobe za£ína

by´ viac a viac jasné, ºe jednoduchos´ modelov, ktoré pristupujú k riziku cez parameter

kon²tantnej volatility, musí ustúpi´ komplexnej²ím modelom.

Jednofaktorové modely krátkodobej úrokovej miery sú nahrádzané zloºitej²ími viac-

faktorovými. V tejto práci sa budeme zaobera´ takýmto modelom - Fong-Va²í£kov

model. Je to dvojfaktorový model, v ktorom volatilita je modelovaná stochastickým

modelom, ktorý práve odráºa spomenutú vlastnos´ oscilovania okolo dlhodobej stred-

nej hodnoty. Cie©om bude odvodenie ceny dlhopisu vzh©adom na tento model pomocou

asymptotickej metódy. Touto problematikou sa zaoberá aj práca [13], v ktorej boli odvo-

dené prvé £leny aproximácie, ktoré nezáviseli od hotnoty volatility. Nebudeme opakova´

výpo£ty zahrnuté v tejto práci, ale budeme sa venova´ odvodeniu tvaru ¤al²ieho £lena

aproximácie.

V prvej kapitole stru£ne uvedieme základnú problematiku stochastických modelov

a predstavíme nami analyzovaný model. V nasledujúcej kapitolej odvodíme diferen-

ciálnu rovnicu, ktorú musí spl¬a´ h©adaná funkcia ceny dlhopisu a v poslednej kapitole

pristúpime k samotnému h©adaniu tvaru aproximácie tejto funkcie.
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Kapitola 1

Základné pojmy, motivácia k

zloºitej²ím modelom

Pojem úrokovej miery patrí do na²eho kaºdodenného ºivota. Takmer kaºdý £lovek sa

uº stretol s týmto pojmom v rôznych �nan£ných, sporiacich, £i úverových produktoch

a berie to ako nie£o, s £ím vie narába´. Pri ukladaní pe¬azí na bankovom ú£te kaºdý

o£akáva, ºe táto suma bude rás´ pri ur£itej miere. A teda poºi£anie ur£itej sumy pe¬azí

musí by´ nejakým spôsobom odmenené, £iºe ur£itá suma pe¬azí v sú£asnosti nie je

ekvivalentná rovnakej sume pe¬azí v budúcnosti.

Charakter úrokovej miery rt je ve©mi dôleºitý, pretoºe je ním zárove¬ ur£ený cha-

rakter �nan£ných produktov od nej závislých (ako napríklad nami skúmaná hodnota

dlhopisu). Ako bolo poznamenané v [2], v mnohých prístupoch oce¬ovania �nan£ných

derivátov (napríklad pri aplikovaní Black-Scholesových formúl) je úroková miera pova-

ºovaná za deterministickú funkciu £asu (konkrétne kon²tantu). V na²om prípade by to

znamenalo zárove¬ deterministický charakter odúro£ovacieho faktora a teda hodnoty

dlhopisu v kaºdom £ase (predpoklad, ºe volatilita úrokovej miery vplýva na hodnotu

derivátu v zanedbate©nej miere). Av²ak pri deriváte úrokovej miery ako je dlhopis je

predpokladate©né, ºe najvä£²í podiel volatility produktu pochádza práve z volatility

úrokovej miery. Pri oce¬ovaní týchto produktov (a teda aj dlhopisu) je teda nevyhnutné

zabudnú´ na deterministický charakter úrokovej miery a modelova´ £asový vývoj jej

hodnoty stochastickým procesom, tým pádom bude hodnota derivátu (v na²om prípade

dlhopisu) taktieº ur£itým stochastickým procesom.
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Ako napovedá uº názov tejto práce, budeme sa zaobera´ cenou dlhopisu a odvodením

aproximácie jej tvaru. Na za£iatok budeme de�nova´, akým typom dlhopisu sa budeme

zaobera´. Pre podrobnej²ie vysvetlenie teórie dlhopisov odporú£ame napríklad [11]. Vo

v²eobecnosti je dlhopis dohoda o vyplatení ur£itého obnosu pe¬azí (nominálna hod-

nota) v predom stanovenom budúcom £ase T - maturita dlhopisu a zárove¬ o vyplácaní

pravidelných platieb (kupónov). Hodnotu tohto dlhopisu v £ase t, pri£om t < T , bu-

deme ozna£ova´ P (t, T, ...) (tri bodky ozna£ujú prípadné ¤a©²ie premenné, od ktorých

môºe závisie´ táto cena). Ke¤ºe kaºdý kupón môºe by´ povaºovaný za akýsi samos-

tatný dlhopis, ktorého nominálna hodnota je nejaké percento z nominálnej hodnoty

dlhopisu P (t, T, ...), sta£í ak budeme uvaºova´ bezkupónový dlhopis. �alej, ke¤ºe no-

minálna hodnota je ur£itá kon²tantná suma, ktorou môºeme predeli´ sú£asnú hodnotu,

bude sta£i´, ak pre jednoduchos´ budeme uvaºova´ bezkupónový dlhopis s nominálnou

hodnotou 1 (P (t = T, T, ...) = 1). V zbytku tejto práce budeme pod pojmom bezku-

pónový dlhopis alebo len dlhopis myslie´ bezkupónový dlhopis s nominálnou hodnotou

1.

Bezkupónové dlhopisy sú základné prvky v teórii úrokových mier, ke¤ºe v²etky

úrokové miery môºu by´ alternatívne vyjadrené pomocou hodnôt týchto dlhopisov.

Spojito úro£ená úroková miera platná v £ase t pre maturitu T (ozna£enie R(t, T )) je

miera, pri ktorej suma P (t, T ) v £ase t narastie spojito na hodnotu 1 v £ase maturity

T a teda vyjadrené vzorcom:

eR(t,T )(T−t)P (t, T ) = 1.

Preto ako sme nazna£ili vy²²ie, úrokové miery môºu by´ vyjadrené pomocou bezkupó-

nových dlhopisov nasledovne:

R(t, T ) = − ln(P (t, T ))

T − t
.

A samozrejme opa£ne vzaté cena dlhopisu vzh©adom na hodnotu úrokovej miery bude

ma´ tvar:

P (t, T ) = e−R(t,T )(T−t).

�alej, £o sa týka úrokovej miery, budeme de�nova´ takzvanú krátkodobú úrokovú

mieru. Je to vlastne úroková miera pre dlhopis s okamºitou (alebo takmer okamºitou
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splatnos´ou). Táto ur£uje charakter krivky úrokových mier, ke¤ºe predstavuje akýsi

za£iatok krivky úrokových mier, £o vyplýva z predpisu pre túto krátkodobú úrokovú

mieru:

rt = lim
T→t+

R(t, T ).

1.1 Modelovanie okamºitej úrokovej miery

Krátkodobá úroková miera a jej správanie v £ase je nevyhnutné pre oce¬ovanie dlho-

pisov a iných derivátov úrokovej miery a teda aj vz´ah medzi krátkodobou úrokovou

mierou (a jej dynamikou) a dlhodobou úrokou mierou je dôleºitý aspekt pri modelo-

vaní oce¬ovacích funkcií. Vo v²eobecnosti sa za dlhodobú mieru dá aproximova´ váºený

priemer o£akávaných/predikovaných (stredných) hodnôt krátkodobých mier. Ako sme

uº povedali vy²²ie, je potrebné uvaºova´ o úrokovej miere ako o náhodnej veli£ine a

teda pri snahe o zachytenie je vlastností a hodnôt ako aj pri jej modelovaní je nutné

pristúpi´ k vyuºitiu stochastických procesov. Stochastické procesy, ktorými je mode-

lovaná krátkodobá úroková miera by mali ur£itým spôsobom odráºa´ a simulova´ jej

vlastnosti z reálnych napozorovaných dát. Z teórie poznáme rôzne prístupy k týmto

modelom. Tejto téme sa venuje napríklad [3] alebo [15].

1.1.1 Jednofaktorové modely

Jednofaktorové modely sú zaloºené na predpoklade, ºe celá informácia o krivke úro-

kových mier v kaºdom £asovom okamihu môºe by´ sumarizovaná jedným ²peci�ckým

faktorom, ²peci�kovaným ako krátkodobá úroková miera a teda zmeny v úrokových

mierach sú spôsobené zmenami v jedinom podkladovom stochastickom faktore. Na-

priek svojej jednoduchosti sú £asto pouºívané, ke¤ºe dokáºu modelova´ takzvaný �mean

reversion� proces a umoº¬ujú postavi´ teoretickú volatilitu ako závislú od hodnoty úro-

kovej miery (z pozorovaní na reálnych trhoch vyplynulo, ºe volatilita býva vä£²ia pri

vy²²ích hodnotách úrokovej miery). Istou nevýhodou pri jednofaktorových modeloch

v²ak môºe by´, ºe tieto modely parametrizujú volatilitu ako funkciu len hodnoty úro-

kovej miery a teda nezachytia komplexnej²iu ²truktúru volatility (podrobnej²ia analýza

je zahrnutá napríklad v [9]).
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Ako uº bolo povedané, jednofaktorový model uvaºuje pri modelovaní krátkodobej

úrokovej miery len jeden stochastický faktor a teda rovnica pre diferenciál takéhoto

procesu bude ma´ vo v²eobecnosti tvar:

dr(t) = µ(t, r)dt+ σ(t, r)dw(t),

kde w(t) je Wienerov proces. Pri£om prvý £len sú£tu µ(t, r) sa nazýva drift, pri£om

tento £len charakterizuje akýsi trend, £i o£akávanú hodnotu vývoja úrokovej miery. �len

σ(t, r) je volatilita, ktorá udáva mieru náhodnosti a teda tento £len spôsobuje náhodné

vychýlenia procesu od trendu. Na tomto mieste spomenieme jeden typ modelu, ktorý je

pre nás dôleºitý, ke¤ºe na ¬om bude zaloºený aj Fong-Va²í£kov model. Týmto procesom

je "mean reversion"proces a na jeho základe "mean reversion"model:

dr(t) = a(b− r(t))dt+ σ(t, r)dw(t).

V tomto procese kon²tanta b ozna£uje dlhodobú strednú hodnotu, ku ktorej by sa mala

hodnota stochastického proscesu postupne pribliºova´, pri£om rýchlos´ tohto pribliºo-

vania je udávaná kon²tantou a. Ak by sme opomenuli stochastickú £as´ tohto procesu,

potom by výsledkom bola exponenciála závislá od po£iato£nej hodnoty, ktorá by sa

postupne pribliºovala k b. �len σ(t, r) zabezpe£uje vychýlenia procesu pribliºovania,

v¤aka £omu sa môºe model pribliºova´ reálnym dátam. Z h©adiska interpretácie pou-

ºitia takéhoto modelu pre krátkodobú úrokovú mieru je dôºité, ºe úroková miera na

rozdiel od akcií má relatívne ohrani£ený charakter. Pri vysokých hodnotách by úro-

ková miera mala tendenciu brzdi´ ekonomiku a teda by pobádala k zníºeniu úrokovýh

mier. Z opa£ného h©adiska úrokové miery vä£²inou neklesajú príli² k nule respektíve

pod ¬u a teda z dlhodobého h©adiska by mala existova´ istá stredná hodnota. Pre ilus-

tráciu prikladáme obrázok zobrazujúci Va²í£kov model pre krátkodobú úrokovú mieru,

ako aj spomínané exponenciály, ktoré ur£ujú trend pre stochastický proces. Jednot-

livé exponenciály na obrázku 1.1 predstavjú stredné hodnoty procesu (respektíve trend

pribliºovania k dlhodobej strednej hodnote) vypo£ítané pre hodnoty stochastického

procesu v danom £asovom kroku.
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Obr. 1.1: Simulácia Va²í£kovho procesu

1.1.2 Dvojfaktorové modely

V jednofaktorových modeloch je krátkodobá úroková r(t) miera jedinou vysvet©ujúcou

premennou. Výsledkom toho je, ºe dlhodobá úroková miera je deterministickou fun-

kciou krátkodobej. Z makroekonomického poh©adu vzaté nie je príli² realistický pred-

poklad, ºe £asová ²truktúra úrokových mier je daná len krátkodobou úrokovou mierou.

Teda jednofaktorové modely majú výhodu v svojej jednoduchosti a tým pádom lep²ej

rie²ite©nosi, av²ak príli²né zjednodu²enie predpokladov môºe vies´ k výrazným nepres-

nostiam pri odhadnutých a skuto£ných cenách oce¬ovaných derivátov. Vzh©adom na

túto kritiku jednofaktorových modelov boli vyvinuté ¤a©²ie modely s cie©om zlep²enia

presnosti. Sú nimi viacfaktorové modely (dvojfaktorové, trojfaktorové, n-faktorové mo-

dely). Naskytá sa logický predpoklad, ºe posunutím do viacrozmernej roviny by sa mala

zvä£²i´ presnos´ modelov, no nesie to so sebou samozrejme aj nevýhody oproti jedno-

duch²ím modelom. Takýmito nevýhodami môºu by´ strata �exibility, strata moºnosti

výpo£tu presného rie²enia, parciálne diferenciálne rovnice vy²²ích rádov a samozrejme

pomal²ie výsledky.

V dvojfaktrových modeloch teda modelujeme krátkodobú úrokovú mieru dvomi sto-

chastickými faktormi. Z toho vyplýva, ºe krátkodobá úroková miera je daná sústavou

dvoch stochastických diferenciálnych rovníc (podrobnej²ia analýza v [15]). Vo v²eobec-
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nosti zapísané:

dx(t) = µx(x, y)dt+ σx(x, y)dw1(t),

dy(t) = µy(x, y)dt+ σy(x, y)dw2(t),

kde w1 a w2 sú dva rozdielne Wienerove procesy, ktorých môºu by´ korelované. Rôznym

výberom jednotlivých stochastických procesov dostávame rôzne modely. My sa budeme

zaobera´ Fong-Va²í£kovým modelom, v ktorom uvaºujeme stochastické procesy krát-

kodobej úrokovej miery a volatility tejto miery (tento model bol predstavený v £lánku

[5]). Tento model teda modeluje volatilitu ako stochastický faktor. Tento predpoklad

pridáva komplexnos´ do modelu, no je v súlade s reálnymi pozorovaniami, v ktorých

moºno £asto bada´ zmenu chovania úrokovej miery medzi volatilnej²ími a pokojnej²ími

obdobiami. Oba procesy (volatilita, úroková miera) sú v tomto modeli modelované po-

mocou �mean reversion� procesom, ktorý sme spomínali v predchádzajúcej kapitole.

Dostávame teda sústavu dvoch diferenciálnych rovníc v tvare:

dr(t) = κ1(θ1 − r(t))dt+
√
y(t)dw1(t),

dy(t) = κ2(θ2 − y(t))dt+ v
√
y(t)dw2(t), (1.1)

kde κ1 a κ2 predstavujú akési rýchlosti alebo miery toho, ako sa stochastické procesy

r(t) a y(t) blíºia k svojim dlhodobým stredným hodnotám θ1 a θ2. Ako vidíme volatilita

y(t) je modelovaná CIR modelom. Jej volatilita je úmerná samotnej hodnote y(t), v¤aka

£omu je zabezpe£ená kladnos´ tejto hodnoty. Pri po£ítaní s modelom budeme uvaºova´

nekorelovanos´ prírastkov Wienerových procesov, ale budeme uvaºova´ aj prípad, kedy

je medzi nimi korelácia ρ a teda platí:

E(dw1dw2) = ρdt.
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Kapitola 2

Od modelu k rovnici

V tejto kapitole pristúpime k odvodeniu parciálnej diferenciálnej rovnice pre funkciu

ceny dlhopisu. V tejto £asti budeme pouºíva´ niektoré ekonomické predpoklady ako

bezarbitráºnos´ a zárove¬ stochastický kalkulus ako napríklad Itóovu lemu, pri£om

predpokladáme, ºe £itate© je s nimi oboznámený a tieto pojmy nebudeme v²eobecne

de�nova´ a opisova´ (pre viac informácií odporú£ame napríklad [10]). Túto rovnicu

najprv odvodíme pre v²eobecný model (oh©adne odvodenia rovnice odporú£ame aj

[15]). Následne budeme aplikova´ na²e výsledky na nami uvaºovaný Fong-Va²í£kov mo-

del. Tento model v²ak predtým modi�kujeme kvôli rozdielu v rýchlosti �uktuácie me-

dzi procesom úrokovej miery a procesom, ktorým modelujeme volatilitu tejto úrokovej

miery.

2.1 Odvodenie rovnice pre cenu dlhopisu vo v²eobec-

nom dvojfaktorovom modeli

Fong-Va²í£kov model úrokovej miery je dvojfaktorový model a teda stretávame sa tu

s dvomi stochastickými premennými (x,y), ktoré opisujú úrokovú mieru. Na opísanie

takéhoto procesu teda vo v²eobecnosti máme sústavu rovníc:

dx = µxdt+ σxdw1,

dy = µydt+ σydw2.
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V týchto rovniciach máme dva stochastické procesy w1 a w1, medzi ktorými je korelá-

cia ρ. V tejto kapitole odvodíme parciálnu stochastickú diferenciálnu rovnicu pre cenu

dlhpisu viazaného na túto úrokovú mieru. Táto cena P (x, y, t, T ) bude funkciou spomí-

naných dvoch faktorov, £asu t a maturity dlhopisu T . Ako prvý si nájdeme diferenciál

tejto funkcie. Pouºitím Itovej lemy pre deriváciu stochastickej funkcie dostávame:

dP =
∂P

∂t
dt+

∂P

∂x
dx+

∂P

∂y
dy +

1

2

∂2P

∂x2
(dx)2 +

1

2

∂2P

∂y2
(dy)2 +

∂2P

∂x∂y
dxdy

=
∂P

∂t
dt+

∂P

∂x
(µxdt+ σxdw1) +

∂P

∂y
(µydt+ σydw2) +

1

2

∂2P

∂x2
(σ2

x(dw1)2)+

1

2

∂2P

∂y2
(σ2

y(dw2)2) +
∂2P

∂x∂y
(σxσydw1dw2).

Ke¤ºe uvaºujeme kon²tantnú koreláciu ρ medzi w1 a w2, potom E(dw1dw2) = ρdt.

Potom dostávame:

dP =

(
∂P

∂t
+ µx

∂P

∂x
+
σ2
x

2

∂2P

∂x2
+ µy

∂P

∂y
+
σ2
y

2

∂2P

∂y2
+ σxσyρ

∂2P

∂x∂y

)
dt+σx

∂P

∂x
dw1+σy

∂P

∂y
dw2.

(2.1)

Pre jednoduchos´ a ©ah²ie narábanie s horeuvedenou rovnicou a jej £lenmi si tieto

prepí²eme do jednoduch²ieho tvaru:

µ = ∂P
∂t

+ µx
∂P
∂x

+ σ2
x

2
∂2P
∂x2

+ µy
∂P
∂y

+
σ2
y

2
∂2P
∂y2

+ σxσyρ
∂2P
∂x∂y

,

σ1 = σx
∂P
∂x
,

σ2 = σy
∂P
∂y
,

(2.2)

teda rovnica (2.1) sa dá zapísa´ zjednodu²ene:

dP = µdt+ σ1dw1 + σ2dw2. (2.3)

�alej budeme chcie´ vytvori´ bezrizikové portfólio. Ke¤ºe narábame s dvomi stochas-

tickými faktormi, na vytvorenie takéhoto portfólia budeme potrebova´ tri dlhopisy s

rôznymi maturitami. Uvaºujme teda portfólio Π, ktoré sa skladá z Vi jednotiek dlhopisu

s maturitou Ti (i = 1, 2, 3):

Π = V1P (T1) + V2P (T2) + V3P (T3),

kde P (T1) = P (x, y, t, T1). Miera výnosov takéhoto portfólia (zmena) bude potom:

dΠ = V1dP (T1) + V2dP (T2) + V3dP (T3).
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Aplikovaním rovnice (2.3) ¤alej dostávame:

dP = (V1µ(T1) + V2µ(T2) + V3µ(T3)) dt+ (V1σ1(T1) + V2σ1(T2) + V3σ1(T3)) dw1+

(V1σ2(T1) + V2σ2(T2) + V3σ2(T3)) dw2.

�alej budeme chcie´ váhy Vi ur£i´ tak, aby koe�cienty pri stochastických £lenoch rovnice

(dw1 a dw2) boli nulové, £ím vytvoríme bezrizikové portfólio. Teda rie²ime:

V1σ1(T1) + V2σ1(T2) + V3σ1(T3) = 0,

V1σ2(T1) + V2σ2(T2) + V3σ2(T3) = 0.
(2.4)

�alej pod©a princípu bezarbitráºnosti sa výnos takéhoto (bezrizikového) portfólia musí

rovna´ bezrizikovej úrokovej miere:

dΠ =rΠdt,

(V1µ(T1) + V2µ(T2) + V3µ(T3)) dt =r(V1P (T1) + V2P (T2) + V3P (T3))dt.

Tým dostávame k systému 2.4 tretiu rovnicu:

V1(µ(T1)− rP (T1)) + V2(µ(T2)− rP (T2)) + V3(µ(T3)− rP (T3) = 0.

Takto dostávame homogénny lineárny systém rovníc pre váhy V1, V2, V3, zapísaný ma-

ticovo:
σ1(T1) σ1(T2) σ1(T3)

σ2(T1) σ2(T1) σ2(T1)

µ(T1)− rP (T1) µ(T2)− rP (T2) µ(T3)− rP (T3)




V1

V2

V3

 =


0

0

0

 .

Takýto systém má netriviálne rie²enie práve vtedy, ak riadkové vektory prvej matice

sú lineárne závislé. Ak by prvé dva boli závislé, potom by σ1 a σ2 boli lineárne zá-

vislé a problém by sa zredukoval z dvoch stoch. faktorov na jeden (pre podrobnej²iu

analýzu odporú£ame [15]). My v²ak uvaºujeme dvojfaktorový problém a teda tretí vek-

tor musí by´ závislý s jedným alebo oboma ostatnými vektormi a teda sa dá zapísa´

ako kombinácia ostatných dvoch. Maturity jednotlivých dlhopisov sú ©ubovo©né a teda

spomenutý vz´ah platí pre ©ubovo©né T a teda váhy λi nezávisia od maturity:

µ(x, y, t, Ti)− rP (x, y, t, Ti) = λ1(x, y, t)σ1(x, y, t, Ti) + λ2(x, y, t)σ2(x, y, t, Ti). (2.5)

Spomenuté váhy λi sú nazývané trhové ceny rizika a odráºajú o£akávaný nárast výnosu

na jednotku rizika (resp. ur£itú prémiu, ktorú môºe získa´ investor za to, ºe podstúpi

vä£²iu mieru rizika).
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Ak do rovnice (2.5) dosadíme vz´ahy (2.2), potom dostávame diferenciálnu rovnicu

pre cenu dlhopisu, ktorú sme chceli odvodi´:

∂P

∂t
+ (µx − λ1σx)

∂P

∂x
+
σ2
x

2

∂2P

∂x2
+ (µy − λ2σy)

∂P

∂y
+
σ2
y

2

∂2P

∂y2
+ σxσyρ

∂2P

∂x∂y
− rP = 0.

(2.6)

2.2 Korekcia - rýchla £asová ²kála volatility

Z empirických ²túdií o �nan£ných derivátoch vyplýva, ºe volatilita sprevádzajúca mo-

delované procesy sa £asto správa výbu²ne a zhlukovito. Nieko©ko dní môºe nadobúda´

vysoké hodnoty a potom na podobnom £asovom horizonte zase malé hodnoty. Vzh©a-

dom na d¨ºku trvania kontraktov (v na²om prípade dlhpisu) môºe volatilita prechádza´

mnohými takými obdobiami, £o vzh©adom na £asovú ²kálu, ktorú uvaºujeme v prípade

dlhopisu (pri dlhopisoch je rozumné uvaºova´ £asové jednotky za roky) volatilita ve©mi

rýchlo �uktuuje.

V prípade Fong-Va²í£kovho modelu sa volatilita úrokovej miery modeluje �mean

reversion� procesom, ktorý sme predstavili v kapitole 1.1.1. V tomto procese repre-

zentuje rýchlos´ parameter a. Fluktuácie volatility budú vzh©adom na úrokovú mieru

ve©mi rýchle a teda hodnota tohto parametra bude ve©ká.

V predchádzajúcej kapitole sme de�novali rovnicu opisujúcu proces volatility nasle-

dovne:

dy(t) = κ2(θ2 − y(t))dt+ v
√
y(t)dw2(t).

Rýchlos´ pre volatilitu reprezentuje parameter κ2, ktorý nadobúda ve©ké hodnoty. Pre-

dopokladáme, ºe volatilita sa pohybuje v £asovej ²kále εt, kde ε je "ve©mi malé". Vyuºi-

jeme, ºe pre £len dw platí dw = φ
√

(dt), kde φ ∼ N(0, 1). �alej vyuºijeme, ºe £len κ2

nadobúda ve©ké hodnoty a de�nujeme ε = 1
κ2
. Takto dostávame sústavu rovníc modelu

v nasledujúcom tvare:

dr(t) = κ1(θ1 − r(t))dt+
√
y(t)dw1(t),

dy(t) =
θ2 − y(t)

ε
dt+

v
√
y(t)√
ε

dw2(t). (2.7)

V ¤al²om ur£íme parciálnu diferenciálnu rovnicu pre nami skúmaný Fong-Va²í£kov

model. V predchádzajúcej kapitole sme odvodili v²eobecný tvar rovnice (2.6) pre ©u-
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bovo©ný dvojfaktorový model. V ¤al²om dosadíme za funkcie driftu µr a µy £leny

κ1(θ1 − r(t)) a θ2−y(t)
ε

z rovníc (2.7), za funkcie volatilít σr a σy dosadíme £leny
√
y(t)

a
v
√
y(t)
√
ε

opä´ z rovníc (2.7) a budeme predpoklada´, ºe hodnoty trhových cien rizika

sú v tvare: λ1(r, y, t) = λ1
√
y a λ2(r, y, t) = λ2

√
y, kde λ1 a λ2 sú kon²tanty. Dosade-

ním týchto vz´ahov do rovnice (2.6) dostávame h©adanú diferenciálnu rovnicu pre cenu

dhopisu vo Fong-Va²í£kovom modeli:

∂P

∂t
+ (κ1 (θ1 − r)− λ1y)

∂P

∂r
+
y

2

∂2P

∂r2
+

(
1

ε
(θ2 − y)− 1√

ε
λ2vy

)
∂P

∂y

+
1

ε

v2y

2

∂2P

∂y2
+

1√
ε
ρvy

∂2P

∂r∂y
− rP = 0, (2.8)

kde koncová podmienka pre P (t, r, y) je P (T, r, y) = 1.
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Kapitola 3

Rie²enie diferenciálnej rovnice ceny

dlhopisu

V tejto £asti práce pristúpime k samotnému rie²eniu parciálnej diferenciálnej rovnice

(2.8) pre cenu dlhopisu vo Fong-Va²í£kovom modeli, ktorá bola odvodená v £asti 2.

Spomínaná rovnica má tvar:

∂P

∂t
+ (κ1 (θ1 − r)− λ1y)

∂P

∂r
+
y

2

∂2P

∂r2
+

(
1

ε
(θ2 − y)− 1√

ε
λ2vy

)
∂P

∂y

+
1

ε

v2y

2

∂2P

∂y2
+

1√
ε
ρvy

∂2P

∂r∂y
− rP = 0, (3.1)

s koncovou podmienkou pre P (t, r, y) v tvare P (T, r, y) = 1.

Aby sme mohli danú rovnicu rie²i´, bude potrebné si ju prepísa´ do jednoduch²ieho

zápisu pomocou operátorov L0, L1, L2. Tieto operátory ur£íme tak, aby sme £leny rov-

nice (3.1) zoskupili do skupín pod©a rádu parametra ε. Ako vidíme v rovnici, tento

parameter nadobúda rády: 1
ε1
, 1
ε1/2

, 1 respektíve ε−1, ε−1/2, ε0. A teda po zoskupení £le-

nov rovnice pod©a rádov môºeme operátory L0, L1, L2 zapísa´ v nasledovnom tvare:

L0 = (θ2 − y)
∂

∂y
+
v2y

2

∂2

∂y2
, (3.2)

L1 = −λ2vy
∂

∂y
+ ρvy

∂2

∂r∂y
, (3.3)

L2 =
∂

∂t
+ (κ1 (θ1 − r)− λ1y)

∂

∂r
+
y

2

∂2

∂r2
− r (3.4)

a rovnicu (3.1) teda môºeme prepísa´ do operátorového zápisu:(
1

ε
L0 +

1√
ε
L1 + L2

)
P = 0. (3.5)
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Najprv budeme pri odvodzovaní predpoklada´, ºe korelácia medzi Wienerovými pro-

cesmi w1, w2, ktoré vystupujú v rovniciach de�nujúcich Fong-Va²í£kov proces (1.1), je

nulová a teda korela£ný koe�cient ρ postavíme rovný nule (podobný postup bol taktieº

pouºitý v [14]). Z toho vyplýva, ºe operátor L1 prejde do tvaru:

L1 = −λ2vy
∂

∂y
.

Neskôr budeme pripú²´a´ aj závislos´ medzi Wienerovými procesmi a pozrieme sa, aký

vplyv to bude ma´ na rie²enie rovnice.

3.1 Asymptotická metóda malého parametra pri nu-

lovej korelácii

Rie²enie rovnice (3.1) budeme h©ada´ metódou malého parametra, pomocou ktorej bu-

deme h©ada´ nekone£ný rozvoj h©adanej funkcie P (t, r, y) pod©a parametra ε. Rie²enie

bude teda v tvare

P (t, r, y) = P0 + ε1/2P1 + ε1P2 + . . . (3.6)

Vzh©adom na koncovú podmienku P (T, r, y) = 1 musia pomocné funkcie Pi(t, r, y)

sp¨¬a´ podmienky: P0(T, r, y) = 1, Pi(T, r, y) = 0 pre i > 0. Ke¤ zasubstitujeme rozvoj

(3.6) do rovnice (3.5) dostaneme nasledujúcu rovnicu:

ε−1L0P0 + ε−
1
2 (L0P1 + L1P0) + ε0 (L0P2 + L1P1 + L2P0) + ε

1
2 (L0P3 + L1P2 + L2P1)

+ε1 (L0P4 + L1P3 + L2P2) + . . . = 0. (3.7)

Postup pri h©adaní rie²enia je nasledovný. Pravá strana rovnice je nulová, ak má teda

plati´ rovnos´ ©avej a pravej strany, musí plati´, ºe £len pri kaºdom ráde ε je rovný nule

a teda budeme postupne analyzova´ rovnnosti:

L0P0 = 0, (3.8)

L0P1 + L1P0 = 0, (3.9)

L0P2 + L1P1 + L2P0 = 0, (3.10)

L0P3 + L1P2 + L2P1 = 0, (3.11)

L0P4 + L1P3 + L2P2 = 0, (3.12)
...
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Na základe týchto rovností sa budeme snaºi´ získa´, £o najviac informácií o funkciách

Pi a napokon analyticky ur£i´ tieto funkcie. Aproximácia rie²enia spo£íva v tom, ºe

budeme po£íta´ len ur£itý po£et funkcií Pi a teda v rozvoji rie²enia 3.6 budeme uvaºova´

len prvých nieko©ko £lenov, pri£om prínos ostatných zanedbáme.

K ¤a©²iemu postupu budeme potrebova´ nasledujúce lemy. Prvá z nich sa vz´ahuje

k rie²ite©nosti rie²enia eliptickej parciálnej diferenciálnej rovnice. Podrobnej²ie je táto

lema rozoberaná v [8].

Lema 3.1.1. Nech L0 je operátor de�novaný 3.2 a R je daná funkcia. Nutnou pod-

mienkou pre rie²enie P rovnice L0P + R = 0 je: 〈R〉 = 0, kde 〈R〉 =
∫
R(y)g(y)dy a

g(y) je limitné rozdelenie pre proces y(t).

�a©²ia lema sa týka vlastností rie²enia rovnice spomenutej v predchádzajúcej leme.

Bola tieº pouºitá napríklad v [14].

Lema 3.1.2. Nech F je funkcia taká, ºe F ∈ C([0,∞]) a 〈F 〉 = 0. Potom existuje

jediné (aº na integra£nú kon²tantu) rie²enie ψ ∈ C2((0,∞)) ∩ C([0,∞)) pre nehomo-

génnu rovnicu

L0ψ =
v2

2
F, (3.13)

ktorého derivácia je daná ako:

∂ψ

∂y
=

1

yg(y)

∫ y

0

F (ξ)g(ξ)dξ. (3.14)

Navy²e pre ψ platí vz´ah:

〈L1ψ〉 = λ2v

∫ ∞
0

yF (y)g(y)dy. (3.15)

�peciálne platí, ºe ak ψ je rie²enie pre homogénnu rovnicu L0ψ = 0, potom ψ je kon-

²tantná funkcia vzh©adom na premennú y.

Dôkaz: V tomto dôkaze sa budeme venova´ hlavne odvodeniu vz´ahu (3.15), ktorého

modi�kácii pre nenulovú koreláciu sa budeme venova´ neskôr. Jedine£nos´ rie²enia je

²tudovaná v [14]. Vzh©adom na predpis operátora L0, môºeme zapísa´ L0ψ ako:

L0ψ = (θ2 − y)
∂

∂y
ψ +

v2y

2

∂2

∂y2
ψ.
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Na tomto mieste ukáºeme, ºe funkcia ψ, ktorej derivácia je rovná (3.14) je rie²ením

rovnice (3.13). Dosadíme funkciu ψ (jej deriváciu) do predchádzajúceho vz´ahu, £ím

dostávame:

L0ψ = (θ2−y)
1

yg(y)

∫ y

0

F (ξ)g(ξ)dξ+
v2y

2

[
−(g(y) + yg′(y))

y2g2(y)

∫ y

0

F (ξ)g(ξ)dξ +
1

y
F (y)

]
.

Posledný £len v predchádzajúcej rovnice predstavuje ºiadaný tvar pravej strany rovnice

(3.13). Teda ak má by´ ψ rie²ením tejto rovnice, potom v²etko okrem tohto £lena musí

by´ rovné nule. Preto budeme skúma´, £i platí:

(θ2 − y)
1

yg(y)
− v2y

2

g(y) + yg′(y)

y2g2(y)
= 0,

zjednodu²ene zapísané:

(θ2 − y)g(y)− v2

2
(g(y) + yg′(y)) = 0.

�avú stranu tejto rovnice si ozna£íme ako funkciu ω, teda ω(y) := (θ2 − y)g(y) −
v2

2
(yg(y))′. Aby sme ukázali platnos´ rovnice (3.13), potrebuje ukáza´ ω(y) = 0 pre

∀y. Funkcia g(y) predstavuje hustotu limitného rozdelenia procesu y, teda musí sp¨¬a´

Fokker-Planckovu rovnicu (pre bliº²ie informácie odporú£ame [16]):

v2

2

∂2

∂y2
(yg(y))− ∂

∂y
((θ2 − y)g(y)) = 0.

Opä´ ozna£íme ©avú stranu tejto rovnice ako funkciu γ(y), teda γ(y) := ((θ2−y)g(y))′′−
v2

2
(yg(y))′. Z Fokker-Planckovej rovnice vyplýva γ(y) = 0 pre ∀y. Môºeme si v²imnú´,

ºe platí vz´ah medzi ω(y) a γ(y), ºe γ(y) je deriváciou ω(y). Vzh©adom na to, ºe

derivácia ω(y) je rovná nule pre ∀y, musí by´ ω(y) kon²tantná funkcia. Predpis funkcie

bol odvodený v [13]:

g(y) =


βα

Γ(α)
e−βyyα−1 ak y > 0

0 ak y ≤ 0.

Z toho vyplýva, ºe g(0) = 0, £o implikuje, ºe ω(0) = 0, teda ke¤ºe ω je kon²tantná

funkcia, musí plati´ ω(y) = 0 pre ∀y, £o bolo treba ukáza´.

�alej ukáºeme platnos´ £lenu (3.15). Vzh©adom na tvar operátora L1 môºeme zapísa´

L1ψ:

L1ψ = −λ2vy
1

yg(y)

∫ y

0

F (ξ)g(ξ)dξ,
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stredná hodnota £oho je daná ako:

〈L1ψ〉 = −
∫ ∞

0

λ2v

∫ y

0

F (ξ)g(ξ)dξdy.

Z toho metódou per partes dostávame:

〈L1ψ〉 =

[
−y
∫ y

0

F (ξ)g(ξ)dξ

]∞
0

+ λ2v

∫ ∞
0

yF (y)g(y)dy.

Posledný s£ítanec je h©adaný tvar pravej strany, teda tu nám ostáva ukáza´ nulovos´

prvého s£ítanca. Pokia© vezmeme spodnú hranicu 0, vyjde nám hodnota tohto s£ítanca

nulová. Ostáva vy²etri´ hornú hranicu, presnej²ie limitu výrazu pre y → +∞. Pouºitím

L'Hospitalovho pravidla dostávame:

lim
y→∞

y

∫ y

0

F (ξ)g(ξ)dξ = lim
y→∞

(∫ y
0
F (ξ)g(ξ)dξ

)2

F (y)g(y)
.

Limita v poslednom výraze sa rovná nule, ke¤ºe £itate© sa blíºi k strednej hodnote

funkcie F , ktorá je pod©a predpokladu nula a menovate© je ohrani£ená funkcia. �

Cie©om tejto diplomovej práce bude aproximácia rie²enia pomocou prvých 3 po-

mocných funkcií Pi a teda P0, P1, P2. Ke¤ºe touto témou sa zaoberala aj práca Radky

Sele£éniovej [13], v ktorej boli na aproximáciu rie²enia pouºité prvé dve funkcie, ne-

budeme znovu opakova´ tento výpo£et. Pouºijeme v²ak dostupné výsledky P0 a P1 k

bliº²iemu ur£eniu tretej funkcie. Spomínané prvé dve funkcie majú teda nasledovný

tvar:

P0(τ, r) = A(τ)e−B(τ)r, (3.16)

kde τ = T − t reprezentuje zostávajúci £as do splatnosti dlhopisu. Premennú t neskôr

nahradíme premennou τ aj pri samotných výpo£toch funkcie P2. Funkcie A(τ), B(τ)

sú dané nasledovnými vz´ahmi:

B(τ) =
1

κ1

(
1− e−κ1τ

)
, (3.17)

A(τ) = e
(B(τ)−τ)

(
θ1−λ1θ2κ1

− θ2
2κ21

)
.

Pridávame aj predpis derivácie pre funkciu B, ke¤ºe tento predpis budeme vyuºíva´

pri h©adaní funkcie P̄2, ktorá bude de�novaná neskôr:

B′ = 1− κ1B. (3.18)
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Funkcia P1 má tvar:

P1(τ, r) = D(τ)A(τ)e−B(τ)r, (3.19)

kde funkcia D(τ) je daná vz´ahmi:

D(τ) =
V1

κ1

(−B + τ)− V2

κ2
1

(
−B − κ1

2
B2 + τ

)
+
V3

κ3
1

(
−B − κ1

2
B2 − κ2

1

2
B3 + τ

)
,

(3.20)

kde

V1 =− λ1λ2vθ2,

V2 =

(
1

2
λ2v + λ1ρv

)
θ2,

V3 =− 1

2
ρvθ2.

3.1.1 Ur£enie funkcie P2

Poznamenajme, ºe funkcie P0, P1 nezávisia od premennej y. Ako sme uº spomínali

pri opise postupu aproxima£nej metódy, budeme analyzova´ rovnice, ktoré vyjdu z

nekone£ného rozvoja funkcie P (t, r, y). Konkrétne sa teraz budeme zaobera´ rovnicou

(3.10):

L0P2 + L1P1 + L2P0 = 0.

Ke¤ºe P1 nezávisí od premennej y a parameter L1 obsahuje vo v²etkých svojich £lenoch

deriváciu pod©a premennej y, £len L1P1 = 0 a teda rovnica prejde do tvaru L0P2 +

L2P0 = 0. Výsledkom je:

L0P2 =
v2

2

(
− 2

v2
L2P0

)
. (3.21)

Z lemy 3.1.1 vyplýva, ºe 〈L2P0〉 = 0, pri£om, ke¤ºe funkcia P0 nezávisí od premennej

y, môºeme vz´ah 〈L2P0〉 zapísa´ v tvare 〈L2〉P0 = 0. Na základe toho a na základe

tvaru P0 platí:

−L2P0 =(〈L2〉 − L2)P0 =

(
−λ1(σ2 − y)

∂

∂r
+

(σ2 − y)

2

∂2

∂r2

)
P0

=(σ2 − y)e−Brf(τ),

kde

f(τ) = A

(
λ1B +

1

2
B2

)
.
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Funkcia − 2
v2
L2P0 sp¨¬a predpoklady lemy 3.1.2, pretoºe je diferencovate©ná na celom

svojom de�ni£nom obore, stredná hodnota vzh©adom na limitné rozdelenie dané hus-

totou g je rovná nule:〈
− 2

v2
L2P0

〉
=

〈
− 2

v2
(σ2 − y)e−Brf(τ)

〉
= − 2

v2
(σ2 − 〈y〉)e−Brf(τ) = 0,

Aplikovaním lemy 3.1.2 na rovnicu 3.21 vyvodzujeme vz´ah pre deriváciu funkcie P2 v

tvare:

∂P2

∂y
= − 2

v2
f(τ)e−Br

1

yg(y)

∫ y

0

(ξ − σ2)g(ξ)dξ = − 2

v2
f(τ)e−BrH(y), (3.22)

kde

H(y) =
1

yg(y)

∫ y

0

(ξ − σ2)g(ξ)dξ.

�alej budeme pokra£ova´ rovnicou (3.11) L0P3 + L1P2 + L2P1 = 0, ktorú vieme

zapísa´ nasledovne:

L0P3 =
v2

2

(
2

v2
(−L1P2 − L2P1)

)
. (3.23)

Na základe lemy 3.1.1 platí 〈−L1P2 − L2P1〉 = 0 a teda sú splnené predpoklady lemy

3.1.2, ktorú môºeme pouºi´ na rovnicu (3.23), aby sme získali tvar £lenu 〈L1P3〉, ktorý

budeme potrebova´ v neskor²ích výpo£toch. Na to, aby sme tu mohli aplikova´ túto

lemu, potrebujeme odvodi´ vz´ahy L1P2, L2P1 a −〈L1P2〉. Ke¤ºe poznáme tvar ope-

rátora L1 a odvodili sme tvar derivácie funkcie P2, £len L1P2 sa dá zapísa´ ako:

L1P2 =
2λ2

v
f(τ)e−BryH(y)

=
2λ2

v
f(τ)e−Br

1

g(y)

∫ y

0

(ξ − σ2)g(ξ)dξ.

Z de�nície operátora 〈.〉 vyplýva, ºe £len −〈L1P2〉 má tvar:

−〈L1P2〉 =− 2λ2

v
f(τ)e−Br

∫ ∞
0

∫ y

0

(ξ − σ2)g(ξ)dξdy

=− 2λ2

v
f(τ)e−BrK1, (3.24)

kde K1 je kon²tanta, daná vz´ahom:

K1 =

∫ ∞
0

∫ y

0

(ξ − σ2)g(ξ)dξdy.
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Ke¤ºe poznáme tvar operátora L2 a poznáme aj tvar funkcie P1 môºeme napísa´ £len

L2P1 nasledovne:

L2P1 =
∂P1

∂t
+ (κ1 (θ1 − r)− λ1y)

∂P1

∂r
+
y

2

∂2P1

∂r2
− rP1, (3.25)

pri£om konkrétny tvar funkcie P1 zatia© dosádza´ nebudeme. Pouºitím lemy 3.1.2 na

rovnicu (3.23) dostaneme vz´ahy pre deriváciu funkcie P3 a tieº pre £len 〈L1P3〉:

∂P3

∂y
=− 1

yg(y)

∫ y

0

(
2λ2

v
f(τ)e−BrξH(ξ)

)
g(ξ)dξ

− 1

yg(y)

∫ y

0

(
∂P1

∂t
+ (κ1 (θ1 − r)− λ1ξ)

∂P1

∂r
+
ξ

2

∂2P1

∂r2
− rP1

)
g(ξ)dξ,

£o sa dá prepísa´ do tvaru:

∂P3

∂y
= − 1

yg(y)

[
2λ2

v
f(τ)e−Br

∫ y

0

ξH(ξ)g(ξ)dξ +

∫ y

0

(ξ − σ2)g(ξ)dξ

(
−λ1

∂P1

∂r

+
1

2

∂2P1

∂r2

)
+

∫ y

0

g(ξ)dξ

(
∂P1

∂t
+
(
κ1 (θ1 − r)− λ1σ

2
) ∂P1

∂r
+
σ2

2

∂2P1

∂r2
− rP1

)]
,

pri£om v poslednom £lene sa dá vyuºi´, ºe:

∂P1

∂t
+
(
κ1 (θ1 − r)− λ1σ

2
) ∂P1

∂r
+
σ2

2

∂2P1

∂r2
− rP1 = 〈L2P1〉, (3.26)

£o platí v¤aka tomu, ºe stredná hodnota y vzh©adom k limitnému rozdeleniu g je σ2.

Z rovnice (3.23) na základe lemy 3.1.1 vyplýva 〈L1P2〉 + 〈L2P1〉 = 0. Vyuºitím toho

naviac dostávame:

〈L2P1〉 = −〈L1P2〉. (3.27)

�len 〈L1P3〉 má pod©a lemy 3.1.2 tvar:

〈L1P3〉 = λ2v

∫ ∞
0

(−L1P2 − L2P1)
2

v2
yg(y)dy. (3.28)

Spojením vz´ahov (3.26), (3.24), ktoré sme odvodili vy²²ie, ¤alej dostávame na základe

rovnice (3.28) nasledovné vyjadrenie £lenu 〈L1P3〉:

〈L1P3〉 =− 2λ2

v

∫ ∞
0

2λ2

v
f(τ)e−Bry2H(y)g(y)dy

− 2λ2

v

[∫ ∞
0

yg(y)

(
∂P1

∂t
+ (κ1 (θ1 − r)− λ1y)

∂P1

∂r
+
y

2

∂2P1

∂r2
− rP1

)
dy

]
.
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�a©²ou úpravou získame:

〈L1P3〉 =− 2λ2

v

2λ2

v
f(τ)e−Br

∫ ∞
0

y2H(y)g(y)dy

− 2λ2

v

∫ ∞
0

yg(y)dy

(
∂P1

∂t
+ κ1(θ1 − r)

∂P1

∂r
− rP1

)
− 2λ2

v

∫ ∞
0

(y2 − (σ2)2 + (σ2)2)g(y)dy

(
−λ1

∂P1

∂r
+

1

2

∂2P1

∂r2

)
,

〈L1P3〉 =− 2λ2

v

2λ2

v
f(τ)e−BrK3

− 2λ2

v
σ2

(
∂P1

∂t
+
(
κ1(θ1 − r)− λ1σ

2
) ∂P1

∂r
+
σ2

2

∂2P1

∂r2
− rP1

)
− 2λ2

v

∫ ∞
0

(y2 − (σ2)2)g(y)dy

(
−λ1

∂P1

∂r
+

1

2

∂2P1

∂r2

)
,

kde de�nujeme kon²tantu K3:

K3 =

∫ ∞
0

y2H(y)g(y)dy.

�alej vyuºijeme: ∫ ∞
0

yg(y)dy = σ2,

ke¤ºe takto zapísaný integrál vyjadruje strednú hodnotu pre y. Z toho ¤alej môºeme

zapísa´ integrál vyjadrujúci disperziu y na základe limitného rozdelenia g:∫ ∞
0

(y2 − (σ2)2)g(y)dy =

∫ ∞
0

(y − (σ2))2g(y)dy = V.

Na základe tvaru tohto integrálu a pouºitím (3.26) môºeme prepísa´ £len 〈L1P3〉 do

zjednodu²enej podoby:

〈L1P3〉 =− 2λ2

v

2λ2

v
f(τ)e−BrK3 −

2λ2

v
σ2〈L2P1〉 −

2λ2

v
V

(
−λ1

∂P1

∂r
+

1

2

∂2P1

∂r2

)
.

Toto ¤alej upravíme pomocou vy²²ie odvodených rovníc (3.27) a (3.24), £ím dostaneme

〈L1P3〉 v tvare:

〈L1P3〉 = −2λ2

v

[
2λ2

v

(
K3 + σ2K1

)
f(τ)e−Br + V

(
−λ1

∂P1

∂r
+

1

2

∂2P1

∂r2

)]
. (3.29)

V ¤a©²om sa budeme zaobera´ rovnicou (3.12): L0P4+L1P3+L2P2 = 0. Aplikovaním

lemy 3.1.1 dostávame vz´ah:

〈L1P3〉+ 〈L2P2〉 = 0, (3.30)
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z ktorého prvý £len poznáme. Teraz sa zameriame na druhý, v ktorom vystupuje h©a-

daná funkcia P2. Spravíme dekompozíciu h©adanej funkcie na dve £asti (táto dekom-

pozícia bola pouºitá aj v [14]) a teda budeme h©ada´:

P2(t, r, y) = P̄2(t, r) + P̃2(t, r, y).

Ako vidíme, prvá £as´ P̄2 nezávisí od premennej y a bude sa rovna´ strednej hodnote

funkcie P2 vzh©adom na limitné rozdelenie stochastického procesu y. Druhá £as´ funkcie

P̃2 bude taká, ºe stredná hodnota z nej vzh©adom na limitné rozdelenie y bude rovná

nule 〈P̃2〉 = 0. Teda prvá £as´ je stredná hodnota a druhá £as´ je akási stochastická

�uktuácia funkcie P2 okolo strednej hodnoty.

Najprv sa budeme venova´ funkcii P̃2 a odvodíme jej tvar. Ke¤ºe P̄2 nezávisí od pre-

mennej y musí plati´, ºe derivácia P̃2 pod©a y bude rovnaká ako derivácia P2. Túto

deriváciu sme odvodili vy²²ie v tvare (3.22). Teda P̃2 nájdeme tak, aby sp¨¬ala spomí-

nané vlastnosti:

〈P̃2〉 = 0,

∂P̃2

∂y
=
∂P2

∂y
= − 2

v2
f(τ)e−BrH(y).

P̃2 ur£íme integráciou derivácie P2 respektíve P̃2. Splnenie prvej vlastnosti (nulovosti

strednej hodnoty) zaru£íme od£ítaním strednej hodnoty nájdenej funkcie. Týmto po-

stupom získame:

P̃2 =

∫ y

0

∂P̃2

∂ξ
dξ −

〈∫ y

0

∂P̃2

∂ξ
dξ

〉

= − 2

v2
f(τ)e−Br

[∫ y

0

H(ξ)dξ −
∫ ∞

0

g(y)

∫ y

0

H(ξ)dξdy

]
= − 2

v2
f(τ)e−Br

[∫ y

0

H(ξ)dξ −K2

]
, (3.31)

kde K2 je kon²tanta:

K2 =

∫ ∞
0

g(y)

∫ y

0

H(ξ)dξdy.

Teraz uº nám ostáva e²te nájs´ funkciu P̄2(t, r). V¤aka dekompozícii funkcie P2

môºeme £len 〈L2P2〉 zapísa´ ako:

〈L2P2〉 = 〈L2(P̄2 + P̃2)〉 = 〈L2P̄2〉+ 〈L2P̃2〉 = 〈L2〉P̄2 + 〈L2P̃2〉.
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Druhú £as´ tohto zápisu nájdeme aplikovaním operátora L2 na funkciu P̃2 nasledovne:

L2P̃2 =
∂P̃2

∂t
+ (κ1(θ1 − r)− λ1y)

∂P̃2

∂r
+
y

2

∂2P̃2

∂r2
− rP̃2.

Na to následne aplikujeme strednú hodnotu pod©a limitného rozdelenia procesu y:

〈L2P̃2〉 =

〈
∂P̃2

∂t

〉
+ κ1(θ1 − r)

〈
∂P̃2

∂r

〉
− λ1

〈
y
∂P̃2

∂r

〉
+

1

2

〈
y
∂2P̃2

∂r2

〉
− r

〈
P̃2

〉
.

Vzh©adom na to, ºe stredná hodnota P̃2 je rovná nule (〈P̃2〉 = 0) platia nasledovné

vz´ahy: 〈
P̃2

〉
= 0,〈

∂P̃2

∂t

〉
=

∂

∂t

〈
P̃2

〉
= 0,〈

∂P̃2

∂r

〉
=

∂

∂r

〈
P̃2

〉
= 0.

V¤aka týmto rovnostiam dostávame výraz 〈L2P̃2〉 v zjednodu²enej podobe:

〈L2P̃2〉 = −λ1

〈
y
∂P̃2

∂r

〉
+

1

2

〈
y
∂2P̃2

∂r2

〉
.

�a©²ou úpravou dostávame operátorový zápis:

〈L2P̃2〉 =

(
−λ1

∂

∂r
+

1

2

∂2

∂r2

)〈
yP̃2

〉
=

(
−λ1

∂

∂r
+

1

2

∂2

∂r2

)[
− 2

v2
f(τ)e−Br

(∫ ∞
0

yg(y)

∫ y

0

H(ξ)dξdy

−
∫ ∞

0

yg(y)dy

∫ ∞
0

∫ y

0

H(ξ)dξg(y)dy

)]
.

�alej vyuºijeme, ºe
∫∞

0
yg(y)dy = σ2 je stredná hodnota stochastického procesu y

vzh©adom na limitné rozdelenie procesu dané hustotou g:

〈L2P̃2〉 = − 2

v2
f(τ)

∫ ∞
0

(y − σ2)g(y)

∫ y

0

H(ξ)dξdy

(
−λ1

∂

∂r
+

1

2

∂2

∂r2

)(
e−Br

)
= − 2

v2
f(τ)K4

(
−λ1

∂

∂r
+

1

2

∂2

∂r2

)(
e−Br

)
, (3.32)

kde K4 je kon²tanta:

K4 =

∫ ∞
0

(y − σ2)g(y)

∫ y

0

H(ξ)dξdy.
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Vrá´me sa teraz k rovnici (3.12): L0P4+L1P3+L2P2 = 0. Ako sme odvodili, vyplýva z

nej rovnos´ (3.30). Ke¤ºe sme de�novali dekompozíciu funkcie P2, môºeme daný vz´ah

¤alej rozvies´ do podoby 〈L1P3〉+ 〈L2P̄2〉+ 〈L2P̃2〉 = 0 a z toho v¤aka nezávislosti P̄2

od premennej y prejde do tvaru:

〈L2P̄2〉 = −〈L1P3〉 − 〈L2P̃2〉.

Ke¤ºe poznáme v²etky £leny na pravej strane, môºeme túto rovnicu prepísa´ do tvaru

parciálnej diferenciálnej rovnice pre funkciu P̄2, ktorej vyrie²enie bude na²ou ¤a©²ou

úlohou. Pod©a tvaru operátora L2 a vz´ahov (3.32) a (3.29) teda platí nasledovná

rovnica:

∂P̄2

∂t
+ (κ1(θ1 − r)−λ1σ

2)
∂P̄2

∂r
+
σ2

2

∂2P̄2

∂r2
− rP̄2 =

2λ2

v

[
2λ2

v

(
K3 + σ2K1

)
f(τ)e−Br + V

(
−λ1

∂P1

∂r
+

1

2

∂2P1

∂r2

)]
+

2

v2
f(τ)K4

(
−λ1

∂

∂r
+

1

2

∂2

∂r2

)(
e−Br

)
. (3.33)

Ako vidíme v rovnici, prvý £len je derivácia pod©a premennej t. Vzh©adom na to,

ºe funkcie P0, P1 sme namiesto t uvádzali ako funkcie premennej τ a v²etky ¤a©²ie

výpo£ty boli tieº vypracované s premennou τ , prevedieme prvý £len na deriváciu pod©a

τ . Nako©ko τ = T − t, platí nasledovné:
∂P̄2

∂t
=
∂P̄2

∂τ

∂τ

∂t
= −∂P̄2

∂τ
.

Do rovnice (3.33) tieº dosadíme funkciu P1, danú rovnicami (3.19) a (3.20). Aplikovaním

týchto dvoch vz´ahov dostávame teda rovnicu:

−∂P̄2

∂τ
+(κ1(θ1 − r)− λ1σ

2)
∂P̄2

∂r
+
σ2

2

∂2P̄2

∂r2
− rP̄2 =

2λ2

v

[
2λ2

v

(
K3 + σ2K1

)
f(τ) + V (λ1B(τ)A(τ)D(τ)

+
1

2
B2(τ)A(τ)D(τ)

)]
e−Br +

2

v2
f(τ)K4

(
λ1B(τ) +

1

2
B2(τ)

)
e−Br. (3.34)

Ako vidíme, pravá strana rovnice je v separovanom tvare vzh©adom na premenné τ a r.

Vyuºijeme túto skuto£nos´, aby sme si zjednodu²ili zápis a zasubstituujeme si tú £as´

pravej strany, ktorá závisí len od premennej τ pomocou funkcie µ(τ), ktorú de�nujeme

spôsobom:

µ(τ) =
2λ2

v

[
2λ2

v

(
K3 + σ2K1

)
f(τ) + V

(
λ1B(τ)A(τ)D(τ) +

1

2
B2(τ)A(τ)D(τ)

)]
24



+
2

v2
f(τ)K4

(
λ1B(τ) +

1

2
B2(τ)

)
. (3.35)

Rovnicu (3.34) teda vieme zapísa´ ako:

−∂P̄2

∂τ
+ (κ1(θ1 − r)− λ1σ

2)
∂P̄2

∂r
+
σ2

2

∂2P̄2

∂r2
− rP̄2 = µ(τ)e−Br. (3.36)

Vzh©adom na separovaný tvar pravej strany budeme h©ada´ funkciu P̄2 tieº v separo-

vanom tvare:

P̄2 = (R1(τ) + rR2(τ)) e−Br.

Po dosadení do rovnice (3.36) a vyuºitím predpisu derivácie funkcie B daným rovnicou

(3.18) dostávame diferenciálnu rovnicu:

−(R′1 + rR′2)e−Br + (R1 + rR2)e−BrB′r + (κ1(θ1 − r)− λ1σ
2)[−B(R1

+ rR2)e−Br +R2e
−Br] +

σ2

2

[
B2(R1 + rR2)e−Br

−BR2e
−Br −BR2e

−Br]− r(R1 + rR2)e−Br = µ(τ)e−Br.

Túto rovnicu môºeme prenásobi´ £lenom eBr, £ím dostaneme:

−(R′1 + rR′2)e−Br + (R1 + rR2) + (κ1(θ1 − r)− λ1σ
2) [−B(R1 + rR2) +R2]

+
σ2

2

[
B2(R1 + rR2)−BR2 −BR2

]
− r(R1 + rR2) = µ(τ).

Na ©avej strane rovnice máme £leny vynásobené koe�cientom r0, £leny vynásobené ko-

e�cientom r1 a £leny vynásobené koe�cientom r2. Zoskupíme teda tieto £leny pod©a

rádu premennej r. Na pravej strane máme len jeden £len, ktorý je vynásobený koe�-

cientom r0. Ke¤ºe £leny pri kaºdom ráde premennej r sa musia rovna´ na jednej aj na

druhej strane, vyplývajú z toho nasledovné vz´ahy:

• pre r0

−R′1 − κ1θ1BR1 + κ1θ1R2 + λ1σ
2BR1 − λ1σ

2R2 +
σ2

2
B2R1 − σ2BR2 = µ(τ)

• pre r1

−R′2 +R1 − κ1BR1 − κ1θ1BR2 + κ1BR1 − κ1R2 + λ1σ
2BR2 +

σ2

2
B2R2 −R1 = 0

• pre r2

R2 − κ1BR2 + κ1BR2 −R2 = 0.
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Tým pádom sme odvodili, ºe h©adané funkcie R1 a R2 musia sp¨na´ sústavu diferen-

ciálnych rovníc:

R′1 =

(
−κ1θ1B − κ1 + λ1σ

2B +
σ2

2
B2

)
R1 +

(
κ1θ1 − λ1σ

2 − σ2B
)
R2 − µ(τ), (3.37)

R′2 =

(
−κ1θ1B − κ1 + λ1σ

2B +
σ2

2
B2

)
R2. (3.38)

Pre jednoduchos´ zápisu si zátvorky, ktoré vystupujú pri funkciách R1 a R2 na pravej

strane ozna£íme pomocnými funkciami:

c1(τ) = −κ1θ1B + λ1σ
2B +

σ2

2
B2,

c2(τ) = κ1θ1 − λ1σ
2 − σ2B,

c3(τ) = −κ1θ1B − κ1 + λ1σ
2B +

σ2

2
B2.

V nasledovnom sa budeme venova´ rovniciam (3.39) a (3.38). Ke¤ºe druhá spomí-

naná je v homogénnom tvare a vystupuje v nej len funkcia R2 môºeme ©ahko po£íta´

nasledovné:
R′2
R2

= c3(τ),

kde kon²tatujeme triviálne rie²enie rovnice v tvare R2(τ) = 0 pre ∀τ a h©adáme ¤a©²ie

rie²enia nasledovne:

[ln(R2)]′ = c3(τ),

R2 = αe
∫
c3(τ)dτ ,

kde α je integra£ná kon²tanta. Pokia© sa vrátime k podmienke P2(0, r, y) = 0, v¤aka

tvaru funkcie P̃2(τ, r, y), pri£om P̃2(0, r, y) = 0, ¤alej vyplýva podmienka pre P̄2(τ, r)

v tvare P̄2(0, r) = 0. Z toho ¤alej dostávame podmienky pre pomocné funkcie R1, R2:

R1(0) = 0 a R2(0) = 0. Aplikovaním tejto podmienky na horeuvedený vz´ah dostávame,

ºe rie²ením rovnice 3.38 je triviálna funkcia R2 = 0. Z toho potom vyplýva, ºe rovnica

(3.37) prejde do jednoduch²ieho tvaru:

R′1 = c1(τ)R1 − µ(τ), (3.39)

£o je nehomogénna lineárna diferenciálna rovnica pre R1, ktorú môºeme rie²i´ nasle-
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dovným postupom:

R′1 − c1(τ)R1 = −µ(τ)

(R′1 − c1(τ)R1) e−
∫ τ
0 c1(ξ)dξ = (−µ(τ)) e−

∫ τ
0 c1(ξ)dξ[

R1e
−
∫ τ
0 c1(ξ)dξ

]′
= (−µ(τ)) e−

∫ τ
0 c1(ξ)dξ

R1(τ) =

[∫ τ

0

(−µ(s)) e−
∫ s
0 c1(ξ)dξds+R1(0)

]
e
∫ τ
0 c1(ξ)dξ. (3.40)

Po¤me sa teraz venova´ integrálu vystupujúcemu vo vyjadrení (3.40) funkcie R1 odvo-

denom vy²²ie:

C1(τ) =

∫ τ

0

c1(s)ds =

∫ τ

0

[
−κ1θ1B + λ1σ

2B +
σ2

2
B2

]
ds.

Ke¤ºe platí B = 1
κ1

(1− e−κ1τ ), ako sme uviedli v (3.17), dostávame integrál:

C1(τ) =

∫ τ

0

c1(s)ds =

∫ τ

0

[
−θ1

(
1− e−κ1s

)
+
λ1σ

2

κ1

(
1− e−κ1s

)
+

σ2

2κ2
1

(
1− e−κ1s

)2
]
ds.

Integráciou predo²lej rovnice dostávame nasledovný vz´ah:

C1(τ) =

(
−θ1 +

λ1σ
2

κ1

+
σ2

2κ2
1

)
τ −

(
θ1 −

λ1σ
2

κ1

− σ2

κ2
1

)
e−κ1τ − 1

κ1

− σ2 e
−2κ1τ − 1

4κ3
1

.

(3.41)

Na základe predchádzajúcich výpo£tov môºeme h©adanú funkciu P̄2 zapísa´ ako:

P̄2(τ, r) = R1(τ)e−B(τ)r,

kde funkcia R1(τ) je v tvare:

R1(τ) =

[
−
∫ τ

0

µ(s)e−C1(s)ds+R1(0)

]
eC1(τ).

Ako sme uº spomínali vy²²ie, za£iato£ná podmienka pre funkciu R1 je R1(0) = 0, z

£oho vyplýva zjednodu²ený tvar R1(τ):

R1(τ) =

[
−
∫ τ

0

µ(s)e−C1(s)ds

]
eC1(τ).

3.2 Asymptotická metóda malého parametra pri ne-

nulovej korelácii

Táto £as´ bude opä´ zameraná na h©adanie oce¬ovacej funkcie dlhopisu pre Fong-

Va²í£kov model krátkodobej úrokovej miery a opä´ ju budeme h©ada´ pomocou asymp-

totickej metódy malého parametra a teda sa budeme zaobera´ h©adaním funkcie v tvare
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3.6. Budeme sa venova´ odvádzaniu tvaru funkcie P2(t, r, y), av²ak tentokrát budeme

uvaºova´ nenulovú koreláciu medzi wienerovými procesmi w1 a w2 rovnú koe�cientu

(kon²tantnému) ρ. Ke¤ºe funkcie P0(τ, r) a P1(τ, r) sme uviedli vo v²eobecnom tvare,

platnom pre ©ubovo©nú hodnotu, nebude potrebné ich prepo£ítavanie. Pri kon²tant-

nej volatilite nám koe�cient L1 pre²iel do zjednodu²eného tvaru, no teraz ho budeme

pouºíva´ v pôvodnom tvare:

L1 = −λ2vy
∂

∂y
+ ρvy

∂2

∂r∂y
. (3.42)

V dôsledku tejto zmeny bude nutné modi�kova´ lemu 3.1.2, ke¤ºe sme ju pouºívali v

tvare odvodenom pre prípad nulovej korelácie. Nasledovná lema bude teda modi�káciou

lemy 3.1.2, kde sa zmení posledné tvrdenie o 〈L1ψ〉, ktoré prejde do v²eobecnej²ieho

vyjadrenia.

Lema 3.2.1. Nech F je funkcia taká, ºe F ∈ C([0,∞]) a 〈F 〉 = 0. Potom existuje

jedine£né (aº na integra£nú kon²tantu) rie²enie ψ ∈ C2((0,∞)) ∩ C([0,∞)) pre neho-

mogénnu rovnicu:

L0ψ =
v2

2
F, (3.43)

ktorého derivácia je daná ako:

∂ψ

∂y
=

1

yg(y)

∫ y

0

F (ξ)g(ξ)dξ. (3.44)

Navy²e pre ψ platí vz´ah:

〈L1ψ〉 = λ2v

∫ ∞
0

yF (y)g(y)dy − ρv
∫ ∞

0

y
∂F (y)

∂r
g(y)dy. (3.45)

�peciálne platí, ºe ak ψ je rie²enie pre homogénnu rovnicu L0ψ = 0, potom ψ je kon-

²tantná funkcia vzh©adom na premennú y.

Dôkaz: Dôkaz prvej £asti - rovnice (3.43) a derivácie (3.44) je rovnaký ako v prípade

dôkazu lemy 3.1.2. Vo vz´ahu (3.45) je navy²e posledný s£ítanec v porovnaní s lemou

3.1.2, teda dôkaz bude trochu rozvinutej²í. Vzh©adom k novému tvaru operátora L1

môºeme L1ψ napísa´ ako:

L1ψ = −λ2vy
1

yg(y)

∫ y

0

F (ξ)g(ξ)dξ + ρvy
1

yg(y)

∫ y

0

∂F (ξ)

∂r
g(ξ)dξ,
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stredná hodnota £oho je daná ako:

〈L1ψ〉 = −
∫ ∞

0

λ2v

∫ y

0

F (ξ)g(ξ)dξdy +

∫ ∞
0

ρv

∫ y

0

∂F (ξ)

∂r
g(ξ)dξdy.

Z toho metódou per partes dostávame:

〈L1ψ〉 =

[
−y
∫ y

0

F (ξ)g(ξ)dξ

]∞
0

+ ρv

[
y

∫ y

0

∂F (ξ)

∂r
g(ξ)dξ

]∞
0

+ λ2v

∫ ∞
0

yF (y)g(y)dy

− ρv
∫ ∞

0

y
∂F (y)

∂r
g(y)dy.

Posledné dva s£ítance predstavujú ºiadaný tvar pravej strany, teda tu nám ostáva

ukáza´ nulovos´ prvých dvoch s£ítancov. Nulovos´ou prvého s£ítanca sme sa zaoberali

pri dôkaze lemy 3.1.2. �o sa týka druhého s£ítanca, pokia© uvaºujeme spodnú hranicu,

hodnota je nula. Pri vy²etrovaní hornej hranice (limity výrazu pre y → +∞) vyuºijeme

diferencovate©nos´ funkcie F a to, ºe g nezávisí od r a zapí²eme limitu ako:

lim
y→∞

y

∫ y

0

∂F (ξ)

∂r
g(ξ)dξ = lim

y→∞
y
∂

∂r

∫ y

0

F (ξ)g(ξ)dξ.

�alej je postup obdobný ako v dôkaze lemy 3.1.2, teda hodnota druhého s£ítanaca je

taktieº nulová. �

3.2.1 Ur£enie funkcie P2

Na za£iatok uvedieme vz´ah pre deriváciu funkcie P2, ktorý sme odvodili uº pri neko-

relovanom prístupe (3.22), ke¤ºe vz´ah pre túto deriváciu sa nezmenil:

∂P2

∂y
= − 2

v2
f(τ)e−BrH(y).

Taktieº vz´ah pre L2P1 (3.25) zostáva v platnosti tak ako bol odvodený vy²²ie:

L2P1 =
∂P1

∂t
+ (κ1 (θ1 − r)− λ1y)

∂P1

∂r
+
y

2

∂2P1

∂r2
− rP1.

Postup pre tento korelovaný prípad uvedieme v skrátenej podobe, ke¤ºe sa oproti

predchádzajúcemu lí²i len v nieko©kých konkrétnych bodoch. V nasledujúcom texte

uvedieme vz´ahy, ktoré sa zmenia. Prvým z nich bude L1P2. Z tvaru operátora L1 a

tvaru derivácie P2 vyplýva nasledovné:

L1P2 =
2λ2

v
f(τ)e−BryH(y)− 2ρ

v
f(τ)

∂

r

(
e−Br

)
yH(y)

=
2λ2

v
f(τ)e−BryH(y) +

2ρ

v
f(τ)Be−BryH(y)

= (λ2 + ρB)
2

v
f(τ)e−BryH(y). (3.46)
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Na posledný získaný vz´ah ¤alej aplikujeme strednú hodnotu pod©a limitného rozde-

lenia y, £ím dostávame:

−〈L1P2〉 = − (λ2 + ρB)
2

v
f(τ)e−Br

∫ ∞
0

yH(y)g(y)dy. (3.47)

�a©²ie vyjadrenie, ktoré budeme potrebova´ kvôli ¤a©²ím výpo£tom je vyjadrenie pre

〈−L1P3〉. Na jeho získanie pouºijeme rovnicu, ktorá vyplýva z £lena rádu ε
1
2 z rozvoja

(3.7), teda rovnicu:

L0P3 + L1P2 + L2P1 = 0.

Z tejto rovnice vyplýva, ºe

L0P3 = −L1P2 − L2P1)
2

v2

v2

2
.

V¤aka leme 3.1.1 platí, ºe 〈L1P2 + L2P1〉 = 0, v¤aka £omu sú splnené podmienky

lemy 3.2.1 (nulová stredná hodnota), ktorú aplikujeme na predchádzajúcu rovnicu,

dostaneme 〈−L1P3〉 v nasledujúcom tvare:

〈L1P3〉 =
2λ2

v

∫ ∞
0

(−L1P2 − L2P1) yg(y)dy − 2ρ2

v

∫ ∞
0

(
∂

∂r
(−L1P2 − L2P1) yg(y)dy

=
2λ2

v

∫ ∞
0

(−L1P2 − L2P1) yg(y)dy − 2ρ2

v

∂

∂r

∫ ∞
0

(−L1P2 − L2P1) yg(y)dy.

�alej vyuºijeme vz´ah L1P2 v korelovanom prípade odvodenom vy²²ie (3.46) a vz´ah

pre L2P1, ktorý zostáva v platnosti tak ako bol odvodený v rovnici (3.25) pri nekorelo-

vanom prístupe. Postup výpo£tu £lenu 〈L1P3〉 bude presne taký istý, ako sme predviedli

pri nekorelovanom prístupe (aº na kon²tanty, ktoré sú výsledkom odvádzania L1P2).

Preto, ke¤ tento postup a jeho výsledok zachytený v rovnici (3.29) aplikujeme na

aktuálny problém, dostávame:

〈−L1P3〉 =− 2λ2

v

[
2(λ2 + ρB

v

(
K3 + σ2K1

)
f(τ)e−Br +D

(
−λ1

∂P1

∂r
+

1

2

∂2P1

∂r2

)]
+

2ρ

v

∂

∂r

[
2(λ2 + ρB)

v

(
K3 + σ2K1

)
f(τ)e−Br +D

(
−λ1

∂P1

∂r
+

1

2

∂2P1

∂r2

)]

=

[
−2λ2

v
+

2ρ

v

∂

∂r

] [
2(λ2 + ρB)

v

(
K3 + σ2K1

)
f(τ)e−Br +D

(
−λ1

∂P1

∂r
+

1

2

∂2P1

∂r2

)]
.

(3.48)

�a©²í postup oh©adne h©adania funkcie P2(τ, r, y) bude obdobný ako v predo²lom (ne-

korelovanom) prístupe. Urobíme dekompozíciu P2(τ, r, y) na dve £asti, pri£om jedna
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bude znázor¬ova´ trend respektíve strednú hodnotu P2(τ, r, y) a druhá bude akási sto-

chastická £as´ spôsobujúca vychylovanie P2(τ, r, y) od trendu, teda:

P2(t, r, y) = P̄2(t, r) + P̃2(t, r, y).

Pritom budú plati´ rovnaké vlastnosti pre obe funkcie a teda aj tvar P̃2(t, r, y) bude

zodpoveda´ tomu, ako bol odvodený v nekorelovanom prístupe (3.31) a teda bude

plati´:

P̃2 = − 2

v2
f(τ)e−Br

[∫ y

0

H(ξ)dξ −K2

]
,

kde K2 je kon²tanta, de�novaná ako:

K2 =

∫ ∞
0

g(y)

∫ y

0

H(ξ)dξdy.

Vzh©adom na to, ºe tvar funkcie P̃2 zostáva nezmenený, ostáva v platnosti aj predpis

£lenu 〈L2P̃2〉, ktorý bol odvodený v nekorelovanom prístupe a je daný rovnicou (3.32).

�alej sa opä´ budeme venova´ rovnici (3.12) a teda rovnici:

〈L0P4〉+ 〈L1P3〉+ 〈L2P2〉 = 0.

Z tejto rovnice v¤aka leme 3.1.1 platí rovnaké vyjadrenie pre P̄2(t, r) ako pri nekorelo-

vanom prístupe a teda:

〈L2〉P̄2 = −〈L1P3〉 − 〈L2P̃2〉.

�len 〈L1P3〉 pre korelovaný prípad sme odvodili vy²²ie a 〈L2P̃2〉 ostáva nezmenené,

dané rovnicou (3.32). Teda pouºitím rovnakého postupu, ako bol pouºitý pri nekorelo-

vanom prístupe na odvodenie diferenciálnej rovnice (3.34). Týmto postupom dostávame

parciálnu diferenciálnu rovnicu pre P̄2(t, r):

−∂P̄2

∂τ
+ (κ1(θ1 − r)− λ1σ

2)
∂P̄2

∂r
+
σ2

2

∂2P̄2

∂r2
− rP̄2 =[

2λ2

v
− 2ρ

v

∂

∂r

] [
2(λ2 + ρB)

v

(
K3 + σ2K1

)
f(τ)e−Br + V

(
−λ1

∂P1

∂r
+

1

2

∂2P1

∂r2

)]
+

2

v2
fK4

(
−λ1

∂

∂r
+

1

2

∂2

∂r2

)(
e−Br

)
=

2λ2

v

[
2(λ2 + ρB)

v

(
K3 + σ2K1

)
f + V

(
λ1BAD +

1

2
B2AD

)]
e−Br

+
2ρB

v

[
2(λ2 + ρB)

v

(
K3 + σ2K1

)
f + V

(
λ1BAD +

1

2
B2AD

)]
e−Br

+
2

v2
fK4

(
λ1B +

1

2
B2

)
e−Br,
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kde V je ozna£enie pre disperziu limitného rozdelenia stochastického procesu y. Pred-

chádzajúcu rovnicu si môºeme zapísa´ zjednodu²ene takto:

−∂P̄2

∂τ
+ (κ1(θ1 − r)− λ1σ

2)
∂P̄2

∂r
+
σ2

2

∂2P̄2

∂r2
− rP̄2 = µ∗(τ)e−Br, (3.49)

kde pomocná funkcia µ∗(τ) má tvar:

µ∗(τ) =
2(λ2 + ρB)

v

[
2(λ2 + ρB)

v

(
K3 + σ2K1

)
f + V

(
λ1BAD +

1

2
B2AD

)]
+

2

v2
fK4

(
λ1B +

1

2
B2

)
.

Môºeme si v²imnú´, ºe odvodená rovnica pre funkciu P̄2 je takmer identická s rovnicou

(3.36) pre P̄2 v nekorelovanom prípade. Jediný rozdiel je len v tvare tvare pravej strany,

kde v nekorelovanom prípade máme na pravej strane funkciu µ(τ) de�novanú rovni-

cou (3.35) a v korelovanom prípade máme na pravej strane funkciu µ∗(τ) de�novanú

vy²²ie. Tým pádom môºeme na tomto mieste pokra£ova´ rovnakým postupom, pri£om

výsledok sa bude lí²i´ len vo funkcii µ(τ). Dostávame nasledujúci tvar funkcie P̄2

P̄2(τ, r) = R1(τ)e−B(τ)r,

kde funkcia R1(τ) je:

R1(τ) =

[∫ τ

0

[−µ∗(s)]e−C1(s)ds

]
eC1(τ),

kde funkcia C1(τ) je daná vz´ahom (3.41).

3.3 Zhrnutie

Táto kapitola bola zameraná na h©adanie aproximovaného tvaru funkcie ceny dlhopisu

P (t, r, y). Na tomto mieste zhrnieme dosiahnuté výsledky. Najskôr znovu uvedieme

formuláciu modelu, v ktorej vidie´ význam v²etkých parametrov. Za predpokladu, ºe

úroková miera sa riadi Fong-Va²í£kový modelom, daným diferencálnymi rovnicami:

dr(t) = κ1(θ1 − r(t))dt+
√
y(t)dw1(t),

dy(t) = κ2(θ2 − y(t))dt+ v
√
y(t)dw2(t),
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musí funkcia ceny dlhopisu P (t, r, y) sp¨¬a´ diferenciálnu rovnicu:

∂P

∂t
+ (κ1 (θ1 − r)− λ1y)

∂P

∂r
+
y

2

∂2P

∂r2
+

(
1

ε
(θ2 − y)− 1√

ε
λ2vy

)
∂P

∂y

+
1

ε

v2y

2

∂2P

∂y2
+

1√
ε
ρvy

∂2P

∂r∂y
− rP = 0,

kde koncová podmienka pre P (t, r, y) je P (T, r, y) = 1. Aproximáciu ceny dlhopisu sme

h©adali v tvare rozvoja pomocných funkcií Pi(τ, r, y), pri£om τ = T − t je zostatkový

£as do £asu splatnosti. Pri aproximácii sme sa obmedzili na prvé tri s£ítance rozvoja:

P (τ, r, y) ≈ P0(τ, r) +
√
εP1(τ, r) + εP2(τ, r, y).

Prvé dve pomocné funkcie P0(τ, r) a P1(τ, r) boli odvodené v [13] a sú taktieº uvedené

v kapitole 3.1. Táto práca sa zaoberala funkciou P2(τ, r, y) s predpisom:

P2(t, r, y) = P̄2(t, r) + P̃2(t, r, y),

kde funkcia P̃2(t, r, y) bola odvodená ako:

P̃2 = − 2

v2
f(τ)e−Br

[∫ y

0

H(ξ)dξ −K2

]
,

kde K2 a H(ξ) sú dané:

K2 =

∫ ∞
0

g(y)

∫ y

0

H(ξ)dξdy,

H(ξ) =
1

ξg(ξ)

∫ ξ

0

(η − σ2)g(η)dη.

Funkcia P̄2(t, r) má predpis:

P̄2(τ, r) = R1(τ)e−B(τ)r,

kde funkcia R1(τ) je v prípade nenulovej korelácie daná vz´ahmi:

R1(τ) =

[
−
∫ τ

0

µ(s)e−C1(s)ds

]
eC1(τ),

C1(τ) =

(
−θ1 +

λ1σ
2

κ1

+
σ2

2κ2
1

)
τ −

(
θ1 −

λ1σ
2

κ1

− σ2

κ2
1

)
e−κ1τ − 1

κ1

− σ2 e
−2κ1τ − 1

4κ3
1

,

µ(τ) =
2λ2

v

[
2λ2

v

(
K3 + σ2K1

)
f(τ) +D

(
λ1B(τ)A(τ)D(τ) +

1

2
B2(τ)A(τ)D(τ)

)]
+

2

v2
f(τ)K4

(
λ1B(τ) +

1

2
B2(τ)

)
.

33



V prípade nenulovej korélacie sa funkcia µ(τ) zmení na funkciu µ∗(τ):

µ∗(τ) =
2(λ2 + ρB)

v

[
2(λ2 + ρB)

v

(
K3 + σ2K1

)
f + V

(
λ1BAD +

1

2
B2AD

)]
+

2

v2
fK4

(
λ1B +

1

2
B2

)
.

Kon²tanty K1, K3, K4 sú dané vz´ahmi:

K1 =

∫ ∞
0

∫ y

0

(ξ − σ2)g(ξ)dξdy,

K3 =

∫ ∞
0

y2H(y)g(y)dy,

K4 =

∫ ∞
0

(y − σ2)g(y)

∫ y

0

H(ξ)dξdy,

kde g(y) predstavuje hustotu limitného rozdelenia stochastického procesu y a funkcia

H(y) bola odvodená ako

H(y) =
1

yg(y)

∫ y

0

(ξ − σ2)g(ξ)dξ.
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Záver

V tejto práci sme sa zaoberali Fong-Va²í£kovým modelom krátkodobej úrokovej miery

a h©adaním aproximácie ceny dlhopisu. Na základe bezarbitráºneho princípu sme za

predpokladu vytvorenia bezrizikového portfólia odvodili diferenciálnu rovnicu, ktorú

musí cena dlhopisu sp¨¬a´. Funkciu ceny dlhopisu sme h©adali v tvare nekone£ného

rozvoja pomocou pomocných funkcií Pi vzh©adom na parameter ε, ktorý vyplynul z

pre²kálovania stochastického procesu volatility. Tento proces bol pre²kálovaný za pred-

pokladu, ºe volatilita sa pohybuje v rýchlej²ej £asovej ²kále ako samotná úroková miera.

Prvé dva £leny nekone£ného rozvoja ceny dlhopisu boli odvodené v rámci diplomovej

práce Radky Sele£éniovej [13]. Cie©om tejto práce bolo preto odvodenie tvaru tretieho

£lenu tohto rozvoja, ktorý závisí od hodnoty volatility. Túto funkciu sme odvodili za

predpokladu nulovej korelácie medzi dvomi Wienerovými procesmi vystupujúcimi v di-

ferenciálnych rovniciach, ktorými je de�novaný model, ale aj za predpokladu nenulovej

korelácie. V tomto prípade závisí cena dlhopisu aj od korela£ného koe�cientu medzi

dvomi Wienerovými procesmi. Získané výsledky sú sumarizované v poslednej kapitole

práce.

Predmetom ¤al²ieho výskumu by mohla by´ napríklad numerická analýza integrálu

z funcie µ(τ) odvodenej v tejto práci, ako aj kon²tantám K1, K2, K3, K4, od ktorých

závisí odvodený tvar funkcie ceny dlhopisu.
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