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Abstrakt

DOBRIKOVA, Michaela: Riegenie spojitych uloh optimalneho riadenia metéodou ana-
lyzy fazovych portrétov [Diplomova pracal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fa-
kulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky,
skolitel: doc. RNDr. Margaréta Halicka, CSc., Bratislava, 2016, 64 s.

Praca sa zaobera kvalitativnou analyzou tloh optimélneho riadenie pomocou fazového
portrétu. Tato geometrickd metdda sa vyuziva napriklad pri dlohach, kde z podmie-
nok Pontrjaginovho principu maxima dostaneme sistavu diferencidlnych rovnic, ktora
nevieme explicitne rieSit. V praci sme sa zamerali na autonémne tlohy s diskontnym
faktorom, ktorych Hamiltonova funkcia je naviac rydzokonkdvna v riadiacej premen-
nej. Najprv sme zhrnuli zakladné poznatky o rieSeni tloh optimélneho riadenia a fazo-
vych portrétoch, nasledne sme odvodili tvar diferencidlnych rovnic a Jakobiho matice
pre vSeobecne zadant ulohu v priestore stavovej a riadiacej premennej. Tiez sme sa po-
zreli na predpoklady, ktorych splnenie vedie k pevnému bodu sedlo, kedze s takymto
pevnym bodom sa v ekonomickych tlohach casto stretavame. Nasledne sme sa blizsie
pozreli na Ramseyho model ekonomického rastu a jednoznac¢nost rieSeni v tomto mo-
deli. Posledna kapitola je venovana tlohe o optimalnej spotrebe, v ktorej v zavislosti
od vztahu medzi Grokovou mierou a diskontnym faktorom, mézeme ziskat rozne typy

pevného bodu.

Krlucové slova: Pontrjaginov princip maxima, diferencialne rovnice, fazovy portrét,

sedlo



Abstract

DOBRIKOVA, Michaela: Solution of the continuous optimal control problems by met-
hod of phase portraits analysis [Diploma thesis|, Comenius University in Bratislava,
Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied Mathematics
and Statistics; Supervisor: doc. RNDr. Margaréta Halicka, CSc., Bratislava, 2016, 64p.

This thesis deals with qualitative analysis of optimal control problems using the phase
portraits. This geometric method is used for example in problems, where system of dif-
ferential equations we get using Pontryagin’s maximum principle cannot be solved
explicitly. In this thesis we focus on discounted autonomous optimal control problems
with strictly concave Hamiltonian function in the control variable. At first we sum-
marize basic knowledge about solving optimal control problems and phase portraits,
then we derive system of differential equations and the form of Jacobian matrix in the
state and control variable. We take a look at some assumptions, fulfillment of which
leads to the saddle equilibrium point. This type of equilibrium point is quite common
in economic models. Later we take a closer look at the Ramsey growth model and the
uniqueness of its solutions. The last chapter is about the optimal consumption prob-
lem. In this problem, depending on the relationship between the interest rate and the

discount factor, we can get different types of equilibrium points.

Keywords: Pontryagin’s maximum principle, differential equations, phase diagrams,

saddle point



OBSAH

Obsah

Uvod 8
1 Analyza fazového potrétu 10
1.1 Okrajovddloha . . . . . ... ... 10
1.2 Fazovy portrét . . . . . . . .. 13
1.3 Veta o rovnovaznom bode . . . . . . . ... ..o 15
1.4 Jednoznacnost rieSeni pre zvolené xo, zpa T . . . . . . . . ... .. .. 15
1.5 Zavislost od poc¢iato¢nych podmienok . . . . . . ... .. ... ... .. 16
2 Uloha s rydzokonkdvnym Hamiltonidnom 19
2.1 Formulicia tlohy . . . . . . .. ..o 19
2.2 Analyza v priestore stavovej a adjungovanej premennej . . . . . . . .. 21
2.3 Analyza v priestore stavovej a riadiacej premennej . . . . . . .. .. .. 23

2.4 Priklady tloh s rydzokonkdvnym Hamiltonidnom v riadiacej premennej 25

2.4.1 Nerlove-Arrow reklamny model . . . . . . ... ... ... ... 26

2.4.2 Optimalny lovryb . .. .. 00000 27

2.4.3 Vidale-Wolfe reklamny model . . . . .. .. .. ... ... ... 28

2.4.4 Gouldovmodel . . ... ... .. ... 29

3 Ramseyho model 31
3.1 Ramseyho model ako tiloha optiméalneho riadenia . . . . . . .. .. .. 31
3.2 Analyza v priestore stavovej a riadiacej premennej . . . . . . . ... .. 33
3.3 Zavislost ¢g od T pri pevhom kg a kp . . . . . . . ... ... .. 40
3.4 Analyza v priestore stavovej a adjungovanej premennej . . . . . . . .. 44

4 Uloha o optimalnej spotrebe 49
4.1 PPM, analytické rieSenie a jednoznac¢nost rieSenia . . . . . . .. .. .. 49
4.2 Analyza fazového portrétu . . . . . .. ..o 51
4.3 Zavislost pociato¢nej spotreby a koncového ¢asu . . . . ... ... ... 57
Zaver 61
Zoznam pouzitej literatary 63



UvVOD

Uvod

Pri rieseni spojitych tloh optimalneho riadenia sa moze stat, ze diferencidlne rov-
nice, ktoré dostaneme pouzitim Pontrjaginovho principu maxima, sa nedaji analyticky
rieSit. Pripadne chceme analyzovat ulohu, v ktorej vystupuja len v8eobecné funkcie,
o ktorych predpokladame, ze maja urcité vlastnosti. V takomto pripade méze pomoct
analyza fazového portrétu, geometrickd metdda, pri ktorej moézeme pomocou fazového
portrétu odhadnut rieSenie systému diferencialnych rovnic a jeho vlastnosti.

Tato metoda ma vsak niekolko obmedzeni. Aby sme mohli fazovy portrét vykreslit
v rovine, potrebujeme, aby boli stavova i riadiaca premenna jednorozmerné. Taktiez
je dolezité, aby bola tiloha autonémna. Pre neautonémne tlohy sa totiz fazovy por-
trét meni spolu s c¢asom t. épecialnym pripadom neautonémnych tloh, ktoré mozno
rieSit pomocou analyzy fazového portrétu, su tlohy, v ktorych jedind neautonémnost
predstavuje diskontny faktor (tzv. autonémne tlohy s diskontnym faktorom).

Vseobecne je analyza fazového portrétu popisana na niekolkych stranach napriklad
v [11]. Konkrétne aplikicie tejto medtody mozeme najst napriklad v [5]. Kvalitativna
analyza pomocou fazového portrétu je tu vyuzita pri rieSeni Solowovho modelu so singu-
larnym riadenim, pri syntéze optimalneho riadenia pri linedrnej tilohe najrychlejsieho
prechodu, ale aj pri rieSeni Ramseyho modelu ekonomického rastu. Zaroven tu naj-
deme aj vSeobecnejsi pohlad na rieSenie autonémnej tlohy s diskontnym faktorom v
priestore stavovej a adjungovanej premennej. Dalsie aplikdcie mozno najst v [13], kde
st okrem Ramseyho modelu riesené aj reklamné modely (Nerlove-Arrow advertising
model, Vidale-Wolfe advertising model) & model o optimalnom riadeni zneéistova-
nia (A pollution Control model). Dalsou aplikaciou, s ktorou sme sa stretli je tloha
o optimélnej drovni korupcie, ktorej je venovany ¢lanok [3]. V tomto ¢lanku sa zarovei
stretneme s tzv. Skiba bodom. Ide o Speciadlny bod v tlohach s viacerymi pevnymi
bodmi. Zac¢inajic v tomto bode ziskame rozne rieSenia s rovnakou hodnotou tcelove]
funkcie [2]. Zaujimavym rozsirenim je tiez [15], kde sa v Ramseyho modeli namiesto
konkévnej produkénej funkcie uvazuje konvexno-konkavna funkcia.

V tejto praci sa blizSie pozrieme na kvalitativnu analyzu Ramseyho model rastu
najméi v priestore stavovej a riadiacej premennej. Tomuto modelu je venovani napri-

klad aj diplomova praca [6], rieSenie pomocou fazového portrétu najdeme v [5], [14]
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a [13]. Tento model spliia podmienku o rydzokonkévnosti Hamiltonovej funkcie v ria-
diacej premennej, ktort splhaja aj dalsie ekonomické modely, vyhodné tak moze byt
odvodenie diferencialnych rovnic a Jakobiho matice pre vseobecnt tlohu splhajicu
takidto podmienku. Pomocou Jakobiho matice potom mozno urcit o aky typ pevného
bodu ide a kedy ide o pevny bod typu sedlo, s ktorym sa v ekonomickych ulohach ¢asto
stretavame. Vyvodenie takychto rovnic vo vSeobecnosti v priestore stavovej a riadiace]
premennej a analyza vlastnosti prislusného rovnovazneho stavu s ciefom tejto prace.

Pri Ramseyho modeli nas zaujala este jedna vec, z fazového portrétu v [5] vidime,
7e rovnaké okrajové podmienky spliaja viaceré trajektorie. My by sme sa cheeli blizsie
pozriet na to, ako je to s jednoznacnostou rieSenia, ak priddme podmienku na hodnotu
koncového Casu. V tejto suvislosti je nasim dalsim cielom popisat postupy pri fazo-
vej analyze a podrobnejSie analyzovat pripady, kedy jednoznac¢nost z portrétov nie je
zrejma.

Ked7Ze trieda uloh, ktoré mozno riesit pomocou analyzy fazového portrétu je celkom
siroka, rozhodli sme sa v tejto praci zamerat na autonémne tlohy s diskontnym fak-
torom, ktorych Hamiltonova funkcia je rydzokonkavna v riadiacej premennej. Praca je
rozdelena na Styri kapitoly. Prva bude venovana podmienkam Pontrjaginovho principu
maxima a sposobu ako z tychto podmienok odvodit systém diferencidlnych rovnic, bud
v priestore stavovej a riadiacej premennej, alebo v priestore stavovej a adjungovanej
premennej. V druhej Casti tejto kapitoly zhrnieme zdkladné poznatky, ktoré potrebu-
jeme k analyze fazového portrétu. V druhej kapitole sa pokisime o vSeobecnejsi po-
hlad na rieSenie tloh s rydzokonkavnym Hamiltonidnom v priestore stavovej a riadiacej
premennej. Cela tretia kapitola bude venovanad Ramseyho modelu rastu. Pozrieme sa
na rieSenia, ktoré vyhovuju réznym okrajovym podmienkam, ale aj na zéavislost konco-
vého Casu a pociatocnej spotreby. Posledné kapitola bude venovana tlohe o optimalnej

spotrebe, ktora je Specidlnym pripadom Ramseyho modelu.



1 ANALYZA FAZOVEHO POTRETU

1 Analyza fazového potrétu

V tejto kapitole, ktora je spracovand najmé pomocou [5] a [11], ale napriklad aj [8],
sa venujeme tomu, ako z nutnych podmienok optimality pre tlohu optimalneho riade-
nie ziskame systém diferencialnych rovnic a ako tento mozno riesit pomocou fazového
portrétu. Kedze fazové portréty nam pri viacrozmernych tlohéch velmi nepomézu, bu-
deme sa v tejto praci zaoberat tlohami s jednorozmernou stavovou a jednorozmernou

riadiacou premennou.

1.1 Okrajova uloha

Uvazujme tlohu optimalneho riadenia s pevnym ¢asom:

kde stavova premenn z aj riadiaca premenné u st jednorozmerné a funkcie f, f°, g € C*.

Pre takato ulohu ma Hamiltonova funkcia tvar:

H(t,w,u, 0,0 = O fO>t, m,u) + b f(t, 2, u). (1.6)

Podl'a Pontrjaginovho principu maxima [5] optimalne riadenie 4(t) a jeho odozva Z(t)

spolu s rieSenim v (t) adjungovanej rovnice:

Of°(t,&(t), u(t)) Of(t, &(t), u(t))
V() = ' =——o- AU — (1.7)
a podmienky tranzverzality )
o(t) = 20D,
splhaji podmienku maxima:
H(t,2(t), a(t),(t),v°) = max H(t, 2(t), u(t),¥(t),°), Vte[0,T]. (1.8)

uelU

10



1 ANALYZA FAZOVEHO POTRETU

Ak je mozné z podmienky maxima vyjadrit riadiacu premenni u ako funkciu pre-
mennych ¢,z a ¥, tzn. u = v(t, z,v), po dosadeni do stavovej a adjungovanej rovnice

dostaneme neautonémnu ststavu dvoch diferencialnych rovnic:

w@) _ _woﬁf (t,x(tg,xv(t,x,ﬂ))) _w@)@f(t,x(t)a,;(t,x,l/;))’

(t) = f(t,x(t),v(t, z,)). (1.10)

(1.9)

Naviac mame podciato¢ni podmienku z(0) = z, jednu podmienku tvaru g(z(7)) = 0
a podmienku tranzverzality, ktord vSak dava eSte jednu nezndmu. V skutocnosti tak
dostaneme sistavu dvoch neatonémnych diferencialnych rovnic o dvoch neznédmych
s dvoma okrajovymi podmienkami. Ich rieSenim dostaneme kandidata na optimélne
rieSenie a nasledne dosadenim x(t) do vzfahu u = v(t, x, 1) aj kanditata na optimélne
riadenie.

Hlavne z interpreta¢nych dévodov moze byt niekedy lepSie pracovat v priestore
stavovej a riadiacej premennej. To je mozné, ak z podmienky maxima (1.8) vieme
explicitne vyjadrit adjungovani premennu @ ako funkciu premennych ¢, x a u, tzn.
Y = w(t, z,u). Ak sa naviac da funkcia w totalne derivovat podla nezavislej premennej
¢, pricom vieme explicitne vyjadrit aj 1) ako funkciu u,¢ a x, mozeme dosadit do (1.7)
za 1) aj ¢, ¢im dostaneme stistavu dvoch neautonémnych diferencialnych rovnic o dvoch
neznamych, tentokrat vsak v priestore stavovej a riadiacej premenne;j.

V oboch tychto pripadoch mozno tlohu rie$it numericky, kedze v8ak dostaneme
vo vSeobecnosti neautondémnu ststavu, rieSenie pomocou fazového portrétu v priestore
(x,1), resp. (x,u) nie je mozné. Na takuto analyzu potrebujeme, aby bola sistava
autonémna. Takato dostaneme pre autonémnu tlohu, kde dcelova funkcia a stavova
rovnica priamo nezavisia od premennej t.

épecialnym pripadom neautonémnych tloh, pre ktoré mézno spravit kvalitativou

11



1 ANALYZA FAZOVEHO POTRETU

analyzu, si tzv. autonémne tlohy s diskontnym faktorom, ktoré maju tvar:

max/o e " FO(z(t), u(t))dt, (1.11)
o(t) = f(x(t),u(t)), tel0,7T], (1.12)
z(0) = o, (1.13)
u(t) € U, (1.14)
( (1.15)

—_
—_
ot

V tejto tlohe jedini neautonémnost predstavuje diskontny faktor e="*. Ak pre takito
tlohu zavedieme transforméciu ¢ = e, )0 = 0 a H = e"' H, potom plati nasledovna

veta :

Veta 1.1. (/5], kapitola 7) Nech a(t), t € [0,T] je optimdlne riadenie a &(t) je jeho
odozva pre tdlohu (1.11)-(1.15). Potom existuji také konstanty (4°,%) # 0, ¢° > 0,

X € R, Ze U(t) riesenie adjungovanej rovnice

— o]y 0 7
P(t) = rY(t) — 5 5 U(t) (1.16)
a podmienky tranzverzality R
S 09(2(T))
Y(T) = TX (1.17)
spliia spolu s U(t) a #(t) podmienku mazima
AG(t) (), 9°, (1)) = max H(3(0), u(t), 0% 0(0) Wee.7]  (L18)
a ak je iloha s volnym casom, tak aj podmienku stacionarity
H(&(t), a(t), 9%, 9 (1)) = 0. (1.19)

Prikladom autonémnej tlohy s diskontnym faktorom je aj Ramseyho model rastu,
ktorym sa budeme zaoberat neskdr. Aplikdciou podmienok z predoslej vety ziskame
siustavu diferencidlnych rovnic, ktord budeme riesit.

Je dolezité poznamenat, Ze podmienky Pontrjaginovho principu maxima si len
nutnymi podmienkami optimality, ktorych rieSenim ziskame len kandidata na rieSenie.
Za urcitych dodato¢nych podmienok, ktoré sa sformulované v nasledujicej vete, budi

aj postacujicimi podmienkami. Vetu sme sformulovali pre alohu tvaru (1.1)-(1.5).

12



1 ANALYZA FAZOVEHO POTRETU

Veta 1.2. (PPM ako postacugica podmienka mazima, [5], Veta 13.2)
Nech a(t), #(t) su pripustné pre dlohu (1.1)-(1.5) s pevngm ¢asom a nech spolu s ° = 1
a (t) spliiaji podmienky PPM. Nech pre kaZdé ) je funkcia

HO(t, 0, ¢) = max H(t, z,u, ¢) (1.20)

konkdvna v premennej x a nech funkcia g(x) je linedrna, tzn. g(x) = Gx + ~. Potom
a(t) je optimdlne riadenie. Navyse, ak H je rijdzokonkdvna, tak 4 je jediné optimdlne

riadente.

Pozndmka: (|5]) Predpoklad Vety o konkavnosti H° je splneny, ak H (¢, z,u, ) je kon-

kdvna v (z,u) a U je konvexna.

1.2 Fazovy portrét

Vyuzitim Pontrjaginovho principu maxima sme ziskali stistavu diferencidlnych rovnic
(1.9) a (1.10). Tato vo vSeobecnosti nemusi mat explicitné rieSenie, pri¢om pri rie-
Seni moze pomoct analyza fazového portrétu. V tejto podkapitole, ktora je spracovana
najmé pomocou [11] a [8], sa venujeme konstrukeii fazového portrétu vo vseobecnosti.

Uvazujme ststavu dvoch diferencidlnych rovnic o dvoch nezndmych

T =F(x,y), (1.21)

y = G(z,vy), (1.22)

F, G st C! spojité funkcie. Tato sistava je autonémna, kedZe & a 9 nezavisia priamo
od nezévislej premennej t. Pri kresleni fadzového portrétu najprv vykreslime izokliny,
krivky, pre ktoré plati F'(z,y) = 0 resp. G(z,y) = 0. V prvom pripade ide o krivku, kde
2 = 0 a teda v ziadnom bode na tejto krivke sa nemeni premenna x, podobne v druhom
pripade sa nemeni premennd y. Prienikom tychto dvoch kriviek je bod £ = (z, ), ktory
sa nazyva ekvilibrium alebo aj pevny bod. Ide o bod, v ktorom sa nemeni ani premenna
x, ani premenné y. Naviac je tento bod aj rieSenim ststavy rovnic (1.21), (1.22).
Izokliny rozdelia fazova rovinu na oblasti (izosektory), v ktorych vieme o kazdej
premennnej, ¢i rastie alebo klesa s ¢asom. Uvazujme pripad F(x,y) > 0 nad izoklinou
t=0a F(z,y) <0 pod touto krivkou. Podobne uvazujme G(z,y) > 0 nad krivkou

y=0aG(z,y) <0 pod touto krivkou. Potom mozeme fazovy portrét rozdelit na Styri

13



1 ANALYZA FAZOVEHO POTRETU

oblasti. Tieto sa liSia spravanim premennych z a y, pricom z,y menia znamienko len
vtedy, ked prechadzaji izoklinami. Uvazujme oblast kde F(z,y) > 0 a G(z,y) > 0.
Integralna krivka prechadzajica bodom v tejto oblasti je rastiica v oboch premennych.

Rastucost/ klesajticost integralnych kriviek je naznacena v Obr.1 Sipkami.

y F(x,y)=0

G(x,y)=0

Obr. 1: Izosektory pre systém (1.21)-(1.22)

KedZe optimalne trajektorie musia splihat diferencidlne rovnice, musia spliat i

smery naznacené Sipkami. Naviac vieme urcit aj sklon trajektorii na izoklinach. Ked'ze

dy _ dy jdz

=g = %, tak pre krivky, kde y = 0, je sklon trajektorie

sklon krivky je dany ako
nulovy, zatial ¢o pre & = 0, je sklon nekonecno.
Ak do fazového portétu zakreslime eSte aj niektoré integralne krivky, dostaneme

Obr. 2, v ktorom §ipky znézorhuji smer pohybu s ¢asom.

F(x,y)=0

G(x,y}=0

Obr. 2: Vseobecné riefenie pre systém (1.21)-(1.22)

14



1 ANALYZA FAZOVEHO POTRETU

1.3 Veta o rovnovaznom bode

V8eobecnym riesenim ststavy diferencidlnych rovnic je trieda trajektorii. Vidime, ze
na Obr. 2 niektoré konverguji k pevnému bodu F, zatial ¢o niektoré diverguju prec
od tohto bodu. Tato situécia ¢asto nastava v ekonomickych tlohéch, kde je pevny bod
typu sedlo. Presny typ pevného bodu vSak ur¢ime az na zaklade vlastnych ¢isel Jako-

biho matice vycislenej v pevnom bode, ktord mé nasledujtci tvar:

F(z,9) F,(2,9)
Ga:(‘/z.a g) Gy(i? g)

kde F;(z,y), resp. G;(Z, y) predstavuje parcidlnu derivaciu funkcie podla zlozky vektora

(1.23)

(x,y) vy€islent v pevnom bode Z, 3.

Pre pevny bod typu sedlo plati pre jeho malé okolie nasledujica veta:

Veta 1.3. ([11], str.253) Uvazujme systém rovnic (1.21) a (1.22) a predpokladajme,
e F a G si C' na okoli pevného bodu E = (Z,7). Dalej predpokladajme, Ze vlastné

c¢isla matice (1.23) si redlne a maju rozne znamienka alebo ekvivalentne

(F, —G,)?* +4F,G, >0 (1.24)

F,G, — F,G, <0, (1.25)

pricom vSetky parcidlne derivdcie si vycislené v bode E = (Z,1). Potom existuji prave
dve rieSenia (x1(t),y1(t)) a (x2(t),y2(t)) na nejakom intervale [ty, 00|, ktoré konverguji
k bodu E = (z,y). Tieto rieSenia konverguji k bodu E z opacngch smerov a obe si
dotycénicami k priamke prechddzajicej cez bod E, ktord md rovnaky smer ako vlastny

vektor zodpovedajici zdpornému vlastnému ¢islu. Takyto pevny bod sa nazyva sedlovy

bod.

1.4 Jednoznac¢nost rieSeni pre zvolené zy, zr a T

Vseobecnym rieSenim systému diferencialnych rovnic st trajektorie zobrazené na Obr.2.
Pre urcenie optimalneho riesenia pouzijeme okrajové podmienky. Uvazujme pociato¢ni

podmienku pre zy a koncovii podmienku pre x zobrazené na Obr. 3.
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1 ANALYZA FAZOVEHO POTRETU

Obr. 3: RieSenia sustavy (1.21)-(1.22) pre 2o < 27 < T

Zaujimavymi st pre nas vSetky trajektorie, ktoré prechadzaju bodom z( a s ¢asom
prejda aj bodom zp. Vidime, Ze danym okrajovym podmienkam méze vyhovovat via-
cero trajektorii, kazdej vSak moze trvat prechod od zy do z iny ¢as T. Ak st naviac
splnené podmienky Vety 1.2 s rydzokonkdvnym Hamiltonianom, tak vieme, Ze pre jednu
hodnotu ¢asu T existuje prave jedna trajektoria splhajica okrajové podmienky z a 7.
Ak by totiz takychto trajektorii bolo viac, existovalo by viac optimalnych rieSeni a to

by bol spor s Vetou 1.2.

1.5 Zavislost od pocdiatoénych podmienok

Neskor pri analyze zavislosti pociatocnej spotreby ¢y a koncového ¢asu T vyuzijeme

nasledujicu vetu, ktora tu sformulujeme aj dokazeme.

Veta 1.4. Uvazujme systém rovnic (1.21)-(1.22). Nech pre parcidlnu derivdciu funkcie
F podla premennej y plati F,, < 0 a pre parcidlnu derivdciu funkcie G podla premen-
nej x plati G, < 0 pre véetky x,y. Potom pre parcidlnu derivdciu premennej x podla

pociatocnej podmienky yo plati —8’3(’3234/0) <0 .

Dokaz:
Ide o derivaciu rieSenia podla pociatocnej podmienky. Derivacie podla pociatoc¢nych

podmienok za ur¢itych predpokladov spltiaju tzv. rovnicu vo variaciach (|4]), ktora ma
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1 ANALYZA FAZOVEHO POTRETU

tvar
d Oz d Ox ox ox
dt Oxo dt 0yo — Fx Fy Oz dyo (1 26)
40y doy G oo | |ew ou| '
dt Oxq dt Oyo T Y oxg Yo
Oznacme z; = 2% a 2, = 2% budeme riesit rovnicu
Yo Ayo’
2:1 Fx Fy Z1

- (1.27)
Z‘Q Gw Gy Z9
pricom mame po¢iatoéné podmienky z;(t) = g—y"’;(to) =0a 2(ty) = %(tg) =1
Zo spojitosti funkcii mame, kedze z5(tg) = 1, tak v okoli ¢y je 2z uréite kladné.

Pre Z;(tp) mame rovnicu

vzhTadom na predpoklady vety.

Vidime, 7Ze z(t) klesa v okoli bodu ¢, a kedze z(ty) = 0, tak z(t) je zaporné
na pravom okoli bodu z;(#p). V pravom okoli ¢y, teda méame 2(t) < 0 a z(t) > 0.
Chceme dokazat, ze tak tomu je pre vSetky ¢ € [tg, 00].

Vyuzijeme dokaz sporom. Nech existuje kone¢né 7 = sup {t | z1(t) < 0, z2(t) > 0}.

Zo spojitosti funkcii z1(t) a 29(t) vyplyva, ze moézu nastat tieto tri moznosti:
(a) z1(1) =0,22(7) =0
(b) z1(7) < 0,29(7) =0
(¢) z1(7) =0,25(7) >0

Moznost (a) mozno vylacit, lebo mame linearny systém a keby platilo z;(7) = 0,
2o(7) = 0, tak z;(t) = 0, z2(t) = 0 pre Vt, ¢o je spor s z(tg) = 1.

Ak by nastala moznost (b), tak by v bode 7 muselo platit, ze Z5(7) < 0, lebo v Tavom
okoli 7 je z9(t) > 0 a v bode 7 je 2o(7) = 0. Zaroven by v8ak z z,(7) < 0, 22(7) = 0,

predpokladov vety a rovnice (1.27) platilo
22(7') = G5521<T) > O, (129)

a teda moznost (b) nemdze nastat.
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1 ANALYZA FAZOVEHO POTRETU

Podobne, ak by mala nastat moznost (¢), tak by malo v bode 7 platit, ze z (1) > 0,
lebo v Tavom okoli 7 je z(t) < 0 a v bode 7 je z(7) = 0. Kedze vSak z (1.27)

a predpokladov vety pre z;(7) = 0, z2(7) > 0 zaroven plati
Z.1<T> = Fy22<7'> <0, (130)

tak nemoze nastat ani moznost (c¢). Prisli sme k sporu a teda plati z1(¢) < 0 a z5(t) > 0

Vit € [to,OO]. ]
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2 ULOHA S RYDZOKONKAVNYM HAMILTONIANOM

2 Uloha s rydzokonkivnym HamiltoniAnom

V tejto kapitole sa budeme venovat tlohdm optimalneho riadenia s rydzokonkdvnym
Hamiltonidnom v riadiacej premennej u. Naviac budeme uvazovat autonémnu tlohu
s diskontnym faktorom, kedZe takyto tvar uloh sa ¢asto vyskytuje v ekonomickych
modeloch. Pre taktto tlohu odvodime z podmienok Pontrjaginovho principu maxima
systém dvoch diferencidlnych rovnic, ktorych riesenim st kandidati na optimalne rie-
Senie. Ako sme spomenuli v ¢asti 1.1, je mozné to urobit dvomi sposobmi. Pre kazdy
sposob budeme d'alej analyzovat prislugnu Jakobiho maticu v pevnom bode a vyvodime

predpoklady sformulované v datach tlohy, ktoré zabezpedia sedlovost pevného bodu.

2.1 Formulacia tlohy

Uvazujme tlohu optimalneho riadenia na konec¢nom ¢asovom horizonte, ktora ma tvar

max /0 e " 02, u)dt, (2.1)
(t) = f(x,u) tel0,T], (2.2)
z(0) = o, (2.3)
x(T) = zr, (2.4)

pricom stavovi premennd z aj riadiaca premennd u st jednorozmerné a xg,xp, r a T’
st dané konstanty. Funkcia f° v téelovej funkcii a funkcia f zo stavovej rovnice st C?
spojité funkcie.

Hamiltonova funkcia (1.6) méa podla Vety 1.1 pre alohu (2.1)-(2.4) tvar

H(z,u, ) = 9w, u) + O f (z,u), (2.5)
pricom budeme predpokladat, ze plati ¢ = 1. Toto urcite plati napriklad pre tlohu
s volnym koncom alebo v pripade, Ze je stavova rovnica linearna v u pre vSetky = a v
a nemame ohranicenia na u.

V dalsom budeme pre jednoduchost pre parcidlne derivacie podla prislusnej pre-
mennej pouzivat oznacenie dolnym indexom a vynechdme vlnovku nad Hamiltonovou
funkciou a adjungovanou premennou.

7 predpokladu rydzokonkavnosti v premennej u pre Hamiltonovu funkciu plati
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2 ULOHA S RYDZOKONKAVNYM HAMILTONIANOM

Tento predpoklad je pre v > 0 urcite splneny, ak napriklad plati

0 (z,u) <0 a fulr,u) <0 Vo, u. (2.7)

uu

Z podmienky maxima (1.18) aplikovanim nutnej podmienky optimality musi optimélne

riedenie spliiat rovnicu
Hy(z,u,7) = f2(z,u) + ¥ fu(x,u) =0 Vt € 0,T]. (2.8)

Z rovnice (2.8) vieme vyjadrif adjungovani premenni v, od ktorej pozadujeme aby
bola kladna:
fO
wz—f—“>0 vVt € 10,T7. (2.9)

Aby bola adjungovand premenna vzdy definovana, budeme predpokladat, ze f, # 0.
Pre parcidlnu derivaciu f, funkcie f zo stavovej rovnice teda plati, Ze je bud vidy
kladné alebo vzdy zaporna. Splnenie predpokladu (2.9) zabezpefime tak, Ze budeme
7iadat aby platilo bud

2 z,u) <0, fulr,u) >0 (2.10)

alebo

fox,u) >0, fu(v,u) <0, (2.11)

pri¢om tento predpoklad mozeme jednoduchsie zapisat ako

Jo(,u) fulw,u) < 0. (2.12)

Podla tohto predpokladu, ak tucelova funkcia rastie s rasticou riadiacou premennou,
tak stavova premennd klesd a naopak ak ucelova funkcia klesa s rasticou riadiacou
premennou, tak stavovi premenné rastie.

V d'alsom mame dve moznosti ako pokracovat. Jednou je rieSenie tlohy v priestore
stavovej a adjungovanej premennej. Kedze predpokladame, ze Hamiltonova funkcia je
rydzokonkdvna v premennej u, tak jej parcidlna derivacia H, je rastticou funkciou v wu.
Vdaka tomu moézeme riadiacu premennt u z (2.8) vyjadrit ako funkciu premennych x

a1, tzn. u = u(z,1) a mame

H,(x,u(z,¢),¢) = 0. (2.13)
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2 ULOHA S RYDZOKONKAVNYM HAMILTONIANOM

Dosadenim za u do adjungovanej rovnice (1.16) tato spolu so stavovou rovnicou tvoria

systém diferencidlnych rovnic v premennnych z a v

T = f(z,u(x,)), (2.14)
Druhou moZnostou je riesit alohu v priestore stavovej a riadiacej premennej. Kedze
rovnica (2.8) ma platit pre vsetky ¢, tak jej totalnou derivaciou dostaneme vztah

H 1, 0) = [+ fo b fu i fus?)

= Hyud + Hytt + futb = 0, (2.16)

z ktorého vieme vyjadrit u ako

T xux_fu¢ o _HxZLf_f1L((T_fﬂC)w_fg)
B Hy B Hy ’

(2.17)

pricom sme v druhej rovnosti dosadili vztah (1.16). Kedze aj ¢ vieme podla (2.9)
vyjadrit ako funkciu premennych x,u, tak rovnica (2.17) spolu so stavovou rovnicou
(2.2) davaju ststavu dvoch diferencialnych rovnic o dvoch neznamych, ktori mézeme
analyzovat v priestore stavovej a riadiacej premennej. Rovnicu pre o v8ak ponechame
v tvare (2.17), pretoZe sa nam s fiou tak bude v dalsom lepgie pracovat. Pri derivovani
vSak vyuzijeme skutoc¢nost, Ze sme adjungovani premenni ¢ vyjadrili ako funkciu
stavovej premennej x a riadiacej premennej u.

Pouzité predpoklady a ziskané vztahy teraz zhrnieme do nasledujticej vety:

Veta 2.1. Ak loha (2.1)-(2.4) spliia (2.7) a (2.12), potom riesenia nutngjch podmienok
optimality s ° = 1 spliiaji systém (2.14) a (2.15), kde u(x,) je riesenim (2.13) a
taktiez spliiaji systém (2.2) a (2.17), kde 1 je dané vztahom (2.9).

2.2 Analyza v priestore stavovej a adjungovanej premennej

Pozrime sa teraz na systém diferencidlnych rovnic (2.14)-(2.15) pre stavovi a adjungo-
vanu premennt, kde u(x, ) je rieSsenim (2.13). Pri analyze pomocou fazového portrétu
je pre nas zaujimavy najméi typ pevného bodu (Z, ), ktory zistime z Jakobiho matice

vyjadrenej v tomto bode. Preto v tejto casti uvadzame tvar Jakobiho matice pre tato
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sustavu, jej determinat a vlastné ¢isla. Odvodenie tejto matice aj s dal§imi detailami
najdeme v [5].
Pre lepsiu ¢itatelnost neuvadzame argumenty funkcii, no vsetky s vyjadrené v pev-

nom bode. Potom podla [5] mé& Jakobiho matica pre sustavu (2.14)-(2.15) tvar

x"‘ ulyg ul
—Hxx — Hyyu, v — Hpyuy — [
[ Hy,

pricom sa v (2.19) vyuzili vztahy (2.20) a (2.21), ktoré boli ziskané implicitnym deri-
vovanim (2.13), a podla ktorych mozno vyjadrit parcidlne derivacie u ako

ou(@,¥)  Hpu(w,u(z,9),9) (2.20)

827 - Huu(I,U(JC:w)ﬂP)

0u(a:,@/})__ fu(x,u(x,@b)) ] (2.21)

o Hyu(w,u(x,9),v)

Determinant matice (2.19) mozno vyjadrit ako

2 2

= Bl £) = R ) i —(fug ) o2k (f“HH“)

:fz<rr—fx) _afm (222)

kde sme oznacili

H —2 H

KedZe ide o0 2 x 2 maticu, tak v pripade, Ze je det J < 0, sa vlastné ¢isla

i \/ﬂ 4 [(fx —qu—z) (r— (fx —hﬁ;g)) b (—Hm+§—2)]

2

_r VP Al — fo) —af) (2.24)
: .

tejto matice redlne a zaroven je jedno kladné a druhé zaporné. V takomto pripade
pojde o pevny bod typu sedlo. Ak by bol det J > 0, tak st bud obe vlastné ¢isla
kladné a realne, kedy je pevny bod nestabilny uzol alebo komplexné s kladnou realnou

¢astou a pevny bod je nestabilné ohnisko.
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2.3 Analyza v priestore stavovej a riadiacej premennej

Na zaklade predoslej podkapitoly sa teraz poktisime o podobnu analyzu v priestore
stavovej a riadiacej premennej pre ststavu diferencidlnych rovnic (2.2) a (2.17), kde

¢ splita (2.9). Pre vypocet determinantu Jakobiho matice tejto stistavy potrebujeme

najprv vyratat parcialne derivacie g—g a % vyjadrené v pevnom bode.

V nasledujtcich rovniciach pre lep$iu ¢itatelnost opat neuvadzame argumenty funk-

cii. Pri odvodzovani derivacii g—“ a 2% yyuzijeme, Ze v pevnom bode (Z, @) systému rovnic
u Oz

(2.2) a (2.17) plati £ = 0 a u = 0 a teda plati aj

f@a)=0a¢=(—f)—f=0. (2.25)

Taktiez budeme potrebovat parciadlne derivacie adjungovanej premennej v, a 1,

ktoré mozno zo vztahu (2.9) vyjadrit

_ gufu + fgfuu

b = = (2.26)
a
40 0
Wy = Mfufj fulur, (2.27)
Derivovanim (2.17) podl'a riadiacej premennej u potom mame
a_Z(E’m:% / f([gzu fo)v = 17) (2.28)
— [_Hmuuf - Ha:ufu - fuu((r - fm)w - f;g) — fu(rwu — fﬂﬂwu B facuz/} — 9(0)“] Huyy
H3,
' Huo [~ Houf —52((7” — fo) — f2)] (2.29)
~Haufu = (=10t FOSu)r = £2) + Fufuw () + £t
_ - (2.31)
—H:wu— _3u_ _f_g en — Jz) T JulJzu _f_B + g(c)u
Haf ( ( fu)fgoﬂ [2) + FulFen (—5) + £2) -
_ —Hpufu + Hujér —fo) + fullow _ I3 (2.34)
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Pricom v (2.30) sme vyuzili predpoklad (2.25) a v (2.31) sme vyuzili vztah (2.26) a
(2.9).

Podobne mézno vyratat aj parciadlnu derivaciu @ podla stavovej premennej x

i, 0 [—Huuf — ful(r— )0 — 1)

or 1) = 5 o 12
_ [_Hacacuf - qufx - fu(rwm - f;rxqu) - fac¢x - g(c)m) - fux((r - fx)qvb - fg)] Huu

HE,
_ _quf:z - fu((r _Hf:r)wm - fzxw — 9(0)90) <237)
 —Hafo = B = £ ﬁf+ff )+ fuleath + 035,
_Hmufm_(r_ffﬂ)(_ Sm_ <_§_§> fur>+fu(f$$w+ g?:r)

_ m (2.39)
I Hﬂﬁ —Jo)  futlar _ Hulr = if) thater (2.40)

kde sme v (2.37) vyuzili predpoklad (2.25) a v (2.38) sme vyuzili vztah (2.27).

H, —2f: wHzx 4 . . , .
zu(r I_{‘)H =22 Potom ma Jakobiho matica pre ststavu rovnic
uu

Oznacme opit a =

(2.2) a (2.17) vyjadrena v pevnom bode tvar

J= oo Ju (2.41)

a r— fp

pri¢om si vSetky funkcie vyjadrené v pevnom bode. Determinat matice (2.41) potom
mozno zapisat:
det J = fo(r — fi) — afa. (2.42)

Ti\/T2*4(fz(7‘7fz)7afu)
2

Vidime, Ze tento je rovnaky ako (2.22). Naviac su vlastné ¢isla Ay o =

Jakobiho matice (2.41) rovnaké ako vlastné ¢isla matice (2.19) a teda je pevny bod
v priestore stavovej a riadiacej premennej rovnakého typu ako v priestore stavovej a
adjungovanej premennej. Pevny bod teda moze byt typu sedlo, nestabilny uzol alebo
nestabilné ohnisko. Pripad nestabilného uzla nastane pri ulohe o optimalnej spotrebe,

ktorou sa budeme zaoberat v Stvrtej kapitole.
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2.4 Priklady dloh s rydzokonkAvnym HamiltoniAnom v riadia-

cej premennej

V tejto casti uvadzame priklady s ekonomickym zameranim, pri ktorych uz z dat dalohy
budeme vidiet, ¢i s splnené predpoklady Vety 2.1 a podmienka zapornosti determi-
nantu Jakobiho matice, ktory je vyjadrenny vztahom (2.41) a teda pevny bod v takejto
tlohe je typu sedlo.

V ekonomickych modeloch sa stéava, Ze Hamiltonova funkcia je separovatelna v pre-
mennych z a u a teda plati

H,, = 0. (2.43)

Determinant Jakobiho matice (2.41) sa v takom pripade zjednodusi na tvar

HCE(E
det J = —f2 — f22= 4 rf,. (2.44)
Huu
Ak by naviac platilo
H,, <0, (2.45)

tak st prvé dva ¢leny determinantu (2.44) zaporné. Ak naviac plati f, < 0, tak je
determinant (2.44) urc¢ite zaporny a teda ide o pevny bod typu sedlo. Aj v pripade,
Ze je parcialna derivacia funkcie f zo stavovej rovnice podla x kladna, tzn. f, > 0,
mozeme pre r dostato¢ne malé dostat zaporny determinant a teda opéat pojde o pevny
bod typu sedlo. Takyto pripad nastava pri Ramseyho modeli rastu, ktorému je venovana
cela tretia kapitola.

Naviac, ak okrem predpokladu o rydzokonkévnosti Hamiltonovej funkcie v premen-
nej u (2.6) plati aj (2.45) a teda je Hamiltonova funkcia rydzokonkavna aj v premenne;j
x a mame tiez (2.43), tak je Hamiltonova funkcia rydzokonkavna v premennych (z,u).
KedZze uvazujeme linedrnu koncovii podmienku (2.4), ¥° = 1 a mnoZina U je celé R
a teda je konvexné, tak podla Vety 1.2 stt podmienky Pontrjaginovho principu maxima

aj postacujicimi podmienkami optimality a optimalne rieSenie je jediné.
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2.4.1 Nerlove-Arrow reklamny model

Dalsim modelom, ktory spliia predpoklady Vety 2.1, (2.45) a (2.43) je Nerlove-Arrow

reklamny model, presnejsie jeho nelinedrne rozsirenie, ktoré je v [13| formulované

nasledovne:
max /0 e 1 (u) + o (x) — u] dt, (2.46)
@(t) = u(t) — 6x(t) tel0,T], (2.47)
2(0) = o, (2.48)
xz(T) = zr, (2.49)

kde r, 0, T, Go, G st dané konStanty, stavovd premennéa x predstavuje dobré meno
firmy a riadiaca premenna wu predstavuje snahu, ktori firma investuje do reklamy,
merant v dolaroch za jednotku ¢asu. Podla stavovovej rovnice (2.47), je ¢ista investicia
do dobrého mena rovna investovanej snahe do reklamy a amortizicii dobrého mena,
ktora je spdsobena napriklad tym, ze Tudia zabudaju a je dana kladnou konStantou
J. Funkcie m(u) a my(x) v ucelovej funkcii su rastice a konkévne, tzn. i (u) > 0,
mh(z) > 0, m/(u) < 0 a m)(z) < 0. Celkovy zisk teda tvori profit ziskany z reklamy a
z dobrého mena minus investovana snaha do reklamy.

Hamiltonova funkcia pre tito tlohu mé tvar
H(z,u,v) = m(u) + m(x) —u+ ¢Y(u — ox), (2.50)

pri¢om je zjavné, Ze tato je separovatelna v premennych (z,u) a teda je splneny predpo-
klad (2.43). Taktiez plati f0 = 7/(u) <0 a f,, = 0 a teda je splneny predpoklad (2.7)
o rydzokonkévnosti Hamiltonovej funkcie v premennej wu. Dalej derivovanim funkcie
z c¢elovej funkcie podla premennej u dostaneme fO(z,u) = 7} (u) — 1. KedZze je funkcia
m1(u) rydzokonkavna, tak jej derivacia ) (u) je klesajica a tak budeme predpokladat,
ze existuje uy také, ze na intervale [0,uy] je 7 (u) < 1 a teda 7}(u) — 1 < 0. Naviac
méame f,(z,u) =1 > 0 a teda na intervale [0, uy] plati predpoklad (2.12), ze f°f, < 0.
Hamiltonova funkcia (2.50) je taktieZ rydzokonkdvna v stavovej premennej z, kedze
plati H,, = 7{(x) < 0, tzn. je splneny predpoklad (2.45). Pre parcidlnu derivaciu
funkcie f, ktorou je definovana stavova rovnica (2.47), plati f,(r,u) = —6 < 0 a teda

okrem predpokladov (2.7), (2.12), (2.45) a (2.43) plati aj f.(z,u) < 0 . Determinant
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Jakobiho matice je pre takuto ulohu pre u € [0, uy| teda uréite zaporny a ide o pevny
bod typu sedlo. RieSenie tejto tilohy v priestore stavovej a adjungovanej premennej

najdeme napriklad v [13].

2.4.2 Optimalny lov ryb

Dalsim prikladom je tloha 8.2 Optimalny lov ryb, ktora je v [5] formulovana nasle-

dovne:

max /0 e~ p(u(t))dt, (2.51)

2.52

[N}
ot

3

[N}
ot

[\]
(&)

( (2.52)
( (2.53)
#(T) = or, (2.54)
( (2.55)
( (2.56)

pricom r, T, xy, x7 st kladné konstanty. Stavovd premennd x(t) v tomto pripade
predstavuje mnozstvo ryb v rybniku, vyjadrené ako c¢ast celkovej kapacity rybnika
a riadiaca premenné u(t) oznacuje tempo vylovu ryb. Cielom je maximalizovat celkovy
zisk, ktory je dany funkciou p(u). Tato je rastica a rydzokonkavna, plati teda p'(u) > 0
a p’(u) < 0. Mozeme si v8imnuat, ze v tejto tilohe méame aj ohranic¢enie na stavovi
premennt, no staci, ak budeme neskor fazovy portrét kreslit len pre interval x € [0, 1].

Pre tlohu (2.51)-(2.56) ma Hamiltonova funkcia tvar
H(z,u, ) = plu) + ¢ [z(1 —2) —u]. (2.57)

Pre Hamiltonovu funkciu (2.57) plati f2, = p”(u) < 0 a f,, = 0 a teda je splneny pred-
poklad (2.7) o rydzokonkavnosti Hamiltonovej funkcie v premennej u. Naviac mame
foz,u) =p'(u) >0a f, = -1 < 0ateda fOf, <0, ¢o je predpoklad (2.12). Tiez
vidime, 7e Hamiltonova funkcia je opat separovatelna v premennych (z,u) a teda plati
H,., = 0. Kedze plati aj H,, = —21¢ < 0, tak je druhy ¢len determinantu (2.44) — 35—22
zaporny. Potrebujeme teda este, aby f.(r—f.) = (1—2z)(r—(1—2z)) < 0. Tento vztah
urcite plati pre z € [5,1]. Ak = € [0, 3], tak je tento ¢len urdite nekladny pre r < 1,

¢o je rozumny predpoklad, kedze ide o diskontny faktor. Determinant Jakobiho matice
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je pre tuto ulohu teda zadporny a opét ide o pevny bod typu sedlo. Naviac aj v tomto
pripade st podmienky Pontrjaginovho principu maxima postacujicimi podmienkami

maxima.

2.4.3 Vidale-Wolfe reklamny model

V oboch vyssie uvedenych prikladoch je Hamiltonova funkcia separovatelnéa v riadiacej
a stavovej premennej. Nasledujice dva priklady u# tdto podmienku nespliaja. Uka-
7eme viak, Ze splhaji (2.7) a (2.12) a dalsie podmienky, vdaka ktorym opit pojde
o pevny bod typu sedlo. Prvym z modelov je Vidale-Wolfe reklamny model, ktory
je sformulovany v [13|. Av8ak namiesto uc¢elovej funkcie, ktora je linedrna v riadiacej

premennej u, budeme uvazovat pripad z [13] cvicenie 7.32, ktory méa nasledujici tvar

max /T e " (mr — u?)dt, (2.58)
(t) = pu(l —x) — oz t€10,T), (2.59)
2(0) = o, (2.60)
z(T) = zr, (2.61)

kde r, m, p, §, xg, xr a T st dané konStanty. Riadiaca premenné u opéit predstavuje
investicie do reklamy, no na rozdiel od Nerlove-Arrow modelu, stavovd premenné x
predtavuje podiel firmy na trhu a nadobida hodnoty z intervalu [0, 1]. Kladna kon-
Stanta 7 v ucelovej funkeii predstavuje maximéalny vynos pre z = 1. Celkovy zisk je
potom rovny tomuto vynosu, od ktorého odpocitame naklady spojené s reklamou, ktoré
st kvadratické. Podla stavovej rovnice (2.59) je zmena v premennej x dana reakciou
na reklamu, ktord je danéd kladnou konstantou p a stratou sposobenou zabudanim,
ktora je charakterizovand kladnou konstantou ¢.

Hamiltonova funkcia pre tlohu (2.58)-(2.61) méa tvar
H(z,u,7) = mx — u® + ¥(pu(l — z) — dz). (2.62)

Ako vidime tato nie je separovatelna v premennych (z,u). Dalej pre tento model plati
0 =-2<0, fu=20, f0= 2u <0 f, =p(1—2)>0prex € [0,1] a teda st

uu

splnené predpoklady (2.7) a (2.12). ZmieSana parcialna derivacia Hamiltonovej funkcie
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H,, = —p je zaporna, kedze z predpokladu (2.12) mame 1» > 0. Kedze stavova
rovnica i tcelova funkcia st linedrne v stavovej premennej x, tak mame H,, = 0.

V takomto pripade sa deteminant Jakobiho matice (2.42) zjednodu$i na tvar

qu —2 T
det J = fo(r — f,) — #ﬁ, (2.63)
Ked7ze plati f, = —pu—0 < 0, tak prvy ¢len (2.63) f.(r— f.) je ur¢ite zaporny. Navyse
méame (r — 2f,) =7+ 2pu+ 20 > 0 a teda clen —%ﬁfu je zaporny. Aj v tomto

priklade teda dostaneme zaporny determinant a pevny bod bude typu sedlo.

2.4.4 Gouldov model

Posledny priklad, ktory tu uvedieme, je rozSirenim predoslého modelu a ide o tzv.

Gouldov model. Tento je v [12] formulovany nasledovne

max /0 e " (m(x) — w(u))dt, (2.64)

z(t) = pu(l —x) — oz t€10,T), (2.65)
2(0) = o, (2.66)
z(T) = zr, (2.67)

kde r, §, p, zo, x1 a T st dané konstanty a w(u), m(z) dané funkcie. MéZeme si vSimnut,
ze tento model sa 1i8i od predoslého len ucelovou funkciou. Funkcia 7(z) je rastica
a konkdvna a funkcia w(u) je rastica a konvexnd, plati teda 7'(x) > 0, 7#"(z) < 0,

w'(u) >0 a w”(u) > 0. Hamiltonovu funkciu pre takito tilohu mozno zapisat

H(z,u,¢) = 7m(z) —w(u) + Y(pu(l —x) — ox). (2.68)

Pre tuto plati 0, = —w”(u) < 0 a f,, = 0 a teda je splneny predpoklad (2.7)

o rydzokonkavnosti Hamiltonovej funkcie v premennej u. Taktiez je splneny predpoklad

(2.12), kedze mame f, = p(1—z) > 0a fO = —w'(u) < 0. Dalej mame H,, = —pu < 0,

Hmu,("'—2fm)+qumrc
Huu

Hy, =7"(z) <0a fu(r,u) = —pu— 9§ < 0 ateda a = > (. Preto je
determinant Jakobiho matice (2.42) det J = (—pu—9§)(r+ pu+9) — af, uréite zaporny
a teda ide o pevny bod typu sedlo. Naviac ma Hessova matica Hamiltonovej funkcie

tvar

o LA (2.69)

—pu  —w"(u)
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Pre tato plati 7”(z) < 0 a —w”(u)7"(x) + (Yu)* > 0 a teda je Hamiltonova funkcia
rydzokonkavna v premenych (z,u) a teda pri koncovej podmienke (2.67), ¥° =1 a u >
0 aj v tomto pripade st podmienky Pontrjaginovho principu maxima postacujicimi
podmienkami optimality.

Na predoslych prikladoch sme ukazali rézne podmienky, ktoré moézu pomocet pri
urcovani pevného bodu typu sedlo. AvSak treba poznamenat, Ze tieto podmienky urcite

nepokryvaju vSetky mozné pripady.
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3 RAMSEYHO MODEL

3 Ramseyho model

V tejto kapitole sa budeme zaoberat Ramseyho modelom rastu ako tilohe optimalneho
riadenia, v ktorej jedini neautonémnost predstavuje diskontny faktor a teda ju mozno
rieSit pomocou analyzy fazového portrétu. Pri spracovani tejto kapitoly sme vyuzili
zdroje [5], [8], [11] a [1].

Frank Ramsey bol britsky matematik a filozof. V roku 1928 publikoval ¢lanok [10],
ktorého hlavnou témou bola otazka, kolko zo svojich prijmov by mal narod usetrit a
dalej investovat a kolko by mal spotrebovat. Tento sa stal vychodiskom pre mnohé

dalsie ekonomické modely.

3.1 Ramseyho model ako tloha optimalneho riadenia

Ramseyho model rastu s pevnym ¢asom bez ohraniceni na riadenie ako tiloha optimal-

neho riadenia méa vo vSeobecnosti nasledujici tvar:

max /OT e U (c(t))dt, (3.1)

k() = f(k(t)) — 0k(t) — c(t) te0,T], (3.2)
k(0) = ko, (3.3)
k(T) = kr, (3.4)

kde stavova premenna k predstavuje kapital a riadiaca premennéa c spotrebu. Funkcia
U v tcelovej funkcii je funkciou uzito¢nosti, o ktorej predpokladame, ze splia U € C?,
U'lc) >0, U"(c) <0, lim.0+ U'(c) = 0o a lim. o U'(c) = 0. Funkcia f v stavovej
rovnici je produkénou funkciou, o ktorej predpokladame, Ze splia f € C2, f'(k) > 0,
f"(k) < 0, limg_,o+ f'(k) = 0o a limy_, f'(k) = 0. KonStanty r a ¢ st kladné, pri-
¢om prva z nich vyjadruje mieru netrpezlivosti spotrebovat a druha predstavuje mieru
znehodnocovania kapitalu. Ulohou je najst funkciu spotreby c(t), ¢t € [0, T], ktora ma-
ximalizuje diskontovant uZito¢nost, pricom kapitél sa v ¢ase vyvija podla stavovej
rovnice (3.2). Zaroveii ziadame aby hodnota kapitilu spliiala pociatoéni podmienku
(3.3) a koncovtt podmienku (3.4).

Podobne ako v [5] na tuto tlohu aplikujeme Pontrjaginov princip maxima. Kedze

stavova rovnica je lineArna v ¢ a nemame ohranicenia na ¢, mozeme dosadit ¢¥° = 1 a
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teda Hamiltonovu funkciu (1.6) méZeme zapisat
H(k,c,t,¢) = e "U(c) + ¥ (f(k) — 0k — c). (3:5)

Adjungované rovnica (1.7) ma potom tvar

= (5= f' (k) (3.6)

a z podmienky maxima (1.8) aplikovanim nutnej podmienky optimality vieme vyjadrit

adjungovani premennt ako funkciu riadiacej premennej
Y(t) =e U (c) >0, Vtel0,T] (3.7)

Ked7ze tento vztah musi platit pre kazdé t € [0, T, tak jeho totalnou derivaciou ziskame
vyjadrenie pre w

w(t) = —re U (c(t)) + e U (c(t))é(t). (3.8)
Dosadenim rovnic (3.7) a (3.8) do adjungovanej rovnice (3.6) dostaneme diferencialnu
rovnicu

G
é= Gy T+~ S ) (3.9)

T4 spolu so stavovou rovnicou (3.2) a podmienkami (3.3) a (3.4) davaju okrajovia ulohu,

ktord mozno riesit v priestore premennych (k, c), teda v priestore stavovej a riadiacej
premenne;.

Predtym ne7 za¢neme tlohu analyzovaf, ukaZeme, 7e splita podmienky z poznamky
k Vete 1.2 a teda st podmienky, ktoré sme dostali aj postac¢ujicimi podmienkami. Pre

Hamiltonovu funkciu plati

0*H "
W(lﬂ,@t,@b) = 77Z)f (k) <0 Vte [07T]7 (310)
0*H
a
2
%—C[j(k’,c,t?w) =e"U"(c) <0 Vte[0,T], (3.12)

kedze ¢(t) > 0Vt € [0,T], f"(k) < 0, U"(c) < 0 a Hamiltonova funkcia je separova-
teln& v premennych (k, ¢). Naviac mnozina U je celé R a teda je konvexna a ¥ = 1. St
teda splnené podmienky z Vety 1.2 a teda ide o postacujice podmienky optimality. Na-
viac, kedZe je Hamiltonova funkcia rydzokonkavna, tak mame zarucené, ze optimalne

riadenie je jediné.
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3.2 Analyza v priestore stavovej a riadiacej premennej

Pre zjednodusSenie budeme predpokladat, ze

_Ute)
U ( C)

= Ac >0, (3.13)

kde A je kladna konstanta. Tento predpoklad je splneny napriklad pre funkcie tvaru

U(c) = y/c alebo U(c) = In(c), ktoré spliiaji vlastnosti U € C?, U'(c) > 0, U"(c) < 0,

U// (C) .

lime_,o+ U'(c) = 00 a lime_,o0 U'(k) = 0. Poznamenajme, Ze obrateny zlomok —%775 je

vo finan¢nej matematike oznacovany ako Arrow-Prattow absolutny koeficient averzie k
riziku. Je kladny pre rizikovo averzného investora. Cim je VACSI, tym je vacsia aj averzia
k riziku [9].

Pri rieSeni pomocou fazového portrétu najprv vykreslime izokliny. Zo stavovej rov-

nice (3.2) pre k = 0 mame
f(k) =0k —c=0<%<c= f(k) — k. (3.14)

Kedze f(k) je rydzokonkavna funkcia, tak aj ¢ = f(k)—dk, ako rozdiel rydzokonkéavnej
a linearnej funkcie, bude rydzokonkivna funkcia. Tato funkcia nadobtida maximum
v bode kjy, pre ktory plati f'(k) = §. Pre ¢ existuji z (3.9) dve izokliny, prva z nich je
krivka ¢ = 0. Nech pre k. plati f'(k.) = r + J, potom druhé izoklina je krivka k = k.
Funkcia f je konkavna, tzn. f”(k) < 0 a teda funkcia f'(k) je klesajuca. Z kladnosti r
a 0 potom dostaneme, ky; > k., kedZe r + § > §. Pevné body lezia na prieniku dvoch
izoklin, pri¢om pre jednu z nich plati & = 0 a pre druhd plati ¢ = 0. Tak ako mozno
vidiet v [5], d4 sa ukazaf, Ze existuju tri pevné body a to [0, 0], potom [k, ¢|, kde k = k.
ac= f(k.) — dk. a ete bod [k,, 0], kde pre k, plati f(k,) = 0k,. Nas bude zaujimat
oblast, kde ¢ > 0 a k > 0, zaujimavy je pre nas teda pevny bod [k, .

Izokliny rozdelia kladny kvadrant na Styri oblasti - izosektory. Teraz vySetrime
spravanie premennych s ¢asom v jednotlivych sektoroch. Nalavo od krivky k = k je
¢ > 0 a teda spotreba c rastie s ¢asom, zatial ¢o vpravo je ¢ < 0 a teda spotreba c je
klesajicou funkciou ¢asu. Pod krivkou ¢ = f(k) — 0k je k > 0 a teda kapital k rastie
s ¢casom. Nad touto krivkou je k < 0 a teda premenna k klesa s ¢asom. Smery pohybu

s ¢asom su znazornené v Obr. 4, pricom sme si jednotlivé sektory oécislovali.
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IT1.

¢ = flk) - 8k

Obr. 4: Izosektory pre systém rovnic (3.2) a (3.9)

Podla naznac¢eného smeru méZeme priblizne nacrtnat trajektorie, ktoré si vSeobec-
nym rieSenim tlohy. Na Obr.5 st len niektoré z nich, v skutoc¢nosti je ich nekone¢ne

vela.

c=f(k) -k

Obr. 5: Vseobecné rieSenie pre systém rovnic (3.2) a (3.9)

Ako si mézeme vsimnut, niektoré trajektorie ida smerom k pevnému bodu, iné sa
pohybuji od tohto bodu, z ¢oho predpokladame, Ze pevny bod je typu sedlo. Toto

tusenie este overime pomocou Jakobiho matice sdstavy, vycislenej v pevnom bode,
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ktora mé nasledujici tvar

J(k,¢) = J'(k) __6 - . (3.15)
Acf"(k) —A (r +6— f’(k:))

KedZe v pevnom bode plati (7’ +0— f’(l%)) = 0, tak determinat tejto matice v pevhom

bode (k,¢) je det(J(k,¢)) = Acf”(k). Vieme, Ze A je kladna konstanta, spotreba c je

kladna a f”(k) < 0. Determinant Jakobiho matice je teda zaporny. Kedze ide o 2 x 2

maticu, tak budi jej vlastné cisla redlne a budd mat opacné znamienka. Ide teda
o pevny bod typu sedlo.

Trajektorie zobrazené v Obr. 5 st len vSeobecnym rieSenim ststavy (3.6) a (3.9).

Na urcenie optimalneho rieSenia vyuzijeme okrajové podmienky pre kg a k7 a tiez hod-

notu ¢asu 7. Nech najprv plati ky < k < kp. Niektoré trajektorie vyhovujice takymto

podmienkam st zobrazené na Obr. 6. Mozeme si vS§imnut, Ze tieto za¢inaji v oblasti

II1., kde su kapital i spotreba rasticimi funkciami ¢asu a prejdia do oblasti IV., kde

kapital stale rastie, no spotreba uz klesa.

C II.
T
0 ko kK ki k

Obr. 6: Pripad kg < k < krp

Uvazujme teraz pripad ko < kr < k, teda aj pociatoény aj koncovy kapital st
mensie ako hodnota kapitalu v pevnom bode. Niektoré trajektorie st zobrazené na
Obr. 7. Tu mozu nastat dva pripady. Bud trajektoria cely ¢as lezi v oblasti II1. a teda
spotreba a kapital po cely ¢as rastii alebo trajektoria zac¢ina v oblasti III. a konci v
oblasti II.. V taktomto pripade sice opéif spotreba po cely ¢as rastie, no kapital najprv

rastie a neskor klesé, kedZe prekro¢ime izoklinu pre & = 0. Tiez si moéZeme vSimnut, Ze
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pre hodnoty ¢y, ktoré su z oblasti IIl., ale lezia nad sedlovou cestou, existuji dve tra-
jektorie vyhovujtce okrajovym podmienkam. Trajektorie oznacené cervenym celé lezia
v oblasti III., zatial ¢o zelené trajektorie, zac¢inajice v tom istom cg, prejdi do oblasti

II..

c [1.
I
AN c= (k) -6k
™
Y
P
V27
£Z
1
b
0 ko kr Kk k

Obr. 7: Pripad ko < kr < k

Ak by sme naopak uvazovali hodnotu pociato¢ného a koncového kapitalu vacsiu
ako hodnota v pevnom bode, tzn. k < ko < kr, opif moézu nastat dve moznosti. Ten-
tokrat vSak trajektorie urcite koncia v oblasti I'V., avSak ako modzeme vidiet na Obr. 8,
mozu v tejto oblasti cely ¢as lezat alebo mozu zacinat v oblasti I. V oboch pripadoch
spotreba po cely ¢as klesé s ¢asom, avSak kapital bud po cely ¢as rastie alebo najprv

klesa a potom rastie.

Obr. 8: Pripad k < ko < kr
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Zatial sme uvazovali pripady, ked pociatoény kapital kg bol mensi ako koncovy
kapital kr. V opa¢nom pripade dostaneme rieSenia s podobnymi vlastnostami, akysi
zrkadlovy obraz. Nech teda najprv kp < k < ko. Trajektorie vyhovujtce takymto pod-
mienkam si zobrazené na Obr. 9. Vidime, Ze tieto zac¢inaju v oblasti I. a kon¢ia v oblasti

I1. Kapital k po cely ¢as klesa s ¢asom, zatial ¢o spotreba ¢ najprv klesi a neskor rastie.

L.
c=f(k) -k

Obr. 9: Pripad kr < k < ko

Ak by bol pociato¢ny i koncovy kapital vaési ako hodnota kapitalu v pevnom bode
a zaroven kp < kg, vyhovovali by trajektorie zobrazené na Obr. 10. Vidime, Ze tieto
urcite zac¢inaju v oblasti I. a bud v nej aj po cely ¢as zostanu, alebo prejda do oblasti
IV. V prvom pripade spotreba i kapital po cely ¢as klesaji, v druhom pripade spotreba

opat po cely cas klesa, no kapital najprv klesa a neskor rastie.

-

c=f(k) -6k

o
=
==
.
=
=)
=

Obr. 10: Pripad k < kr < ky
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Posledny pripad, ktory méze nastat je kr < ky < k. Aj v tomto pripade, ako
mozeme vidiet na Obr. 11, mo6zu nastat dve moznosti. Trajektorie urcite koncia v
oblasti II., za¢inat vSak moZzu bud v tejto oblasti alebo v oblasti III. V oboch pripadoch
spotreba po cely cas rastie, avSak menia sa vlastnosti kapitalu. Ten v prvom pripade

po cely ¢as klesa, v druhom pripade najprv rastie a neskor klesa.

(2]
.f_

.

VA

44

N\ /4

-

4

g III.

LY

0k ko k k

Obr. 11: Pripad kr < ky < k

Spravanie kapitalu a spotreby budeme ilustrovat aj na nasledujicom priklade, kedy

uz vyuzijeme aj hodnotu koncového casu 7.

Priklad 1: Nech U(c) = 2y/c, f(k) = Vk, 6 = 0.25 a r = 0.25, po dosadeni do

rovnic (3.2) a (3.9) dostaneme sustavu diferencialnych rovnic:

=k —0.25k —c, (3.16)

1 L
é=—ell- =) (3.17)

Najprv ur¢ime izokliny, pre k=0 je to krivka ¢ = vk — 0.25k a pre ¢ = 0 mame bud
c = 0 alebo k£ = 1. Zaujimavym pre nas bude pevny bod, ktory je prienikom kriviek
¢ =+Vk—025k ak =1, tzn. (k,é) = (1,0.75). VSeobecné riedenie ststavy rovnic
(3.16) a (3.17) je zobrazené na Obr. 12. Toto rieSenie sme dostali numerickym rieSenim
okrajovej tlohy v Matlabe.

Trajektorie su farebne odliSené podla sprévania kapitdlu a spotreby s rasticim
¢asom t, pricom smer pohybu je naznaceny Sipkami. Z obrazku tiez mozno odhadnit,

kde priblizne lezi stabilnd a nestabilnd cesta. Nachadzaji sa na prieniku farebnych
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3 RAMSEYHO MODEL

Obr. 12: VSeobecné rieSenie systému (3.16)-(3.17)

oblasti, o stabilni cestu ide v pripade, ked trajektorie smeruju do pevného bodu,
zatial ¢o v pripade nestabilnej cesty ida smerom od pevného bodu.

Optimalne rieSenie dostaneme po vyuziti okrajovych podmienok. Uvazujme napri-
klad okrajové podmienky ky = 0.5, kr = 0.5 a T' = 15. V tomto pripade, ako modzeme
vidiet na Obr. 13, sa nachadzame v oblasti, kde spotreba ¢ stéale rastie s ¢asom, zatial
¢o kapitél k najprv rastie a neskor klesa. Na prvom z grafov je zavislost premennych k

a ¢ od ¢asu t, zatial ¢o v druhom je zobrazené riesenie v priestore (k, c).

o we et pges s

T e e e e

/}///l/,/l/
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\

L L L
1 1.1 12 e
k

Obr. 13: RieSenie systému (3.16)-(3.17) pre kg = 0.5, kp = 0.5 a T = 15

Staci ak zmenime jednu z podmienok a rieSenie sa zmeni. Nech ko = 1.5, k7 = 0.5 a
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3 RAMSEYHO MODEL

T = 15. Zmenili sme teda len hodnotu pociato¢ného kapitalu ky. Ako vidime v Obr.
14, dostali sme sa do oblasti, kde kapital k£ klesa s ¢asom a spotreba ¢ najprv klesa,

neskor rastie.

08

o8r

L r e e e —a —a s s

07r

F (I S TR N O S

06

as L g 0

Obr. 14: RieSenie systému (3.16)-(3.17) pre kg = 1.5, kr =0.5a T =15

3.3 Zavislost ¢y od T pri pevnom ky a kr

Riegenie ovplyviiuje aj volba ¢asu T, ¢im bliz§ie sme k pevnému bodu, tym menSie
st derivacie k a ¢ a preto na rovnaky presun medzi ky a kp potrebujeme dlhsi cas.
Mozeme to vidiet napr. v Obr. 15, kde vidime, Ze pre okrajové podmienky kg = 0.5
a kr = 2 rieSenie pre ¢as T = 20 prechadza v tesnej blizkosti pevného bodu, zatial
¢o rieSenie pre T' = 5 je od tohto bodu dost vzdialené. V Obr. 16 je zobrazeny vyvoj
rieSeni v ¢ase t € [0,T]. Vidime, Ze pre kratsi ¢as T' = 5 sa rieSenie meni dost rychlo
v porovnani s ¢asom T = 20. Tu rieSenie dosiahne malé okolie pevného bodu, isty cas

v fiom pobudne a potom sa opét meni.

Trajektorie na Obr. 15 spliaji rovnaké okrajové podmienky, no pre rozne hodnoty
koncového ¢asu T' a spotreby ¢g. Zaujimat nés teda moze vztah medzi tymito premen-
nymi. RieSenie pre stavovi premennti mozno zapisat ako funkciu ¢asu ¢ a pociato¢nej
spotreby co, ktora je tiez funkciou ¢asu. Pozadujeme, aby tato premenna k(t, co) spliala

podiato¢ni podmienku k(0, ¢o(T")) = ko a koncovit podmienku k(T ¢o(T)) = kr.
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Obr. 16: Porovnanie rieseni pre T'=5a T = 20

Pre sustavu rovnic (3.2) a (3.9) mame F, = —1 < 0 a G, = Acf”(k) < 0, pricom

druhé nerovnost plati, lebo f”(k) < 0, ¢ > 0 a A je kladna konStanta. St teda splnené
predpoklady Vety 1.4 a plati ack

30 < 0. Vdaka tomu moézno na koncovi podmienku
k(T co(T)) —

kr = 0 pouZit vetu o implicitnej funkcii, ktort méZzeme najst napr. v |7]
a ktora nam lokalne zarudi existenciu jedinej funkcie ¢o(7"). V takom pripade nam uz

Stvorica kg, kr, T a ¢y jednoznacne urci trajektoriu. Zaroven z tejto vety mame

dCo g;
ﬁ - 8k . (318)
dco

Uz vieme, 7e =~ - < 0, o znamienku derivacie dco teda rozhodne menovatel 2£ teda to,

ar>
v ktorej oblasti trajektorle koncia. Ak < 0, tak aj % dCO < 0 a naopak ak > 0, tak
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deg

77 > 0. Toto su vSak len lokalne vlastnosti, globélne vlastnosti overime empiricky.

aj

Pozrime sa teraz na tlohu z trochu iného pohladu, ktory nam ulah¢i numerické
vypocty. Uvazujme tlohu, kde méame zadané okrajové podmienky kg, k7, no namiesto
¢asu T mame zadani pociatoéni hodnotu spotreby ¢y a naSou ulohou je vypocitat
prave hodnotu 7. Nech ky a kp st pevne dané a hybeme len hodnotu pociatoc¢nej

spotreby. Na Obr. 17 je zobrazené zavislost ziskan& numerickym rieSenim pre dlohu o

Ramseyho modeli, ktorou sme sa zaoberali v Priklade 1, pre r6zne okrajové podmienky.

e Obr. 17(a) zodpoveda typu trajektorii, ktoré si na Obr. 11. Vsetky koncia v ob-

lasti II. nad izoklinou ¢ = f(k) — ok, kde g—’; < 0 a preto je zavislost klesajuca.

e Trajektorie na Obr.17(b) mozeme spojit s Obr.9. Tieto celé lezia nad izoklinou

¢ = f(k) — 6k, teda opit koncia v oblasti, kde % < 0 a teda je ¢y klesajucou

funkciou casu 7.

e Mozno si v§imnut, ze trajektorie na Obr. 17(c) a Obr. 17(e) vyhovuju okrajovym
podmienkam rovnakého typu. Ide o trajektorie podobné tym na Obr. 10. Na Obr.
17(c) je zavislost pre tie trajektorie, ktoré celé lezia nad stabilnou sedlovou ces-
tou. Tieto urcite koncia nad izoklinou ¢ = f(k)—dk a preto je zavislost klesajica.
Tie na Obr. 17(e) za¢inaji pod sedlovou cestou. V tomto pripade jednej hodnote
pociatocnej spotreby cg zodpovedaji dve trajektorie, jedna konéi v oblasti nad
spominanou izoklinou, druha je jej pokracovanim az do oblasti pod touto izokli-
nou. Pre kratsi ¢as teda trajektorie splhaji % < 0, preto je ¢y najprv klesajticou

funkciou T a pre dlhsi cas plati % > ( a teda ¢y je rasticou funkciou 7.

e Podobne sa mozeme pozrietf na trajektorie na Obr. 17(d) a Obr. 17(f). Tieto st
rovnakého typu ako tie na Obr. 7. Na Obr. 17(f) je zavislost pre tie, ktoré za¢inaju
pod stabilnou sedlovou cestou a na Obr. 17(d) tie, ktoré zacinaju nad touto
sedlovou cestou. V tomto pripade opif existuji dve trajektorie, ktoré spliiaju
rovnaké okrajové podmienky. Kratsie trajektorie koncia v oblasti pod izoklinou
¢ = f(k) — 0k, dlhsie nad nou, preto bude ¢y najprv rasticou funkciou ¢asu 17" a

neskor bude klesat s rasticim 7.

e Obr. 17(g) zodpoveda trajektoriam na Obr. 6. Ked'ze tieto celé lezia pod izoklinou

pre k= 0, kde plati k> 0, tak co je rastucou funkciou ¢asu 7'
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Na poslednom Obr. 17(h) st trajektorie, zobrazené na Obr. 8, ktoré celé leZia

v oblasti IV. pod nestabilnou sedlovou cestou. Tu je kapital k rasticou funkciou

¢asu a preto je tu ¢y rasrucou funkciou koncového ¢asu T'.
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3.4 Analyza v priestore stavovej a adjungovanej premennej

Zatial sme tlohu riesili v priestore stavovej premennej k a riadiacej premennej ¢, kedze
v tomto pripade mézeme riesenie jednoducho interpretovat. Ulohu mozno riesit aj
v priestore stavovej premennej k a adjungovanej premennej ¢. Podla [5] moZno pre-
menntd ¢ interpretovat ako tienoviu cenu, teda tato premenna vyjadruje aka hodnotu
ma pre nas dodato¢na jednotka kapitalu. Aj ked moze toto rieSenie byt fazsie interpre-
tovatelné, moze nam v niektorych pripadoch pomoct. Uvazujme napr. Bolzovu tlohu,

v ktorej je k tic¢elovej funkcii priratana funkcia koncovej spotreby

T
/ e U (c(t))dt + o(k(T)) (3.19)
0
a naviac nech je tloha s voInym koncom, t.j. nemame koncovi podmieku k(T') = k.
Pre ttto tlohu sa podla [5] zmeni len podmienka tranzverzality, ktora ma v takomto
pripade tvar:
Op(k(T)) o _ Op(k(T))
T)=0. ) =
W) =0x+—5—¥ %

Ak by sme tuto dlohu riesili v priestore stavovej a riadiacej premennej, nemali by sme

(3.20)

dostatok okrajovych podmienok. Avsak v pripade, Ze tito tlohu riesime v priestore
stavovej a adjungovanej premennej, mame okrem pociato¢nej podmienky k(0) = ko aj
koncovi podmienku (3.20).

Pre odvodenie rovnic v tomto pripade vyuzijeme tzv. current value formuléciu Ha-
miltonovej funkcie (pozri [5]), v ktorej sa pouziva substiticia 1) (t) = e"t)(t). Pre zjed-
nodu8enie nebudeme v dalSom pisat nad adjungovanou premennou vlnovku. Potom

podla Vety 1.1 adjungovana rovnica ma nasledovny tvar
b=ry =00 = (f'(k) = 0)Y = (r+5 = f'(k))e. (3:21)
Podmienka maxima méa tvar
ﬁ@é¢¢o=n§mﬂ@+¢«NM—5%—@. (3.22)
Aplikovanim nutnej podmienky na (3.22) dostaneme
U'(c) =1. (3.23)

Kedze U je konkavna, tak funckia U’ je klesajica a teda existuje k nej inverzné funkcia,

ktort oznacime V. Potom plati

c= V(). (3.24)
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Dosadenim do stavovej rovnice (3.2) mame
k= f(k) — 6k — V(%) (3.25)
Mame teda stistavu diferencidlnych rovnic

k= f(k) =6k =V (1), (3.26)

b= (r+06—f(k)e, (3.27)
ktora budeme riesit pomocou fazového portrétu. Z rovnice (3.26) mame V(¢) = f(k)—
ok a kedze V je inverzna funkcia k U, tak izoklina pre k = 0 mé tvar ¢ = U’(f(k)—dk).
Kedze U'(c) je klesajuca a funkcia f(k)— dk je konkdvna a ma maximu pre nejaké kyy,
tak zlozena funkcia U'(f(k) — 0k) bude klesajuca a7z po bod, kde k = kj;, potom bude
rast. Pre 1) = 0 mame z rovnice (3.27) izokliny ¢) = 0 a k = k, kde k splha 740 = f(k).
Pevny bod (k, 1)) je prienikom kriviek k = k a o = U'(f(k) — 0k).

Opiét je pre nas zaujimavy pripad £ > 0 a ¢ > 0. Izokliny rozdelia tato oblast
na Styri izosektory. VySetrime teraz pohyb premennych s ¢asom v jednotlivych sekto-
roch. Kedze f'(k) je klesajica funkcia, tak r+3d— f/(k) < 0 pre k < k a teda plati ¥ <0
nalavo od pevného bodu a naopak w > ( napravo od pevného bodu. Premenna v je teda
klesajucou funkciou ¢asu nalavo od pevného bodu a rasticou funkciou ¢asu napravo
od tohto bodu. Funkcia V (¢) je klesajuca funkcia a teda k = f(k) —dk—V (¥) < 0 pod
izoklinou pre k = 0 a k = f(k) — 0k —V(¢) > 0 nad touto krivkou. Plat{ teda, 7e k ras-
tie s ¢asom ¢ nad krivkou ¢ = U'(f(k) — k) a naopak klesa s ¢asom pod touto krivkou.

Na Obr. 18 st zobrazené izokliny spolu so smerom pohybu premennych s ¢asom.

lp L
= U'(F(K) - 5k)
7 -
0 k k

Obr. 18: Izokliny pre systém rovnic (3.26)-(3.27)
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Vseobecnym rieSenim ststavy je opdt mnozina trajektorii, z ktorych niektoré si

zobrazené na Obr. 19.

Y
¥ = U'(f(k) — 8k)
/ —\ <
0 Z .

Obr. 19: Vseobecné rieSenie pre systém rovnic (3.26)-(3.27)

Tak ako v pripade fazového portrétu v priestore (k,c) z obrazka vidime, Ze pevny
bod je zrejme typu sedlo. Toto tuSenie overime pomocou determinantu Jakobiho matice

v pevnom bode. Tato ma v tomto pripade tvar

e LG ECE KON I FAU RS G0 528,
RG] B E T

Determinant tejto matice je

det(J) = =V'() f" (k). (3.29)

Kedze funkcia V je klesajuca, tak V' () je zaporna. Naviac je z predpokladov f”(k)

taktiez zaporna. Determinat je teda zaporny. KedZe ide o 2 x 2 maticu, tak bude mat

dve realne vlastné ¢isla, z ktorych je jedno kladné a druhé zaporné a teda je pevny bod
opat typu sedlo.

Na Obr. 20 st zobrazené vyhovujtce trajektorie pre poc¢iato¢ni pomienku kg a pod-

mienku tranzverzality (3.20). Trajektorie zobrazené na obrazku si len dve z mnohych,

ktoré vyhovuji tymto podmienkam.
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Y
o
Y(T)
Y =U'(f(k) — 8k)
,Jj —
______ -

Obr. 20: Riegenie spliajtce okrajové podmienky

Uvazujme opéat Priklad 1 z predoslej podkapitoly. V tomto pripade mé funkcia V'

tvar V(¢) = # Sustava rovnic (3.26) a (3.27) ma tvar
: 1
k=Vk—0.25k — 7 (3.30)
: 1
=(1—-——=). 3.31
b= ( \/EW (3.31)
, 7N 2 . . , - - 1 vy
Pevny bod (k,v) = (1, 75) Jje prienikom izoklin k = 1 a ¢ = T Opét ide

o pevny bod typu sedlo, ¢o mozno vidiet na Obr. 21, kde je zobrazené vSeobecné

rieSenie ststavy (3.30) a (3.31).

psi

Obr. 21: Féazovy portrét v priestore stavovej a adjungovanej premennej pre (3.31)-(3.31)
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Ak Obr. 21 porovname s Obr. 12, mézeme si vSimnut ako ho ovplyvnil vztah me-

1
W'

akymsi zrkadlovym obrazom. Zmenil sa tvar izokliny pre k = 0. Tato bola v predoslom

dzi riadiacou premennou a adjungovanou premennou ¢ = Tieto fazové portréty su

pripade konkavnou funkciou, teraz je to konvexna funkcia. V zodpovedajucich izosek-

toroch, kde premenné c rastla, premenna v klesa a naopak. Takisto to ovplyvnilo aj

premenni k. V izosektoroch, kde predtym rastla, teraz klesa a naopak.
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4  Uloha o optimalnej spotrebe

V tejto kapitole sa budeme zaoberat tlohou o optimélnej spotrebe, ktora je $pecidlnym
pripadom Ramseyho modelu rastu. V tejto tlohe, tak ako v [5], uvazujeme linearnu

produkéni funkciu a neuvazujeme amortizaciu. Uloha méa tvar

max /OT e U (c(t))dt, (4.1)

k() = ik(t) — c(t), (4.2)
k(0) = ko, (4.3)
k(T) = krp, (4.4)

kde ko, kr a T su kladné konstanty. Aj v tomto pripade kladna konstanta r predstavuje
mieru netrpezlivosti spotrebovavat. Kladné konStanta ¢ predstavuje trokovd mieru,
ktorou sa navysuje kapital. Funkcia uzito¢nosti U(c) opit splia vlastnosti U’(c) > 0,

U"(c) <0, lim. o+ U'(c) = 00 a lim.—,o U'(c) = 0. Zaujima nés riesenie pre ¢ > 0.

4.1 PPM, analytické rieSenie a jednozna¢nost rieSenia

Opét na tdlohu aplikujeme Pontrjaginov princip maxima. KedZe neméame ohranicenia
na premennt ¢ a stavova rovnica je linearna v tejto premennej, tak ¢° = 1. Hamiltonova

funkcia (1.6) ma potom v tomto pripade tvar
H(k,e,t, ) = e "U(c) + 9 (ik — ¢) (4.5)
a adjungované rovnica (1.7) ma tvar
) = —ig). (4.6)
Z podmienky maxima, ktord ma tvar
H(k,é,t,1) = max (e~ U(c) + ik — )|, Vtelo,T), (4.7)
vyuzitim nutnej podmienky optimality, ziskame rovnicu
e U (¢c) —p =0, Vtel0,T], (4.8)
¢o mozno ekvivalentne zapisat ako
v =e"U'(c), Vtel0,T]. (4.9)
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Kedze vztah (4.9) ma platit pre v8etky ¢ € [0, T], tak jeho totalnou derivaciou podla ¢

ziskame vyjadrenie pre ¢:
= —re U (c) + e U ()¢ (4.10)

Dosadenim (4.9) a (4.10) do adjungovanej rovnice (4.6) a naslednymi upravami dosta-

neme rovnicu pre ¢:
Ulc) .
= ) (i —r).

Kedze z predpokladov mame U’(c) > 0 a U"(c) < 0, tak

(4.11)

U'(c)
Ull (C)

< 0. Preto ¢ je kladné
v pripade, Ze ¢ > r a zaporné pre i < r.

Aj v tomto pripade budeme uvazovat predpoklad (3.13), tzn. budeme predpokladat

_Ule)
U (c)

= Ac, kde A > 0. V takomto pripade dostaneme stistavu rovnic pre k a ¢, ktora

ma tvar
k =ik —c, (4.12)
¢ = Ac(i—r), (4.13)

pricom zaujimat nas budu rieSenia, kde £ > 0 a ¢ > 0. Jakobiho matica pre tito

sistavu ma tvar

P L (4.14)
0 A(i—r)

Sustava (4.12)-(4.13) je linearna a mozno ju riesit analyticky. Z rovnice (4.13) mame
c(t) = coet, (4.15)
Dosadenim a rieSenim rovnice (4.12) potom pre A(i — r) # i dostaneme

_ o it o A(i—r)t
k) = (kg — —0 % . 416
(*) (0 i—A(i—r))e A= (4.16)

Ak by A(i — r) = i, tak rieSenie pre stavovi premennd ma tvar
k(t) = " (ko — cot). (4.17)

Tak ako pri Ramseyho modeli nds moze zaujimat, ¢i rieSenie, ktoré dostaneme
pre okrajové podmienky kg, kr a T je dané jednoznac¢ne. Pre Hamiltonovu funkciu

(4.5) plati H.. = e ""U"(c) < 0, Hy. = 0 a Hy, = 0 a teda je konkdvna v premennych
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(k,c), nie vSak rydzokonkévna. Naviac je koncova podmienka (4.4) linedrna a mnoZina
U = {c|c > 0} je konvexna. Z Vety 1.2 tak mame zarufent postacujiicost podmienok
Pontrjaginovho principu maxima, nie vSak jednozna¢nost. T1 ziskame z analytického

rieSenia. Z (4.16), resp. (4.17) vieme pri danych kg, kr a T vyjadrit

oy T s (kr — koe'™) pre A(i —r) #1, (4.18)
resp.
kUGiT — /ﬂT . .
CO="—"Fp  Pre At —r) =1. (4.19)

Kedze ¢ je takto v oboch pripadoch jednozna¢ne dané a Stvorica kg, kr, T a cq jedno-
znacne ur¢i trajektoriu, tak je rieSenie jediné. Kedze zmysel ma len rieSenie, kde ¢ > 0,

tak potrebujeme, aby cq > 0, inak tloha nemé rieSenie.

4.2 Analyza fazového portrétu

Teraz budeme systém (4.12)-(4.13) riesit pomocou analyzy fazového portrétu. Uva-
7ujme najprv pripad i # r. Dalej nech A(i—r) #i. Z prvej rovnice dostaneme izoklinu
pre k= 0, ktorou je priamka ¢ = ¢k. Nad touto priamkou je k<0 a teda kapital klesa
s ¢asom, naopak pod touto krivkou plati & > 0 a teda kapital rastie s ¢asom. Z druhej
rovnice ziskame izoklinu pre ¢ = 0, ktorou je krivka ¢ = 0.

Pre tito tlohu tak dostaneme jeden pevny bod (k,¢) = (0,0). O aky typ pevného
bodu ide zistime z Jakobiho matice (4.14). Ak plati ¢ > r, tak sa vlastné ¢isla Ay =i
a Ay = A(i — r) realne a kladné, pdjde o pevny bod typu nestabilny uzol. V opatnom
pripade, teda ak ¢ < r, budua vlastné ¢isla realne, no jedno kladné a druhé zaporné, a
teda ide o pevny bod typu sedlo.

Pripad i<r:

Fazovy portrét pre tento pripad je zobrazeny na Obr. 22. PreruSovana priamka ¢ = ik
je izoklina pre premennu k. Pritom k rastie s ¢asom ¢ pod touto izoklinou, kedze tu
plati & > 0 a klesa nad touto krivkou, kde plati & < 0. Druhou izoklinou je priamka
c = 0. V tomto pripade plati ¢ < 0 pre vSetky ¢ > 0 a teda spotreba c bude vzdy
klesat alebo bude rovna nule. KedzZe vlastny vektor pre vlastné ¢islo Ay = i > 0 je
vy = (1,0)T, tak priamka ¢ = 0 zaroveii zodpoveda nestabilnej sedlovej ceste. Druhému

vlastnému ¢islu Ay = A(i — r) < 0 zodpoveda vlastny vektor vy = (1,7 — A(i —r)) a

ol
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teda priamka ¢ = (i — A(i — r))k predstavuje stabilni sedlovi cestu. Vzhladom na to,
ze 1 < rplati i < i— A(i—r) a preto je stabilna sedlova cesta cela nad izoklinou ¢ = ik.

Zaujima néas, aké rieSenia vyhovuji réznym okrajovym podmienkam.

c=(i-A(i-r))k

Obr. 22: Fazovy portrét pre ¢ < r

Uvazujme najprv pripad, kedy je poc¢iatocny kapital ko vac¢si ako koncovy kapital
k7. Niektoré trajektorie, ktoré vyhovuju tymto podmienkam si zobrazené na Obr.23.
Ako sme ocakavali spotreba ¢ vidy klesa s ¢asom. VSetky trajektorie zacinaju v oblasti
nad izoklinou ¢ = ik. Trajektorie vyznacené ¢ervenou farbou v tejto oblasti aj koncia,
preto kapital k£ stale klesé s ¢asom. Trajektorie oznacené zelenou koncia v oblasti pod
touto izoklinou. Preto v tomto pripade najprv kapital klesa a po prekroceni izokliny
zacfne rast.

Uvazujme teraz opacny pripad, kedy pociato¢ny kapital kg > 0 je mensi ako kon-
covy kapital k7 > 0. Opét je mnozstvo trajektorii, ktoré vyhovuja tymto podmienkam,
Styri z nich st zobrazené na Obr. 24. Spotreba ¢ opit po cely ¢as klesd. Ak uvazujeme
zelené trajektorie, ktoré sa celé nachadzaju pod izoklinou ¢ = ik, tak vidime, Ze kapital
po cely ¢as rastie. Aviak ¢ervené trajektorie zatinaja v oblasti, kde k < 0 a teda kapi-
tal k najprv klesa. Neskor prekrocia izoklinu ¢ = ¢k a prejda do oblasti, kde kapital k&

rastie.
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4 ULOHA O OPTIMALNEJ SPOTREBE

c=(i-A(i-r)k

Obr. 23: Trajektorie pre kg > kp v pripade ¢ < r

7

c=(i-A(i-r))k

>

ﬁ.‘*—

k_0
0 _ KT

Obr. 24: Trajektorie pre kg < kp v pripade ¢ < r

Pri dlohe s pevnym ¢asom mame zadany okrem okrajovych podmienok aj koncovy
¢as T'. Zavislostou medzi ¢asom T a pocdiatoc¢nou spotrebou cg sa budeme blizsie zaobe-
rat v dalsej podkapitole. Teraz sa zamyslime nad tym, ¢ existuje rieSenie pre Tubovolne
maly ¢as T. Ak kg > kg, tak stadi zvolit dostato¢ne velka spotrebu ¢, aby sme sa za
¢as T dostali z ky do kp. Ak vSak naopak kg < kp, najrychlesie moézeme medzi ty-
mito bodmi prejst, ak je spotreba nulova. Potom rovnica (4.12) sa zjednodu$i na tvar

k = ik. Jej rieSenie pri pociatotnej podmienke kq je k(t) = koe'. Ak dosadime koncovii

23
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podmienku k7 dostaneme vyjadrenie pre minimalny ¢as vzhladom na podmienky kg a
]{?TI

1 (ke
T—-m(2) o 4.0
in(%>> (4.20)

Cas T teda nemoze byt Iubovolne maly.
Pripad i>r:

V tomto pripade ide o pevny bod typu nestabilny uzol, ako mozno vidiet aj na fazovom
portréte zobrazenom na Obr. 25, kde vSetky trajektorie sa pohybuji od pevného bodu
(0,0). Opét prerusovana priamka ¢ = ik predstavuje izoklinu pre k = 0. Tak ako
v predoslom pripade stale plati, ze k < 0 nad touto izoklinou a k > 0 pod fiou. V tomto
pripade bude platit i — A(i — r) < i. Naviac uvazujeme, ze i — A(i —r) > 0. Preto
bude priamka, ktora zodpoved4 vlastnému vektoru v, = (1,i— A(i —7))T pod izoklinou
¢ = ik. Druhou izoklinou je opét priamka ¢ = 0. Pre ¢ > 0 plati ¢ > 0 a teda spotreba

¢ pre ¢ > 0 bude rast s ¢asom t.

k<0
c=ik
“ E>0
c=(i-A(i-r))k

Obr. 25: Fazovy portrét pre ¢ > r

Nech najprv pociato¢ny kapital kg je vacsi ako koncovy kapitéal kr. Opét sme zobra-
zili niektoré trajektorie, ktoré vyhovuji takymto podmienkam. Ako vidime na Obr.26,
kratsie zelené trajektorie lezia celé v oblasti nad izoklinou ¢ = ik a teda kapital po cely
¢as klesa. Dlhsie ¢ervené trajektorie zacinaji pod touto izoklinou, no pretnu ju a kon-
¢ia v oblasti nad nou. Kapital teda najprv rastie az potom klesa. Obe trajektorie vsak

urdite kondia v oblasti, kde & < 0.
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\
[y

c=(i-A(i-r))k

Y

k'_T kEITT k
Obr. 26: Trajektorie pre kg > kp v pripade ¢ > r

Trajektorie pre pripad kg < kg st zobrazené na Obr. 27. Mozno si v§imnut, ze Cer-
vené trajektorie si celé v oblasti, kde k> 0 a teda kapital k po cely Cas rastie. Zelené
trajektorie taktiez zac¢inaju v tejto oblasti, no neskor pretni izoklinu ¢ = ik a skoncia

v oblasti, kde k< 0. Kapital k teda najprv rastie s casom a neskor klesa.

S

N T

A
1 / c=(i-A(i-r))k

AL
Sl
_‘

Y

o

Obr. 27: Trajektorie pre kg < kp v pripade ¢ > r

Pripad i=r:
V tomto pripade sa rovnica (4.13) zjednodusi na tvar ¢ = 0. Znamena to, Ze spotreba je
konstantna a nemeni sa v ¢ase. Fazovy portrét pre tento pripad je zobrazeny na Obr.
28. Vidime, 7e izoklina ¢ = ik je zhodna s priamkou ¢ = (i— A(i—r))k, ktora zodpoveda
vlastnému vektoru pre vlastné ¢islo Ay = A(i — r). Opét sa nezmenilo, Ze k < 0 nad

touto krivkou a naopak k& > 0 pod tou. Dolezité je poznamenat, Zze v tomto pripade
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nemame jeden pevny bod, ale cela priamku pevnych bodov ¢ = ik, kedzZe pre vsetky

body na tejto priamke plati k =0 a ¢ = 0.

k<0  c=ik=i-A(i-r

Obr. 28: Fazovy portrét pre pripad i =r

Ak zvolime ko > kg, tak trajektorie, ktoré vyhovuji tymto podmienkam, sa celé
nachadzaji nad izoklinou ¢ = ik. Zacinaju aj konéia teda v oblasti, kde & < 0. Ako mo-

zeme vidiet aj v Obr. 29, tak spotreba c je konstanta a vicsia ako ¢ = (1 — A(i — 1)) k.

c=ik=(i-A(i-r))k

gl YR S VN S S — S——

Obr. 29: Trajektorie pre kg > kp v pripade i = r

Naopak ak zvolime ky < ky ako na Obr. 30, vyhovujice trajektorie lezia celé
pod izoklinou ¢ = k. Kapital teda rastie s ¢asom t a spotreba, ktora lezi pod priamkou

c¢=(i— A(i —r)) k je konStantna.
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[o

ik=(i-A(i-r))k
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Obr. 30: Trajektorie pre kg < kr v pripade i = r

Ak by sme v tomto pripade zvolili po¢iato¢ny kapital kg rovny koncovému kapitalu
kr, kapital k i spotreba c by zostali po cely cas konstatné. V Obr. 31 je zobrazeny
casovy priebeh pre kapital k a spotrebu ¢ pre vSetky tri pripady, postupne pre pripad

k0>kT,k0<kTak0:kT.

Obr. 31: Casovy priebeh pre ko > kr, ko < kr a kg = kr v pripade ¢ = r

4.3 Zavislost pociato¢nej spotreby a koncového ¢asu

Podobne ako pri Ramseyho modeli, aj teraz nas moze zaujimat zavislost koncového
casu T a pociato¢nej spotreby co. V tomto pripade sice nie st splnené predpoklady

Vety 1.4, kedze v Jakobiho matici je pod diagonalou nula, av8ak mozno ukazat, Ze

o7



4 ULOHA O OPTIMALNEJ SPOTREBE

plati 2%(T' cy) < 0. Z rovnice (4.16) mame pre A(i —r) # i

dco

ok 1 ,
—_— (T = [ AG-"T
800( o) i—A(i—r) &

pretoze ak i > A(i—r), tak je prvy zlomok kladny, zatial ¢o ¢len v hranatej zatvorke je

el <0, (4.21)

zaporny. Ak naopak i < A(i — ), tak ¢len v zatvorke je kladny, ale zlomok je zaporny.
Pre A(i —r) =i mame z (4.17)

Ok :
a_cU(T’ c) = —eTT <0. (4.22)

Plati teda g—c’f)(T, co) # 0 a na koncovi podmienku (4.4) mozno pouzit vetu o derivacii

implicitnej funkcie, z ktorej dostaneme

(900 g—éﬁ
S0 _ o 4.23)
ok (
oT o
Kedze g—c’f)(T, ¢p) < 0, tak aj v tomto pripade o znamienku % rozhodne derivacia g—éﬂ.

Rovnako ako pri Ramseyho modeli teda o tom, ¢ bude koncovy ¢as klesat alebo rést
s pociatoc¢nou spotrebou, rozhodne to v akej oblasti trajektorie koncia.
Uvazujme najprv pripad ¢ < r a teda pevny bod typu sedlo. Trajektorie zobrazené

na Obr. 24, ktoré spliiaju ko < kp, konéia v oblasti pod izoklinou ¢ = ik a teda plati

ok
oT

> (0. Z toho vyplyva, 7e % > (0. V tomto pripade teda s rastiicou pociato¢nou

spotrebou ¢q rastie aj koncovy ¢as T. To mozno vidiet aj na Obr. 32, v ktorom si
zobrazené niektoré rieSenia pociato¢nej tlohy, pre tlohu s U(c) = In(c), r = 0.5 a

1 =0.2.

cd

01 ° B

0.05F * E

DD"l & 1 1 1 1 1 1 1
22 2.4 26 28 3 32 3.4 3B 38

Obr. 32: Zavislost T a ¢y pre kg < kp v pripade i < r
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Ak zobrazime takéto rieSenia pre trajektorie ako je I. v Obr. 23, dostaneme Obr.
33. Tieto trajektorie celé lezia v oblasti, kde g—éﬂ < 0 a teda pociato¢né spotreba cq je

klesajucou funkciou casu T

cd

=

[in]

L ]
1

Obr. 33: Zavislost T a cg pre kg > kp v pripade 7 < r, ¢ nad sedlovou cestou

Zaujimavé st trajektorie ako I1. a II1. na Obr. 23. Obe spliaji podmienky k(0) = ko
a k(T) = kg, no jedna konéi v oblasti nad izoklinou ¢ = ik a druha pod nou. Kratsia
z nich konéi nad izoklinou ¢ = ik a teda tu bude ¢y klesat s ¢asom 1. Naopak pre
trajektorie, ktoré koncia pod touto izoklinou, bude platit, ze ¢y bude rast s ¢asom 7.
Vidiet to mozeme aj na Obr. 34, kde st opét zobrazené niektoré rieSenia pociatoc-
nej tlohy. Minimum tejto funkcie by malo lezat prave v takom case T, pre ktory sa

zodpovedajica trajektoria dotyka priamky, ktora vyjadruje koncovi podmienku.
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Obr. 34: Zavislost T a ¢g pre kg > kr v pripade i < r, ¢o pod sedlovou cestou

Podobnt analyzu mozno spravit aj pre pripad ¢ > r, tzn. pre pevny bod typu
nestabilny uzol. Zaujimavé si najmé trajektorie typu II. a IIL., ktoré st na Obr. 27.

Tieto koncia v roznych oblastiach. Kratsie v oblasti, kde g—éﬁ > 0 a teda spotreba cg

najprv rastie s ¢casom 7. Dlhsie trajektorie koncia v oblasti, kde g—;ﬂ < 0 a preto tu

naopak bude spotreba ¢ klesat s ¢asom 7. Taktto zavislost moézeme vidiet aj na Obr.

35, kde je zobrazené rieSenie pre U(c) = In(c), i =0.5ar =10.2

0.295

Obr. 35: Zavislost T a cg pre kg > kp, v pripade i > r, ¢y nad sedlovou cestou
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Zaver

Cielom diplomovej préace bolo popisat postupy pouzivané pri kvalitativnej analyze po-
mocou fazového portrétu, ilustrovat ich na vhodne vybratych tlohach a podrobnejsie
analyzovat pripady, kedy jednoznac¢nost rieSenia z portrétov nie je zrejma. Dalsim cie-
Tom bolo z podmienok Pontrjaginovho principu maxima pre autonémnu tlohu s dis-
kontnym faktorom odvodit v8eobecny tvar diferencidlnych rovnic a blizsie analyzovat
vlastnosti pevného bodu. Pracu sme rozdelili na $tyri kapitoly.

V prvej kapitole sme zhrnuli postup, ktorym mozno z podmienok Pontrjaginovho
principu maxima ziskat ststavu diferencialnych rovnic. Nasledne sme uviedli ako tito
sustavu mozno analyzovat pomocou fazového portrétu. Uviedli sme aj niekolko viet,
ktoré sme neskor vyuzili. Dolezita je napriklad Veta 1.2 o postacujicosti podmienok
Pontrjaginovho principu maxima pri splneni ur¢itych predpokladov, povodne z [5],
ktora nam neskor pri Ramseyho modeli zarudila jednoznac¢nost rieSenia. V tejto kapi-
tole sme tiez sformulovali Vetu 1.4, ktora sme aj dokazali. Tato ndm neskér pomohla
pri analyze vztahu medzi koncovym ¢asom T a pociato¢nou spotrebou cg pri Ramseyho
modeli.

V druhej kapitole sme sa na zaklade [5| pokisili o vSeobecnejsi pohlad na au-
tonomnu tlohu optimalneho riadenia s rydzokonkdvnym HamiltonidAnom v riadiacej
premennej. Pre takito tlohu a prislusny systém diferencialnych rovnic ziskany z pod-
mienok Pontrjaginovho principu maxima sme odvodili vSeobecny tvar Jakobiho matice
v pevnom bode a jej determinantu, pomocou ktorého vieme identifikovat typ pevného
bodu. Zaroven, kedze v ekonomickych modeloch je pevny bod ¢asto typu sedlo, sme
na niekolkych prikladoch ukazali ako mozno uz z dat dlohy urc¢it takyto pevny bod
bez potreby takuto ulohu riesit.

Cela tretia kapitola je venovanid Ramseyho modelu rastu. Najskor sme na fazovych
portrétoch v priestore stavovej a riadiacej premennej zobrazili rieSenia pre rozne okra-
jové podmienky a rézne hodnoty koncového ¢asu T'. Pri tomto modeli je jednoznac¢nost
zarucend, kedZe su splnené predpoklady Vety 1.2. Lokélne vieme tito jednoznacnost
zarucit aj pomocou vety o derivacii implicitnej funkcie. Z tejto taktiez vieme vyjadrit
derivaciu pociatoc¢nej spotreby ako funkcie koncového casu. S vyuzitim naSej Vety 1.4

sme zistili, Ze rasticost/ klesajucost cq zalezi od toho, kde uvazované trajektorie kon-
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¢ia. Globalne vlastnosti sme skimali numerickym rieSenim tlohy. Pre porovnanie sme
tiez uviedli, ako vyzerad fazovy portrét v priestore stavovej a adjungovanej premennej.

Poslednti kapitolu sme venovali lohe o optimélnej spotrebe, ktora je Specidlnym
pripadom Ramseyho modelu rastu s linearnou produkénou funkciou a nulovou amorti-
zaciou. Tato tloha je zaujimava, kedZe v zavislosti od vztahu medzi drokovou mierou
i a diskontnym faktorom r, méze byt pevny bod bud typu sedlo alebo typu nesta-
bilny uzol alebo moze nastat pripad nekonec¢ného poctu pevnych bodov. Postupne sme
sa pozreli na vsetky pripady. Tiez sme sa podobne ako pri Ramseyho modeli pozreli
na vztah medzi koncovym ¢asom T a pociatoCnou spotrebou cq.

Pri numerickom rieSeni tloh sme vyuzivali Matlab, obrazky sme taktiez kreslili a

upravovali v programe Inkspace.
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