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Abstrakt

DOBRÍKOVÁ, Michaela: Rie²enie spojitých úloh optimálneho riadenia metódou ana-

lýzy fázových portrétov [Diplomová práca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fa-

kulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky,

²kolite©: doc. RNDr. Margaréta Halická, CSc., Bratislava, 2016, 64 s.

Práca sa zaoberá kvalitatívnou analýzou úloh optimálneho riadenie pomocou fázového

portrétu. Táto geometrická metóda sa vyuºíva napríklad pri úlohách, kde z podmie-

nok Pontrjaginovho princípu maxima dostaneme sústavu diferenciálnych rovníc, ktorú

nevieme explicitne rie²i´. V práci sme sa zamerali na autonómne úlohy s diskontným

faktorom, ktorých Hamiltonova funkcia je naviac rýdzokonkávna v riadiacej premen-

nej. Najprv sme zhrnuli základné poznatky o rie²ení úloh optimálneho riadenia a fázo-

vých portrétoch, následne sme odvodili tvar diferenciálnych rovníc a Jakobiho matice

pre v²eobecne zadanú úlohu v priestore stavovej a riadiacej premennej. Tieº sme sa po-

zreli na predpoklady, ktorých splnenie vedie k pevnému bodu sedlo, ke¤ºe s takýmto

pevným bodom sa v ekonomických úlohách £asto stretávame. Následne sme sa bliº²ie

pozreli na Ramseyho model ekonomického rastu a jednozna£nos´ rie²ení v tomto mo-

deli. Posledná kapitola je venovaná úlohe o optimálnej spotrebe, v ktorej v závislosti

od vz´ahu medzi úrokovou mierou a diskontným faktorom, môºeme získa´ rôzne typy

pevného bodu.

K©ú£ové slová: Pontrjaginov princíp maxima, diferenciálne rovnice, fázový portrét,

sedlo



Abstract

DOBRÍKOVÁ, Michaela: Solution of the continuous optimal control problems by met-

hod of phase portraits analysis [Diploma thesis], Comenius University in Bratislava,

Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied Mathematics

and Statistics; Supervisor: doc. RNDr. Margaréta Halická, CSc., Bratislava, 2016, 64p.

This thesis deals with qualitative analysis of optimal control problems using the phase

portraits. This geometric method is used for example in problems, where system of dif-

ferential equations we get using Pontryagin's maximum principle cannot be solved

explicitly. In this thesis we focus on discounted autonomous optimal control problems

with strictly concave Hamiltonian function in the control variable. At �rst we sum-

marize basic knowledge about solving optimal control problems and phase portraits,

then we derive system of di�erential equations and the form of Jacobian matrix in the

state and control variable. We take a look at some assumptions, ful�llment of which

leads to the saddle equilibrium point. This type of equilibrium point is quite common

in economic models. Later we take a closer look at the Ramsey growth model and the

uniqueness of its solutions. The last chapter is about the optimal consumption prob-

lem. In this problem, depending on the relationship between the interest rate and the

discount factor, we can get di�erent types of equilibrium points.

Keywords: Pontryagin's maximum principle, di�erential equations, phase diagrams,

saddle point
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ÚVOD

Úvod

Pri rie²ení spojitých úloh optimálneho riadenia sa môºe sta´, ºe diferenciálne rov-

nice, ktoré dostaneme pouºitím Pontrjaginovho princípu maxima, sa nedajú analyticky

rie²i´. Prípadne chceme analyzova´ úlohu, v ktorej vystupujú len v²eobecné funkcie,

o ktorých predpokladáme, ºe majú ur£ité vlastnosti. V takomto prípade môºe pomôc´

analýza fázového portrétu, geometrická metóda, pri ktorej môºeme pomocou fázového

portrétu odhadnú´ rie²enie systému diferenciálnych rovníc a jeho vlastnosti.

Táto metóda má v²ak nieko©ko obmedzení. Aby sme mohli fázový portrét vykresli´

v rovine, potrebujeme, aby boli stavová i riadiaca premenná jednorozmerné. Taktieº

je dôleºité, aby bola úloha autonómna. Pre neautonómne úlohy sa totiº fázový por-

trét mení spolu s £asom t. �peciálnym prípadom neautonómnych úloh, ktoré moºno

rie²i´ pomocou analýzy fázového portrétu, sú úlohy, v ktorých jedinú neautonómnos´

predstavuje diskontný faktor (tzv. autonómne úlohy s diskontným faktorom).

V²eobecne je analýza fázového portrétu popísaná na nieko©kých stranách napríklad

v [11]. Konkrétne aplikácie tejto medtódy môºeme nájs´ napríklad v [5]. Kvalitatívna

analýza pomocou fázového portrétu je tu vyuºitá pri rie²ení Solowovho modelu so singu-

lárnym riadením, pri syntéze optimálneho riadenia pri lineárnej úlohe najrýchlej²ieho

prechodu, ale aj pri rie²ení Ramseyho modelu ekonomického rastu. Zárove¬ tu náj-

deme aj v²eobecnej²í poh©ad na rie²enie autonómnej úlohy s diskontným faktorom v

priestore stavovej a adjungovanej premennej. �al²ie aplikácie moºno nájs´ v [13], kde

sú okrem Ramseyho modelu rie²ené aj reklamné modely (Nerlove-Arrow advertising

model, Vidale-Wolfe advertising model) £i model o optimálnom riadení zne£is´ova-

nia (A pollution Control model). �al²ou aplikáciou, s ktorou sme sa stretli je úloha

o optimálnej úrovni korupcie, ktorej je venovaný £lánok [3]. V tomto £lánku sa zárove¬

stretneme s tzv. Skiba bodom. Ide o ²peciálny bod v úlohách s viacerými pevnými

bodmi. Za£ínajúc v tomto bode získame rôzne rie²enia s rovnakou hodnotou ú£elovej

funkcie [2]. Zaujímavým roz²írením je tieº [15], kde sa v Ramseyho modeli namiesto

konkávnej produk£nej funkcie uvaºuje konvexno-konkávna funkcia.

V tejto práci sa bliº²ie pozrieme na kvalitatívnu analýzu Ramseyho model rastu

najmä v priestore stavovej a riadiacej premennej. Tomuto modelu je venovaná naprí-

klad aj diplomová práca [6], rie²enie pomocou fázového portrétu nájdeme v [5], [14]
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ÚVOD

a [13]. Tento model sp¨¬a podmienku o rýdzokonkávnosti Hamiltonovej funkcie v ria-

diacej premennej, ktorú sp¨¬ajú aj ¤al²ie ekonomické modely, výhodné tak môºe by´

odvodenie diferenciálnych rovníc a Jakobiho matice pre v²eobecnú úlohu sp¨¬ajúcu

takúto podmienku. Pomocou Jakobiho matice potom moºno ur£i´ o aký typ pevného

bodu ide a kedy ide o pevný bod typu sedlo, s ktorým sa v ekonomických úlohách £asto

stretávame. Vyvodenie takýchto rovníc vo v²eobecnosti v priestore stavovej a riadiacej

premennej a analýza vlastností príslu²ného rovnováºneho stavu sú cie©om tejto práce.

Pri Ramseyho modeli nás zaujala e²te jedna vec, z fázového portrétu v [5] vidíme,

ºe rovnaké okrajové podmienky sp¨¬ajú viaceré trajektórie. My by sme sa chceli bliº²ie

pozrie´ na to, ako je to s jednozna£nos´ou rie²enia, ak pridáme podmienku na hodnotu

koncového £asu. V tejto súvislosti je na²ím ¤al²ím cie©om popísa´ postupy pri fázo-

vej analýze a podrobnej²ie analyzova´ prípady, kedy jednozna£nos´ z portrétov nie je

zrejmá.

Ke¤ºe trieda úloh, ktoré moºno rie²i´ pomocou analýzy fázového portrétu je celkom

²iroká, rozhodli sme sa v tejto práci zamera´ na autonómne úlohy s diskontným fak-

torom, ktorých Hamiltonova funkcia je rýdzokonkávna v riadiacej premennej. Práca je

rozdelená na ²tyri kapitoly. Prvá bude venovaná podmienkam Pontrjaginovho princípu

maxima a spôsobu ako z týchto podmienok odvodi´ systém diferenciálnych rovníc, bu¤

v priestore stavovej a riadiacej premennej, alebo v priestore stavovej a adjungovanej

premennej. V druhej £asti tejto kapitoly zhrnieme základné poznatky, ktoré potrebu-

jeme k analýze fázového portrétu. V druhej kapitole sa pokúsime o v²eobecnej²í po-

h©ad na rie²enie úloh s rýdzokonkávnym Hamiltoniánom v priestore stavovej a riadiacej

premennej. Celá tretia kapitola bude venovaná Ramseyho modelu rastu. Pozrieme sa

na rie²enia, ktoré vyhovujú rôznym okrajovým podmienkam, ale aj na závislos´ konco-

vého £asu a po£iato£nej spotreby. Posledná kapitola bude venovaná úlohe o optimálnej

spotrebe, ktorá je ²peciálnym prípadom Ramseyho modelu.

9



1 ANALÝZA FÁZOVÉHO POTRÉTU

1 Analýza fázového potrétu

V tejto kapitole, ktorá je spracovaná najmä pomocou [5] a [11], ale napríklad aj [8],

sa venujeme tomu, ako z nutných podmienok optimality pre úlohu optimálneho riade-

nie získame systém diferenciálnych rovníc a ako tento moºno rie²i´ pomocou fázového

portrétu. Ke¤ºe fázové portréty nám pri viacrozmerných úlohách ve©mi nepomôºu, bu-

deme sa v tejto práci zaobera´ úlohami s jednorozmernou stavovou a jednorozmernou

riadiacou premennou.

1.1 Okrajová úloha

Uvaºujme úlohu optimálneho riadenia s pevným £asom:

max

∫ T

0

f 0(t, x(t), u(t))dt, (1.1)

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), t ∈ [0, T ], (1.2)

x(0) = x0, (1.3)

u(t) ∈ U, (1.4)

x(T ) ∈ C = {x|g(x) = 0} , (1.5)

kde stavová premenná x aj riadiaca premenná u sú jednorozmerné a funkcie f, f 0, g ∈ C1.

Pre takúto úlohu má Hamiltonova funkcia tvar:

H(t, x, u, ψ, ψ0) = ψ0f 0(t, x, u) + ψf(t, x, u). (1.6)

Pod©a Pontrjaginovho princípu maxima [5] optimálne riadenie û(t) a jeho odozva x̂(t)

spolu s rie²ením ψ(t) adjungovanej rovnice:

ψ̇(t) = −ψ0∂f
0(t, x̂(t), û(t))

∂x
− ψ(t)

∂f(t, x̂(t), û(t))

∂x
(1.7)

a podmienky tranzverzality

ψ(T̂ ) =
∂g(x̂(T̂ ))

∂x
χ

sp¨¬ajú podmienku maxima:

H(t, x̂(t), û(t), ψ(t), ψ0) = max
u∈U

H(t, x̂(t), u(t), ψ(t), ψ0), ∀t ∈ [0, T ]. (1.8)
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1 ANALÝZA FÁZOVÉHO POTRÉTU

Ak je moºné z podmienky maxima vyjadri´ riadiacu premennú u ako funkciu pre-

menných t, x a ψ, tzn. u = v(t, x, ψ), po dosadení do stavovej a adjungovanej rovnice

dostaneme neautonómnu sústavu dvoch diferenciálnych rovníc:

ψ̇(t) = −ψ0∂f
0(t, x(t), v(t, x, ψ))

∂x
− ψ(t)

∂f(t, x(t), v(t, x, ψ))

∂x
, (1.9)

ẋ(t) = f(t, x(t), v(t, x, ψ)). (1.10)

Naviac máme po£iato£nú podmienku x(0) = x0, jednu podmienku tvaru g(x(T )) = 0

a podmienku tranzverzality, ktorá v²ak dáva e²te jednu neznámu. V skuto£nosti tak

dostaneme sústavu dvoch neatonómnych diferenciálnych rovníc o dvoch neznámych

s dvoma okrajovými podmienkami. Ich rie²ením dostaneme kandidáta na optimálne

rie²enie a následne dosadením x(t) do vz´ahu u = v(t, x, ψ) aj kanditáta na optimálne

riadenie.

Hlavne z interpreta£ných dôvodov môºe by´ niekedy lep²ie pracova´ v priestore

stavovej a riadiacej premennej. To je moºné, ak z podmienky maxima (1.8) vieme

explicitne vyjadri´ adjungovanú premennú ψ ako funkciu premenných t, x a u, tzn.

ψ = w(t, x, u). Ak sa naviac dá funkcia w totálne derivova´ pod©a nezávislej premennej

t, pri£om vieme explicitne vyjadri´ aj ψ̇ ako funkciu u, t a x, môºeme dosadi´ do (1.7)

za ψ aj ψ̇, £ím dostaneme sústavu dvoch neautonómnych diferenciálnych rovníc o dvoch

neznámych, tentokrát v²ak v priestore stavovej a riadiacej premennej.

V oboch týchto prípadoch moºno úlohu rie²i´ numericky, ke¤ºe v²ak dostaneme

vo v²eobecnosti neautonómnu sústavu, rie²enie pomocou fázového portrétu v priestore

(x, ψ), resp. (x, u) nie je moºné. Na takúto analýzu potrebujeme, aby bola sústava

autonómna. Takúto dostaneme pre autonómnu úlohu, kde ú£elová funkcia a stavová

rovnica priamo nezávisia od premennej t.

�peciálnym prípadom neautonómnych úloh, pre ktoré môºno spravi´ kvalitatívnu

11



1 ANALÝZA FÁZOVÉHO POTRÉTU

analýzu, sú tzv. autonómne úlohy s diskontným faktorom, ktoré majú tvar:

max

∫ T

0

e−rtf 0(x(t), u(t))dt, (1.11)

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), t ∈ [0, T ], (1.12)

x(0) = x0, (1.13)

u(t) ∈ U, (1.14)

g(x(T )) = 0. (1.15)

V tejto úlohe jedinú neautonómnos´ predstavuje diskontný faktor e−rt. Ak pre takúto

úlohu zavedieme transformáciu ψ̃ = ertψ, ψ̃0 = ψ0 a H̃ = ertH, potom platí nasledovná

veta :

Veta 1.1. ([5], kapitola 7) Nech û(t), t ∈ [0, T̂ ] je optimálne riadenie a x̂(t) je jeho

odozva pre úlohu (1.11)-(1.15). Potom existujú také kon²tanty (ψ̃0, χ̃) 6= 0, ψ̃0 ≥ 0,

χ̃ ∈ R, ºe ψ̃(t) rie²enie adjungovanej rovnice

˙̃ψ(t) = rψ̃(t)− ψ̃0∂f
0(x̂(t), û(t))

∂x
− ∂f(x̂(t), û(t))

∂x
ψ̃(t) (1.16)

a podmienky tranzverzality

ψ̃(T̂ ) =
∂g(x̂(T̂ ))

∂x
χ̃ (1.17)

sp¨¬a spolu s û(t) a x̂(t) podmienku maxima

H̃(x̂(t), û(t), ψ̃0, ψ̃(t)) = max
u∈U

H̃(x̂(t), u(t), ψ̃0, ψ̃(t)) ∀t ∈ [0, T̂ ] (1.18)

a ak je úloha s vo©ným £asom, tak aj podmienku stacionarity

H̃(x̂(t), û(t), ψ̃0, ψ̃(t)) ≡ 0. (1.19)

Príkladom autonómnej úlohy s diskontným faktorom je aj Ramseyho model rastu,

ktorým sa budeme zaobera´ neskôr. Aplikáciou podmienok z predo²lej vety získame

sústavu diferenciálnych rovníc, ktorú budeme rie²i´.

Je dôleºité poznamena´, ºe podmienky Pontrjaginovho princípu maxima sú len

nutnými podmienkami optimality, ktorých rie²ením získame len kandidáta na rie²enie.

Za ur£itých dodato£ných podmienok, ktoré sú sformulované v nasledujúcej vete, budú

aj posta£ujúcimi podmienkami. Vetu sme sformulovali pre úlohu tvaru (1.1)-(1.5).

12



1 ANALÝZA FÁZOVÉHO POTRÉTU

Veta 1.2. (PPM ako posta£ujúca podmienka maxima, [5], Veta 13.2)

Nech û(t), x̂(t) sú pripustné pre úlohu (1.1)-(1.5) s pevným £asom a nech spolu s ψ0 = 1

a ψ(t) sp¨¬ajú podmienky PPM. Nech pre kaºdé ψ je funkcia

H0(t, x, ψ) = max
u∈U

H(t, x, u, ψ) (1.20)

konkávna v premennej x a nech funkcia g(x) je lineárna, tzn. g(x) = Gx + γ. Potom

û(t) je optimálne riadenie. Navy²e, ak H0 je rýdzokonkávna, tak û je jediné optimálne

riadenie.

Poznámka: ([5]) Predpoklad Vety o konkávnosti H0 je splnený, ak H(t, x, u, ψ) je kon-

kávna v (x, u) a U je konvexná.

1.2 Fázový portrét

Vyuºitím Pontrjaginovho princípu maxima sme získali sústavu diferenciálnych rovníc

(1.9) a (1.10). Táto vo v²eobecnosti nemusí ma´ explicitné rie²enie, pri£om pri rie-

²ení môºe pomôc´ analýza fázového portrétu. V tejto podkapitole, ktorá je spracovaná

najmä pomocou [11] a [8], sa venujeme kon²trukcii fázového portrétu vo v²eobecnosti.

Uvaºujme sústavu dvoch diferenciálnych rovníc o dvoch neznámych

ẋ = F (x, y), (1.21)

ẏ = G(x, y), (1.22)

F , G sú C1 spojité funkcie.Táto sústava je autonómna, ke¤ºe ẋ a ẏ nezávisia priamo

od nezávislej premennej t. Pri kreslení fázového portrétu najprv vykreslíme izoklíny,

krivky, pre ktoré platí F (x, y) = 0 resp. G(x, y) = 0. V prvom prípade ide o krivku, kde

ẋ = 0 a teda v ºiadnom bode na tejto krivke sa nemení premenná x, podobne v druhom

prípade sa nemení premenná y. Prienikom týchto dvoch kriviek je bod E = (x̄, ȳ), ktorý

sa nazýva ekvilibrium alebo aj pevný bod. Ide o bod, v ktorom sa nemení ani premenná

x, ani premenná y. Naviac je tento bod aj rie²ením sústavy rovníc (1.21), (1.22).

Izoklíny rozdelia fázovú rovinu na oblasti (izosektory), v ktorých vieme o kaºdej

premennnej, £i rastie alebo klesá s £asom. Uvaºujme prípad F (x, y) > 0 nad izoklínou

ẋ = 0 a F (x, y) < 0 pod touto krivkou. Podobne uvaºujme G(x, y) > 0 nad krivkou

ẏ = 0 a G(x, y) < 0 pod touto krivkou. Potom môºeme fázový portrét rozdeli´ na ²tyri
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1 ANALÝZA FÁZOVÉHO POTRÉTU

oblasti. Tieto sa lí²ia správaním premenných x a y, pri£om ẋ, ẏ menia znamienko len

vtedy, ke¤ prechádzajú izoklínami. Uvaºujme oblas´ kde F (x, y) > 0 a G(x, y) > 0.

Integrálna krivka prechádzajúca bodom v tejto oblasti je rastúca v oboch premenných.

Rastúcos´/ klesajúcos´ integrálnych kriviek je nazna£ená v Obr.1 ²ípkami.

Obr. 1: Izosektory pre systém (1.21)-(1.22)

Ke¤ºe optimálne trajektórie musia sp¨¬a´ diferenciálne rovnice, musia sp¨¬a´ i

smery nazna£ené ²ípkami. Naviac vieme ur£i´ aj sklon trajektórií na izoklínach. Ke¤ºe

sklon krivky je daný ako dy
dx

= dy
dt
/dx
dt

= ẏ
ẋ
, tak pre krivky, kde ẏ = 0, je sklon trajektórie

nulový, zatia© £o pre ẋ = 0, je sklon nekone£no.

Ak do fázového portétu zakreslíme e²te aj niektoré integrálne krivky, dostaneme

Obr. 2, v ktorom ²ípky znázor¬ujú smer pohybu s £asom.

Obr. 2: V²eobecné rie²enie pre systém (1.21)-(1.22)

14



1 ANALÝZA FÁZOVÉHO POTRÉTU

1.3 Veta o rovnováºnom bode

V²eobecným rie²ením sústavy diferenciálnych rovníc je trieda trajektórií. Vidíme, ºe

na Obr. 2 niektoré konvergujú k pevnému bodu E, zatia© £o niektoré divergujú pre£

od tohto bodu. Táto situácia £asto nastáva v ekonomických úlohách, kde je pevný bod

typu sedlo. Presný typ pevného bodu v²ak ur£íme aº na základe vlastných £ísel Jako-

biho matice vy£íslenej v pevnom bode, ktorá má nasledujúci tvar:

Fx(x̄, ȳ) Fy(x̄, ȳ)

Gx(x̄, ȳ) Gy(x̄, ȳ)

 , (1.23)

kde Fi(x̄, ȳ), resp. Gi(x̄, ȳ) predstavuje parciálnu deriváciu funkcie pod©a zloºky vektora

(x, y) vy£íslenú v pevnom bode x̄, ȳ.

Pre pevný bod typu sedlo platí pre jeho malé okolie nasledujúca veta:

Veta 1.3. ([11], str.253) Uvaºujme systém rovníc (1.21) a (1.22) a predpokladajme,

ºe F a G sú C1 na okolí pevného bodu E = (x̄, ȳ). �alej predpokladajme, ºe vlastné

£ísla matice (1.23) sú reálne a majú rôzne znamienka alebo ekvivalentne

(Fx −Gy)
2 + 4FyGx > 0 (1.24)

a

FxGy − FyGx < 0, (1.25)

pri£om v²etky parciálne derivácie sú vy£íslené v bode E = (x̄, ȳ). Potom existujú práve

dve rie²enia (x1(t), y1(t)) a (x2(t), y2(t)) na nejakom intervale [t0,∞], ktoré konvergujú

k bodu E = (x̄, ȳ). Tieto rie²enia konvergujú k bodu E z opa£ných smerov a obe sú

doty£nicami k priamke prechádzajúcej cez bod E, ktorá má rovnaký smer ako vlastný

vektor zodpovedajúci zápornému vlastnému £íslu. Takýto pevný bod sa nazýva sedlový

bod.

1.4 Jednozna£nos´ rie²ení pre zvolené x0, xT a T

V²eobecným rie²ením systému diferenciálnych rovníc sú trajektórie zobrazené na Obr.2.

Pre ur£enie optimálneho rie²enia pouºijeme okrajové podmienky. Uvaºujme po£iato£nú

podmienku pre x0 a koncovú podmienku pre xT zobrazené na Obr. 3.
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1 ANALÝZA FÁZOVÉHO POTRÉTU

Obr. 3: Rie²enia sústavy (1.21)-(1.22) pre x0 < xT < x̄

Zaujímavými sú pre nás v²etky trajektórie, ktoré prechádzajú bodom x0 a s £asom

prejdú aj bodom xT . Vidíme, ºe daným okrajovým podmienkam môºe vyhovova´ via-

cero trajektórií, kaºdej v²ak môºe trva´ prechod od x0 do xT iný £as T . Ak sú naviac

splnené podmienky Vety 1.2 s rýdzokonkávnym Hamiltoniánom, tak vieme, ºe pre jednu

hodnotu £asu T existuje práve jedna trajektória sp¨¬ajúca okrajové podmienky x0 a xT .

Ak by totiº takýchto trajektórií bolo viac, existovalo by viac optimálnych rie²ení a to

by bol spor s Vetou 1.2.

1.5 Závislos´ od po£iato£ných podmienok

Neskôr pri analýze závislosti po£iato£nej spotreby c0 a koncového £asu T vyuºijeme

nasledujúcu vetu, ktorú tu sformulujeme aj dokáºeme.

Veta 1.4. Uvaºujme systém rovníc (1.21)-(1.22). Nech pre parciálnu deriváciu funkcie

F pod©a premennej y platí Fy < 0 a pre parciálnu deriváciu funkcie G pod©a premen-

nej x platí Gx < 0 pre v²etky x, y. Potom pre parciálnu deriváciu premennej x pod©a

po£iato£nej podmienky y0 platí ∂x(t,x0,y0)
∂y0

< 0 .

Dôkaz:

Ide o deriváciu rie²enia pod©a po£iato£nej podmienky. Derivácie pod©a po£iato£ných

podmienok za ur£itých predpokladov sp©¬ajú tzv. rovnicu vo variáciách ([4]), ktorá má

16
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tvar  d
dt

∂x
∂x0

d
dt

∂x
∂y0

d
dt

∂y
∂x0

d
dt

∂y
∂y0

 =

Fx Fy

Gx Gy

 ∂x
∂x0

∂x
∂y0

∂y
∂x0

∂y
∂y0

 . (1.26)

Ozna£me z1 = ∂x
∂y0

a z2 = ∂y
∂y0

, budeme rie²i´ rovnicuż1
ż2

 =

Fx Fy

Gx Gy

z1
z2

 , (1.27)

pri£om máme po£iato£né podmienky z1(t0) = ∂x
∂y0

(t0) = 0 a z2(t0) = ∂y
∂y0

(t0) = 1.

Zo spojitosti funkcií máme, ke¤ºe z2(t0) = 1, tak v okolí t0 je z2 ur£ite kladné.

Pre ż1(t0) máme rovnicu

ż1(t0) = Fx.0 + 1.Fy = Fy < 0, (1.28)

vzh©adom na predpoklady vety.

Vidíme, ºe z1(t) klesá v okolí bodu t0 a ke¤ºe z1(t0) = 0, tak z1(t) je záporné

na pravom okolí bodu z1(t0). V pravom okolí t0 teda máme z1(t) < 0 a z2(t) > 0.

Chceme dokáza´, ºe tak tomu je pre v²etky t ∈ [t0,∞].

Vyuºijeme dôkaz sporom. Nech existuje kone£né τ = sup {t | z1(t) < 0, z2(t) > 0}.

Zo spojitosti funkcií z1(t) a z2(t) vyplýva, ºe môºu nasta´ tieto tri moºnosti:

(a) z1(τ) = 0, z2(τ) = 0

(b) z1(τ) < 0, z2(τ) = 0

(c) z1(τ) = 0, z2(τ) > 0

Moºnos´ (a) moºno vylú£i´, lebo máme lineárny systém a keby platilo z1(τ) = 0,

z2(τ) = 0, tak z1(t) = 0, z2(t) = 0 pre ∀t, £o je spor s z2(t0) = 1.

Ak by nastala moºnos´ (b), tak by v bode τ muselo plati´, ºe ż2(τ) ≤ 0, lebo v ©avom

okolí τ je z2(t) > 0 a v bode τ je z2(τ) = 0. Zárove¬ by v²ak z z1(τ) < 0, z2(τ) = 0,

predpokladov vety a rovnice (1.27) platilo

ż2(τ) = Gxz1(τ) > 0, (1.29)

a teda moºnos´ (b) nemôºe nasta´.
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Podobne, ak by mala nasta´ moºnos´ (c), tak by malo v bode τ plati´, ºe ż1(τ) ≥ 0,

lebo v ©avom okolí τ je z1(t) < 0 a v bode τ je z1(τ) = 0. Ke¤ºe v²ak z (1.27)

a predpokladov vety pre z1(τ) = 0, z2(τ) > 0 zárove¬ platí

ż1(τ) = Fyz2(τ) < 0, (1.30)

tak nemôºe nasta´ ani moºnos´ (c). Pri²li sme k sporu a teda platí z1(t) < 0 a z2(t) > 0

∀t ∈ [t0,∞].

18
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2 Úloha s rýdzokonkávnym Hamiltoniánom

V tejto kapitole sa budeme venova´ úlohám optimálneho riadenia s rýdzokonkávnym

Hamiltoniánom v riadiacej premennej u. Naviac budeme uvaºova´ autonómnu úlohu

s diskontným faktorom, ke¤ºe takýto tvar úloh sa £asto vyskytuje v ekonomických

modeloch. Pre takúto úlohu odvodíme z podmienok Pontrjaginovho princípu maxima

systém dvoch diferenciálnych rovníc, ktorých rie²ením sú kandidáti na optimálne rie-

²enie. Ako sme spomenuli v £asti 1.1, je moºné to urobi´ dvomi spôsobmi. Pre kaºdý

spôsob budeme ¤alej analyzova´ príslu²nú Jakobiho maticu v pevnom bode a vyvodíme

predpoklady sformulované v dátach úlohy, ktoré zabezpe£ia sedlovos´ pevného bodu.

2.1 Formulácia úlohy

Uvaºujme úlohu optimálneho riadenia na kone£nom £asovom horizonte, ktorá má tvar

max

∫ T

0

e−rtf 0(x, u)dt, (2.1)

ẋ(t) = f(x, u) t ∈ [0, T ], (2.2)

x(0) = x0, (2.3)

x(T ) = xT , (2.4)

pri£om stavová premenná x aj riadiaca premenná u sú jednorozmerné a x0,xT , r a T

sú dané kon²tanty. Funkcia f 0 v ú£elovej funkcii a funkcia f zo stavovej rovnice sú C2

spojité funkcie.

Hamiltonova funkcia (1.6) má pod©a Vety 1.1 pre úlohu (2.1)-(2.4) tvar

H̃(x, u, ψ) = ψ̃0f 0(x, u) + ψ̃f(x, u), (2.5)

pri£om budeme predpoklada´, ºe platí ψ̃0 = 1. Toto ur£ite platí napríklad pre úlohu

s vo©ným koncom alebo v prípade, ºe je stavová rovnica lineárna v u pre v²etky x a ψ

a nemáme ohrani£enia na u.

V ¤al²om budeme pre jednoduchos´ pre parciálne derivácie pod©a príslu²nej pre-

mennej pouºíva´ ozna£enie dolným indexom a vynecháme vlnovku nad Hamiltonovou

funkciou a adjungovanou premennou.

Z predpokladu rýdzokonkávnosti v premennej u pre Hamiltonovu funkciu platí

Huu(x, u, ψ) = f 0
uu(x, u) + ψfuu(x, u) < 0. (2.6)
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2 ÚLOHA S RÝDZOKONKÁVNYM HAMILTONIÁNOM

Tento predpoklad je pre ψ > 0 ur£ite splnený, ak napríklad platí

f 0
uu(x, u) < 0 a fuu(x, u) ≤ 0 ∀x, u. (2.7)

Z podmienky maxima (1.18) aplikovaním nutnej podmienky optimality musí optimálne

rie²enie sp¨¬a´ rovnicu

Hu(x, u, ψ) = f 0
u(x, u) + ψfu(x, u) = 0 ∀t ∈ [0, T ] . (2.8)

Z rovnice (2.8) vieme vyjadri´ adjungovanú premennú ψ, od ktorej poºadujeme aby

bola kladná:

ψ = −f
0
u

fu
> 0 ∀t ∈ [0, T ] . (2.9)

Aby bola adjungovaná premenná vºdy de�novaná, budeme predpoklada´, ºe fu 6= 0.

Pre parciálnu deriváciu fu funkcie f zo stavovej rovnice teda platí, ºe je bu¤ vºdy

kladná alebo vºdy záporná. Splnenie predpokladu (2.9) zabezpe£íme tak, ºe budeme

ºiada´ aby platilo bu¤

f 0
u(x, u) < 0, fu(x, u) > 0 (2.10)

alebo

f 0
u(x, u) > 0, fu(x, u) < 0, (2.11)

pri£om tento predpoklad môºeme jednoduch²ie zapísa´ ako

f 0
u(x, u)fu(x, u) < 0. (2.12)

Pod©a tohto predpokladu, ak ú£elová funkcia rastie s rastúcou riadiacou premennou,

tak stavová premenná klesá a naopak ak ú£elová funkcia klesá s rastúcou riadiacou

premennou, tak stavová premenná rastie.

V ¤al²om máme dve moºnosti ako pokra£ova´. Jednou je rie²enie úlohy v priestore

stavovej a adjungovanej premennej. Ke¤ºe predpokladáme, ºe Hamiltonova funkcia je

rýdzokonkávna v premennej u, tak jej parciálna derivácia Hu je rastúcou funkciou v u.

V¤aka tomu môºeme riadiacu premennú u z (2.8) vyjadri´ ako funkciu premenných x

a ψ, tzn. u = u(x, ψ) a máme

Hu(x, u(x, ψ), ψ) = 0. (2.13)
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Dosadením za u do adjungovanej rovnice (1.16) táto spolu so stavovou rovnicou tvoria

systém diferenciálnych rovníc v premennných x a ψ

ẋ = f(x, u(x, ψ)), (2.14)

ψ̇ = rψ −Hx(x, u(x, ψ), ψ). (2.15)

Druhou moºnos´ou je rie²i´ úlohu v priestore stavovej a riadiacej premennej. Ke¤ºe

rovnica (2.8) má plati´ pre v²etky t, tak jej totálnou deriváciou dostaneme vz´ah

d

dt
Hu(x, u, ψ) = f 0

uuu̇+ f 0
uxẋ+ ψ̇fu + ψ(fuuu̇+ fuxẋ)

= Hxuẋ+Huuu̇+ fuψ̇ = 0, (2.16)

z ktorého vieme vyjadri´ u̇ ako

u̇ =
−Hxuẋ− fuψ̇

Huu

=
−Hxuf − fu((r − fx)ψ − f 0

x)

Huu

, (2.17)

pri£om sme v druhej rovnosti dosadili vz´ah (1.16). Ke¤ºe aj ψ vieme pod©a (2.9)

vyjadri´ ako funkciu premenných x, u, tak rovnica (2.17) spolu so stavovou rovnicou

(2.2) dávajú sústavu dvoch diferenciálnych rovníc o dvoch neznámych, ktorú môºeme

analyzova´ v priestore stavovej a riadiacej premennej. Rovnicu pre u̇ v²ak ponecháme

v tvare (2.17), pretoºe sa nám s ¬ou tak bude v ¤al²om lep²ie pracova´. Pri derivovaní

v²ak vyuºijeme skuto£nos´, ºe sme adjungovanú premennú ψ vyjadrili ako funkciu

stavovej premennej x a riadiacej premennej u.

Pouºité predpoklady a získané vz´ahy teraz zhrnieme do nasledujúcej vety:

Veta 2.1. Ak úloha (2.1)-(2.4) sp¨¬a (2.7) a (2.12), potom rie²enia nutných podmienok

optimality s ψ0 = 1 sp¨¬ajú systém (2.14) a (2.15), kde u(x, ψ) je rie²ením (2.13) a

taktieº sp¨¬ajú systém (2.2) a (2.17), kde ψ je dané vz´ahom (2.9).

2.2 Analýza v priestore stavovej a adjungovanej premennej

Pozrime sa teraz na systém diferenciálnych rovníc (2.14)-(2.15) pre stavovú a adjungo-

vanú premennú, kde u(x, ψ) je rie²ením (2.13). Pri analýze pomocou fázového portrétu

je pre nás zaujímavý najmä typ pevného bodu (x̄, ψ̄), ktorý zistíme z Jakobiho matice

vyjadrenej v tomto bode. Preto v tejto £asti uvádzame tvar Jakobiho matice pre túto
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sústavu, jej determinat a vlastné £ísla. Odvodenie tejto matice aj s ¤al²ími detailami

nájdeme v [5].

Pre lep²iu £itate©nos´ neuvádzame argumenty funkcií, no v²etky sú vyjadrené v pev-

nom bode. Potom pod©a [5] má Jakobiho matica pre sústavu (2.14)-(2.15) tvar

J =

 fx + fuux fuuψ

−Hxx−Hxuux r −Hxuuψ − fx

 (2.18)

=

 fx − fu Hxu

Huu
−fu fu

Huu

−Hxx +Hxu
Hxu

Huu
r − fx +Hxu

fu
Huu

 , (2.19)

pri£om sa v (2.19) vyuºili vz´ahy (2.20) a (2.21), ktoré boli získané implicitným deri-

vovaním (2.13), a pod©a ktorých moºno vyjadri´ parciálne derivácie u ako

∂u(x, ψ)

∂x
= −Hxu(x, u(x, ψ), ψ)

Huu(x, u(x, ψ), ψ)
(2.20)

a
∂u(x, ψ)

∂ψ
= − fu(x, u(x, ψ))

Huu(x, u(x, ψ), ψ)
. (2.21)

Determinant matice (2.19) moºno vyjadri´ ako

det J =

(
fx − fu

Hxu

Huu

)(
(r − fx) +Hxu

fu
Huu

)
+

f 2
u

Huu

(
−Hxx +

H2
xu

Huu

)
= fx(r − fx)− fu

Hxu

Huu

(r − fx) + fxfu
Hxu

Huu

−
(
fu
Hxu

Huu

)2

− f 2
u

Hxx

Huu

+

(
fuHxu

Huu

)2

= fx(r − fx)− afu, (2.22)

kde sme ozna£ili

a =
Hxu(r − 2fx) + fuHxx

Huu

. (2.23)

Ke¤ºe ide o 2× 2 maticu, tak v prípade, ºe je det J < 0, sú vlastné £ísla

λ1,2 =

r ±
√
r2 − 4

[(
fx − fu Hxu

Huu

)(
r −

(
fx − fu Hxu

Huu

))
+ f2u

Huu

(
−Hxx + H2

xu

Huu

)]
2

=
r ±

√
r2 − 4(fx(r − fx)− afu)

2
(2.24)

tejto matice reálne a zárove¬ je jedno kladné a druhé záporné. V takomto prípade

pôjde o pevný bod typu sedlo. Ak by bol det J > 0, tak sú bu¤ obe vlastné £ísla

kladné a reálne, kedy je pevný bod nestabilný uzol alebo komplexné s kladnou reálnou

£as´ou a pevný bod je nestabilné ohnisko.
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2.3 Analýza v priestore stavovej a riadiacej premennej

Na základe predo²lej podkapitoly sa teraz pokúsime o podobnú analýzu v priestore

stavovej a riadiacej premennej pre sústavu diferenciálnych rovníc (2.2) a (2.17), kde

ψ sp¨¬a (2.9). Pre výpo£et determinantu Jakobiho matice tejto sústavy potrebujeme

najprv vyráta´ parciálne derivácie ∂u̇
∂u

a ∂u̇
∂x

vyjadrené v pevnom bode.

V nasledujúcich rovniciach pre lep²iu £itate©nos´ opä´ neuvádzame argumenty funk-

cií. Pri odvodzovaní derivácií ∂u̇
∂u

a ∂u̇
∂x

vyuºijeme, ºe v pevnom bode (x̄, ū) systému rovníc

(2.2) a (2.17) platí ẋ = 0 a u̇ = 0 a teda platí aj

f(x̄, ū) = 0 a ψ̇ = (r − fx)ψ − f 0
x = 0. (2.25)

Taktieº budeme potrebova´ parciálne derivácie adjungovanej premennej ψu a ψx,

ktoré moºno zo vz´ahu (2.9) vyjadri´

ψu =
−f 0

uufu + f 0
ufuu

f 2
u

(2.26)

a

ψx =
−f 0

uxfu + f 0
ufux

f 2
u

. (2.27)

Derivovaním (2.17) pod©a riadiacej premennej u potom máme

∂u̇

∂u
(x̄, ū) =

∂

∂u

[
−Hxuf − fu((r − fx)ψ − f 0

x)

Huu

]
(2.28)

=
[−Hxuuf −Hxufu − fuu((r − fx)ψ − f 0

x)− fu(rψu − fxψu − fxuψ − f 0
xu]Huu

H2
uu

− Huux [−Hxuf − fu((r − fx)ψ − f 0
x)]

H2
uu

(2.29)

=
−Hxufu − fuψu(r − fx) + fufxuψ + fuf

0
xu

Huu

(2.30)

=
−Hxufu − fu

f2u
(−f 0

uufu + f 0
ufuu)(r − fx) + fufux

(
−f0u
fu

)
+ fuf

0
xu

Huu

(2.31)

=
−Hxufu −

(
−f 0

uu −
(
−f0u
fu

)
fuu

)
(r − fx) + fu(fxu

(
−f0u
fu

)
+ f 0

xu)

Huu

(2.32)

=
−Hxufu − (−f 0

uu − ψfuu) (r − fx) + fu(fxuψ + f 0
xu)

Huu

(2.33)

=
−Hxufu +Huu(r − fx) + fuHxu

Huu

= r − fx (2.34)
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Pri£om v (2.30) sme vyuºili predpoklad (2.25) a v (2.31) sme vyuºili vz´ah (2.26) a

(2.9).

Podobne môºno vyráta´ aj parciálnu deriváciu u̇ pod©a stavovej premennej x

∂u̇

∂x
(x̄, ū) =

∂

∂x

[
−Hxuf − fu((r − fx)ψ − f 0

x)

Huu

]
(2.35)

=
[−Hxxuf −Hxufx − fu(rψx − fxxψ − fxψx − f 0

xx)− fux((r − fx)ψ − f 0
x)]Huu

H2
uu

− Huux(−Hxuf − fu((r − fx)ψ − f 0
x))

H2
uu

(2.36)

=
−Hxufx − fu((r − fx)ψx − fxxψ − f 0

xx)

Huu

(2.37)

=
−Hxufx − fu

f2u
(r − fx)(−f 0

uxfu + f 0
ufux) + fufxxψ + fuf

0
xx

Huu

(2.38)

=
−Hxufx − (r − fx)(−f 0

ux −
(
−f0u
fu

)
fux) + fu(fxxψ + f 0

xx)

Huu

(2.39)

=
−Hxufx +Hxu(r − fx) + fuHxx

Huu

=
Hxu(r − 2fx) + fuHxx

Huu

, (2.40)

kde sme v (2.37) vyuºili predpoklad (2.25) a v (2.38) sme vyuºili vz´ah (2.27).

Ozna£me opä´ a = Hxu(r−2fx)+fuHxx

Huu
. Potom má Jakobiho matica pre sústavu rovníc

(2.2) a (2.17) vyjadrená v pevnom bode tvar

J =

fx fu

a r − fx

 (2.41)

pri£om sú v²etky funkcie vyjadrené v pevnom bode. Determinat matice (2.41) potom

moºno zapísa´:

det J = fx(r − fx)− afu. (2.42)

Vidíme, ºe tento je rovnaký ako (2.22). Naviac sú vlastné £ísla λ1,2 =
r±
√
r2−4(fx(r−fx)−afu)

2

Jakobiho matice (2.41) rovnaké ako vlastné £ísla matice (2.19) a teda je pevný bod

v priestore stavovej a riadiacej premennej rovnakého typu ako v priestore stavovej a

adjungovanej premennej. Pevný bod teda môºe by´ typu sedlo, nestabilný uzol alebo

nestabilné ohnisko. Prípad nestabilného uzla nastane pri úlohe o optimálnej spotrebe,

ktorou sa budeme zaobera´ v ²tvrtej kapitole.
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2.4 Príklady úloh s rýdzokonkávnym Hamiltoniánom v riadia-

cej premennej

V tejto £asti uvádzame príklady s ekonomickým zameraním, pri ktorých uº z dát úlohy

budeme vidie´, £i sú splnené predpoklady Vety 2.1 a podmienka zápornosti determi-

nantu Jakobiho matice, ktorý je vyjadrenný vz´ahom (2.41) a teda pevný bod v takejto

úlohe je typu sedlo.

V ekonomických modeloch sa stáva, ºe Hamiltonova funkcia je separovate©ná v pre-

menných x a u a teda platí

Hxu = 0. (2.43)

Determinant Jakobiho matice (2.41) sa v takom prípade zjednodu²í na tvar

det J = −f 2
x − f 2

u

Hxx

Huu

+ rfx. (2.44)

Ak by naviac platilo

Hxx < 0, (2.45)

tak sú prvé dva £leny determinantu (2.44) záporné. Ak naviac platí fx < 0, tak je

determinant (2.44) ur£ite záporný a teda ide o pevný bod typu sedlo. Aj v prípade,

ºe je parciálna derivácia funkcie f zo stavovej rovnice pod©a x kladná, tzn. fx > 0,

môºeme pre r dostato£ne malé dosta´ záporný determinant a teda opä´ pôjde o pevný

bod typu sedlo. Takýto prípad nastáva pri Ramseyho modeli rastu, ktorému je venovaná

celá tretia kapitola.

Naviac, ak okrem predpokladu o rýdzokonkávnosti Hamiltonovej funkcie v premen-

nej u (2.6) platí aj (2.45) a teda je Hamiltonova funkcia rýdzokonkávna aj v premennej

x a máme tieº (2.43), tak je Hamiltonova funkcia rýdzokonkávna v premenných (x, u).

Ke¤ºe uvaºujeme lineárnu koncovú podmienku (2.4), ψ0 = 1 a mnoºina U je celé R

a teda je konvexná, tak pod©a Vety 1.2 sú podmienky Pontrjaginovho princípu maxima

aj posta£ujúcimi podmienkami optimality a optimálne rie²enie je jediné.
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2.4.1 Nerlove-Arrow reklamný model

�al²ím modelom, ktorý sp¨¬a predpoklady Vety 2.1, (2.45) a (2.43) jeNerlove-Arrow

reklamný model, presnej²ie jeho nelineárne roz²írenie, ktoré je v [13] formulované

nasledovne:

max

∫ T

0

e−rt [π1(u) + π2(x)− u] dt, (2.46)

ẋ(t) = u(t)− δx(t) t ∈ [0, T ], (2.47)

x(0) = x0, (2.48)

x(T ) = xT , (2.49)

kde r, δ, T , G0, GT sú dané kon²tanty, stavová premenná x predstavuje dobré meno

�rmy a riadiaca premenná u predstavuje snahu, ktorú �rma investuje do reklamy,

meranú v dolároch za jednotku £asu. Pod©a stavovovej rovnice (2.47), je £istá investícia

do dobrého mena rovná investovanej snahe do reklamy a amortizácii dobrého mena,

ktorá je spôsobená napríklad tým, ºe ©udia zabúdajú a je daná kladnou kon²tantou

δ. Funkcie π1(u) a π2(x) v ú£elovej funkcii sú rastúce a konkávne, tzn. π′1(u) > 0,

π′2(x) > 0, π′′1(u) < 0 a π′′2(x) < 0. Celkový zisk teda tvorí pro�t získaný z reklamy a

z dobrého mena mínus investovaná snaha do reklamy.

Hamiltonova funkcia pre túto úlohu má tvar

H(x, u, ψ) = π1(u) + π2(x)− u+ ψ(u− δx), (2.50)

pri£om je zjavné, ºe táto je separovate©ná v premenných (x, u) a teda je splnený predpo-

klad (2.43). Taktieº platí f 0
uu = π′′1(u) < 0 a fuu = 0 a teda je splnený predpoklad (2.7)

o rýdzokonkávnosti Hamiltonovej funkcie v premennej u. �alej derivovaním funkcie

z ú£elovej funkcie pod©a premennej u dostaneme f 0
u(x, u) = π′1(u)−1. Ke¤ºe je funkcia

π1(u) rýdzokonkávna, tak jej derivácia π′1(u) je klesajúca a tak budeme predpoklada´,

ºe existuje uk také, ºe na intervale [0, uk] je π′1(u) < 1 a teda π′1(u) − 1 < 0. Naviac

máme fu(x, u) = ψ > 0 a teda na intervale [0, uk] platí predpoklad (2.12), ºe f 0
ufu < 0.

Hamiltonova funkcia (2.50) je taktieº rýdzokonkávna v stavovej premennej x, ke¤ºe

platí Hxx = π′′2(x) < 0 , tzn. je splnený predpoklad (2.45). Pre parciálnu deriváciu

funkcie f , ktorou je de�novaná stavová rovnica (2.47), platí fx(x, u) = −δ < 0 a teda

okrem predpokladov (2.7), (2.12), (2.45) a (2.43) platí aj fx(x, u) < 0 . Determinant
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Jakobiho matice je pre takúto úlohu pre u ∈ [0, uk] teda ur£ite záporný a ide o pevný

bod typu sedlo. Rie²enie tejto úlohy v priestore stavovej a adjungovanej premennej

nájdeme napríklad v [13].

2.4.2 Optimálny lov rýb

�a©²ím príkladom je úloha 8.2 Optimálny lov rýb, ktorá je v [5] formulovaná nasle-

dovne:

max

∫ T

0

e−rtp(u(t))dt, (2.51)

ẋ(t) = x (t) (1− x (t))− u(t) t ∈ [0, T ], (2.52)

x(0) = x0, (2.53)

x(T ) = xT , (2.54)

x(t) ∈ [0, 1] , (2.55)

u(t) ≥ 0, (2.56)

pri£om r, T , x0, xT sú kladné kon²tanty. Stavová premenná x(t) v tomto prípade

predstavuje mnoºstvo rýb v rybníku, vyjadrené ako £as´ celkovej kapacity rybníka

a riadiaca premenná u(t) ozna£uje tempo výlovu rýb. Cie©om je maximalizova´ celkový

zisk, ktorý je daný funkciou p(u). Táto je rastúca a rýdzokonkávna, platí teda p′(u) > 0

a p′′(u) < 0. Môºeme si v²imnú´, ºe v tejto úlohe máme aj ohrani£enie na stavovú

premennú, no sta£í, ak budeme neskôr fázový portrét kresli´ len pre interval x ∈ [0, 1].

Pre úlohu (2.51)-(2.56) má Hamiltonova funkcia tvar

H(x, u, ψ) = p(u) + ψ [x(1− x)− u] . (2.57)

Pre Hamiltonovu funkciu (2.57) platí f 0
uu = p′′(u) < 0 a fuu = 0 a teda je splnený pred-

poklad (2.7) o rýdzokonkávnosti Hamiltonovej funkcie v premennej u. Naviac máme

f 0
u(x, u) = p′(u) > 0 a fu = −1 < 0 a teda f 0

ufu < 0, £o je predpoklad (2.12). Tieº

vidíme, ºe Hamiltonova funkcia je opä´ separovate©ná v premenných (x, u) a teda platí

Hxu = 0. Ke¤ºe platí ajHxx = −2ψ < 0, tak je druhý £len determinantu (2.44) −f 2
u
Hxx

Huu

záporný. Potrebujeme teda e²te, aby fx(r−fx) = (1−2x)(r−(1−2x)) ≤ 0. Tento vz´ah

ur£ite platí pre x ∈ [1
2
, 1]. Ak x ∈ [0, 1

2
], tak je tento £len ur£ite nekladný pre r ≤ 1,

£o je rozumný predpoklad, ke¤ºe ide o diskontný faktor. Determinant Jakobiho matice

27



2 ÚLOHA S RÝDZOKONKÁVNYM HAMILTONIÁNOM

je pre túto úlohu teda záporný a opä´ ide o pevný bod typu sedlo. Naviac aj v tomto

prípade sú podmienky Pontrjaginovho princípu maxima posta£ujúcimi podmienkami

maxima.

2.4.3 Vidale-Wolfe reklamný model

V oboch vy²²ie uvedených príkladoch je Hamiltonova funkcia separovate©ná v riadiacej

a stavovej premennej. Nasledujúce dva príklady uº túto podmienku nesp¨¬ajú. Uká-

ºeme v²ak, ºe sp¨¬ajú (2.7) a (2.12) a ¤al²ie podmienky, v¤aka ktorým opä´ pôjde

o pevný bod typu sedlo. Prvým z modelov je Vidale-Wolfe reklamný model, ktorý

je sformulovaný v [13]. Av²ak namiesto ú£elovej funkcie, ktorá je lineárna v riadiacej

premennej u, budeme uvaºova´ prípad z [13] cvi£enie 7.32, ktorý má nasledujúci tvar

max
u≥0

∫ T

0

e−rt(πx− u2)dt, (2.58)

ẋ(t) = ρu(1− x)− δx t ∈ [0, T ], (2.59)

x(0) = x0, (2.60)

x(T ) = xT , (2.61)

kde r, π, ρ, δ, x0, xT a T sú dané kon²tanty. Riadiaca premenná u opä´ predstavuje

investície do reklamy, no na rozdiel od Nerlove-Arrow modelu, stavová premenná x

predtavuje podiel �rmy na trhu a nadobúda hodnoty z intervalu [0, 1]. Kladná kon-

²tanta π v ú£elovej funkcii predstavuje maximálny výnos pre x = 1. Celkový zisk je

potom rovný tomuto výnosu, od ktorého odpo£ítame náklady spojené s reklamou, ktoré

sú kvadratické. Pod©a stavovej rovnice (2.59) je zmena v premennej x daná reakciou

na reklamu, ktorá je daná kladnou kon²tantou ρ a stratou spôsobenou zabudaním,

ktorá je charakterizovaná kladnou kon²tantou δ.

Hamiltonova funkcia pre úlohu (2.58)-(2.61) má tvar

H(x, u, ψ) = πx− u2 + ψ(ρu(1− x)− δx). (2.62)

Ako vidíme táto nie je separovate©ná v premenných (x, u). �alej pre tento model platí

f 0
uu = −2 < 0, fuu = 0, f 0

u = −2u < 0 fu = ρ(1 − x) > 0 pre x ∈ [0, 1] a teda sú

splnené predpoklady (2.7) a (2.12). Zmie²aná parciálna derivácia Hamiltonovej funkcie
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Hxu = −ψρ je záporná, ke¤ºe z predpokladu (2.12) máme ψ > 0. Ke¤ºe stavová

rovnica i ú£elová funkcia sú lineárne v stavovej premennej x, tak máme Hxx = 0.

V takomto prípade sa deteminant Jakobiho matice (2.42) zjednodu²í na tvar

det J = fx(r − fx)−
Hxu(r − 2fx)

Huu

fu. (2.63)

Ke¤ºe platí fx = −ρu−δ < 0, tak prvý £len (2.63) fx(r−fx) je ur£ite záporný. Navy²e

máme (r − 2fx) = r + 2ρu + 2δ > 0 a teda £len −Hxu(r−2fx)
Huu

fu je záporný. Aj v tomto

príklade teda dostaneme záporný determinant a pevný bod bude typu sedlo.

2.4.4 Gouldov model

Posledný príklad, ktorý tu uvedieme, je roz²írením predo²lého modelu a ide o tzv.

Gouldov model. Tento je v [12] formulovaný nasledovne

max
u≥0

∫ T

0

e−rt(π(x)− w(u))dt, (2.64)

ẋ(t) = ρu(1− x)− δx t ∈ [0, T ], (2.65)

x(0) = x0, (2.66)

x(T ) = xT , (2.67)

kde r, δ, ρ, x0, xT a T sú dané kon²tanty a w(u), π(x) dané funkcie. Môºeme si v²imnú´,

ºe tento model sa lí²i od predo²lého len ú£elovou funkciou. Funkcia π(x) je rastúca

a konkávna a funkcia w(u) je rastúca a konvexná, platí teda π′(x) > 0, π′′(x) < 0,

w′(u) > 0 a w′′(u) > 0. Hamiltonovu funkciu pre takúto úlohu moºno zapísa´

H(x, u, ψ) = π(x)− w(u) + ψ(ρu(1− x)− δx). (2.68)

Pre túto platí f 0
uu = −w′′(u) < 0 a fuu = 0 a teda je splnený predpoklad (2.7)

o rýdzokonkávnosti Hamiltonovej funkcie v premennej u. Taktieº je splnený predpoklad

(2.12), ke¤ºe máme fu = ρ(1−x) > 0 a f 0
u = −w′(u) < 0. �alej mámeHxu = −ψu < 0,

Hxx = π′′(x) < 0 a fx(x, u) = −ρu − δ < 0 a teda a = Hxu(r−2fx)+fuHxx

Huu
> 0. Preto je

determinant Jakobiho matice (2.42) det J = (−ρu−δ)(r+ρu+δ)−afu ur£ite záporný

a teda ide o pevný bod typu sedlo. Naviac má Hessova matica Hamiltonovej funkcie

tvar

H =

π′′(x) −ψu

−ψu −w′′(u)

 . (2.69)
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Pre túto platí π′′(x) < 0 a −w′′(u)π′′(x) + (ψu)2 > 0 a teda je Hamiltonova funkcia

rýdzokonkávna v premených (x, u) a teda pri koncovej podmienke (2.67), ψ0 = 1 a u ≥

0 aj v tomto prípade sú podmienky Pontrjaginovho princípu maxima posta£ujúcimi

podmienkami optimality.

Na predo²lých príkladoch sme ukázali rôzne podmienky, ktoré môºu pomôc´ pri

ur£ovaní pevného bodu typu sedlo. Av²ak treba poznamena´, ºe tieto podmienky ur£ite

nepokrývajú v²etky moºné prípady.
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3 Ramseyho model

V tejto kapitole sa budeme zaobera´ Ramseyho modelom rastu ako úlohe optimálneho

riadenia, v ktorej jedinú neautonómnos´ predstavuje diskontný faktor a teda ju moºno

rie²i´ pomocou analýzy fázového portrétu. Pri spracovaní tejto kapitoly sme vyuºili

zdroje [5], [8], [11] a [1].

Frank Ramsey bol britský matematik a �lozof. V roku 1928 publikoval £lánok [10],

ktorého hlavnou témou bola otázka, ko©ko zo svojich príjmov by mal národ u²etri´ a

¤alej investova´ a ko©ko by mal spotrebova´. Tento sa stal východiskom pre mnohé

¤al²ie ekonomické modely.

3.1 Ramseyho model ako úloha optimálneho riadenia

Ramseyho model rastu s pevným £asom bez ohrani£ení na riadenie ako úloha optimál-

neho riadenia má vo v²eobecnosti nasledujúci tvar:

max

∫ T

0

e−rtU(c(t))dt, (3.1)

k̇(t) = f(k(t))− δk(t)− c(t) t ∈ [0, T ], (3.2)

k(0) = k0, (3.3)

k(T ) = kT , (3.4)

kde stavová premenná k predstavuje kapitál a riadiaca premenná c spotrebu. Funkcia

U v ú£elovej funkcii je funkciou uºito£nosti, o ktorej predpokladáme, ºe sp¨¬a U ∈ C2,

U ′(c) > 0, U ′′(c) < 0, limc→0+ U
′(c) = ∞ a limc→∞ U

′(c) = 0. Funkcia f v stavovej

rovnici je produk£nou funkciou, o ktorej predpokladáme, ºe sp¨¬a f ∈ C2, f ′(k) > 0,

f ′′(k) < 0, limk→0+ f
′(k) = ∞ a limk→∞ f

′(k) = 0. Kon²tanty r a δ sú kladné, pri-

£om prvá z nich vyjadruje mieru netrpezlivosti spotrebova´ a druhá predstavuje mieru

znehodnocovania kapitálu. Úlohou je nájs´ funkciu spotreby c(t), t ∈ [0, T ], ktorá ma-

ximalizuje diskontovanú uºito£nos´, pri£om kapitál sa v £ase vyvíja pod©a stavovej

rovnice (3.2). Zárove¬ ºiadame aby hodnota kapitálu sp¨¬ala po£iato£nú podmienku

(3.3) a koncovú podmienku (3.4).

Podobne ako v [5] na túto úlohu aplikujeme Pontrjaginov princíp maxima. Ke¤ºe

stavová rovnica je lineárna v c a nemáme ohrani£enia na c, moºeme dosadi´ ψ0 = 1 a
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teda Hamiltonovu funkciu (1.6) môºeme zapísa´

H(k, c, t, ψ) = e−rtU(c) + ψ(f(k)− δk − c). (3.5)

Adjungovaná rovnica (1.7) má potom tvar

ψ̇ = (δ − f ′(k))ψ, (3.6)

a z podmienky maxima (1.8) aplikovaním nutnej podmienky optimality vieme vyjadri´

adjungovanú premennú ako funkciu riadiacej premennej

ψ(t) = e−rtU ′(c) > 0, ∀t ∈ [0, T ] (3.7)

Ke¤ºe tento vz´ah musí plati´ pre kaºdé t ∈ [0, T ], tak jeho totálnou deriváciou získame

vyjadrenie pre ψ̇

ψ̇(t) = −re−rtU ′(c(t)) + e−rtU ′′(c(t))ċ(t). (3.8)

Dosadením rovníc (3.7) a (3.8) do adjungovanej rovnice (3.6) dostaneme diferenciálnu

rovnicu

ċ =
U ′(c)

U ′′(c)
(r + δ − f ′(k)) . (3.9)

Tá spolu so stavovou rovnicou (3.2) a podmienkami (3.3) a (3.4) dávajú okrajovú úlohu,

ktorú moºno rie²i´ v priestore premenných (k, c), teda v priestore stavovej a riadiacej

premennej.

Predtým neº za£neme úlohu analyzova´, ukáºeme, ºe sp¨¬a podmienky z poznámky

k Vete 1.2 a teda sú podmienky, ktoré sme dostali aj posta£ujúcimi podmienkami. Pre

Hamiltonovu funkciu platí

∂2H

∂k2
(k, c, t, ψ) = ψf ′′(k) < 0 ∀t ∈ [0, T ], (3.10)

∂2H

∂k∂c
(k, c, t, ψ) = 0 ∀t ∈ [0, T ] (3.11)

a
∂2H

∂c2
(k, c, t, ψ) = e−rtU ′′(c) < 0 ∀t ∈ [0, T ], (3.12)

ke¤ºe ψ(t) > 0 ∀t ∈ [0, T ], f ′′(k) < 0, U ′′(c) < 0 a Hamiltonova funkcia je separova-

te©ná v premenných (k, c). Naviac mnoºina U je celé R a teda je konvexná a ψ0 = 1. Sú

teda splnené podmienky z Vety 1.2 a teda ide o posta£ujúce podmienky optimality. Na-

viac, ke¤ºe je Hamiltonova funkcia rýdzokonkávna, tak máme zaru£ené, ºe optimálne

riadenie je jediné.
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3.2 Analýza v priestore stavovej a riadiacej premennej

Pre zjednodu²enie budeme predpoklada´, ºe

− U ′(c)

U ′′(c)
= Ac > 0, (3.13)

kde A je kladná kon²tanta. Tento predpoklad je splnený napríklad pre funkcie tvaru

U(c) =
√
c alebo U(c) = ln(c), ktoré sp¨¬ajú vlastnosti U ∈ C2, U ′(c) > 0, U ′′(c) < 0,

limc→0+ U
′(c) =∞ a limc→∞ U

′(k) = 0. Poznamenajme, ºe obrátený zlomok −U ′′(c)
U ′(c)

je

vo �nan£nej matematike ozna£ovaný ako Arrow-Prattow absolútny koe�cient averzie k

riziku. Je kladný pre rizikovo averzného investora. �ím je vä£²í, tým je vä£²ia aj averzia

k riziku [9].

Pri rie²ení pomocou fázového portrétu najprv vykreslíme izoklíny. Zo stavovej rov-

nice (3.2) pre k̇ = 0 máme

f(k)− δk − c = 0⇔ c = f(k)− δk. (3.14)

Ke¤ºe f(k) je rýdzokonkávna funkcia, tak aj c = f(k)−δk, ako rozdiel rýdzokonkávnej

a lineárnej funkcie, bude rýdzokonkávna funkcia. Táto funkcia nadobúda maximum

v bode kM , pre ktorý platí f ′(k) = δ. Pre ċ existujú z (3.9) dve izoklíny, prvá z nich je

krivka c = 0. Nech pre kc platí f ′(kc) = r + δ, potom druhá izoklína je krivka k = kc.

Funkcia f je konkávna, tzn. f ′′(k) < 0 a teda funkcia f ′(k) je klesajúca. Z kladnosti r

a δ potom dostaneme, kM > kc, ke¤ºe r + δ > δ. Pevné body leºia na prieniku dvoch

izoklín, pri£om pre jednu z nich platí k̇ = 0 a pre druhú platí ċ = 0. Tak ako moºno

vidie´ v [5], dá sa ukáza´, ºe existujú tri pevné body a to [0, 0], potom [k̄, c̄], kde k̄ = kc

a c̄ = f(kc) − δkc a e²te bod [kn, 0], kde pre kn platí f(kn) = δkn. Nás bude zaujíma´

oblas´, kde c > 0 a k > 0, zaujímavý je pre nás teda pevný bod [k̄, c̄].

Izoklíny rozdelia kladný kvadrant na ²tyri oblasti - izosektory. Teraz vy²etríme

správanie premenných s £asom v jednotlivých sektoroch. Na©avo od krivky k = k̄ je

ċ > 0 a teda spotreba c rastie s £asom, zatia© £o vpravo je ċ < 0 a teda spotreba c je

klesajúcou funkciou £asu. Pod krivkou c = f(k) − δk je k̇ > 0 a teda kapitál k rastie

s £asom. Nad touto krivkou je k̇ < 0 a teda premenná k klesá s £asom. Smery pohybu

s £asom sú znazornené v Obr. 4, pri£om sme si jednotlivé sektory o£íslovali.
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Obr. 4: Izosektory pre systém rovníc (3.2) a (3.9)

Pod©a nazna£eného smeru môºeme pribliºne na£rtnú´ trajektórie, ktoré sú v²eobec-

ným rie²ením úlohy. Na Obr.5 sú len niektoré z nich, v skuto£nosti je ich nekone£ne

ve©a.

Obr. 5: V²eobecné rie²enie pre systém rovníc (3.2) a (3.9)

Ako si môºeme v²imnú´, niektoré trajektórie idú smerom k pevnému bodu, iné sa

pohybujú od tohto bodu, z £oho predpokladáme, ºe pevný bod je typu sedlo. Toto

tu²enie e²te overíme pomocou Jakobiho matice sústavy, vy£íslenej v pevnom bode,
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ktorá má nasledujúci tvar

J(k̄, c̄) =

f ′(k̄)− δ −1

Ac̄f ′′(k̄) −A
(
r + δ − f ′(k̄)

)
 . (3.15)

Ke¤ºe v pevnom bode platí
(
r + δ − f ′(k̄)

)
= 0, tak determinat tejto matice v pevnom

bode (k̄, c̄) je det(J(k̄, c̄)) = Ac̄f ′′(k). Vieme, ºe A je kladná kon²tanta, spotreba c je

kladná a f ′′(k) < 0. Determinant Jakobiho matice je teda záporný. Ke¤ºe ide o 2× 2

maticu, tak budú jej vlastné £ísla reálne a budú ma´ opa£né znamienka. Ide teda

o pevný bod typu sedlo.

Trajektórie zobrazené v Obr. 5 sú len v²eobecným rie²ením sústavy (3.6) a (3.9).

Na ur£enie optimálneho rie²enia vyuºijeme okrajové podmienky pre k0 a kT a tieº hod-

notu £asu T . Nech najprv platí k0 < k̄ < kT . Niektoré trajektórie vyhovujúce takýmto

podmienkam sú zobrazené na Obr. 6. Môºeme si v²imnú´, ºe tieto za£ínajú v oblasti

III., kde sú kapitál i spotreba rastúcimi funkciami £asu a prejdú do oblasti IV., kde

kapitál stále rastie, no spotreba uº klesá.

Obr. 6: Prípad k0 < k̄ < kT

Uvaºujme teraz prípad k0 < kT < k̄, teda aj po£iato£ný aj koncový kapitál sú

men²ie ako hodnota kapitálu v pevnom bode. Niektoré trajektórie sú zobrazené na

Obr. 7. Tu môºu nasta´ dva prípady. Bu¤ trajektória celý £as leºí v oblasti III. a teda

spotreba a kapitál po celý £as rastú alebo trajektória za£ína v oblasti III. a kon£í v

oblasti II.. V taktomto prípade síce opä´ spotreba po celý £as rastie, no kapitál najprv

rastie a neskôr klesá, ke¤ºe prekro£íme izoklínu pre k̇ = 0. Tieº si môºeme v²imnú´, ºe
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pre hodnoty c0, ktoré sú z oblasti III., ale leºia nad sedlovou cestou, existujú dve tra-

jektórie vyhovujúce okrajovým podmienkam. Trajektórie ozna£ené £erveným celé leºia

v oblasti III., zatia© £o zelené trajektórie, za£ínajúce v tom istom c0, prejdú do oblasti

II..

Obr. 7: Prípad k0 < kT < k̄

Ak by sme naopak uvaºovali hodnotu po£iato£ného a koncového kapitálu vä£²iu

ako hodnota v pevnom bode, tzn. k̄ < k0 < kT , opä´ môºu nasta´ dve moºnosti. Ten-

tokrát v²ak trajektórie ur£ite kon£ia v oblasti IV., av²ak ako môºeme vidie´ na Obr. 8,

môºu v tejto oblasti celý £as leºa´ alebo môºu za£ína´ v oblasti I. V oboch prípadoch

spotreba po celý £as klesá s £asom, av²ak kapitál bu¤ po celý £as rastie alebo najprv

klesá a potom rastie.

Obr. 8: Prípad k̄ < k0 < kT
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Zatia© sme uvaºovali prípady, ke¤ po£iato£ný kapitál k0 bol men²í ako koncový

kapitál kT . V opa£nom prípade dostaneme rie²enia s podobnými vlastnos´ami, akýsi

zrkadlový obraz. Nech teda najprv kT < k̄ < k0. Trajektórie vyhovujúce takýmto pod-

mienkam sú zobrazené na Obr. 9. Vidíme, ºe tieto za£ínajú v oblasti I. a kon£ia v oblasti

II. Kapitál k po celý £as klesá s £asom, zatia© £o spotreba c najprv klesá a neskôr rastie.

Obr. 9: Prípad kT < k̄ < k0

Ak by bol po£iato£ný i koncový kapitál va£²í ako hodnota kapitálu v pevnom bode

a zárove¬ kT < k0, vyhovovali by trajektórie zobrazené na Obr. 10. Vidíme, ºe tieto

ur£ite za£ínajú v oblasti I. a bu¤ v nej aj po celý £as zostanú, alebo prejdú do oblasti

IV. V prvom prípade spotreba i kapitál po celý £as klesajú, v druhom prípade spotreba

opä´ po celý £as klesá, no kapitál najprv klesá a neskôr rastie.

Obr. 10: Prípad k̄ < kT < k0
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Posledný prípad, ktorý môºe nasta´ je kT < k0 < k̄. Aj v tomto prípade, ako

môºeme vidie´ na Obr. 11, môºu nasta´ dve moºnosti. Trajektórie ur£ite kon£ia v

oblasti II., za£ína´ v²ak môºu bu¤ v tejto oblasti alebo v oblasti III. V oboch prípadoch

spotreba po celý £as rastie, av²ak menia sa vlastnosti kapitálu. Ten v prvom prípade

po celý £as klesá, v druhom prípade najprv rastie a neskôr klesá.

Obr. 11: Prípad kT < k0 < k̄

Správanie kapitálu a spotreby budeme ilustrova´ aj na nasledujúcom príklade, kedy

uº vyuºijeme aj hodnotu koncového £asu T .

Príklad 1: Nech U(c) = 2
√
c, f(k) =

√
k, δ = 0.25 a r = 0.25, po dosadení do

rovníc (3.2) a (3.9) dostaneme sústavu diferenciálnych rovníc:

k̇ =
√
k − 0.25k − c, (3.16)

ċ = −c(1− 1√
k

). (3.17)

Najprv ur£íme izoklíny, pre k̇ = 0 je to krivka c =
√
k − 0.25k a pre ċ = 0 máme bu¤

c = 0 alebo k = 1. Zaujímavým pre nás bude pevný bod, ktorý je prienikom kriviek

c =
√
k − 0.25k a k = 1, tzn. (k̄, c̄) = (1, 0.75). V²eobecné rie²enie sústavy rovníc

(3.16) a (3.17) je zobrazené na Obr. 12. Toto rie²enie sme dostali numerickým rie²ením

okrajovej úlohy v Matlabe.

Trajektórie sú farebne odlí²ené pod©a správania kapitálu a spotreby s rastúcim

£asom t, pri£om smer pohybu je nazna£ený ²ípkami. Z obrázku tieº moºno odhadnú´,

kde pribliºne leºí stabilná a nestabilná cesta. Nachádzajú sa na prieniku farebných
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Obr. 12: V²eobecné rie²enie systému (3.16)-(3.17)

oblastí, o stabilnú cestu ide v prípade, ke¤ trajektórie smerujú do pevného bodu,

zatia© £o v prípade nestabilnej cesty idú smerom od pevného bodu.

Optimálne rie²enie dostaneme po vyuºití okrajových podmienok. Uvaºujme naprí-

klad okrajové podmienky k0 = 0.5, kT = 0.5 a T = 15. V tomto prípade, ako môºeme

vidie´ na Obr. 13, sa nachádzame v oblasti, kde spotreba c stále rastie s £asom, zatia©

£o kapitál k najprv rastie a neskôr klesá. Na prvom z grafov je závislos´ premenných k

a c od £asu t, zatia© £o v druhom je zobrazené rie²enie v priestore (k, c).

Obr. 13: Rie²enie systému (3.16)-(3.17) pre k0 = 0.5, kT = 0.5 a T = 15

Sta£í ak zmeníme jednu z podmienok a rie²enie sa zmení. Nech k0 = 1.5, kT = 0.5 a
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T = 15. Zmenili sme teda len hodnotu po£iato£ného kapitálu k0. Ako vidíme v Obr.

14, dostali sme sa do oblasti, kde kapitál k klesá s £asom a spotreba c najprv klesá,

neskôr rastie.

Obr. 14: Rie²enie systému (3.16)-(3.17) pre k0 = 1.5, kT = 0.5 a T = 15

3.3 Závislos´ c0 od T pri pevnom k0 a kT

Rie²enie ovplyv¬uje aj vo©ba £asu T , £ím bliº²ie sme k pevnému bodu, tým men²ie

sú derivácie k̇ a ċ a preto na rovnaký presun medzi k0 a kT potrebujeme dlh²í £as.

Môºeme to vidie´ napr. v Obr. 15, kde vidíme, ºe pre okrajové podmienky k0 = 0.5

a kT = 2 rie²enie pre £as T = 20 prechádza v tesnej blízkosti pevného bodu, zatia©

£o rie²enie pre T = 5 je od tohto bodu dos´ vzdialené. V Obr. 16 je zobrazený vývoj

rie²ení v £ase t ∈ [0, T ]. Vidíme, ºe pre krat²í £as T = 5 sa rie²enie mení dos´ rýchlo

v porovnaní s £asom T = 20. Tu rie²enie dosiahne malé okolie pevného bodu, istý £as

v ¬om pobudne a potom sa opä´ mení.

Trajektórie na Obr. 15 sp¨¬ajú rovnaké okrajové podmienky, no pre rôzne hodnoty

koncového £asu T a spotreby c0. Zaujíma´ nás teda môºe vz´ah medzi týmito premen-

nými. Rie²enie pre stavovú premennú moºno zapísa´ ako funkciu £asu t a po£iato£nej

spotreby c0, ktorá je tieº funkciou £asu. Poºadujeme, aby táto premenná k(t, c0) sp¨¬ala

po£iato£nú podmienku k(0, c0(T )) = k0 a koncovú podmienku k(T, c0(T )) = kT .
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Obr. 15: Porovnanie rie²ení pre rôzne £asy

Obr. 16: Porovnanie rie²ení pre T = 5 a T = 20

Pre sústavu rovníc (3.2) a (3.9) máme Fy = −1 < 0 a Gx = Acf ′′(k) < 0, pri£om

druhá nerovnos´ platí, lebo f ′′(k) < 0, c > 0 a A je kladná kon²tanta. Sú teda splnené

predpoklady Vety 1.4 a platí ∂k
∂c0

< 0. V¤aka tomu môºno na koncovú podmienku

k(T, c0(T ))− kT = 0 pouºi´ vetu o implicitnej funkcii, ktorú môºeme nájs´ napr. v [7]

a ktorá nám lokálne zaru£í existenciu jedinej funkcie c0(T ). V takom prípade nám uº

²tvorica k0, kT , T a c0 jednozna£ne ur£í trajektóriu. Zárove¬ z tejto vety máme

dc0
dT

= −
∂k
∂T
∂k
∂c0

. (3.18)

Uº vieme, ºe ∂k
∂c0

< 0, o znamienku derivácie dc0
dT

teda rozhodne menovate© ∂k
∂T
, teda to,

v ktorej oblasti trajektórie kon£ia. Ak ∂k
∂T

< 0, tak aj dc0
dT

< 0 a naopak ak ∂k
∂T

> 0, tak
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aj dc0
dT

> 0. Toto sú v²ak len lokálne vlastnosti, globálne vlastnosti overíme empiricky.

Pozrime sa teraz na úlohu z trochu iného poh©adu, ktorý nám u©ah£í numerické

výpo£ty. Uvaºujme úlohu, kde máme zadané okrajové podmienky k0, kT , no namiesto

£asu T máme zadanú po£iato£nú hodnotu spotreby c0 a na²ou úlohou je vypo£íta´

práve hodnotu T . Nech k0 a kT sú pevne dané a hýbeme len hodnotu po£iato£nej

spotreby. Na Obr. 17 je zobrazená závislos´ získaná numerickým rie²ením pre úlohu o

Ramseyho modeli, ktorou sme sa zaoberali v Príklade 1, pre rôzne okrajové podmienky.

• Obr. 17(a) zodpovedá typu trajektórií, ktoré sú na Obr. 11. V²etky kon£ia v ob-

lasti II. nad izoklínou c = f(k)− δk, kde ∂k
∂t
< 0 a preto je závislos´ klesajúca.

• Trajektórie na Obr.17(b) môºeme spoji´ s Obr.9. Tieto celé leºia nad izoklínou

c = f(k) − δk, teda opä´ kon£ia v oblasti, kde ∂k
∂t
< 0 a teda je c0 klesajúcou

funkciou £asu T .

• Moºno si v²imnú´, ºe trajektórie na Obr. 17(c) a Obr. 17(e) vyhovujú okrajovým

podmienkam rovnakého typu. Ide o trajektórie podobné tým na Obr. 10. Na Obr.

17(c) je závislos´ pre tie trajektórie, ktoré celé leºia nad stabilnou sedlovou ces-

tou. Tieto ur£ite kon£ia nad izoklínou c = f(k)−δk a preto je závislos´ klesajúca.

Tie na Obr. 17(e) za£ínajú pod sedlovou cestou. V tomto prípade jednej hodnote

po£iato£nej spotreby c0 zodpovedajú dve trajektórie, jedna kon£í v oblasti nad

spomínanou izoklínou, druhá je jej pokra£ovaním aº do oblasti pod touto izoklí-

nou. Pre krat²í £as teda trajektórie sp¨¬ajú ∂k
∂t
< 0, preto je c0 najprv klesajúcou

funkciou T a pre dlh²í £as platí ∂k
∂t
> 0 a teda c0 je rastúcou funkciou T .

• Podobne sa moºeme pozrie´ na trajektórie na Obr. 17(d) a Obr. 17(f). Tieto sú

rovnakého typu ako tie na Obr. 7. Na Obr. 17(f) je závislos´ pre tie, ktoré za£ínajú

pod stabilnou sedlovou cestou a na Obr. 17(d) tie, ktoré za£ínajú nad touto

sedlovou cestou. V tomto prípade opä´ existujú dve trajektórie, ktoré sp¨¬ajú

rovnaké okrajové podmienky. Krat²ie trajektórie kon£ia v oblasti pod izoklínou

c = f(k)− δk, dlh²ie nad ¬ou, preto bude c0 najprv rastúcou funkciou £asu T a

neskôr bude klesa´ s rastúcim T .

• Obr. 17(g) zodpovedá trajektóriám na Obr. 6. Ke¤ºe tieto celé leºia pod izoklínou

pre k̇ = 0, kde platí k̇ > 0, tak c0 je rastúcou funkciou £asu T .
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• Na poslednom Obr. 17(h) sú trajektórie, zobrazené na Obr. 8, ktoré celé leºia

v oblasti IV. pod nestabilnou sedlovou cestou. Tu je kapitál k rastúcou funkciou

£asu a preto je tu c0 rasrúcou funkciou koncového £asu T .

(a) kT < k0 < k̄ (b) kT < k̄ < k0 (c) k̄ < kT < k0, c0 nad sedlovou

cestou

(d) k0 < kT < k̄, c0 nad sedlovou cestou (e) k̄ < kT < k0, c0 pod sedlovou cestou

(f) k0 < kT < k̄, c0 pod sedlovou

cestou

(g) k0 < k̄ < kT (h) k̄ < k0 < kT

Obr. 17: Závislos´ c0 a T
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3.4 Analýza v priestore stavovej a adjungovanej premennej

Zatia© sme úlohu rie²ili v priestore stavovej premennej k a riadiacej premennej c, ke¤ºe

v tomto prípade môºeme rie²enie jednoducho interpretova´. Úlohu moºno rie²i´ aj

v priestore stavovej premennej k a adjungovanej premennej ψ. Pod©a [5] moºno pre-

mennú ψ interpretova´ ako tie¬ovú cenu, teda táto premenná vyjadruje akú hodnotu

má pre nás dodato£ná jednotka kapitálu. Aj ke¤ môºe toto rie²enie by´ ´aº²ie interpre-

tovate©né, môºe nám v niektorých prípadoch pomôc´. Uvaºujme napr. Bolzovu úlohu,

v ktorej je k ú£elovej funkcii prirátaná funkcia koncovej spotreby∫ T

0

e−rtU(c(t))dt+ ϕ(k(T )) (3.19)

a naviac nech je úloha s vo©ným koncom, t.j. nemáme koncovú podmieku k(T ) = kT .

Pre túto úlohu sa pod©a [5] zmení len podmienka tranzverzality, ktorá má v takomto

prípade tvar:

ψ(T ) = 0.χ+
∂ϕ(k(T ))

∂k
ψ0 =

∂ϕ(k(T ))

∂k
. (3.20)

Ak by sme túto úlohu rie²ili v priestore stavovej a riadiacej premennej, nemali by sme

dostatok okrajových podmienok. Av²ak v prípade, ºe túto úlohu rie²ime v priestore

stavovej a adjungovanej premennej, máme okrem po£iato£nej podmienky k(0) = k0 aj

koncovú podmienku (3.20).

Pre odvodenie rovníc v tomto prípade vyuºijeme tzv. current value formuláciu Ha-

miltonovej funkcie (pozri [5]), v ktorej sa pouºíva substitúcia ψ̃(t) = ertψ(t). Pre zjed-

nodu²enie nebudeme v ¤al²om písa´ nad adjungovanou premennou vlnovku. Potom

pod©a Vety 1.1 adjungovaná rovnica má nasledovný tvar

ψ̇ = rψ − ψ0.0− (f ′(k)− δ)ψ = (r + δ − f ′(k))ψ. (3.21)

Podmienka maxima má tvar

H̃(t, k̂, c, ψ) = max
c
U(c) + ψ(f(k̂)− δk̂ − c). (3.22)

Aplikovaním nutnej podmienky na (3.22) dostaneme

U ′(c) = ψ. (3.23)

Ke¤ºe U je konkávna, tak funckia U ′ je klesajúca a teda existuje k nej inverzná funkcia,

ktorú ozna£íme V . Potom platí

c = V (ψ). (3.24)
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Dosadením do stavovej rovnice (3.2) máme

k̇ = f(k)− δk − V (ψ). (3.25)

Máme teda sústavu diferenciálnych rovníc

k̇ = f(k)− δk − V (ψ), (3.26)

ψ̇ = (r + δ − f ′(k))ψ, (3.27)

ktorú budeme rie²i´ pomocou fázového portrétu. Z rovnice (3.26) máme V (ψ) = f(k)−

δk a ke¤ºe V je inverzná funkcia k U ′, tak izoklína pre k̇ = 0 má tvar ψ = U ′(f(k)−δk).

Ke¤ºe U ′(c) je klesajúca a funkcia f(k)− δk je konkávna a má maximu pre nejaké kM ,

tak zloºená funkcia U ′(f(k)− δk) bude klesajúca aº po bod, kde k = kM , potom bude

rás´. Pre ψ̇ = 0 máme z rovnice (3.27) izoklíny ψ = 0 a k = k̄, kde k̄ sp¨¬a r+δ = f ′(k̄).

Pevný bod (k̄, ψ̄) je prienikom kriviek k = k̄ a ψ = U ′(f(k)− δk).

Opä´ je pre nás zaujímavý prípad k > 0 a ψ > 0. Izoklíny rozdelia túto oblas´

na ²tyri izosektory. Vy²etríme teraz pohyb premenných s £asom v jednotlivých sekto-

roch. Ke¤ºe f ′(k) je klesajúca funkcia, tak r+δ−f ′(k) < 0 pre k < k̄ a teda platí ψ̇ < 0

na©avo od pevného bodu a naopak ψ̇ > 0 napravo od pevného bodu. Premenná ψ je teda

klesajúcou funkciou £asu na©avo od pevného bodu a rastúcou funkciou £asu napravo

od tohto bodu. Funkcia V (ψ) je klesajúca funkcia a teda k̇ = f(k)−δk−V (ψ) < 0 pod

izoklínou pre k̇ = 0 a k̇ = f(k)−δk−V (ψ) > 0 nad touto krivkou. Platí teda, ºe k ras-

tie s £asom t nad krivkou ψ = U ′(f(k)−δk) a naopak klesá s £asom pod touto krivkou.

Na Obr. 18 sú zobrazené izoklíny spolu so smerom pohybu premenných s £asom.

Obr. 18: Izoklíny pre systém rovníc (3.26)-(3.27)

45



3 RAMSEYHO MODEL

V²eobecným rie²ením sústavy je opä´ mnoºina trajektórií, z ktorých niektoré sú

zobrazené na Obr. 19.

Obr. 19: V²eobecné rie²enie pre systém rovníc (3.26)-(3.27)

Tak ako v prípade fázového portrétu v priestore (k, c) z obrázka vidíme, ºe pevný

bod je zrejme typu sedlo. Toto tu²enie overíme pomocou determinantu Jakobiho matice

v pevnom bode. Táto má v tomto prípade tvar

J(k̄, ψ̄) =

f ′(k̄)− δ −V ′(ψ)

−f ′′(k̄)ψ̄ [r + δ − f ′(k̄)]

 =

f ′(k̄)− δ −V ′(ψ)

−f ′′(k̄)ψ̄ 0

 (3.28)

Determinant tejto matice je

det(J) = −V ′(ψ)f ′′(k̄)ψ̄. (3.29)

Ke¤ºe funkcia V je klesajúca, tak V ′(ψ) je záporná. Naviac je z predpokladov f ′′(k)

taktieº záporná. Determinat je teda záporný. Ke¤ºe ide o 2× 2 maticu, tak bude ma´

dve reálne vlastné £ísla, z ktorých je jedno kladné a druhé záporné a teda je pevný bod

opä´ typu sedlo.

Na Obr. 20 sú zobrazené vyhovujúce trajektórie pre po£iato£nú pomienku k0 a pod-

mienku tranzverzality (3.20). Trajektórie zobrazené na obrázku sú len dve z mnohých,

ktoré vyhovujú týmto podmienkam.
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3 RAMSEYHO MODEL

Obr. 20: Rie²enie sp¨¬ajúce okrajové podmienky

Uvaºujme opä´ Príklad 1 z predo²lej podkapitoly. V tomto prípade má funkcia V

tvar V (ψ) = 1
ψ2 . Sústava rovníc (3.26) a (3.27) má tvar

k̇ =
√
k − 0.25k − 1

ψ2
, (3.30)

ψ̇ = (1− 1√
k

)ψ. (3.31)

Pevný bod (k̄, ψ̄) = (1, 2√
3
) je prienikom izoklín k = 1 a ψ = 1√√

k−0.25k
. Opä´ ide

o pevný bod typu sedlo, £o moºno vidie´ na Obr. 21, kde je zobrazené v²eobecné

rie²enie sústavy (3.30) a (3.31).

Obr. 21: Fázový portrét v priestore stavovej a adjungovanej premennej pre (3.31)-(3.31)
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3 RAMSEYHO MODEL

Ak Obr. 21 porovnáme s Obr. 12, môºeme si v²imnú´ ako ho ovplyvnil vz´ah me-

dzi riadiacou premennou a adjungovanou premennou c = 1
ψ2 . Tieto fázové portréty sú

akýmsi zrkadlovým obrazom. Zmenil sa tvar izoklíny pre k̇ = 0. Táto bola v predo²lom

prípade konkávnou funkciou, teraz je to konvexná funkcia. V zodpovedajúcich izosek-

toroch, kde premenná c rástla, premenná ψ klesá a naopak. Takisto to ovplyvnilo aj

premennú k. V izosektoroch, kde predtým rástla, teraz klesá a naopak.

48
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4 Úloha o optimálnej spotrebe

V tejto kapitole sa budeme zaobera´ úlohou o optimálnej spotrebe, ktorá je ²peciálnym

prípadom Ramseyho modelu rastu. V tejto úlohe, tak ako v [5], uvaºujeme lineárnu

produk£nú funkciu a neuvaºujeme amortizáciu. Úloha má tvar

max

∫ T

0

e−rtU(c(t))dt, (4.1)

k̇(t) = ik(t)− c(t), (4.2)

k(0) = k0, (4.3)

k(T ) = kT , (4.4)

kde k0, kT a T sú kladné kon²tanty. Aj v tomto prípade kladná kon²tanta r predstavuje

mieru netrpezlivosti spotrebováva´. Kladná kon²tanta i predstavuje úrokovú mieru,

ktorou sa navy²uje kapitál. Funkcia uºito£nosti U(c) opä´ sp¨¬a vlastnosti U ′(c) > 0,

U ′′(c) < 0, limc→0+ U
′(c) =∞ a limc→∞ U

′(c) = 0. Zaujíma nás rie²enie pre c ≥ 0.

4.1 PPM, analytické rie²enie a jednozna£nos´ rie²enia

Opä´ na úlohu aplikujeme Pontrjaginov princíp maxima. Ke¤ºe nemáme ohrani£enia

na premennú c a stavová rovnica je lineárna v tejto premennej, tak ψ0 = 1. Hamiltonova

funkcia (1.6) má potom v tomto prípade tvar

H(k, c, t, ψ) = e−rtU(c) + ψ(ik − c) (4.5)

a adjungovaná rovnica (1.7) má tvar

ψ̇ = −iψ. (4.6)

Z podmienky maxima, ktorá má tvar

H(k̂, ĉ, t, ψ) = max
c

[
e−rtU(c) + ψ(ik̂ − c)

]
, ∀t ∈ [0, T ], (4.7)

vyuºitím nutnej podmienky optimality, získame rovnicu

e−rtU ′(c)− ψ = 0, ∀t ∈ [0, T ], (4.8)

£o moºno ekvivalentne zapísa´ ako

ψ = e−rtU ′(c), ∀t ∈ [0, T ]. (4.9)

49



4 ÚLOHA O OPTIMÁLNEJ SPOTREBE

Ke¤ºe vz´ah (4.9) má plati´ pre v²etky t ∈ [0, T ], tak jeho totálnou deriváciou pod©a t

získame vyjadrenie pre ψ̇:

ψ̇ = −re−rtU ′(c) + e−rtU ′′(c)ċ. (4.10)

Dosadením (4.9) a (4.10) do adjungovanej rovnice (4.6) a následnými úpravami dosta-

neme rovnicu pre ċ:

ċ = −U
′(c)

U ′′(c)
(i− r). (4.11)

Ke¤ºe z predpokladov máme U ′(c) > 0 a U ′′(c) < 0, tak U ′(c)
U ′′(c)

< 0. Preto ċ je kladné

v prípade, ºe i > r a záporné pre i < r.

Aj v tomto prípade budeme uvaºova´ predpoklad (3.13), tzn. budeme predpoklada´

− U ′(c)
U ′′(c)

= Ac, kde A > 0. V takomto prípade dostaneme sústavu rovníc pre k a c, ktorá

má tvar

k̇ = ik − c, (4.12)

ċ = Ac(i− r), (4.13)

pri£om zaujíma´ nás budú rie²enia, kde k ≥ 0 a c ≥ 0. Jakobiho matica pre túto

sústavu má tvar

J =

i −1

0 A(i− r)

 . (4.14)

Sústava (4.12)-(4.13) je lineárna a moºno ju rie²i´ analyticky. Z rovnice (4.13) máme

c(t) = c0e
A(i−r)t. (4.15)

Dosadením a rie²ením rovnice (4.12) potom pre A(i− r) 6= i dostaneme

k(t) =

(
k0 −

c0
i− A(i− r)

)
eit +

c0
i− A(i− r)

eA(i−r)t. (4.16)

Ak by A(i− r) = i, tak rie²enie pre stavovú premennú má tvar

k(t) = eit(k0 − c0t). (4.17)

Tak ako pri Ramseyho modeli nás môºe zaujíma´, £i rie²enie, ktoré dostaneme

pre okrajové podmienky k0, kT a T je dané jednozna£ne. Pre Hamiltonovu funkciu

(4.5) platí Hcc = e−rtU ′′(c) < 0, Hkc = 0 a Hkk = 0 a teda je konkávna v premenných
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(k, c), nie v²ak rýdzokonkávna. Naviac je koncová podmienka (4.4) lineárna a mnoºina

U = {c|c ≥ 0} je konvexná. Z Vety 1.2 tak máme zaru£enú posta£ujúcos´ podmienok

Pontrjaginovho princípu maxima, nie v²ak jednozna£nos´. Tú získame z analytického

rie²enia. Z (4.16), resp. (4.17) vieme pri daných k0, kT a T vyjadri´

c0 =
i− A(i− r)
eA(i−r)T − eiT

(
kT − k0eiT

)
pre A(i− r) 6= i, (4.18)

resp.

c0 =
k0e

iT − kT
eiTT

pre A(i− r) = i. (4.19)

Ke¤ºe c0 je takto v oboch prípadoch jednozna£ne dané a ²tvorica k0, kT , T a c0 jedno-

zna£ne ur£í trajektóriu, tak je rie²enie jediné. Ke¤ºe zmysel má len rie²enie, kde c ≥ 0,

tak potrebujeme, aby c0 ≥ 0, inak úloha nemá rie²enie.

4.2 Analýza fázového portrétu

Teraz budeme systém (4.12)-(4.13) rie²i´ pomocou analýzy fázového portrétu. Uva-

ºujme najprv prípad i 6= r. �alej nech A(i− r) 6= i. Z prvej rovnice dostaneme izoklínu

pre k̇ = 0, ktorou je priamka c = ik. Nad touto priamkou je k̇ < 0 a teda kapitál klesá

s £asom, naopak pod touto krivkou platí k̇ > 0 a teda kapitál rastie s £asom. Z druhej

rovnice získame izoklínu pre ċ = 0, ktorou je krivka c = 0.

Pre túto úlohu tak dostaneme jeden pevný bod (k̄, c̄) = (0, 0). O aký typ pevného

bodu ide zistíme z Jakobiho matice (4.14). Ak platí i > r, tak sú vlastné £ísla λ1 = i

a λ2 = A(i− r) reálne a kladné, pôjde o pevný bod typu nestabilný uzol. V opa£nom

prípade, teda ak i < r, budú vlastné £ísla reálne, no jedno kladné a druhé záporné, a

teda ide o pevný bod typu sedlo.

Prípad i<r:

Fázový portrét pre tento prípad je zobrazený na Obr. 22. Preru²ovaná priamka c = ik

je izoklína pre premennú k. Pritom k rastie s £asom t pod touto izoklínou, ke¤ºe tu

platí k̇ > 0 a klesá nad touto krivkou, kde platí k̇ < 0. Druhou izoklínou je priamka

c = 0. V tomto prípade platí ċ ≤ 0 pre v²etky c ≥ 0 a teda spotreba c bude vºdy

klesa´ alebo bude rovná nule. Ke¤ºe vlastný vektor pre vlastné £íslo λ1 = i > 0 je

v1 = (1, 0)T , tak priamka c = 0 zárove¬ zodpovedá nestabilnej sedlovej ceste. Druhému

vlastnému £íslu λ2 = A(i − r) < 0 zodpovedá vlastný vektor v2 = (1, i − A(i − r)) a
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teda priamka c = (i−A(i− r))k predstavuje stabilnú sedlovú cestu. Vzh©adom na to,

ºe i < r platí i < i−A(i−r) a preto je stabilná sedlová cesta celá nad izoklínou c = ik.

Zaujíma nás, aké rie²enia vyhovujú rôznym okrajovým podmienkam.

Obr. 22: Fázový portrét pre i < r

Uvaºujme najprv prípad, kedy je po£iato£ný kapitál k0 vä£²í ako koncový kapitál

kT . Niektoré trajektórie, ktoré vyhovujú týmto podmienkam sú zobrazené na Obr.23.

Ako sme o£akávali spotreba c vºdy klesá s £asom. V²etky trajektórie za£ínajú v oblasti

nad izoklínou c = ik. Trajektórie vyzna£ené £ervenou farbou v tejto oblasti aj kon£ia,

preto kapitál k stále klesá s £asom. Trajektórie ozna£ené zelenou kon£ia v oblasti pod

touto izoklínou. Preto v tomto prípade najprv kapitál klesá a po prekro£ení izoklíny

za£ne rás´.

Uvaºujme teraz opa£ný prípad, kedy po£iato£ný kapitál k0 > 0 je men²í ako kon-

cový kapitál kT > 0. Opä´ je mnoºstvo trajektórií, ktoré vyhovujú týmto podmienkam,

²tyri z nich sú zobrazené na Obr. 24. Spotreba c opä´ po celý £as klesá. Ak uvaºujeme

zelené trajektórie, ktoré sa celé nachádzajú pod izoklínou c = ik, tak vidíme, ºe kapitál

po celý £as rastie. Av²ak £ervené trajektórie za£ínajú v oblasti, kde k̇ < 0 a teda kapi-

tál k najprv klesá. Neskôr prekro£ia izoklínu c = ik a prejdú do oblasti, kde kapitál k

rastie.
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Obr. 23: Trajektórie pre k0 > kT v prípade i < r

Obr. 24: Trajektórie pre k0 < kT v prípade i < r

Pri úlohe s pevným £asom máme zadaný okrem okrajových podmienok aj koncový

£as T . Závislos´ou medzi £asom T a po£iato£nou spotrebou c0 sa budeme bliº²ie zaobe-

ra´ v ¤al²ej podkapitole. Teraz sa zamyslíme nad tým, £i existuje rie²enie pre ©ubovo©ne

malý £as T . Ak k0 > kT , tak sta£í zvoli´ dostato£ne ve©kú spotrebu c, aby sme sa za

£as T dostali z k0 do kT . Ak v²ak naopak k0 < kT , najrýchle²ie môºeme medzi tý-

mito bodmi prejs´, ak je spotreba nulová. Potom rovnica (4.12) sa zjednodu²í na tvar

k̇ = ik. Jej rie²enie pri po£iato£nej podmienke k0 je k(t) = k0e
it. Ak dosadíme koncovú
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podmienku kT dostaneme vyjadrenie pre minimálny £as vzh©adom na podmienky k0 a

kT :

T =
1

i
ln

(
kT
k0

)
> 0. (4.20)

�as T teda nemôºe by´ ©ubovo©ne malý.

Prípad i>r:

V tomto prípade ide o pevný bod typu nestabilný uzol, ako moºno vidie´ aj na fázovom

portréte zobrazenom na Obr. 25, kde v²etky trajektórie sa pohybujú od pevného bodu

(0, 0). Opä´ preru²ovaná priamka c = ik predstavuje izoklínu pre k̇ = 0. Tak ako

v predo²lom prípade stále platí, ºe k̇ < 0 nad touto izoklínou a k̇ > 0 pod ¬ou. V tomto

prípade bude plati´ i − A(i − r) < i. Naviac uvaºujeme, ºe i − A(i − r) > 0. Preto

bude priamka, ktorá zodpovedá vlastnému vektoru v2 = (1, i−A(i−r))T pod izoklínou

c = ik. Druhou izoklínou je opä´ priamka c = 0. Pre c > 0 platí ċ > 0 a teda spotreba

c pre c > 0 bude rás´ s £asom t.

Obr. 25: Fázový portrét pre i > r

Nech najprv po£iato£ný kapitál k0 je vä£²í ako koncový kapitál kT . Opä´ sme zobra-

zili niektoré trajektórie, ktoré vyhovujú takýmto podmienkam. Ako vidíme na Obr.26,

krat²ie zelené trajektórie leºia celé v oblasti nad izoklínou c = ik a teda kapitál po celý

£as klesá. Dlh²ie £ervené trajektórie za£ínajú pod touto izoklínou, no pretnú ju a kon-

£ia v oblasti nad ¬ou. Kapitál teda najprv rastie aº potom klesá. Obe trajektórie v²ak

ur£ite kon£ia v oblasti, kde k̇ < 0.
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Obr. 26: Trajektórie pre k0 > kT v prípade i > r

Trajektórie pre prípad k0 < kT sú zobrazené na Obr. 27. Moºno si v²imnú´, ºe £er-

vené trajektórie sú celé v oblasti, kde k̇ > 0 a teda kapitál k po celý £as rastie. Zelené

trajektórie taktieº za£ínajú v tejto oblasti, no neskôr pretnú izoklínu c = ik a skon£ia

v oblasti, kde k̇ < 0. Kapitál k teda najprv rastie s £asom a neskôr klesá.

Obr. 27: Trajektórie pre k0 < kT v prípade i > r

Prípad i=r:

V tomto prípade sa rovnica (4.13) zjednodu²í na tvar ċ = 0. Znamená to, ºe spotreba je

kon²tantná a nemení sa v £ase. Fázový portrét pre tento prípad je zobrazený na Obr.

28. Vidíme, ºe izoklína c = ik je zhodná s priamkou c = (i−A(i−r))k, ktorá zodpovedá

vlastnému vektoru pre vlastné £íslo λ2 = A(i − r). Opä´ sa nezmenilo, ºe k̇ < 0 nad

touto krivkou a naopak k̇ > 0 pod ¬ou. Dôleºité je poznamena´, ºe v tomto prípade
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nemáme jeden pevný bod, ale celú priamku pevných bodov c = ik, ke¤ºe pre v²etky

body na tejto priamke platí k̇ = 0 a ċ = 0.

Obr. 28: Fázový portrét pre prípad i = r

Ak zvolíme k0 > kT , tak trajektórie, ktoré vyhovujú týmto podmienkam, sa celé

nachádzajú nad izoklínou c = ik. Za£ínajú aj kon£ia teda v oblasti, kde k̇ < 0. Ako mô-

ºeme vidie´ aj v Obr. 29, tak spotreba c je kon²tantá a vä£²ia ako c = (i− A(i− r)) k.

Obr. 29: Trajektórie pre k0 > kT v prípade i = r

Naopak ak zvolíme k0 < kT ako na Obr. 30, vyhovujúce trajektórie leºia celé

pod izoklínou c = ik. Kapitál teda rastie s £asom t a spotreba, ktorá leºí pod priamkou

c = (i− A(i− r)) k je kon²tantná.
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Obr. 30: Trajektórie pre k0 < kT v prípade i = r

Ak by sme v tomto prípade zvolili po£iato£ný kapitál k0 rovný koncovému kapitálu

kT , kapitál k i spotreba c by zostali po celý £as kon²tatné. V Obr. 31 je zobrazený

£asový priebeh pre kapitál k a spotrebu c pre v²etky tri prípady, postupne pre prípad

k0 > kT , k0 < kT a k0 = kT .

Obr. 31: �asový priebeh pre k0 > kT , k0 < kT a k0 = kT v prípade i = r

4.3 Závislos´ po£iato£nej spotreby a koncového £asu

Podobne ako pri Ramseyho modeli, aj teraz nás môºe zaujíma´ závislos´ koncového

£asu T a po£iato£nej spotreby c0. V tomto prípade síce nie sú splnené predpoklady

Vety 1.4, ke¤ºe v Jakobiho matici je pod diagonálou nula, av²ak moºno ukáza´, ºe
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platí ∂k
∂c0

(T, c0) < 0. Z rovnice (4.16) máme pre A(i− r) 6= i

∂k

∂c0
(T, c0) =

1

i− A(i− r)
[
eA(i−r)T − eiT

]
< 0, (4.21)

pretoºe ak i > A(i−r), tak je prvý zlomok kladný, zatia© £o £len v hranatej zátvorke je

záporný. Ak naopak i < A(i− r), tak £len v zátvorke je kladný, ale zlomok je záporný.

Pre A(i− r) = i máme z (4.17)

∂k

∂c0
(T, c0) = −eiTT < 0. (4.22)

Platí teda ∂k
∂c0

(T, c0) 6= 0 a na koncovú podmienku (4.4) moºno pouºi´ vetu o derivácii

implicitnej funkcie, z ktorej dostaneme

∂c0
∂T

= −
∂k
∂T
∂k
∂c0

. (4.23)

Ke¤ºe ∂k
∂c0

(T, c0) < 0, tak aj v tomto prípade o znamienku ∂c0
∂T

rozhodne derivácia ∂k
∂T
.

Rovnako ako pri Ramseyho modeli teda o tom, £i bude koncový £as klesa´ alebo rás´

s po£iato£nou spotrebou, rozhodne to v akej oblasti trajektórie kon£ia.

Uvaºujme najprv prípad i < r a teda pevný bod typu sedlo. Trajektórie zobrazené

na Obr. 24, ktoré sp¨¬ajú k0 < kT , kon£ia v oblasti pod izoklínou c = ik a teda platí
∂k
∂T

> 0. Z toho vyplýva, ºe ∂c0
∂T

> 0. V tomto prípade teda s rastúcou po£iato£nou

spotrebou c0 rastie aj koncový £as T . To moºno vidie´ aj na Obr. 32, v ktorom sú

zobrazené niektoré rie²enia po£iato£nej úlohy, pre úlohu s U(c) = ln(c), r = 0.5 a

i = 0.2.

Obr. 32: Závislos´ T a c0 pre k0 < kT v prípade i < r
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Ak zobrazíme takéto rie²enia pre trajektórie ako je I. v Obr. 23, dostaneme Obr.

33. Tieto trajektórie celé leºia v oblasti, kde ∂k
∂T

< 0 a teda po£iato£ná spotreba c0 je

klesajúcou funkciou £asu T .

Obr. 33: Závislos´ T a c0 pre k0 > kT v prípade i < r, c0 nad sedlovou cestou

Zaujímavé sú trajektórie ako II. a III. na Obr. 23. Obe sp¨¬ajú podmienky k(0) = k0

a k(T ) = kT , no jedna kon£í v oblasti nad izoklínou c = ik a druhá pod ¬ou. Krat²ia

z nich kon£í nad izoklínou c = ik a teda tu bude c0 klesa´ s £asom T . Naopak pre

trajektórie, ktoré kon£ia pod touto izoklínou, bude plati´, ºe c0 bude rás´ s £asom T .

Vidie´ to môºeme aj na Obr. 34, kde sú opä´ zobrazené niektoré rie²enia po£iato£-

nej úlohy. Minimum tejto funkcie by malo leºa´ práve v takom £ase T , pre ktorý sa

zodpovedajúca trajektória dotýka priamky, ktorá vyjadruje koncovú podmienku.
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Obr. 34: Závislos´ T a c0 pre k0 > kT v prípade i < r, c0 pod sedlovou cestou

Podobnú analýzu moºno spravi´ aj pre prípad i > r, tzn. pre pevný bod typu

nestabilný uzol. Zaujímavé sú najmä trajektórie typu II. a III., ktoré sú na Obr. 27.

Tieto kon£ia v rôznych oblastiach. Krat²ie v oblasti, kde ∂k
∂T

> 0 a teda spotreba c0

najprv rastie s £asom T . Dlh²ie trajektórie kon£ia v oblasti, kde ∂k
∂T

< 0 a preto tu

naopak bude spotreba c0 klesa´ s £asom T . Takúto závislos´ môºeme vidie´ aj na Obr.

35, kde je zobrazené rie²enie pre U(c) = ln(c), i = 0.5 a r = 0.2

Obr. 35: Závislos´ T a c0 pre k0 > kT , v prípade i > r, c0 nad sedlovou cestou
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Záver

Cie©om diplomovej práce bolo popísa´ postupy pouºívané pri kvalitatívnej analýze po-

mocou fázového portrétu, ilustrova´ ich na vhodne vybratých úlohách a podrobnej²ie

analyzova´ prípady, kedy jednozna£nos´ rie²enia z portrétov nie je zrejmá. �al²ím cie-

©om bolo z podmienok Pontrjaginovho princípu maxima pre autonómnu úlohu s dis-

kontným faktorom odvodi´ v²eobecný tvar diferenciálnych rovníc a bliº²ie analyzova´

vlastnosti pevného bodu. Prácu sme rozdelili na ²tyri kapitoly.

V prvej kapitole sme zhrnuli postup, ktorým moºno z podmienok Pontrjaginovho

princípu maxima získa´ sústavu diferenciálnych rovníc. Následne sme uviedli ako túto

sústavu moºno analyzova´ pomocou fázového portrétu. Uviedli sme aj nieko©ko viet,

ktoré sme neskôr vyuºili. Dôleºitá je napríklad Veta 1.2 o posta£ujúcosti podmienok

Pontrjaginovho princípu maxima pri splnení ur£itých predpokladov, pôvodne z [5],

ktorá nám neskôr pri Ramseyho modeli zaru£ila jednozna£nos´ rie²enia. V tejto kapi-

tole sme tieº sformulovali Vetu 1.4, ktorú sme aj dokázali. Táto nám neskôr pomohla

pri analýze vz´ahu medzi koncovým £asom T a po£iato£nou spotrebou c0 pri Ramseyho

modeli.

V druhej kapitole sme sa na základe [5] pokúsili o v²eobecnej²í poh©ad na au-

tonómnu úlohu optimálneho riadenia s rýdzokonkávnym Hamiltoniánom v riadiacej

premennej. Pre takúto úlohu a príslu²ný systém diferenciálnych rovníc získaný z pod-

mienok Pontrjaginovho princípu maxima sme odvodili v²eobecný tvar Jakobiho matice

v pevnom bode a jej determinantu, pomocou ktorého vieme identi�kova´ typ pevného

bodu. Zárove¬, ke¤ºe v ekonomických modeloch je pevný bod £asto typu sedlo, sme

na nieko©kých príkladoch ukázali ako moºno uº z dát úlohy ur£i´ takýto pevný bod

bez potreby takúto úlohu rie²i´.

Celá tretia kapitola je venovaná Ramseyho modelu rastu. Najskôr sme na fázových

portrétoch v priestore stavovej a riadiacej premennej zobrazili rie²enia pre rôzne okra-

jové podmienky a rôzne hodnoty koncového £asu T . Pri tomto modeli je jednozna£nos´

zaru£ená, ke¤ºe sú splnené predpoklady Vety 1.2. Lokálne vieme túto jednozna£nos´

zaru£i´ aj pomocou vety o derivácii implicitnej funkcie. Z tejto taktieº vieme vyjadri´

deriváciu po£iato£nej spotreby ako funkcie koncového £asu. S vyuºitím na²ej Vety 1.4

sme zistili, ºe rastúcos´/ klesajúcos´ c0 záleºí od toho, kde uvaºované trajektórie kon-
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£ia. Globálne vlastnosti sme skúmali numerickým rie²ením úlohy. Pre porovnanie sme

tieº uviedli, ako vyzerá fázový portrét v priestore stavovej a adjungovanej premennej.

Poslednú kapitolu sme venovali úlohe o optimálnej spotrebe, ktorá je ²peciálnym

prípadom Ramseyho modelu rastu s lineárnou produk£nou funkciou a nulovou amorti-

záciou. Táto úloha je zaujímavá, ke¤ºe v závislosti od vz´ahu medzi úrokovou mierou

i a diskontným faktorom r, môºe by´ pevný bod bu¤ typu sedlo alebo typu nesta-

bilný uzol alebo môºe nasta´ prípad nekone£ného po£tu pevných bodov. Postupne sme

sa pozreli na v²etky prípady. Tieº sme sa podobne ako pri Ramseyho modeli pozreli

na vz´ah medzi koncovým £asom T a po£iato£nou spotrebou c0.

Pri numerickom rie²ení úloh sme vyuºívali Matlab, obrázky sme taktieº kreslili a

upravovali v programe Inkspace.
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