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Abstrakt

GASPAROVICOVA, Dana: Optimdlne riadenie hypotéky [Diplomové précal, Uni-
verzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra
aplikovanej matematiky a Statistiky; skolitel: RNDr. Zuzana Chladnd, Dr., Bratislava,
2016, 66 s.

Najcastejsim sposobom financovania byvania je hypotekarny uver. V diplomo-
vej praci sa zaoberame problematikou optimalneho splacania hypotekarneho tveru
z pohladu klienta ako dlznika. Hladanie optimdlnej stratégie klienta, rozhodujiceho
sa medzi splacanim uveru pri variabilnej alebo fixnej urokovej sadzbe, formulujeme
ako stochasticku 1lohu optimalneho riadenia. Za nahodné premenné povazujeme vyvoj
urokovych sadzieb, ktory charakterizujeme pomocou Cox-Ingersoll-Ross (CIR) procesu
a diskretizujeme pouzitim binomického modelu. Problém fixdcie hypotekarneho tveru
rieSime metodou dynamického programovania pre rozne druhy vyvoja variabilnej a fix-
nej urokovej sadzby (deterministicky, stochasticky). Kazda z moznosti sme podrobili
dokladnej analyze a pokusili sme sa stanovit najvyznamnejsie faktory ovplyviiujice
optimélnu volbu fixdcie trokovej sadzby. Vysledky analyzy ukazuji, Ze okrem diiky
fixacie urokovej sadzby su signifikantnymi faktormi, ktoré maji vplyv na optimalne
rozhodnutie klienta parametre CIR procesov, predovsetkym volatilita a dlhodoba rov-

novazna hodnota tdrokovych sadzieb.

KIiéové slova: hypotekdrny tver, optimalne riadenie, binomicky model, dynamické

programovanie



Abstract

GASPAROVICOVA, Dana: Optimal mortgage refinancing [Master’s Thesis|, Co-
menius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, De-

partment of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: RNDr. Zuzana Chladn4,
Dr., Bratislava, 2016, 66 p.

The most common way to finance a housing is a mortgage loan. The subject of
this master’s thesis is the issue concerning the optimal repayment of a mortgage loan
from the perspective of a client as a creditor. Searching for the optimal strategy from
the client’s point of view, who is deciding between paying the loan using a variable or
a fixed interest rate, is formulated as a stochastic optimal control problem. Evolution
of interest rates is considered random variable, which is characterized by Cox-Ingersoll-
Ross process and discretized by binomial model. The problem of mortgage loan fixing
is solved by a method of dynamic programming for different ways of fixed and variable
interest rate evolution (deterministic, stochastic). Each of the option was thoroughly
analysed and we tried to define the most significant factors influencing the optimal
choice of the interest rate fixing. Results of the analysis show, that other significant
factors that influence the optimal decision for the client are volatility and long-term

value of interest rates, in addition to fixation period.

Keywords: mortgage loan, optimal control, binomial model, dynamic programming
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Uvod

Vlastné byvanie je snom a Zivotnym cielom kazdého ¢loveka. Aktudlna ekono-
mické situdcia obyvatelov na Slovensku je na takej trovni, Ze mélokto je schopny si
sam zabezpecit dostatok finanénych prostriedkov na byvanie. Vo véésine pripadov sa
Iudia obracaji so Ziadostou o finanénii pomoc na bankovi institiciu. V sicasnosti je
na trhu zo strany bank velkd ponuka tverovych produktov a kazdy zdujemca o tiver
si moze zvolit produkt podla svojich moznosti a predstdav. Medzi typicky vyuzivani

formu financovania potrieb byvania patria hypotekarne tvery.

Podmienky za akych Slovaci ¢erpaji hypotekarne tvery sa za uplynulych 18 ro-
kov, odkedy sa hypotekarne tivery na Slovensku zacali poskytovat, stali omnoho pristup-
nejsie. Dostupnostou k hypotekdrnym tiverom ponikanych na slovenskom trhu sme sa
tak priblizili k vyspelym eurdépskym krajindm. Mimoriadny ,boom*“ zaznamenal trh
s hypotekarnymi tvermi predovsetkym v poslednych dvoch rokoch. Svedéi o tom aj
pocet ziadosti o schvélenie hypotekarneho tveru, ktory medzirocne stupol v roku 2014
viac ako dvojnésobne. Za to, ze pocet ziadosti o hypotekarny uver za posledné dva roky
vyrazne vzrastol moze najmé priazniva situacia na financénych trhoch sprevadzana ne-
ustalym znizovanim tdrokovych sadzieb. Atraktivite hypotekarnych tverov napomaha

aj Stat so svojou dlhorocnou podporou vo forme statneho prispevku pre mladych.

Zaujemca o hypotekarny tver je postaveny pred viacero netrividlnych rozhod-
nuti. Medzi zékladné rozhodnutia patri stanovenie vysky pozicky a doby splacania
hypotekarneho tveru. Dalsie typy rozhodnuti sa tykaji moznosti refinancovania hy-
potekarneho uveru. Tieto rozhodnutia si ovplyvnené podmienkami jednotlivych fi-
nanénych institdcii. St¢astou problematiky refinancovania tveru je volba optimalneho
manazovania fixacie hypotekarneho uveru. Na tento aktualny problém, dotykajici sa

kazdého klienta, sa pokiisa reagovat predloZend diplomova préica.

Nasim cielom je predstavit dynamicky model optimalneho splécania tiveru. K prob-
lematike pristupujeme z pohladu klienta ako dlznika, ktory moéze ovplyvnit vysku

splatky za tver volbou trokovej sadzby, pri ktorej bude tiver spldcat. Klientovi st



Standardne pontiknuté dve moznosti splacania: fixdcia irokovej sadzby pocas zvolenej
doby alebo variabilna urokova sadzba, ktorej hodnota sa v kazdej ¢asovej periéde meni
podla situdcie na trhu. Hlavnym faktorom ovplyviiujicim volbu fixdcie je prirodzene
budici vyvoj spomenutych urokovych sadzieb. Urokové sadzby maju, podobne ako iné
ekonomické ukazovatele (napr. cena akcie), v sebe isti mieru ndhodnosti. V nasej praci
namodelujeme jednotlivé drokové sadzby pomocou tzv. Cox-Ingersoll-Ross procesu.
Vysledny predstaveny model tak bude tlohou stochastického dynamického programo-

vania s viacrozmernou stavovou premennou.

Zaujem o najdenie optimélnej stratégie splacania hypotekarneho tuveru potvr-
dzuje aj mnozstvo publikovanych studii v tejto oblasti. Vac¢Sina z nich sa zaobera prob-
lematikou refinancovania hypotekarneho tveru. Pod refinancovanim hypotekarneho
uveru rozumieme vyplatenie zostavajucej dlznej sumy stcasného tveru a nasledny pod-
pis novej zmluvy s prislubom fix4cie pri nizSom troku. Pociatky vyskumu v tejto oblasti
sa prisudzuju dvojici Stanton a Wallace [20]. Na ich pracu nadvézuji napr. [8], [10].

Iba mélo prac je zameranych na optimalnu volbu medzi variabilnou a fixnou
tirokovou sadzbou. Medzi najcitovanejsie patri préca [5]. Autori sa v nej pokiisaji najst
stivislost medzi individudlnymi charakteristikami klienta a jeho rozhodnutim o type
urokovej sadzby.

Neméme vedomosti o Ziadnej praci, ktora by sa zaoberala hladanim optimélnej
volby medzi variabilnou a fixnou drokovou sadzbou vyplyvajicou z kratkodobych
fluktudcii drokovych sadzieb. Predlozend préca nadvézuje na diplomovi pracu [2]
a pokisa sa stanovit najvyznamnejsie faktory ovplyvitujice optimalnu volbu fixacie

urokovej sadzby.

Diplomova praca je rozclenend na styri kapitoly. V prvej kapitole je objasneny po-
jem hypotekarny tiver, zakladné vlastnosti a kritérid, podla ktorych mozno hypotekarne
tvery rozdelit. BlizSie sa zaobera vyvojom hypotekarnych dverov od ich aktivneho
vstupu na slovensky trh po sti¢asnost a faktormi, ktoré maji na vyvoj hypotekarnych
uverov najvacsi vplyv. Druha kapitola je zamerana na podrobny popis modelu fixacie

hypotekarneho tveru a formulaciu problému ako tlohy optimalneho riadenia. Tretia



kapitola obsahuje postup tvorby binomického modelu pre jednu urokovi sadzbu, ktora
vystupuje ako nadhodnéd premennd, nasledné rozsirenie binomického modelu o druhu
tirokovi sadzbu a tpravu modelu, ktord zohladnuje zavislost medzi drokovymi sadz-
bami. V poslednej stvrtej kapitole je uvedené rieSenie problému fixacie hypotekarneho
uveru metodou dynamického programovania pre rozne druhy vyvoja trokovych sadzieb

a dokladna numericka analyza kazdej z moznosti.



1 Hypotekarne ivery na Slovensku

Hypotekarny uver je jednym z historicky najstarsich uverovych bankovych pro-
duktov. Vo vSeobecnosti pod pojmom hypotekarny dver rozumieme uver zabezpeceny
nehnutelnostou poskytnuty za ti¢elom kipy, vystavby alebo rekonstrukcie nehnutelnosti.
BeZne sa ako hypotekdrny tiver oznacuje aj iver poskytnuty podnikatelom a inym

pravnickym osobdm na kiipu nehnutelnosti.

Na Slovensku pojem hypotekarny uver presne definuje § 68 Zakona ¢.483/2001
Z. z. z 5. oktébra 2001 o bankéch a o zmene a doplneni niektorych zdkonov [29]:
wHypotekdarny dver je wver s lehotou splatnosti najmenej styri roky a najviac 30 ro-
kov zabezpeceny zdloznym prdvom k tuzemskej nehnutelnosti, a to aj rozostavanej
ktory je financovany, ak tento zdkon neustanovuje inak, najmenej vo vyske 90 % pro-
strednictvom vyddvania a predaja hypotekdrnych zdloznich listov hypotekdrnou bankou

podla osobitného predpisu a ktory poskytuje hypotekdrna banka na tieto ucely:
a) nadobudnutie tuzemskej nehnutelnosti alebo jej casti,
b) vystavbu alebo zmenu dokoncengjch stavieb,
c) udrzbu tuzemskijch nehnutelnosti alebo

d) splatenie poskytnutého vveru pouZitého na ticely podla pismen a) aZ c), ktory je

hypotekdrnym tdverom

e) splatenie poskytnutého tveru pouZitého na tcely podla pismen a) aZ c), ktory nie

je hypotekdrnym vverom.“

Ako vyplyva zo zdkona, hypotekdrny tiver mozno charakterizovat pomocou nie-
kolkych znakov. Prvym je jeho dlhodoby charakter: tiver nesmie byt poskytnuty na
kratsie ako Styri roky a zaroven dlhsie ako 30 rokov. Pri fyzickych osobéch je lehota
splatnosti limitovand vekom odchodu ob¢ana na dochodok.

Financéné institiicie musia zabezpecit zdroje financovania tiveru. Tieto zdroje

institicie ziskavaju z vynosov predaja hypotekarnych zaloznych listov (HZL). HZL
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je podla Zékona o dlhopisoch [30] §pecidlny verejne obchodovatelny dlhopis, ktorého
nazov je chraneny zékonom, menovitd hodnota, vratane vynosov, je kryta pohladdvkami
z hypotekarnych tverov a zdroje ziskané jeho predajom si uréené na refinancovanie
hypotekarnych tuverov.

Dalsfm znakom je krytie tuzemskou nehnutelnostou (rozumie sa na tizemi Slo-
venskej republiky) uréenou na byvanie. Hypotekdrny tiver véak nesmie byt zabezpeceny
zéloznym pravom vztahujicim sa na nehnutelnost, na ktorej uz vzniklo a trva iné
z4lozné pravo alebo obmedzenie prevodu nehnutelnosti.

Poslednym dolezitym charakteristickym znakom je presne urcéeny téel poskytnu-
tia tveru. Jeho pouzitie je vymedzené vyluéne na oblast ziskania alebo opravy nehnu-

telnosti.

1.1 Delenie hypotekarnych tverov

Kritérif, podla ktorych mozno rozdelif hypotekarne tivery, je mnoho. Za zakladné
delenie sa vo svete finanénych institiicii povazuje delenie hypotekdrnych tiverov podla

ucelu vyuzitia, a to na:

o Ucelové- patria sem hypotekdarne uvery, ktoré su v silade so Zakonom o bankéch

a d'alej ich mozeme rozdelit podla konkrétneho ticelu na:

- Klasické - urcené na kiupu tuzemskej nehnutelnosti, pripadne jej casti,
vystavbu, udrzbu alebo zmenu dokoncenych stavieb. Do tejto kategorie pat-

ria aj Statom dotované hypotekarne uvery pre mladych.

- Stavebné - poskytované na financovanie vystavby, modernizacie alebo re-

konstrukcie nehnutelnosti.

- Hypotekarne tvery na refinancovanie - urcené na splatenie inych, casto
menej vyhodnych hypotekarnych tiverov. Najcastejsim dévodom volby tohto

typu tveru byva vyhodnejsia urokova sadzba [24].

e Bezicelové - zname aj ako americké hypotéky - pouzitelné na financovanie
¢ohokolvek, pod podmienkou zabezpecenia zaloznym pravom k vlastnej tuzem-

skej nehnutelnosti alebo tuzemskej nehnutelnosti vo vlastnictve inej osoby. Cim
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dalej éastejsie si vyuZzivané na konsolid4ciu dlhov, ked Ze v porovnani s oby¢ajnym
spotrebnym verom mévaji nizsiu irokovi sadzbu a umoziiuji poZicat si vyssiu

sumu [4].

Iné kritéria, podla ktorych mozeme hypotekdrne tvery rozdelit, si:
e Podla formy splidcania

— avery s anuitnym spldcanim - splatka ma rovnaka vysku pocas celej doby
platnosti dveru (zavisi od vysky urokovej sadzby) a je spldcand v pravi-

delnych intervaloch,

— qdvery s degresivnym spldcanim - vyssie finanéné zatazenie je sistredené na

zaciatocné obdobie splacania a na konci st naopak splatky najnizsie,
— qvery s progresivnym spldacanim - vyska splatky sa postupne zvysSuje pocas
splacania [24].

e Podla typu trokovej sadzby

— wvery s variabilnou urokovou sadzbou, ktorej vyska sa meni pocas trvania

uveru,

— wvery s fixrnou urokovou sadzbou, ktord je garantovand po dobu zvolenej

fixacie [24].
e Podla dlznika

— wvery poskytované fyzickym osobdm,
— wwvery poskytované prdavnickym osobdam,

— qvery poskytované samosprdavam [19].

1.2 Poskytovanie hypotekarnych uverov

Hypotekarne obchody, tzn. poskytovanie hypotekarnych tverov a emitovanie HZL,

mozu vykondvat iba bankové institticie, ktoré vlastnia licenciu. Ziadost o takito licen-

12



ciu sa predkladd Narodnej banke Slovenska (NBS), ktord po prerokovani s Minister-
stvom financii Slovenskej republiky rozhoduje o jej udeleni [29].
Na Slovensku v stcasnosti moze hypotekdrne ivery poskytovat 8 bankovych

instituicif [17]:
e Ceskoslovenskd obchodnd banka, a.s
e OTP Banka Slovensko, a.s
e Prima banka Slovensko, a.s
e Sberbank Slovensko, a.s
e Slovenskd sporiteliia, a.s
e Tatra banka, a.s
e Vseobecnd uverova banka, a.s

e UniCredit Bank Czech Republic and Slovakia, a.s

UniCredit OTP Banka
4,30% 0,79%

/_

Prima banka

Tatra banka
17,29%

Obr. 1.2.1: Podiely bank v januari 2016 [23].

Obr. 1.2.1 znazornuje podiely jednotlivych bank na celkovej vyske poskytnutych
hypotekarnych dverov v januari 2016. Vidime, ze v sticasnosti méa najvacsi podiel na

trhu s hypotekarnymi tvermi VUB banka, a to takmer dvojndsobny oproti d’alsim
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dvom poprednym poskytovatelom Slovenskej sporitelni a Tatra banke. Spolo¢ne tieto
tri financéné institicie poskytli v januari 2016 skoro 80% z celkového objemu hypo-

tekarnych uverov.

1.3 Vyvoj hypotekarnych tverov

, Potreba zavedenia hypotekarneho bankovnictva v Slovenskej republike vyplynula
z viacerych dévodov. V rdmci rozvoja bankového systému bola snaha rozsirit ponuku
o relativne nové, svojim charakterom Specifické bankové produkty - hypotekdrne wvery.
Z pohladu riesenia pretrvdvajicich problémov, spojenyjch s financovanim investicii do
nehnutelnosti, to bola snaha ndjst vhodny financény ndstroj, ktory by prispel k oZiveniu
bytovej vystavby. “

Takto popisuju vyhody a dovody vstupu hypotekarneho bankovnictva na slo-
vensky bankovy trh autori odborného ¢asopisu Biatec [11], ktory vydava NBS.

Aktivny vstup na slovensky trh zaznamenalo hypotekdrne bankovnictvo v roku
1997. Ako prvé zacala poskytovat hypotekarne tivery Vseobecnd iverova banka, a.s.,
ktord az do sticasnosti patri medzi poprednych poskytovatelov tiverov. V roku 1999 sa
k nej pridali Slovenska sporitelila, a.s. a Istrobanka, a.s.. Prave rok 1999 bol pre roz-
voj hypotekdarneho bankovnictva vyznamny, a to hlavne z dovodu zavedenia priamej
i nepriamej statnej podpory. Hypotéky, ktoré dovtedy prilis neoslovovali obycajnych
Tudi, predovsetkym kvoli vysokym drokovym sadzbam a nizkym prijmom obyvatelov,
sa stdvali coraz dostupnejsie pre ludi a zaujimavejsie pre investorov. ZvySovala sa aj

konkurencia medzi bankami a s tym suvisiaca ponuka hypotekarnych produktov.

Rozmach hypotekarneho bankovnictva v roku 1999 je viditelny aj na objeme hy-
potekarnych uverov. Kym v roku 1998 boli poskytnuté uvery v celkovej hodnote 132
mil. Sk (priblizne 4,4 mil. EUR), v roku 1999 vzrastol ich objem viac ako trojndsobne
na droven 411,4 mil. Sk (viac ako 13,6 mil. EUR) [11]. Nasledujice roky objemy hy-
potekdrnych tverov aj nadalej réstli. V dnesnej dobe iba za janudr 2016 boli ¢erpané

hypotekérne tvery v celkovej sume viac ako 51 mil. EUR [23].

14



Vyska Pocet Vyska Pocet
Rok cerpanych uzavretych schvalenych uzavretych
tverov (tis. EUR) | zmliv (ks) | iverov(tis. EUR) | zmlav (ks)
2004 516 374 16 789 387 277 12 091
2005 517 428 15 289 602 660 16 802
2006 552 810 14 727 694 046 16 252
2007 613 629 14 950 941 050 19 631
2008 1 011 688 20 206 982 552 18 924
2009 265 762 4 456 368 591 6 929
2010 125 282 1 503 413 661 7 894
2011 215 919 3111 413 436 7 498
2012 196 751 2739 356 679 6 643
2013 84 833 787 380 790 6 425
2014 468 740 5678 813 887 13 108
2015 541 641 8 456 759 546 12 866
januar
2016 51 321 850 42 082 681

Tabulka 1.3.1: Vyvoj hypotekarnych tiverov na Slovensku.

V Tab. 1.3.1 moézeme vidiet, ako sa vyvijali hypotekdrne tivery na Slovensku

od roku 2004 po suéasnost. Hodnoty pochidzaji z databdzy NBS o hypotekdrnom

bankovnictve [26] a si spracované podla informécii hypotekdrnych spravcov. Aby sme

hodnoty pre jednotlivé roky mohli medzi sebou porovnavat, bolo nutné idaje z rokov

2004 - 2008 o vyske cerpanych tiverov previest zo slovenskej koruny na euro konverznym

kurzom 30,126 SKK/EUR.

Na Obr. 1.3.1 pozorujeme rastici trend ¢erpania hypotekarnych uverov, ktory sa

zacal v roku 2004 a svoje maximum dosiahol v roku 2008. V tomto roku prekrocila ich

vyska hodnotu 1 mld. EUR. Za takyto ndrast mohol byt zodpovedny velky rozdiel me-

dzi Gerpanymi a schvalenymi tivermi v predchddzajicom roku. Je mozné predpokladat,
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Obr. 1.3.1: Vyvoj ¢erpanych hypotekarnych tdverov v SR [26].

7e tvery schvdlené v roku 2007 zacali ludia cerpat az nasledujtci rok.

V roku 2009 zaznamenal hypotekarny trh vyrazny prepad v poctoch poskytnutych
uverov. Vyska ¢erpanych iverov spadla z 1 mld. EUR na turoven 250 - 300 mil. EUR.
Takyto prudky pokles mozeme pripisat viacerym udalostiam, ktoré sa na prelome rokov
2008/2009 udiali. Jednou z nich je zavedenie eura na Slovensku. Druhou udalostou,
ktord ovplyvnila trh s hypotekarnymi tivermi bola hypotekarna kriza v USA, ktord
v danom obdobi vytstila do globalnej financnej a hospodarskej krizy.

Vplyv hospodéarskej krizy na hypotekarny trh mozno pozorovat az do zaciatku
roku 2014, ked kriza postupne doznieva, trh s hypotekdrnymi tivermi nielen na Slo-
vensku, ale aj v Eurdpe sa obnovuje a Slovensko zaznamendva rastici zaujem o hy-
potekédrne tvery. D4 sa predpokladaf, Ze tento trend bude pokracovat aj v priebehu

nasledujucich rokov.

Obr. 1.3.2 graficky znazornuje rozdiel medzi ¢erpanymi a schvalenymi tvermi.
Medzi schvélené uvery patria tie, ktoré banky klientovi na zdklade ziadosti schvalili.
Nésledne klient podpise s bankou zmluvu. Zmluva okrem iného obsahuje podmienky,
ktoré je nutné splnit do stanoveného terminu a aZ potom moze klient zacat cerpat
tver. Klient ale moze mat schvéleny tiver vo viacerych bankach a vybraf si ti, ktord

mu najviac vyhovuje, respektive nesplnit niektort z podmienok stanovenych v zmluve
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Obr. 1.3.2: Vyvoj €erpanych a schvalenych hypotekarnych tverov v SR [26].

(napr. vklad zdlozného préva k zakladanej nehnutelnosti do katastra) [18]. Preto sa

schvaleny tver nemus{ ¢erpat vobec alebo iba v mensej ¢iastke.

Na zaciatku pozorovaného obdobia (rok 2004) tvoril rozdiel medzi schvalenymi
a Gerpanymi tvermi nie¢o cez 170 mil. EUR, zatial ¢o ku koncu roku 2015 tento roz-
diel prekrocil vysku 3 200 mil. EUR. ZvécSujice sa rozdiely by sme mohli pripisat
vzrastajicej konkurencii medzi jednotlivymi poskytovatelmi hypotekarnych tverov a
zaroven sprisnovaniu podmienok bank pre ¢erpanie schvélenej sumy, aby minimalizo-

vali riziko akvizicie menej solventnych klientov.

1.4 Faktory ovplyvnujice hypotekarne uvery

Vyvoj hypotekarnych iverov ovplyvnuje viacero faktorov. Za jeden z najdolezitej-
§ich mozno povazovat tirokovi sadzbu. Vyska trokovej sadzby je prva informécia,
o ktoru sa zaujima potencialny zaujemca o hypotekarny uver. Od nej totiz zavisi vyska
mesacnej splatky a celkové preplatenie tveru. Na vysku mesacnej splatky ma okrem
uroku vplyv aj poplatok za vedenie tiverového tc¢tu, no v porovnani s hodnotou troku
je jeho hodnota zanedbatelnd. Malo by platit, Ze ¢im niZSia trokova sadzba, tym vyssi

pocet zaujemcov o uver [25].
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Dalsim dolezitym faktorom je dizka fixacie urokovej sadzby. Pocas zvolenej doby
fixdcie sa klientovi vyska iroku nemeni. Po uplynuti tejto doby vsak prichadza k zmene
vysky urokov v zavislosti od vysky aktudlnej urokovej sadzby. VSeobecne plati medzi
dizkou fixdcie a vyskou urokovej sadzby priama tumera, t.j. ¢im dlhsia fixdcia, tym
vysSia sadzba. Garantovanie urokovej sadzby na dlhsie ¢asové obdobie predstavuje
vyssie riziko pre banku. Pre klienta je teda vyhodné fixovat uroky na kratsie obdobie,
ak otakava zniZovanie irokovych sadzieb a naopak. Pripadne si moze zvolit variabilni
urokovu sadzbu, tzn. bez fixacie, ktora najlepsie kopiruje aktualny vyvoj trokovych

sadzieb na trhu [25].
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Obr. 1.4.1: Vyvoj trokovych sadzieb [22].

Vysku tdrokovych sadzieb na Slovenku od roku 2009 vyrazne ovplyviuju roz-
hodnutia Eurdpskej centralnej banky (ECB). ECB v boji s nizkou inflaciou udrziava
uvolnent menovi politiku a podporuje poskytovanie tiverov, ¢o mé za nasledok nizsie
urokové sadzby a dostupnejsie ivery. Kym napr. v roku 2010 boli urokové sadzby na
trovni priblizne 6%, dnes je mozné ziskat hypotekdrny tiver so sadzbou od 2%. Rozdiely
sa vyskytuju aj v dizke fixdcie. Mozno povedat, Ze doba fixdcie sa predlzuje. Podla
idajov NBS bola v minulosti (2009/2010) najobltibenejsia dizka fixécie do jedného

roka, kym v sicasnosti sa dostava do popredia fixacia v intervale od jedného do pia-
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tich rokov. Dévodom su relativne vyhodnejsie sadzby, ktoré si chet klienti udrzat ¢o

najdlhsie [28].

Pokles vysky urokovych sadzieb zachytava Obr. 1.4.1. Graf obsahuje okrem vyvoja
variabilnej urokovej sadzby aj vyvoj sadzieb pre rozne diiky fixacie, kategorizované do
troch skupin, v obdobi od roku 2009 po februar 2016.

Na Obr. 1.4.1 si mézeme vdimnut uz spomenuti zavislost vysky irokovej sadzby
od diZky fixdcie. Urokové sadzba pre kratsie diZky fixdcie (do péit rokov) vykazuje pocas
celého sledovaného obdobia v priemere nizsie hodnoty ako irokové sadzby vo zvysnych
dvoch kategoéridach a od zaciatku roku 2014 zaznamenava vyraznejsi pokles aj v po-
rovnani s vyskou variabilnej tirokovej sadzby. TaktieZ je mozné pozorovat, Ze tirokové
sadzby s niz§imi fixdciami sa rovnako ako variabilna sadzba rychlejsie prisposobujui
situacii na trhu a pripadné fluktudcie sa na ich vyvoji neodrazaju tak vyrazne ako pri
sadzbach s fixdciou na pit a viac rokov. Na zdklade sledovaného vyvoja trokovych
sadzieb mozno povedat, Ze premenlivost a neistota na trhu najviac vplyva na tirokové
sadzby pre stredné diZky fixacie (5 - 10 rokov), pretoze pri tejto kategorii pozorujeme

najvacsiu volatilitu.
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2 Model optimalneho splacania hypotekarneho tveru

V tejto kapitole priblizime model optimélneho splacania hypotekarneho uveru,
ktory je podrobne popisany a naformulovany ako tloha optimélneho riadenia v diplo-
movej praci [2]. Model sa zaoberéa problémom vhodnej volby trokovej sadzby zo strany

klienta, ktory ma zaujem o hypotekarny tver.

2.1 Popis modelu

Uvazujme klienta, ktory pldnuje podpisat zmluvu o hypotekdrnom tivere vo vyske P
a dobe splacania D. Cielom klienta ako dlZznika je minimalizovat ocakdvani hodnotu
sumy splatok pocas celej diZky splacania uveru. Vysku splatky moze klient ovplyv-
nit vhodnou volbou trokovej sadzby, t.j. klient sa moze rozhodnit medzi variabilnou
a fixnou urokovou sadzbou. Predcasné splatenie dany model neberie do tvahy.

V pripade, ak sa klient rozhodne pre fixnt irokovi sadzbu, nemoze pocas fixacného
obdobia robit zmeny. Pri vybere variabilnej trokovej sadzby moze klient kedykolvek
zmenit rozhodnutie a zvolit si fixdciu. To znamend, Ze moznost rozhodnit sa mé klient
iba v pripade, ak tver splaca pri variabilnej trokovej sadzbe, alebo ak sa skoncilo
fixacné obdobie. Ked sa klient nenachddza ani v jednej z uvedenych situdcii, hodnota

urokovej sadzby sa urci na zaklade jeho minulych rozhodnuti o fixacii.

Oznacenie | Popis

A vyska mesacnej splatky

P vyska hypotekarneho tveru

D doba splacania uveru v mesiacoch
rV variabilnd mesacnd urokova sadzba
rf fixnd mesacnd trokova sadzba

fix dizka fixacného obdobia

Tabulka 2.1.1: Vstupné parametre modelu .

V Tab. 2.1.1 st uvedené zakladné parametre, ktoré do modelu vstupuju. Vsetky

parametre, az na vysSku mesacnej splatky A, su dané ¢i uz na zaklade potrieb klienta
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(vyska tveru, doba spldcania, dizka fixdcie) alebo situdcie na trhu (drokové sadzby).

Vyska mesacnej splatky zavisi od vysky uveru, doby splacania a dohodnutej
trokovej sadzby. Podla [27] jej hodnotu vypocitame ako sicin umorovatela a vysky
uveru:

A(P,D,r) = P *um. (2.1.1)

Hodnotu umorovatela pre tver s dizkou splatnosti D pri urokovej sadzbe r vy-
jadrime ako [27]:
(1+7r)Pxr

um = T o1 (2.1.2)

kde r oznacuje hodnotu mesacnej trokovej sadzby.

2.2 Stratégia volby tirokovej sadzby ako iiloha optiméalneho

riadenia

Problém klienta popisany v predchddzajicej casti moZeme charakterizovat ako
diskrétnu ulohu optimalneho riadenia. Diskrétne ¢asové tiseky reprezentuji jednotlivé
mesiace, pocas ktorych klient splaca iver. Predpokladame, ze klient, ak sa moze v da-
nom mesiaci rozhodniit, voli tirokovii sadzbu na zaciatku mesiaca. Jednotlivé mesiace,

etapy, oznacime premennou ¢, pricom ¢ nadobtda hodnoty od 0 po D — 1.

V nasom modeli vystupuju dve stavové premenné. Prva z nich, oznac¢ime ju x;,
reprezentuje stav, v ktorom sa systém nachadza na zaciatku i-tej etapy. Druhou stavo-
vou premennou je urokova sadzba r, ktort vo vSeobecnosti modelujeme ako ndhodnu
premenni. Konkrétny model vyvoja tirokovej sadzby si predstavime v d’alsich ¢astiach
prace.

Stavové premenné z; moze nadobtidat hodnoty z mnoziny {0, 1, ..., fiz —1}, ktoré

interpretujeme nasledovne:

e Stav x; = 0: jediny stav, v ktorom je moznost rozhodnit sa medzi variabilnou
a fixnou tdrokovou sadzbou. Do daného stavu sa dé dostat, ak predchadzajticou
volbou bola variabilnd sadzba, alebo ak predchadzajiici stav bol predposlednym

mesiacom fixécie, t.j. jeho hodnota bola fiz — 1.
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e Stav x; =j, j€ {1,2,...,fix — 2}: v tomto stave nie je moznost volby. Stav re-
prezentuje situdciu, ked sa splacanie pri fixnej irokovej sadzbe nachddza v j-tom

mesiaci fixdcie. Po iom moze nasledovat len stav s hodnotou j + 1.

e Stav x; = fix — 1: zodpoveda splacaniu v predposlednom mesiaci fixacie. Rov-
nako ako vo vSetkych predchadzajicich stavoch, okrem stavu 0, ani v tomto stave
nie je mozné zvolit si variabilnii irokovii sadzbu. Po tomto stave nasleduje stav

s hodnotou 0.

Riadiaca premennd u; predstavuje volbu, s ktorou klient vstupuje do i-tej etapy.

Hodnotu riadiacej premennej definujeme tymto sposobom:
e u; = 1 oznac¢uje volbu variabilnej a
e u; = 2 fixnej urokovej sadzby.

. « - « ) . . . . . .. -
Pripomenme, Ze moznost volby riadiacej premennej existuje iba v stave 0. MnoZzina

U; povolenych hodnot riadiacej premennej v i-tej etape ma potom tvar:

]_,2 ) ak IzZO
U, = th2) (2.2.1)

{2}, ak x; # 0.

Podobne ako mnozinu U; je mozné definovat aj mnozinu X; povolenych stavov
v i-tej etape, ktord na rozdiel od U; bude urcena stavom v etape predchadzajicej.
Mnozina X; mé tvar:
.
{0, 1}7 ak Ti—1 = 0

Xi={{z+1}, akz;y=22¢€]l,fiz—2] (2.2.2)

{0}, ak z; 1 = fiz — 1.

\

Uplné Specifikacia modelu vyzaduje este definovanie tzv. stavovej rovnice:
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Funkcia f; na zaklade aktudlneho stavu a zvoleného riadenia definuje novy stav. V nasom
modeli mé funkcia f; nasledujuci tvar:
T +u; — 1, ak z; =0
filwi,ui) = (2.2.4)
(x; + 1) mod (fix), ak z; #0.
Symbol mod oznacuje modulo, t.j. celo¢iselny zvysSok po deleni parametrom fix.
Poznamenajme, ze definicia stavovej rovnice (2.2.4) nam zabezpeci, aby kazdy

novy stav nadobtudal len pripustné hodnoty z mnoziny {0, 1, ..., fiz — 1}.

Nakoniec je potrebné zadefinovat ti¢elovi funkciu. Ako uz bolo povedané, cielom
klienta je minimalizovat otakivanti hodnotu sumy splédtok za dver. Aby bol vypocet
spravny a mesacné splatky sa mohli navzdjom séitavat, je nutné previest vsetky budice
splatky na siucasnu hodnotu pomocou diskontného faktora §. Diskontny faktor v tomto
pripade predstavuje alternativne naklady na kapital, teda trok, ktory by klient dostal,

ak by nechal peniaze ulozené v banke.

Ucelovd funkcia ulohy ma tvar:
D—1 1
pricom minimum sa hladd cez vsetky mozné rozhodnutia u; € U;. Symbolom E sme

v ucelovej funkeii oznacili ocakdvani hodnotu a symbol r(u;) oznac¢uje tirokovi sadzbu

v zavislosti od rozhodnutia w;.

Vyska mesacnej splatky sa vypocita zo vztahu (2.1.1). To, ¢ do vypoctu bude
vstupovat variabilna alebo fixnd tirokova sadzba zavisi od rozhodnutia u;. Vyska splatky

v i-tej etape bude mat tvar:

(

P % —((11_:_73\//))?3*_74}1/, ak z; =0 Ay =1
Ai(P,D,r(w;), ;) = § P x %, ak 2, =0 A u; =2 (2.2.6)
(4ri )P,
P (1+r£r:.+1)D71L+1’ ak z; 7é 0.

\
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Pre tiplnost musime este definovat pociatoény stav x a nastavit obmedzenia na
koncovy stav rp. Budeme predpokladat, Ze pri podpise zmluvy (v ¢ase 0) sa klient
nachddza v stave, v ktorom mé moznost rozhodnut sa, pri akej tirokovej miere bude
tiver spldcat, tzn. predpokladdme, Ze xy = 0.

Na konci doby splécania iveru musi mat klient cely dver splateny a vSetky fixdcie

urokov ukoncené. Preto za jediny pripustny stav v ¢ase D povolime zp = 0.

Riesenim tlohy je postupnost riadeni U = {ug, uy,...,up_1} a jeho odozva X =
{0, 1, ...,xp}, ktord riesi stavovii rovnicu (2.2.4) a splita podmienku na pociatoény
stav zop = 0. Ak navySe odozva X spiﬁa podmienku na koncovy stav xp = 0 a Vi,
1 =0,1,....D —1 x; € X;, potom sa riadenie U nazyva pripustnym riadenim. Triedu

vSetkych pripustnych riadeni oznacime P.

Hladat také riadenie U z triedy pripustnych riadeni P, ktoré minimalizuje ic¢elovi
funkciu, budeme pomocou metody dynamického programovania. Ako tato metdda fun-
guje a jej mozné rozsirenia na tcely nasej analyzy modelu popiseme v d'alsich ¢astiach

prace.
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3 Modelovanie trokovych sadzieb

Urokové sadzby patria medzi najvyznamnejsie faktory, ktoré ovplyviuju vysku
splatok hypotekarneho uveru, a teda aj celkové preplatenie tveru. V nasom modeli
vystupuji dva druhy turokovych sadzieb - variabilna a fixnd, o vyvoji ktorych predpo-
kladame, ze v sebe obsahuje istt mieru nahodnosti.

V tejto kapitole budeme tirokové sadzby, ako ndhodné premenné, modelovat po-
mocou binomického modelu. Najskor priblizime proces tvorby binomického modelu pre
jednu nahodni premennt, nasledne tento model rozsirime o druht ndhodni premennu

a upravime do tvaru, ktory zohladriuje ich vzdjomni koreldciu.

3.1 Binomicky model jednej premennej

Standardne sa vyvoj trokovych sadzieb modeluje tzv. mean reversion procesom.
V nasom modeli budeme predpokladat, Ze vyvoj fixnej trokovej sadzby rf" mozno

popisat pomocou Coz-Ingersoll-Ross (CIR) modelu nasledovne [3]:
dri =" (u" —rl) dt + o"\/rFdZ], (3.1.1)

kde ZI' je standardny Wienerov proces a 8%, u* a of st kladné konstanty.

CIR model patri medzi modely s vlastnostou mean reversion: koeficient 3 udéva
rychlost, akou je sadzba rf prifahovana k dlhodobej rovnovéznej hodnote u!. Para-

F

meter o oznacuje volatilitu urokovej sadzby.

Tvar volatility o' v/rf zarucuje, ze irokové sadzba rf” nebude nadobtdat zaporné
hodnoty. Ak je hodnota troku r" blizka nule, volatilita je mal4, ale vdaka driftu

neklesne hodnota r pod nulu [14]. Navyse ak je splnend podmienka
281 > o2, (3.1.2)
tak s pravdepodobnostou 1 nedosiahne hodnota r nulovi troven [21].

Nakolko model popisany v predchadzajiicej kapitole je diskrétnou ilohou optimal-

neho riadenia, aj tirokovii sadzbu budeme modelovat ako diskrétnu ndhodni premenni.

25



Diskretizaciu CIR procesu (3.1.1) urobime pouzitim binomického modelu. Model tohto
typu predpokladd, ze v kazdom casovom okamihu sa trokova sadzba moze zo svojej
sticasnej hodnoty zvysit (up-skok) alebo znizit (down-skok) o vopred uréeni hodnotu.
Vyslednou struktirou je tzv. binomicky strom. Pohyb v strome popisuju pravdepo-
dobnosti prechodu medzi jednotlivymi uzlami. Velkost skoku nahor, resp. nadol ako
aj hodnota pravdepodobnosti prechodu je danéd parametrami poévodného procesu (pre

blizs{ postup vid. napr. [16]).

Z vypoctového hladiska je dolezitou vlastnostou binomického stromu jeho re-
kombinovatelnost, t.j. postupnost skokov up-down vedie k tej istej hodnote ako po-
stupnost skokov down-up. V opa¢nom pripade by s narastajicim ¢asom stiipal pocet
uzlov v strome exponencialne, ¢o by bolo pre vicsie hodnoty doby splacania tveru D
vypoctovo nezvlddnutelné.

Uvedomme si, ze priamou diskretizaciou CIR procesu nedostaneme rekombinaény
strom, pretoze volatilita procesu (3.1.1) nie je konstantnd, ale zavisi aj od hodnoty

tirokovej sadzby rf'.

Tento problém je mozné vyriesit transforméciou povodného procesu vid. [9] podla

vztahu:
o/ F
Py 2T (3.1.3)

o

x(r

Transformovany proces  mozeme zapisat do tvaru stochastickej diferencidlne;

rovnice nasledovne:

dx = m(z)dt + dZ, (3.1.4)
kde
20p Pz 1
el e 1.
m(z) o2y 2 21 (3.1.5)

Transformovany proces (3.1.4) ma konstantni volatilitu, a preto k nemu prislicha-

jtici binomicky strom uz bude rekombinovat.

Na zostrojenie binomického stromu pre fixnt tirokovii sadbu ¥ najskor skonstru-
ujeme binomicky strom pre transformovany proces x podla schémy uvedenej na Obr.

3.1.1:
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Obr. 3.1.1: Schéma binomického stromu pre transformovany proces x.

Na Obr. 3.1.1 je symbolom At oznacena dizka casovej periody.

Po zostrojeni binomického stromu pre proces x pretransformujeme kazdy jeho

uzol inverznou transformaciou [9]:

rF = flz) =22, (3.1.6)

¢im ziskame strom pre povodny proces 7" = f(z) naértnuty na Obr. 3.1.2.

f <x+2\/A_t>

f(x—k\/ﬂ

N——

////
ﬂ@//// \\\\\\ﬂ@
\ /

o)

)

Obr. 3.1.2: Schéma binomického stromu pre pévodny proces rf' = f(x).
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Dalsim krokom je vypocet pravdepodobnosti prechodu medzi jednotlivymi uzlami
stromu. Podla [9] pravdepodobnost, Ze nastane zvysenie tirokovej sadzby (up-skok)

v kazdom uzle vypocitame ako:

/B(IU - TF)At + TF B rtfijc‘)wn
Tgp - r(}i;wn .

pup(TF> - (317)

Symbol rfp v (3.1.7) oznacuje hodnotu trokovej sadzby pri up-skoku a je rovny vyrazu
f (a; + \/A_t> Podobne symbol rf  oznacuje vysku tirokovej sadzby pri down-skoku
a rovna sa hodnote f <x — \/E)

Pravdepodobnost pgown (1), Ze dojde k poklesu troku, sa potom vypocita ako

rozdiel 1 — p,,(rf).

Uvedeny postup nam ale nezaruci, ze vypocitané pravdepodobnosti budi iba z in-
tervalu [0,1]. Predovsetkym na hraniciach binomického stromu, t.j. pre velmi nizke
(resp. vysoké) hodnoty urokovej miery, moze nastat situdcia, ze pravdepodobnosti
vypocitané podla vztahu (3.1.7) st mimo pripustného intervalu. Preto je potrebné
strom v tychto uzloch upravif. Najjednoduchsi pristup spoé¢iva v modifikdcii volby
velkosti up-skoku a down-skoku. Sposobov, ako v strome medzi uzlami ,skdkat®, je
viacero. My sme sa rozhodli pre postup, ktory vychadza z ¢ldanku [15]. Algoritmus

’ ~ A~ . )
vypoctu skokov mozeme zosumarizovat nasledovne:

e Ak sa nachadzame v uzle, pre ktory p,, > 1, zvolime down-skok r% = rf" a up-

skok na uzlovy bod o troven vyssie ako bol povodny up-skok. S takto zvolenymi
skokmi prepocitame pravdepodobnost p,, podla (3.1.7). Ak pravdepodobnost p,,
nie je z pripustného intervalu [0, 1], up-skok opit posunieme na vyssiu tiroven a
prepocitame hodnotu pravdepodobnosti p,,. Postup s posunom up-skoku na uzol
o uroven vyssie opakujeme dovtedy, pokym nedosiahneme hodnotu pravdepodob-

nosti py, z intervalu [0, 1].

e Ak sa nachddzame v uzlovom bode, v ktorom je pravdepodobnost p,, < 0, postup
volby je opaény. Up-skok zafixujeme na hodnote r = r*" a posun down-skoku na
niz§iu droveni volime rovnakym postupom ako pri up-skoku. Opit prepocitame

pravdepodobnosti pre novozvolené skoky.
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3.2 Binomicky model dvoch zavislych premennych

KedZe mozno predpokladat, Ze vyvoj variabilnej a fixnej urokovej sadzby je
navzajom previazany, nemozeme modelovat kazdi sadzbu osobitne, pouzitim postupu
z Casti 3.1, bez toho, aby sme zobrali do Gvahy zavislost medzi nimi. Je preto potrebné
navrhnit taky model, ktory zohladiiuje vzdjomnt koreldciu medzi dvoma ndhodnymi
procesmi. Pri rozsirovani modelu budeme vychadzame predovsetkym zo zdrojov [1]

a [7].

Predpokladajme, Ze fixni aj variabilnt tirokovi sadzbu méZzeme modelovat po-

mocou CIR modelu:
dry = 8" (u¥" —r))dt +o¥\/r}dZ) (3.2.1)

dry =" (" —rl)dt + 0"\ /rFdz], (3.2.2)

kde ZV a Z* si standardné Wienerove procesy so vzdjomnou koreldciou p.

Podla Nelsona a Ramaswamyho [16], kazdy stochasticky proces je mozné vhod-
nou transforméciou previest na proces s konstantnou volatilitou, a teda simulovat jeho
vyvoj v tvare rekombina¢ného binomického stromu. Vychadzajic z tejto myslienky, zo-
stavenie binomického modelu dvoch premennych bude podla [1] pozostavat zo styroch

krokov:

e transformovat oba procesy rV a rf" na procesy s konstantnou volatilitou, ktoré

oznacéime RV respektive RF,

e definovat nové procesy X;, X, ako funkcie RV a RF tak, aby sme zabezpecili

nulovu kovarianciu medzi nimi,

e modelovat X; a X, ako dva separdtne binomické stromy a potom zlicit obe
struktiry do binomického stromu dvoch premennych, v ktorom sa medzi uzlami
budeme pohybovat prostrednictvom styroch prislichajicich pravdepodobnosti

prechodu,

e v kazdom uzle previest premenné spit na r" a rf.
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Prvym krokom tvorby modelu je transformovat procesy popisané rovnicami (3.2.1)
a (3.2.2) na procesy s konstantnou volatilitou pouzitim transformécie

R=R(r)= 2 (3.2.3)

o

Transformované procesy RV a R mozeme zapisaf v tvare stochastickych dife-

rencidlnych rovnic:

dR) =m" (R)) dt + dz!
dR; =m" (Rf) dt +dz], (3.2.4)

kde o o
28 R 1

m ) = O R T 2

ie{V,F}. (3.2.5)

Druhym krokom je definovanie novych procesov X, X5 v takom tvare, aby oba
procesy boli navzdjom ortogonalne. Rovnice (3.2.4) transformujeme este raz, a to na-

sledovne:

X,(t)=RY — Rf. (3.2.6)

Diferencovanim procesov (3.2.6) dostaneme rovnice:

dXi(t) = dR; + dRf
dX,(t) = dR; — dR] . (3.2.7)

Mobzeme si v&imnut, ze takto dvakrat transformované procesy dané diferencidlnymi

rovnicami (3.2.7) majui nulovi kovarianciu:

cov (dX1(t),dXs(t)) = cov (AR, + dR;,dR} — dR[)

=(1*-1*+p-p) =0, (3.2.8)

kde p je okamzit4 koreldcia medzi prirastkami Wienerovych procesov dZ) a dZ}.
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Dosadenim (3.2.4) do (3.2.7) a néslednymi tpravami dostdvame nekorelované

procesy s konstantnou volatilitou v tvare:

dXi(t) =mVdt +dZ! + m"dt + dz] = (m" + m") dt + (42" + dz]")
= pndt + o1dZy,
dXs(t) = m"dt +dZ; —m"dt + dz[' = (m" —m") dt + (dz}" — dz]")

= ,ugdt + O'QdZQ, (329)

kde
pr=m" (R))+m" (R]), o1 =/2(1+p) (3.2.10)

po =m" (R)) —m" (R]"), 02 = /2(1 - p). (3.2.11)

V trefom kroku najskor procesy, popisané diferencidlnymi rovnicami (3.2.9), na-
modelujeme ako dva nezavislé binomické stromy. Potom zlic¢ime obe struktury do
binomického stromu dvoch premennych, ktorého prislichajice styri pravdepodobnosti
prechodu medzi uzlami vyjadrime ako sicin jednotlivych individudlnych pravdepodob-
nosti.

Ako prvé definujeme casovy krok At = T/n ako podiel ¢asu T' a poctu kro-
kov n. Nésledne zostrojime dva binomické stromy s n krokmi deky At. Oznacéme (0, 0)
startovaci uzol binomického stromu pre proces X;. Po i ¢asovych krokoch (i = 0, ..., n)
sa moze X; nachddzat v jednom z uzlovych bodov (i, k) (k =0, ..., 1), ktorého hodnota

zodpoveda vyrazu:

XU = X1(0) + (2k — i)oy VAL (3.2.12)

Analogicky pre proces X3, ozna¢me (0, 0) Startovaci uzol binomického stromu. Po
i casovych krokoch (i = 0,...,n) sa moéze X, nachadzat v jednom z uzlovovych bodov

(1,1) (I =0,...,1), ktorého hodnota zodpoveda vyrazu:

X5 = X,5(0) + (21 — §)op VAL (3.2.13)
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Na odvodenie spominanych styroch pravdepodobnosti prechodu si musime najskor
zadefinovat pravdepodobnost up-skoku v binomickom strome pre proces X;:

o1 VAT
plil — = B1 V2L (3.2.14)
2 20 1

Podobne bude vyzerat aj vyraz pre ¢, pravdepodobnost up-skoku v binomic-

kom strome pre proces X, iba v spodnych indexoch pri i a o nahradime index 1 ¢islom

2 a vo vrchnych index k indexom .

Z rovnice (3.2.14) je zrejmé, ze uvedené pravdepodobnosti prechodu p a ¢ mézu
nadobtuidat zdporné hodnoty alebo prekrocit jednotku (nenachddzaju sa v povolenom
intervale [0, 1]) pre kone¢ny ¢asovy prirastok At, ak o1 (02) je voci uy (pg) relativne
malé. Aby sme zabezpecili, ze pravdepodobnosti budi dobre definované a neopustia
interval [0, 1], povolime viacndsobné skoky v oboch binomickych stromoch X; a Xs.
Vypocet velkosti viacndsobnych skokov popiseme vo vSeobecnosti pre proces X, pre

proces X5 je vypocet analogicky.

V case tAt sa nachddzame v uzle Xfi’k). Proces X; moze v case (i + 1)At

X1(i+1,k+kup)

skocit hore na hodnotu s pravdepodobnostou p“* alebo dole na hodnotu

X 1(i+1’k+kd"“’") s pravdepodobnostou (1—p¥). Hodnoty indexov kyp a kgewn definujeme

nasledovne:

e Pri standardnom skoku hore (dole), t.j. ak pre pravdepodobnost vypoéitant

z (3.2.14) plati, ze pt¥ € [0, 1], maji indexy hodnoty kgown = 0 a k,, = 1.

e Akph <0, k,, = 1 ahodnotu kg, volime postupne z mnoziny {—1, -2, ..., —k}
dovtedy, pokial p*) vypocitand ako

ik i,k i+ 1,k+kdown
p o Xl(i+1,k+kup) . Xl(z‘+1,k+kdown) e

nenadobiida pripustné hodnoty z intervalu [0, 1].

e Ak p* > 1, kgpun = 0 a hodnotu k,, volime postupne z mnoziny {2,3, ...,i — k}
dovtedy, pokial p(**) vypocitand z vyrazu (3.2.15) nenadobtida pripustné hod-

noty z intervalu [0, 1].
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Teraz sme pripraveni modelovat spoloény vyvoj procesov X; a X, tym, Ze zo-
berieme do dvahy binomicky strom dvoch premennych ziskany zlic¢enim dvoch bi-
nomickych stromov jednej premennej. V kazdom casovom kroku i (i = 0,...,n) mé
novovzniknuty strom (i + 1)? uzlovych bodov, ktoré oznacime (i,k,l). Uzol (i, k1)
zodpovedd hodnotdm Xl(i’k) a X2(i’l). Zacinajuic z uzlového bodu (i, k,1), s ohladom na

moznost viacndsobnych skokov a stromovi §truktdru, moze proces dosiahnuf jeden

z nasledujuicich Styroch uzlov:

(0 + 1,k + kup, U+ L), s pravdepodobnostou Pﬁ’k’l),
(i + 1,k + kup, L+ laown), s pravdepodobnostou Pfé’k’l),
(0 + 1Lk + Kaown L+ Lup), s pravdepodobnostou Pﬁ’k’l),
(i + 1,k + Kdown, L + lgown), s pravdepodobnostou PQ(;’k’l),

kde indexy kup, Edown, lups ldown sUVisia s volbou viacndsobnych skokov v binomickych
stromoch pre procesy X;, Xy a hodnoty Pl(i’k’l), Pf;’k’l), Pﬁ’k’”, PZ(;’k’l) su spojené prav-
depodobnosti prechodov medzi uzlami.

Hodnoty spojenych pravdepodobnosti prechodu vypocitame ako sucin jednot-

livych individualnych pravdepodobnosti nasledovne:

Z,k,l 1 '3
Z,k,l 1 7
Z7k2,l 1 1

PEMY = (1 - ph) (1 — ¢, (3.2.16)

Y

Posledny krokom je spétné transformacia hodnot z premennych X, X, spif na

povodné premenné vV a rf' a to nasledovne:

2 )

X; — Xo

RF = 21”2

2 )
) 0 X
4 4 ’

2
oF— (e")” (X1 - Xy)*
4 4
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Uvedenym postupom ziskame dva binomické stromy dvoch premennych (kazdy
z nich si moZno predstavit ako ihlan), pre kazdu trokovi sadzbu (variabilnt, fixni)
zvlast. V prvom strome zodpoveda uzlovy bod (i, k,1) hodnote variabilnej trokovej

sadzby v case i a uzle (k, ). Jeho hodnota je dand vztahom:

(Uv>2 <X1(z',k) +X2(i’l))2
4 4 ’

rV (i, k1) =

Podobne v druhom strome, uzlovy bod (i, k, [) reprezentuje hodnotu fixnej irokovej

sadzby v ¢ase i a uzle (k,[). Tuto hodnotu vypocitame ako:

(UF)Q (Xfi,k) _ XQ(i,l))Q
4 4 )

rE (i k1) =
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4 Analyza modelu fixacie hypotekarneho tveru

V predchadzajucich castiach prace sme urcili zdkladné parametre modelu, Specifi-
kovali premenné potrebné na najdenie optimalneho riadenia a blizsie popisali mode-
lovanie vyvoja turokovych sadzieb ako nahodnych premennych v podobe binomickych
stromov. V tejto casti priblizime proces rieSenia fﬂohy 2.2 metédou dynamického prog-
ramovania pre rozne druhy vyvoja fixnej a variabilnej urokovej sadzby (deterministicky,

stochasticky) a kazdud z moznosti podrobime dokladnej numerickej analyze.

4.1 Deterministicky vyvoj trokovych sadzieb

V tejto podkapitole budeme predpokladat, Ze vieme dokonale predvidat, ako sa
bude vyvijat hodnota fixnej aj variabilnej tirokovej sadzby pocas celej doby spldcania
tveru. I ked tento predpoklad nemozno povaZzovat za redlny, analyza takejto tilohy
nam poskytne zédkladnt predstavu o optimalnom manazovani splacania hypotekarneho
uveru.

Predpoklad o deterministickom vyvoji irokovych sadzieb nam zjednodusuje aj
samotny vypocet optimalneho riadenia. V prvom rade trokové sadzby v Ulohe 2.2 ne-
budi vystupovat ako ndhodné premenné a tloha sa tym zredukuje o jednu stavovi
premenni, premennu 7. NavySe zmena nastane aj v ucelovej funkcii. Namiesto mi-
nimalizdcie ocakdvanej hodnoty stétu mesacnych splatok budeme minimalizovat len
deterministicky urc¢eni sumu splatok.

Pre tento Specialny pripad najskér odvodime rovnicu dynamického programova-

nia, ktort neskor aplikujeme na konkrétne zadanie Ziadatela o hypotekdrny tver.

4.1.1 Metéda dynamického programovania

Ako sme uz viackrat spomenuli, diskrétne tlohy optimélneho riadenia sa najcastej-
Sie riesia metédou dynamického programovania. Hlavnou myslienkou metédy je rozklad
ulohy na podulohy, ktoré riesime rekurentne, t.j. v rieSseni jednej z poduloh sa vzdy

vyuziva rieSenie predchddzajicej podilohy. Rekurentny vztah, ktory tymto postupom
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rieSenia 1lohy vznikne, sa v tedrii optiméalneho riadenia nazyva Bellmanova rovnica

dynamického programovania [6)].

Pre deterministicky pripad Ulohy 2.2 m& rovnica dynamického programovania

nasledujuci tvar:

1
Aj(P, D, r(uy), ) + mvjﬂ (f(x,u)| . (4.1.1)

W) = iy |

Vyraz V; v (4.1.1) sa nazyva hodnotova funkcia [6] v ¢ase j a definujeme ju pre
V5 €{0,1,...,D — 1} predpisom:
D-1 1

kde x oznacuje stav v case j.

Vzhladom na to, Ze rovnica dynamického programovania je rekurentny vztah,
vieme hodnoty V; pre j = D — 1, ..., 1,0 dopocitat, ak pozndme hodnotu Vp. Pretoze
nasa uloha je minimaliza¢na a mame obmedzenie na koncovy stav, hodnotova funkcia
na konci posledného mesiaca D bude mat tvar:

0, ak rp =10
Vp(z) = (4.1.3)

+oo, akxp #0.

4.1.2 Numericka analyza tulohy

Uvazujme klienta, ktory si chce zobrat hypotekarny tver v celkovej vyske 50 000 €
na obdobie 10 rokov (120 mesiacov). Splacanie uveru prebieha v podobe mesaénych
splatok pocas celej diiky splacania uveru. Banka pontka klientovi fixacné obdobie dva

roky (24 mesiacov).
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V numerickej analyze porovname tri stratégie splacania hypotekarneho tuveru.
Prvou analyzovanou moznostou bude spldcanie pri variabilnej tirokovej sadzbe pocas
celej doby trvania tdveru. Pre takdto moznost spldcania by sa mohol rozhodnit klient
so stabilnym vysSim prijmom, ktory navysSe predpokladd, ze turokové sadzby budua
v budtcnosti klesat.

Inym typom klienta je ,pldnovaci“ typ. Takyto klient ma potrebu poznat hod-
notu mesacnej splatky dopredu, pravdepodobne kvoli kontrole a pldnovaniu dalsich
vydavkov. Z uvedeného dovodu voli po celii dobu splacania opakovani fixaciu irokove;j
sadzby.

Poslednym typom klienta, je klient stratég, ktory splatky hypotekarneho tveru
manazuje vzhladom k optimélnemu rieSeniu Ulohy 2.2, rozhodnutie o fixacii je zavislé

od aktudlnej hodnoty trokovej sadzby a jej predpokladaného budiceho vyvoja.

Pre tiplnost poznamenajme, Ze ak by sa klient rozhodol peniaze ukladat na spo-

riaci icet, banka mu pontika 1%-ny trok.
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variabilng [|
®  fix=var

0.035

0.036

a7, mesiac

]

=

]

o
T

0.032

0.03

ka drokove) sadzhy
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0.026

0.024
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Obr. 4.1.1: Predpokladany vyvoj turokovych sadzieb.
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Predpokladany vyvoj trokovych sadzieb! je zobrazeny na Obr. 4.1.1. Zvolené
pociatocné hodnoty urokovych sadzieb a ani ich budici vyvoj nemajui blizsi suvis s rea-

litou, slizia iba na ilustraciu.

Najskor rozoberieme pripady, ak by klient nechcel menitf svoje pociatoéné roz-
hodnutie a po cely ¢as by tver splacal iba pri jednej tirokovej sadzbe: variabilnej alebo
fixnej.

Ak by rozhodnutim klienta bolo nefixovat a splacat tver pri variabilnej sadzbe,
jeho mesacné splatky by po celii dobu linearne klesali tempom, akym klesa variabilna
urokova sadzba a klienta by uver stal 55642, 10 €, v prepocte na suc¢asnu hodnotu. Na

urokoch by teda preplatil 5642, 10 €.

51':' T T T T T

als .
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495

490
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vyska mesacnej splatky

475

470 F -

455 | 1 1 1 1
0 20 40 B0 80 100 120

Eas v mesiacoch

Obr. 4.1.2: Priebeh splacania dveru v pripade fixacie pocas celej deky trvania

uveru.

Pri vybere fixacie urokovej sadzby pocas celej dIZky splatnosti uveru, by klient
splacal uver v piatich po sebe nadvézujuicich fixaénych obdobiach. To znamena, ze
po skonéeni jedného fixaéného obdobia, by klient okamZite vstipil do d'alsicho s je-

dinym rozdielom, a to vo vyske urokovej sadzby. T4a by sa klientovi pred vstupom do

lygetky trokové sadzby st uvddzané per annum
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kazdého fixacného obdobia upravila podla aktudlnej hodnoty fixnej tirokovej sadzby.
Vysky mesaénych splatok pri rozhodnuti klienta permanentne fixovat tirokovi sadzbu
su zobrazené na Obr. 4.1.2.

Sucasnd suma mesacnych splatok za uver by v pripade rozhodnutia opakovanej

fixacie bola 55695, 35 €. Klient by banke na trokoch zaplatil 5695, 35 €.

Optimélnu stratégiu volby trokovej sadzby v jednotlivych mesiacoch trvania
uveru ziskame aplikovanim metdédy dynamického programovania implementovanej v ja-
zyku MATLAB. Aktudlne vysky (nie sicasni hodnotu) mesacnych splatok zachytava
Obr. 4.1.3.

war

495 1 fix :
: ®*  var->fix

: 49, mesiac

vyska mesacnej splatky

N
|
=
T
1

465 | 1 : 1 1 1
0 20 40 B0 a0 100 120

Eas v mesiacoch

Obr. 4.1.3: Priebeh splacania tveru v pripade optimalizacie.

MozZeme si vSimnit, Ze kym je variabilnd tirokové sadzba nizsia ako fixné, optimal-
nou volbou pre klienta je spldcanie tiveru pri variabilnej sadzbe. Optimélne rozhodnu-
tie sa zmeni, akondhle hodnota fixnej trokovej sadzby klesne pod hodnotu variabilnej.
Zmena v splacani nenastane okamzite, ale az v 49. mesiaci napriek tomu, ze fixna
urokova sadzba klesne pod variabilnti uz v 37. mesiaci. Pri¢inou je v poradi druhé

fixacné obdobie, pocas ktorého klient nem4 moZnost volby trokovej sadzby.
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Ak by sa klient rozhodol zvolit si optimalnu stratégiu spldcania iveru uvedeni na
Obr. 4.1.3, sucasna hodnota sictu jeho mesacnych splatok by bola 55361, 05 €. Uver
by na trokoch preplatil o 5361, 05 €.

Porovnanim vsetkych troch moznych rozhodnuti klienta vidime, ze najmenej
klient preplati tver na trokoch prave v pripade, ak jeho volbou bude splicat tiver

podla optimalnej stratégie nacrtnutej na Obr. 4.1.3.

4.1.3 Spiatna analyza na zaklade historického vyvoja trokovych sadzieb

V predchadzajicej ¢asti sme vyvoj urokovych sadzieb stanovovali sami a pre jed-
noduchost sme predpokladali, Ze tirokové sadzby budi pocas celej dfiky trvania uveru
linedrne klesat. Teraz sa zameriame na situdciu, ked budeme brat do tivahy redlny mi-
nuly vyvoj tirokovych sadzieb, t.j. spiitne sa pozrieme na to, ako mala vyzerat optimalna

stratégia volby tirokovych sadzieb Ziadatela o hypotekarny uver.

Uvazujme klienta, ktory si chce podobne ako v ¢asti 4.1.2 zobrat hypotekdrny
tver vo vyske 50000 €. Klient sa rozhodol poziadat o tver v januari 2009 a banka
od neho pozaduje, aby bol splateny v decembri 2015, tzn. doba splatnosti je 7 rokov
(84 mesiacov). Klient m& moznost fixovat urokovi sadzbu na obdobie dvoch rokov.
Urok na sporiacom tucte bol na zaciatku roku 2009 na trovni 1%.

Historicky vyvoj trokovych sadieb je zobrazeny na Obr. 1.4.1. KedZe banka
klientovi pontkla fixdciu na dva roky, hodnoty fixnej drokovej sadzby, ktoré budu
do tilohy vstupovat, budi historické hodnoty trokovej sadzby pre dizku fixcie do pét

rokov (na Obr. 1.4.1 oznacené zltou farbou).

Optimdlna stratégia spldcania uveru vo forme mesacénych splatok je graficky
znédzornens na Obr. 4.1.4. Mozeme pozorovat, Ze optimélnou volbou pre klienta by
bolo zacat splacat tver pri variabilnej irokovej sadzbe. V 24. mesiaci spldcania, t.j.
v januari 2011 by klient mal zmenit svoje rozhodnutie a sadzbu zafixovat na jedno

fixacné obdobie, a teda d'alsie dva roky tver splacat pri fixnej tirokovej sadzbe. Po-
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Obr. 4.1.4: Priebeh splacania tiveru pri spétnej analyze.

sledni zmenu vo svojom rozhodnuti by mal klient vykonat v 48. mesiaci doby splécania,
v janudri 2013, ked by bolo pre neho najvyhodnejsie prejst opéit k variabilnej tirokovej

sadzbe a zvysné tri roky splacat tdver pri nej.

Ak by klient postupoval pri spldcani tiveru podla stratégie zobrazenej na Obr.
4.1.4, banke by celkovo zaplatil 56 220,68 €, pri diskontacii mesa¢nych splatok na
zaciatok janudra 2009. Tato suma je o 1% nizsia v porovnani s pripadom, ak by tver

splécal iba pri variabilnej trokovej sadzbe.

4.2 Stochasticky vyvoj fixnej irokovej sadzby

V tejto ¢asti prace budeme analyzovat model optimalneho splédcania hypotekér-
neho tGveru popisany v Casti 2.2, pricom za nahodnt premennt, v modeli oznacent
ako r, budeme povaZzovat fixnd drokovi sadzbu. Variabilnd drokova sadzba bude aj
nad’alej vystupovat ako deterministickd premennd, tzn. po cely ¢as spldcania tveru
je ndm zndmy jej dalsi vyvoj. Vyvoj fixnej trokovej sadzby budeme modelovat pro-

strednictvom binomického stromu, ktorého presny proces tvorby je uvedeny v Casti 3.1.
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Predtym ako vykondme numericki analyzu konkrétnej tlohy, je potrebné po-
zmenit tvar rovnice dynamického programovania (4.1.1), odvodenej v predchddzajiicej

podkapitole pre deterministicky vyvoj urokovych sadzieb.

Bellmanova rovnica dynamického programovania pre model so stochastickou fix-
nou trokovou sadzbou 7 bude mat tvar:

L BV (),

Vj(l’,TF) — min ;Aj(fﬂ D77’(uj),$> + m
(4.2.1)

Uj EU]‘ (1 + 6)
Pricom stredni hodnotu z hodnotovej funkcie V' pocitame na zaklade bino-

mického modelu z Casti 3.1 nasledovne:

E [V}H (fj(%Uj)a?"F)} = pup(TF)VjH (fj(I,Uj),Tfp) +pd0wn(7’F)Vj+1 (fj(%uj)ﬁimn) .

(4.2.2)

Aby specifikacia hodnotovej funkcie bola kompletné, doplinme, ze tvar hodnotovej
funkcie v poslednom mesiaci D zostava nezmeneny:

. 0, ak xtp =0
Vp(x,r") = (4.2.3)

+oo, akxp #0.

4.2.1 Numericka analyza tlohy pri dizke splatnosti tiveru 10 rokov a analyza

senzitivity

Rovnako ako v predchadzajicich pripadoch uvazujme klienta, ktory ma zaujem
o hypotekarny uver v celkovej vyske 50000 € na obdobie 10 rokov (120 mesiacov).
Nech banka ponika klientovi moznost fixdcie trokovej sadzby na obdobie dlhé jeden
rok alebo na trojroéné obdobie (12 resp. 36 mesiacov). Najskor budeme analyzovat
tlohu s dizkou fixécie jeden rok, ktori neskor porovname s pripadom, ak sa fixacné
obdobie prediii na tri roky. Klient ma opif pravo volby irokovej sadzby, pri ktorej

bude tiver splicat, s vynimkou obdobia fix4cie. Diskontny faktor ¢ je rovny 1%.
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Hodnotu variabilnej tirokovej sadzby sme stanovili konstantni na drovni 4, 4%,
¢o zodpoveda hodnote aritmetického priemeru mesac¢nych idajov o vyvoji variabilnej
urokovej sadzby za poslednych sedem rokov.

Vyvoj fixnej trokovej sadzby modelujeme CIR procesom s predpisom:
Arf =1,41(0,06 — rI)At 4+ 0,073\ /rFAZ] (4.2.4)

kde At predstavuje mesacni zmenu.
Parametre procesu (4.2.4) sme odhadli z redlnych hodnoét fixnej trokovej sadzby

pouzitim funkcie CIRestimation(.) naprogramovanej v prostredi MATLAB (vid'. [12]).

0.1 r r . . T
simulacie fixnej u.s.

ooabk oA LT variabilngd u.s. |
= 008} | -
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& 1'
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Obr. 4.2.1: Niekolko simulécii vyvoja fixnej tirokovej sadzby a konstantnda varia-

bilna trokova sadzba.

Na Obr. 4.2.1 st pre ilustraciu zobrazené styri ndhodné simulédcie vyvoja fixnej
tirokovej sadzby podla predpisu (4.2.4) a variabilnd trokovd sadzba na trovni 4, 4%.
Vsetky simuldcie fixnej tirokovej sadzby za¢inaji v hodnote r{" = 6%, ktord zodpoved4

vyske dlhodobého priemeru procesu (4.2.4).

Optimalne rozhodnutia klienta sa samozrejme lisia v zavislosti od vygenerovanych
simulacii fixnej urokovej sadzby. Pre potreby analyzy sme vzdy vygenerovali 10000

nédhodnych simuldcii fixnej urokovej sadzby pomocou funkcie cirpath(.) [13]. Pre kazda
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zo simulécif sme hladali optimdlnu stratégiu volby tirokovej sadzby, pri ktorej klient mi-
nimalizuje ocakavanu sumu splatok za tver a tieto vysledné sumy splatok sme zakreslili

do histogramu.
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Obr. 4.2.2: Histogram vyslednych platieb pre fixaciu na jeden rok.

Na Obr. 4.2.2 je zndzorneny histogram vyslednych platieb za tver pri volbe jed-
norocnej fixdcie urokovej sadzby. Mozeme vidiet, Ze pri velkom mnozstve simuldcif,
nieco vyse 1700, ma vysledna platba za tver rovnaki hodnotu. Tieto pripady zodpo-
vedajui situdciam, ked nasimulovans fixnd tirokova sadzba bola pre klienta nevyhodna
a optimdlnym rozhodnutim bolo spldcat dver pri variabilnej sadzbe pocas celej dIZky
trvania uveru. Vo zvysnych pripadoch bolo pre klienta optimélne aspon raz za obdobie
10 rokov zafixovat trokovii sadzbu.

Priemernd suma, ktori by klient splatkami za uver zaplatil, je pri optimalnom
vybere medzi fixnou drokovou sadzbou na jeden rok a variabilnou trokovou sadzbou

rovna 58 891, 11 € a smerodajnd odchylka platieb ma hodnotu 105,77 €.

Dalej ukézeme, ako by sa zmenili vysledné sumy splétok, ak by si klient namiesto
fixdcie tirokovej sadzby na jeden rok vybral moznost trojroénej fixacie.

Histogram vyslednych platieb pre fixdciu na tri roky zachytava Obr. 4.2.3. Na
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Obr. 4.2.3 pozorujeme, ze pocet simulacii, pri ktorych by bolo pre klienta optimalne
splacat tiver iba s variabilnou tirokovou sadzbou, sa 2, 5-ndsobne zvysil v porovnani s
poctom viditelnym na Obr. 4.2.2. Zvysné simuldcie sa preskupili viac viavo od hodnoty
platby, ked je optiméalne volit iba variabilnd sadzbu, ¢o mé za nédsledok zniZenie prie-
mernej sumy splatok za iver na troven 58 722,35 € a zvySenie smerodajnej odchylky

na 195,01 €.
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Obr. 4.2.3: Histogram vyslednych platieb pre fixaciu na tri roky.

Porovnanim optimélnych rieseni pre fixacné obdobia jedného roka a troch rokov
zistime, ze prediienie fixacného obdobia, pri zachovani zvysnych parametrov hypo-
tekdrneho tiveru, m4 za ndsledok zvysenie poctu pripadov, ked je pre klienta vyhodnejsie
tirokovii sadzbu vobec nefixovat a spldcat iver pri variabilnej tirokovej sadzbe. V situs-
ciach, ked je pre klienta naopak optimélne menit irokovii sadzbu z variabilnej na fixnu,
resp. naopak, sa znizi vyslednd suma splatok. KedZe klient spldca tver dlhsie obdo-
bie pri nizkej fixnej sadzbe, priemerna suma splatok pri predlzovani fixacného obdobia

klesd, ale rozptyl vyslednych platieb stipa.

Demonstrovali sme, aky m4 vplyv na optimalnu volbu tirokovych sadzieb predlzo-

vanie fixacného obdobia. Ked'ze rozhodnutia klienta, kedy zafixovat tirokovii sadzbu
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a kedy spldcat uver pri variabilnej zdvisia predovsetkym od vyvoja oboch sadzieb,
priblizime, aké zmeny v rozhodnutiach nastant, ked budeme postivat hodnotu varia-
bilnej urokovej sadzby. Zvysné parametre tiveru ponechame, di7ka fixaéného obdobia

bude jeden rok.
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Obr. 4.2.4: Histogram vyslednych platieb pre fixaciu na jeden rok a variabilnu

urokovii sadzbu 3,6%.

Na Obr. 4.2.4 si znazornené vysledné platby za uver, ak hodnotu variabilnej
tirokovej sadzby najskor zniZime na trovenn 3,6%. Na histograme je viditelny mar-
kantny vzostup pripadov, v porovnani s Obr. 4.2.2 pre 4, 4%-n1 variabilnt sadzbu, ked
by optiméalnou volbou bola volba irokovii sadzbu vobec nefixovat. Z uvedeného porov-
nania je zrejmé, Ze ak by sme hodnotu variabilnej tirokovej sadzby nadalej zniZovali,
¢asom by nastala situdcia, ked by jedinym optimélnym rieSenim pre kazda z 10000
simulécii fixnej tirokovej sadzby bolo tirokovii sadzbu nefixovat. So zniZzovanim varia-
bilnej trokovej sadzby klesd aj priemer vyslednych platieb, ¢o by z pohladu klienta

bolo vyhodné, ale z pohladu banky a trhu neredlne.

Obr. 4.2.5 zachytava opacny pripad, a to zvysenie variabilnej urokovej sadzby

na hodnotu 6,8%. Vysku variabilnej urokovej sadzby sme stanovili tak, aby bola nad
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Obr. 4.2.5: Histogram vyslednych platieb pre fixaciu na jeden rok a variabilnu

turokovi sadzbu 6,8%.

tirovitou dlhodobého priemeru fixnej tirokovej sadzby (uf” = 0, 06).

Zvy$ovanim variabilnej drokovej sadzby sa pocetnost vyberov vobec nefixovat
znizuje, ale priemer vyslednych platieb zvysuje.

V extrémnych pripadoch, t.j. ak by variabilna urokova sadzba bola vysoko nad
fixnou, optimalnou stratégiou pre klienta by bolo trok fixovat po cely ¢as. Histogram
vyslednych platieb by svojim tvarom este viac pripominal Gaussovu krivku normalneho

rozdelenia.

V predchadzajicej casti sme skimali vplyv dfiky fixdacie a hodnoty variabilnej
tirokovej sadzby na optimalne rozhodnutia klienta. Dalsimi parametrami, ktoré moézu
vyber trokovej sadzby ovplyvnit, si parametre CIR procesu (4.2.4). Zameriame sa
predovietkym na parameter o, popisujici volatilitu fixnej irokovej sadzby.

Parameter of

sme si zvolili, pretoze predpokladame, ze prave na jeho zmenu
budd optimdlne rozhodnutia reagovat najcitlivejsie. Volatilita tirokovej sadzby totiz
neovplyvinuje iba vyvoj fixnej irokovej sadzby pri simuldciach, ale vstupuje aj do mo-

delovania sadzby binomickym stromom (vid. Kapitola 3).
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V Tab. 4.2.1 st uvedené rozne nastavenia vysky volatility, pre ktoré sme hladali
optimalne rozhodnutia. Pre kazdé z nastaveni uvadzame priemer vyslednych platieb
a ich smerodajnd odchylku. V trefom stipci tabulky sa nachddzaju tdaje o priemere
a smerodajnej odchylke pre povodni hodnotu parametra o vystupujticu v predpise

procesu (4.2.4).

Hodnota volatility 0,03 0,073 0,1 0,15
Priemer 58876,82 € | 58891, 11 € | 58628,49 € | 58499, 12 €
Smerodajna odchylka 0€ 105,77 € 211,05 € 326,03 €

Tabulka 4.2.1: Priemery a smerodajné odchylky vyslednych platieb pre rézne
hodnoty volatility fixnej tirokovej sadzby.

Najmensiu smerodajni odchylku, a to nulovi, sme zaznamenali pri nastaveni

F na tuto troven sposobilo, Ze optimdlnym rozhod-

of = 0,03. Znizenie parametra o
nutim pre klienta je spldcat dver pri variabilnej irokovej bez ohladu na simulovany
vyvoj fixnej urokovej sadzby. Hodnota priemeru vlastne zodpovedd sume splatok za
tiver pri variabilnej sadzbe 4, 4%.

Pri zvySeni volatility of" vzrastie smerodajnd odchylka vyslednych platieb, ¢o

naznacuje, ze stipol pocet pripadov, ked je optimalnou volbou trokovi sadzbu zafi-

xovat aspon na jedno fixacné obdobie. Naopak priemer platieb kles4.

Hodnoty v Tab. 4.2.1 ukazuju, ze parameter o je signifikantnym parametrom,
ktory ovplyviiuje optimalnu volbu tdrokovych sadzieb. Zvysovanim volatility stiipa roz-
diel medzi maximélnou a minimalnou moznou hodnotou fixnej drokovej sadzby a jej
generovanie sa stava viac ndhodné, ¢o mé priamy suvis so zmenou v optimalnom ria-

deni.

48



4.2.2 Numericka analyza dlohy pri dizke splatnosti iveru 30 rokov

V tejto casti uvazujeme klienta so zaujmom o hypotekarny tver na 50000 €,
ktorému nevyhovuje navrhovana vyska mesacnych splatok za uver, ak by ho splacal
10 rokov. Klient pozaduje od banky znizenie mesa¢nych splatok. Banka md moznost
znizit klientovi mesacné splétky podla jeho poziadaviek iba tym, Zze mu predizi dobu
spldcania tveru na 30 rokov (360 mesiacov). Banka na hypotekdrne tvery s dobou
splatnosti viicsou ako 10 rokov nepontika zdujemcom moznost fixdcie na jeden rok. Na
zéklade ponuky banky sa klient moéze rozhodnit medzi trojroénym alebo péafroénym
fixacnym obdobim.

Predpokladany vyvoj urokovych sadzieb a vyska diskontného faktora zostavaju
nezmenené. Variabilna urokova sadzba bude pocas najblizsich 30 rokov konstantna na
trovni 4,4%, hodnota fixnej trokovej sadzby sa bude riadif procesom s predpisom

(4.2.4) a vyska diskontného faktora bude 1%.

KedZe klient mé na vyber dve rozne diiky fixacného obdobia, budeme optimali-
zovat tilohu pre obe moznosti a zistime, pre ktord z nich by sa mal rozhodnit, aby za

uver zaplatil v priemere ¢o najmene;.
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Obr. 4.2.6: Histogramy vyslednych platieb pre fixaciu na tri roky (vlavo), na pat

rokov (vpravo).
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Histogramy vyslednych platieb za tiver pre obe moznosti diiky fixacie st znazorne-
né na Obr. 4.2.6. Vidime, Ze histogram pre trojroéni fixaciu sa na prvy pohlad tvarom
velmi nelisi od histogramu pre fixdciu na pit rokov. Rozdiel mozno badat v pocetnosti
vyskytu volby splécaf tver iba variabilnou tirokovou sadzbou (posledny stipec v oboch
grafoch).

7 histogramov nie je jasné, ktord dizka fix4cie urokovej sadzby je pre klienta
z pohladu ¢o najmensieho preplatenia tiveru najvyhodnejsia. Preto porovname prie-
mery vyslednych platieb pre obe moznosti. Pri fixacii na tri roky je priemerna suma
splatok za tiver rovnd 77205,96 €, zatial ¢o pre pifroéné fixaéné obdobie mé prie-
mer vyslednych platieb hodnotu 76 979, 54 €. Pre klienta je teda vyhodnejsie zvolit si

moznost pitrocnej fixacie irokovej sadzby.

Pri optimalizécii tilohy sme vzdy predpokladali, Ze klient bude mat zdujem menit
svoje rozhodnutie o volbe tirokovej sadzby v priebehu trvania iveru, ak mu to dovoli
fixacia. Teraz rozoberieme situaciu, ze klient nevyuzije svoje pravo zmeny urokovej

sadzby a cely tiver bude chcief splacat pri variabilnej, resp. fixnej tdrokovej sadzbe.
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Obr. 4.2.7: Histogram pre optimalizaciu a histogram pre nepretrziti fixaciu.

50



Ak by sa klient rozhodol tiver spldcat pri variabilnej irokovej sadzbe, banke by
celkovo zaplatil 77 845,05 € (maximélna vyska vyslednej platby na Obr. 4.2.6 vpravo).
V pripade, ze by si zvolil fixni drokovi sadzbu, tver by splacal v Siestich po sebe nasle-
dujicich pétroénych fixaénych obdobiach. Za tiver by pri vybere fixnej irokovej sadzby
zaplatil v priemere 94 354,45 €, ¢o je takmer o 17000 € viac ako pri volbe variabil-
nej drokovej sadzby aj pri optimalizdcii. Mozeme skonstatovat, Ze v oboch pripadoch
klient zaplati za tdver vyssiu sumu, ako ked by vyuzil pravo zmeny tirokovej sadzby
a optimalizoval svoje rozhodnutie.

Obr. 4.2.7 obsahuje porovnanie histogramov vyslednych platieb pre volbu splacania
formou optimalizdcie (modra farba) a pre volbu spldcat tver fixnou tirokovou sadzbou
v nepretrzitych fixaénych obdobiach (¢ervend). Na Obr. 4.2.7 je viditelny spomenuty
vysoky rozdiel v priemernych vyskach vyslednych platieb a taktiez moéZeme pozorovat

ovela vicsi rozptyl hodnot pri volbe nepretrzitej fixécie.

4.3 Stochasticky vyvoj fixnej a variabilnej urokovej sadzby

V tejto ¢asti prace budeme analyzovat model optimalneho splédcania hypotekér-
neho tveru popisany v Casti 2.2, pricom obe trokové sadzby budeme povazovat za
nahodné premenné. Presnejsie, vyvoj fixnej a variabilnej drokovej sadzby modelujeme

ako CIR proces nasledovne:
Art = pE(ut —rFVAt + o\ [rFAZT, (4.3.1)
Ary =Y (Y —r YAt + 0V \[rV AZY (4.3.2)
kde At predstavuje mesacni zmenu.
Predpoklad o nahodnosti oboch podkladovych procesov si vynuti zmenu vo for-
muldcii rovnice dynamického programovania predstavenej v Casti 4.2.1. Hodnotové

funkcia V sa rozsiri o dalgiu stavovi premenni V', ktord reprezentuje vyvoj variabil-
)

nej urokovej sadzby.
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Bellmanovu rovnicu dynamického programovania pre model so stochastickymi

tirokovymi sadzbami mozeme vyjadrit v tvare:

1

V;‘(ZE,'I“F,TV) = min m

1
—A(P,D ;
quUj (1_|_5) J( ’ ,r(u]),x)—i—

E [Vis (fj(ﬂfauj)’TFﬂ"V)]}
(4.3.3)
Aby specifikdcia hodnotovej funkcie bola kompletna, doplinme, ze tvar hodnotove;j
funkcie v poslednom mesiaci D zostava nezmeneny:

0, ak xtp =0
Vp(a,r™,r") = ’ (4.3.4)

+o00, ak xp # 0.

Vypocet strednej hodnoty v rovnici (4.3.3) urobime na zéklade diskretizacie
podkladovych procesov pomocou binomickych stromov (vid'. Cast 3.2). Schématicky

moZeme postup vypocétu strednej hodnoty zapisat nasledovne:

E [V (f5(a,w5), 7, r")] = paVio (F5(2,45), 70 )
+ (1= @)Visr (f5(2, 7). 700 T o)
+ (1= p)qVier (F5(2,05), o Tap)
+ (1=p)(1 = @)Virr (52, %), Tdoons Taown) - (4:3.5)

Vo vyraze (4.3.5) p, resp. ¢ oznacuje pravdepodobnost nédrastu fixnej, resp. va-

F
up?

Vv

T gown 20dpovedaju

riabilnej irokovej sadzby na hodnotu r! | resp. rl‘;. Hodnoty 7%

poklesu hodnoty fixnej, variabilnej irokovej sadzby v jednom ¢asovom kroku.

4.3.1 Numericka analyza tlohy a analyza senzitivity

Podobne ako v predchadzajucich pripadoch uvazujme klienta, ktory ma zaujem
o hypotekarny dver v celkovej vyske 50000 € na obdobie pit rokov (60 mesiacov).
Nech banka pontika klientovi moznost fixdcie tirokovej sadzby na obdobie dlhé jeden
rok alebo na dvojroéné obdobie (12 resp. 24 mesiacov). Najskor budeme analyzovat

ulohu s dlzkou fixdcie jeden rok, ktoru neskor porovname s pripadom, ak sa fixacné
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obdobie predizi na dva roky. Klient mé& opif pravo volby trokovej sadzby, pri ktorej

bude tver splacat, s vynimkou obdobia fixdcie. Diskontny faktor ¢ je rovny 1%.

Parametre procesov (4.3.1) a (4.3.2) sme odhadli z redlnych hodnot fixnej, resp.
variabilnej urokovej sadzby pre obdobie od roku 2009 po februar 2016 pouzitim funkcie
CIRestimation(.) [12]. Odhadnuté hodnoty parametrov su zhrnuté v Tab. 4.3.1.

Fixna u. s. Variabilna u. s.
B =141 BV =0,57
pf =0,06 u =0,04
ol =0,073 oV =0,033

Tabulka 4.3.1: Odhady hodnét parametrov CIR procesu pre fixnii a viariabilnt

urokovu sadzbu.

Vsetky simuldcie fixnej tirokovej sadzby za¢inaji v hodnote rl" = 6%, ktord
zodpovedd vyske dlhodobého priemeru procesu (4.3.1). Simuldcie variabilnej trokove;
sadzby maji pociatoéni hodnotu r) = 4%, ktora koresponduje s hodnotou dlhodobého

priemeru procesu (4.3.2).

Ulohu stochastického programovania charakterizovani pomocou rovnice (4.3.3)
a koncovej podmienky (4.3.4) riesime opit rekurentne zacinajic od posledného me-
siaca. Tazisko riesenia rovnice (4.3.3) spoéiva vo vypoéte strednej hodnoty z hodnoto-
vej funkcie, ktorého podrobny postup je uvedeny v Casti 3.2. Z technického hladiska sa
vyhodnejsie javi pocitat hodnotovi funkciu v transformovanych premennych X; a X.

Uvedomme si, ze model popisany v Casti 2.2 umoziuje pocas doby spldcania
hypotekarneho tuveru viac fixaénych obdobi, a to aj s prestavkami. Z algoritmického
hladiska bolo preto nutné zaviest d'alsiu stavovi premennt, ktord slizi na zapaméitanie

si vysky trokovej sadzby, pri ktorej sa klient rozhodol trok zafixovat.

Optimalne rozhodnutia klienta sa rovnako ako v Podkapitole 4.2 lisia v zavislosti
od vygenerovanych simulacii fixnej a variabilnej tirokovej sadzby. Pre potreby analyzy

sme vzdy vygenerovali 10000 dvojic nahodnych simulacii fixnej a variabilnej tdrokove;
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sadzby pomocou funkcie cirpath(.) [13]. Pre kazdi z dvojic simuldcii sme hladali
optiméalnu stratégiu volby trokovej sadzby, pri ktorej klient minimalizuje o¢akdvant

sumu splatok za uver a tieto vysledné sumy splatok sme zakreslili do histogramu.
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Obr. 4.3.1: Histogram vyslednych platieb pre fixaciu na jeden rok.

Na Obr. 4.2.2 je zndzorneny histogram vyslednych platieb za tiver pri volbe jed-
noroc¢nej fixacie urokovej sadzby. Priemerna suma, ktorta by klient splatkami za uver
zaplatil, je pri optimalnom vybere medzi fixnou tirokovou sadzbou na jeden rok a varia-
bilnou urokovou sadzbou rovnd 53 369, 62 € a smerodajna odchylka platieb mé& hodnotu

456, 35 €.

Okrem priemeru a smerodajnej odchylky vyslednych platieb za tver sme v tejto
podkapitole sledovali aj pocet fixacii irokovej sadzby vyhodnych pre klienta pri 10 000
simuldciach a rozdiel bol medzi variabilnou a fixnou urokovou sadzbou v pripade

optimalnej fixacie irokovej sadzby.

Obr. 4.3.2 zachytdva histogram rozdielov tirokovych sadzieb r" - ¥ pri optimal-
nych rozhodnutiach zafixovat rokovi sadzbu na jeden rok. Priemerny rozdiel roénych

urokovych sadzieb ma hodnotu 0,20% a smerodajnu odchylku 0,32%. Pre pripad jed-
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Obr. 4.3.2: Histogram rozdielov turokovych sadzieb (p.a.).

norocnej fixdcie tirokovej sadzby bolo pre klienta optimdlne zafixovat tirokovi sadzbu

1707-krat.

Pri hladani optimdlnej stratégie spldcania hypotekdrneho iveru sme predpokla-
dali, Ze klient bude prispdsobovat svoje rozhodnutie o volbe tirokovej sadzby aktudlnemu
vyvoju urokovych sadzieb a svojim predchadzajicim rozhodnutiam o fixacii. Teraz sa
pozrieme na situdciu, ked klient nevyuzije svoje pravo zmeny trokovej sadzby a cely

tiver bude splacat pri variabilnej, resp. fixnej tirokovej sadzbe.

V pripade, ak by si zvolil fixnt urokovi sadzbu, uver by splacal v piatich po sebe
nasledujucich jednoro¢nych fixa¢nych obdobiach. Za tver by pri vybere fixnej tirokovej
sadzby zaplatil v priemere 56 700,27 €, ¢o je o priblizne 3300 € viac ako pri volbe va-
riabilnej irokovej sadzby, resp. pri optimalizacii. Ak by sa klient rozhodol iver spldcat
pri variabilnej urokovej sadzbe pocas celej dIZky trvania uveru, banke by v priemere
zaplatil 53 374,76 € , t.j. len o 5 € vysSiu sumu ako pri optimdlnej volbe trokovych

sadzieb.
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Dovodov, preco volba variabilnej irokovej sadzby vedie k porovnatelnému vysled-
ku ako optimdlna stratégia, je viacero. NajpravdepodobnejSou pri¢inou sa javia byt
hodnoty parametrov CIR procesu jednotlivych irokovych sadzieb. Vsimnime si, ze dl-
hodobé priemerna hodnota fixnej trokovej sadzby je zhruba o 2 - 3% vyssia, ako dlho-
doby priemer variabilnej irokovej sadzby. Této skutoénost robi fixdciu atraktivnou iba
v pripadoch, ked dojde k ndhodnym vykyvom fixnej irokovej sadzby sposobenych jej
vyssou volatilitou. Vzhladom na pomerne kratku dobu spldcania hypotekdrneho tiveru
(pét rokov), k takymto situdcidm nedochadza velmi ¢asto, o ¢om svedéi aj pomerne

maly pocet fixacii urokovej sadzby.
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Obr. 4.3.3: Histogramy pre optimalizaciu, variabilni trokovi sadzbu a ne-

pretrzitu fixaciu.

Obr. 4.3.3 graficky znazornuje porovnanie histogramov vyslednych platieb pre
volbu spldcania formou optimalizicie (modrd farba), pre rozhodnutie splécat pri va-
riabilnej urokovej sadzbe (¢ervend) a pre volbu splacat tver fixnou trokovou sadzbou
v nepretrzitych fixaénych obdobiach (zelend). Na Obr. 4.3.3 je viditelny spomenuty
rozdiel v priemernych vyskach vyslednych platieb a taktiez mozeme pozorovat ovela

vAEs rozptyl hodnot pri volbe nepretrzitej fix4cie.
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V numerickej analyze sme d’alej skiimali, ako by sa zmenili vysledné sumy splatok
za tiver, ak by si klient namiesto fixdcie tirokovej sadzby na jeden rok vybral moznost
dvojrocnej fixacie.

Histogram vyslednych platieb pre fixdciu na dva roky zachytava Obr. 4.3.4. Na
Obr. 4.3.4 nepozorujeme vyraznu zmenu v porovhani s histogramom na Obr. 4.3.1 pre
jednoro¢nu fixaciu drokovej sadzby. Nase pozorovanie potvrdzuje hodnota priemerne;j
sumy splatok za uver, ktora je vo vyske 53 370,96 € a hodnota smerodajnej odchylky
rovna 452,52 €. Obe hodnoty sa lisia od hodnot pre jednorocni fixdciu iba nepatrne.
Zmena nenastala ani pri sledovani rozdielov trokovych sadzieb pri rozhodnutiach za-
fixovat tirokovi sadzbu. Priemer aj smerodajnd odchylka rozdielov trokovych sadzieb
maji hodnotu totozni s pripadom fixdcie na jeden rok. Jediny rozdiel mozno pozorovat

v pocte fixacii, ktory klesol dvojnasobne.
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Obr. 4.3.4: Histogram vyslednych platieb pre fixaciu na dva roky.

Porovnanim optimalnych rieseni pre fixaé¢né obdobia jedného roka a dvoch rokov
zistime, ze prediZenie fixacného obdobia, pri zachovani zvysnych parametrov hypo-
tekdrneho tiveru, nemd v pripade kratkej doby splatnosti tiveru (pét rokov) vplyv na
priemerni sumu splatok za tver ani na priemerny rozdiel variabilnej a fixnej tirokovej

sadzby.
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Uk4zali sme, aky vplyv na optimalnu volbu drokovych sadzieb mé predlZovanie
fixa¢ného obdobia. Ked'Ze rozhodnutia klienta, kedy zafixovat trokovi sadzbu a kedy
spldcat dver pri variabilnej zdvisia predovsetkym od vyvoja oboch tirokovych sadzieb,

pribliZzime, aké zmeny v rozhodnutiach nastani, ked budeme menit hodnoty paramet-

V' a 1", popi-

rov CIR procesu (4.3.2). Zameriame sa predovSetkym na parametre o
sujuce volatilitu a dlhodoby priemer variabilnej urokovej sadzby. Parametre procesu
pre fixnd trokovi sadzbu (4.3.1), rovnako aj zvy$né parametre tiveru ponechdme na

ich poévodnych hodnotach, dizku fixaéného obdobia zvolime jeden rok.

Vysledky numerickej analyzy pre rozne hodnoty vysky volatility variabilnej aroko-
vej sadzby oV st zosumarizované v Tab. 4.3.2. Pre kazdi hodnotu sme zaznamenali
priemer celkovych splatok za uver, ich smerodajni odchylku, priemerny rozdiel medzi
variabilnou a fixnou trokovou sadzbou pri rozhodnuti sadzbu zafixovat, smerodajni
odchylku rozdielov a pocet fixdcii. Poznamenajme, Ze hodnota ¢" = 0,033 zodpo-
veda povodnej hodnote volatility variabilnej urokovej sadzby odhadnutej z realnych

dat (treti stipec Tab. 4.3.2).

Hodnota volatility v 0,01 0,033 0,07 0,1
Priemer platieb 53369, 77€ | 53369, 62€ | 53343, 79€ | 53291, 63€
Sm. odchylka platieb 138, 86€ 456, 35€ 903, 82€ 1198, 74€
Priemer rV - ¢ 0,06% 0,20% 0, 74% 1,20%
Sm. odchylka rV - rF 0,27% 0,32% 0,59% 0,89%
Pocet fixacii 938 1707 3746 5793

Tabulka 4.3.2: Vysledky analyzy senzitivity vzhladom k vyske volatility variabil-

nej urokovej sadzby.

Vysledky naznacuju, ze zvySenim volatility variabilnej irokovej sadzby sa zvysuje
smerodajna odchylka priemernych platieb za tuver. Zaroven stupa aj pocet pripadov,
ked je optimélnym rozhodnutim tirokovi sadzbu zafixovat. Naopak, priemer vyslednych

platieb za uver s narastajicou volatilitou klesa.
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Dalej mozeme pozorovat, ze zvysenie parametra o' vedie k narastu priemerného
rozdielu medzi irokovymi sadzbami v ¢ase optiméalnej fixdcie. Podobne rastie aj smero-
dajna odchylka rozdielu. Z toho mozeme usudzovat , Ze vyssia miera ndhody vo variabil-
nej urokovej sadzbe si pre zafixovanie vynucuje signifikantnejsi rozdiel medzi urokovymi

sadzbami.

V dalsom kroku sme sa zamerali na analyzu citlivosti optimdlnych stratégii
vzhladom na dlhodobu priemernt hodnotu variabilnej tirokovej sadzby. Tab. 4.3.3 ob-
sahuje vysledky numerickej analyzy pre §tyri zvolené hodnoty parametra ;"' pre ktoré
sme optimalizovali rozhodnutia. Pre kazdu z hodnot zaznamenavame rovnaké pozoro-
vané veliciny, aké si obsiahnuté v Tab. 4.3.2. V tretom stipci Tab. 4.3.3 su uvedené
tidaje pre povodni hodnotu parametra p' vystupujticu v predpise procesu (4.3.2).

Hodnoty ostatnych parametrov CIR procesov sme ponechali na ich odhadnutej hod-

note.
Hodnota priemeru " 0,02 0,036 0,05 0,08
Priemer platieb 51271,16€ | 53369, 62€ | 55048, 73€ | 56670, 08€
Sm. odchylka platieb 329, 14€ 456, 35€ 470,41€ 635, 05€
Priemer rV-rf — 0,20% 0,62% 2,09%
Sm. odchylka rV-rf — 0,32% 0, 46% 1,00%
Pocet fixacii 0 1707 11017 46301

Tabulka 4.3.3: Vysledky analyzy senzitivity vzhladom k vyske dlhodobého prie-

meru variabilnej trokovej sadzby.

Ako vidime, zvySovanie tirovne dlhodobého priemeru " so sebou prindsa v prvom
rade narast priemernych hodnot vyslednych platieb sa iver.

Priblizovanim sa dlhodobym priemerom variabilnej trokovej sadzby k priemeru
fixnej tirokovej sadzby rastie pocet situécii, ked je pre klienta vyhodnejsie tirokovi sa-
dzbu zafixovat. Mozeme si vsimnut, ze v pripade nizkej hodnoty ©¥ = 0,02 bolo pre
klienta optimalnym riesenim vobec irokovii sadzbu nefixovat a spldcat tver pri varia-

bilnej, bez ohladu na simulovany vyvoj fixnej tirokovej sadzby. Pocet fixacii tirokovej
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sadzby bol pre toto nastavenie dlhodobého priemeru rovny nule.

Na zaklade pozorovaného vplyvu hodnoty dlhodobého priemeru viariabilnej tiroko-
vej sadzby na priemerny rozdiel irokovych sadzieb a jeho smerodajni odchylku mozno
predpokladat, Ze ak je vyska dlhodobého priemeru variabilnej trokovej sadzby pri-
blizne na rovnakej urovni ako hodnota dlhodobého priemeru fixnej trokovej sadzby,
pripadne vyssia, fixacia tirokovej sadzby sa stava vyhodnejsou. Avsak, vyssia dlhodoba
rovnovazna hodnota variabilnej irokovej sadzby si vynucuje vacsi rozdiel aktualnych

hodnot urokovych sadzieb v okamihu optiméalnej fixacie.
Hodnoty uvedené v Tab. 4.3.2 a Tab. 4.3.3 ukazuju, ze parametere CIR procesu

pre variabilni trokovi sadzbu, ¢ a p", st Statisticky vyznamné parametre, ktoré

maju vplyv na stanovenie optimélnej stratégie.
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Zaver

V predkladanej diplomovej praci sme sa zaoberali problematikou optimalneho
splédcania hypotekarneho tiveru. Hladanie optimdlnej stratégie klienta, rozhodujiceho
sa medzi fixaciou urokovej sadzby a splacanim iveru pri variabilnej trokovej sadzbe,
sme naformulovali ako tlohu stochastického dynamického programovania s viacerymi

stavovymi premennymi.

V prvej kapitole sme objasnili pojem hypotekarny tver tak, ako ho vymedzuje
Zakon o bankdch, priblizili sme zdkladné vlastnosti a kritéria, podla ktorych mozno
hypotekéarne uvery rozdelovat. Blizsie sme sa pozreli na vyvoj hypotekérnych tverov
od ich vstupu na slovensky trh po sic¢asnost a faktory, ktoré ovplyvituji vyvoj hypo-

tekarnych uverov.

V druhej kapitole sme predstavili zdkladné parametre modelu fixacie hypotekarne-

ho tveru a Specifikovali premenné, potrebné na formulaciu optimélneho riadenia.

V tretej kapitole sme sa venovali modelovaniu urokovych sadzieb ako ndhodnych
premennych. Prijali sme standardny predpoklad: vyvoj tirokovych sadzieb sme charak-
terizovali pomocou CIR procesu. Podrobne sme popisali diskretizaciu nahodnej veli¢iny
pomocou binomického modelu. Rozhodli sme sa modelovat fixnd trokovi sadzbu pre
stredné dIZky fixdcie, pretoze pri tejto kategorii fixacie sme na zaklade historického
vyvoja trokovych sadzieb pozorovali, Ze premenlivost a neistota na finanénom trhu na
nu najviac vplyvaju. Variabilnd urokova sadzba rovnako ako trokové sadzby s nizsimi
fixdciami vykazovali nizsiu volatilitu, lebo st schopné rychlejsie sa prisposobit situdcidm
na trhu a pripadné fluktudcie sa na ich vyvoji neodrazajui tak vyrazne ako pri trokovych
sadzbach s dlhsou dobou fixacie.

V druhej casti kapitoly sme binomicky model jednej ndhodnej premennej rozsirili
o druhtd ndhodnid premenni (variabilnd trokovi sadzbu) a upravili do tvaru, ktory
zohladiuje vzajomni koreldciu medzi oboma rokovymi sadzbami. Vyslednou strukti-
rou binomického modelu dvoch premennych boli dva trojrozmerné binomické stromy,

kazdy zavisly od casu a hodnot oboch irokovych sadzieb.
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V poslednej kapitole sme priblizili postup rieSenia problému fixacie hypotekarneho
tveru metédou dynamického programovania. Nagim cielom bolo ur¢it optimalnu straté-
giu volby trokovej sadzby, v zavislosti od vyvoja tirokovych sadzieb (deterministicky,
stochasticky) tak, aby sme minimalizovali vysledni sumu mesa¢nych splatok za tver.
Niektoré zékladné vlastnosti optimélnych rozhodnuti sme najskor demonstrovali na
pripade nami zvoleného deterministického vyvoja trokovych sadzieb. Vysledni sumu
splatok pri optiméalnej stratégii volby tirokovych sadzieb sme porovnali so situdciami,
ak by klient nechcel menit svoje pociatoéné rozhodnutie a tiver splécal cely ¢as iba pri
jednej urokovej sadzbe: fixnej, resp. variabilnej.

V dalsej casti kapitoly sme analyzovali model optimalneho spldcania hypotekéar-
neho uveru za predpokladu ndhodnosti fixnej tirokovej sadzby. Zamerali sme sa na sledo-
vanie faktorov, ktoré ovplyvinuji optimalne rozhodovanie. Prvym z faktorov, ktory sme
pozorovali bola dizka fix4cie hypotekarneho tiveru. Porovnanim optimélnych rieseni pre
dve rozne dIZky fixacného obdobia sme zistili, ze prediZenie fixacného obdobia, pri za-
chovani zvysnych parametrov hypotekarneho tiveru, ma za nasledok znizenie vyslednej
sumy splatok za tver. Dalsim z faktorov, ktory sme menili a pozorovali jeho vplyv,
bola vyska variabilnej urokovej sadzby, o ktorej sme predpokladali, Ze ma pocas ce-
lej doby trvania uveru konstantni hodnotu. Znizovanim variabilnej trokovej sadzby
sa zvysoval pocet pripadov, v ktorych by optimélnou volbou pre klienta bola volba
tirokovii sadzbu vobec nefixovat. Zarovei klesal aj priemer vyslednych platieb za tiver.
Naopak, zvySovanim variabilnej tirokovej sadzby sa pocetnost vyberov irokovii sadzbu
vobec nefixovat znizila, no priemer vyslednych platieb zvysil. Poslednym signifikantnym
skimanym faktorom bol jeden z parametrov CIR procesu: volatilita fixnej tirokovej sa-
dzby. Zvysenim volatility sa zvacsil rozdiel medzi maximalnou a minimalnou moznou
hodnotou fixnej trokovej sadzby a jej generovanie sa stalo viac ndhodné, ¢o sa odzrkad-
lilo na vyssom pocte pripadov, ked bolo optiméalne tirokovii sadzbu zafixovat. Zvysenie
volatility viedlo k zniZzeniu priemeru vyslednych platieb za tver.

V zaverecnej casti kapitoly sme vykonali analyzu modelu za predpokladu nahod-
nosti oboch tdrokovych sadzieb (fixnej a variabilnej). Pozorovali sme predovsetkym
vplyv zmeny parametrov CIR procesu: volatility a dlhodobej rovnovaznej hodnoty

pre variabilni trokovi sadzbu na zmenu v optimalnom rozhodovani klienta. Okrem
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priemeru vyslednych platieb sme v tejto casti zaznamenavali aj rozdiel medzi varia-
bilnou a fixnou trokovou sadzbou pri optimalnej fixacii tdrokovej sadzby. Vysledky
analyzy naznacili, ze priemer vyslednych platieb za 1ver s narastajicou volatilitou
variabilnej urokovej sadzby klesa. Naopak, zvySovanie urovne dlhodobého priemeru
variabilnej drokovej sadzby so sebou prinasa néarast priemernych hodnot vyslednych
platieb za hypotekarny tver. Zvysovania volatitlity, resp. dlhodobého priemeru varia-
bilnej urokovej sadzby viedli k narastu priemerného rozdielu medzi tirokovymi sadzbami
v Case optimalnej fixacie urokovej sadzby. Vyssia miera ndhody, resp. vyssia dlhodoba
hodnota variabilnej irokovej sadzby si vynucuji vacsi rozdiel hodnot irokovych sadzieb

v Case optimédlnej fixdcie.

Model optimalneho spldcania hypotekdrneho tiveru je mozné rozsirit o dalsie
rozhodnutia, ktorym je klient pri podpise zmluvy vystaveny. Priamym rozsirenim mo-
delu by bolo zaradenie volby o dizke fixdcie. Dané rozsirenie by si vyziadalo pridanie
d'alsich riadiacich a stavovych premennych, ¢im by sa este zvysila vipoctova naroénost
pri hladan{ optimdlnej stratégie spldcania.

Hlavnym faktorom ovplyviujucim optimalnu stratégiu splacania hypotekarneho
uveru je buduci vyvoj urokovych sadzieb. Nasu analyza je zalozend na predpoklade,
7e urokové sadzby je mozné modelovat ako mean-reversion proces. Avsak sicasny kle-
sajuci trend vo vyvoji trokovych sadzieb si moze vyziadat prehodnotenie daného pred-
pokladu.

Od marca 2016 vstipila do platnosti novela Zakona o tiveroch na byvanie, podla
ktorej si banka moze za predéasné splatenie hypotekarneho tdveru tétovat poplatok v
maximalnej vyske 1% zo zostavajicej ciastky tiveru. Ako zmena v poplatkoch ovplyvni
rozhodnutie o pociatocnej vyske a dobe splacania hypotekdrneho tiveru, by mohlo byt

zaujimavou otézkou pre d'alsie skiimanie.
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