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Abstrakt v statnom jazyku

ILITOVA, Michaela: Markowitzov model s kvantitativnhou poZiadavkou na pestrost
portfélia [Diplomova pracal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matema-
tiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a statistiky; skolitel: doc.
RNDr. Milan Hamala, CSc., Bratislava, 2016, 70 s.

Tato praca sa venuje diverzifikaénym podmienkam v Markowitzovom modeli. Nasim
cielom je navrhnutie kvantitativnej poziadavky na pestrost portfélia pre Markowitzov
model, formuldcia modelu v tvare konvexnej tlohy, navrh metédy jej rieSenia a nu-
merické experimentovanie, v ktorom sledujeme dopad zmien poziadavky na pestrost
portfdlia na vynos a riziko. V praci popisujeme tri najcastejsie pouzivané formulacie
Markowitzovho modelu optimalizacie portfolia. V strucnosti sa venujeme diverzifikacii
portfélia v prostredi Markowitzovho modelu a niektorym v literatire pouzivanym di-
verzifika¢nym podmienkam. Formulujeme kvantitativnu poziadavku na minimalnu pes-
trost portfélia v tvare konvexného kvadratického ohranic¢enia. Uvddzame Markowitzov
model rozsireny o linedrne transakéné naklady a poziadavku na minimalnu pestrost
portfélia, pre ktory testujeme vplyv zmeny poziadavky na pestrost na stredni hod-
notu vynosu a riziko, vyjadrené velkostou smerodajnej odchylky vynosu portfélia. Po-
rovnavame metody vnutorného a vonkajsieho bodu pri rieseni zovseobecneného Marko-
witzov modelu pomocou nami vytvoreného generatora uloh. Vplyv zvySovania hodnoty
minimalnej poziadavky na pestrost portfélia na zmeny vynosu a rizika portfélia prezen-
tujeme na numerickych experimentoch, v ktorych na optimalizaciu vyuzivame metédu

vnutorného bodu.

KIicéové slova: Markowitzov model, Diverzifikicia, Metéda vntitorného bodu,

Metoda vonkajsieho bodu, Vynos a riziko portfélia



Abstract

ILITOVA, Michaela: Markowitz model with quantitative requirement on portfolio di-
versification [Master thesis], Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathema-
tics, Physics and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Su-
pervisor: doc. RNDr. Milan Hamala, CSc., Bratislava, 2016, 70 p.

This thesis addresses diversification requirements in Markowitz model. Our aim is to
propose a quantitative requirement on portfolio diversification in the framework of
Markowitz model, to formulate the model as a convex problem, to suggest a method
of finding its solution and to numerically experiment, where the impact of changes in
the proposed portfolio diversification requirement on return and risk of the portfolio
is to be monitored. Three most commonly used formulations of Markowitz portfolio
optimisation model are described in this thesis. Portfolio diversification in the frame-
work of Markowitz model, as well as several diversification constraints used in literature
are briefly discussed. We formulate quantitative requirement on minimal portfolio di-
versification as a convex quadratic constraint. Markowitz model extended by linear
transactional costs and quantitative constraint on least portfolio diversification is in-
troduced, for which the impact of change in the diversification requirement on the
expected value of return and risk, given by volatility of returns of portfolio is tested.
Comparison of interior and exterior point methods in solving the extended Markowitz
model using a generator of problems, we created, is carried out. The impact of chan-
ges in minimal quantitative requirement on portfolio diversification on return and risk
is presented in numerical experiments, in which interior point method is used as the

optimisation algorithm.

Keywords: Markowitz Model, Diversification, Interior Point Method, Exterior Point
Method, Return and Risk of Portfolio
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UVOD

Uvod

Odvekd tizba Tudi zvicsovat mnozstvo a hodnotu svojho majetku bola a je hnacim
motorom napadov, myslienok, postupov a metdd zvySovania zisku. Prelomovym medzi
nimi bol model optimalizacie portfélia Harryho Markowitza, ktory bol publikovany v
roku 1959 v monografii [9], vdaka ktorému investor mohol na jednej strane maxima-
lizovat svoj ocakdvany zisk a na druhej strane ohrani¢it mozné riziko dané velkostou
smerodajnej odchylky vynosu portfélia. Od jeho publikovania sa Markowitzovym mo-
delom zaoberalo velké mnoZstvo autorov, ktori sa ho poktsali vylepsit, alebo aplikovat
na konkrétne situdcie.

V tejto praci sme sa zamerali na diverzifikacné podmienky v Markowitzovom mo-
deli, ktoré poméhaji investorovi lepsie regulovat podstupované riziko. Nakolko v lite-
ratire sme sa v prostredi Markowitzovho modelu nestretli s ohrani¢eniami na pestrost
portfélia dané poctom zahrnutych navzajom roéznych akcii, za ciel tejto prace sme si
stanovili navrh takejto kvantitativnej poziadavky na pestrost portfélia, jej formuldciu
v tvare konvexného kvadratického ohranicenia vstupujuceho do Markowitzovho mo-
delu, ndvrh metddy riesenia takto rozsireného modelu ako aj skimanie vplyvu zmeny
poziadavky na pestrost na vynos a riziko portfélia.

Praca je clenend nasledovne: V prvej kapitole sa venujeme trom pouzivanym for-
mulaciam Markowitzovho modelu a popisujeme premenné, ktoré donho vstupuji. V
skratke sa venujeme problematike diverzifikacie portfdlia, ako aj niektorym v literatire
sa vyskytujicim diverzifikacnym podmienkam. Formulujeme kvantitativne ohranicenia
na pestrost, aviak nespojito a popisujeme navrhovant kvantitativnu poziadavku na mi-
nimdlnu pestrost portfélia. Nasledne formulujeme zovseobecneny Markowitzov model
rozsireny o linedrne transakéné néklady a kvantitativnu poziadavku na pestrost, ktord
je formulovana ako konvexné kvadratické ohranicenie na minimalny pocet navzdjom
roznych akeii zahrnutych v portféliu. Posledna ¢ast prvej kapitoly sa venuje matema-
tickému aparatu a dokazom potrebnym na teoretické zdovodnenie formulacie poziadavky
na pestrost. Druh4 kapitola sa venuje programom pouzitym na optimalizaciu zovseobecneného
Markowitzovho modelu. Uvadzame v nej formulaciu modelu pomocou Standardne;j
metody I. fazy pre potreby metody vnitorného bodu, popisujeme tcelovi funkciu

vchadzajicu do metddy vonkajsieho bodu a v kratkosti sa venujeme aj evoluénym algo-
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ritmom. NajrozsiahlejSou kapitolou je poslednd, tretia kapitola venujica sa numerickym
experimentom. V jej ivode popisujeme pouziti metodolégiu. Dalej odvadzame Kuhn-
Tuckerove podmienky optimality a podmienky konzistentnosti ohrani¢eni potrebné na
vytvorenie generatora uloh zovseobecneného Markowitzovho modelu. Uvadzame al-
goritmus generatora uloh, popis jeho koédu, ako aj prisposobenie MATLAB-ovskych
programov pre metdédu vnutorného a vonkajsieho bodu. Vystupy generatora, spolu s
najdenymi rieSeniami pomocou metod vnitorného a vonkajsieho bodu demonstrujeme
na ilustrativnom priklade malych rozmerov. Nasledne porovnavame obe metédy pri
rieSeni vygenerovanych tloh pre rézne pocty akcii, z ktorych si volime portfélio ako
aj rozne podmienky na minimdlnu pestrost. Poslednd cast tretej kapitoly sa venuje
vplyvu zmien poziadavky na pestrost na vynos a riziko portfélia, ktory skiimame po-

- . “ . ) 7 7 z
mocou zvySovania poziadavky na pestrost vo vygenerovanych ilohéach.



1 Markowitzov model a jeho zovSeobecnenie

V tejto kapitole priblizime Markowitzov model vyberu portfélia v troch pouzivanych
formulaciach, zhrnieme metédy diverzifikacie portfélia v literature, predstavime na-
vrhovani poziadavku na pestrost a sformulujeme zovseobecneny Markowitzov model s

poziadavkou na pestrost a transakénymi nakladmi.

1.1 Formulacia Markowitzovho modelu

Markowitz svoj model prvy krat formuloval uz v roku 1952 v ¢lanku [8] v zjednodusene;j
verzii pre 3 cenné papiere. Neskor model viac rozpracoval v monografii [9] z roku
1959. Od vtedy sa Markowitzovym modelom zaoberalo mnoho autorov a vzniklo velké
mnozstvo jeho roznych formuldcii. Uvedieme tri z nich, ktoré sa casto vyskytuja v
literattire. Tieto a d'alsie formuldcie Markowitzovho modelu moZno néjst napriklad v
[5], [19] a [18]. Najskor si vsak vysvetlime premenné, ktoré vstupuji do modelu.

Na zaciatku si investor zvoli n aktiv, do ktorych, resp. do ktorych casti chce inves-
tovat. Percento majetku investora, ktoré bude alokované do i-teho aktiva oznac¢ime z;.
Tradi¢ne sa v modeli nepriptstaju krdtke pozicie (shorting) a teda x; >0 i =1,...,n.
Vektor x = (x4, ..., x,) potom predstavuje ndkup jednotlivych aktiv a sucet jeho zloziek
je

exr=1,
kde e je vektor jednotiek e = (1,...,1). Vynos aktiva ¢, ktory je ndhodnou premennou,

oznacime r;. Predpokladdme znalost prvych dvoch momentov zdruZeného rozdelenia

r=(r1,...,Tn)

Vynos portfélia je rovny r’z. Jeho strednd hodnota je potom
E(rTz)=py"x

a smerodajna odchylka

D(r'z) = 2" Cx.

10



1.1 Formulicia Markowitzovho modelu

Ohranicenia na nakup jednotlivych aktiv, ¢i uz substituéné, protimonopolné, ohranicenia
na minimalne mnozstvo, intervalové ohranicenia na zastiupenie jednotlivych aktiv, alebo

iné vstupuju do modelu cez systém nerovnosti

Ax < b,

kde A € R™ x R" a b € R™ st matica a vektor ohraniceni.
Ako prvi uvedieme formuldciu Markowitzovho modelu s maximalizaciou strednej

hodnoty vynosu pri zhora ohrani¢enej hodnote smerodajnej odchylky

mazxr plw
efe= 1
x> 0 (1)
Ax < b

TCx < o2,

kde 02 je horné ohranicenie na velkost smerodajnej odchylky vynosu portfélia.
Markowitzov model méZeme formulovat aj ako tilohu minimalizdcie smerodajne;

odchylky pri zdola ohrani¢enej hodnote vynosu

min 21 Cx

ey = 1

T > 0 (2)
Ax < b
PrE > fmin,

kde fimin je spodné ohranicenie na velkost vynosu portfélia.
Posledna formulécia Markowitzovho modelu, ktorti uvedieme spdja maximalizaciu

strednej hodnoty vynosu portfélia s minimalizaciou smerodajnej odchylky

max plx — Ba’Cx

erx= 1
(3)

z> 0

Axr < b,

11



1.2 Otazky diverzifikacie portfolia

kde B > 0 je vdha, pomocou ktorej investor definuje pozadovany pomer medzi dorazom
kladenym na maximalizaciu vynosu, resp. minimalizaciu smerodajnej odchylky v pro-
cese optimalizacie.
Kazdy racionalny i t 71 imali t j VY T sak nie vSetci
azdy racionalny investor sa snazi maximalizovat svoj vynos pu' x, avSak nie vSetci
st averzny vodéi riziku a ched ho minimalizovat. Preto sme sa rozhodli dalej uvazovat
formulaciu Markowitzovho modelu (1), kde sa na jednej strane maximalizuje vynos
puT'z a na druhej strane si investor moze sam urcit svoj rizikovy apetit stanovenim

adekvatneho ohranic¢enia o2 na jeho smerodajni odchylku.

1.2 Otazky diverzifikacie portfolia
1.2.1 Diverzifikacia portfélia v literatire

Diverzifikdciu autori ¢asto prirovnavaju k prisloviu ” Neddvajte vsetky vajicka do jedného
kosicka”, nakolko toto prislovie jasne zachytdva mozné dosledky nediverzifikovanosti
portfélia. Avsak spravne rozliit, ¢o znamend ”jeden kosi¢ek” pri investovani je ndrocna
tiloha. RozlozZenie investicie do vii¢gieho mnozstva aktiv samo o sebe nemusi znamenat
adekvdtne znizenie rizika, ako to poznamenal uz Markowitz v ¢lanku [8]. Prikladom je
zahrnutie cenného papiera, ktorého vynos je silno korelovany s niektorym z vynosov
cennych papierov v portféliu, alebo investicia do cennych papierov viacerych firiem
z rovnakého odvetvia priemyslu. Takato diverzifikdcia zmiernuje dopad na investiciu
len pri problémoch, resp. stratovosti cennych papierov niektorych zo zvolenych firiem,
avSak nie v pripade krizy v danom priemyselnom odvetvi. Stivislostou koreldcie vynosov
aktiv a diverzifikdcie sa zaoberal aj Markowitz v uz spominanej monografii [9] z roku
1959. Ani spravna diverzifikdcia portfélia samozrejme nedokdze eliminovat vsetky ri-
zikd, avsak d4 sa nou do znaénej miery eliminovat nesystémové riziko, ¢o popisuji
autori napriklad v [2] a [14].

V literattire sa ohranicenia na pestrost aktiv v portféliu éasto uvadzaju cez interva-

lové ohranicenia na zastipenie jednotlivych aktiv nasledovne

S formuldciou ohrani¢eni, ktoré st dané vztahom (4), resp. jeho $pecialnymi pripadmi

sa stretavame napriklad v [9], [14] a [4].

12



1.2 Otazky diverzifikacie portfolia

V [7] autori formuluji vseobecnejsie ohranicenie, ktoré definuji cez poziadavku, ze
nie viac ako zlomok 7 celkového majetku bude investované v menej ako r aktivach.
Nech Y";_, j; je suma r najvécsich zloziek vektora z, potom toto ohranicenie vyjadrili

ako
Z%} <7
i=1

kde lavé strana predstavuje maximélny obnos drzany v akejkolvek podmnozine r aktiv.

Efektami diverzifikdcie na rozne portf6lia sa blizsie zaoberd [17].

1.2.2 Kvantitativna poziadavka na pestrost

Intervalové vymedzenie ohranic¢eni (4) na zastupenie jednotlivych aktiv v portféliu v
Markowitzovom modeli m4 nepopieratelne svoje opodstatnenie pre investorov, ktorf si
vopred uréia do ktorych aktiv cheii uréite investovat isté obnosy a maji predstavu aj
o pozadovanej vyske tychto investicii. Avsak nie je postac¢ujuce v pripade, ak sa inves-
tor rozhodne vymedzit len poZadovany pocet navzdjom roznych aktiv v portféliu, teda
formulovat poziadavku na pestrost portfélia kvantitativne. Kvantitativna poziadavka
na pestrost aktiv v portféliu by bola v praxi vyuzitelna napriklad v pasivnom investo-
vani, alebo indexovych fondoch. Vo vSeobecnosti by poskytovala investorovi nastroj
na lepsiu regulaciu ”trade-off’—u medzi vynosom a rizikom v portfoliu. Na druhej
strane si uvedomujeme, Ze kvantitativna poziadavka na pestrost sama o sebe este
nemusi byt ndstrojom dostatocnej diverzifikicie portfélia. Lepsiu diverzifikdciu pri
pouziti poziadavky na pestrost by vsak investor mohol dosiahnut vhodnym vyberom
aktiv vstupujucich do optimalizacie, napriklad vylucenim aktiv s vysokou koreldciou,
pripadne spojenim kvantitativnej poziadavky a intervalovych ohrani¢eni na pestrost
(4). S kvantitativnu poziadavku pestrosti portfélia sme sa vsak v literatire nestretli,
preto sme sa rozhodli ju v tejto préaci sformulovat a zaclenit do Markowitzovho modelu
(1).

Idealne by bolo, aby pocet navzajom roznych aktiv v portféliu bol z intervalu
{(my, my). Taktiez by sme nechceli mat vo vela aktivach investované prilis malé ciastky,
preto by sme uvitali, aby v aspon m; aktivach bolo investované aspon p percent ma-
jetku. Inak povedané, chceli by sme, aby pocet aktiv, do ktorych investujeme nenulové

ciastky, t.j. pocet kladnych zloziek vektora x bol z intervalu (my, ms), kde my, my € N,

13



1.3 Zovseobecneny Markowitzov model

my < mo a me < n a zaroven aby v aspon my aktivach bolo investované aspon p ma-

jetku. Matematicky je tieto poziadavky mozné zapisat nasledovne

Tsgn(sgn(z —p 1) +1) > my
gn(sgn(z —p 1) +1) 5)

1Tsgn(x) < ma.

Nevyhodou takejto formulécie je skutoénost, Ze ohranicenia (5) nie st konvexné, ba do-
konca ani spojité. Na ich riesenie by sme potrebovali metaheuristické, alebo heuristické
algoritmy, napriklad niektory z evoluénych algoritmov. Aby sme vsak mohli n4s model
riesit klasickymi optimalizaénymi metédami, potrebujeme aby ohranic¢enia v modeli
boli konvexné. Horné ohranicenie, ktoré zabezpeéi, aby sme v portféliu nemali privela
navzajom roznych aktiv sa ndm nepodarilo formulovat konvexne. Poziadavku na inves-
tovanie aspon p percent majetku do minimalne m; aktiv je vo vSeobecnosti naroc¢né
vyjadrit vo forme konvexného ohrani¢enia, avsak podarilo sa ndm konvexne vyjadrit
poziadavku minimalneho mnozstva navzajom roznych akcii v portféliu. Ako si neskor
ukazeme, toto dolné ohranic¢enie na pocet kladnych zloziek vektora x pre Markowitzov
1

model (1) sa d4 vyjadrif konvexnym ohrani¢enim ako 27x < —.
my

1.3 Zovseobecneny Markowitzov model
1.3.1 Formulacia modelu

Pri formulacii zovseobecneného Markowitzovho modelu pre icely tejto prace vychadzame
z Markowitzovho modelu (1), t.j. modelu maximalizdcie vynosu. Okrem pridania kvan-
titativnej poziadavky na pestrost portfélia sme sa rozhodli zahrnif do modelu aj
transakéné néklady, kvoli blizsiemu pribliZzeniu sa realite oproti modelu (1).
Transakéné néklady sme formulovali ako podiel majetku, ktory je pouzity na uhra-
denie nakladov spojenych s kiipou aktiv podla [7]. Uvazujeme ich linedrne, kde ndklady
na kazdy nakup su proporcionalne k obchodovanému podielu majetku. Mieru nakladov
na nakup aktiva ¢ oznac¢ime «; a samozrejme predpokladame zZe st nezadporné pre vsetky
i = 1,...,n. Transakéné naklady si potom rovné o’ z. Rozpoctové ohrani¢enie mozeme
teda formulovat nasledovne

efr+alz =1,
kde e je vektor jednotiek. Rovnicu zjednodusime zavedenim oznacenia d = e 4+ . Je

14



1.3 Zovseobecneny Markowitzov model

zrejmé, ze d; > 1 pre vSetky i = 1, ..., n. Rozpoc¢tové ohranicenie vstupujice do modelu
ma potom tvar

d'r =1 (6)
a nahradime nim ohranicenie e’z = 1 z modelu (1). V kone¢nom dosledku teda prida-
nie transakénych nakladov mé za nésledok zmenu skalovania premennej x > 0 oproti
povodnému modelu (1). z; prestavaji byt percentudlnym vyjadrenim casti aktudlneho
majetku vlozenej do i-teho aktiva, ale si podielom i-teho aktiva na majetku pred vy-
konanim transakcie, kedze majetok po transakcii sa zniZi o transakéné néklady. Inak
povedané investor vklada do i-teho aktiva sumu dani nasobkom investovaného ma-
jetku a z; a ako transakéné néklady za ndkup i-teho aktiva zaplati o;x; ndsobok inves-
tovaného majetku. Ak hodnotu investicie prenasobime e’z ziskavame velkost majetku
po vykonani transakcii.
Na tomto mieste by sme samozrejme mohli transformovat premenné z; nasledovne
y; = d;x;, ¢o by vSak viedlo k zmene ohraniceni, ¢im by sa stratila ich intuitivna
interpretdcia. Pre lepsiu zrozumitelnost vyznamu ohraniceni preto ponechdme model
(1) v pévodnom tvare, avSak s rozpoc¢tovym ohrani¢enim (6). Celkovy podiel na ma-
jetku, ktory investor pouzije na kipu i-teho aktiva je potom sictom x; a transakénych
nakladov o;x;.

Teraz prejdeme k formulécii poziadavky na pestrost. Nakolko horné ohranicenie na
pocet kladnych zloZiek vektora x sa ndm nepodarilo vyjadrit konvexne a poziadavku
na investovanie aspon p percent majetku do aspon m, aktiv je vo vSeobecnosti narocné
vyjadrit v tvare konvexného ohranicenia, zamerali sme sa na preformulovanie spodného
ohrani¢enia do konvexného tvaru. V d’alsom texte budeme teda pojmom poziadavka
na pestrost portfélia oznacovat spodné ohrani¢enie na pocet navzajom roznych akeii v

portféliu, resp. kladnych zloZiek vektora x, ktort je mozné vyjadrit v konvexnom tvare

nasledovne
d% 0 0
T 2 1 2 U :
xDx < —, kde D= : (7)
0O --- 0 di

Matematicka formulacia pomocnych tvrdeni, ako aj dokazov je uvedena v nasledujicej

castl.
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1.3 Zovseobecneny Markowitzov model

Markowitzov model (1) po preskélovani definovanom vztahom (6) a zahrnuti{ kon-

vexnej kvantitativnej podmienky na pestrost portfélia (7) nadobudne tvar

max p'x
d'z = 1
T > 0
Ax < b ®)
2TCx < o2
' D%*r < L
my

Nakolko presné hodnoty vektora strednych hodnoét vynosov p a kovariancénej matice
vynosov C nie st v praxi zname, nahradime ich odhadmi, ktoré oznac¢ime c a Q. C' je
kovarian¢énd matica, teda je symetrickda a kladne semi-definitna. Ako jej odhad @) bu-
deme uvazovat symetricki, kladne definitntd maticu. Kladntd definitnost budeme neskor
potrebovat kvoli vytvoreniu inverznej matice ku ) pre tcely zarucenia konzistentnosti

ohraniceni. Ulohu prevedieme na minimaliza¢nu a dostdvame finalny tvar modelu

min —clx
d'e = 1
T > 0
Ax < b ©)
Qe < o
2D < i
my

1.3.2 Teoretické zdovodnenie

Budeme pouzivat nasledovné oznacenia:
e c=(1,1,...,1) € R"
e ycR" = ely=3" 1y
= Yy =211y
e S, = jednotkovy simplex, t.j. S, ={y € R" | ey =1,y > 0,}
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1.3 Zovseobecneny Markowitzov model

Lema 1. Vy € S, plati:
(10)

S|
IN
<

!
<
IN

—_

Dokaz

[ [Cavé nerovnost v (10)].

Z Cauchyho nerovnosti (eTy)? < (eTe)(y’y) dostavame:

1 <n(y"y),

pricom dolna hranica sa dosahuje pre vektor

IT [Pravd nerovnost v (10)].

Pre y € S;, médme

Scitanim vsetkych diel¢ich nerovnic dostavame

j=1 j=1

pricom horna hranica sa dosahuje pre vektory

Nl

=e; = (0,0,...,0,1,0,...,0)". 1

Dosledok 1. Ak vektor y € S, obsahuje aspori (n — m) nal, t.j. nanajvys m kladngch
zloziek, tak

% <yTy<1. (11)
Dokaz

Vektor y € S,,, ktory obsahuje (n—m) nil mézeme zapisat v blokovom tvare nasledovne

y! y'

y= = ,
Y On—m

kde y' € R™, y?> € R"™™. Zrejme y' € S,,, a preto podla Lemy 1 plati (11). l

Obmenou Dosledku 1 dostdvame
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1.3 Zovseobecneny Markowitzov model

Dosledok 2. Ak pre vektor y € S, plati

1
yly < —, (12)
m

tak y obsahuje aspori (m + 1) kladnijch zloziek.

Poznamendvame, Ze ostra nerovnost (12) nie je vhodn4 pre pouzitie v modeloch a preto

ju musime upravit na neostri nerovnost

1
yTy < —.
m

Tym sme k povodnej mnozine vektorov y € S, obsahujicich aspon (m + 1) kladnych

zloziek pridali vektor § = (l,l,...,l,o,o,...,o), obsahujici (n — m) ndl a m
m’' m m
kladnych zloziek. Teda dostavame nasledovné tvrdenie:

Veta 1. Ak pre vektor y € S, plati

1
vy < —. (13)

tak y obsahuje aspon m kladnych zlozZiek.

Nech d > 0,, je kladny n-rozmerny vektor, ktory urcuje d-simplex
Si={zxeR"|d"z=1,2 >0,} a diagondlnu maticu D = diag(d;).
1<i<n
V nerovnosti (13) aplikujeme substiticiu y = Dz. Potom zrejme y € S,, implikuje

z € S?, pretoze

l=e¢ly=e'Dz =d"x.
Teda dostavame tvrdenie

Veta 2. Ak pre vektor v € S? plati

' D% < —, (14)

1
m

tak x obsahuje aspon m kladnijch zloZiek.
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2 Programy pouzité na rieSenie optimalizacného mo-
delu

V tejto casti si predstavime metédy vnitorného a vonkajsieho bodu, ako sme ich pouzili
na rieSenie optimalizaéného modelu (9) a v kratkosti sa dotkneme aj evoluénych algo-

ritmov.

2.1 Metdéda vnutorného bodu

Metéda vnitorného bodu, alebo interior point method (IPM) je v MATLAB-e do-
stupnd cez funkciu fmincon. V niektorych pripadoch je pomocou zabudovaného IPM
algoritmu v MATLAB-e mozné néjst optimum, aj ked optimalizdcia nevychidza z
pripustného rieSenia, avsak je to skor vynimka ako pravidlo, hlavne ak sa pociatocny
bod nachddza daleko od optimdlneho rieSenia. Preto sme pouzili standardni techniku
I. fazy pouzivanu v linedrnom programovani, aby sme ziskali pripustné riesenie ilohy
9).

Technika I. fazy spoc¢iva v pridani novej premennej £ a predefinovani ohraniceni tak,

0 a zéroveii pre & = 0 boli totozné

aby boli splnené pre akykolvek Startovaci vektor x
s povodnymi ohrani¢eniami problému. V tejto ¢asti postupne predefinujeme vsetky
ohranicenia z modelu (9) a nésledne ho sformulujeme ako problém s vyssou dimenziou.

Ako prvé upravime ohrani¢enie d”x = 1. Najskor priddme do ohranicenia vektor °

tak, aby bola vzdy splnend rovnost, bez ohladu na zlozky vektora x°. Dosiahneme to

nasledovnou formulaciou

d'z —d"2 +1=1. (15)

Kedze potrebujeme, aby vztah (15) postupne konvergoval k povodnému ohraniceniu
d'z = 1, priddme novii premennti & > 0, ktord bude v prvom kroku ¢ = 1 a v priebehu

optimalizdcie ju budeme zmensovat smerom k nule. Nové ohrani¢enie bude mat potom

tvar
Az + (1 —d"a%)¢ =1, (16)
v maticovom zapise
x
(dl, v dy, 1_dT> ‘ = 1. (17)
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2.1 Metoda vnutorného bodu

Rovnako upravime aj ohrani¢enie Ax < b

Ar — Az’ +b<b

Az + (b — Az%)¢ < b, (18)
respektive
air Q1np (b — A.I'O)l
<b. (19)
Up1 *** App (b— Ax®),

Pre kvadratické ohranic¢enia pouzijeme prendsobenie £2. Ohranicenie 27 Qz < o2 teda
upravime na

2" Qr — (2°)7'Q2° + o < o?

o' Qu + (0% — () Qa")€* < o7, (20)
potom
Qi1 Qin 0
: ) .
(x 5) <o (21)
dn1 dnn 0 5
0 - 0 o= (297Qa"
Rovnakym spdsobom upravime aj ohrani¢enie 7 D?r < —
my
T 12 0T 2.0, L 1
' D*x — (27)" D2° + — < —
my my
T 12 1 O\T 2,0 | ¢2 1
xDx 4+ (— —(2°) ' D2z” ) & < —, (22)
maq my
a teda
d? 0 0
9l | < (23)
SRV [N 0 = my
1
0 -+ 0 — —(29TD%°
my

Zapis ohraniceni (17), (19), (21) a (23) vyuzijeme pri programovani, avsak pre lepsiu

¢itatelnost model preformulujeme pouzitim zdpisu ohraniceni (16),(18), (20) a (22)

20



2.2 Metoda vonkajsieho bodu

takto
min  — c'x + 101%
A"z + (1 —d"2%)¢ = 1
T 0,
>
(f 0 (21)
Az + (b— Az®)E < b
Qx4 (0% — (2°)TQa")€? < o’
2T D%z + (— = (Q?O)TD:L'(]) £2 < i,
mq my

kde koeficient 10'° pri premennej & v tcelovej funkcii zabezpeéi, ze ¢ pojde rychlo k

nule.

2.2 Metdda vonkajSieho bodu

Metdda vonkajsieho bodu, alebo exterior point method (EPM) narozdiel od metédy
vnitorného bodu nepotrebuje vychddzat z pripustného rieSenia. Namiesto toho sa
predchadzajice riesenia pouzivaju ako startovacie body, ¢im sa optimalizacia postupne
postva blizgie k lokdlnemu extrému. Struéne popiSeme tdpravu tlohy Min{f(z) |
gi(z) < 0} vo vseobecnosti pre metédu EPM, ¢o neskor aplikujeme pri programovan{
algoritmu EPM na tlohu (9).

Ako sme uz spomenuli, algoritmus EPM nepotrebuje vychédzat z pripustného rieSenia.
Danou za to je potreba vicsieho mnozstva behov optimalizaéného algoritmu, resp. etap
optimalizdcie. Pri d'alSej etape sa pouZije ako §tartovaci bod riesenie z predchadzajiicej
etapy optimalizacie a tymto sposobom algoritmus konverguje k lokalnemu extrému.
Metdda vntutorného bodu funguje narozdiel od IPM na principe zvySovania penalizacie
nesplnenia ohraniceni. Penalta sa v kazdej etape navysuje, ¢o nuti algoritmus rychlejsie
konvergovat. V metéde IPM sa k hodnote ticelovej funkcie pripo¢itavaji nesplnené
ohranicenia ako suma logaritmov ich vzdialenosti od nuly ndsobend penaltou, zatial ¢o
v EPM ako suma kvadratov tychto vzdialenosti nasobena penaltou.

Vo vseobecnosti ak etapu oznac¢ime [ = 1,2, ... mozeme funkciu vstupujicu do opti-
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2.3  Evolu¢né algoritmy

malizdcie metédou EPM napisat ako
i) = f(@) +r > max{0, gi(x)}?, (25)

kde f(z) je ucelova funkcia, g;(z) < 0 st ohranicenia, r; je hodnota penalty v I-tej

etape, plati pre fiu r; <7y <173 < ... a je dand vztahom

Ti+1 = PT, <26>

kde 7 sa voli zvacsa rovné jednej a pre p plati p > 1. My sme si zvolili p = 3.

2.3 Evolucné algoritmy

Evoluéné algoritmy (EA) st podla [20] optimalizacné a learning algoritmy, zalozené
na nahodnosti, ktoré napodobnuji evoluény princip prezitia najsilnejsich jedincov. V
[1] autor zdoraziuje, ze EA st stavané na tlohy na volny extrém. Pre ich aplikovanie
na ulohy s ohrani¢eniami je preto potrebny mechanizmus, ktory zahrnie ohranicenia
do ich ucelovej funkcie. Najcastejsie sa na zahrnutie ohrani¢eni vyuzivaji penalizacné
funkcie. Problémom penalizacénych funkcii je zavislost velkosti penalty od konkrétneho
problému, kedZze prinizka aj privysokd hodnota penalty moéze sposobit netispesnost
algoritmu pri hladani optima. Nevyhodou EA je ich menSia presnost, ¢asova narocnost
ako aj problémy s optimalizaciou niektorych problémov vo vyssich dimenziach, ktoré
vyplyvaju z vyuzitia ndhodnosti. Problémom zlyhania metéd zalozenych na ndhodnosti
vo vyssich dimenzidch sa zaoberd napriklad [15].

V tilohe (9) sme zo zaciatku uvazovali poziadavku na pestrost dani ohraniceniami
(5), ktoré nie si konvexné. Pokusili sme sa tiito tlohu riesit jednym z EA, konkrétne
evolu¢nou stratégiou a s ohrani¢eniami sme sa vysporiadali pouzitim penaliza¢nej fun-
kcie stochastického rankingu, ako je to uvedené v [16]. Uz pri n = 10 sme pozorovali
vyssiu casovii ndrocnost optimalizdcie. Pre n = 20 uz algoritmus napriek vyraznému
zvySovaniu poctu cyklov a vycisleni optimalizacénej funkcie (¢o malo za nasledok mar-
kantné zvySovanie vypoctového casu) velmi zriedkavo nasiel optimélne rieSenie. Nasim
cielom je vsak néjst optimalne rieSenia aj pre n > 100, v primeranom vypoctovom
¢ase, preto sme sa rozhodli upustit od EA, preformulovat poziadavku na pestrost do
tvaru ako je zahrnuté v modeli (9) a dalej v préci uvazovat len optimalizéciu pomocou

metéd IPM a EPM.

22



3 Numericky experiment

3.1 Metodolégia

Na vypocet optimélneho riesenia tloh (9) sme pouzili, ako sme to uz spomenuli v
predchédzajicej kapitole, metédy IPM a EPM. Najskor sme vSak museli overit ich
spolahlivost a k tomu sme potrebovali sadu tiloh (9) s vopred zndmymi optimalnymi
rieseniami. Aby sme vSak mohli vytvorit generdtor tychto tiloh potrebujeme aby spfﬁali
Kuhn-Tuckerove podmienky optimality a zaroven musime zabezpecit existenciu aspoi
jedného pripustného riesenia, teda konzistentnost ohrani¢eni. Odvodeniu Kuhn-Tuckerovych
podmienok a podmienok konzistentnosti sa venujeme v nasledujiicej sekcii. Dalej uvédzame
algoritmus generétora tloh (9), ktory spina Kuhn-Tuckerove podmienky ako aj pod-
mienky konzistentnosti, podla ktorého sme vytvorili v prostredi MATLAB generator
uloh. Podrobne popisujeme kod vytvoreného generatora, ako aj prisposobenie MATLAB-
ovskych algoritmov IPM a EPM pre tlohu (9). Vystup generatora s porovnanim riesen{
ziskanych metéodami IPM a EPM ilustrujeme na priklade malych rozmerov. Nasledne
porovnivame presnost a dizku vypoétového ¢asu oboch metéd pre rozne velkosti n

a my. Na zaver testujeme vplyv poziadavky na pestrost na vynos a riziko portfélia,

pricom sme vyuzili metédu, ktora vysla z porovnania lepsie.

3.2 Podmienky optimality
3.2.1 Kuhn-Tuckerove podmienky

Kuhn-Tuckerove podmienky st nutnymi podmienkami optimality rieSenia prvého radu.
Pre zozndmenie sa s nimi odporic¢ame publikaciu [3].
Pre odvodenie Kuhn-Tuckerovych podmienok potrebujeme Lagrangeovu funkciu

tlohy (9)
1
L(z,u,v) = =z +ul Ax — b+ upa" Qv— o* + usa’ D*x — — +v(d 'z — 1),
my
o (27)
x>0, u=|uy | > Onto, vER,

Uus
T
kde u = (Ub Us, u3> je Lagrangeov multiplikator pre ohranicenia v tvare nerov-
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3.2 Podmienky optimality

T U v
oL oL oL
_>0T _<OT —:OT
ox — ou — ov

oL oL

—z=0]| —u=0

5:ch 5uu

x>0 u>0

Tabulka 1: Kuhn-Tuckerove podmienky

nosti. Jeho prvych m zloziek, ktoré sme oznacili ako vektor u; prislicha k ohraniceniam
Az < b, zlozka uy ku kvadratickému ohraniceniu 27 Qz < o2 a zlozka ug ku kvadra-
tickému ohraniceniu z7 D%z < mi Vo vseobecnosti maju Kuhn-Tuckerove podmienky
pre tlohu (9) tvar vid tabulka (1)1. Aplikujeme ich na Lagrangeovu funkciu nasej tlohy

(27). Pre x su potom rovné

oL
5z =—c+ ATy + 2Qxus + 2D%*zus +vd =V >0
x
V=0, i=1,..,n (28)
x>0,
pre u
oL 1
— = ((Ax - b1, 27Qx —o? 2TD%*x— —) =n<0
ou mi
un, =0, i1=1..,m+2 (29)
u>0
a nakoniec pre v
oL
— =d"r—1=0
o (30)
dfz =1.

3.2.2 Konzistentnost tlohy

Aby tiloha (9) mala riesenie, musime zabezpecit konzistentnost ohraniceni, inak pove-

dané prienik simplexu S, = {z € R" | d’x = 1,z > 0} s elipsoidmi 27Qx < ¢? a
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3.2 Podmienky optimality

1 , , . ) Y ey
27 D%z < — musi byt neprdzdna mnozina. Budeme teda hladat minimélnu hodnotu
my

o2, ktort oznacime v, 02 > v ako bod dotyku simplexu S, a elipsoidu 7' Qz a rovnako

1
aj minimalnu hodnotu —, v ktorom sa elipsoid 7 Dz dotyka simplexu S,,. Postup
my
1
podrobne demonstrujeme iba pre vyjadrenie v a pre minimalnu hodnotu — uvedieme
my
len vysledok, nakolko pre oba elipsoidy je postup takmer identicky.

Hladanie bodu dotyku za¢neme tym, Ze polozime do rovnosti derivacie nadroviny

d"z a elipsoidu 27 Qx

d r _d g
%d r= dxx Qx
d=2Q"x.
x je potom rovné
1
T = §Q—ld. (31)

Existencia inverznej matice k matici () vyplyva z jej kladnej definitnosti. Dosadime

takto vyjadrené z do parametrizovanej nadroviny d’x = a
vl
Predelenim parametrom a ziskame z v mieste dotyku

1
d"—Q'd=1
2a

1
&= %Q‘ld.
Ziskané 2 dosadime do elipsoidu 27 Qx a vyuzijeme symetrickost matice Q = QT
Qi = - d"QTQ-Q
2a . 2a
= 4—a2dTQ‘1d.
Nakoniec dosadime parameter a zo vztahu (32)
rO-d
%(dTQ—ldy

J— 1 J—
- Foa =

i1Qz =

v

a tym dostaneme spodné ohranicenie na velkost o2 vzhladom na maticu @Q a vektor d

1
ol >

> o (33)
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3.3 Algoritmus generatora

. N . 1
Rovnakym postupom sme ziskali aj ohranic¢enie na minimalnu hodnotu —
mq

¢o je prakticky vzdy splnené.

3.3 Algoritmus generatora

Vstup: pocet aktiv n, pocet ohraniceni m, pocet kladnych zloziek vektora x m;
Vypocet:
1. x: n x 1 optimélne rieSenie

d: n x 1 pomocné vektorova premennd definovand vztahom d = 1 + «

polozme x =0,,, d =0,

pokial pocet kladnych zloZiek x < m;, tak pre i ndhodny index d; = 1 +

Ro(0,0.2 = ——
0(0.02) am; = ——

pre i =1:n, ak d; = 0, tak d; = 1 + Ro(0,0.2)
2. @: n x n diagondlna matica odhadu kovariancie

0%: 1 x 1 horné ohraniéenie na odhadnuti smerodajni odchylku vynosu portfélia

polozme maticu Q: diagondla @ je z Ro(0,1), poml : Qpoml = d, 0pin, =
1

d"pom1
ak 0% > o pin, tak 0% = 27 Qu, inak opakuj bod 2.

3. V:n x 1 pomocnd vektorovd premennd definovand vztahom (28)

polozme V' =0,

prei =1:n, ak x; =0, tak V; = Ro(0, 1)
T
4. u:u = <u1, Us, u3> , (m +2) x 1 vektor Lagrangeovych multiplikdtorov

ak m < n, tak ugiaane je ndhodné celé ¢islo z (0, m), inak ugjgdne je ndhodné

celé ¢islo z (0, n)
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3.4 Vytvorené programy

Ul Om
polozme u = | u, | = | Ro(0,1)
us Ro(0,1)

pokial pocet kladnych zloziek u; < Upjadne, tak pre ndhodny index i €

{1,2,....,m} u; = Ro(0,1)
5. A: m x n matica ohranic¢eni

zlozky A st ndhodné celé ¢isla z (—4,4), ak m < n, tak hodnost A je vicsia

rovnd m, inak hodnost A je vicsia rovnd n
6. b: m x 1 vektor ohranic¢eni

polozme pom2 = Az, b= 0,,

pre i = 1 :m, ak u; = 0, tak b; = pom2; + Ro(0,5), inak b; = pom2;
7. v: 1 x 1 Lagrangeov multiplikator

v = Ro(0,1)
8. ¢: n x 1 odhad strednych hodnot vynosov portfolia

polozme D = diag(d?)

c=—V 4+ ATuy + 2Qxus + 2Dzus + vd

Vystup: ¢,d, A,b,Q, 02, x,u,v

3.4 Vytvorené programy

Na riesenie modelu (9) formulovaného v prvej kapitole sme pouzili programovaci jazyk
MATLAB a zabudované funkcie fmincon a fminunc. Ich popis je dostupny v doku-
mentacii MATLAB-u na strankach [10] pre fmincon a [11] pre fminunc. Vytvorime ge-
nerétor tloh (9) podla algoritmu popisaného v ¢asti Algoritmus generdtora a popiseme
prispdsobenie algoritmov IPM a EPM v prostredi MATLAB pre riesenie tloh (9). Jed-
notlivé programy budeme uvddzat a vysvetlovat po ¢astiach, neprerusovane si uvedené

v prilohe A.
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3.4 Vytvorené programy

3.4.1 Generator uloh

V tejto casti priblizime tvorbu generatora tuloh, ktory sme pouzili na otestovanie
spolahlivosti prisposobenych algoritmov IPM a EPM ako aj na demonstriciu zmien
vynosu a rizika (daného velkostou odhadu smerodajnej odchylky vynosu portfélia)
vzhladom na poziadavku pestrosti.

Pri vytvarani generdtora tiloh sme vyuzili Kuhn-Tuckerové podmienky dané vztahmi
(28), (29) a (30) ako aj podmienku konzistentnosti (33). Generator je naprogramovany
ako funkcia

function[c,d,A,b,Q,sigma2,x,u,v]=Generator(m,n,ml)
kde generované premenné st pomenované podla zavedenej symboliky, vynimkou si len
premenné sigma2, ktord zodpoveda o? a m1, ktora zodpovedd m,. Pocet ohranic¢eni m,
vstupujici do generatora, je nezaporné celé cislo a pocet akcii n je kladné celé ¢islo.
Pocet kladnych zloziek vektora x m1, je celé ¢islo z intervalu my € (1,n), nakolko pre
my = 0 nie je splnend podmienka (30). Podmienky na vstupujiice premenné m, n a my
sme do programu generatora nezahrnuli, nakolko ich hodnoty budeme priamo zadavat.

Na zaciatku sme vygenerovali optimélne rieSenie  a pomocni premennt d. Ked'ze
pozadujeme, aby ohranicenie (7) bolo aktivne a zdroven musi platit vztah (6), dostdvame

nasledovny systém rovnic

d1ZE1 + dQl’Q + ...+ dnxn =1

(di21)? + (doxo)* + ... + (dpzy)® = —,

kde prave m; z; je kladnych. Intuitivne rieSenie tohto systému je d;z; = mi pre x; > 0.
Dalej chceme, aby miery transakénych nékladov a; boli ndhodné a dosahoxl/ali hodnotu
nanajvys 20%, preto zlozky pomocnej premennej d budeme generovat z rozdelenia
Ro(1,1.2). Vektor = sme teda generovali nasledovne
x=zeros(n,1);
d=zeros(n,1);
while length(x(x>0))<ml
i=randi([1 n],1,1);
d(i)=1+0.2%*rand (1) ;

x(i)=1/(m1*d(i));
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end
Vo vyssie uvedenom cykle sa vygenerovali len zlozky vektora d pre x; > 0 a ostatné
ostali nulové, avsak chceme aby vsetky d; € Ro(1,1.2), preto
for i=1:n
if (d(i)==0)
d(i)=1+0.2%rand (1) ;
end
end
Maticu ) sme generovali ako diagonalnu, pre znizenie vypoctovej narocnosti ulohy.
Vo vSeobecnosti je mozné vygenerovat symetricki a kladne definitni maticu @ =
BTB + I kde B je lubovolna matica. Pozadujeme, aby ohranicenie 27 Qx < o2 bolo v
optime aktivne a zdroveni musi byt splnend podmienka konzistentnosti (33). Poc¢itanie
inverznych matic v programovacich jazykoch je ¢asto menej presné, preto je rozumnejsie
pouzit systém rovnic. Ohranicenie (33) sme prendsobili pravou aj lavou stranou, ¢o je

mozné, nakolko obe strany si kladné
1 T -1
— <dQd.
o
Zaviedli sme pomocntd premenntd poms = Q~'d a riesili sistavu

Qpoms = d,

ktorej vysledok sme dosadili do ohranicenia (33), ¢im sme ziskali dolné ohrani¢enie na
premennt o2. Ak 02 = 27Qu nesplitalo dolné ohranicenie, vygenerovali sme maticu Q
znovu a postup sme zopakovali
rep=1;
while rep==
Q=diag(rand(n,1));
pom1=Q\d;
sigmamin=1/(d’*poml) ;
sigma2=x’*(Q*x;
if sigma2<sigmamin
rep=1;

else
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rep=0;
end
end
Dalej sme vygenerovali vektor V tak, aby boli splnené podmienky (28) vztahujice sa
nan, z rovnomerného rozdelenia na intervale (0, 1) pre V; > 0
V=zeros(n,1);
for i=1:n
if (x(1)==0)
V(i)=rand(1);
end
end
Vektor Lagrangeovych multiplikdtorov u sme generovali tak, aby boli splnené pod-
mienky (29) a zdroven aby pocet aktivnych ohraniceni v systéme Az < b nebol vacsi
ako n. Kedze obe kvadratické ohranicenia z tlohy (9) si aktivne, podla podmienok
(29) st posledné dve zlozky vektora u, t.j. us a ug, nenulové. Generovali sme ich z
rozdelenia Ro(0,1). Vektor b sme este negenerovali, preto prvych m zloziek vektora u,
t.j vektor u;, moézeme generovat ndhodne. Vrameci nich sme si zvolili pocet kladnych
zloziek vektora wuq, t.j. pocet aktivnych ohraniceni v Az < b z intervalu (0, m), ak
m < n, inak z (0,n) a generovali sme ich ako ndhodné premenné taktiez z rozdelenia
Ro(0,1)
if m<=n
u_kladne=randi([0 m],1,1);
else
u kladne=randi([0 n],1,1);
end
u=[zeros(m,1) ;rand(2,1)];
while length(u(u(1:m)>0))<u_kladne
i=randi([1 m],1,1);
u(i)=rand(1);
end

Maticu A sme generovali tak, aby jej hodnost bola m ak m < n, inak n. Za jej zlozky
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sme stanovili ndhodné celé ¢isla z intervalu (—4, 4)
A=randi([-4,4] ,m,n);
if m<=n
while rank(A)<m
A=randi([-4,4] ,m,n);
end
else
while rank(A)<n
A=randi([-4,4] ,m,n);
end
end
Samozrejme interval (—4,4) mozno zmenit na vieobecny (Amin, Amaz) a zlozky ge-
nerovat ako redlne ¢isla pomocou prikazu
A=Amin+(Amax-Amin)*rand(m,n) ;
Pri generovani vektora b sme taktiez vyuzili podmienky (29)
pom2=Ax*x;
b=zeros(m,1);
for i=1:m
if (u(i)==0)
b(i)=pom2(i)+5*rand(1);
else
b(i)=pom2(i);
end
end
Lagrangeov multiplikdtor v sme generovali z rovnomerného rozdelenia Ro(0, 1)
v=rand(1);
Na zaver sme uz len dopocitali vektor ¢, aby boli splnené Kuhn-Tuckerove podmienky
a zakoncili funkciu
D=diag(d."2);
c=-V+[A’,2xQ*x, 2*D*x] *u+v*d;

end
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3.4.2 Prisposobenie MATLAB-ovského programu IPM

V tejto casti popiseme riesenie modelu (24) pomocou algoritmu IPM zabudovanom vo
funkcii fmincon. Vyuzijeme maticové zdpisy ohraniceni (17), (19), (21) a (23) a zdpis

ucelovej funkcie
x
(~er 100) (7). (34)
3

Budeme vychadzat z dokumentécie MATLAB-u, ktord sa venuje kvadratickym ohrani¢eniam
[13] pre funkciu fmincon. Ked'Zze model (24) obsahuje nelinedrne ohrani¢enia, museli

sme pre ne vytvorif pomocni funkciu. Ucelovi funkciu sme taktiez definovali samos-
tatne. Poslednou pomocnou funkciou, ktorid sme vyuzili je funkcia na vypocet Hessovej
matice, vd'aka ktorej sa zniZzi vypoctovy ¢as. Najskor si teda popiseme tieto tri pomocné
funkcie a nasledne sa pozrieme na ich implementaciu do algoritmu IPM.

Ucelov4 funkcia

Pouzili sme zapis ucelovej funkcie (34) a zéroven sme v programe definovali jej gradient

pre urychlenie vypoctov. Vyslednd funkcia ma tvar

function [y,grady] = obj_ipm(z,c_new)

y = —c._new’*z;
grady = —-c_new;
end

Nelinearne ohranicenia

Nelinearne ohranicenia vstupuju do funkcie fmincon cez vstupny argument nonlcon.
Je potrebné ich definovat ako funkciu pre nelinedrne ohrani¢enia vo forme nerovnost{
aj rovnosti, bez ohladu na to ¢i st v modeli pritomné obe. Vo vieobecnosti definujeme

nelinedrne ohranicenia nasledovne
P Hiz+ k24 p; <0. (35)

Rovnako ako pri ui¢elovej funkecii, aj u nelinearnych ohranic¢eni sme definovali gradienty.
Vysledné funkcia je potom

function [y,yeq,grady,gradyeq] = nonlin constr(z,H,k,p)

j = length(H);
y = zeros(1,3);
for i = 1:j
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y(i) = z’*Hi*z + ki’*z + pi;

end

yeq = [J;

grady = zeros(length(z),j);
for i = 1:j

grady(:,i) = 2xHixz + ki;

end

gradyeq = [];

end
Hessova matica
Poslednou pomocnou funkciou ktort sme pouzili je funkcia na vypocet hessianu. Hessian
vstupujuici do funkcie fmincon je podla dokumentdcie [12] hessidnom Lagrangeove;
funkcie, do ktorej vSak vstupuje len ucelova funkcia f a nelinearne ohranicenia. Ak
nelinedrne ohranic¢enia v tvare nerovnosti oznac¢ime cineq a v tvare rovnosti ceq, Lag-

rangeova funkcia na vypocet Hessovej matice ma tvar
L=f+ Z Aicineq; + Z Ajceq;,
( J
a teda hessian je

ViDL = f + Z N\ 2 cineq; + Z \j 2 ceq;. (36)

J

Druh4 derivécia lavej strany vztahu (35) je matica H a Lagrangeove multiplikdtory
A; pre nelinedrne ohranicenia z rovnice (36) sa automaticky ukladaju do premennej
lambda.inegnonlin (vid dokumentdcia [10], ¢ast Output arguments, lambda). Fun-
kcia na vypocet Hessovej matice ma potom tvar

function hess = hessian(lambda,H)

n=length(H1);

hess = zeros(n);

j = length(H);

for i = 1:j

hess = hess + lambda.ineqnonlin(i)=*Hi;
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end
end
IPM
V tejto casti postupne popiseme kéd pouzity na vypocet modelu (24) s ohrani¢eniami v

tvare maticového zapisu a ucelovou funkciou (34) metédou vnitorného bodu. Najskor
0
x
sme definovali Startovaci vektor , kde 20 je ndhodny vektor s n zlozkami z Ro(0, 1)
1

z0=[rand(n,1);1];
Nésledne sme vymazali obsah premennych H, k a p a definovali ich pre vsetky ne-
linedrne ohranicenia vstupujice do modelu podla vztahu (35). Ak je m1 = 0 toto
ohranicenie je len jedno, inak st dve a ich konkrétny tvar je dany vztahmi (21) a (23)
clear H
clear k
clear p
H1=([[Q,zeros(n,1)];zeros(1,n+1)]+[[zeros(n,n),zeros(n,1)];...
[zeros(1,n),sigma2-z0’*[[Q,zeros(n,1)];zeros(1,n+1)]1*z0]]);
kil=zeros(n+1,1);
pl=-sigma2;
if m1 =0
H2=([[D,zeros(n,1)] ;zeros(1l,n+1)]+[[zeros(n,n),zeros(n,1)];...
[zeros(1,n),(1/m1)-z0’*[[D,zeros(n,1)];zeros(1,n+1)]1*z0]]1);
k2=zeros(n+1,1);
p2=-(1/m1);
end
Dalej sme nastavili vlastnosti funkcie fmincon. Okrem nastavenia algoritmu na metédu
vnitorného bodu sme znizili miniméalne hodnoty tolerancii, zvysili maximalny pocet
iterdcii a vyéislenf funkcie, taktiez sme uviedli, Ze chceme v procese optimalizécie pouzit
vlastny hessidan a vypocitané gradienty tucelovej funkcie aj nelinedarnych ohraniceni a
vypli sme zobrazovanie vypisov funkcie
options = optimoptions(@fmincon,’Algorithm’,’interior-point’,...
’GradObj’,’on’,’GradConstr’,’on’, ’Hessian’, ’user-supplied’, ...

’HessFcn’ ,0(z,lambda)hessian(lambda,H),’TolFun’,le-14,’TolCon’, ...
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le-14,’MaxIter’,100000, ’MaxFunEvals’, 10000, 'TolX’,1e-14, ...
’Display’,’off’);
UZ ndm ostdval len definovat ticelovii funkciu a funkciu nelinedrnych ohranicent

fun = @(z)obj_ipm(z, [c;-10710]);

nonlconstr = (z)nonlin constr(z,H,k,p);

a mozeme spustit samotni optimalizéciu, v ktorej vyuzijeme linedrne ohrani¢enia de-
finované vztahmi (17) a (19)

[z,fval,eflag,output,lambdal = fmincon(fun,z0, [A,zeros(m,1)]+...
[zeros(m,n) ,b-A*z0(1: (end-1))],b,[d’,0]+[zeros(1,n),1-d’*. ..
z0(1:(end-1))],1,zeros(n+1,1), [],nonlconstr,options);

KedZe vysledkom funkcie fmincon je optimum, zdvislé od zvoleného Startovacieho
bodu, algoritmus sme spustali viackrat a za rieSenie pokladdme to s najlepsou hod-
notou ucelovej funkcie pre hodnotu exitflag, v nasom pripade oznacenu eflag rovnu
jednej, ¢o znamend, zZe rieSenie je minimom a zaroven spiﬁa ohrani¢enia (minimélne na

trovni TolCon).

3.4.3 Prisposobenie MATLAB-ovského programu EPM

Na rozdiel od IPM, pri metéde vnitorného bodu sme pouzili funkciu fminunc a stacila
nam jedna pomocnd funkcia, v ktorej sme pocitali pocitat hodnotu ¢ (x) podla vztahu
(25), ktort sme pouzili ako icelovi funkciu pri optimalizacii funkciou fminunc.
Ucelova funkcia ()
Funkciu vy (x) sme definovali staticky, t.j. rovnako pre kazdu etapu I. Hodnota penalty
r1, ktord je v programe oznacena r, do nej vstupuje adekvatna pre dand etapu
function [y] = obj_epm(z,c,d,A,b,Q,sigma2,m1,D,r)
Zacali sme nacitanim velkost{ premennych m a n
m=size(A,1);
n=size(z,1);
Definovali sme jednotlivé ohrani¢enia g;(z) < 0 pre tulohu (9), vratane ohranicenia
x > 0. Ked'Ze ohranic¢enie d”x = 1 je rovnostou, previedli sme ho do tvaru nerovnosti
abs(d’x —1) <0

g=zeros (m+n+3,1);
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g(1:m)=A*z-b;

g(m+1:m+n)=-z;

g(m+n+1)=abs(d’*z-1);

g(m+n+2)=z’*xQ*z-sigma?2;

g(m+n+3)=z’*D*z-(1/m1) ;
Vypocitali sme Y, maz{0, g;(x)}* zo vztahu (25)

ohr=0;

for i=1:m+n+3

ohr=ohr+max (0,g(i))"2;

end
Nakoniec sme dosadili icelovii funkciu —c’z z tlohy (9) a vypoécitali hodnotu v;(x)
podla rovnice (25)

y = —c’*z+r*ohr;

end
EPM
Samotny algoritmus EPM uZ potom nebolo tazké aplikovat. Zvolili sme si ndhodny
Startovaci vektor

z0=rand(n,1);
Upravili sme nastavenia funkcie fminunc na rovnaku toleranciu (kde to bolo mozné)
ako sme nastavili vo funkcii fmincon. Algoritmus sme zvolili Kvazi-Newtonov, kedze
na pouzitie defaultného trust-region algoritmu, by sme potrebovali gradient tcelove;j
funkcie, ktory je pre funkciu ¢;(x) naroéné vyjadrit. Z rovnakého dévodu sme do fun-
kcie nevkladali vlastny hessian. Nakoniec sme vypli zobrazovanie vypisov funkcie pre
jednotlivé etapy

options = optimoptions(@fminunc,’Algorithm’,’quasi-newton’,’TolFun’,...

le-14,°’MaxIter’,100000, ’MaxFunEvals’, 10000, ’TolX’,1e-14, ...

’Display’,’off’);
Nastavili sme pociatocné hodnoty r; = 1, p = 3 a pocet etap na 200

r=1;

ro=3;

maxetapa=200;
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Definovali sme cyklus optimalizécie pre zvoleny pocet etdp a v ramci neho funkciu
Yy (x) pre aktudlnu hodnotu 7
for etapa=1:maxetapa
fun = @(z)obj_epm(z,c,d,A,b,Q,sigma2,m1,D,r);
Spustili sme samotni optimalizaciu, nastavili rieSenie ako novy Startovaci vektor a
zmenili hodnotu r; podla rovnice (26)

[z,fval,eflag,output,lambda] = fminunc(fun,z0,options);

z0=z;
T=T0o*T;
end

Rovnako ako pri IPM, aj EPM sme sptstali viackrat a za rieSenie sme pokladali to
s najlepSou hodnotou tcelovej funkcie pre hodnotu eflag>0, ¢o znamenad, ze rieSenie

spliia nastavené tolerancie.

3.5 Tlustrativny priklad

Pre lepsiu ilustraciu uvadzame priklad matic a vektorov vygenerovanych generatorom
uloh pren =4, m =3 am; = 2.
c =
0.8076
-0.4092
0.7950
-0.4313

1.1652
1.0156
1.1992
1.0885
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b =
3.1468
2.5764
4.6997
Q =
0.1067 0 0 0
0 0.9619 0 0
0 0 0.0046 0
0 0 0 0.7749
sigma2 =
0.0204
u =
0
0
0
0.3998
0.2599
v =
0.4018

Pre tuto tlohu je optimalnym riesenim
X =

0.4291

0.4169

0
Vygenerované vektory a matice sme pouzili ako vstupy pre metédy IPM a EPM. Aby
sme demonstrovali prinos nami zmenenych nastaveni funkcii fmincon a fminunc, spus-
tili sme optimalizaciu aj pre povodné nastavenia pre zvolené algoritmy a bez vypisova-
nia vystupov. RieSenia tohto prikladu ziskané pomocou IPM a EPM s nami zmenenymi
ako aj povodnymi nastaveniami spolu s optimalnym rieSenim zachytdva tabulka (2).

Casy vypoctu aj s odchylkami od optimalneho riesenia 7 a optiméalnej hodnoty téelove;
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Generator IPM EPM IPM - povodné nast. EPM - povodné nast.
0,42912 0,42912 0,42912 0,42913 0,42922
0 1,85071E-10 8,71260E-11 2,41800E-04 1,75985E-06
0,41694 0,41694 0,41693 0,41672 0,41683
0 1,77480E-10  3,30049E-10 6,43480E-06 1,88320E-06

Tabulka 2: Porovnanie optimdlneho & s rieseniami IPM a EPM pre nase aj povodné nasta-

venia
Metdda Vipoctovy cas (v sekundach) || & — a2 ||a | (f(&) — f(z) |
IPM - nase nast. 0,400264 6,76600E-09  5,80629E-10
EPM - nase nast. 9,423279 7,23878E-07 1,63640E-08
IPM - pov. nast. 0,594605 3,23364E-04 2,69036E-04
EPM - pov. nast. 7,950172 1,42164E-04 3,22866E-07

Tabulka 3: Porovnanie IPM a EPM pre naSe aj povodné nastavenia na ilustrativnom

priklade

funkcie f(#) st uvedené v tabulke (3). Obe metédy sme spustili po 10 krét pre kazdé
nastavenia.

MoéZeme si v&imnit, Ze uz na priklade malych rozmerov je vidno znaény rozdiel
vypoctovych ¢asov medzi metédami IPM a EPM. Ked porovname nase a povodné na-
stavenia pre metodu EPM vidime, ze vypoctovy cas sa pre povodné nastavenia znizil
(¢o je dosledkom mensej pozadovanej presnosti riesenia) avSak riesenie je dalej od
optimélneho. Pri metéde IPM je vidno vyrazny rozdiel v presnosti najdeného riesenia
pre nase a povodné nastavenia v prospech nasich nastaveni. Vypoctovy cas sa pre
povodné nastavenia paradoxne zvysil, ¢o je dosledok potreby pocitat gradienty a Hes-
sovu maticu. Dalsie numerické experimenty budeme teda vykondvat s nasimi nastave-

niami.

3.6 Porovnanie algoritmov

V tejto casti porovname algoritmy IPM a EPM pri rieseni tloh (9) generovanych po-

mocou vytvoreného generatora vzhladom na rozny pocet akcii n a rozne poziadavky na
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minimalnu pestrost portfélia m;. Zameriame sa na ¢as chodu programu, vzdialenost

od optimalneho riesenia a funkénej hodnoty v optimalnom rieseni.

3.6.1 Porovnanie vzhladom na rozmer tloh n

Porovnanie algoritmov vzhladom na rézny pocet akcii n, z ktorych, resp. z ktorych casti
vytvarame portfolio sme realizovali pre parametrizované hodnoty m = g am, = ln_()
Hodnoty n sme uvazovali rovné 10, 20, 50, 100 a 200. Pre kazdé z nich sme vygene-
rovali 50 roznych tloh (9) a pre kazdu tlohu sme oba algoritmy spustali po 10 krat.
Vzdialenost néjdeného riesenia z* od optimalneho riesenia # 1lohy sme vyjadrili cez
Euklidovski normu a vzdialenosti ich funkénych hodnot cez absolitnu hodnotu.
Obrazok 1 zachytava porovnanie metdéd pre n = 10 na jednotlivych tlohach. Pres-
nost néjdenych rieseni je pre oba algoritmy porovnatelnd, ¢o mozno vidiet aj v tabulke
4. Co sa vypoctového casu tyka, algoritmus IPM bol tlohy schopny vypocitat v prie-

mere priblizne 36 krat rychlejsie.

25 2,50E-06

20 2,00E-06
. WMM —_—
10 1,00E-06

5 5,00-07

0 0,00E+00
135 7 9111315171921 232527 2931333537394143454749 135 7 9111315171921 232527 2931333537394143454749

e EPM: €85 s IPM: E25 e EPIVI K e | PIVI 3

2,50E-06
2,00E-06
1,50E-06
1,00E-06
5,00E-07

0,00E+00
135 7 91113151719212325272931333537394143454749

e EPM: fx) = IPME: {3}

Obr. 1: Porovnanie IPM (oranzovd) a EPM (modrd) pre n = 10, m = 5 a m; = 1. Hore

vpravo: ¢as, hore vlavo: || & — 2* ||, dolu: | (f(&) — f(x*) |.

Pre n = 20 uz zacina byt o ¢osi presnejsi algoritmus IPM, pricom jeho naro¢nost

na vypocétovy cas sa v priemere zvysila len o necelych 0,2 sekundy. Na druhej strane

40



3.6 Porovnanie algoritmov

Metéda Vypoctovy cas [s] || 2 — 2% [l2 | (f(2) — f(z¥) |
IPM 0,44148 1,1608E-07 2,0545E-07
EPM 15,91466 1,7390E-07 2,2349E-07

Tabulka 4: Porovnanie priemernych hodndt IPM a EPM pre n = 10

algoritmus EPM potrebuje takmer dvojnasobok vypoctového ¢asu. Na obrazku 2 vidno,
ze v 44-tej ilohe sa algoritmus EPM vyraznejsie vzdialil od optimélneho Z, preto sme
uviedli aj porovnanie bez tohto outliera. Tak isto v tabulke 5 uvddzame priemerné

hodnoty aj bez tlohy 44 pre algoritmus EPM.

n=20 n=20
40 1,40E-03
35 1,20E-03
0 1,00E-03
25
8,00E-04
20
N 6,00E-04
15
10 4,00E-04
5 2,00E-04
0 0,00E+00
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1,00E-05
0,00E+00 0,00E+00
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——EPM:x = IPM:x ——EPM: f(x)  ——lPM: f(x)

Obr. 2: Porovnanie IPM (oranzovd) a EPM (modra) pre n = 20, m = 10 a m; = 2. Hore

vpravo: ¢as, hore vlavo: | & — z* |2, dolu vpravo: | & — 2 |2 bez outliera, dolu vlavo:

| (f(@) = f(=") |-

V pripade n = 50 nastal vyraznejsi narast v hodnote vypoctového ¢asu pre metédu
IPM, o viac ako trojnésobok, ¢o dokonca prekonalo aj pomerny narast vypoctového
¢asu metédy EPM. Na obrazku 3 mozeme pozorovat stdle viicsie zaostdvanie metody
EPM ¢o sa presnosti rieSenia aj hodnoty ucelovej funkcie tyka. V priemere je ale
hodnota tuc¢elovej funkcie pre riesenie vypocitané metédou EPM stéale relativne blizko

optimdlnej hodnote tcelovej funkcie, ako to zachytdva tabulka 6. V porovnani s prie-
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3.6 Porovnanie algoritmov

Metdda Vypoctovy cas [s] || & —aF||o | (f(2) — f(z) |
IPM 0,62365 6,4891E-07 8,6569E-07
EPM 29,96634 2,9146E-05 4,1773E-06
EPM bez outliera 29,85678 4,9277E-06 2,4261E-06

Tabulka 5: Porovnanie priemernych hodnoét IPM, EPM a EPM bez outliera pre n = 20

mernymi presnostami pre n = 20 doglo k ich poklesu u oboch metéd. Vyraznejsi pokles

k

priemernej presnosti ndjdenych rieSeni x” u metédy IPM je sposobeny jednym outlie-

rom, preto tabulka 6 zachytdva priemernt presnost aj po jeho odstraneni.
n=50 n=50

120
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20
o A\

1 3 5 7 9 111315171921 23 25 27 29 31 33 35 37 30 41 43 45 47 49 1357 51113151715213335373531333537354143454748
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1,00E-04

5,00E-05

0,00E+00
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Obr. 3: Porovnanie IPM (oranzovd) a EPM (modra) pre n = 50, m = 25 a m; = 5. Hore

vpravo: ¢as, hore vlavo: || & — 2% ||, dolu: | (f(&) — f(z*) |.

V&csi pomerny narast vypoctového casu u metédy IPM pretrvava aj pre n = 100 o
viac ako 3,5 nasobok, zatial ¢o u EPM je to o menej ako 2,5 ndsobok. V absoltitnych
hodnotach je vSsak v priemere IPM rychlejsia o takmer 3,5 mintty, ako to vidno v
tabulke 7. Dalej si mézeme vsimnut, Ze oproti n = 50 sa u metédy IPM zvysila prie-
mernd presnost najdeného x*, éo véak bolo sposobené outlierom pri n = 50. Z obrazku
4 vidno vyraznejsi rozdiel medzi presnostou algoritmov v prospech IPM. Moézeme si

v8imnut, vyrazny pokles presnosti u metédy EPM oproti pripadu n = 50. Z porovnania

42



3.6 Porovnanie algoritmov

Metdda Vypoctovy cas [s] || & — % |lo | (f(2) — f(z*) |
IPM 2,09035 1,2077E-05 2,5225E-06
IPM bez outliera 2,10324 1,5815E-06 2,5553E-06
EPM 87,85302 3,1245E-04 8,8403E-05

Tabulka 6: Porovnanie priemernych hodnét IPM, IPM bez outliera a EPM pre n = 50

je zjavné, ze metéda IPM zacéina byt podstatne lepsia ako metéda EPM pre zvysujtice

sa n.

n=100 n=100

300 9,00e-02

B,00E-02
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7,00e-02
200 6,00E-02

5,00E-02
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4,00E-02
100 3,00€-02

2,00€-02
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1,00e-02
0

0,00E+00
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Obr. 4: Porovnanie IPM (oranzova) a EPM (modrd) pre n = 100, m = 50 a m; = 10. Hore

vpravo: ¢as, hore vlavo: || & — 2% ||, dolu: | (f(&) — f(zF) |.

Aj pre n = 200 je zjavné, ze metéda IPM je vyrazne lepsia, napriek tomu, ze sa jej
vypoétovy ¢as viac ako spiatndsobil. Priemernd presnost oboch metéd, ktord zachytéva
tabulka 8 sa len o malo zhorsila oproti pripadu n = 100. Pre metédu IPM, narozdiel
od EPM, to znamen4 stdle vysoki presnost.

Histogramy ¢asu, odchylky néjdeného rieSenia od optimdlneho || & — z* ||z, ako
aj ucelovych hodnot | (f(2) — f(2*) | pre vietky pouzité n a obe metédy, na ktorych
mozeme lepsie sledovat outlierov, ako aj rozmiestnenie hodnot a ich zmeny so zvySujicim

sa n su dostupné v prilohe B.
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3.6 Porovnanie algoritmov

Metéda Vypoctovy cas [s] || 2 — 2% [l2 | (f(2) — f(z¥) |
IPM 2,09035 1,2077E-05 2,5225E-06
EPM 87,85302 3,1245E-04 8,8403E-05

Tabulka 7: Porovnanie priemernych hodnot IPM a EPM pre n = 100

n=200 n=200
50 0,14
400 012
250 V\/MVVV-WV—
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Obr. 5: Porovnanie IPM (oranzova) a EPM (modra) pre n = 200, m = 100 a m; = 20. Hore

vpravo: ¢as, hore vlavo: || & — 2* |2, dolu: | (f(&) — f(x*) |.

7Z porovnania pre rozne hodnoty n z ¢asového hladiska vychddza lepsie metéda IPM.
Metéda EPM mala sice pre nizke hodnoty porovnatelni, obéas dokonca vyssiu presnost
najdeného rieSenia aj ucelovej funkcie, avsak so zvysujicou sa hodnotou n ¢oraz viac

zaostava za metdédou IPM.

Metéda  Vypoctovy cas [s] || & —aF |lo | (f(2) — f(2*) |
IPM 4226286 1,0731E-05 1,3212E-05
EPM 367,13660 4,3853E-02 5,9152E-01

Tabulka 8: Porovnanie priemernych hodnot IPM a EPM pre n = 200
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3.6 Porovnanie algoritmov

m;  Metéda Vypoctovy cas [s] || & —aF || | (f(2) — f(aF) |
1 IPM 1,24766 2,4180E-07 3,8834E-07
EPM 84,79721 2,6795E-06 3,7302E-06
5 IPM 2,09035 1,2077E-05 2,5225E-06
EPM 87,85302 3,1245E-04 8,8403E-05
10 IPM 1,74655 6,1443E-06 7,9783E-07
EPM 88,07031 2,0090E-03 2,5758E-04
20 IPM 2,76529 1,9689E-05 4,1518E-07
EPM 84,35367 3,1664E-03 2,8242E-04
35 IPM 0,49774 1,56245E-05 5,4093E-08
EPM 76,25783 1,2587E-03 1,8610E-04
50 IPM 3,49793 3,2322E-08 4,5975E-14
EPM 61,56393 2,4154E-03 9,0660E-04

Tabulka 9: Porovnanie priemernych hodnot IPM a EPM pre rozne hodnoty m;

3.6.2 Porovnanie vzhladom na poziadavku pestrosti portfélia m;

Porovnanie v predchddzajicej ¢asti naznacilo, Zze metéda IPM by mala byt vhodnejsou
na rieSenie uloh (9). V tejto Casti sa preto viac zameriame na nu. Pre ucely porovnania
metéd vzhladom na rozne hodnoty m; sme si zvolili n = 50, m = 25 a m; = 1,
10, 20, 35, 50, ked'ze pre m; = 5 sme porovnanie realizovali v predchadzajicej ¢asti.
Rovnako sme generovali 50 prikladov pre kazdu hodnotu m; a oba algoritmy sme
spustali po 10 krat kazdy. Porovnanie ¢asov behu oboch programov, ako aj vzdialenosti
nimi néjdeného riesenia z* od optimalneho # a ti¢elovych funkcii pre jednotlivé hodnoty
m; spolu s hodnotami pre m; = 5 z predchddzajicej ¢asti zachytdva tabulka 9. Mozeme
si vSimnut zaujimavy vyvoj vypoctového casu metédy EPM, ktory sa zo zaciatku s
vzrastajicim my zvySoval, no od hodnoty m; = 10 sa zacal zniZzovat a pre m; = 35 a 50
je dokonca nizsi ako pre m; = 1. Vypoctovy cas pri metode IPM pre hodnoty m; = 20,
35 a 50 je vyrazne ovplyvneny pritomnostou zopar outlierov, ako je to vidno na obrazku

6. Co sa priemernej presnosti riedenia a odchylky od optimélnej tcelovej funkcie tyka, z
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3.6 Porovnanie algoritmov
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Obr. 6: Porovnanie vypoc¢tového c¢asu IPM (oranzovd) a EPM (modrd) pre rézne hodnoty

my, n =950 am=25.

tabulky 9 vidime, Ze metéda IPM je vyrazne lepsou ako EPM od m; = 10. Pre m; = 50
dosahuje metéda IPM najvyssiu presnost. Odchylky od optimdlnej hodnoty déelove;
funkcie pri pouziti metédy IPM pre jednotlivé my zachytéava obrazok 7. Vidno na nom,
7e odchylka od tcelovej funkcie je vzdy mensia ako 10° pre vsetky hodnoty m;.

Z oboch porovnani metéd IPM a EPM, vzhladom na rozne n a m; vidime, Ze pre
ich nizke hodnoty st obe metédy porovnatelné ¢o sa presnosti tyka, metéda EPM je
dokonca v zopdr pripadoch vyrazne presnejSou. So vzrastajicim n a m, vsak presnost
metédy EPM klesd, zatial ¢o metéda IPM dosahuje porovnatelni az viésiu presnost.
Co sa velkosti potrebného vypoctového ¢asu tyka, metéda IPM je niekolkondsobne
rychlejsia vo vsetkych pripadoch. Z porovnani je teda zjavné, ze IPM je vhodnejSou

metédou pre potreby zovieobecneného Markowitzovho modelu (9). Dalsie numerické
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3.7 Vplyv poziadavky na pestrost portfdlia na vynos a riziko
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Obr. 7: Odchylka od optimalnej hodnoty ticelovej funkcie | (f(2) — f(z*) | metédy IPM pre

rozne hodnoty mj, n = 50 a m = 25.

experimenty preto budeme uskutociiovat pouzitim metédy IPM.

3.7 Vplyv poziadavky na pestrost portfélia na vynos a riziko

V tejto ¢asti sme otestovali vplyv zmien poziadavky na pestrost, ktort sme navrhli a
zaclenili do prostredia Markowitzovho modelu, na stredni hodnotu vynosu portfélia
(dalej len vynos) a smerodajni odchylku vynosu portfélia (d'alej len riziko). Na overe-
nie vplyvu poziadavky na pestrost na vynos a riziko sme pomocou generatora vytvorili
ulohy (9) so zadanym m;, ktoré sme nasledne zvysSovali a sledovali sme vynos a ri-
ziko novovzniknutych portfélii spfﬁajﬁcich prisnejsiu podmienku na pestrost. Nakolko
ohrani¢enie d’z = 1 v spojeni s kvadratickym ohrani¢enim 27Dz < — vyrazne

my
zmen$uju mnozinu pripustnych rieSeni lohy (9), pre m; = n dokonca na jednobo-
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3.7 Vplyv poziadavky na pestrost portfélia na vynos a riziko

0 5 10
n

20 50 28 -
100 50 27 20

Tabulka 10: Pocet tiloh vyriesenych az do mj = (n — 1) pre rozne n a m

dovt, velké mnozstvo ohraniceni Az < b moze rychlejsie viest k zmenseniu mnoziny
pripustnych rieseni na jednobodovi, az prazdnu. Metéda vnitorného bodu potom nie je
schopnd n4jst rieSenie takejto 1lohy. Preto sme zvolili v experimentoch niZsie hodnoty
m a optimalizaciu sme zastavovali ak metéda IPM nenasla optimum.

Experimenty sme realizovali pre n = 50, m; =5, m =0 a 5 an = 100, m; = 10,
m =0, 5 a 10. Pre kazdi kombindciu sme vygenerovali sadu 50 1loh (9). Hodnotu m,
sme zvySovali v kazdej vygenerovanej tilohe po jednej az do (n — 1). Algoritmus IPM
sme spustali pokym nenasiel optimum, najviac vsak 20 krat pre kazdé m,. V prvom
behu sa pre urychlenie vypoctov vyuzivalo riesenie & z predchadzajicej etapy ako
Startovaci vektor a v d’alsich behoch, ak algoritmus IPM nenasiel optimum, ndhodny
vektor. V pripade, ak pre dané m; algoritmus IPM ani po 20 behoch nenasiel optimum,
optimalizaciu sme zastavovali. Pocet iterdcii v nastaveniach algoritmu sme znizili na
200, o priblizne 150 viac ako priemerny pocet iteracii v pripade najdenia optima, ¢o
vyrazne urychlilo vypocty.

Z 50 uloh vygenerovanych pre kazdu uvedent kombinéciu n, m; a m sme vybrali tie,
pre ktoré algoritmus IPM nasiel optimalne riesenia az po m; = (n — 1). Ich konkrétne
pocty st uvedené v tabulke 14. Mozeme si vSimntt pokles poctu tloh, vyrieSenych az
do konca, so vzrastajicim m. Dalej sme pracovali len s tymito.

Pre vsetky zvolené kombinacie n, m; a m sme vypocitali priemerné riziko a vynos
ako aj ich relativne zmeny z tloh, ktorych pocty st uvedené v tabulke 14, pre kazdu
hodnotu m; od pociatoéného az po (n — 1). Tabulka 11 obsahuje uvedené tdaje pre
n = 50, avSak len pre kazdé piate m;. Obdobné tabulka pre n = 100 je uvedens v
prilohe C. MéZeme si v&imnit, Ze k najvyraznejsiemu poklesu rizika dochddza medzi
m1 = 5 a 10. V pripade vynosu je opac¢ny trend. Vyvoj priemernych hodnot rizika a

vynosu, ako aj ich zmien pre vSetky hodnoty m; prezentujeme na nasledujucich grafoch.
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3.7 Vplyv poziadavky na pestrost portfélia na vynos a riziko

m=20 m=2>5

my Riziko A rizika Vynos A vynosu || Riziko A rizika Vynos A vynosu
5 0,0842 0,7479 0,0826 0,9271

10 0,0451 -0,1066 0,6187  -0,0338 | 0,0458 -0,1079 0,8003  -0,0265
15 0,0294 -0,0697 0,5295  -0,0292 | 0,0296 -0,0709 0,7096  -0,0226
25 0,0172 -0,0417 0,3968  -0,0290 || 0,0173 -0,0418 0,5672  -0,0240
30 0,0143 -0,0344 0,3400 -0,0315 | 0,0143 -0,0344 0,4972  -0,0267
35 0,0122 -0,0292 0,2865 -0,0354 || 0,0122 -0,0297 0,4305 -0,0298
40 0,0106 -0,0255 0,2343  -0,0429 || 0,0106 -0,0258 0,3611  -0,0379
45 0,0094 -0,0226 0,1779  -0,0640 | 0,0094 -0,0231 0,2841  -0,0557

Tabulka 11: Porovnanie priemerného vynosu, rizika a ich relativnych zmien pri zmene m;
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Obr. 8: Priemerny vynos, riziko a ich relativne zmeny pre n = 50 a m = 0.

Mobzeme si v&imnut, Ze krivky vynosov a rizik, ako aj ich zmien maji velmi podobny
tvar pre vSetky zvolené kombinacie n, m; a m. Z obrazkov 8, 9, 10, 11 a 12 vidime, ze
pre vécsie hodnoty n a m sa relativne zmeny vynosov pre mensie m; ¢oraz viac blizia k

nule a ich neskorsi pokles je ¢oraz strmsi. Dalej si mézeme na obrazkoch vimnit, ze vo
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3.7 Vplyv poziadavky na pestrost portfdlia na vynos a riziko

07
06
05
04
03
02
01

vietkych pripadoch je pokles rizika zo zaciatku vyrazny, avsak rychlo sa spomaluje. V
pripade vynosu je zo zaciatku miernejsi pokles, ktory sa d'alej relativne stabilizuje, no
na konci je uz op#t prudsi. Krivky vynosov a rizik sa vo vietkych pripadoch spravaji

ocakdvane, teda ¢im prisnejsia poziadavka na pestrost portfélia, tym nizsie riziko, ale aj

m=5 m=5
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Obr. 9: Priemerny vynos, riziko a ich relativne zmeny pre n = 50 a m = 5.
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Obr. 10: Priemerny vynos, riziko a ich relativne zmeny pre n = 100 a m = 0.
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Obr. 11: Priemerny vynos, riziko a ich relativne zmeny pre n = 100 a m = 5.
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Obr. 12: Priemerny vynos, riziko a ich relativne zmeny pre n = 100 a m = 10.

nizsi zisk, pricom pridavanie akcii ma pri ich mensom pocte vécsi vplyv na znizovanie
rizika. Dalej je teda uz len na investorovi zvolit si podla svojho uvéZenia prijatelny
"trade-off’medzi poklesom rizika a poklesom oc¢akavanej hodnoty vynosu a tym aj

finalne portfélio.
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Zaver

Za ciel prace sme si zvolili formulovanie kvantitativnej poziadavky na pestrost portfélia,
ktori sme vyjadrili konvexnym kvadratickym ohrani¢enim (7) v Markowitzovom mo-
deli s linedrnymi transakénymi nakladmi. Dalej bolo nagim cielom navrhnutie metédy
rieSenia modelu, kde z porovnavanych metéd IPM a EPM vysla vhodnejsie metdda
IPM, ako aj sledovanie vplyvu zmeny ohrani¢enia na pestrost portfélia na stredni
hodnotu oc¢akdvaného vynosu portfélia a riziko, dané velkostou smerodajnej odchylky
vynosu portfélia, v numerickych experimentoch, ktorych vystupy sa nachadzaju v po-
slednej casti tretej kapitoly.

V préci sme sa venovali formuldcii spominanej kvantitativnej poziadavky na pestrost
portfélia v Markowitzovom modeli. Uviedli sme tri pouzivané formuldcie Markowit-
zovho modelu optimalizdcie portfdlia, z ktorych sme d'alej v praci pouzivali model (1)
maximalizacie strednej hodnoty ocakavaného vynosu portfélia. Struéne sme sa venovali
diverzifikdcii portfélia v literattre, popisali sme kvantitativnu poziadavku na pestrost
portfélia a navrhli sme ohrani¢enia na pestrost (5), ktoré vsak neboli konvexné. Formu-
lovali sme Markowitzov model (9) zovseobecneny o linedrne transakéné néklady a kvan-
titativnu poziadavku na minimdlnu pestrost portfélia, ktord sme sformulovali v tvare
konvexného ohranicenia (7), ¢o sme dalej teoreticky zdovodnili. Uviedli sme tpravu
Markowitzovho modelu (9) standardnou metédou I. fazy pouzivanou v linedrnom prog-
ramovani kvoli lahsiemu stanoveniu pripustného riesenia pre metédu IPM. Popisali sme
optimalizacnu funkciu vstupujicu do metédy EPM, ako aj urcenie hodnoty penalty. V
kratkosti sme spomenuli evolucné algoritmy, ktoré sme pre vicsie rozmery n nelspesne
aplikovali na model (1) rozsireny o transakéné ndklady a ohranic¢enia na pestrost (5), ¢o
vSak v tejto praci konkrétnejsie nepopisujeme. Pomocou Kuhn-Tuckerovych podmie-
nok optimality ako aj ohrani¢eni na konzistentnost sme navrhli a vytvorili generator
uloh (9). Popisali sme prisposobenie programov IPM a EPM v programovacom ja-
zyku MATLAB na zovseobecneny Markowitzov model (9). Vystupy generétora, ako
aj optimalizaciu pomocou prisposobenych programov IPM a EPM sme ilustrovali na
priklade malych rozmerov. Dalej sme porovnali metédy IPM a EPM pri rieseni vyge-
nerovanych iloh (9) pre meniace sa rozmery n a my, z ¢oho bolo zjavné, ze metdda

IPM je vhodnejSou na ich rieSenie. Na zaver sme skiimali zmeny vynosu a rizika pri
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zvysovani hodnoty poziadavky na pestrost m; vo vygenerovanych tlohdch, pre nizsi
pocet ohranic¢eni Az < b, t.j. nizsie hodnoty m, ked'ze pre viicsie m sa zmensovala
mnozina pripustnych rieseni, dokonca mohla byt v niektorych pripadoch pre vyssie
hodnoty m; prazdna.

Prinosom tejto prace je formulacia kvantitativneho ohrani¢enia na minimalnu pes-
trost portfélia (7) v tvare konvexného ohrani¢enia v Markowitzovom modeli s linedrnymi
transakcnymi nédkladmi, ktora poskytuje investorom nastroj na lepsiu regulaciu ”trade-
off’—u medzi vynosom a rizikom v portféli, porovnanie metod IPM a EPM pri rieseni
zovseobecneného Markowitzovho modelu (9), ako aj numerické demonstrovanie vplyvu

poziadavky na pestrost na zmenu vynosu a rizika portfélia.
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Generator tloh
function[c,d,A,b,Q,sigma2,ml,x,u,v]=Generator(m,n,1)
x=zeros(n,1);
d=zeros(n,1);
while length(x(x>0))<ml
i=randi([1 n],1,1);
d(i)=1+0.2%rand (1) ;
x(1)=1/(m1*d(1));
end
for i=1:n
if (d(i)==0)
d(i)=1+0.2%rand (1) ;
end
end
rep=1;
while rep==
Q=diag(rand(n,1));
pom1=Q\d;
sigmamin=1/(d’*poml) ;
sigma2=x’*(Q*x;
if sigma2<sigmamin
rep=1;
else
rep=0;
end
end
V=zeros(n,1);
for i=1:n
if (x(i)==0)
V(i)=rand(1);
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end
end
if m<=n
u kladne=randi([0 m],1,1);
else
u_kladne=randi([0 n],1,1);
end
u=[zeros(m,1);rand(2,1)];
while length(u(u(1:m)>0))<u kladne
i=randi([1 m],1,1);
u(i)=rand(1);
end
A=randi([-4,4],m,n);
if m<=n
while rank(A)<m
A=randi([-4,4] ,m,n);
end
else
while rank(A)<n
A=randi([-4,4],m,n);
end
end
pom2=A*x;
b=zeros(m,1);
for i=1:m
if (u(i)==0)
b(i)=pom2(i)+5*rand(1);
else
b(i)=pom2(i);
end

end
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v=rand(1);
D=diag(d."2);
c=-V+[A’,2%Q*x, 2*D*x] *u+v*d;

end

IPM
Uéelové funkcia

function [y,grady] = obj_ipm(z,c_new)

y = —c._new’x*z;
grady = —-c_new;
end

Nelinedrne ohranicenia

function [y,yeq,grady,gradyeq] = nonlin constr(z,H,k,p)

j = length(H);

y
for i = 1:j

zeros(1,j);

y(i) = z’*Hixz + ki’*z + pi;
end

yeq = [1;

grady = zeros(length(z),j);

for i = 1:j

grady(:,i) = 2xHixz + ki;
end
gradyeq = [1;

end

Hessova matica
function hess = hessian(lambda,H)
n=length(H1);
hess = zeros(n);

j = length(H);
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for i = 1:j
hess = hess + lambda.ineqnonlin(i)*Hi;
end

end

IPM

z0=[rand(n,1);1];

clear H

clear k

clear p

H1=([[Q,zeros(n,1)];zeros(1,n+1)]+[[zeros(n,n),zeros(n,1)];...

[zeros(1,n),sigma2-z0’*[[Q,zeros(n,1)];zeros(1,n+1)]1*z0]]);

kl=zeros(n+1,1);

pl=-sigma2;

if m1 =0
H2=([[D,zeros(n,1)];zeros(1,n+1)]+[[zeros(n,n) ,zeros(n,1)];...
[zeros(1,n), (1/m1)-z0’*[[D,zeros(n,1)];zeros(1,n+1)]1*z0]11);
k2=zeros(n+1,1);
p2=-(1/m1);

end

options = optimoptions(@fmincon,’Algorithm’,’interior-point’,...
’Grad0bj’,’on’,’GradConstr’,’on’, ’Hessian’,’user-supplied’, ...
’HessFen’ ,0@(z,lambda)hessian(lambda,H), ’TolFun’,1le-14,’TolCon’, ...
le-14,’MaxIter’,100000, ’MaxFunEvals’, 10000, ’TolX’,1e-14, ...
’Display’,’off’);

fun = @(z)obj_ipm(z, [c;-10710]);

nonlconstr = (z)nonlin constr(z,H,k,p);

[z,fval,eflag,output,lambda] = fmincon(fun,z0, [A,zeros(m,1)]+...
[zeros(m,n) ,b-A*xz0(1:(end-1))],b,[d’,0]+[zeros(1,n),1-d’*. ..

z0(1:(end-1))]1,1,zeros(n+1,1), [],nonlconstr,options);
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EPM

Ucelové funkcia ¢y ()
function [y] = obj_epm(z,c,d,A,b,Q,sigma2,m1,D,r)
m=size(A,1);
n=size(z,1);
g=zeros (m+n+3,1);
g(1:m)=A*z-b;
g(m+1:m+n)=-z;
g(m+n+1)=abs(d’*z-1);
g(m+n+2)=z’*Q*z-sigma?2;
g(m+n+3)=z’*D*z-(1/m1) ;
ohr=0;
for i=1:m+n+3

ohr=ohr+max(0,g(i))~2;

end
y = —-c’*z+r*ohr;

end

EPM

z0=rand(n,1);

options = optimoptions(@fminunc,’Algorithm’,’quasi-newton’,’TolFun’,...

le-14,°’MaxIter’,100000, ’MaxFunEvals’, 10000, ’TolX’,1e-14, ...

’Display’,’off’);

r=1;

ro=3;

maxetapa=200;

for etapa=1:maxetapa
fun = @(z)obj_epm(z,c,d,A,b,Q,sigma2,m1,D,r);
[z,fval,eflag,output,lambdal = fminunc(fun,z0,options);
z0=z;

T=TO*T;
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end
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Priloha B

V tejto prilohe uvadzame histogramy casu, odchylky najdeného riesenia od optimalneho
| & — 2% |2, ako aj icelovych hodnét | (f(2) — f(«*) | pre vietky pouzité n = 5, 10,
20, 50 a 100, m = n am; = ﬁ, pre metody IPM a EPM
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Obr. A.13: Porovnanie vypoc¢tového ¢asu metédou IPM pre rozne velkosti n, m = 5 @
n
my = —.
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Obr. A.14: Porovnanie vypoctového ¢asu metédou EPM pre rozne velkosti n, m =
n
mp = —.
10
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Obr. A.15: Porovnanie odchylky od optimélneho riesenia || & — z* || metédou IPM pre
n

. . n
rozne velkosti n, m = 5 &m = g5
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Obr. A.16: Porovnanie odchylky od optimélneho rieenia || # — z* || metédou EPM pre
n

. . n
rozne velkosti n, m = 5 &m= g5
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Obr. A.17: Porovnanie odchylky od optimalneho hodnoty ticelovej funkcie | (f(2) — f(z¥) |

metédou IPM pre rozne velkosti n, m =
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Obr. A.18: Porovnanie odchylky od optimalneho hodnoty ticelovej funkcie | (f(2) — f(z¥) |
n

n
metédou EPM pre rozne velkosti n, m = 5 &M= oo

67



Priloha C

Priloha C

Této priloha obsahuje porovnanie priemerného vynosu, rizika a ich zmien z tloh (9)

rozmerov n = 100, m; = 10, m = 0, 5 a 10, pre ktoré sme pozadovanti pestrost portfélia

my zvySovali po jednej az po (n — 1) a riesili ich metédou IPM. Z 50 vygenerovanych

uloh (9) pre kazdi kombindciu rozmerov n, m; a m sme do porovnania vybrali len tie,

pre ktoré algoritmus IPM nasiel rieSenia az po m; = (n — 1). Pre lepsiu ¢itatelnost st

uvedené hodnoty porovnani len pre kazdé piate m;.

m =0

my Riziko A rizika Vynos A vynosu
10 0,0429 0,6362

15 0,0307 -0,0735 0,5937 -0,0141
20 0,0224 -0,0540 0,5546 -0,0132
25 0,0177 -0,0429 0,5202 -0,0125
30 0,0145 -0,0354 04891  -0,0122
35 0,0123 -0,0302 0,4601 -0,0121
40 0,0107 -0,0264 0,4328  -0,0122
45 0,0095 -0,0233 0,4067 -0,0125
50 0,0085 -0,0209 0,3813 -0,0130
55 0,0077 -0,0188 0,3564 -0,0137
60 0,0070 -0,0171 0,3319 -0,0144
65 0,0065 -0,0157 0,3079  -0,0153
70 0,0060 -0,0146 0,2841 -0,0164
75 0,0056 -0,0136 0,2605 -0,0178
80 0,0052 -0,0127 0,2367 -0,0198
85 10,0049 -0,0120 0,2122 -0,0232
90 0,0046 -0,0113 0,1855 -0,0293
95 0,0044 -0,0106 0,1535 -0,0445

Tabulka 12: Porovnanie priemerného vynosu, rizika a ich relativnych zmien pri zmene m,

pren=100am =20
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m=2>5

my Riziko A rizika Vynos A vynosu

10 0,0417 0,7913
15 0,296 -0,0716 0,7519  -0,0102
20 0,0217 -0,0529 0,7163  -0,0094
25 0,0172 -0,0418 0,6842  -0,0090
30 0,0142 -0,0342 0,6544 -0,0088
35 0,0122 -0,0293 0,6262 -0,0088
40 0,0106 -0,0255 0,5991  -0,0089
45 0,0094 -0,0226 0,5725  -0,0091
50 0,0085 -0,0203 0,5462  -0,0096
55 0,0077 -0,0182 0,5190 -0,0106
60 0,0070 -0,0167 0,914 -0,0111
65 0,0065 -0,0154 0,4638 -0,0118
70 0,0060 -0,0143 0,4360  -0,0125
75 0,0056 -0,0134 0,4083  -0,0134
80 0,0053 -0,0125 0,3803 -0,0146
85 0,0050 -0,0118 0,3512 -0,0167
90 0,0047 -0,0112 10,3192  -0,0208
95 0,0044 -0,0105 0,2776  -0,0347

Tabulka 13: Porovnanie priemerného vynosu, rizika a ich relativnych zmien pri zmene m,

pren=100am =25
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m = 10

my Riziko A rizika Vynos A vynosu

10 0,0413 0,9648
15 0,298 -0,0711 0,9272  -0,0082
20 0,0220 -0,0525 0,8907  -0,0079
25 0,0174 -0,0426 08564 -0,0077
30 0,0143 -0,0349 0,8241  -0,0076
35 0,0122 -0,0294 0,7934  -0,0076
40 10,0106 -0,0255 0,7632  -0,0079
45 0,0094 -0,0224 0,7327  -0,0084
50 0,0085 -0,0204 0,6977 -0,0111
55 0,0077 -0,0187 0,6577 -0,0121
60 0,0070 -0,0171 0,6175 -0,0128
65 0,0065 -0,0157 0,5771 -0,0139
70 0,0060 -0,0145 0,5353  -0,0156
75 0,0056 -0,0135 04922 -0,0174
80 0,0053 -0,0127 0,4468 -0,0206
85 10,0049 -0,0117 0,3947 -0,0276
90 10,0047 -0,0113 0,3306 -0,0407
95 0,0044 -0,0107 0,2493  -0,0683

Tabulka 14: Porovnanie priemerného vynosu, rizika a ich relativnych zmien pri zmene m,

pre n =100 a m =10
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