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Abstrakt v statnom jazyku

IRING, Andrej: Vlastnosti spektrahedralnych mnozin a ich aplikacie v nelinearnej opti-
malizécii [Diplomova pracal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky,
fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; Skolitel: prof. RNDr.
Daniel Sevéovié, CSc, Bratislava, 2016, 58 s.

V naSej praci sa venujeme sposobu ako aproximovat spektrahedrilne mnoziny, t.j.
mnoziny zadané pomocou maticovych nerovnosti, pomocou polyhedridlnych mnozin.
Jednym z cielov nasej prace je skonstruovat algoritmus, ktory bude riesit Standardni
ulohu semidefinitného programovania, pomocou série tiloh linedrneho programovania,
dalsim cielom je navrhnut algoritmus, ktory by riesil dlohy so zloZitejSou tucelovou

funkciou, a jeho implementacia.

Krlacové slova: Spektrahedralne mnoziny, Linearne programovanie, Semidefinitné

programovanie, Kladna semidefinitnost matic



Abstract

IRING, Andrej: Spectrahedral sets and their applications in nonlinear optimization
[Master’s thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics
and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: prof.

RNDr. Daniel Sevéovié, CSc., Bratislava, 2016, 58 s.

In our work we propose a method to approximate spektrahedral set, i.e. a set which
is specified by matrix inequalities, using just polyhedral sets. Our aim is to construct
an algorithm that will solve standart task of semidefinite programming, using series of
linear programming problems. Another objective of our work is to design an algorithm

that would address optimization problem with a more complex objective function.

Keywords: Spectrahedron, Linear programming, Quadratic programming,

Semidefinite programming, Positive-semidefinite matrix
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UVOD UVOD

Uvod

Matematicka optimalizacia a najméa semidefinitné programovanie v dnesnej dobe nado-
buda stéle viacej na vyznamnosti. Tento druh matematickej optimalizacie je vo velkom
pouzivany v technologickych odvetviach, statistickych oboroch a ekonémii. Hoci st vy-
tvorené znacne efektivne metddy na rieSenie tiloh semidefinitného programovania, stale
st veI'mi limitované zlozitostou uloh, a preto je potrebny vyskum tychto tloh, aby sme
boli schopni skonstruovat algoritmy na rieSenie aj zna¢ne velkych a zlozitych uloh. V
nasej praci sa budeme venovat aproximacii mnozin pripustnych rieSeni, v Standardnej
tlohe semidefinitného programovania, pomocou jednoduchsich mnozin, konkrétne po-
mocou polyhedrilnych mnozin. Touto problematikou sa uz zaoberala dizerta¢né praca
K. Sivaramakrishnana [11], na ktort nadvézovali resp. odkazovali prace A. Galenka
[15],|16] a praca J. Younga [17]. My budeme Cerpat najmé z prace |11] a pokusime sa
o niekol'ko modifikacii algoritmu, ktory bol v tejto praci aj prezentovany. f)alej sa bu-
deme zaoberat moznostou vyuzit moznosti aproximaécie pripustnych mnozin v klasickej
ilohe semidefinitného programovania na tlohy, s kvadratickymi tacelovymi funkciami.
Nakoniec uvedieme urcité porovnanie nasho algoritmu s dostupnym softwarom, ako aj

niektoré mozné aplikicie vo financnej matematike.
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1 ZAKLADNE POJMY

1 Zakladné pojmy

V prvej casti tvodnej kapitoly uvedieme zakladné tvrdenia z linearnej algebry a mate-
matického programovania, ktoré budeme vyuzivat v nasledujicich kapitolach pri odvo-
dzovani jednotlivych metdd. VSetky metody, ktoré st uvedené v nasledujicich kapito-
lach, bud riesit tlohu matematického programovania so spektrahedralnou mnozinou
pripustnych rieseni ako postupnost tloh s rovnakou tc¢elovou funkciou a polyhedralnou

mnozinou pripustnych rieseni.

1.1 Vety a definicie z linedrnej algebry

Vel'mi délezitym pojmom v naSej praci bude symetrickd matica a priestor symetrickych
matic. Symetrickd matica je matica spliajica A = AT, dalej podpriestor symetrickych
n X n matic budeme oznacovat S™ C M". Priestor S™ je izomorfny s vektorovym

priestorom R™5 . Toto moino vidiet, ak by sme zapisali vSetky prvky dolnej troju-

holnikovej ¢asti matice do jedného dlhého vektoru. Nech M € S™ potom definujeme

zobrazenie vect(M) : S™ — R™5™ ako zobrazenie, ktoré poklada prvky matice M do

vektora pozdlz diagonaly t.j.

M 4
My 5

Mn,n
My,
M; 5

vect(M) =

M1

Zobrazenie vect(M) priradi matici M jej prislichajiaci vektor z priestoru R 2. Zo-

brazenie vect ™ (v), je inverzné zobrazenie, ktoré zas vektoru priradi prislichajticu sy-
metrickd maticu. Dalej je dolezité uviest definiciu pojmov kladne definitnd matica a
kladne semidefinitn& matica, kedze s nimi budeme zna¢ne vela pracovat. Nasledujuce

dve definicie st zjednodusenim definicii z u¢ebnice P. Zlatosa [9].
Definicia 1.1. Matica A sa nazjva kladne definitnd, ak Vo € R™, x # 0 plati v7 Az > 0.

12



1.1 Vety a definicie z linedrnej algebry 1 ZAKLADNE POJMY

Definicia 1.2. Matica A sa nazijva kladne semidefinitnd, ak Vo € R™ plati 27 Ax > 0.

Podmnozinu symetrickych matic, ktoré st kladne semidefinitnych matic budeme
znacit S a jej vnutro, teda mnozinu kladne definitnych symetrickych matic, budeme
znacit S%, . Pri vypoctoch by bolo tazkopadne zistovat, ¢i matice s kladne definitné.
Uvedieme preto postacujice podmienky pre kladni definitnost a kladnt semidefinit-

nost.

Veta 1.3 (|3, str.263] Sylvestrovo kritérium). Nech A € R™ ™ je symetrickd matica.

Potom:

(a) matica A je kladne definitnd prdve vtedy, ked vsetky jej hlavné rohové minory (de-

terminanty hlavngch rohovgch podmatic) si kladné.

(b) matica A je kladne semidefinitnd prave vtedy, ked vietky jej hlavné minory (deter-

minanty hlavngch podmatic) si nezdaporneé.

Jednou z velmi dolezitych vlastnosti symetrickych matic je, Ze si vzdy diagonalizo-
vatelné a navySe ich vlastné vektory sa daju vybrat tak, aby tvorili ortogonélnu bazu
priestoru. Toto tvrdenie uvedieme ako lemu. Nasledujica lemma je prebrata z knihy

M.Hamalu a M. Trnovskej Nelinearne programovanie [3].

Lema 1.4. Pre kazZdu Stvorcovi symetricki n X n maticu A eristuje ortogondlna matica
Q (t3. QQT = QTQ = I) a diagondlna matica A s vlastngymi ¢islami matice A na

diagondle (ktoré si redlne) tak, Ze
A=QAQT,
pricom stlpce matice Q su linedrne nezdvislé ortogondine vlastné vektory matice A.

Désledok 1.5. o Matica A je kladne semidefinitnd ak md vSetky vlastné hodnoty

nezaporne.

o gpecidlne, ak matica A je kladne semidefinitnd, potom existuje matica V takd, Ze

A=VVT,

Vel'mi dolezita vlastnost symetrickych matic je spektralna dekompozicia.
T
A= Naq! (1)
i=1

13



1.1 Vety a definicie z linedrnej algebry 1 ZAKLADNE POJMY

kde A; st nenulové vlastné hodnoty a ¢; st prislichajice vlastné vektory. Dalsim dole-

Zitym pojmom je stopa matice A € S™, ktora je definovana ako
tT’(A) = Z Aii7
i=1
a skalarny suc¢in pre matice A, B € S™, ktory je definovany
Ae B =1tr(AB).

Dalej definujme Frobeniovu normu pre symetricki maticu A € S”, ako ||Al|p =
VAe A Jednym z dalSich uzito¢nych kritérii kedy je matica kladne semidefinitna
je
Veta 1.6. Matica A je kladne semidefinitnd prave vtedy, ked
AeB >0, VBeS!
Dokaz tejto vety mozno najst, uz v ivode spomenutej dizertacnej praci [11, str. 10].
Veta 1.7. Nech matice A, B € S%. Potom tr(AB) = 0 prdve vtedy, ked AB = 0.

Doékaz. Ak AB = 0, tak potom je vidno, 7e tr(AB) = 0. Nech teda tr(AB) = 0. Kedze
matice A, B st kladne semidefinitné tak existuju matice V a U také, ze A = VVT,
B =UUT. Potom
tr(AB) = tr(VVTUUT)
= tr(UTVVTU)
=tr (U"V(U"V)") =0.
V poslednej rovnosti mame na l'avej strane Frobeniovu normu matice U7V a z vlastnosti

normy vyplyva, ze UTV =0, a teda AB = 0. O

Toto tvrdenie bude neskor zohravat dolezitu tlohu pri podmienke komplementarity
pre tlohu semidefinitného programovania. Este by sme radi uviedli dve tvrdenia, ktoré
budeme neskor vyuzivat pri zmene ohrani¢eni v prikladoch v poslednej kapitole. Prvé

tvrdenie je zndma veta o Schurovom komplemente.

Veta 1.8. Nech U = (;T g), pricom A € S",C € S™ B n x m matica a A = 0.
Potom

U-0<C—-BTA'B 0.

14



1.2 Semidefinitné programovanie 1 ZAKLADNE POJMY

Dokaz tejto vety mozno najst v u¢ebnici Matrix Analysis [19] od autorov Roger A.
Horn a Charles R. Johnson.

Tato veta nesie meno po znamom matematikovi Issaiovi
Schurovi, ktory sa narodil v roku 1875. Pracoval v mnohych
odvetviach matematiky, napriklad v teorii grap, kombinatorike,

teorii ¢isel a d'alsich.

1.2 Semidefinitné programovanie

Semidefinitné programovanie je $pecidlnou podmnozinou tloh

7 &

konvexného programovania. Teoéria konvexného programovania
sa zatala pomaly rozvijat od 20. rokov minulého storo¢ia a za- Obr. 1: Issai Schur!.
ujem o tuto problematiku stale nepolavil. Najznamej$imi prie-
kopnikmi v oblasti teérie konvexnej optimalizécie resp. ndvrhov
algoritmov na rieSenie tloh boli John von Neumann, Narendra Karmarkar, Harold W.
Kuhn, Albert W. Tucker, Morton L. Slater, Stephen Boyd a mnoho dalsich. Na tvod
uvedieme tvar tlohy semidefinitného programovania, s ktorym budeme v nasej préci

nadalej pracovat.

min 'z

g (SDP)

Vidno, zZe tloha (SDP) nédpadne pripomina tilohu linearneho programovania az na ohra-
ni¢enia A(z) > 0, ktoré¢ si v tvare linearnej maticovej nerovnosti (LMI). MnoZina

pripustnych rieSeni tejto tlohy sa nazyva spektrahedron.

Definicia 1.9. Nech Hy, Hy, ..., H, € S™. Potom spektrahedrdlna mnoZina je defino-
vand ako

Sp={z e R¥MA(z) = Hy+x1Hy + - - + xxHy = 0}.

Mnozina Sp je mnoZinou pripustnych riesent dlohy (SDP).

Spektrahedronom mozu byt rozne mnoziny. Ako priklad najjednoduchsej spektra-

lzdroj https://en.wikipedia.org/wiki/File:Schur. jpg
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1.2 Semidefinitné programovanie 1 ZAKLADNE POJMY

hedralnej mnoziny moézme uviest kruh

10 1 0 01
+z +y ~0&

0 1 0 —1 10
(I-2)(1+2)—y* >0
2?42 <1

Dalsimi jednoduchymi spektrahedronmi st polyhedrény, vnitro paraboloidu a mnoho

dalgich. Jednou zo zékladnych vlastnosti spektrahedrénov je konvexnost.
Veta 1.10. Spektrahedrdlne mnoZiny si konverné a uzavreté.

Doékaz. Uvedieme dokaz iba konvexnosti, uzavretost vyplyva zo spojitosti charakteris-
tického polynému matice.

Nech z,y € Sp st Iubovolné. KedZe oba tieto body patria do mnozZiny Sp tak plati:

VzeR": 2T A(x)z >0,
Vz e R": 2T A(y)z > 0.

Ukéazeme, ze ax+ (1 — )y tiez patri do mnoziny Sp pre vSetky a € (0, 1). Treba ukazat,
7e Alax + (1 — a)y) = 0. Kedze zobrazenie A : R¥ — S je linearne v premennej x
tak plati A(az + (1 — a)y) = aA(x) + (1 — @) A(y). Prenasobenim poslednej rovnosti

TubovoInym vektorom z sprava a z! zlava dostdvame
dAlaxr + (1 - a)y)z = azl A(z)z + (1 — a)z" A(y)=. (I)

Vidno, ze vyraz (I) je vzdy nezaporny pre Tubovolné z € R™ a teda matica A(az+ (1 —
a)y) je kladne semidefinitna, z ¢oho vyplyva, ze bod ax + (1 — o)y patri do mnoziny

Sp. O

Dalsim vlastnostiam spektrahedrénov sa budeme venovat v nasledujtcej kapitole. V
teorii konvexného programovania, a teda aj v semidefinitnom programovani ma neza-
nedbatelny vyznam teodria duality. Skor ako pristipime ku konstrukcii dualnej tlohy
pre tlohy (SDP) uvedieme Lagrangeovu funkciu pre alohu (SDP). Definicia a vlastnosti
Lagrangeovej funkcie sii podrobne rozpisané v knihe Nelinedrne programovanie od M.
Hamala a M. Trnovska|3] ako aj zaklady z teorie duality pre konvexné programovanie.

My uvedieme iba niekoI'ko tvrdeni z tejto publikicie v pripade véc¢sieho zaujmu o tato

16



1.2 Semidefinitné programovanie 1 ZAKLADNE POJMY

problematiku odkazeme ¢itatela uz na spomenuti knihu [3]. Lagrangeova funkcia k

tilohe (SDP) mé tvar:

k
Lz, Y)=c'z—Y e (Ho + Z%HZ>

=1

Y = 0.

Kedze funkcia L(x,Y) je konvexnéd v premennej z, a teda pre pevne zvolené Y vidy

nadobuda svoje minimum, mo6zme skonstruovat Wolfeovu duélnu alohu k tlohe (SDP).

max - — tr(HyY)
st. tr(HY)=¢, pre i=1,...k, (SDD)
Y > 0.

Ak maximalizujeme zaporné hodnoty funkcie, tak maximalizaciu mézme nahradit mi-
nimalizaciou a zbavime sa minusového znamienka v tcelovej funkcii. Velmi dolezitou
vlastnostou pri optimaliza¢nych tdlohach je dualita. Veta o slabej dualite plati skoro
vzdy. AvSak pre potreby vac¢siny algoritmov je nutné, aby bola splnend aj silna veta
o dualite. Téato veta avSak vyZzaduje, aby tloha spliiala tzv. Slaterovu podmienku. Pri
tvorbe podmienky pre tlohu semidefinitného programovania vychadzame z jej vSeobec-

ného tvaru, ktory mozno najst v knihe Convex Optimization od autorov S. Boyda a L.

Vandenbergheho [12].

Veta 1.11. (Slaterova podmienka)
Uloha (SDP) spliia Slaterovu podmienku, ak existuje T € R* také, Ze

A(z) =0
t.7. mnoZina pripustngch rieseni Sp md asponi jeden vnitorny bod.
Velmi délezitou vetou je slaba veta o dualite.

Veta 1.12. (Slabd veta o dualite)
Ak je x pripustné v (SDP) a Y je pripustné v (SDD), potom

v —(—HpoY)=c"z+HyoY >0

17



1.2 Semidefinitné programovanie 1 ZAKLADNE POJMY

Dokaz. Kedze Y je pripustné, tak platic; =Y e H;, pre t = 1,2,...,k, a teda plati

k k
ZY.HZ-x,L-—i—HOoY:Yo (HOJFZHI»:I;Z-)

i=1 =1

=Y o A(z).
Kedze Y aj x st pripustné tak podla Vety 1.6 plati Y e A(x) > 0. ]

Rozdiel hodnot acelovych funkcii sa zvykne oznacovat ako primarno-duélna medzera.
Tento rozdiel je vel'mi dolezity pri tvorbe algoritmov, pretoze sa vyuziva pri rozhodovani
o ukonceni algoritmu z dovodu blizkosti k optimalnemu rieseniu. Avsak na to, aby sme
mohli primérno-dualnu medzeru pouzit ako zastavovacie kritérium, je potrebné, aby
bola splnena silnd veta o dualite, ktorej znenie sme prebrali z clanku M. Trnovske]

Strong Duality Conditions in Semidefinite Programming [22].

Veta 1.13. (Silnd veta o dualite)
Magjme S-reguldrnu ilohu semidefinitného programovania (SDP). Nech & je optimdlnym
riesenim 1ulohy (SDP). Potom ezistuje Y e ST tak, Ze Y je optimdlnym rieSenim
dudlnej dlohy (SDD) a plati:

s+ HyeY =0.

Inak povedané, spomedzi vSetkych pripustnych rieSeni je iba pre optimalne rieSenia

taloh (SDP) a (SDD) primarno-duélna medzera rovné nule.

Jednym z najvacsich prielomov v nelinedrnom programovani bolo odvodenie nut-
nych podmienok optimality pre Standardnt tlohu nelinearneho programovania. Tieto
podmienky boli v roku 1939 uvedené v diplomovej praci matematika William Karusha,
avSak neboli publikované. Sirsia matematicka spoloc¢nost o nich nevedela. Neskor v roku
1951 boli tieto podmienky nezavisle od prace Williama Karusha publikované dvojicou
matematikov Harold Kuhn a Albert Tucker. Tieto podmienky uréuju ¢o musi kandi-
dat na optimalne riesenie ulohy spliiat. V pripade konvexného programovania plati, ze
tieto podmienky st zaroveii aj postacujicimi podmienkami, teda bod ktory ich splia
je optimalnym rieSenim tlohy konvexného programovania. Bliz8ie informécie o Karush-

Kuhn-Tuckerovych (K-K-T) podmienkach ako aj dokaz o ich postacujtcosti v pripade
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konvexného programovania moze ¢itatel néjst v publikacii [3]. My uvedieme iba K-K-T

podmienky pre ulohu (SDP).

Veta 1.14. Uvazujme lohu (SDP), nech dvojica (Z, Y) spliia Karush-Kuhn-Tuckerove

podmienky:
c—YeH; =0, i=12,...k, (2)
k
Hy+ Y #&H; =0, (3)

i=1

A~

k
Ye <H0+ZfiHi> =Y e A(2) =0, (4)
i=1
Y = 0. (5)
Potom & je optimdlnym rieSenim ilohy (SDP).

Z tychto podmienok bude mat pre nas najviacsi vyznam podmienka (4), najmé pri
tvorbe zjednodusenych podiloh tlohy (SDD). Na zaver kapitoly uvedieme potrebny
predpoklad a niekolko tvrdeni, ktoré budi potrebné najmé v kapitole (2).

Predpoklad 1. Nech Y e H; = ¢;, i = 1,2,..., k. Potom tr(Y) = a pre nejaki

konstantu a > 0.
Nasledujuce tvrdenie hovori o tom, kedy je predchidzajici predpoklad splneny.

Veta 1.15. Nech Y ={Y = 0: H;eY = ¢;,;i = 1,2,... k} je ohranidend mnoZina.
Potom ezistuje requldrna Skdlovacia matica Q takd, Ze tr(W) = a pre vsetky W €

(Wr=0:He@QWQT)=c, i=1,....k}={Q"'YQ~T:Y € Y}.

Dokaz tejto vety mozno néjst v [13, str. 73].
Dovod, preco sme zaviedli predpoklad (1) a ukazali predchadzajicu vetu je nasle-

dujuca veta, ktora preberame z |11, str. 88|, kde sa nachadza aj jej dokaz.

Veta 1.16. Ak pre vietky pripustné rieSenia Y pre (SDD) plati tr(Y') = a, potom

k
i € R také, ze Y @H; =1,

i=1

3zdroj https://en.wikipedia.org/wiki/File:Albert_W._Tucker.gif
3zdroj https://en.wikipedia.org/wiki/File:Harold_W._Kuhn.jpg
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Tato vetu budeme vyuzivat pri hladani vektorov z, ktoré

budu generovat “dobri” aproximéaciu mnoziny Sp.

Obr. 2: Albert Tuc-

ker?.

Obr. 3: Harold Kuhn?.

20



2 RIESENIE SPD POMOCOU LP

2 RieSenie SPD pomocou LP

V tejto kapitole sa budeme venovat aproximacii mnoziny Sp pomocou jednoduchs$ich
mnozin a nasledne uvedieme algoritmus riesenia tlohy (SDP) pomocou série tiloh vy-
uzivajucich iba linedrne programovanie. Zakladna myslienka na aproximaciu vychadza

priamo z definicie kladnej semidefinitnosti matice (1.2).

2.1 Aproximéacia mnoZiny pripustnych rieSeni

Definicia 2.1. Nech z € R"™ je lubovolne pevne zvoleny vektor, potom definujeme polp-

riestor P, nasledovne
P, ={z| 2TA(x)z =2"Hoz + 212" Hiz + - - + 22" Hpz > 0} (6)

Oznacéme vektor p, = (2T Hyz, 2T Hyz, ..., 2 Hi2)T a h, = 2T Hyz. Budeme hovorit, Ze

vektor z € R" generuje nadrovinu plx + h, = 0.

Priamo z definicie vidno, ze ak x € Sp, potom urcite patri aj do mnoziny P, a teda
dostavame, ze Sp C P, pre ubovolny vektor z € R™. Av8ak mnoZina P, vo vSeobecnosti
nemoze dobre aproximovat mnozinu Sp, kedze Sp moze mat “zaobleny” charakter, za-
tial ¢o P, je polyhedralny polpriestor. Preto buda zaujimavé iba prieniky mnozin P,
pre rozne vektory z. Z predchadzajicich myslienok je zrejmé, ze Sp C ﬂle P.., pre T'u-
bovolné k. Pre jednoduchost budeme zjednotenie ﬂle P.. znacit P*. Naozaj dokonali
aproximaciu mnoziny Sp, by sme dostali, ak by sme pouzili vSetky vektory z € R".

T» = 1. Avsak takato aproximacia je v

Hoci postacovali by aj iba vektory spliajice z
praxi nepouzitelna. Navyse vzhladom na to, ze mame zretel na rieSenie tlohy (SDP),
tak nam postacuje mat dobri aproximaéciu, len na okoli optimalneho riesenia a teda
nepotrebujeme aproximovat celd mnozinu Sp. Vzhladom na uz spomenuty “zaobleny”
charakter spektrahedralnych mnozin je zrejmé, ze najlepsia aproximacia, ktoria moézme
dostat pomocou len jednej mnoziny P, je vtedy, ked nadrovina p’z + h, = 0 je do-
tykova nadrovina mnoziny Sp pre aspon jedno x € Sp. Preto je namieste otazka ako
volit vektory z tak, aby nam generovali dotykové nadroviny plz + h, = 0. Pévodne

sme pracovali s myslienkou hTadania bodov x, ktoré sa nachadzali na hranici mnoziny

Sp a ako vektor generujici mnozinu P, sme pouzivali vlastny vektor zo matice A(z)
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pre vlastni hodnotu rovnu nule. Tento sposob vzdy generoval dotykovi nadrovinu v
dotykovom bode, kedZe bola splnena rovnost zl A(x)z = 0. Tento sposob mal, ale
plno nedostatkov, ktoré spominame pri opise nasho algoritmu. Od hladania bodov na
hranici sme mohli upustit vdaka poznatkom, ktoré sme nadobudli z dizertacnej prace
K. K. Sivaramakrishnan [11]. Nasledujtce tvrdenie je prebraté z [11, str. 95]. Uvedieme
aj jeho dokaz, toto tvrdenie hovori o tom, ako generovat dotykové nadroviny mnozine

Sp.

Veta 2.2. Ohranicenie dd” e A(x) = d” <Hg + Zle xiHl) d >0, kde d je vlastny vek-
tor prislichajici najmensej zapornej vlastnej hodnote matice A(x), je dotykovd nadro-

vina mnoziny Sp.

Dékaz. Nech A(Z) je naSa indefinitna matica t.j. & ¢ Sp. Ozna¢me X velkost najzapor-
nejsej vlastnej hodnoty matice A(z) a d prislachajuci vlastny vektor. Potom matica
S = A(z) + A je kladne semidefinitna matica. Z predpokladu 1 a Vety1.16 vyplyva, Ze
existuje 7 € R* take, 7e Zle z;H; = I. Ozna¢me z = & + A% potom S = A(x). Kedze
S je kladne semidefinitnd, tak jej najmensia vlastn4 hodnota je nula a prislichajuci
vlastny vektor je d. Dostavame d’Sd = 0. Bod z lezi na hranici P;, navyse bod z je

pripustnym rieSenim, teda patri do mnoziny Sp. O

Takze dostavame, Ze ak je splneny predpoklad 1 a sme v Iubovolnom bode x, tak naj-
lepS§ia moznost na volbu generatora aproximacie mnoziny Sp je zobrat vlastny vektor
A(x), ktory prislacha najzapornejsej vlastnej hodnote. Este pred tym, ako sa zacneme
venovat popisu tvorby poduloh, uvedieme geometricky vyznam spomenutej aproxima-

cie.

Priklad 2.3. Majme mnozinu Sp = {x : (’”—;)2 + 23 < 1.} Vidno, Ze sa jednd o elipsu
so stredom v bode (0,0)T pricom hlavnd os je 3 a vedlajsia 1. Tiito nerovnost moézme

zapisat v tvare maticovej nerovnosti ako

0 0 1
+ X9 = 0.

10

o
—_
o Wi

1
3
Nech nds startovaci bod je x° = (3,1)T. Potom A(z°) = (3}). Najmengia viastnd hod-
L7

nota tejto matice je Apin = 1 — /2 a prislichajici vlastng vektor je z, = (%, VE)
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ktory generuje mmozinu P' = {x € R? : 2(2 — v/2) + 2(1_\/5)3:1 +2(1 — v/2)zy > 0}.

3

Graficky to bude vyzerat nasledovne

Obr. 4: Priklad aproximécie mnoziny Sp pomocou polyhedralneho polpriestoru P!

Vidno, Ze vektor z1 vygeneroval dotykovi nadrovinu. Graficky zndzornime mnoZinu
P2, Nech nds dalsi bod x' = (—2,% +v/2)7, tento bod sme zvolili tak, aby lezal na
hranici mnoZiny P1. Obdobne by sme pokracovali ako pri bode xo. Vijpocty prenechdme

na citatela a uwvedieme uz len, ako bude vyzeral aproximdcia mnoZiny Sp pomocou

P2=P, P,
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Obr. 5: Priklad aproximécie mnoZiny Sp pomocou mnoziny P?

2.2 Tvorba série tloh

V predchadzajicej ¢asti sme uviedli najrozumnejsi sposob aproximécie mnoziny Sp. Te-
raz sa budeme venovat zostaveniu tlohy linearneho programovania, ktora bude vyuzi-
vat tito aproximaciu. Majme koneént mnozinu vektorov Z = {z1, 29, ..., 21}, pomocou

ktorych vytvorime aproximaciu mnoziny Sp vysSie popisanym spdsobom. Dostévame
T T T L
z; Hozi + 2127 Hyzi + -+ a2y Hpzg >0, pre 1=1,2,..., 1

Tieto nerovnosti moézme zapisat v maticovom tvare ako Px + b > 0, kde zlozky matice

P st P,; = zI'H;z; a zlozky vektora b st b; = 2] Hyz;.

2.2.1 Linearne programovanie

min ¢’z

) (LP)
st. Px+b>0.

Vzhladom na to, Ze v ulohe (LP) optimalizujeme cez va¢$iu mnozinu nez v tlohe (SDP),

tak plati vztah pre optimalne hodnoty tcelovej funkcie:
"2rp < cispp.

To znamena, ze vyrieSenim tlohy LP dostavame dolny odhad dlohy SDP. Pred navr-

hnutim samotného algoritmu a jeho moznych modifikicii eSte spomenieme velmi déle-
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7ité poznatky vztahujice sa ku komplementarite a k dualnej ilohe. V predchadzajtce;
kapitole sme v ramci podmienok optimality uviedli aj podmienku komplementarity (4).
S touto podmienkou stvisi aj nasledujica veta, ktoré je prebrata z ¢lanku Complemen-
tarity and Nondegeneracy in Semidefinite Programming od autorov F. Alizadeh, J.P.A.
Haeberly [14]. V spomenutom ¢lanku st taktiez rozobraté kritéria, kedy su ulohy (SDP)

a (SDD) nedegenerované.

Veta 2.4. Nech x a'Y si pripustné riesenia v (SDP) a (SDD). Potom si optimdlne
vtedy a len vtedy, ak existuje Q € R™" spliiajica QTQ =1, a \,w € R? také, Ze

Y = QDZCLQ()\l, KR )\n)QTv (7)
A(x) = QDiag(wr, . .., w)Q", (8)
)\iwi:(), 121,,72 (9)

Nech 7 je optimalne rieSenie tlohy (SDP) a r je nasobnost nuly ako vlastnej hodnoty
matice A(Z) a 21, ..., 2., st prislichajice vlastné vektory. Potom z Vety 2.4 vyplyva, ze
optimalne rie§enie dualnej ilohy (SDD) mézme hladaf v tvare Y = yy 2127 +- - -+y,2,27 .
Pre pripomenutie v tlohe (SDD) sme maximalizovali —Y e Hy, ¢o je ekvivalentné s

minimalizaciou Y e H,. Takze uloha (SDD) bude mat nasledujuci tvar:

.
myin E yjijHozj

j=1
s.t. Zyjzerizj =c¢, pre i=1,...,k, (MSDD)
j=1
y; >0, jg=1,2,...,r
Ulohu (MSDD) budeme nazyvat komplementarna dudlna tloha. Teoreticky, by sme
mohli vytvorit alohu (MSDD) aj pomocou inych vektorov ako z;, avsak potom riesenie
by nespliialo podmienku komplementarity. Vidno, Ze tloha (MSDD) je tlohou linear-
neho programovania. Takze v pripade, Ze pozname optimélne riesenie primérnej tlohy
(SDP), tak vieme duéalnu alohu previest na jednoduchy problém linearnej optimalizé-
cie. Z Vety 2.4 vyplyva, ze optiméalne rieSenie tlohy (MSDD) je optiméalnym riesenim
aj ulohy (SDD). Teraz, ked mame vybudovani teoriu, budeme sa venovat zostaveniu

samotného algoritmu.
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2.3 Algoritmus
2.3.1 Myslienky a opis

Pre zaciatok predpokladajme, Ze plati predpoklad 1, ako aj Vety 1.11 to znamené, Ze
plati Veta o silnej dualite. Na§ algoritmus sa da rozdelif na tri hlavné ¢asti. V prvej sa
kongtruuje aproximécia mnoziny Sp. Pre zadiatok, ak nie je zadany Startovaci 2° bod,
tak naSa metoéda si ho sama nahodne vygeneruje. Majme bod 2° Nasledne sa skon-
Struuje matica A(z') a vypocitaji sa jej vlastné hodnoty a vektory z}. Oznacime z;,
vlastny vektor, ktory prislicha najmensej vlastnej hodnote. Vektory z; nam vygene-
ruji n ohranic¢eni. AvSak toto je relativne maly pocet ohranic¢eni. Preto sme navrhli dva
sposoby ako ziskat dal$ie ohrani¢enia na lep$iu aproximaciu mnoZiny Sp. Prvy sposob
je vypoctovo naroc¢nejsi, ale ziskame zarucene 2n dotykovych ohraniceni pre mnozinu
Sp. Spociva vo vypocte najmensej vlastnej hodnoty a prislichajiceho vlastného vek-
toru pre matice A(x’ 4 ke;) a A(z' — ke;) pre j = 1,...,n, kde k je konstanta, ktoru si
ur¢ime. Druhy sposob, ako ziskat d'alSie ohranic¢enia je vypo&tovo menej naro¢ny a spo-
¢iva v tom, Ze naruSime pomocou nahodne vygenerovanych odchylok, uz vypocitany
vektor 2! | ktory prislicha najmengej vlastnej hodnote matice A(z'). Hlavn4 mysglienka
za tymto sposobom je nasledovna, kedze vektor z! nam generuje dotykovi nadrovinu
psi ©+h, >0, aked ho jemne narusime na z,, + ¢, tak zo spojitosti nasobenia dosta-
neme, Ze nové ohranicenie pre 2/, + ¢ bude mat jemne zmeneny sklon, aviak neposunie
sa ovela od dotykovej nadroviny. Tento spdsob je, uz ako sme spominali, na vypodcty
menej naro¢ny, avSak uz nemame garanciu, ze dostaneme dotykové nadroviny k mno-
zine Sp. VolInost tohto sposobu spociva v nastaveni generovania ndhodnych odchylok
e. Po ziskani vSetkych vektorov vytvorime aproximéciu mnoziny Sp pomocou mnozin
P, a vytvorime maticu P a vektor b pre tulohu (LP) a pdjdeme na druhu ¢ast nasho
algoritmu. V druhej ¢asti vyriesime tlohu (LP) pomocou metody vntatorného bodu a
ziskame z'T!. Metody vniatorného bodu sme zvolili z dovodu, Ze sa jedna o najrych-
lejsi sposob, ako vyriesit tlohu (LP). Tato metoda vSak moze mat problémy, ak pocet
ohrani¢eni vysoko presahuje pocet premennych. Preto je dolezité, aby sme v matici
P nemali nepotrebné ohranicenia, a preto po optimalizacii ponechdme v matici P iba
aktivne ohranicenia. Povodne pri prvotnom navrhu nasho algoritmu sme pracovali so

0

Startovacim bodom z” vo vniutri mnoziny Sp a pomocou bisekcie sme vypocitali nové
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21 tak aby leZzalo na hranici Sp. Doévod bol, Ze na tiplnom zac¢iatku sme dokazali Vetu
2.2 iba pre x € 0Sp. Neskor sme nagli celé znenie Vety 2.2 v praci [11]. Vd'aka Vete 2.2
sme mohli upustit od zna¢ne obmedzujiceho predpokladu, Ze ¥ je z vnttra Sp, ako aj
od bisekcie, ktora cely nas algoritmus iba spomalovala a robila nekompetitivinym voci
algoritmom na rieSenie iloh (SDP). Tretia ¢ast nasho algoritmu st zastavovacie krité-
ria. Pouzivame konkrétne tri kritéria pre zastavenie algoritmu. Prvé klasické kritérium
je, Ze algoritmus ukon¢ime ak v dvoch po sebe nasledujucich iterdciach [|z' — x| < €.
Druhé zastavovacie kritérium sme ziskali z publikacie Uvod do optimalizace od J. Du-
pacova a P. Lachout [10]. Podstatou tohto kritéria je, ze zastavime, ak hodnota ucelovej
funkcie m-krat neklesla o viac ako o uréené ey, m je taktiez parameter. Toto kritérium
je velmi uzito¢né, ak optimalne rieSenie sa nachédza na hranici mnoziny Sp, ktora ma
lokalne lineadrny charakter. Tretie kritérium spociva v konstrukcii a vypocte komplemen-
tarnej dualnej tlohy a vypodcte upravenej primarno-duilnej medzery. Mame bod z*+1.
Nech vektory zit1 ... 2i*! prislichaji najmensej vlastnej hodnote matice A(z**!). Po-
mocou tychto vektorov vytvorime pseudo-komplementarnu ulohu (MSDD) a ziskame
rieenie yit! v pripade, Ze existuje. Vytvorime maticu Y+ = > i y}“z}“(z}“)T
tato matica je ur¢ite pripustna v dudlnej tilohe (SDD). Dovod preco vytvorena tloha
je pseudo-komplementarna je ten, ze vyraz Y+! e A(z't!) nie je rovny nule, ale vyrazu
PYAE (Z;:1 g)ﬁ“). Ako sa blizime k hranici mnoziny Sp, tak tento vyraz ide k nule a
teda matice Y+ zatinaju spliiat podmienku komplementarity (4). Samotné zastavo-
vacie kritérium je postavené na Vete 1.12. Problém je, 7ze predpoklady tejto vety vo
vgeobecnosti nemusia byt splnené pre nase x'™!, lebo sa moze nachadzat mimo mno-

ziny Sp. Avsak pre vSetky body x € 0Sp veta o slabej dualite plati a zo silnej duality

vyplyva, ze pre vSetky = € 0Sp okrem optimélnych rieSeni plati:
Az + Hy e YH_I > 0.

Dalo by sa ukazat, ze existuje malé okolie bodov T také, ze slabé veta o dualite stéle plati
aj mimo mnoziny Sp. Preto, v naSom poslednom kritériu, budeme pracovat s vyrazom
Tzt + HyeYi+!|. Avsak, ako uz sme spomenuli mohlo, by sa stat, ze d'alej od hranice
mnoziny moze byt tento vyraz nulovy. Preto budeme mat aj penaliziciu za vzdialenost
od hranice a to rovna |\:Y|, ktora ak sme na hranici a teda v mnozine pripustnych

rieSeni ulohy (SDP), je rovna nule. Takze posledné zastavovacie kritérium méa tvar
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T2t 4+ Hy o Y+ 4+ k[Xit!| < 3, kde e,k volime podla toho aki velkd presnost
chceme. Vyhodou tohto postupu je to, Ze priebezne poc¢itame aj hodnotu duélnej tlohy
(SDD), ak konvergujeme k rieseniu tlohy (SDP) tak dostaneme aj rieSenie dudlnej
ulohy. V pripade, Ze by sme nepotrebovali poc¢itat dudlnu tlohu, mézme toto kritérium
nepouzit, ¢im zrychlime samotny algoritmus. Ale zrychlenie nemusi byt velmi velké,
ked7e poc¢itame navySe len jednu tlohu lineadrneho programovania, ktora ma zakazdym
rovnaky pocet ohrani¢eni. NavySe, nie vzdy musime pouzit algoritmy na vypocet tloh
linearneho programovania. Vi&Sinou nésobnost najmensej vlastnej hodnoty A(z*t) je
rovna jednej a teda uloha (MSDD) sa zjednodusi na tlohu:
myin y(zH T Hyzt !

z+1)THAzz+1

sit. y(z)] izt =cj, pre j=1...k,

y > 0.

A ko
Tato tloha ma rieSenie iba ak 2* je optimalne rieSenie (SDP) a je rovné § = M)T(Ziil CZH Y
Zm i=1 111 JRm

Ak 2 nie je optimalnym riesenim tilohy (SDP) tak vo vSeobecnosti tato jednorozmerna

tloha nemusi mat rieSenie. Kvoli vypoc¢tovym dovodom v nasom algoritme aproximu-

k
. .y . ~ . ~ E i—1 Ci
jeme riesenie y pomocou vyrazu Y = —7=r . 1,51 . .
z ( ie1 Hi)z

Vstup: 2, €, maxiter
1 while i<=maxiter do
2 vypodet vlastnych vektorov matice A(z?) ;
3 vypocet ohranic¢enia generujucich vektorov ;
4 vypocet matice P a vektora b;
5 vyriegenie tlohy (LP) — z(+Y ;
6 overenie zastavovacich kriérii;

7 konstrukcia ulohy (MSDD) a jej vypocet;

8 if primdrno-dudlna medzera<eps then
9 koniec

10 end

11 end

Algorithm 1: Stru¢ny popis algoritmu

28



2.3 Algoritmus 2 RIESENIE SPD POMOCOU LP

2.3.2 Uloha s rovnostami

Na koniec kapitoly, by sme radi rozobrali moznost pouzitia nasho algoritmu v pripade,

7e v tlohe mame aj linedarne ohranic¢enia v tvare rovnosti.

min ¢’z
S.t. A(x):HO‘i‘lel‘f"i‘kakiO (SDPeq)
Ayt = bey.

V takom pripade mnozina pripustnych rieSeni bude mat tvar
SPeqg = {x c R*: A(z) = 0, Az = beq} )

Existuja dva sposoby ako sa vysporiadat s touto zmenou. Jednym je odvodenie novej
duéalnej ulohy a nasledné rieSenie série tloh s rovnostami. Druhy sposob, ktory sme sa
rozhodli implementovat my, pozostava z prevedenia tlohy s rovnostami do tvaru tulohy

(SDP). Budeme vychédzat z tvrdenia

Lema 2.5. Nech b € S(A), a nech 2V, ..., 2 je bdza priestoru N'(A). Majme sustavu

linedrnych rovnic Ax = b. Potom vsetky riesenia tejto sustavy maju tvar:

p

T =P+ Zviz(i).

i=1
Na zéklade tejto lemy vidno, ze ak budeme hladat rieSenie tlohy (2.3.2) v tvare
& =aP+Y " 2", kde v; st parametre, tak vietky pripustné rieSenia pre modifikovana

tlohu buda uréite spliat podmienku Az = b. Dostaneme teda tlohu

p
min ¢’ (2P + Z v;2®)
i=1

P P P
s.t.  A(2P + Zviz(i)) = Hyp+ (2} + Zvizy))Hl e (af + Zviz,(j))Hk = 0.
i=1

i=1 =1
Vidno, zZe tato tlohu vieme previest na ekvivalentni tlohu v tvare klasickej tlohy

(SDP).

min v+ claP
v

8.t A(U> = [:—V[O + Ulﬁl + -+ Upﬁp i O,
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2.3 Algoritmus 2 RIESENIE SPD POMOCOU LP

kde &7 = (¢T2W, ... T2W)), Hy = Hy+ Y% aPH; a H; = S8 29 H, pre j =
1,2,...,p. Na tato tlohu, s pozmenenou tc¢elovou funkciou a ohrani¢eniami, uz mézeme
pouzit nas algoritmus, ktory nam vypocita vektor 0, na zaklade ktorého budeme vediet

zostavit optiméalne rieSenie & v povodnej tlohe (2.3.2).

30
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FUNKCIOU

3 Semidefinitné programovanie s nelineidrnou tcelo-

vou funkciou

3.1 Kvadraticka ucelova funkcia

Po predchadzajucej kapitole, kde sme sa zaoberali tilohou s linedrnou tucelovou fun-
kciou a spektrahedralnou mnozinou pripustnych rieSeni, sme rie§ili iba aproximaciu
mnoziny pripustnych rieSeni. Samotné ucelova funkcia vstupovala do nasho algoritmu
a7 vo chvili, ked sme chceli vypoditat sériu uloh s aproximovanou mnozinou Sp. Preto
sa pontka otézka ¢i by sme poznatky, ktoré sme vyuzivali v predchédzajicej kapitole
nevedeli zazitkovat v pripade, ked mame rovnaky druh mnoziny pripustnych rieSeni, ale
komplikovanejsiu ucelova funkciu. Konkrétne sa budeme zaoberat navrhom algoritmu
pre vypocet tlohy s kvadratickou tucelovou funkciou a spektrahedralnou mnozinou pri-

pustnych rieSeni. Takze tvar ulohy bude:
min leG:B + Tz
v 2 (KSP)

s.t.  A(x) > 0.

Pre zaciatok uvedieme niekol'ko predpokladov na ucelovi funkciu, s ktorymi budeme

nadalej pracovat.
Predpoklad 2. Matica G € S* je kladne semidefinitnd.
Désledok 3.1. 7 predpokladu 2 vyplyvaji nasledujice vlastnosti:

e matica G md spektralny rozklad G = SDST, oznacme s; i-ty stlpec matice S a r’

-ty riadok matice S,

e ducelovd funkcia ulohy KSP je konvexnd a teda jednd sa o ulohu konvexného prog-

ramovania.

Bez idjmy na vSeobecnosti, mozime predpokladat, Ze prvky na diagondle matice A si
zoradené od najmensej po najvicsiu, vlastné vektory v matici S maju odpovedajiice
poradie. Teda prugjch k—r stlpcov matice S, kde r je hodnost matice, odpovedd vlastnym

vektorom pre vlastné c¢islo nula.
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Hlavnéa myslienka nasho algoritmu je rovnaka ako v predchadzajicej kapitole. Opéat
sa budeme pomocou aproximacie mnoziny pripustnych rieSeni snazit nahradit poévodnu
tlohu sériou jednoduchsich tdloh. Tieto tlohy budu mat tvar klasického problému kvad-
ratického programovania. Tak, ako aj v Kapitole 2, na aproximaciu budeme pouzivat
vlastné vektory pre maticu A(x), pomocou ktorych vytvorime mnoziny P,. Ulohy s

aproximovanou mnozinou pripustnych rieeni budi mat tvar

1
min —2'Gx + 'z
vl (QP)
s.t. Px+b>0.
Popis tvorby matice P bol rozobrany v ¢asti (2.2). Na3 algoritmus bude opét rozdeleny
na tri ¢asti, pricom prva cast je skoro totozna s algoritmom, ktory sme rozoberali v
Kapitole 2. Mensie zmeny nastant v druhej ¢asti a najméa v tretej pri vypocte dualnej
tlohy. Pred samotnym popisom algoritmu sa budeme najskoér venovat moznosti zmeny
siradnic. Dovodom na zmenu siradnic je zjednoduSenie icelovej funkcie a nésledne aj

jednoduchsie odvodenia dudlnej tlohy. Na zmenu béazy vyuzijeme spektralny rozklad

matice G a to tak, ze nové stradnice budu:

iF=5STx,
r =Sz,
Ti=1T;T

Kedze matica S je ortogonélna, tak tato zmena stradnic geometricky odpoveda oto-
¢eniu osi siradnicovej sustavy. Ucelova funkcia v novych premennych bude mat tvar:

T

12T Az 4 "' Sz. Pre jednoduchost ozna¢me ¢’ = ¢*'S. Mnozina Sp sa zmenou stradnic

nezmeni, avSak bude mat v novych suradniciach iny predpis.
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k
i=1
k
= Hy+ Y rliH
121 .
=Ho+ ) (Z gi,jazj> H;
121 7j=1 .
= Hy+ Z z; (Z gi,jHi>
j;l kz—l |
=Hy+ Y (;)_ sVH)).
j=1 =1

B koG . : : e s :
Oznacme H; =377 SZ(»] 'H ;. Dostavame vyjadrenie ohraniceni A(z) v novych stradni-

ciach

k
i=1

Potom po zmene staradnic bude aloha (KSP) mat tvar

1
min -3’ D% + ¢ &
o2 (KSP¥)

st.  A(z) = 0.
Vidno, ze ulohy (KSP) a (KSP*) su ekvivalentné, pri¢om tloha (KSP*) méa jednoduch-
Siu Struktdru. Preto odvodime Lagrangeovu funkciu, Karush-Kuhn-Tuckerove pod-

mienky, ako aj tvar dudlnej tlohy pre (KSP*). Lagrangeova funkcia bude mat tvar

L(%,Y) :% iTAi 4+ &5 —Y o A(Z)
(10)

k
1 )
-3 (dij? N EE — Y HZ-> _Y e H,.
=1

Ked uZ mame tvar Lagrangeovej funkcie méZzme skonstruovat Karush-Kuhn-Tuckerove
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podmienky pre alohu (KSP). K-K-T podmienky buda mat tvar

G;—YeH; =0, pre j=1,... k—r (11)

dii;+¢—YeH, =0, i=n—r+1,...,k (12)
k

Hy+ Y 4;H; =0, (13)
=1

Ve (HO +) xH) =Y e A(%) =0, (14)
Y = 0. (15)

Wolfeho dualna uloha mé vo v8eobecnosti tvar Maz{L(x,y)|V.L(z,y) = 0}. Pre

nasu ulohu bude Wolfeho tloha mat tvar:

max L(z,Y)

st. ¢—YeH; =0, j=1...k—r, (16)
dzi'Z—Fél—Y.Hl:O, i:k‘—r—l—l,...,k,
Y = 0.

Vidno, 7e ak x; prislicha d; = 0, tak pre tieto premenné tiloha ma linedrny charakter.
Ak d; # 0 tak mo6zeme, po uprave podmienok na z; = %Y e H,, i=k—r+1,...,k,

eliminovat tak, ze ich dosadime do ucelovej funkcie:

k _ _ _
(YeH, —¢)* (YeH;—¢). (YeH;—¢) -
LY)= > { + G — Y e H,
i>k—r 2dl dz dl
k—r ~
n [cas —5(Y e Hy)| —Y e Hy
=1 = ‘0’ /
k ~ ~ _
(YeH,)>? (YeH,). &
_ _ 9 v eH,
i;r 2dZ - dl ¢ dz * o

Aby sme nemali minusové znamienko, pri kvadratickych ¢lenoch budeme minimalizovat

—L(Y). Potom Wolfeho tloha bude mat tvar:

k = - -
. (YeH;)> (YeH;,) &
Iil%;l i;f 2, — Z Ci—i-zi +Y e Hy

(KSD)
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V pripade, Ze by matica G bola kladne definitné, t.j vSetky d; by boli nenulové, tak
Wolfeho duélna loha k alohe (KSP) bude mat tvar.

<Y . FIZ)Q Y ‘df[z')éz'

1
+Y e Hy+ §6TD‘1€:

Tak ako v predoslej kapitole, by sme chceli ndjst sposob, ako zjednodusit dudlnu tdlohu

resp. najst jednoduchi podilohu, ktorej riesenie bude komplementarne s maticou A(z).

Veta 3.2. Nech I je optimdlne rieSenie (KSP) a Y je optimdlne riesenie tilohy KSD.

Potom ezistuje Q € R™" spliiajica QTQ =1, a \,w € R? také, Ze

Y =QDiag(i, ..., A)Q", (17)
A(2) =QDiag(wr, . .., wn)QT, (18)
)\iwi :0, 1= 1,...,n. (19)

Skor, ako dokdzeme tiato vetu, dokdzeme pomocné tvrdenie:

Lema 3.3. Nech A, B € S™ st komutujice matice. Potom A, B maju spolocné vlastné

vektory.

Dokaz. Oznatme sq, Sa,. .., S,, vlastné vektory matice A. Kedze A je symetricka tak
vytvaraju ortogonalnu bazu priestoru R™. Nech A je Tubovolna vlastna hodnota matice
A. Ozna¢me Uy = {z : (A— )z = 0} mnozinu vSetkych vlastnych vektorov prislicha-
juacich k hodnote A. Vidno, ze U, je podpriestor v R™ dimenzie k, kde k je nasobnost
vlastnej hodnoty A. Ukazeme, Ze pre maticu B a pre vSetky x € U, plati Bx € U,.
Nech x € U, potom

ABx = BAx = BA\x = \Bux.

Upravou dostaneme, 7e (A — A\)Bx = 0 a teda Bx € Uy\Vx € U,. Toto znamen4, 7e

podpriestor Uy je invariantny vzhladom na zobrazenie B. Zvolme sq,..., s, ako bazu
podpriestoru Uy a nech S; = (s1,...,sk). Tato bazu doplnime vektormi syi1,..., S,
a usporiadame ich do matice Sy = (Sk41,...,5,). Vidno, Ze matica S = [Sy, Ss] je

ortogondlna matica a teda plati SST = I, blokovo ST Sy = I}, SISy = I,,_, STSy = 0.

Ked7e U, je invariantny vzhladom na zobrazenie B, tak plati Bs; € Uy prei =1,...,k.
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Takze Bs; je linedrnou kombindaciou sq,...,s; a teda BS; = S;C pre nejaka k x k

maticu C. Ak BS; = S1C potom BS = [BS; BS;] =[S1C BSs] a teda

STBS =[STBS, STBS,]
:[STle STBSQ]

C F

=[] C STBS,| =
0 D

0
Pri¢om blok E = ST BS,. Kedze B je symetricka, tak plati S B = (BS;)” = (5,C)T =
CTST. Dostavame E = CT ST Sy = 0. Matica ST BS ma blokovo diagonalny tvar. Kedze
matica B je symetrickd, tak aj bloky na diagonale st symetrické a teda diagonalizova-
telné. Nech z je vlastny vektor matice C' a u je prislichajica vlastna hodnota. Potom
0 # Siz € Uy, a navySe B(S1z) = (BS1)z = 51Cz = pSiz. To znamend, 7e matica
B ma vlastny vektor v U,. KedZe z bol Tubovolny z k vlastnych vektorov, tak ma-
tica B ma k linedrne nezavislych vlastnych vektorov v podpriestore Uy. Dovod, preco
st linedrne nezavislé je ten, ze vlastné vektory matice C sa linedrne nezavislé a nu-
lovy priestor matice S; je iba vektor samych nul. Takze dostavame, zZe matica B mé
k line4drne nezavislych vektorov v podpriestore Uy, takze tvoria jeho bazu. Teda vek-
tory si,...,S, buda linedrnou kombinaciou tejto bazy a teda dostavame, ze vektory
S1,...,S, su taktiez vlastnymi vektormi matice B. KedZe \ bola zvolena I'ubovolna,

tak dostavame, Ze matica B méa rovnaké vlastné vektory ako matica A. O]
Teraz dokdzeme Vetu 3.2

Dokaz KedZze #,Y st optimélne rieSenia tak spliiaju (14) a teda YV e A(2) = 0. Z
tvrdenia (1.7) vyplyva, ze
Y A() = 0.
Z podmienky komplementarity, ¥ e A(Z) = 0 vyplyva, Ze matice Y, A(Z) spolu komu-
tuja. Potom vyuzitim lemy 3.3 dostavame, ze matice Y a A(Z) maja rovnaké vlastné
vektory qu, ..., q, a teda, ked vezmeme maticu Q taku, Ze jej stlpce s vlastné vektory
q;, tak plati
Y =QAQ",
A() =QQQ7".
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3.1 Kvadraticka tcelova funkcia FUNKCIOU
Po dosadeni do A(z) = 0 a uprave dostavame AQ =0< \w; =0prei=1,...,n.
[

Vdaka tomuto tvrdeniu bude pre optimalne riesenie Z tlohy (KSP) platit, Ze m6zme
Y hladaf v tvare Y = Z§:1 yjzjij pricom A(z)z; = 0pre j = 1,...,p. Teda dostavame

$pecidlny typ podilohy (KSD):

. 2
k [ZP yi(zf Hizg) | (P, g2 Hiz,g .
) j=1Yj\~5 H1i<j i=1Yi%; zzj>~ T Lo
E : _ ’ E zi Hozi + =" D
" i>k—r 2d; d; o =1 vi%; Hoti ¥ 2°¢ ¢

p
T 7 ~ .
s.t. E yizj Hizj=¢, i=1,...;k—r
=1

y = 0.
(MKSD)

Ulohu (MKSD) vieme prepisat do tvaru tlohy kvadratického programovania:

1 1
min —y' My +u’y + §6TD*15

y 2
st. Ay =0,
y=>0.
Oznacme m! = (2T H;z, . .. ,sz]:Iizp)T, pre i =0,1,..., k. Potom
|
M = Z dimm‘zZ ,
1>k—r
"é
T 7
u = mO — Z d_mz 5
i>k—r
mi
A= :
T
my_,
C1
b=
Cl—r

Vidno, 7ze matica M je kladne semidefinitna a teda sa jedna o tlohu konvexného prog-

ramovania.
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3.1.1 Popis celého algoritmu

Nami navrhnuty algoritmus pre riesenie ulohy (KSP) je opét zaloZeny na aproximacii
spektrahedralnej mnoziny pomocou mnozin P,, ktoré boli definované v predchadzajicej
kapitole. Preto jeho jednotlivé ¢asti st zna¢ne podobné algoritmu, ktory sme navrhli pre
rieSenie tlohy (SDP). Vzhladom na tieto podobnosti, ako aj na fakt, Ze oba algoritmy
vychadzaja z rovnakej tedrie, budeme pouzivat oznacenie, ktoré sme zaviedli v predché-
dzajucej kapitole a podrobnejsie budeme rozpisovat iba tie miesta algoritmu, kedy sa
vyraznejsie odliSuje. Na3 algoritmus na riesenie tulohy (KSP) budeme odkazovat ako na
kvadraticky algoritmus, aby sme ho odlisili od algoritmu, ktory sme navrhli v kapitole
(2). Ked7ze ucelova funkcia tilohy uz nie je linearna, moze sa stat, 7e globalne minimum
sa nachidza vo vnitri mnoziny Sp. V takom pripade, by duédlna premenné Y musela
byt nulova matica. Toto vyplyva z Vety 3.2, a teda tloha (KSP), by bola ekvivalentna
ulohe na hladanie voIného extrému. Preto pred samotnym pristupenim k iteracnej
Casti nasho algoritmu vypocitame bod z, ktory riesi rovnicu Gx — ¢ = 0. Tento bod
existuje, ak G > 0. V pripade, Ze niektora z vlastnych hodnét matice G je nulova, tak
optimélne rieSenie sa bude nachadzat na hranici mnoziny Sp. Este predtym, ako pristu-
pime k tvorbe tiloh typu (QP) spravime rozklad matice G = SDST a néasledne spravime
substiticiu £ = Sz, ktorej detaily sme popisali ¢asti 3.1. ZvySok kvadratického algo-
ritmu rozdelime na tri ¢asti. Majme bod x'. Potom prvé ¢ast, totozna ako v algoritme
z kapitoly (2), pozostava z vypoctu vlastnych vektorov matice A(x;) a uz popisanej
aproximécie mnoziny Sp, pomocou polyhedralnej mnoziny P'. Zo ziskanych vlastnych
vektorov skonstruujeme maticu ohraniceni P! a vektor b'. Nasledne prejdeme na druhi
¢ast a tou je konstrukcia a vypocet tlohy (MKSD). Ziskame §’. Nasledne otestujeme,
¢i je splnené zastavovacie kritérium zalozené na primarno-dualnej medzere. Rovnako,
ako pre algoritmus z Kapitoly 2 neméame splnené podmienky na platnost vety o slabej
dualite. Ako sme poznamenali v predchadzajtcej kapitole tento nedostatok kompenzu-
jeme tym, ze k vypocitanej primarno dudlnej medzere pripoc¢itame absolitnu hodnotu
najmengicho vlastného ¢isla matice A(z?). V pripade, ze kritérium 327Dz + ¢’z +
"My +u"y+ 1" D7'¢| + | Apin| < epss nie je splnené, prejdeme na tretiu ¢ast nasho
algoritmu a tou je rieSenie ulohy kvadratického programovania (QP) s ohrani¢eniami

Piz+b" > 0. Ziskame novy bod ', pre ktory otestujeme d'alsie dve zastavovacie krité-
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ria. Prvé z je ||z —20+Y|| < €, a to druhé pracuje s rozdielom hodnot téelovej funkcie.

Vstup: 2, €, maxiter
1 vypocet matice S a matice D ;
2 substitucia £ = Su;
3 vypocet F[i ;
4 while i<—maziter do
5  vypocet vlastnych vektorov matice A(z();

6 konstrukcia ulohy (MKSD) a jej vypocet;

7 if /primdrno-dudina medzera/+|Amin| < € then
8 koniec

9 end

10 vypocet ohranicenia generujtcich vektorov ;

11 vypocet matice P! a vektora b’;

fagenie T i+1) .
12 vyrieSenie tlohy (QP) — 0+ ;
13 overenie zastavovacich kritérif;

14 end

15 prevedenie vysledku do povodnych stradnic;

Algorithm 2: Stru¢ny popis algoritmu

3.1.2 Uloha s rovnostami

Obdobne, ako pre (SDP) sme schopny nas algoritmus rozsirit aj na tlohy s ohranice-
niami v tvare A.,x = b,,. Toto rozsirenie bude mat velky vyznam, lebo ndm umozni
pouzit nas algoritmus na niektoré $pecidlne tlohy, ktoré budeme rozoberat v nasledu-
juacej kapitole. Postup bude rovnaky ako v c¢asti 2.3.2, preto na tomto mieste uvedieme

uz len skrateny postup. Majme tlohu:

1
min §ZL‘TG{L’ +cx

s.t.  A(z) =0, (KSPe)

Aeq® = beg.
Oznaéme 2P riefenie rovnice Ax = b. Nech z(V ... 2 je baza priestoru N'(A) = {2 :
Az = 0} a oznaéme maticu Z = (21, ... 2(?)). Potom tloha (KSP,,) je ekvivalentna
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s tlohou:

1 1
mvin ivTZv +(To 4 cTa? + §$$pr
P
i=1

Pricom

> =7TGZ,

¢r'= ZL’?;GZ +c'Z,
k
By = Hy + Z%Hu

=1

N

1=1

3.1.3 Uloha so $pecifickou a¢elovou funkciou

V tejto Casti sa budeme zaoberat zjednodugeniami, kedy vektor ¢! = 0 a matica kvad-

ratickej formy ma $pecidlny tvar:

00

G(n+m)><(n+m) =
0K

Moézme predpokladat, ze matica K,,x,, = 0. V praxi to znamena, ze mame dva druhy
premennych. Jedny, ktoré vystupuji v acelovej funkeii a druhé, ktoré vstupuji iba do
ohranic¢eni. Dovod, pre ktory sa budeme zaoberat takymto druhom tlohy je obmedzenie
numerickych chyb, ktoré vznikaju najméa pri vypocte vlastnych vektorov. V praxi sa
moze stat, Ze hoci matica G je symetrickd, tak z dévodu numerickych chyb Matlab
vypocita vlastné hodnoty, ako komplexné ¢isla, ¢o nasledne znefunkéni nas algoritmus.
Preto ukdzeme, Ze nie je potrebné pocitat vlastné vektory matice GG, ale staci vypocitat

vlastné vektory matice K.

Veta 3.4. Nech matica A md blokovy tvar G = (VW ). NechV = SAST a W = QXQ".
Potom matica G je diagonalizovatelnd a plati:

slo)(alo)[s]o

0 ‘ Q 0 ‘ x 0 ‘ QT

A:
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Vdaka tomuto tvrdeniu nam sta¢i pocitat vlastné vektory pre maticu K, kedZze
ako vlastné vektory nulovej matice m6zme zobrat Standardnia bazu priestoru R”, ¢im
¢iasto¢ne znizime numerické chyby.

Na koniec tejto kapitoly, by sme rozobrali pripad, kedy by tuc¢elova funkcia nebola
konvexné. Vo vSeobecnosti v takomto pripade neméme zarucené platnosti mnohych
tvrdeni, ktoré sme v tejto praci uviedli, avsak kedZze tloha, ktora rie§ime v kazdej
iteracii je tuloha kvadratického programovania, na ktorej rieSenie vyuzivame jednt z
naprogramovanych funkcii Matlabu, quadprog. Teoreticky teda vieme dostat lokalne
optimum, kedZe quadprog nemé vzdy zarucent konvergenciu ku globélnemu optimu,
pre takyto druh dloh. Av8ak ak by sme o mnozine Sp vedeli ¢ je kompaktna, tak by
nas algoritmus mohol teoreticky konvergovat k optimalnemu rieSeniu. Avsak toto je len
domnienka, ktori sme nadobudli na zaklade niektorych prikladov. Dalsi vyskum tohto

problému by bol potrebny.
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4 Vystupy a aplikidcia metod

Pred konkrétnymi aplikdciami zadefinujeme jednt $pecidlnu linedrnu maticovi funkciu,

n(n+1) _ n(n+1)
—5 X

ktora sa bude viackrat objavovat. Nech I je identicka matica s rozmerom 5

ktorej stipce oznacime e;. Potom matice M; = vect™!(e;) tvoria ortogonalnu bézu

priestoru S”. Potom oznacime

Tato maticova funkcia sa bude vyskytovat viackrat v aplikaciach a budeme ju vyuzivat
na to, aby sme presli od podmienky X > 0 k tvaru podmienky P(z) = 0, kde vektor
xr = vect(X).

4.1 Analyza rychlosti algoritmu

Obidva algoritmy st schopné riesit aj tlohy s rovnostami sme implementovali v prog-
ramovacom prostredi Matlab. Skor, ako sa budeme venovat vyuzitiu semidefinitného
programovania, a teda aj moznostiam vyuzitia naSich algoritmov, radi by sme porovnali
rychlost a presnost nasho algoritmu z Kapitoly 2 so solverom SeDuMi [4]. Pouzivali sme
rozhranie CVX [1, 2], ktoré je ur¢ené pre program Matlab. N4as algoritmus sme testovali
sposobom, Ze sme vygenerovali ndhodnt tlohu, vyriesili sme ju pomocou CVX a potom
pomocou nasho algoritmu. Ziskali sme x.,,, x, a hodnoty trvania vypoctu ¢asg,,, ¢as,
porovnavali sme ¢asy trvania vypoc¢tov a rozdiel v hodnote ucelovej funkcie. V tabulke

(1) uvaddzame priemerné ukazovatele nazbieranych dat pre rozne rozmery uloh.
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dim(x) | dim(H;) mean(ég:t—;“:”)[lo%] mean(c! (Teps — T4))
20 20 0.0004.355 0.001236877
20 40 0.0007156 0.00123687705
20 80 0.001995 0.0000858852
20 120 0.004745 0.0000752873
20 160 0.008570 0.0000726554
20 200 0.014274 0.0000911683
30 30 0.000049 0.0002499
30 60 0.000216 0.000055966
40 40 0.000024 0.0076

Tabul'ka 1: Porovnanie s CVX

0.015 T T T T T T T T 1.4

001 -

0.005 -

rozdiel hodnoty ucelove] funkcie

0 L L L L . L . . 0 . L . L L L . .
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
dim(H;) Rozrmer matic

Obr. 6: Podiel ¢asov pre rozne dim(H;) a Obr. 7: Priemerné hodnoty ¢! (zepe —4), pre

dim(zx) = 20 rozne dim(H;) a dim(x) = 20

Z tabulky (1) je jasne vidiet, ze nas algoritmus bol zakazdym pomalsi, avsak ¢ast
tohto rozdielu méze byt sposobena nasou implementéciou, snazili sme sa aby bola po-
kial mozZno ¢o najoptimalnejSia vramci naSich schopnosti. Ak by sme chceli aby nas
algoritmus bol pokial mozno najviac konkurencie schopny, bolo by treba nas algo-
ritmus optimélne implementovat priamo do jazyku C++ resp. Python. AvSak rozdiel
¢asov bol az prilis velky aby spocivala len v implementécii. Preto moZno predpokladat,
ze nas algoritmus je vo vSeobecnosti pomal$i nez implementované metdédy v solvery
SeDuMi. Velkou vyhodou nasho algoritmu ale je menSia pamétova zlozitost a najma

jednoduchost. N&§ algoritmus je teoreticky implementovatelny aj v matematicky nie
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tak zameranych jazykoch ako je Matlab. Zaujimava moznost je jeho implementacia v

Microsoft Excel. V8etky kody, ktoré sme pouzivali st uvedené v prilohe A.

4.2 Ekondémia

Vyuzitie semidefinitného programovania v ekonémii je v dnesnej dobe znacne rozsiahle,
my sa budeme zaoberat problémom optimalizacie portfélia, konkrétne budeme vyché-
dzat z ¢lanku Robust portfolio optimization via solution to the Hamilton—Jacobi—Bellman
equation od S. Kilianovej a M. Trnovskej [18]. Riesime ulohu maximalizécie o¢akava-

nych vynosov pri minimalizicii rizika. RieSime tlohu tvaru:

min ¢ — ul 0

0.5t
s.t. 016 <+,
(20)
diag(X™") =d,
= 0.

Kde po je zndmy vektor, konstant. Pomocou Vety (1.8) mozme ohranicenie 67360 < ¢

previest na ohranicenie tvaru:

¥t g
=0,
ot (21)
=0

Podmienka ¥ > 0 je ekvivalentna s ¥~! > 0. Preto mozme prejst od povodnej matice

Y k hladaniu matice X!, Dostavame ulohu tvaru:

min ¢ — pg 0

0,51t
s.t. diag(X™") =d,
sl g (22)
= 0,
o7t
Y= 0.

Pomocou Vety 3.4, vieme vSetky ohranicenia, v tvare nerovnosti, tlohy (25) vyjadrit

ako jednu maticovi nerovnost a to
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n-1 g
or ¢ = 0. (23)

0 y-!
Majme teda tlohu o rozdeleni nédsho portfélia pricom, mame vektor pg, ktory odpo-
ved4 priemernym vynosom jednotlivych aktiv. Ozna¢me w = vect(X~1). Potom maticu

Y71 mozme zapisat ako £~ = P(w). Dostaneme

Plw) 0 0
0T ¢ = 0. (24)
0 P(w)
Spravnou volbou matic Hy,..., Huwsy, 21, ..., Z,, R vieme toto ohranic¢enie previest
2

n(n+1)

do tvaru A(w,0,t) =37, wil;+) 7, 0;Z;+tR. Nakoniec dostavame tilohu tvaru:

min ¢ — pul 0
0,w,t

st.  Aw =d, (25)
A(f,w,t) = 0.

Tato tloha je tlohou semidefinitného programovania, a je mozné ju riesit nasim algo-

ritmom z Kapitoly 2.

4.3 Fourierove rady

Jednym z moznych vyuziti nasho kvadratického algoritmu je rieSenie iloh minimalizacie

energie funkcie f(x)

m}n % /_1 [f(z)dz + (f'(x))?] do

st f(z) > e(x), Vrel-1,1], (26)

f(z),p(x) st parne.
Jedna sa o funkcionalny problém, ktory ma vyuzitie v spracovani signalov. Tento prob-
lém pojednava o minimalizacii energie funkcie f a jej derivacie f’, pri¢om nesmie
byt mensia nez zvolena bariéra zvolena funkciou ¢(z). Podmienka na parnost funkcii
f(z), p(x) sa objasni o nieco neskor. Téato tloha na prvy pohlad nevyzera ako uloha

tvaru (KSP), aviak pomocou niekolkych pomocnych tvrdeni ju prevedieme do tvaru
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tilohy (KSP), a potom na ttito tlohu uz budeme méct pouzit nas algoritmus. Ako prvé
pomocné tvrdenie uvedieme zndmu Parsevalovu vetu, ktord pojednava o stuvislosti me-
dzi hodnotou integralu f f?(x)dz a koeficientami fourierovho radu, pre 2m-periodicki

funkciu f. Dokaz tejto vety mozno najst v knihe [20, str. 158]

Veta 4.1. Nech f je funkcia integrovatelnd na (a,a + 1), kde jel > 0. Nech ag, ay, ..., a,
b1, by .. by ... st Fourierove koeficienty funkcie f pre interval (a,a + ). Potom pre

funkciu f plati Parsevalova rovnost t.j.

+Za +b2) = / Az

Kedze funkcia f je parna, tak jej Fourierov rozvoj bude iba kosinusovy rad t.j. b, = 0,
pre Vn € N. Z Parsevalovej rovnosti vyplyva, ze a¢elovt funkciu tlohy (26) mozno pre-
pisat do tvaru Y o~ (1 + n?)aZ. Budeme dalej predpokladat, ze funkcia f ma konecny
Fourierov rozvoj dlzky K. Potom tuéelova funkcia bude mat tvar a—§ +3°F (1+n?)a?
Komplikovanejsi problém je prevedenie podmienky f(z) > ¢(z), Vz € [—1,1]. Bu-
deme predpokladat, 7e ¢ bude mat tiez kone¢ny Fourierov rozvoj rovnakej dizky ako f,
rovny p(x) = 2+ S @n cos(nmz). Toto ohranicenie je ekvivalentné s f(z) — p(z) >
0, Vz € [-1,1]. M6Zme vyuzit podmienku pre nezapornost koneéného Fourierovho
radu. Tato podmienka bola dokazana dvojicou J.W. MclLean s H. J. Woerdeman v

¢lanku [21].

Veta 4.2 (McLean-Woerdeman). Konecny Fourierov rad o(z) = 3. 1N+1 ore™®, je

nezdpornij pre Vo € R, vtedy a len vtedy ak mnoZina M C HY je neprdzdna, kde :

M = {FE’HN|F>0 Z Fopn=0n, pre nzO,l,...,N—l}.

p=n-+1

Na zaklade Vety 4.2, mozme podmienku f(z) > ¢(x), Va € [—1,1] previest na

existenciu matice I’ takej, ze bude platit

N
ZFPJ’—”:@’ pre n=0,..., K —1
p=n+1 (27)

F=0.
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Dovod, pre¢o mame poziadavku na to, aby funkcia f bola parna je ten, Ze ak by nebola,
tak matica F' z Vety 4.2 je vo vSeobecnosti komplexna hermitovska a s tymto druhom
matic n4s algoritmus zatial nevie pracovat. Takze po zmene tc¢elovej funkcie bude tloha

(26) mat tvar:

@2 &
in -0
v 2+le+"
s.t. E n: —& pre n=0,...,K—1 (28)
PP 27 ’ 9
p=n+1
F > 0.

Tuto tlohu uz vieme velmi jednoducho previest na tlohu tvaru (KSP), vyuzitim toho,
ze maticu F' vieme zapisat pomocou maticovej funkcie P(f), kde f = vect(F'). Potom

dostéavame, 7e tlohu (26) vieme previest na ulohu tvaru

s K
min % + Z(l +n?)a?

a.f n=1
K—n

s.t. fKner:a?"—%, pre n=0,....,K—1 (29)
p=1
P(f) =0

Téato uloha uz je v tvare (KSP) a teda mozme pouZit nas kvadraticky algoritmus.Teraz

uvedieme niekol'ko grafickych zobrazeni vyslednej funkcie f(x) pre rozne bariéry o(z).
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fx)

aproximacia x

s+ H

0z

Obr. 8: Riesenie f(z) pre aproximéciu bariéry 1 — 22 na [-1,1] a K = 20

1 T T T T T T T T T

fx)

aproximacia |x| [

0sr

0sr

06F

osr

03r

0z2r

Obr. 9: Riesenie f(z) pre aproximaciu bariéry |z| na [-1,1] a K = 20

Jednou z dalsich moznych aplikacii nasho algoritmu méze byt rieSenie inverzného
Waulffovho problému. Tymto problémom ako aj jeho rieSenim pomocou prevedenia na

relaxovani tlohu semidefinitného programovania sa zaoberali D. Sevcovi¢ a M. Trnov-
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ska v publikaciach [5, 6]. Jedna z tloh, ktoré boli odvodené v tejto publikacii, bola
znactne podobné ulohe (26), avSak ucelova funkcia nebola konvexna, preto pouZitie

nagho algoritmu na tuto dlohu, by nemuselo dat spravny vysledok.

4.4 Aplikacia pri odhade matic

Jednou z moznych oblasti vyuzitia semidefinitného programovania je matematicka Sta-
tistika, konkrétne pri vytvarani roznych odhadov na kovariancénd maticu. Pri tychto
odhadoch je veI'mi dolezité, aby zohladnili to, ze kovarian¢na matica je vzdy kladne se-
midefintna a symetricka. Jednou z I'ahsich tloh je hl'adat kovarian¢nt maticu X taka, Ze
mé minimalnu Frobeniovu normu, pricom pozname varianciu, teda diagonéla matice X
je rovnéa konstantnému vektoru d > 0. Tato tloha patri pod konvexné programovanie,

kedZe Frobeniova norma je rydzo konvexné zobrazenie. Riesime tlohu:
min |27 + 1 Sp
s.t.  diag(X) =d (30)
¥ >=0.

Kde vektor u je vektor konstant. Ozna¢me o = vect(X) potom matica ¥ mdze byt

vyjadrena ako:

= P(o).
Podmienku 3 = 0 vieme teda previest na P(o) = 0, pre vyraz ||X||% plati
I3 = trace(LX)

= trace(P(o)P(0))

n(n+1) n(n+1)
2 2
= E E oiojtrace(M;M;).
i J

n(n+1)

Z ortogonality matic M; plati trace(M;M;) = 0, pre i # j, preto | S||7 = Y._7  o7|| M]3

Dostavame, 7e ulohu (30) mozme zapisat v tvare:
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n(n+1)
2

min > [ IMlIE + (1" Mip)oi]
Z (31)
st. o;=d;, pre j=1,...,n,
P(o) = 0.

Vidno, Ze tato tloha uz je tvaru ako (IKSP), a preto mozme na jej rieSenie pouzit nas

algoritmus.
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Zaver

V nasej praci sme vytvorili dva algoritmy na rieSenie tloh s linedrnou resp. kvadratic-
kou ucelovou funkciou a spektrahedralnou mnozinou pripustnych rieseni. Oba algoritmy
vychadzajua z poznatkov z kapitoly(2), kde sme rozobrali aproximéciu spektrahedral-
nej mnoziny pomocou polyhedralnej mnoziny. Tato mnozina je generovand pomocou
vlastnych vektorov, prislichajicich najmensej vlastnej hodnote matice A(x). Pre oba
problémy sme skonstruovali duadlne dlohy a ukazali sme, vyuzitim podmienky komple-
mentarity, moznost ako pocitat aj dudlnu tlohu popri pocitani primarnej tlohy. Dalej
sme v naSej prace sme uviedli porovnanie nasho algoritmu pre alohu (SDP) so solve-
rom SeDuMi. Z tohto porovnania sme dostali, Ze vo vSeobecnosti je nas algoritmus
pomalsi. Na urcenie, ale presnej rychlosti by bola potrebna optiméalna implementacia
nagho algoritmu. Vyhodou nagich algoritmov je ich jednoducha struktiara a moznost ich
implementovat aj v programovacich jazykoch, ktoré nie su a7 tak velmi matematicky
zamerané ako Matlab. Na koniec nasej prace sme pouzili nase algoritmy na rieSenie

problémov z roznych oblasti matematiky.
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Priloha A Priloha A

Priloha A

Imlementécia algoritmu na rieSenie tlohy (SDP)

function[vysledok, hodnota, j, x_vonkajsie,cas]=linearna_metoda (c,x0,M,Aeq, beq, opt)

% popis funkcie

popis vstupnych velicin opt je cell zadavany v tvare {maxiter krok epsl eps2 eps3}
popi vytupu

o0 o

numvarargs = length (opt);

optargs = {1000 1 10"—5 10"—8 10"—3};

optargs (l:numvarargs) = opt;

[maxiter, sigma, epsl, eps2, eps3] = optargs{:};

function[ohrl]=ohranicenia (M, z,hl)
ohrl=zeros(1l,hl);
parfor il=1:hl
ohrl(l,il)=z"*M(:,:,1il)*z;
end
end

function[H2]=matica (M, x0, hh2, pociatok)
if nargin <=3
pociatok=1;
end
x0=[1;x0];
H2=0;
for i2=pociatok:h2
H2=H2+x0(12,1) *M(:, :,12);
end
end
x=x0;
exit_flag=0;
vysledok=[];
hodnota=[1];

cas=[];
x_vonkajsie=[];
bodnotyfucelovejffunkcie=[];

J=1;
[~,n,h]l=size (M) ;
konstanta=0;
if ~isempty (Req)
x_partikularne=Aeq\beq;
pomocna_premenna=sum(abs (RAeq+x_partikularne—beq)>10"—5);
if pomocna_premenna~=0
warning ('sustava rovnic Ax=b nema riesenie')
return
end
x_homogenne=null (Aeq) ;
[~
[~

if

i
,h]=size (x_homogenne) ;
,pl=chol (matica (M, x_partikularne, h));
h==
if p==
vysledok=x_partikularne;
hodnota=c*x_partikularne;
return
else
x=[1;
warning ('mnozina pripustnych rieseni je prazdna')
end
else
M_stare=M;
c_stare=c;
c=[];
M=[]; )
x_povodna_uloha=@ (x) x_partikularne+ x_homogennexx;
M=matica (M_stare,x_partikularne, k) ;
c=c_stare*x_homogenne;
konstanta=c_starexx_partikularne;
for i=1:h
M(:,:,i+1l)=matica (M_stare,x_homogenne (:,1),k,2);
end
h=h+1;
end
if ~isempty (A)
A_stgr¥:A;
b_stare=b;

A(:,1)=A_starexx_homogenne (:,1);
end
b=b_stare—A_starexx_partikularne;

end
end

tic
if isempty (x)

x=rand (h—1,1);
end
x_vonkajsie=x;
hodnoty_ucelovej_funkcie=cxx;
ohran=[];
G=matica (M, ones (h—1,1),h)—M(:,:,1);
I=eye (h—1);
options=optimset ('LargeScale','off"', 'Display', 'off');
while (or(j<maxiter+l,maxiter==0))

H=matica (M, x,h);
[Vp, lambdy]=eig (H) ;
minimalna_lambda=min (diag (lambdy)) ;
pom=1:n;
pom=pom (diag (lambdy) <=0) ;
index_min_lambda=find ((diag (lambdy)—minimalna_lambda)<10"—=5);
Z=Vp (:,index_min_lambda) ;
if minimalna_lambda>0
Vp=Vp (:, index_min_lambda) ;

Vp=Vp (:,pom) ;
d

[~,index_min_lambda]=size (Vp);

=repmat (Vp,1,100) +sigmaxrandn(n,index_min_lambdax100);
V=[V,Vp]; .

$%%%tretie zastavovacie kriterium%%%%%
riesenie_dualnej_ulohy=zeros (n);

[~,kl=size(Z);

o4




Priloha A

Priloha A

A_dualna_uloha=[];
for p=1:h
d=0;
parfor i=1l:k
d(l,1)=2(:,1)"*M(z,:,p)*Z(:,1);

end
if p==1
c_dualna_uloha=d;
else
A_dualna_uloha=[A_dualna_uloha;d];
end
end
if k==
y=sum(c) /(2" (G) x2) ;
hodnota_dualnej_ulohy=c_dualna_ulohaxy;
riesenie_dualnej_ulohy=y*ZxZ"';
else
[y,hodnota_dualnej_ulohy,ef]=linprog(c_dualna_uloha, [],[],...
A_dualna_uloha,c',zeros(k,1),[],[],options);
if ef==
parfor i=1:
riesenie_dualnej_ulohy=riesenie_dualnej_ulohy+y (i) *...
Z(:,1)*2(:,1)";
end
else
y=11;
end
end

Stretie zastavovacie pravidlo
if ~isempty (y)
if abs(cx*x+hodnota_dualnej_ulohy)+abs (minimalna_lambda)<eps3
disp('Metoda zastala lebo p—d medzera Jje mensia nez eps3')
exit_flag=1;
break

ohran=[ohran;ohr];

[x,N,exitflag]:linprog(c,[—ohran(:,2:end);A],[ohran(:,l);b],[],[],...

1,01,[],0options);
hodnoty_ucelovej_funkcie=[hodnoty_ucelovej_funkcie, cxx];
x_vonkajsie=[x_vonkajsie, x];

$%%%%%prve zastavovacie kriterium $%%%
if (abs (hodnoty_ucelovej_funkcie (:,end)—hodnoty_ucelovej_funkcie (:,end—1))<epsl) & (3>3)
pomocna_premenna= pomocna_premenna+l;
else
pomocna_premenna=0;
end

if pomocna_premenna>5
disp('Metoda zastala lebo hodnota ucelovej funkcie sa uz nezmensovala')
exit_flag=1;

break
end
%$%%%%druhe zastavovacie kriterium%%%%
if norm(x_vonkajsie (:,end—1)—x)<eps2
disp('Metoda zastala lebo sa pohybujeme uz v malom okoli jedneho bodu')
exit_flag=1;
break
end
J=3+1;

end
if ~isempty (Aeq)
vysledok= x_povodna_uloha (x) ;
hodnota= c_starexvysledok;
hodnoty_ucelovej_funkcie=hodnoty_ucelovej_funkcietkonstanta;
else
hodnota=c#*x;
vysledok=x;

end
cas=toc;
end

U

Imlementécia algoritmu na rieSenie ulohy (KSP)

function[vysledok, hodnota,eF, j, x_vonkajsie, Y, cas]=kvadraticka_metoda_v3...
(K, c,x0,M, Aeq, beq, opt)

$metoda pre ulohu s kvadratickou ucelovou funkciou

%K musi byt kladne definitna matica, c¢ riadkovy vektor, M je matica

$rozmerov n x n x m+l kde su ulozene v kazdej vrstve matice Hi rozmerov nxn

$maxiter je pocet maximalnych iteracii

% eps3 a eps4 su presnosti pre zastavovacie kriteria

$tvar riesenej ulohy: min 0.5xT*Gxx+cT*x
% s.t. A(x,M)>=0
eF=0;
vysledok=[];
bo??ota=[];

;
x_vonkajsie=[];
cas=[];

Y=[1;

numvarargs = length (opt);

$nastavenie tolerancii

optargs = {1000 1 10%—5 10"—5 10"—2};

optargs (l:numvarargs) = opt;

[maxiter, sigma, epsl, eps2, eps3] = optargs{:};

function[ohrl]=ohranicenia (M, z,hl)
ohrl=zeros(1l,hl);
[~ 1 ize(z);
if 1==1
parfor il=1:hl
ohrl(l,il)=z"'*M(:,:,1il)+*z;
end
else
parfor il=1:hl
ohrl(l,il)=trace(M(:,:,1il)*z);
end

end

%)




function[vysledok,hodnota,j,x_vonkajsie,cas]=linearna_metoda(c,x0,M,Aeq,beq,opt)

% popis funkcie

% popis vstupnych velicin opt je cell zadavany v tvare {maxiter krok eps1 eps2 eps3}

% popi vytupu





numvarargs = length(opt);

optargs = {1000 1 10^-5 10^-8 10^-3};

optargs(1:numvarargs) = opt;

[maxiter, sigma, eps1, eps2, eps3] = optargs{:};

function[ohr1]=ohranicenia(M,z,h1)

     ohr1=zeros(1,h1);

     parfor i1=1:h1

         ohr1(1,i1)=z'*M(:,:,i1)*z;

     end

end



function[H2]=matica(M,x0,h2,pociatok)

     if nargin <=3

       pociatok=1;

     end

     x0=[1;x0];

     H2=0;

     for i2=pociatok:h2

         H2=H2+x0(i2,1)*M(:,:,i2);

     end

end 

x=x0;

exit_flag=0;

vysledok=[];

hodnota=[];

cas=[];

x_vonkajsie=[];

hodnoty_ucelovej_funkcie=[];

j=1;

[~,n,h]=size(M);

konstanta=0;

if  ~isempty(Aeq)

    x_partikularne=Aeq\beq;

    pomocna_premenna=sum(abs(Aeq*x_partikularne-beq)>10^-5);

    if pomocna_premenna~=0

        warning('sustava rovnic Ax=b nema riesenie')

        return

    end

    x_homogenne=null(Aeq);

    k=h;

    [~,h]=size(x_homogenne);

    [~,p]=chol(matica(M,x_partikularne,h));

    if h==0 

        if p==0

          vysledok=x_partikularne;

          hodnota=c*x_partikularne;

          return

        else

          x=[];

          warning('mnozina pripustnych rieseni je prazdna')

        end

    else

        M_stare=M;

        c_stare=c;

        c=[];

        M=[];

        x_povodna_uloha=@(x) x_partikularne+ x_homogenne*x;

        M=matica(M_stare,x_partikularne,k);

        c=c_stare*x_homogenne;

        konstanta=c_stare*x_partikularne;

        for i=1:h

            M(:,:,i+1)=matica(M_stare,x_homogenne(:,i),k,2);

        end

        h=h+1;

    end

    if ~isempty(A)

        A_stare=A;

        b_stare=b;

        A=[];

        b=[];

        for i=1:h

            A(:,i)=A_stare*x_homogenne(:,i);

        end

        b=b_stare-A_stare*x_partikularne;

    end

end





 



tic

if isempty(x)

  x=rand(h-1,1);

end

x_vonkajsie=x;

hodnoty_ucelovej_funkcie=c*x;

ohran=[];

G=matica(M,ones(h-1,1),h)-M(:,:,1);

I=eye(h-1);

options=optimset('LargeScale','off','Display', 'off');

while (or(j<maxiter+1,maxiter==0))

    V=[];

    H=matica(M,x,h);

    [Vp,lambdy]=eig(H);

    minimalna_lambda=min(diag(lambdy));

    pom=1:n;

    pom=pom(diag(lambdy)<=0);

    index_min_lambda=find((diag(lambdy)-minimalna_lambda)<10^-5);

    Z=Vp(:,index_min_lambda);

    if minimalna_lambda>0

      Vp=Vp(:,index_min_lambda);

    else

      Vp=Vp(:,pom);

    end

   [~,index_min_lambda]=size(Vp);

    V=repmat(Vp,1,100) +sigma*randn(n,index_min_lambda*100);

    V=[V,Vp];

    %%%%tretie zastavovacie kriterium%%%%%

    riesenie_dualnej_ulohy=zeros(n);

    [~,k]=size(Z);

    A_dualna_uloha=[];

        for p=1:h 

            d=0;

            parfor i=1:k

                d(1,i)=Z(:,i)'*M(:,:,p)*Z(:,i);

            end

          if p==1

            c_dualna_uloha=d;

          else

            A_dualna_uloha=[A_dualna_uloha;d];

          end

        end

       if k==1

            y=sum(c)/(Z'*(G)*Z);

            hodnota_dualnej_ulohy=c_dualna_uloha*y;

            riesenie_dualnej_ulohy=y*Z*Z';

       else 

            [y,hodnota_dualnej_ulohy,ef]=linprog(c_dualna_uloha,[],[],...

                A_dualna_uloha,c',zeros(k,1),[],[],options);

             if ef==1

               parfor i=1:k

                 riesenie_dualnej_ulohy=riesenie_dualnej_ulohy+y(i)*...

                     Z(:,i)*Z(:,i)';

               end

             else

                 y=[];

             end

       end

        %tretie zastavovacie pravidlo

    if ~isempty(y)

        if abs(c*x+hodnota_dualnej_ulohy)+abs(minimalna_lambda)<eps3

           disp('Metoda zastala lebo p-d medzera je mensia nez eps3')

           exit_flag=1;

           break

        end

    end

    [~,s]=size(V);

    for i=1:s

        ohr=ohranicenia(M,V(:,i),h);

        ohran=[ohran;ohr];

    end

    [x,~,exitflag]=linprog(c,[-ohran(:,2:end);A],[ohran(:,1);b],[],[],...

        [],[],[],options);

    hodnoty_ucelovej_funkcie=[hodnoty_ucelovej_funkcie,c*x];

    x_vonkajsie=[x_vonkajsie,x];

    %%%%%%prve zastavovacie kriterium %%%%

    if (abs(hodnoty_ucelovej_funkcie(:,end)-hodnoty_ucelovej_funkcie(:,end-1))<eps1) & (j>3)

      pomocna_premenna=  pomocna_premenna+1;

    else

        pomocna_premenna=0;

    end

    if pomocna_premenna>5

        disp('Metoda zastala lebo hodnota ucelovej funkcie sa uz nezmensovala')

        exit_flag=1;

        break

    end

    %%%%%druhe zastavovacie kriterium%%%%

    if norm(x_vonkajsie(:,end-1)-x)<eps2

       disp('Metoda zastala lebo sa pohybujeme uz v malom okoli jedneho bodu')

       exit_flag=1;

        break

    end   

 j=j+1;

end

if ~isempty(Aeq)

  vysledok= x_povodna_uloha(x);

  hodnota= c_stare*vysledok;

  hodnoty_ucelovej_funkcie=hodnoty_ucelovej_funkcie+konstanta;

else

  hodnota=c*x;

  vysledok=x;

end

cas=toc;

end


Priloha A

Priloha A

end

functlon[HZ] =matica (M, x0,h2,pociatok)
if nargin <=3
pociatok=1;

1;x071;

for 12;pociatok:h2
H2=H2+x0(i2,1) *M(:,:,12);

tic;

ohran=[];
[~,n,h]=size (M) ;
konstanta=0;

if ~isempty (Req)
X, partlkularne—Aeq\beq,
pomocna_premenna=sum (abs (Aegxx_partikularne—beq)>10"—5);
if pomocna_premenna~=0
warning ('sustava rovnic Ax=b nema riesenie’
return
end
pomocna_premenna=[];
x_homogenne=null (Aeq) ;
k=h;
[~,h]=
[~p
if h==
if p==
vysledok=x_partikularne;
hodnota=c*x_partikularne;
return
else
x=[1;
warning ('mnozina pripustnych rieseni je prazdna')
end
else %uprava ohraniceni a ucelovej funkcie
M_stare=M;
M=[];
konstanta x_partikularne'«K+x_partikularne/2+c*x_partikularne;
M=matica (M_stare, x_partlkularne k);
(ct+x_] partlkularne *K) #*x_] homogenne,
K=x_homogenne' *K+xx_homogenne;
x_povodna_uloha=@ (x, pomocna_premenna) repmat (x_partikularne,l,
pomocna_premenna) + X_homogennexx;
for i=1:
M(
end
h=h+1;
end
if ~isempty (x0)
x0=x_homogenne\x0;
end

size (x_homogenne) ;
chol (matica (M, x_} partlkularne h));

:,1+1)=matica (M_stare, x_homogenne (:,1),k,2);

end

[ST,D]=eig(K);

D=diag (D) ;

indexy=1:h—1;

pocet_nvlh= sum(abs(D)<lOA 9);

indexy=[indexy (abs (D)<10%—9), indexy (abs (D)>=10"—9) ];

overenie pripustnosti K

if sum(D<0)~=0
warning ('ucelova funkcia musi byt konvexna')
return

end

D=D (indexy, 1) ;

ST=ST (:, indexy) ;

D=diag (D) ;

M_stare=M;

M=[];

%zmena ohraniceni ulohy

M=M stare(

for i=2:h
M(:,:,1i)=matica(M_stare,ST(:,i—1),h,2);

oLl)g

end
K_stare=K;
Y

c_stare=c;

c=cxST;

x_povodne_suradnice= @ (x) STx*x;
hodnota_povodnej_ulohy= @(x) x'#K+x/2+c*x+ konstanta;

J=0;
options = optlmset( Algorithm', 'interior—point—convex', 'Display"', 'off"',
'TolX',10%—17);
Sprva iteracia zistovanie ci optimum nie je vo vnutri mnoziny prip ries
x_hat=D\c"';
if isempty (Aeq)
pomocna_premenna=sum (abs (Dxx_hat—c')>10"—10) ;
else
pom=Aeqgx*x_povodna_uloha (x_hat, 1) —be
a pomocna_premenna=sum (abs (Dxx_] hat—c )>10A—&0)+sum(abs(pom)>10A—10)
en
if pomocna_premenna==
H=matica (M, x_hat,h);
[~,p]l=chol (H);
if p==0
vysledok=x_povodne_suradnice (x_hat);
hodnota=hodnota_povodnej_ulohy (x_] hat)
if ~isempty (Aeq)
vysledok= x_povodna_uloha (vysledok,1);
end
eF=1;
dlSp( metoda zastala lebo riesenie je vo vnutri mnoziny')
retur
end
end
pomocna_premenna=0;

if isempty (x0)
if sum(isnan (x_hat))==0
x0=x_hat;
else

x0=—10+20*rand (h—1,1);
end

end

x_vonkajsie=x0;

hodnoty_ucelove]j_funkcie=hodnota_povodnej_ulohy (x0);

x=x0;

konstanta2=sum( (c (1, pocet_nvlh+l:end)'.”2)./diag(2+D (pocet_nvlh+l:end,
pocet_nvlh+l:end)));

I=eye(n);
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Priloha A

while (j<=maxiter
v=[1;

H=matica (M, x,h);

[Vp, lambdy] elg(H I);

minimalna_lambda=min (diag (lambdy)

pom=1:n;
index_min_lambda=find (diag (lambdy)—minimalna_lambda<10"—4);

pom=pom (diag (lambdy) <=0) ;
Z=Vp (:,index_min_lambda) ;

if minimalna_lambda>0

Vp=Vp (:, index_min_lambda) ;
else

Vp=Vp (:,pom) ;
end

[~,index_min_lambda]=size (Vp);

V=repmat (Vp,1,100) +sigmaxrandn(n,index_min_lambdax100);
v=[V,Vpl;

[~/ k]=size(Z);

G_dualna_uloha=0;

Aeqg_dualna_uloha=[];
beg_dualna_uloha=c (1, l:pocet_nvlh)"';

for p=1:h
d=0;
for i=1:k .
d(i,1)=Z(:,1) "*M(:,:,p)*Z(:,1);
end
if p==

c_dualna_uloha=d"';
elseif (p>pocet_nvlh+l

G_dualna_uloha=G_dualna_uloha+d*d'./D (p—1,p— )
c_dualna_uloha=c_dualna, uloha—d'*C(1,P )/D( 1,p—1);
% konstanta=konstanta+ (c(1,p—1)"2) /D (p—1,p 71

else
Aeq_dualna_uloha (p—1,:)=d"';

end

end

[y,hodnota_dualnej_ulohy]=quadprog (G_dualna_uloha,c_dualna_uloha, [],

1,Reqg_dualna_uloha,beq_dualna_uloha, zeros (k,1), [], [],options);

hodnota_dualnej_ulohy= hodnota _dualnej_ ulohy+konstanta2—konstanta,
if isempty(y)s&é& (k==1)
y=max (0, sum (beg_dualna_uloha) /sum(Aeq_dualna_uloha));
hodnota_dualnej_ulohy=0.5xG_dualna_uloha*yxy+c_ dualna _ulohaxy.
+konstanta2—konstanta;

end
%$riesenie dualnej ulohy
for i=1:k
Y=Y+y (1,1) %2 (:,1)*2(:,1)";
end

o

tretie zastavovacie pravidlo
if abs (hodnoty_ucelovej_funkcie (1, end)+thodnota_dualnej_ulohy) ...
+abs (minimalna_lambda) <eps3

disp('Metoda zastala lebo primarno—dualna medzera je mensia nez eps4’

eF=1;
break
end
[~,s]=size(V);
for i=1l:s S%parfor
ohr=ohranicenia(M,V(:,1),h);
ohran=[ohran;ohr];
end
x=quadprog (K, c,—ohran (: ),ohran(:,1),[1,[],[],[],[],options);
x_vonkajsie=[x_vonkajsi ,x_povodne suradnlce(x)],
hodnoty_ucelovej_funkcie=[hodnoty_ucelovej_funkcie, ...
hodnota_povodnej_ulohy (x)];
j=J+1;
%prve zastavovacie kriterium

if abs (hodnoty_ucelovej_funkcie (:, j)—hodnoty_ucelovej_funkcie(:, j+1)) ...

<epsl
pomocna_premenna= pomocna_premenna+l;
else
pomocna_premenna=0;
end

if pomocna_premenna>5

disp('Metoda zastala lebo hodnota ucelovej funkcie sa uz nezmensovala'

eF=1;
break
end

%druhe zastavovacie kriterium
if norm(x_vonkajsie :,end—1)—x_vonkajsie(:,end))<eps2
dlsp( Metoda zas

d
ohran=ohran (abs (ohran(:,2:end) *x+ohran(:,1))<10"—4,:);
end
vysledok=x_povodne_suradnice (x) ;
hodnota=hodnota_povodnej_ulohy (x) ;
if ~isempty (Req)
vysledok= x_povodna_uloha (vysledok,1);
x_vonkajsie=x_povodna_uloha (x_vonkajsie, j+1)
end
cas=toc;
end

la lebo sa pohybujeme uz v malom okoli jedneho bodu'

)

)

)

4
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function[vysledok,hodnota,eF,j,x_vonkajsie,Y,cas]=kvadraticka_metoda_v3...

    (K,c,x0,M,Aeq,beq,opt)

%metoda pre ulohu s kvadratickou ucelovou funkciou

%K musi byt kladne definitna matica, c riadkovy vektor, M je matica

%rozmerov n x n x m+1 kde su ulozene v kazdej vrstve matice Hi rozmerov nxn

%maxiter je pocet maximalnych iteracii

% eps3 a eps4 su presnosti pre zastavovacie kriteria



%tvar riesenej ulohy: min 0.5xT*G*x+cT*x

%                       s.t. A(x,M)>=0                    

eF=0;

vysledok=[];

hodnota=[];

j=[];

x_vonkajsie=[];

cas=[];

Y=[];



numvarargs = length(opt);

%nastavenie tolerancii

optargs = {1000 1 10^-5 10^-5 10^-2};

optargs(1:numvarargs) = opt;

[maxiter, sigma, eps1, eps2, eps3] = optargs{:};







    function[ohr1]=ohranicenia(M,z,h1)

     ohr1=zeros(1,h1);

     [~,l]=size(z);

     if l==1

        parfor i1=1:h1 

          ohr1(1,i1)=z'*M(:,:,i1)*z;

        end

     else

         parfor i1=1:h1

           ohr1(1,i1)=trace(M(:,:,i1)*z);

         end

     

     end

    end



    function[H2]=matica(M,x0,h2,pociatok)

        if nargin <=3

            pociatok=1;

        end

        x0=[1;x0];

        H2=0;

      for i2=pociatok:h2

         H2=H2+x0(i2,1)*M(:,:,i2);

     end

    end



tic;

ohran=[];

[~,n,h]=size(M);

konstanta=0;





if  ~isempty(Aeq)

    x_partikularne=Aeq\beq;

    pomocna_premenna=sum(abs(Aeq*x_partikularne-beq)>10^-5);

    if pomocna_premenna~=0

        warning('sustava rovnic Ax=b nema riesenie')

        return

    end

    pomocna_premenna=[];

    x_homogenne=null(Aeq);

    k=h;

    [~,h]=size(x_homogenne);

    [~,p]=chol(matica(M,x_partikularne,h));

    if h==0 

        if p==0

          vysledok=x_partikularne;

          hodnota=c*x_partikularne;

          return

        else

          x=[];

          warning('mnozina pripustnych rieseni je prazdna')

        end

    else %uprava ohraniceni a ucelovej funkcie

        M_stare=M;

        M=[];

        konstanta=x_partikularne'*K*x_partikularne/2+c*x_partikularne;

        M=matica(M_stare,x_partikularne,k);

        c=(c+x_partikularne'*K)*x_homogenne;

        K=x_homogenne'*K*x_homogenne;

        x_povodna_uloha=@(x,pomocna_premenna) repmat(x_partikularne,1,...

            pomocna_premenna)+ x_homogenne*x;

        for i=1:h

            M(:,:,i+1)=matica(M_stare,x_homogenne(:,i),k,2);

        end

        h=h+1;

    end

    if ~isempty(x0)

        x0=x_homogenne\x0;

    end

end













[ST,D]=eig(K);

D=diag(D);

indexy=1:h-1;

pocet_nvlh=sum(abs(D)<10^-9);

indexy=[indexy(abs(D)<10^-9),indexy(abs(D)>=10^-9)];

overenie pripustnosti K

if sum(D<0)~=0 

    warning('ucelova funkcia musi byt konvexna')

    return

end

D=D(indexy,1);

ST=ST(:,indexy);

D=diag(D);

M_stare=M;

M=[];

%zmena ohraniceni ulohy

M=M_stare(:,:,1);

for i=2:h

    M(:,:,i)=matica(M_stare,ST(:,i-1),h,2);

end

K_stare=K;

K=D;

c_stare=c;

c=c*ST;

x_povodne_suradnice= @(x) ST*x;

hodnota_povodnej_ulohy= @(x) x'*K*x/2+c*x+ konstanta;



j=0;

options = optimset('Algorithm','interior-point-convex','Display','off',...

    'TolX',10^-17);

%prva iteracia zistovanie ci optimum nie je vo vnutri mnoziny prip ries

x_hat=D\c';

if  isempty(Aeq)

  pomocna_premenna=sum(abs(D*x_hat-c')>10^-10);

else

    pom=Aeq*x_povodna_uloha(x_hat,1)-beq;

    pomocna_premenna=sum(abs(D*x_hat-c')>10^-10)+sum(abs(pom)>10^-10);

end

  if pomocna_premenna==0

    H=matica(M,x_hat,h);

    [~,p]=chol(H);

    if p==0

      vysledok=x_povodne_suradnice(x_hat);

      hodnota=hodnota_povodnej_ulohy(x_hat);

      if ~isempty(Aeq)

        vysledok= x_povodna_uloha(vysledok,1);

      end

      eF=1;

      disp('metoda zastala lebo riesenie je vo vnutri mnoziny')

      return

    end

  end

pomocna_premenna=0;





if isempty(x0)

    if sum(isnan(x_hat))==0

    x0=x_hat;

    else

        x0=-10+20*rand(h-1,1);

    end

end

x_vonkajsie=x0;

hodnoty_ucelovej_funkcie=hodnota_povodnej_ulohy(x0);

x=x0;

konstanta2=sum((c(1,pocet_nvlh+1:end)'.^2)./diag(2*D(pocet_nvlh+1:end,...

    pocet_nvlh+1:end)));

I=eye(n);

while (j<=maxiter)

    V=[];

    G=0;

    H=matica(M,x,h);

    [Vp,lambdy]=eig(H,I);

    minimalna_lambda=min(diag(lambdy));

    pom=1:n;

    index_min_lambda=find(diag(lambdy)-minimalna_lambda<10^-4);    



    pom=pom(diag(lambdy)<=0);

     

    Z=Vp(:,index_min_lambda);

    

    if minimalna_lambda>0

      Vp=Vp(:,index_min_lambda);

    else

      Vp=Vp(:,pom);

    end

    [~,index_min_lambda]=size(Vp);

    V=repmat(Vp,1,100) +sigma*randn(n,index_min_lambda*100);

    V=[V,Vp];

    [~,k]=size(Z);

    G_dualna_uloha=0;

    Aeq_dualna_uloha=[];

    beq_dualna_uloha=c(1,1:pocet_nvlh)';     

    for p=1:h

        d=0;

        for i=1:k

            d(i,1)=Z(:,i)'*M(:,:,p)*Z(:,i);

        end

    if p==1

        c_dualna_uloha=d';

    elseif (p>pocet_nvlh+1)

        G_dualna_uloha=G_dualna_uloha+d*d'./D(p-1,p-1);

        c_dualna_uloha=c_dualna_uloha-d'*c(1,p-1)/D(p-1,p-1);

%         konstanta=konstanta+(c(1,p-1)^2)/D(p-1,p-1);

    else

        Aeq_dualna_uloha(p-1,:)=d';

    end

    end

    [y,hodnota_dualnej_ulohy]=quadprog(G_dualna_uloha,c_dualna_uloha,[],...

        [],Aeq_dualna_uloha,beq_dualna_uloha,zeros(k,1),[],[],options);

    hodnota_dualnej_ulohy=hodnota_dualnej_ulohy+konstanta2-konstanta;

    if isempty(y)&& (k==1)

        y=max(0,sum(beq_dualna_uloha)/sum(Aeq_dualna_uloha));

        hodnota_dualnej_ulohy=0.5*G_dualna_uloha*y*y+c_dualna_uloha*y...

            +konstanta2-konstanta;

    end

%riesenie dualnej ulohy

  Y=0;

  for i=1:k

    Y=Y+y(i,1)*Z(:,i)*Z(:,i)';

  end

% tretie zastavovacie pravidlo

  if abs(hodnoty_ucelovej_funkcie(1,end)+hodnota_dualnej_ulohy)...

          +abs(minimalna_lambda)<eps3

     disp('Metoda zastala lebo primarno-dualna medzera je mensia nez eps4')

     eF=1;

    break

  end

  [~,s]=size(V);

  for i=1:s %parfor

    ohr=ohranicenia(M,V(:,i),h);

    ohran=[ohran;ohr];

  end

  x=quadprog(K,c,-ohran(:,2:end),ohran(:,1),[],[],[],[],[],options);

  x_vonkajsie=[x_vonkajsie,x_povodne_suradnice(x)];

  hodnoty_ucelovej_funkcie=[hodnoty_ucelovej_funkcie,...

      hodnota_povodnej_ulohy(x)];

  j=j+1;

%prve zastavovacie kriterium

  if abs(hodnoty_ucelovej_funkcie(:,j)-hodnoty_ucelovej_funkcie(:,j+1))...

          <eps1

    pomocna_premenna=  pomocna_premenna+1;

  else

    pomocna_premenna=0;

  end



  if pomocna_premenna>5

    disp('Metoda zastala lebo hodnota ucelovej funkcie sa uz nezmensovala')

    eF=1;

    break

  end



%druhe zastavovacie kriterium

  if norm(x_vonkajsie(:,end-1)-x_vonkajsie(:,end))<eps2

    disp('Metoda zastala lebo sa pohybujeme uz v malom okoli jedneho bodu')

    eF=1;

    break

  end

  ohran=ohran(abs(ohran(:,2:end)*x+ohran(:,1))<10^-4,:);

end

vysledok=x_povodne_suradnice(x);

hodnota=hodnota_povodnej_ulohy(x);

if ~isempty(Aeq)

  vysledok= x_povodna_uloha(vysledok,1);

  x_vonkajsie=x_povodna_uloha(x_vonkajsie,j+1);

end

cas=toc;

end
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