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Abstrakt v ²tátnom jazyku

IRING, Andrej: Vlastnosti spektrahedrálnych mnoºín a ich aplikácie v nelineárnej opti-

malizácii [Diplomová práca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky,

fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky; ²kolite©: prof. RNDr.

Daniel �ev£ovi£, CSc, Bratislava, 2016, 58 s.

V na²ej práci sa venujeme spôsobu ako aproximova´ spektrahedrálne mnoºiny, t.j.

mnoºiny zadané pomocou maticových nerovností, pomocou polyhedrálnych mnoºín.

Jedným z cie©ov na²ej práce je skon²truova´ algoritmus, ktorý bude rie²i´ ²tandardnú

úlohu semide�nitného programovania, pomocou série úloh lineárneho programovania,

¤al²ím cie©om je navrhnú´ algoritmus, ktorý by rie²il úlohy so zloºitej²ou ú£elovou

funkciou, a jeho implementácia.

K©ú£ové slová: Spektrahedrálne mnoºiny, Lineárne programovanie, Semide�nitné

programovanie, Kladná semide�nitnos´ matíc



Abstract

IRING, Andrej: Spectrahedral sets and their applications in nonlinear optimization

[Master's thesis], Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics

and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: prof.

RNDr. Daniel �ev£ovi£, CSc., Bratislava, 2016, 58 s.

In our work we propose a method to approximate spektrahedral set, i.e. a set which

is speci�ed by matrix inequalities, using just polyhedral sets. Our aim is to construct

an algorithm that will solve standart task of semide�nite programming, using series of

linear programming problems. Another objective of our work is to design an algorithm

that would address optimization problem with a more complex objective function.

Keywords: Spectrahedron, Linear programming, Quadratic programming,

Semide�nite programming, Positive-semide�nite matrix
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ÚVOD ÚVOD

Úvod

Matematická optimalizácia a najmä semide�nitné programovanie v dne²nej dobe nado-

búda stále viacej na významnosti. Tento druh matematickej optimalizácie je vo ve©kom

pouºívaný v technologických odvetviach, ²tatistických oboroch a ekonómii. Hoci sú vy-

tvorené zna£ne efektívne metódy na rie²enie úloh semide�nitného programovania, stále

sú ve©mi limitované zloºitos´ou úloh, a preto je potrebný výskum týchto úloh, aby sme

boli schopní skon²truova´ algoritmy na rie²enie aj zna£ne ve©kých a zloºitých úloh. V

na²ej práci sa budeme venova´ aproximácií mnoºín prípustných rie²ení, v ²tandardnej

úlohe semide�nitného programovania, pomocou jednoduch²ích mnoºín, konkrétne po-

mocou polyhedrálnych mnoºín. Touto problematikou sa uº zaoberala dizerta£ná práca

K. Sivaramakrishnana [11], na ktorú nadväzovali resp. odkazovali práce A. Galenka

[15],[16] a práca J. Younga [17]. My budeme £erpa´ najmä z práce [11] a pokúsime sa

o nieko©ko modi�kácií algoritmu, ktorý bol v tejto práci aj prezentovaný. �alej sa bu-

deme zaobera´ moºnos´ou vyuºi´ moºnosti aproximácie prípustných mnoºín v klasickej

úlohe semide�nitného programovania na úlohy, s kvadratickými ú£elovými funkciami.

Nakoniec uvedieme ur£ité porovnanie ná²ho algoritmu s dostupným softwarom, ako aj

niektoré moºné aplikácie vo �nan£nej matematike.

11



1 ZÁKLADNÉ POJMY

1 Základné pojmy

V prvej £asti úvodnej kapitoly uvedieme základné tvrdenia z lineárnej algebry a mate-

matického programovania, ktoré budeme vyuºíva´ v nasledujúcich kapitolách pri odvo-

dzovaní jednotlivých metód. V²etky metódy, ktoré sú uvedené v nasledujúcich kapito-

lách, budú rie²i´ úlohu matematického programovania so spektrahedrálnou mnoºinou

prípustných rie²ení ako postupnos´ úloh s rovnakou ú£elovou funkciou a polyhedrálnou

mnoºinou prípustných rie²ení.

1.1 Vety a de�nície z lineárnej algebry

Ve©mi dôleºitým pojmom v na²ej práci bude symetrická matica a priestor symetrických

matíc. Symetrická matica je matica sp¨¬ajúca A = AT , ¤alej podpriestor symetrických

n × n matíc budeme ozna£ova´ Sn ⊂ Mn. Priestor Sn je izomorfný s vektorovým

priestorom R
n(n+1)

2 . Toto moºno vidie´, ak by sme zapísali v²etky prvky dolnej troju-

holníkovej £asti matice do jedného dlhého vektoru. Nech M ∈ Sn potom de�nujeme

zobrazenie vect(M) : Sn → R
n(n+1)

2 ako zobrazenie, ktoré pokladá prvky matice M do

vektora pozd¨º diagonály t.j.

vect(M) =



M1,1

M2,2

...

Mn,n

M2,1

M3,2

...

Mn,1


Zobrazenie vect(M) priradí matici M jej prislúchajúci vektor z priestoru R

n(n+1)
2 . Zo-

brazenie vect−1(v), je inverzné zobrazenie, ktoré zas vektoru priradí prislúchajúcu sy-

metrickú maticu. �alej je dôleºité uvies´ de�níciu pojmov kladne de�nitná matica a

kladne semide�nitná matica, kedºe s nimi budeme zna£ne ve©a pracova´. Nasledujúce

dve de�nície sú zjednodu²ením de�nícií z u£ebnice P. Zlato²a [9].

De�nícia 1.1. Matica A sa nazýva kladne de�nitná, ak ∀x ∈ Rn, x 6= 0 platí xTAx > 0.

12



1.1 Vety a de�nície z lineárnej algebry 1 ZÁKLADNÉ POJMY

De�nícia 1.2. Matica A sa nazýva kladne semide�nitná, ak ∀x ∈ Rn platí xTAx ≥ 0.

Podmnoºinu symetrických matíc, ktoré sú kladne semide�nitných matíc budeme

zna£i´ Sn+ a jej vnútro, teda mnoºinu kladne de�nitných symetrických matíc, budeme

zna£i´ Sn++ . Pri výpo£toch by bolo ´aºkopádne zis´ova´, £i matice sú kladne de�nitné.

Uvedieme preto posta£ujúce podmienky pre kladnú de�nitnos´ a kladnú semide�nit-

nos´.

Veta 1.3 ([3, str.263] Sylvestrovo kritérium). Nech A ∈ Rn×n je symetrická matica.

Potom:

(a) matica A je kladne de�nitná práve vtedy, ke¤ v²etky jej hlavné rohové minory (de-

terminanty hlavných rohových podmatíc) sú kladné.

(b) matica A je kladne semide�nitná práve vtedy, ke¤ v²etky jej hlavné minory (deter-

minanty hlavných podmatíc) sú nezáporné.

Jednou z ve©mi dôleºitých vlastností symetrických matíc je, ºe sú vºdy diagonalizo-

vate©né a navy²e ich vlastné vektory sa dajú vybra´ tak, aby tvorili ortogonálnu bázu

priestoru. Toto tvrdenie uvedieme ako lemu. Nasledujúca lemma je prebratá z knihy

M.Hamalu a M. Trnovskej Nelineárne programovanie [3].

Lema 1.4. Pre kaºdú ²tvorcovú symetrickú n×n maticu A existuje ortogonálna matica

Q (t.j. QQT = QTQ = I) a diagonálna matica Λ s vlastnými £íslami matice A na

diagonále (ktoré sú reálne) tak, ºe

A = QΛQT ,

pri£om st¨pce matice Q sú lineárne nezávislé ortogonálne vlastné vektory matice A.

Dôsledok 1.5. � Matica A je kladne semide�nitná ak má v²etky vlastné hodnoty

nezáporné.

� �peciálne, ak matica A je kladne semide�nitná, potom existuje matica V taká, ºe

A = V V T .

Ve©mi dôleºitá vlastnos´ symetrických matíc je spektrálna dekompozícia.

A =
r∑
i=1

λiqiq
T
i , (1)

13



1.1 Vety a de�nície z lineárnej algebry 1 ZÁKLADNÉ POJMY

kde λi sú nenulové vlastné hodnoty a qi sú prislúchajúce vlastné vektory. �al²ím dôle-

ºitým pojmom je stopa matice A ∈ Sn, ktorá je de�novaná ako

tr(A) =
n∑
i=1

Aii,

a skalárny sú£in pre matice A,B ∈ Sn, ktorý je de�novaný

A •B = tr(AB).

�alej de�nujme Frobeniovu normu pre symetrickú maticu A ∈ Sn, ako ‖A‖F =
√
A • A. Jedným z ¤al²ích uºito£ných kritérií kedy je matica kladne semide�nitná

je

Veta 1.6. Matica A je kladne semide�nitná práve vtedy, ke¤

A •B ≥ 0, ∀B ∈ Sn+

Dôkaz tejto vety moºno nájs´, uº v úvode spomenutej dizerta£nej práci [11, str. 10].

Veta 1.7. Nech matice A,B ∈ Sn+. Potom tr(AB) = 0 práve vtedy, ke¤ AB = 0.

Dôkaz. Ak AB = 0, tak potom je vidno, ºe tr(AB) = 0. Nech teda tr(AB) = 0. Ke¤ºe

matice A,B sú kladne semide�nitné tak existujú matice V a U také, ºe A = V V T ,

B = UUT . Potom
tr(AB) = tr(V V TUUT )

= tr(UTV V TU)

= tr
(
UTV (UTV )T

)
= 0.

V poslednej rovnosti máme na ©avej strane Frobeniovu normu matice UTV a z vlastností

normy vyplýva, ºe UTV = 0, a teda AB = 0.

Toto tvrdenie bude neskôr zohráva´ dôleºitú úlohu pri podmienke komplementarity

pre úlohu semide�nitného programovania. E²te by sme radi uviedli dve tvrdenia, ktoré

budeme neskôr vyuºíva´ pri zmene ohrani£ení v príkladoch v poslednej kapitole. Prvé

tvrdenie je známa veta o Schurovom komplemente.

Veta 1.8. Nech U =
(
A B
BT C

)
, pri£om A ∈ Sn, C ∈ Sm, B n × m matica a A � 0.

Potom

U � 0⇔ C −BTA−1B � 0.

14



1.2 Semide�nitné programovanie 1 ZÁKLADNÉ POJMY

Dôkaz tejto vety moºno nájs´ v u£ebnici Matrix Analysis [19] od autorov Roger A.

Horn a Charles R. Johnson.

Obr. 1: Issai Schur1.

Táto veta nesie meno po známom matematikovi Issaiovi

Schurovi, ktorý sa narodil v roku 1875. Pracoval v mnohých

odvetviach matematiky, napríklad v teórií grúp, kombinatorike,

teórií £ísel a ¤al²ích.

1.2 Semide�nitné programovanie

Semide�nitné programovanie je ²peciálnou podmnoºinou úloh

konvexného programovania. Teória konvexného programovania

sa za£ala pomaly rozvíja´ od 20. rokov minulého storo£ia a zá-

ujem o túto problematiku stále nepo©avil. Najznámej²ími prie-

kopníkmi v oblasti teórie konvexnej optimalizácie resp. návrhov

algoritmov na rie²enie úloh boli John von Neumann, Narendra Karmarkar, Harold W.

Kuhn, Albert W. Tucker, Morton L. Slater, Stephen Boyd a mnoho ¤al²ích. Na úvod

uvedieme tvar úlohy semide�nitného programovania, s ktorým budeme v na²ej práci

na¤alej pracova´.

min
x

cTx

s.t. A(x) ≡ H0 + x1H1 + · · ·+ xkHk � 0.

(SDP)

Vidno, ºe úloha (SDP) nápadne pripomína úlohu lineárneho programovania aº na ohra-

ni£enia A(x) � 0, ktoré sú v tvare lineárnej maticovej nerovnosti (LMI). Mnoºina

prípustných rie²ení tejto úlohy sa nazýva spektrahedrón.

De�nícia 1.9. Nech H0, H1, . . . , Hk ∈ Sn. Potom spektrahedrálna mnoºina je de�no-

vaná ako

Sp = {x ∈ Rk|A(x) ≡ H0 + x1H1 + · · ·+ xkHk � 0}.

Mnoºina Sp je mnoºinou prípustných rie²ení úlohy (SDP).

Spektrahedrónom môºu by´ rôzne mnoºiny. Ako príklad najjednoduch²ej spektra-
1zdroj https://en.wikipedia.org/wiki/File:Schur.jpg
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1.2 Semide�nitné programovanie 1 ZÁKLADNÉ POJMY

hedrálnej mnoºiny môºme uvies´ kruh1 0

0 1

+ x

1 0

0 −1

+ y

0 1

1 0

 � 0⇔

(1− x)(1 + x)− y2 ≥ 0⇔

x2 + y2 ≤ 1.

�al²ími jednoduchými spektrahedrónmi sú polyhedróny, vnútro paraboloidu a mnoho

¤al²ích. Jednou zo základných vlastností spektrahedrónov je konvexnos´.

Veta 1.10. Spektrahedrálne mnoºiny sú konvexné a uzavreté.

Dôkaz. Uvedieme dôkaz iba konvexnosti, uzavretos´ vyplýva zo spojitosti charakteris-

tického polynómu matice.

Nech x, y ∈ Sp sú ©ubovo©né. Kedºe oba tieto body patria do mnoºiny Sp tak platí:

∀z ∈ Rn : zTA(x)z ≥ 0,

∀z ∈ Rn : zTA(y)z ≥ 0.

Ukáºeme, ºe αx+(1−α)y tieº patrí do mnoºiny Sp pre v²etky α ∈ (0, 1). Treba ukáza´,

ºe A(αx + (1 − α)y) � 0. Ke¤ºe zobrazenie A : Rk → Sn je lineárne v premennej x

tak platí A(αx+ (1− α)y) = αA(x) + (1− α)A(y). Prenásobením poslednej rovnosti

©ubovo©ným vektorom z sprava a zT z©ava dostávame

zTA(αx+ (1− α)y)z = αzTA(x)z + (1− α)zTA(y)z. (I)

Vidno, ºe výraz (I) je vºdy nezáporný pre ©ubovolné z ∈ Rn a teda matica A(αx+(1−

α)y) je kladne semide�nitná, z £oho vyplýva, ºe bod αx + (1 − α)y patrí do mnoºiny

Sp.

�al²ím vlastnostiam spektrahedrónov sa budeme venova´ v nasledujúcej kapitole. V

teórií konvexného programovania, a teda aj v semide�nitnom programovaní má neza-

nedbate©ný význam teória duality. Skôr ako pristúpime ku kon²trukcií duálnej úlohy

pre úlohy (SDP) uvedieme Lagrangeovu funkciu pre úlohu (SDP). De�nícia a vlastnosti

Lagrangeovej funkcie sú podrobne rozpísané v knihe Nelineárne programovanie od M.

Hamala a M. Trnovská[3] ako aj základy z teórie duality pre konvexné programovanie.

My uvedieme iba nieko©ko tvrdení z tejto publikácie v prípade vä£²ieho záujmu o túto
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problematiku odkáºeme £itate©a uº na spomenutú knihu [3]. Lagrangeova funkcia k

úlohe (SDP) má tvar:

L(x, Y ) = cTx− Y •

(
H0 +

k∑
i=1

xiHi

)
Y � 0.

Ke¤ºe funkcia L(x, Y ) je konvexná v premennej x, a teda pre pevne zvolené Y vºdy

nadobúda svoje minimum, môºme skon²truova´ Wolfeovu duálnu úlohu k úlohe (SDP).

max
Y

− tr(H0Y )

s.t. tr(HiY ) = ci, pre i = 1, . . . , k,

Y � 0.

(SDD)

Ak maximalizujeme záporné hodnoty funkcie, tak maximalizáciu môºme nahradi´ mi-

nimalizáciou a zbavíme sa mínusového znamienka v ú£elovej funkcií. Ve©mi dôleºitou

vlastnos´ou pri optimaliza£ných úlohách je dualita. Veta o slabej dualite platí skoro

vºdy. Av²ak pre potreby vä£²iny algoritmov je nutné, aby bola splnená aj silná veta

o dualite. Táto veta av²ak vyºaduje, aby úloha sp¨¬ala tzv. Slaterovu podmienku. Pri

tvorbe podmienky pre úlohu semide�nitného programovania vychádzame z jej v²eobec-

ného tvaru, ktorý moºno nájs´ v knihe Convex Optimization od autorov S. Boyda a L.

Vandenbergheho [12].

Veta 1.11. (Slaterova podmienka)

Úloha (SDP) sp¨¬a Slaterovu podmienku, ak existuje x̄ ∈ Rk také, ºe

A(x̄) � 0

t.j. mnoºina prípustných rie²ení Sp má aspo¬ jeden vnútorný bod.

Ve©mi dôleºitou vetou je slabá veta o dualite.

Veta 1.12. (Slabá veta o dualite)

Ak je x prípustné v (SDP) a Y je prípustné v (SDD), potom

cTx− (−H0 • Y ) = cTx+H0 • Y ≥ 0
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1.2 Semide�nitné programovanie 1 ZÁKLADNÉ POJMY

Dôkaz. Kedºe Y je prípustné, tak platí ci = Y •Hi, pre i = 1, 2, . . . , k, a teda platí

k∑
i=1

Y •Hixi +H0 • Y = Y •

(
H0 +

k∑
i=1

Hixi

)
= Y • A(x).

Kedºe Y aj x sú prípustné tak pod©a Vety 1.6 platí Y • A(x) ≥ 0.

Rozdiel hodnôt ú£elových funkcií sa zvykne ozna£ova´ ako primárno-duálna medzera.

Tento rozdiel je ve©mi dôleºitý pri tvorbe algoritmov, pretoºe sa vyuºíva pri rozhodovaní

o ukon£ení algoritmu z dôvodu blízkosti k optimálnemu rie²eniu. Av²ak na to, aby sme

mohli primárno-duálnu medzeru pouºi´ ako zastavovacie kritérium, je potrebné, aby

bola splnená silná veta o dualite, ktorej znenie sme prebrali z £lánku M. Trnovskej

Strong Duality Conditions in Semide�nite Programming [22].

Veta 1.13. (Silná veta o dualite)

Majme S-regulárnu úlohu semide�nitného programovania (SDP). Nech x̂ je optimálnym

rie²ením úlohy (SDP). Potom existuje Ŷ ∈ Sn+ tak, ºe Ŷ je optimálnym rie²ením

duálnej úlohy (SDD) a platí:

cT x̂+H0 • Ŷ = 0.

Inak povedané, spomedzi v²etkých prípustných rie²ení je iba pre optimálne rie²enia

úloh (SDP) a (SDD) primárno-duálna medzera rovná nule.

Jedným z najvä£²ích prielomov v nelineárnom programovaní bolo odvodenie nut-

ných podmienok optimality pre ²tandardnú úlohu nelineárneho programovania. Tieto

podmienky boli v roku 1939 uvedené v diplomovej práci matematika William Karusha,

av²ak neboli publikované. �ir²ia matematická spolo£nos´ o nich nevedela. Neskôr v roku

1951 boli tieto podmienky nezávisle od práce Williama Karusha publikované dvojicou

matematikov Harold Kuhn a Albert Tucker. Tieto podmienky ur£ujú £o musí kandi-

dát na optimálne rie²enie úlohy sp¨¬a´. V prípade konvexného programovania platí, ºe

tieto podmienky sú zárove¬ aj posta£ujúcimi podmienkami, teda bod ktorý ich sp¨¬a

je optimálnym rie²ením úlohy konvexného programovania. Bliº²ie informácie o Karush-

Kuhn-Tuckerovych (K-K-T) podmienkach ako aj dôkaz o ich posta£ujúcosti v prípade
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1.2 Semide�nitné programovanie 1 ZÁKLADNÉ POJMY

konvexného programovania môºe £itate© nájs´ v publikácií [3]. My uvedieme iba K-K-T

podmienky pre úlohu (SDP).

Veta 1.14. Uvaºujme úlohu (SDP), nech dvojica (x̂, Ŷ ) sp¨¬a Karush-Kuhn-Tuckerove

podmienky:

ci − Ŷ •Hi = 0, i = 1, 2, . . . , k, (2)

H0 +
k∑
i=1

x̂iHi � 0, (3)

Ŷ •

(
H0 +

k∑
i=1

x̂iHi

)
= Ŷ • A(x̂) = 0, (4)

Ŷ � 0. (5)

Potom x̂ je optimálnym rie²ením úlohy (SDP).

Z týchto podmienok bude ma´ pre nás najvä£²í význam podmienka (4), najmä pri

tvorbe zjednodu²ených podúloh úlohy (SDD). Na záver kapitoly uvedieme potrebný

predpoklad a nieko©ko tvrdení, ktoré budú potrebné najmä v kapitole (2).

Predpoklad 1. Nech Y • Hi = ci, i = 1, 2, . . . , k. Potom tr(Y ) = a pre nejakú

kon²tantu a ≥ 0.

Nasledujúce tvrdenie hovorí o tom, kedy je predchádzajúci predpoklad splnený.

Veta 1.15. Nech Y = {Y � 0 : Hi • Y = ci, i = 1, 2, . . . , k} je ohrani£ená mnoºina.

Potom existuje regulárna ²kálovacia matica Q taká, ºe tr(W ) = a pre v²etky W ∈

{W � 0 : Hi • (QWQT ) = ci, i = 1, . . . , k} = {Q−1Y Q−T : Y ∈ Y}.

Dôkaz tejto vety moºno nájs´ v [13, str. 73].

Dôvod, pre£o sme zaviedli predpoklad (1) a ukázali predchádzajúcu vetu je nasle-

dujúca veta, ktorú preberáme z [11, str. 88], kde sa nachádza aj jej dôkaz.

Veta 1.16. Ak pre v²etky prípustné rie²enia Y pre (SDD) platí tr(Y ) = a, potom

∃x̂ ∈ Rk, také, ºe
k∑
i=1

x̂iHi = I.

3zdroj https://en.wikipedia.org/wiki/File:Albert_W._Tucker.gif
3zdroj https://en.wikipedia.org/wiki/File:Harold_W._Kuhn.jpg
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Obr. 2: Albert Tuc-

ker2.

Obr. 3: Harold Kuhn3.

Túto vetu budeme vyuºíva´ pri h©adaní vektorov z, ktoré

budú generova´ �dobrú� aproximáciu mnoºiny Sp.
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2 Rie²enie SPD pomocou LP

V tejto kapitole sa budeme venova´ aproximácií mnoºiny Sp pomocou jednoduch²ích

mnoºín a následne uvedieme algoritmus rie²enia úlohy (SDP) pomocou série úloh vy-

uºívajúcich iba lineárne programovanie. Základná my²lienka na aproximáciu vychádza

priamo z de�nície kladnej semide�nitnosti matice (1.2).

2.1 Aproximácia mnoºiny prípustných rie²ení

De�nícia 2.1. Nech z ∈ Rn je ©ubovolne pevne zvolený vektor, potom de�nujeme polp-

riestor Pz nasledovne

Pz = {x| zTA(x)z = zTH0z + x1z
TH1z + · · ·+ xkz

THkz ≥ 0}. (6)

Ozna£me vektor pz = (zTH1z, z
TH2z, . . . , z

THkz)T a hz = zTH0z. Budeme hovori´, ºe

vektor z ∈ Rn generuje nadrovinu pTz x+ hz = 0.

Priamo z de�nície vidno, ºe ak x ∈ Sp, potom ur£ite patrí aj do mnoºiny Pz a teda

dostávame, ºe Sp ⊆ Pz pre ©ubovolný vektor z ∈ Rn. Av²ak mnoºina Pz vo v²eobecnosti

nemôºe dobre aproximova´ mnoºinu Sp, ke¤ºe Sp môºe ma´ �zaoblený� charakter, za-

tia© £o Pz je polyhedrálny polpriestor. Preto budú zaujímavé iba prieniky mnoºín Pz

pre rôzne vektory z. Z predchádzajúcich my²lienok je zrejmé, ºe Sp ⊆
⋂k
i=1 Pzi , pre ©u-

bovolné k. Pre jednoduchos´ budeme zjednotenie
⋂k
i=1 Pzi zna£i´ P

k. Naozaj dokonalú

aproximáciu mnoºiny Sp, by sme dostali, ak by sme pouºili v²etky vektory z ∈ Rn.

Hoci posta£ovali by aj iba vektory sp¨¬ajúce zT z = 1. Av²ak takáto aproximácia je v

praxi nepouºite©ná. Navy²e vzh©adom na to, ºe máme zrete© na rie²enie úlohy (SDP),

tak nám posta£uje ma´ dobrú aproximáciu, len na okolí optimálneho rie²enia a teda

nepotrebujeme aproximova´ celú mnoºinu Sp. Vzh©adom na uº spomenutý �zaoblený�

charakter spektrahedrálnych mnoºín je zrejmé, ºe najlep²ia aproximácia, ktorú môºme

dosta´ pomocou len jednej mnoºiny Pz je vtedy, ke¤ nadrovina pTz x + hz = 0 je do-

tyková nadrovina mnoºiny Sp pre aspo¬ jedno x ∈ Sp. Preto je namieste otázka ako

voli´ vektory z tak, aby nám generovali dotykové nadroviny pTz x + hz = 0. Pôvodne

sme pracovali s my²lienkou h©adania bodov x, ktoré sa nachádzali na hranici mnoºiny

Sp a ako vektor generujúci mnoºinu Pz sme pouºívali vlastný vektor z0 matice A(x)
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pre vlastnú hodnotu rovnú nule. Tento spôsob vºdy generoval dotykovú nadrovinu v

dotykovom bode, ke¤ºe bola splnená rovnos´ zT0 A(x)z0 = 0. Tento spôsob mal, ale

plno nedostatkov, ktoré spomíname pri opise ná²ho algoritmu. Od h©adania bodov na

hranici sme mohli upusti´ v¤aka poznatkom, ktoré sme nadobudli z dizerta£nej práce

K. K. Sivaramakrishnan [11]. Nasledujúce tvrdenie je prebraté z [11, str. 95]. Uvedieme

aj jeho dôkaz, toto tvrdenie hovorí o tom, ako generova´ dotykové nadroviny mnoºine

Sp.

Veta 2.2. Ohrani£enie ddT •A(x) = dT
(
H0 +

∑k
i=1 xiHi

)
d ≥ 0, kde d je vlastný vek-

tor prislúchajúci najmen²ej zápornej vlastnej hodnote matice A(x), je dotyková nadro-

vina mnoºiny Sp.

Dôkaz. Nech A(x̂) je na²a inde�nitná matica t.j. x̂ /∈ Sp. Ozna£me λ ve©kos´ najzápor-

nej²ej vlastnej hodnoty matice A(x) a d prislúchajúci vlastný vektor. Potom matica

S = A(x̂)+λI je kladne semide�nitná matica. Z predpokladu 1 a Vety1.16 vyplýva, ºe

existuje x̄ ∈ Rk také, ºe
∑k

i=1 x̄iHi = I. Ozna£me x = x̂+ λx̄ potom S = A(x). Ke¤ºe

S je kladne semide�nitná, tak jej najmen²ia vlastná hodnota je nula a prislúchajúci

vlastný vektor je d. Dostávame dTSd = 0. Bod x leºí na hranici Pd, navy²e bod x je

prípustným rie²ením, teda patrí do mnoºiny Sp.

Takºe dostávame, ºe ak je splnený predpoklad 1 a sme v ©ubovo©nom bode x, tak naj-

lep²ia moºnos´ na vo©bu generátora aproximácie mnoºiny Sp je zobra´ vlastný vektor

A(x), ktorý prislúcha najzápornej²ej vlastnej hodnote. E²te pred tým, ako sa za£neme

venova´ popisu tvorby podúloh, uvedieme geometrický význam spomenutej aproximá-

cie.

Príklad 2.3. Majme mnoºinu Sp = {x :
(
x1
3

)2
+ x2

2 ≤ 1.} Vidno, ºe sa jedná o elipsu

so stredom v bode (0, 0)T pri£om hlavná os je 3 a ved©aj²ia 1. Túto nerovnos´ môºme

zapísa´ v tvare maticovej nerovnosti ako

A(x) =

1 0

0 1

+ x1

1
3

0

0 −1
3

+ x2

0 1

1 0

 � 0.

Nech ná² ²tartovací bod je x0 = (3, 1)T . Potom A(x0) = ( 2 1
1 0 ). Najmen²ia vlastná hod-

nota tejto matice je λmin = 1−
√

2 a prislúchajúci vlastný vektor je z1 = (1
2
, 1

2(1−
√

2)
)T ,
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ktorý generuje mnoºinu P 1 = {x ∈ R2 : 2(2 −
√

2) + 2(1−
√

2)
3

x1 + 2(1 −
√

2)x2 ≥ 0}.

Gra�cky to bude vyzera´ nasledovne

Obr. 4: Príklad aproximácie mnoºiny Sp pomocou polyhedrálneho polpriestoru P 1

Vidno, ºe vektor z1 vygeneroval dotykovú nadrovinu. Gra�cky znázorníme mnoºinu

P 2. Nech ná² ¤al²í bod x1 = (−2, 2
3

+
√

2)T , tento bod sme zvolili tak, aby leºal na

hranici mnoºiny P 1. Obdobne by sme pokra£ovali ako pri bode x0. Výpo£ty prenecháme

na £itate©a a uvedieme uº len, ako bude vyzera´ aproximácia mnoºiny Sp pomocou

P 2 = Pz1
⋃
Pz2.
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Obr. 5: Príklad aproximácie mnoºiny Sp pomocou mnoºiny P 2

2.2 Tvorba série úloh

V predchádzajúcej £asti sme uviedli najrozumnej²í spôsob aproximácie mnoºiny Sp. Te-

raz sa budeme venova´ zostaveniu úlohy lineárneho programovania, ktorá bude vyuºí-

va´ túto aproximáciu. Majme kone£nú mnoºinu vektorov Z = {z1, z2, . . . , zl}, pomocou

ktorých vytvoríme aproximáciu mnoºiny Sp vy²²ie popísaným spôsobom. Dostávame

zTi H0zi + x1z
T
i H1zi + · · ·+ xkz

T
i Hkzi ≥ 0, pre i = 1, 2, . . . , l.

Tieto nerovnosti môºme zapísa´ v maticovom tvare ako Px+ b ≥ 0, kde zloºky matice

P sú Pi,j = zTi Hjzi a zloºky vektora b sú bi = zTi H0zi.

2.2.1 Lineárne programovanie

min
x

cTx

s.t. Px+ b ≥ 0.

(LP)

Vzh©adom na to, ºe v úlohe (LP) optimalizujeme cez vä£²iu mnoºinu neº v úlohe (SDP),

tak platí vz´ah pre optimálne hodnoty ú£elovej funkcie:

cT x̂LP ≤ cT x̂SDP .

To znamená, ºe vyrie²ením úlohy LP dostávame dolný odhad úlohy SDP . Pred navr-

hnutím samotného algoritmu a jeho moºných modi�kácií e²te spomenieme ve©mi dôle-
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ºité poznatky vz´ahujúce sa ku komplementarite a k duálnej úlohe. V predchádzajúcej

kapitole sme v rámci podmienok optimality uviedli aj podmienku komplementarity (4).

S touto podmienkou súvisí aj nasledujúca veta, ktorá je prebratá z £lánku Complemen-

tarity and Nondegeneracy in Semide�nite Programming od autorov F. Alizadeh, J.P.A.

Haeberly [14]. V spomenutom £lánku sú taktieº rozobraté kritéria, kedy sú úlohy (SDP)

a (SDD) nedegenerované.

Veta 2.4. Nech x a Y sú prípustné rie²enia v (SDP) a (SDD). Potom sú optimálne

vtedy a len vtedy, ak existuje Q ∈ Rn×n sp¨¬ajúca QTQ = I, a λ, ω ∈ Rn
+ také, ºe

Y = QDiag(λ1, . . . , λn)QT , (7)

A(x) = QDiag(ω1, . . . , ωn)QT , (8)

λiωi = 0, i = 1, . . . , n. (9)

Nech x̂ je optimálne rie²enie úlohy (SDP) a r je násobnos´ nuly ako vlastnej hodnoty

matice A(x̂) a z1, . . . , zr, sú prislúchajúce vlastné vektory. Potom z Vety 2.4 vyplýva, ºe

optimálne rie²enie duálnej úlohy (SDD) môºme h©ada´ v tvare Y = y1z1z
T
1 +· · ·+yrzrzTr .

Pre pripomenutie v úlohe (SDD) sme maximalizovali −Y • H0, £o je ekvivalentné s

minimalizáciou Y •H0. Takºe úloha (SDD) bude ma´ nasledujúci tvar:

min
y

r∑
j=1

yjz
T
j H0zj

s.t.
r∑
j=1

yjz
T
j Hizj = ci, pre i = 1, . . . , k,

yj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , r.

(MSDD)

Úlohu (MSDD) budeme nazýva´ komplementárna duálna úloha. Teoreticky, by sme

mohli vytvori´ úlohu (MSDD) aj pomocou iných vektorov ako zi, av²ak potom rie²enie

by nesp¨¬alo podmienku komplementarity. Vidno, ºe úloha (MSDD) je úlohou lineár-

neho programovania. Takºe v prípade, ºe poznáme optimálne rie²enie primárnej úlohy

(SDP), tak vieme duálnu úlohu previes´ na jednoduchý problém lineárnej optimalizá-

cie. Z Vety 2.4 vyplýva, ºe optimálne rie²enie úlohy (MSDD) je optimálnym rie²ením

aj úlohy (SDD). Teraz, ke¤ máme vybudovanú teóriu, budeme sa venova´ zostaveniu

samotného algoritmu.
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2.3 Algoritmus

2.3.1 My²lienky a opis

Pre za£iatok predpokladajme, ºe platí predpoklad 1, ako aj Vety 1.11 to znamená, ºe

platí Veta o silnej dualite. Ná² algoritmus sa dá rozdeli´ na tri hlavné £asti. V prvej sa

kon²truuje aproximácia mnoºiny Sp. Pre za£iatok, ak nie je zadaný ²tartovací x0 bod,

tak na²a metóda si ho sama náhodne vygeneruje. Majme bod xi Následne sa skon-

²truuje matica A(xi) a vypo£ítajú sa jej vlastné hodnoty a vektory zij. Ozna£íme zim

vlastný vektor, ktorý prislúcha najmen²ej vlastnej hodnote. Vektory zij nám vygene-

rujú n ohrani£ení. Av²ak toto je relatívne malý po£et ohrani£ení. Preto sme navrhli dva

spôsoby ako získa´ ¤al²ie ohrani£enia na lep²iu aproximáciu mnoºiny Sp. Prvý spôsob

je výpo£tovo náro£nej²í, ale získame zaru£ene 2n dotykových ohrani£ení pre mnoºinu

Sp. Spo£íva vo výpo£te najmen²ej vlastnej hodnoty a prislúchajúceho vlastného vek-

toru pre matice A(xi +kej) a A(xi−kej) pre j = 1, . . . , n, kde k je kon²tanta, ktorú si

ur£íme. Druhý spôsob, ako získa´ ¤al²ie ohrani£enia je výpo£tovo menej náro£ný a spo-

£íva v tom, ºe naru²íme pomocou náhodne vygenerovaných odchýlok, uº vypo£ítaný

vektor zim, ktorý prislúcha najmen²ej vlastnej hodnote matice A(xi). Hlavná my²lienka

za týmto spôsobom je nasledovná, ke¤ºe vektor zim nám generuje dotykovú nadrovinu

pzimx+hzim ≥ 0, a ke¤ ho jemne naru²íme na zm + ε, tak zo spojitosti násobenia dosta-

neme, ºe nové ohrani£enie pre zim + ε bude ma´ jemne zmenený sklon, av²ak neposunie

sa ove©a od dotykovej nadroviny. Tento spôsob je, uº ako sme spomínali, na výpo£ty

menej náro£ný, av²ak uº nemáme garanciu, ºe dostaneme dotykové nadroviny k mno-

ºine Sp. Vo©nos´ tohto spôsobu spo£íva v nastavení generovania náhodných odchýlok

ε. Po získaní v²etkých vektorov vytvoríme aproximáciu mnoºiny Sp pomocou mnoºín

Pz a vytvoríme maticu P a vektor b pre úlohu (LP) a pôjdeme na druhú £as´ ná²ho

algoritmu. V druhej £asti vyrie²ime úlohu (LP) pomocou metódy vnútorného bodu a

získame xi+1. Metódy vnútorného bodu sme zvolili z dôvodu, ºe sa jedná o najrých-

lej²í spôsob, ako vyrie²i´ úlohu (LP). Táto metóda v²ak môºe ma´ problémy, ak po£et

ohrani£ení vysoko presahuje po£et premenných. Preto je dôleºité, aby sme v matici

P nemali nepotrebné ohrani£enia, a preto po optimalizácií ponecháme v matici P iba

aktívne ohrani£enia. Pôvodne pri prvotnom návrhu ná²ho algoritmu sme pracovali so

²tartovacím bodom x0 vo vnútri mnoºiny Sp a pomocou bisekcie sme vypo£ítali nové
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xi+1, tak aby leºalo na hranici Sp. Dôvod bol, ºe na úplnom za£iatku sme dokázali Vetu

2.2 iba pre x ∈ ∂Sp. Neskôr sme na²li celé znenie Vety 2.2 v práci [11]. V¤aka Vete 2.2

sme mohli upusti´ od zna£ne obmedzujúceho predpokladu, ºe x0 je z vnútra Sp, ako aj

od bisekcie, ktorá celý ná² algoritmus iba spoma©ovala a robila nekompetitívnym vo£i

algoritmom na rie²enie úloh (SDP). Tretia £as´ ná²ho algoritmu sú zastavovacie krité-

ria. Pouºívame konkrétne tri kritéria pre zastavenie algoritmu. Prvé klasické kritérium

je, ºe algoritmus ukon£íme ak v dvoch po sebe nasledujúcich iteráciách ‖xi−xi+1‖ ≤ ε1.

Druhé zastavovacie kritérium sme získali z publikácie Úvod do optimalizace od J. Du-

pa£ová a P. Lachout [10]. Podstatou tohto kritéria je, ºe zastavíme, ak hodnota ú£elovej

funkcie m-krát neklesla o viac ako o ur£ené ε2, m je taktieº parameter. Toto kritérium

je ve©mi uºito£né, ak optimálne rie²enie sa nachádza na hranici mnoºiny Sp, ktorá má

lokálne lineárny charakter. Tretie kritérium spo£íva v kon²trukcií a výpo£te komplemen-

tárnej duálnej úlohy a výpo£te upravenej primárno-duálnej medzery. Máme bod xi+1.

Nech vektory zi+1
1 , . . . , zi+1

r prislúchajú najmen²ej vlastnej hodnote matice A(xi+1). Po-

mocou týchto vektorov vytvoríme pseudo-komplementárnu úlohu (MSDD) a získame

rie²enie ˆyi+1 v prípade, ºe existuje. Vytvoríme maticu Ŷ i+1 =
∑r

j=1 y
i+1
j zi+1

j (zi+1
j )T

táto matica je ur£ite prípustná v duálnej úlohe (SDD). Dôvod pre£o vytvorená úloha

je pseudo-komplementárna je ten, ºe výraz Ŷ i+1 •A(xi+1) nie je rovný nule, ale výrazu

λi+1
m

(∑r
j=1 ŷ

i+1
j

)
. Ako sa blíºime k hranici mnoºiny Sp, tak tento výraz ide k nule a

teda matice Ŷ i+1 za£ínajú sp¨¬a´ podmienku komplementarity (4). Samotné zastavo-

vacie kritérium je postavené na Vete 1.12. Problém je, ºe predpoklady tejto vety vo

v²eobecnosti nemusia by´ splnené pre na²e xi+1, lebo sa môºe nachádza´ mimo mno-

ºiny Sp. Av²ak pre v²etky body x ∈ ∂Sp veta o slabej dualite platí a zo silnej duality

vyplýva, ºe pre v²etky x̄ ∈ ∂Sp okrem optimálnych rie²ení platí:

cT x̄+H0 • Ŷ i+1 > 0.

Dalo by sa ukáza´, ºe existuje malé okolie bodov x̄ také, ºe slabá veta o dualite stále platí

aj mimo mnoºiny Sp. Preto, v na²om poslednom kritériu, budeme pracova´ s výrazom

|cTxi+1 +H0•Ŷ i+1|. Av²ak, ako uº sme spomenuli mohlo, by sa sta´, ºe ¤alej od hranice

mnoºiny môºe by´ tento výraz nulový. Preto budeme ma´ aj penalizáciu za vzdialenos´

od hranice a to rovnú |λi+1
m |, ktorá ak sme na hranici a teda v mnoºine prípustných

rie²ení úlohy (SDP), je rovná nule. Takºe posledné zastavovacie kritérium má tvar
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|cTxi+1 + H0 • Ŷ i+1| + k|λi+1
m | ≤ ε3, kde ε3, k volíme pod©a toho akú ve©kú presnos´

chceme. Výhodou tohto postupu je to, ºe priebeºne po£ítame aj hodnotu duálnej úlohy

(SDD), ak konvergujeme k rie²eniu úlohy (SDP) tak dostaneme aj rie²enie duálnej

úlohy. V prípade, ºe by sme nepotrebovali po£íta´ duálnu úlohu, môºme toto kritérium

nepouºi´, £ím zrýchlime samotný algoritmus. Ale zrýchlenie nemusí by´ ve©mi ve©ké,

ke¤ºe po£ítame navy²e len jednu úlohu lineárneho programovania, ktorá ma zakaºdým

rovnaký po£et ohrani£ení. Navy²e, nie vºdy musíme pouºi´ algoritmy na výpo£et úloh

lineárneho programovania. Vä£²inou násobnos´ najmen²ej vlastnej hodnoty A(xi+1) je

rovná jednej a teda úloha (MSDD) sa zjednodu²í na úlohu:

min
y

y(zi+1
m )TH0z

i+1
m

s.t. y(zi+1
m )THjz

i+1
m = cj, pre j = 1, . . . , k,

y ≥ 0.

Táto úloha má rie²enie iba ak xi je optimálne rie²enie (SDP) a je rovné ŷ =
∑k

i=1 ci

(zi+1
m )T (

∑k
i=1Hi)zi+1

m
.

Ak xi nie je optimálnym rie²ením úlohy (SDP) tak vo v²eobecnosti táto jednorozmerná

úloha nemusí ma´ rie²enie. Kvôli výpo£tovým dôvodom v na²om algoritme aproximu-

jeme rie²enie ŷ pomocou výrazu ŷ =
∑k

i=1 ci

zT (
∑k

i=1Hi)z
.

Vstup: x0, ε,maxiter

1 while i<=maxiter do

2 výpo£et vlastných vektorov matice A(x(i)) ;

3 výpo£et ohrani£enia generujúcich vektorov ;

4 výpo£et matice P a vektora b;

5 vyrie²enie úlohy (LP) → x(i+1) ;

6 overenie zastavovacích kriérií;

7 kon²trukcia úlohy (MSDD) a jej výpo£et;

8 if primárno-duálna medzera<eps then

9 koniec

10 end

11 end

Algorithm 1: Stru£ný popis algoritmu
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2.3.2 Úloha s rovnos´ami

Na koniec kapitoly, by sme radi rozobrali moºnos´ pouºitia ná²ho algoritmu v prípade,

ºe v úlohe máme aj lineárne ohrani£enia v tvare rovnosti.

min
x

cTx

s.t. A(x) = H0 + x1H1 + · · ·+ xkHk � 0

Aeqx = beq.

(SDPeq)

V takom prípade mnoºina prípustných rie²ení bude ma´ tvar

Speq =
{
x ∈ Rk : A(x) � 0, Aeqx = beq

}
.

Existujú dva spôsoby ako sa vysporiada´ s touto zmenou. Jedným je odvodenie novej

duálnej úlohy a následné rie²enie série úloh s rovnos´ami. Druhý spôsob, ktorý sme sa

rozhodli implementova´ my, pozostáva z prevedenia úlohy s rovnos´ami do tvaru úlohy

(SDP). Budeme vychádza´ z tvrdenia

Lema 2.5. Nech b ∈ S(A), a nech z(1), . . . , z(p) je báza priestoru N (A). Majme sústavu

lineárnych rovníc Ax = b. Potom v²etky rie²enia tejto sústavy majú tvar:

x̂ = xp +

p∑
i=1

viz
(i).

Na základe tejto lemy vidno, ºe ak budeme h©ada´ rie²enie úlohy (2.3.2) v tvare

x̂ = xp+
∑p

i=1 viz
i, kde vi sú parametre, tak v²etky prípustné rie²enia pre modi�kovanú

úlohu budú ur£ite sp¨¬a´ podmienku Ax = b. Dostaneme teda úlohu

min
v

cT (xp +

p∑
i=1

viz
(i))

s.t. A(xp +

p∑
i=1

viz
(i)) = H0 + (xp1 +

p∑
i=1

viz
(i)
1 )H1 + · · ·+ (xpk +

p∑
i=1

viz
(i)
k )Hk � 0.

Vidno, ºe túto úlohu vieme previes´ na ekvivalentnú úlohu v tvare klasickej úlohy

(SDP).

min
v

c̃Tv + cTxp

s.t. Ã(v) = H̃0 + v1H̃1 + · · ·+ vpH̃p � 0,
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kde c̃T = (cT z(1), . . . , cT z(p)), H̃0 = H0 +
∑k

i=1 x
p
iHi a H̃j =

∑k
i=1 z

(j)
i Hi pre j =

1, 2, . . . , p. Na túto úlohu, s pozmenenou ú£elovou funkciou a ohrani£eniami, uº môºeme

pouºi´ ná² algoritmus, ktorý nám vypo£íta vektor v̂, na základe ktorého budeme vedie´

zostavi´ optimálne rie²enie x̂ v pôvodnej úlohe (2.3.2).
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3 Semide�nitné programovanie s nelineárnou ú£elo-

vou funkciou

3.1 Kvadratická ú£elová funkcia

Po predchádzajúcej kapitole, kde sme sa zaoberali úlohou s lineárnou ú£elovou fun-

kciou a spektrahedrálnou mnoºinou prípustných rie²ení, sme rie²ili iba aproximáciu

mnoºiny prípustných rie²ení. Samotná ú£elová funkcia vstupovala do ná²ho algoritmu

aº vo chvíli, ke¤ sme chceli vypo£íta´ sériu úloh s aproximovanou mnoºinou Sp. Preto

sa ponúka otázka £i by sme poznatky, ktoré sme vyuºívali v predchádzajúcej kapitole

nevedeli zúºitkova´ v prípade, ke¤ máme rovnaký druh mnoºiny prípustných rie²ení, ale

komplikovanej²iu ú£elovú funkciu. Konkrétne sa budeme zaobera´ návrhom algoritmu

pre výpo£et úlohy s kvadratickou ú£elovou funkciou a spektrahedrálnou mnoºinou prí-

pustných rie²ení. Takºe tvar úlohy bude:

min
x

1

2
xTGx+ cTx

s.t. A(x) � 0.

(KSP)

Pre za£iatok uvedieme nieko©ko predpokladov na ú£elovú funkciu, s ktorými budeme

na¤alej pracova´.

Predpoklad 2. Matica G ∈ Sk je kladne semide�nitná.

Dôsledok 3.1. Z predpokladu 2 vyplývajú nasledujúce vlastnosti:

� matica G má spektrálny rozklad G = SDST , ozna£me si i-ty st¨pec matice S a rTi

i-ty riadok matice S,

� ú£elová funkcia úlohy KSP je konvexná a teda jedná sa o úlohu konvexného prog-

ramovania.

Bez újmy na v²eobecnosti, môºme predpoklada´, ºe prvky na diagonále matice Λ sú

zoradené od najmen²ej po najvä£²iu, vlastné vektory v matici S majú odpovedajúce

poradie. Teda prvých k−r st¨pcov matice S , kde r je hodnos´ matice, odpovedá vlastným

vektorom pre vlastné £íslo nula.

31



3.1 Kvadratická ú£elová funkcia
3 SEMIDEFINITNÉ PROGRAMOVANIE S NELINEÁRNOU Ú�ELOVOU

FUNKCIOU

Hlavná my²lienka ná²ho algoritmu je rovnaká ako v predchádzajúcej kapitole. Opä´

sa budeme pomocou aproximácie mnoºiny prípustných rie²ení snaºi´ nahradi´ pôvodnú

úlohu sériou jednoduch²ích úloh. Tieto úlohy budú ma´ tvar klasického problému kvad-

ratického programovania. Tak, ako aj v Kapitole 2, na aproximáciu budeme pouºíva´

vlastné vektory pre maticu A(x), pomocou ktorých vytvoríme mnoºiny Pz. Úlohy s

aproximovanou mnoºinou prípustných rie²ení budú ma´ tvar

min
x

1

2
xTGx+ cTx

s.t. Px+ b ≥ 0.

(QP)

Popis tvorby matice P bol rozobraný v £asti (2.2). Ná² algoritmus bude opä´ rozdelený

na tri £asti, pri£om prvá £as´ je skoro totoºná s algoritmom, ktorý sme rozoberali v

Kapitole 2. Men²ie zmeny nastanú v druhej £asti a najmä v tretej pri výpo£te duálnej

úlohy. Pred samotným popisom algoritmu sa budeme najskôr venova´ moºnosti zmeny

súradníc. Dôvodom na zmenu súradníc je zjednodu²enie ú£elovej funkcie a následne aj

jednoduch²ie odvodenia duálnej úlohy. Na zmenu bázy vyuºijeme spektrálny rozklad

matice G a to tak, ºe nové súradnice budú:

x̃ = STx,

x = Sx̃,

xi = rTi x̃.

Ke¤ºe matica S je ortogonálna, tak táto zmena súradníc geometricky odpovedá oto-

£eniu osí súradnicovej sústavy. Ú£elová funkcia v nových premenných bude ma´ tvar:
1
2
x̃TΛx̃+ cTSx̃. Pre jednoduchos´ ozna£me c̃T = cTS. Mnoºina Sp sa zmenou súradníc

nezmení, av²ak bude ma´ v nových súradniciach iný predpis.
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A(x) = H0 +
k∑
i=1

xiHi

= H0 +
k∑
i=1

rTi x̃Hi

= H0 +
k∑
i=1

(
k∑
j=1

gi,jx̃j

)
Hi

= H0 +
k∑
j=1

x̃j

(
k∑
i=1

gi,jHi

)

= H0 +
k∑
j=1

(x̃j

k∑
i=1

s
(j)
i Hi).

Ozna£me H̃j =
∑k

j=1 s
(j)
i Hj. Dostávame vyjadrenie ohrani£ení A(x) v nových súradni-

ciach

Ã(x̃) = H0 +
k∑
i=1

x̃iH̃i.

Potom po zmene súradníc bude úloha (KSP) ma´ tvar

min
x̃

1

2
x̃TDx̃+ c̃T x̃

s.t. Ã(x̃) � 0.

(KSP*)

Vidno, ºe úlohy (KSP) a (KSP*) sú ekvivalentné, pri£om úloha (KSP*) má jednoduch-

²iu ²truktúru. Preto odvodíme Lagrangeovu funkciu, Karush-Kuhn-Tuckerove pod-

mienky, ako aj tvar duálnej úlohy pre (KSP*). Lagrangeova funkcia bude ma´ tvar

L(x̃, Y ) =
1

2
x̃TΛx̃+ c̃T x̃− Y • Ã(x̃)

=
1

2

k∑
i=1

(
dix̃

2
i + c̃ix̃i − x̃iY • H̃i

)
− Y •H0.

(10)

Ke¤ uº máme tvar Lagrangeovej funkcie môºme skon²truova´ Karush-Kuhn-Tuckerove
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podmienky pre úlohu (KSP). K-K-T podmienky budú ma´ tvar

c̃j − Ŷ •Hj = 0, pre j = 1, . . . , k − r (11)

dix̃i + c̃i − Ŷ •Hi = 0, i = n− r + 1, . . . , k, (12)

H0 +
k∑
i=1

x̂iHi � 0, (13)

Ŷ •

(
H0 +

k∑
i=1

x̂iHi

)
= Ŷ • A(x̂) = 0, (14)

Ŷ � 0. (15)

Wolfeho duálna úloha má vo v²eobecnosti tvar Max{L(x, y)|∇xL(x, y) = 0}. Pre

na²u úlohu bude Wolfeho úloha ma´ tvar:

max
x̃,Y

L(x̃, Y )

s.t. c̃j − Y •Hj = 0, j = 1, . . . , k − r,

dix̃i + c̃i − Y •Hi = 0, i = k − r + 1, . . . , k,

Y � 0.

(16)

Vidno, ºe ak x̃i prislúcha di = 0, tak pre tieto premenné úloha má lineárny charakter.

Ak di 6= 0 tak môºeme, po úprave podmienok na x̃i = 1
di
Y •Hi, i = k− r+ 1, . . . , k,

eliminova´ tak, ºe ich dosadíme do ú£elovej funkcie:

L(Y ) =
k∑

i>k−r

[
(Y •Hi − c̃i)2

2di
+

(Y •Hi − c̃i)
di

c̃i −
(Y •Hi − c̃i)

di
Y • H̃i

]

+
k−r∑
i=1

[
c̃ix̃i − x̃i(Y • H̃i)

]
︸ ︷︷ ︸

0

−Y •H0

=
k∑

i>k−r

[
−(Y • H̃i)

2

2di
+

(Y • H̃i)

di
c̃i −

c̃2
i

di

]
− Y •H0.

Aby sme nemali mínusové znamienko, pri kvadratických £lenoch budeme minimalizova´

−L(Y ). Potom Wolfeho úloha bude ma´ tvar:

min
x̃,Y

k∑
i>k−r

[
(Y • H̃i)

2

2di
− (Y • H̃i)

di
c̃i +

c̃2
i

di

]
+ Y •H0

s.t. c̃j − Y •Hj = 0, j = 1, . . . , k − r,

Y � 0.

(KSD)
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V prípade, ºe by matica G bola kladne de�nitná, t.j v²etky di by boli nenulové, tak

Wolfeho duálna úloha k úlohe (KSP) bude ma´ tvar.

min
Y

k∑
i=1

[
1

2di

(
Y • H̃i

)2

− (Y • H̃i)c̃i
di

]
+ Y •H0 +

1

2
c̃TD−1c̃

s.t. Y � 0.

Tak ako v predo²lej kapitole, by sme chceli nájs´ spôsob, ako zjednodu²i´ duálnu úlohu

resp. nájs´ jednoduchú podúlohu, ktorej rie²enie bude komplementárne s maticou A(x).

Veta 3.2. Nech x̂ je optimálne rie²enie (KSP) a Ŷ je optimálne rie²enie úlohy KSD.

Potom existuje Q ∈ Rn×n sp¨¬ajúca QTQ = I, a λ, ω ∈ Rn
+ také, ºe

Ŷ =QDiag(λ1, . . . , λn)QT , (17)

A(x̂) =QDiag(ω1, . . . , ωn)QT , (18)

λiωi =0, i = 1, . . . , n. (19)

Skôr, ako dokáºeme túto vetu, dokáºeme pomocné tvrdenie:

Lema 3.3. Nech A,B ∈ Sn sú komutujúce matice. Potom A,B majú spolo£né vlastné

vektory.

Dôkaz. Ozna£me s1, s2, . . . , sn, vlastné vektory matice A. Ke¤ºe A je symetrická tak

vytvárajú ortogonálnu bázu priestoru Rn. Nech λ je ©ubovo©ná vlastná hodnota matice

A. Ozna£me Uλ = {x : (A−λI)x = 0} mnoºinu v²etkých vlastných vektorov prislúcha-

júcich k hodnote λ. Vidno, ºe Uλ je podpriestor v Rn dimenzie k, kde k je násobnos´

vlastnej hodnoty λ. Ukáºeme, ºe pre maticu B a pre v²etky x ∈ Uλ platí Bx ∈ Uλ.

Nech x ∈ Uλ potom

ABx = BAx = Bλx = λBx.

Úpravou dostaneme, ºe (A − λI)Bx = 0 a teda Bx ∈ Uλ∀x ∈ Uλ. Toto znamená, ºe

podpriestor Uλ je invariantný vzh©adom na zobrazenie B. Zvo©me s1, . . . , sk ako bázu

podpriestoru Uλ a nech S1 = (s1, . . . , sk). Túto bázu doplníme vektormi sk+1, . . . , sn

a usporiadame ich do matice S2 = (sk+1, . . . , sn). Vidno, ºe matica S = [S1, S2] je

ortogonálna matica a teda platí SST = I, blokovo ST1 S1 = Ik, ST2 S2 = In−k, ST1 S2 = 0.

Ke¤ºe Uλ je invariantný vzh©adom na zobrazenie B, tak platí Bsi ∈ Uλ pre i = 1, . . . , k.
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Takºe Bsi je lineárnou kombináciou s1, . . . , sk a teda BS1 = S1C pre nejakú k × k

maticu C. Ak BS1 = S1C potom BS = [BS1 BS2] = [S1C BS2] a teda

STBS =[STBS1 STBS2]

=[STS1C STBS2]

=[
[
Ik
0

]
C STBS2] =

C E

0 D

 .
Pri£om blok E = ST1 BS2. Ke¤ºe B je symetrická, tak platí ST1 B = (BS1)T = (S1C)T =

CTST1 . Dostávame E = CTST1 S2 = 0. Matica STBS má blokovo diagonálny tvar. Ke¤ºe

matica B je symetrická, tak aj bloky na diagonále sú symetrické a teda diagonalizova-

te©né. Nech z je vlastný vektor matice C a µ je prislúchajúca vlastná hodnota. Potom

0 6= S1z ∈ Uλ, a navy²e B(S1z) = (BS1)z = S1Cz = µS1z. To znamená, ºe matica

B má vlastný vektor v Uλ. Ke¤ºe z bol ©ubovolný z k vlastných vektorov, tak ma-

tica B má k lineárne nezávislých vlastných vektorov v podpriestore Uλ. Dôvod, pre£o

sú lineárne nezávislé je ten, ºe vlastné vektory matice C sú lineárne nezávislé a nu-

lový priestor matice S1 je iba vektor samých núl. Takºe dostávame, ºe matica B má

k lineárne nezávislých vektorov v podpriestore Uλ, takºe tvoria jeho bázu. Teda vek-

tory s1, . . . , sk budú lineárnou kombináciou tejto bázy a teda dostávame, ºe vektory

s1, . . . , sk sú taktieº vlastnými vektormi matice B. Ke¤ºe λ bola zvolená ©ubovolná,

tak dostávame, ºe matica B má rovnaké vlastné vektory ako matica A.

Teraz dokáºeme Vetu 3.2

Dôkaz. Ke¤ºe x̂, Ŷ sú optimálne rie²enia tak sp¨¬ajú (14) a teda Ŷ • A(x̂) = 0. Z

tvrdenia (1.7) vyplýva, ºe

ŶA(x̂) = 0.

Z podmienky komplementarity, Ŷ • A(x̂) = 0 vyplýva, ºe matice Ŷ ,A(x̂) spolu komu-

tujú. Potom vyuºitím lemy 3.3 dostávame, ºe matice Ŷ a A(x̂) majú rovnaké vlastné

vektory q1, . . . , qn a teda, ke¤ vezmeme maticu Q takú, ºe jej st¨pce sú vlastné vektory

qi, tak platí

Ŷ =QΛQT ,

A(x̂) =QΩQT .
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Po dosadení do A(x̂) = 0 a úprave dostávame ΛΩ = 0⇔ λiωi = 0 pre i = 1, . . . , n.

V¤aka tomuto tvrdeniu bude pre optimálne rie²enie x̂ úlohy (KSP) plati´, ºe môºme

Ŷ h©ada´ v tvare Y =
∑p

j=1 yjzjz
T
j pri£omA(x̄)zj = 0 pre j = 1, . . . , p. Teda dostávame

²peciálny typ podúlohy (KSD):

min
y

k∑
i>k−r


[∑p

j=1 yj(z
T
j H̃izj)

]2

2di
−

(
∑p

j=1 yjz
T
j H̃izj)

di
c̃i

+

p∑
j=1

yjz
T
j H0zj +

1

2
c̃TD−1c̃

s.t.
p∑
j=1

yjz
T
j H̃izj = c̃i, i = 1, . . . , k − r

y ≥ 0.

(MKSD)

Úlohu (MKSD) vieme prepísa´ do tvaru úlohy kvadratického programovania:

min
y

1

2
yTMy + uTy +

1

2
c̃TD−1c̃

s.t. Ay = b,

y ≥ 0.

Ozna£me mT
i = (zT1 H̃iz1, . . . , z

T
p H̃izp)

T , pre i = 0, 1, . . . , k. Potom

M =
k∑

i>k−r

1

di
mim

T
i ,

uT = mT
0 −

k∑
i>k−r

c̃i
di
mT
i ,

A =


mT

1

...

mT
k−r



b =


c1

...

ck−r

 .

Vidno, ºe matica M je kladne semide�nitná a teda sa jedná o úlohu konvexného prog-

ramovania.
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3.1.1 Popis celého algoritmu

Nami navrhnutý algoritmus pre rie²enie úlohy (KSP) je opä´ zaloºený na aproximácií

spektrahedrálnej mnoºiny pomocou mnoºín Pz, ktoré boli de�nované v predchádzajúcej

kapitole. Preto jeho jednotlivé £asti sú zna£ne podobné algoritmu, ktorý sme navrhli pre

rie²enie úlohy (SDP). Vzh©adom na tieto podobnosti, ako aj na fakt, ºe oba algoritmy

vychádzajú z rovnakej teórie, budeme pouºíva´ ozna£enie, ktoré sme zaviedli v predchá-

dzajúcej kapitole a podrobnej²ie budeme rozpisova´ iba tie miesta algoritmu, kedy sa

výraznej²ie odli²uje. Ná² algoritmus na rie²enie úlohy (KSP) budeme odkazova´ ako na

kvadratický algoritmus, aby sme ho odlí²ili od algoritmu, ktorý sme navrhli v kapitole

(2). Ke¤ºe ú£elová funkcia úlohy uº nie je lineárna, môºe sa sta´, ºe globálne minimum

sa nachádza vo vnútri mnoºiny Sp. V takom prípade, by duálna premenná Y musela

by´ nulová matica. Toto vyplýva z Vety 3.2, a teda úloha (KSP), by bola ekvivalentná

úlohe na h©adanie vo©ného extrému. Preto pred samotným pristúpením k itera£nej

£asti ná²ho algoritmu vypo£ítame bod x̄, ktorý rie²i rovnicu Gx − c = 0. Tento bod

existuje, ak G � 0. V prípade, ºe niektorá z vlastných hodnôt matice G je nulová, tak

optimálne rie²enie sa bude nachádza´ na hranici mnoºiny Sp. E²te predtým, ako pristú-

pime k tvorbe úloh typu (QP) spravíme rozklad matice G = SDST a následne spravíme

substitúciu x̃ = Sx, ktorej detaily sme popísali £asti 3.1. Zvy²ok kvadratického algo-

ritmu rozdelíme na tri £asti. Majme bod xi. Potom prvá £as´, totoºná ako v algoritme

z kapitoly (2), pozostáva z výpo£tu vlastných vektorov matice A(xi) a uº popísanej

aproximácie mnoºiny Sp, pomocou polyhedrálnej mnoºiny P i
z . Zo získaných vlastných

vektorov skon²truujeme maticu ohrani£ení P i a vektor bi. Následne prejdeme na druhú

£as´ a tou je kon²trukcia a výpo£et úlohy (MKSD). Získame ŷi. Následne otestujeme,

£i je splnené zastavovacie kritérium zaloºené na primárno-duálnej medzere. Rovnako,

ako pre algoritmus z Kapitoly 2 nemáme splnené podmienky na platnos´ vety o slabej

dualite. Ako sme poznamenali v predchádzajúcej kapitole tento nedostatok kompenzu-

jeme tým, ºe k vypo£ítanej primárno duálnej medzere pripo£ítame absolútnu hodnotu

najmen²ieho vlastného £ísla matice A(xi). V prípade, ºe kritérium |1
2
x̃TDx̃ + c̃T x̃ +

1
2
yTMy+uTy+ 1

2
c̃TD−1c̃|+ |λmin| < eps3 nie je splnené, prejdeme na tretiu £as´ ná²ho

algoritmu a tou je rie²enie úlohy kvadratického programovania (QP) s ohrani£eniami

P ix+bi ≥ 0. Získame nový bod xi+1, pre ktorý otestujeme ¤al²ie dve zastavovacie krité-
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ria. Prvé z je ||x(i)−x(i+1)|| ≤ ε1 a to druhé pracuje s rozdielom hodnôt ú£elovej funkcie.

Vstup: x0, ε,maxiter

1 výpo£et matice S a matice D ;

2 substitúcia x̃ = Sx;

3 výpo£et H̃i ;

4 while i<=maxiter do

5 výpo£et vlastných vektorov matice A(x(i));

6 kon²trukcia úlohy (MKSD) a jej výpo£et;

7 if |primárno-duálna medzera|+|λmin| < ε then

8 koniec

9 end

10 výpo£et ohrani£enia generujúcich vektorov ;

11 výpo£et matice P i a vektora bi;

12 vyrie²enie úlohy (QP) → x(i+1) ;

13 overenie zastavovacích kritérií;

14 end

15 prevedenie výsledku do pôvodných súradníc;

Algorithm 2: Stru£ný popis algoritmu

3.1.2 Úloha s rovnos´ami

Obdobne, ako pre (SDP) sme schopný ná² algoritmus roz²íri´ aj na úlohy s ohrani£e-

niami v tvare Aeqx = beq. Toto roz²írenie bude ma´ ve©ký význam, lebo nám umoºní

pouºi´ ná² algoritmus na niektoré ²peciálne úlohy, ktoré budeme rozobera´ v nasledu-

júcej kapitole. Postup bude rovnaký ako v £asti 2.3.2, preto na tomto mieste uvedieme

uº len skrátený postup. Majme úlohu:

min
x

1

2
xTGx+ cTx

s.t. A(x) � 0,

Aeqx = beq.

(KSPeq)

Ozna£me xp rie²enie rovnice Ax = b. Nech z(1), . . . , z(p) je báza priestoru N (A) = {z :

Az = 0} a ozna£me maticu Z = (z(1), . . . , z(p)). Potom úloha (KSPeq) je ekvivalentná
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s úlohou:

min
v

1

2
vTΣv + ζTv + cTxp +

1

2
xTpGxp

s.t. B(v) = B0 +
P∑
i=1

viBi � 0.

Pri£om

Σ = ZTGZ,

ζT = xTpGZ + cTZ,

B0 = H0 +
k∑
i=1

xipHi,

Bi =
k∑
i=1

z
(j)
i Hi, i = 1, . . . p.

3.1.3 Úloha so ²peci�ckou ú£elovou funkciou

V tejto £asti sa budeme zaobera´ zjednodu²eniami, kedy vektor cT = ~0 a matica kvad-

ratickej formy má ²peciálny tvar:

G(n+m)×(n+m) =

 0 0

0 K

 .
Môºme predpoklada´, ºe matica Km×m � 0. V praxi to znamená, ºe máme dva druhy

premenných. Jedny, ktoré vystupujú v ú£elovej funkcií a druhé, ktoré vstupujú iba do

ohrani£ení. Dôvod, pre ktorý sa budeme zaobera´ takýmto druhom úlohy je obmedzenie

numerických chýb, ktoré vznikajú najmä pri výpo£te vlastných vektorov. V praxi sa

môºe sta´, ºe hoci matica G je symetrická, tak z dôvodu numerických chýb Matlab

vypo£íta vlastné hodnoty, ako komplexné £ísla, £o následne znefunk£ni ná² algoritmus.

Preto ukáºeme, ºe nie je potrebné po£íta´ vlastné vektory matice G, ale sta£í vypo£íta´

vlastné vektory matice K.

Veta 3.4. Nech matica A má blokový tvar G = (W 0
0 V ). Nech V = SΛST aW = QΣQT .

Potom matica G je diagonalizovate©ná a platí:

A =

 S 0

0 Q

 Λ 0

0 Σ

 ST 0

0 QT


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V¤aka tomuto tvrdeniu nám sta£í po£íta´ vlastné vektory pre maticu K, ke¤ºe

ako vlastné vektory nulovej matice môºme zobra´ ²tandardnú bázu priestoru Rn, £ím

£iasto£ne zníºime numerické chyby.

Na koniec tejto kapitoly, by sme rozobrali prípad, kedy by ú£elová funkcia nebola

konvexná. Vo v²eobecnosti v takomto prípade nemáme zaru£ené platnosti mnohých

tvrdení, ktoré sme v tejto práci uviedli, av²ak ke¤ºe úloha, ktorú rie²ime v kaºdej

iterácií je úloha kvadratického programovania, na ktorej rie²enie vyuºívame jednú z

naprogramovaných funkcií Matlabu, quadprog. Teoreticky teda vieme dosta´ lokálne

optimum, ke¤ºe quadprog nemá vºdy zaru£enú konvergenciu ku globálnemu optimu,

pre takýto druh úloh. Av²ak ak by sme o mnoºine Sp vedeli £i je kompaktná, tak by

ná² algoritmus mohol teoreticky konvergova´ k optimálnemu rie²eniu. Av²ak toto je len

domnienka, ktorú sme nadobudli na základe niektorých príkladov. �al²í výskum tohto

problému by bol potrebný.

41



4 VÝSTUPY A APLIKÁCIA METÓD

4 Výstupy a aplikácia metód

Pred konkrétnymi aplikáciami zade�nujeme jednú ²peciálnu lineárnu maticovú funkciu,

ktorá sa bude viackrát objavova´. Nech I je identická matica s rozmerom n(n+1)
2
× n(n+1)

2
,

ktorej st¨pce ozna£íme ei. Potom matice Mi = vect−1(ei) tvoria ortogonálnu bázu

priestoru Sn. Potom ozna£íme

P(x) =

n(n+1)
2∑
i=1

xiMi.

Táto maticová funkcia sa bude vyskytova´ viackrát v aplikáciach a budeme ju vyuºíva´

na to, aby sme pre²li od podmienky X � 0 k tvaru podmienky P(x) � 0, kde vektor

x = vect(X).

4.1 Analýza rýchlosti algoritmu

Obidva algoritmy sú schopné rie²i´ aj úlohy s rovnos´ami sme implementovali v prog-

ramovacom prostredí Matlab. Skôr, ako sa budeme venova´ vyuºitiu semide�nitného

programovania, a teda aj moºnostiam vyuºitia na²ich algoritmov, radi by sme porovnali

rýchlos´ a presnos´ ná²ho algoritmu z Kapitoly 2 so solverom SeDuMi [4]. Pouºívali sme

rozhranie CVX [1, 2], ktoré je ur£ené pre program Matlab. Ná² algoritmus sme testovali

spôsobom, ºe sme vygenerovali náhodnú úlohu, vyrie²ili sme ju pomocou CVX a potom

pomocou ná²ho algoritmu. Získali sme xcvx, xa a hodnoty trvania výpo£tu £ascvx, £asa

porovnávali sme £asy trvania výpo£tov a rozdiel v hodnote ú£elovej funkcie. V tabu©ke

(1) uvádzame priemerné ukazovatele nazbieraných dát pre rôzne rozmery úloh.
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dim(x) dim(Hi) mean( £ascvx
£asa

)[10−4] mean(cT (xcvx − xa))

20 20 0.0004.355 0.001236877

20 40 0.0007156 0.00123687705

20 80 0.001995 0.0000858852

20 120 0.004745 0.0000752873

20 160 0.008570 0.0000726554

20 200 0.014274 0.0000911683

30 30 0.000049 0.0002499

30 60 0.000216 0.000055966

40 40 0.000024 0.0076

Tabu©ka 1: Porovnanie s CVX

Obr. 6: Podiel £asov pre rôzne dim(Hi) a

dim(x) = 20

Obr. 7: Priemerné hodnoty cT (xcvx−xa), pre

rôzne dim(Hi) a dim(x) = 20

Z tabu©ky (1) je jasne vidie´, ºe ná² algoritmus bol zakaºdým pomal²í, av²ak £as´

tohto rozdielu môºe by´ spôsobená na²ou implementáciou, snaºili sme sa aby bola po-

kia© moºno £o najoptimálnej²ia vrámci na²ich schopností. Ak by sme chceli aby ná²

algoritmus bol pokia© moºno najviac konkurencie schopný, bolo by treba ná² algo-

ritmus optimálne implementova´ priamo do jazyku C++ resp. Python. Av²ak rozdiel

£asov bol aº príli² ve©ký aby spo£ívala len v implementácií. Preto moºno predpoklada´,

ºe ná² algoritmus je vo v²eobecnosti pomal²í neº implementované metódy v solvery

SeDuMi. Ve©kou výhodou ná²ho algoritmu ale je men²ia pamä´ová zloºitos´ a najmä

jednoduchos´. Ná² algoritmus je teoreticky implementovate©ný aj v matematicky nie
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tak zameraných jazykoch ako je Matlab. Zaujímavá moºnos´ je jeho implementácia v

Microsoft Excel. V²etky kódy, ktoré sme pouºívali sú uvedené v prílohe A.

4.2 Ekonómia

Vyuºitie semide�nitného programovania v ekonómií je v dne²nej dobe zna£ne rozsiahle,

my sa budeme zaobera´ problémom optimalizácie portfólia, konkrétne budeme vychá-

dza´ z £lánku Robust portfolio optimization via solution to the Hamilton�Jacobi�Bellman

equation od S. Kilianovej a M. Trnovskej [18]. Rie²ime úlohu maximalizácie o£akáva-

ných výnosov pri minimalizácií rizika. Rie²ime úlohu tvaru:

min
θ,Σ,t

t− µT0 θ

s.t. θTΣθ ≤ t,

diag(Σ−1) = d,

Σ � 0.

(20)

Kde µ0 je známy vektor, kon²tánt. Pomocou Vety (1.8) môºme ohrani£enie θTΣθ ≤ t

previes´ na ohrani£enie tvaru: Σ−1 θ

θT t

 � 0,

Σ−1 � 0.

(21)

Podmienka Σ � 0 je ekvivalentná s Σ−1 � 0. Preto môºme prejs´ od pôvodnej matice

Σ k h©adaniu matice Σ−1. Dostávame úlohu tvaru:

min
θ,Σ−1,t

t− µT0 θ

s.t. diag(Σ−1) = d,Σ−1 θ

θT t

 � 0,

Σ−1 � 0.

(22)

Pomocou Vety 3.4, vieme v²etky ohrani£enia, v tvare nerovností, úlohy (25) vyjadri´

ako jednu maticovú nerovnos´ a to
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
Σ−1 θ

θT t
0

0 Σ−1

 � 0. (23)

Majme teda úlohu o rozdelení ná²ho portfólia pri£om, máme vektor µ0, ktorý odpo-

vedá priemerným výnosom jednotlivých aktív. Ozna£me ω = vect(Σ−1). Potom maticu

Σ−1 môºme zapísa´ ako Σ−1 = P(ω). Dostaneme
P(ω) θ

θT t
0

0 P(ω)

 � 0. (24)

Správnou vo©bou matíc H1, . . . , Hn(n+1)
2

, Z1, . . . , Zn, R vieme toto ohrani£enie previes´

do tvaru A(ω, θ, t) =
∑n(n+1)

2
i=1 ωiHi+

∑n
j=1 θjZj + tR. Nakoniec dostávame úlohu tvaru:

min
θ,ω,t

t− µT0 θ

s.t. Aω = d,

A(θ, ω, t) � 0.

(25)

Táto úloha je úlohou semide�nitného programovania, a je moºné ju rie²i´ na²ím algo-

ritmom z Kapitoly 2.

4.3 Fourierove rady

Jedným z moºných vyuºití ná²ho kvadratického algoritmu je rie²enie úloh minimalizácie

energie funkcie f(x)

min
f

1

2π

∫ 1

−1

[
f 2(x)dx+ (f ′(x))2

]
dx

s.t. f(x) ≥ ϕ(x), ∀x ∈ [−1, 1],

f(x), ϕ(x) sú párne.

(26)

Jedná sa o funkcionálny problém, ktorý má vyuºitie v spracovaní signálov. Tento prob-

lém pojednáva o minimalizácií energie funkcie f a jej derivácie f ′, pri£om nesmie

by´ men²ia neº zvolená bariéra zvolená funkciou ϕ(x). Podmienka na párnos´ funkcií

f(x), ϕ(x) sa objasní o nie£o neskôr. Táto úloha na prvý pohla¤ nevyzerá ako úloha

tvaru (KSP), av²ak pomocou nieko©kých pomocných tvrdení ju prevedieme do tvaru
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úlohy (KSP), a potom na túto úlohu uº budeme môc´ pouºi´ ná² algoritmus. Ako prvé

pomocné tvrdenie uvedieme známu Parsevalovu vetu, ktorá pojednáva o súvislosti me-

dzi hodnotou integrálu
∫ 1

−1
f 2(x)dx a koe�cientami fourierovho radu, pre 2π-periodickú

funkciu f . Dôkaz tejto vety môºno nájs´ v knihe [20, str. 158]

Veta 4.1. Nech f je funkcia integrovate©ná na 〈a, a+ l〉, kde je l > 0. Nech a0, a1, . . . , an

. . . b1, b2 . . . , bn . . . sú Fourierove koe�cienty funkcie f pre interval 〈a, a+ l〉. Potom pre

funkciu f platí Parsevalova rovnos´ t.j.

a2
0

2
+
∞∑
n=1

(a2
n + b2

n) =
2

l

∫ a+l

a

f 2(x)dx.

Ke¤ºe funkcia f je párna, tak jej Fourierov rozvoj bude iba kosínusový rad t.j. bn = 0,

pre ∀n ∈ N. Z Parsevalovej rovnosti vyplýva, ºe ú£elovú funkciu úlohy (26) moºno pre-

písa´ do tvaru
∑∞

n=0(1 + n2)a2
n. Budeme ¤alej predpoklada´, ºe funkcia f má kone£ný

Fourierov rozvoj d¨ºky K. Potom ú£elová funkcia bude ma´ tvar a20
2

+
∑K

n=1(1 + n2)a2
n.

Komplikovanej²í problém je prevedenie podmienky f(x) ≥ ϕ(x), ∀x ∈ [−1, 1]. Bu-

deme predpoklada´, ºe ϕ bude ma´ tieº kone£ný Fourierov rozvoj rovnakej d¨ºky ako f ,

rovný ϕ(x) = ϕ0

2
+
∑K

n=1 ϕn cos(nπx). Toto ohrani£enie je ekvivalentné s f(x)−ϕ(x) ≥

0, ∀x ∈ [−1, 1]. Môºme vyuºi´ podmienku pre nezápornos´ kone£ného Fourierovho

radu. Táto podmienka bola dokázaná dvojicou J.W. McLean s H. J. Woerdeman v

£lánku [21].

Veta 4.2 (McLean-Woerdeman). Kone£ný Fourierov rad σ(x) =
∑N−1

n=−N+1 σke
ikx, je

nezáporný pre ∀x ∈ R, vtedy a len vtedy ak mnoºinaM⊂ HN je neprázdna, kde :

M =

{
F ∈ HN |F � 0,

N∑
p=n+1

Fp,p−n = σn, pre n = 0, 1, . . . , N − 1

}
.

Na základe Vety 4.2, môºme podmienku f(x) ≥ ϕ(x), ∀x ∈ [−1, 1] previes´ na

existenciu matice F takej, ºe bude plati´

N∑
p=n+1

Fp,p−n =
an − ϕn

2
, pre n = 0, . . . , K − 1

F � 0.

(27)
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Dôvod, pre£o máme poºiadavku na to, aby funkcia f bola párna je ten, ºe ak by nebola,

tak matica F z Vety 4.2 je vo v²eobecnosti komplexná hermitovská a s týmto druhom

matíc ná² algoritmus zatia© nevie pracova´. Takºe po zmene ú£elovej funkcie bude úloha

(26) ma´ tvar:

min
a,F

a2
0

2
+

K∑
n=1

(1 + n2)a2
n

s.t.
K∑

p=n+1

Fp,p−n =
an
2
− ϕn

2
, pre n = 0, . . . , K − 1

F � 0.

(28)

Túto úlohu uº vieme ve©mi jednoducho previes´ na úlohu tvaru (KSP), vyuºitím toho,

ºe maticu F vieme zapísa´ pomocou maticovej funkcie P(f), kde f = vect(F ). Potom

dostávame, ºe úlohu (26) vieme previes´ na úlohu tvaru

min
a,f

a2
0

2
+

K∑
n=1

(1 + n2)a2
n

s.t.
K−n∑
p=1

fKn+p =
an
2
− ϕn

2
, pre n = 0, . . . , K − 1

P(f) � 0.

(29)

Táto úloha uº je v tvare (KSP) a teda môºme pouºi´ ná² kvadratický algoritmus.Teraz

uvedieme nieko©ko gra�ckých zobrazení výslednej funkcie f(x) pre rôzne bariéry ϕ(x).
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Obr. 8: Rie²enie f(x) pre aproximáciu bariéry 1− x2 na [-1,1] a K = 20

Obr. 9: Rie²enie f(x) pre aproximáciu bariéry |x| na [-1,1] a K = 20

Jednou z ¤al²ích moºných aplikácií ná²ho algoritmu môºe by´ rie²enie inverzného

Wul�ovho problému. Týmto problémom ako aj jeho rie²ením pomocou prevedenia na

relaxovanú úlohu semide�nitného programovania sa zaoberali D. �ev£ovi£ a M. Trnov-
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ská v publikáciach [5, 6]. Jedna z úloh, ktoré boli odvodené v tejto publikácií, bola

zna£ne podobná úlohe (26), av²ak ú£elová funkcia nebola konvexná, preto pouºitie

ná²ho algoritmu na túto úlohu, by nemuselo da´ správny výsledok.

4.4 Aplikácia pri odhade matíc

Jednou z moºných oblastí vyuºitia semide�nitného programovania je matematická ²ta-

tistika, konkrétne pri vytváraní rôznych odhadov na kovarian£nú maticu. Pri týchto

odhadoch je ve©mi dôleºité, aby zoh©adnili to, ºe kovarian£ná matica je vºdy kladne se-

mide�ntná a symetrická. Jednou z ©ah²ích úloh je h©ada´ kovarian£nú maticu Σ takú, ºe

má minimálnu Frobeniovu normu, pri£om poznáme varianciu, teda diagonála matice Σ

je rovná kon²tantnému vektoru d > 0. Táto úloha patrí pod konvexné programovanie,

ke¤ºe Frobeniova norma je rýdzo konvexné zobrazenie. Rie²ime úlohu:

min
Σ
‖Σ‖2

F + µTΣµ

s.t. diag(Σ) = d

Σ � 0.

(30)

Kde vektor µ je vektor kon²tánt. Ozna£me σ = vect(Σ) potom matica Σ môºe by´

vyjadrená ako:

Σ =

n(n+1)
2∑
i=1

σiMi

= P(σ).

Podmienku Σ � 0 vieme teda previes´ na P(σ) � 0, pre výraz ‖Σ‖2
F platí

‖Σ‖2
F = trace(ΣΣ)

= trace(P(σ)P(σ))

=

n(n+1)
2∑
i

n(n+1)
2∑
j

σiσjtrace(MiMj).

Z ortogonality matícMi platí trace(MiMj) = 0, pre i 6= j, preto ‖Σ‖2
F =

∑n(n+1)
2

i=1 σ2
i ‖Mi‖2

F .

Dostávame, ºe úlohu (30) môºme zapísa´ v tvare:
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min
σ

n(n+1)
2∑
i

[
σ2
i ‖Mi‖2

F + (µTMiµ)σi
]

s.t. σj = dj, pre j = 1, . . . , n,

P(σ) � 0.

(31)

Vidno, ºe táto úloha uº je tvaru ako (KSP), a preto môºme na jej rie²enie pouºi´ ná²

algoritmus.
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ZÁVER ZÁVER

Záver

V na²ej práci sme vytvorili dva algoritmy na rie²enie úloh s lineárnou resp. kvadratic-

kou ú£elovou funkciou a spektrahedrálnou mnoºinou prípustných rie²ení. Oba algoritmy

vychádzajú z poznatkov z kapitoly(2), kde sme rozobrali aproximáciu spektrahedrál-

nej mnoºiny pomocou polyhedrálnej mnoºiny. Táto mnoºina je generovaná pomocou

vlastných vektorov, prislúchajúcich najmen²ej vlastnej hodnote matice A(x). Pre oba

problémy sme skon²truovali duálne úlohy a ukázali sme, vyuºitím podmienky komple-

mentarity, moºnos´ ako po£íta´ aj duálnu úlohu popri po£ítaní primárnej úlohy. �alej

sme v na²ej práce sme uviedli porovnanie ná²ho algoritmu pre úlohu (SDP) so solve-

rom SeDuMi. Z tohto porovnania sme dostali, ºe vo v²eobecnosti je ná² algoritmus

pomal²í. Na ur£enie, ale presnej rýchlosti by bola potrebná optimálna implementácia

ná²ho algoritmu. Výhodou na²ich algoritmov je ich jednoduchá ²truktúra a moºnos´ ich

implementova´ aj v programovacích jazykoch, ktoré nie sú aº tak ve©mi matematicky

zamerané ako Matlab. Na koniec na²ej práce sme pouºili na²e algoritmy na rie²enie

problémov z rôznych oblastí matematiky.
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Príloha A

Imlementácia algoritmu na rie²enie úlohy (SDP)

function[vysledok,hodnota,j,x_vonkajsie,cas]=linearna_metoda(c,x0,M,Aeq,beq,opt)
% popis funkcie
% popis vstupnych velicin opt je cell zadavany v tvare {maxiter krok eps1 eps2 eps3}
% popi vytupu

numvarargs = length(opt);
optargs = {1000 1 10^−5 10^−8 10^−3};
optargs(1:numvarargs) = opt;
[maxiter, sigma, eps1, eps2, eps3] = optargs{:};
function[ohr1]=ohranicenia(M,z,h1)

ohr1=zeros(1,h1);
parfor i1=1:h1

ohr1(1,i1)=z'*M(:,:,i1)*z;
end

end

function[H2]=matica(M,x0,h2,pociatok)
if nargin <=3
pociatok=1;

end
x0=[1;x0];
H2=0;
for i2=pociatok:h2

H2=H2+x0(i2,1)*M(:,:,i2);
end

end
x=x0;
exit_flag=0;
vysledok=[];
hodnota=[];
cas=[];
x_vonkajsie=[];
hodnoty_ucelovej_funkcie=[];
j=1;
[~,n,h]=size(M);
konstanta=0;
if ~isempty(Aeq)

x_partikularne=Aeq\beq;
pomocna_premenna=sum(abs(Aeq*x_partikularne−beq)>10^−5);
if pomocna_premenna~=0

warning('sustava rovnic Ax=b nema riesenie')
return

end
x_homogenne=null(Aeq);
k=h;
[~,h]=size(x_homogenne);
[~,p]=chol(matica(M,x_partikularne,h));
if h==0

if p==0
vysledok=x_partikularne;
hodnota=c*x_partikularne;
return

else
x=[];
warning('mnozina pripustnych rieseni je prazdna')

end
else

M_stare=M;
c_stare=c;
c=[];
M=[];
x_povodna_uloha=@(x) x_partikularne+ x_homogenne*x;
M=matica(M_stare,x_partikularne,k);
c=c_stare*x_homogenne;
konstanta=c_stare*x_partikularne;
for i=1:h

M(:,:,i+1)=matica(M_stare,x_homogenne(:,i),k,2);
end
h=h+1;

end
if ~isempty(A)

A_stare=A;
b_stare=b;
A=[];
b=[];
for i=1:h

A(:,i)=A_stare*x_homogenne(:,i);
end
b=b_stare−A_stare*x_partikularne;

end
end

tic
if isempty(x)

x=rand(h−1,1);
end
x_vonkajsie=x;
hodnoty_ucelovej_funkcie=c*x;
ohran=[];
G=matica(M,ones(h−1,1),h)−M(:,:,1);
I=eye(h−1);
options=optimset('LargeScale','off','Display', 'off');
while (or(j<maxiter+1,maxiter==0))

V=[];
H=matica(M,x,h);
[Vp,lambdy]=eig(H);
minimalna_lambda=min(diag(lambdy));
pom=1:n;
pom=pom(diag(lambdy)<=0);
index_min_lambda=find((diag(lambdy)−minimalna_lambda)<10^−5);
Z=Vp(:,index_min_lambda);
if minimalna_lambda>0

Vp=Vp(:,index_min_lambda);
else

Vp=Vp(:,pom);
end

[~,index_min_lambda]=size(Vp);
V=repmat(Vp,1,100) +sigma*randn(n,index_min_lambda*100);
V=[V,Vp];
%%%%tretie zastavovacie kriterium%%%%%
riesenie_dualnej_ulohy=zeros(n);
[~,k]=size(Z);
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A_dualna_uloha=[];
for p=1:h

d=0;
parfor i=1:k

d(1,i)=Z(:,i)'*M(:,:,p)*Z(:,i);
end

if p==1
c_dualna_uloha=d;

else
A_dualna_uloha=[A_dualna_uloha;d];

end
end

if k==1
y=sum(c)/(Z'*(G)*Z);
hodnota_dualnej_ulohy=c_dualna_uloha*y;
riesenie_dualnej_ulohy=y*Z*Z';

else
[y,hodnota_dualnej_ulohy,ef]=linprog(c_dualna_uloha,[],[],...

A_dualna_uloha,c',zeros(k,1),[],[],options);
if ef==1

parfor i=1:k
riesenie_dualnej_ulohy=riesenie_dualnej_ulohy+y(i)*...

Z(:,i)*Z(:,i)';
end

else
y=[];

end
end
%tretie zastavovacie pravidlo

if ~isempty(y)
if abs(c*x+hodnota_dualnej_ulohy)+abs(minimalna_lambda)<eps3

disp('Metoda zastala lebo p−d medzera je mensia nez eps3')
exit_flag=1;
break

end
end
[~,s]=size(V);
for i=1:s

ohr=ohranicenia(M,V(:,i),h);
ohran=[ohran;ohr];

end
[x,~,exitflag]=linprog(c,[−ohran(:,2:end);A],[ohran(:,1);b],[],[],...

[],[],[],options);
hodnoty_ucelovej_funkcie=[hodnoty_ucelovej_funkcie,c*x];
x_vonkajsie=[x_vonkajsie,x];
%%%%%%prve zastavovacie kriterium %%%%
if (abs(hodnoty_ucelovej_funkcie(:,end)−hodnoty_ucelovej_funkcie(:,end−1))<eps1) & (j>3)

pomocna_premenna= pomocna_premenna+1;
else

pomocna_premenna=0;
end
if pomocna_premenna>5

disp('Metoda zastala lebo hodnota ucelovej funkcie sa uz nezmensovala')
exit_flag=1;
break

end
%%%%%druhe zastavovacie kriterium%%%%
if norm(x_vonkajsie(:,end−1)−x)<eps2

disp('Metoda zastala lebo sa pohybujeme uz v malom okoli jedneho bodu')
exit_flag=1;
break

end
j=j+1;

end
if ~isempty(Aeq)

vysledok= x_povodna_uloha(x);
hodnota= c_stare*vysledok;
hodnoty_ucelovej_funkcie=hodnoty_ucelovej_funkcie+konstanta;

else
hodnota=c*x;
vysledok=x;

end
cas=toc;
end

Imlementácia algoritmu na rie²enie úlohy (KSP)

function[vysledok,hodnota,eF,j,x_vonkajsie,Y,cas]=kvadraticka_metoda_v3...
(K,c,x0,M,Aeq,beq,opt)

%metoda pre ulohu s kvadratickou ucelovou funkciou
%K musi byt kladne definitna matica, c riadkovy vektor, M je matica
%rozmerov n x n x m+1 kde su ulozene v kazdej vrstve matice Hi rozmerov nxn
%maxiter je pocet maximalnych iteracii
% eps3 a eps4 su presnosti pre zastavovacie kriteria

%tvar riesenej ulohy: min 0.5xT*G*x+cT*x
% s.t. A(x,M)>=0
eF=0;
vysledok=[];
hodnota=[];
j=[];
x_vonkajsie=[];
cas=[];
Y=[];

numvarargs = length(opt);
%nastavenie tolerancii
optargs = {1000 1 10^−5 10^−5 10^−2};
optargs(1:numvarargs) = opt;
[maxiter, sigma, eps1, eps2, eps3] = optargs{:};

function[ohr1]=ohranicenia(M,z,h1)
ohr1=zeros(1,h1);
[~,l]=size(z);
if l==1

parfor i1=1:h1
ohr1(1,i1)=z'*M(:,:,i1)*z;

end
else

parfor i1=1:h1
ohr1(1,i1)=trace(M(:,:,i1)*z);

end

end
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function[vysledok,hodnota,j,x_vonkajsie,cas]=linearna_metoda(c,x0,M,Aeq,beq,opt)

% popis funkcie

% popis vstupnych velicin opt je cell zadavany v tvare {maxiter krok eps1 eps2 eps3}

% popi vytupu





numvarargs = length(opt);

optargs = {1000 1 10^-5 10^-8 10^-3};

optargs(1:numvarargs) = opt;

[maxiter, sigma, eps1, eps2, eps3] = optargs{:};

function[ohr1]=ohranicenia(M,z,h1)

     ohr1=zeros(1,h1);

     parfor i1=1:h1

         ohr1(1,i1)=z'*M(:,:,i1)*z;

     end

end



function[H2]=matica(M,x0,h2,pociatok)

     if nargin <=3

       pociatok=1;

     end

     x0=[1;x0];

     H2=0;

     for i2=pociatok:h2

         H2=H2+x0(i2,1)*M(:,:,i2);

     end

end 

x=x0;

exit_flag=0;

vysledok=[];

hodnota=[];

cas=[];

x_vonkajsie=[];

hodnoty_ucelovej_funkcie=[];

j=1;

[~,n,h]=size(M);

konstanta=0;

if  ~isempty(Aeq)

    x_partikularne=Aeq\beq;

    pomocna_premenna=sum(abs(Aeq*x_partikularne-beq)>10^-5);

    if pomocna_premenna~=0

        warning('sustava rovnic Ax=b nema riesenie')

        return

    end

    x_homogenne=null(Aeq);

    k=h;

    [~,h]=size(x_homogenne);

    [~,p]=chol(matica(M,x_partikularne,h));

    if h==0 

        if p==0

          vysledok=x_partikularne;

          hodnota=c*x_partikularne;

          return

        else

          x=[];

          warning('mnozina pripustnych rieseni je prazdna')

        end

    else

        M_stare=M;

        c_stare=c;

        c=[];

        M=[];

        x_povodna_uloha=@(x) x_partikularne+ x_homogenne*x;

        M=matica(M_stare,x_partikularne,k);

        c=c_stare*x_homogenne;

        konstanta=c_stare*x_partikularne;

        for i=1:h

            M(:,:,i+1)=matica(M_stare,x_homogenne(:,i),k,2);

        end

        h=h+1;

    end

    if ~isempty(A)

        A_stare=A;

        b_stare=b;

        A=[];

        b=[];

        for i=1:h

            A(:,i)=A_stare*x_homogenne(:,i);

        end

        b=b_stare-A_stare*x_partikularne;

    end

end





 



tic

if isempty(x)

  x=rand(h-1,1);

end

x_vonkajsie=x;

hodnoty_ucelovej_funkcie=c*x;

ohran=[];

G=matica(M,ones(h-1,1),h)-M(:,:,1);

I=eye(h-1);

options=optimset('LargeScale','off','Display', 'off');

while (or(j<maxiter+1,maxiter==0))

    V=[];

    H=matica(M,x,h);

    [Vp,lambdy]=eig(H);

    minimalna_lambda=min(diag(lambdy));

    pom=1:n;

    pom=pom(diag(lambdy)<=0);

    index_min_lambda=find((diag(lambdy)-minimalna_lambda)<10^-5);

    Z=Vp(:,index_min_lambda);

    if minimalna_lambda>0

      Vp=Vp(:,index_min_lambda);

    else

      Vp=Vp(:,pom);

    end

   [~,index_min_lambda]=size(Vp);

    V=repmat(Vp,1,100) +sigma*randn(n,index_min_lambda*100);

    V=[V,Vp];

    %%%%tretie zastavovacie kriterium%%%%%

    riesenie_dualnej_ulohy=zeros(n);

    [~,k]=size(Z);

    A_dualna_uloha=[];

        for p=1:h 

            d=0;

            parfor i=1:k

                d(1,i)=Z(:,i)'*M(:,:,p)*Z(:,i);

            end

          if p==1

            c_dualna_uloha=d;

          else

            A_dualna_uloha=[A_dualna_uloha;d];

          end

        end

       if k==1

            y=sum(c)/(Z'*(G)*Z);

            hodnota_dualnej_ulohy=c_dualna_uloha*y;

            riesenie_dualnej_ulohy=y*Z*Z';

       else 

            [y,hodnota_dualnej_ulohy,ef]=linprog(c_dualna_uloha,[],[],...

                A_dualna_uloha,c',zeros(k,1),[],[],options);

             if ef==1

               parfor i=1:k

                 riesenie_dualnej_ulohy=riesenie_dualnej_ulohy+y(i)*...

                     Z(:,i)*Z(:,i)';

               end

             else

                 y=[];

             end

       end

        %tretie zastavovacie pravidlo

    if ~isempty(y)

        if abs(c*x+hodnota_dualnej_ulohy)+abs(minimalna_lambda)<eps3

           disp('Metoda zastala lebo p-d medzera je mensia nez eps3')

           exit_flag=1;

           break

        end

    end

    [~,s]=size(V);

    for i=1:s

        ohr=ohranicenia(M,V(:,i),h);

        ohran=[ohran;ohr];

    end

    [x,~,exitflag]=linprog(c,[-ohran(:,2:end);A],[ohran(:,1);b],[],[],...

        [],[],[],options);

    hodnoty_ucelovej_funkcie=[hodnoty_ucelovej_funkcie,c*x];

    x_vonkajsie=[x_vonkajsie,x];

    %%%%%%prve zastavovacie kriterium %%%%

    if (abs(hodnoty_ucelovej_funkcie(:,end)-hodnoty_ucelovej_funkcie(:,end-1))<eps1) & (j>3)

      pomocna_premenna=  pomocna_premenna+1;

    else

        pomocna_premenna=0;

    end

    if pomocna_premenna>5

        disp('Metoda zastala lebo hodnota ucelovej funkcie sa uz nezmensovala')

        exit_flag=1;

        break

    end

    %%%%%druhe zastavovacie kriterium%%%%

    if norm(x_vonkajsie(:,end-1)-x)<eps2

       disp('Metoda zastala lebo sa pohybujeme uz v malom okoli jedneho bodu')

       exit_flag=1;

        break

    end   

 j=j+1;

end

if ~isempty(Aeq)

  vysledok= x_povodna_uloha(x);

  hodnota= c_stare*vysledok;

  hodnoty_ucelovej_funkcie=hodnoty_ucelovej_funkcie+konstanta;

else

  hodnota=c*x;

  vysledok=x;

end

cas=toc;

end
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end

function[H2]=matica(M,x0,h2,pociatok)
if nargin <=3

pociatok=1;
end
x0=[1;x0];
H2=0;

for i2=pociatok:h2
H2=H2+x0(i2,1)*M(:,:,i2);

end
end

tic;
ohran=[];
[~,n,h]=size(M);
konstanta=0;

if ~isempty(Aeq)
x_partikularne=Aeq\beq;
pomocna_premenna=sum(abs(Aeq*x_partikularne−beq)>10^−5);
if pomocna_premenna~=0

warning('sustava rovnic Ax=b nema riesenie')
return

end
pomocna_premenna=[];
x_homogenne=null(Aeq);
k=h;
[~,h]=size(x_homogenne);
[~,p]=chol(matica(M,x_partikularne,h));
if h==0

if p==0
vysledok=x_partikularne;
hodnota=c*x_partikularne;
return

else
x=[];
warning('mnozina pripustnych rieseni je prazdna')

end
else %uprava ohraniceni a ucelovej funkcie

M_stare=M;
M=[];
konstanta=x_partikularne'*K*x_partikularne/2+c*x_partikularne;
M=matica(M_stare,x_partikularne,k);
c=(c+x_partikularne'*K)*x_homogenne;
K=x_homogenne'*K*x_homogenne;
x_povodna_uloha=@(x,pomocna_premenna) repmat(x_partikularne,1,...

pomocna_premenna)+ x_homogenne*x;
for i=1:h

M(:,:,i+1)=matica(M_stare,x_homogenne(:,i),k,2);
end
h=h+1;

end
if ~isempty(x0)

x0=x_homogenne\x0;
end

end

[ST,D]=eig(K);
D=diag(D);
indexy=1:h−1;
pocet_nvlh=sum(abs(D)<10^−9);
indexy=[indexy(abs(D)<10^−9),indexy(abs(D)>=10^−9)];
overenie pripustnosti K
if sum(D<0)~=0

warning('ucelova funkcia musi byt konvexna')
return

end
D=D(indexy,1);
ST=ST(:,indexy);
D=diag(D);
M_stare=M;
M=[];
%zmena ohraniceni ulohy
M=M_stare(:,:,1);
for i=2:h

M(:,:,i)=matica(M_stare,ST(:,i−1),h,2);
end
K_stare=K;
K=D;
c_stare=c;
c=c*ST;
x_povodne_suradnice= @(x) ST*x;
hodnota_povodnej_ulohy= @(x) x'*K*x/2+c*x+ konstanta;

j=0;
options = optimset('Algorithm','interior−point−convex','Display','off',...

'TolX',10^−17);
%prva iteracia zistovanie ci optimum nie je vo vnutri mnoziny prip ries
x_hat=D\c';
if isempty(Aeq)

pomocna_premenna=sum(abs(D*x_hat−c')>10^−10);
else

pom=Aeq*x_povodna_uloha(x_hat,1)−beq;
pomocna_premenna=sum(abs(D*x_hat−c')>10^−10)+sum(abs(pom)>10^−10);

end
if pomocna_premenna==0

H=matica(M,x_hat,h);
[~,p]=chol(H);
if p==0

vysledok=x_povodne_suradnice(x_hat);
hodnota=hodnota_povodnej_ulohy(x_hat);
if ~isempty(Aeq)
vysledok= x_povodna_uloha(vysledok,1);

end
eF=1;
disp('metoda zastala lebo riesenie je vo vnutri mnoziny')
return

end
end

pomocna_premenna=0;

if isempty(x0)
if sum(isnan(x_hat))==0
x0=x_hat;
else

x0=−10+20*rand(h−1,1);
end

end
x_vonkajsie=x0;
hodnoty_ucelovej_funkcie=hodnota_povodnej_ulohy(x0);
x=x0;
konstanta2=sum((c(1,pocet_nvlh+1:end)'.^2)./diag(2*D(pocet_nvlh+1:end,...

pocet_nvlh+1:end)));
I=eye(n);
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while (j<=maxiter)
V=[];
G=0;
H=matica(M,x,h);
[Vp,lambdy]=eig(H,I);
minimalna_lambda=min(diag(lambdy));
pom=1:n;
index_min_lambda=find(diag(lambdy)−minimalna_lambda<10^−4);

pom=pom(diag(lambdy)<=0);

Z=Vp(:,index_min_lambda);

if minimalna_lambda>0
Vp=Vp(:,index_min_lambda);

else
Vp=Vp(:,pom);

end
[~,index_min_lambda]=size(Vp);
V=repmat(Vp,1,100) +sigma*randn(n,index_min_lambda*100);
V=[V,Vp];
[~,k]=size(Z);
G_dualna_uloha=0;
Aeq_dualna_uloha=[];
beq_dualna_uloha=c(1,1:pocet_nvlh)';
for p=1:h

d=0;
for i=1:k

d(i,1)=Z(:,i)'*M(:,:,p)*Z(:,i);
end

if p==1
c_dualna_uloha=d';

elseif (p>pocet_nvlh+1)
G_dualna_uloha=G_dualna_uloha+d*d'./D(p−1,p−1);
c_dualna_uloha=c_dualna_uloha−d'*c(1,p−1)/D(p−1,p−1);

% konstanta=konstanta+(c(1,p−1)^2)/D(p−1,p−1);
else

Aeq_dualna_uloha(p−1,:)=d';
end
end
[y,hodnota_dualnej_ulohy]=quadprog(G_dualna_uloha,c_dualna_uloha,[],...

[],Aeq_dualna_uloha,beq_dualna_uloha,zeros(k,1),[],[],options);
hodnota_dualnej_ulohy=hodnota_dualnej_ulohy+konstanta2−konstanta;
if isempty(y)&& (k==1)

y=max(0,sum(beq_dualna_uloha)/sum(Aeq_dualna_uloha));
hodnota_dualnej_ulohy=0.5*G_dualna_uloha*y*y+c_dualna_uloha*y...

+konstanta2−konstanta;
end

%riesenie dualnej ulohy
Y=0;
for i=1:k

Y=Y+y(i,1)*Z(:,i)*Z(:,i)';
end

% tretie zastavovacie pravidlo
if abs(hodnoty_ucelovej_funkcie(1,end)+hodnota_dualnej_ulohy)...

+abs(minimalna_lambda)<eps3
disp('Metoda zastala lebo primarno−dualna medzera je mensia nez eps4')
eF=1;
break

end
[~,s]=size(V);
for i=1:s %parfor

ohr=ohranicenia(M,V(:,i),h);
ohran=[ohran;ohr];

end
x=quadprog(K,c,−ohran(:,2:end),ohran(:,1),[],[],[],[],[],options);
x_vonkajsie=[x_vonkajsie,x_povodne_suradnice(x)];
hodnoty_ucelovej_funkcie=[hodnoty_ucelovej_funkcie,...

hodnota_povodnej_ulohy(x)];
j=j+1;

%prve zastavovacie kriterium
if abs(hodnoty_ucelovej_funkcie(:,j)−hodnoty_ucelovej_funkcie(:,j+1))...

<eps1
pomocna_premenna= pomocna_premenna+1;

else
pomocna_premenna=0;

end

if pomocna_premenna>5
disp('Metoda zastala lebo hodnota ucelovej funkcie sa uz nezmensovala')
eF=1;
break

end

%druhe zastavovacie kriterium
if norm(x_vonkajsie(:,end−1)−x_vonkajsie(:,end))<eps2

disp('Metoda zastala lebo sa pohybujeme uz v malom okoli jedneho bodu')
eF=1;
break

end
ohran=ohran(abs(ohran(:,2:end)*x+ohran(:,1))<10^−4,:);

end
vysledok=x_povodne_suradnice(x);
hodnota=hodnota_povodnej_ulohy(x);
if ~isempty(Aeq)

vysledok= x_povodna_uloha(vysledok,1);
x_vonkajsie=x_povodna_uloha(x_vonkajsie,j+1);

end
cas=toc;
end
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function[vysledok,hodnota,eF,j,x_vonkajsie,Y,cas]=kvadraticka_metoda_v3...

    (K,c,x0,M,Aeq,beq,opt)

%metoda pre ulohu s kvadratickou ucelovou funkciou

%K musi byt kladne definitna matica, c riadkovy vektor, M je matica

%rozmerov n x n x m+1 kde su ulozene v kazdej vrstve matice Hi rozmerov nxn

%maxiter je pocet maximalnych iteracii

% eps3 a eps4 su presnosti pre zastavovacie kriteria



%tvar riesenej ulohy: min 0.5xT*G*x+cT*x

%                       s.t. A(x,M)>=0                    

eF=0;

vysledok=[];

hodnota=[];

j=[];

x_vonkajsie=[];

cas=[];

Y=[];



numvarargs = length(opt);

%nastavenie tolerancii

optargs = {1000 1 10^-5 10^-5 10^-2};

optargs(1:numvarargs) = opt;

[maxiter, sigma, eps1, eps2, eps3] = optargs{:};







    function[ohr1]=ohranicenia(M,z,h1)

     ohr1=zeros(1,h1);

     [~,l]=size(z);

     if l==1

        parfor i1=1:h1 

          ohr1(1,i1)=z'*M(:,:,i1)*z;

        end

     else

         parfor i1=1:h1

           ohr1(1,i1)=trace(M(:,:,i1)*z);

         end

     

     end

    end



    function[H2]=matica(M,x0,h2,pociatok)

        if nargin <=3

            pociatok=1;

        end

        x0=[1;x0];

        H2=0;

      for i2=pociatok:h2

         H2=H2+x0(i2,1)*M(:,:,i2);

     end

    end



tic;

ohran=[];

[~,n,h]=size(M);

konstanta=0;





if  ~isempty(Aeq)

    x_partikularne=Aeq\beq;

    pomocna_premenna=sum(abs(Aeq*x_partikularne-beq)>10^-5);

    if pomocna_premenna~=0

        warning('sustava rovnic Ax=b nema riesenie')

        return

    end

    pomocna_premenna=[];

    x_homogenne=null(Aeq);

    k=h;

    [~,h]=size(x_homogenne);

    [~,p]=chol(matica(M,x_partikularne,h));

    if h==0 

        if p==0

          vysledok=x_partikularne;

          hodnota=c*x_partikularne;

          return

        else

          x=[];

          warning('mnozina pripustnych rieseni je prazdna')

        end

    else %uprava ohraniceni a ucelovej funkcie

        M_stare=M;

        M=[];

        konstanta=x_partikularne'*K*x_partikularne/2+c*x_partikularne;

        M=matica(M_stare,x_partikularne,k);

        c=(c+x_partikularne'*K)*x_homogenne;

        K=x_homogenne'*K*x_homogenne;

        x_povodna_uloha=@(x,pomocna_premenna) repmat(x_partikularne,1,...

            pomocna_premenna)+ x_homogenne*x;

        for i=1:h

            M(:,:,i+1)=matica(M_stare,x_homogenne(:,i),k,2);

        end

        h=h+1;

    end

    if ~isempty(x0)

        x0=x_homogenne\x0;

    end

end













[ST,D]=eig(K);

D=diag(D);

indexy=1:h-1;

pocet_nvlh=sum(abs(D)<10^-9);

indexy=[indexy(abs(D)<10^-9),indexy(abs(D)>=10^-9)];

overenie pripustnosti K

if sum(D<0)~=0 

    warning('ucelova funkcia musi byt konvexna')

    return

end

D=D(indexy,1);

ST=ST(:,indexy);

D=diag(D);

M_stare=M;

M=[];

%zmena ohraniceni ulohy

M=M_stare(:,:,1);

for i=2:h

    M(:,:,i)=matica(M_stare,ST(:,i-1),h,2);

end

K_stare=K;

K=D;

c_stare=c;

c=c*ST;

x_povodne_suradnice= @(x) ST*x;

hodnota_povodnej_ulohy= @(x) x'*K*x/2+c*x+ konstanta;



j=0;

options = optimset('Algorithm','interior-point-convex','Display','off',...

    'TolX',10^-17);

%prva iteracia zistovanie ci optimum nie je vo vnutri mnoziny prip ries

x_hat=D\c';

if  isempty(Aeq)

  pomocna_premenna=sum(abs(D*x_hat-c')>10^-10);

else

    pom=Aeq*x_povodna_uloha(x_hat,1)-beq;

    pomocna_premenna=sum(abs(D*x_hat-c')>10^-10)+sum(abs(pom)>10^-10);

end

  if pomocna_premenna==0

    H=matica(M,x_hat,h);

    [~,p]=chol(H);

    if p==0

      vysledok=x_povodne_suradnice(x_hat);

      hodnota=hodnota_povodnej_ulohy(x_hat);

      if ~isempty(Aeq)

        vysledok= x_povodna_uloha(vysledok,1);

      end

      eF=1;

      disp('metoda zastala lebo riesenie je vo vnutri mnoziny')

      return

    end

  end

pomocna_premenna=0;





if isempty(x0)

    if sum(isnan(x_hat))==0

    x0=x_hat;

    else

        x0=-10+20*rand(h-1,1);

    end

end

x_vonkajsie=x0;

hodnoty_ucelovej_funkcie=hodnota_povodnej_ulohy(x0);

x=x0;

konstanta2=sum((c(1,pocet_nvlh+1:end)'.^2)./diag(2*D(pocet_nvlh+1:end,...

    pocet_nvlh+1:end)));

I=eye(n);

while (j<=maxiter)

    V=[];

    G=0;

    H=matica(M,x,h);

    [Vp,lambdy]=eig(H,I);

    minimalna_lambda=min(diag(lambdy));

    pom=1:n;

    index_min_lambda=find(diag(lambdy)-minimalna_lambda<10^-4);    



    pom=pom(diag(lambdy)<=0);

     

    Z=Vp(:,index_min_lambda);

    

    if minimalna_lambda>0

      Vp=Vp(:,index_min_lambda);

    else

      Vp=Vp(:,pom);

    end

    [~,index_min_lambda]=size(Vp);

    V=repmat(Vp,1,100) +sigma*randn(n,index_min_lambda*100);

    V=[V,Vp];

    [~,k]=size(Z);

    G_dualna_uloha=0;

    Aeq_dualna_uloha=[];

    beq_dualna_uloha=c(1,1:pocet_nvlh)';     

    for p=1:h

        d=0;

        for i=1:k

            d(i,1)=Z(:,i)'*M(:,:,p)*Z(:,i);

        end

    if p==1

        c_dualna_uloha=d';

    elseif (p>pocet_nvlh+1)

        G_dualna_uloha=G_dualna_uloha+d*d'./D(p-1,p-1);

        c_dualna_uloha=c_dualna_uloha-d'*c(1,p-1)/D(p-1,p-1);

%         konstanta=konstanta+(c(1,p-1)^2)/D(p-1,p-1);

    else

        Aeq_dualna_uloha(p-1,:)=d';

    end

    end

    [y,hodnota_dualnej_ulohy]=quadprog(G_dualna_uloha,c_dualna_uloha,[],...

        [],Aeq_dualna_uloha,beq_dualna_uloha,zeros(k,1),[],[],options);

    hodnota_dualnej_ulohy=hodnota_dualnej_ulohy+konstanta2-konstanta;

    if isempty(y)&& (k==1)

        y=max(0,sum(beq_dualna_uloha)/sum(Aeq_dualna_uloha));

        hodnota_dualnej_ulohy=0.5*G_dualna_uloha*y*y+c_dualna_uloha*y...

            +konstanta2-konstanta;

    end

%riesenie dualnej ulohy

  Y=0;

  for i=1:k

    Y=Y+y(i,1)*Z(:,i)*Z(:,i)';

  end

% tretie zastavovacie pravidlo

  if abs(hodnoty_ucelovej_funkcie(1,end)+hodnota_dualnej_ulohy)...

          +abs(minimalna_lambda)<eps3

     disp('Metoda zastala lebo primarno-dualna medzera je mensia nez eps4')

     eF=1;

    break

  end

  [~,s]=size(V);

  for i=1:s %parfor

    ohr=ohranicenia(M,V(:,i),h);

    ohran=[ohran;ohr];

  end

  x=quadprog(K,c,-ohran(:,2:end),ohran(:,1),[],[],[],[],[],options);

  x_vonkajsie=[x_vonkajsie,x_povodne_suradnice(x)];

  hodnoty_ucelovej_funkcie=[hodnoty_ucelovej_funkcie,...

      hodnota_povodnej_ulohy(x)];

  j=j+1;

%prve zastavovacie kriterium

  if abs(hodnoty_ucelovej_funkcie(:,j)-hodnoty_ucelovej_funkcie(:,j+1))...

          <eps1

    pomocna_premenna=  pomocna_premenna+1;

  else

    pomocna_premenna=0;

  end



  if pomocna_premenna>5

    disp('Metoda zastala lebo hodnota ucelovej funkcie sa uz nezmensovala')

    eF=1;

    break

  end



%druhe zastavovacie kriterium

  if norm(x_vonkajsie(:,end-1)-x_vonkajsie(:,end))<eps2

    disp('Metoda zastala lebo sa pohybujeme uz v malom okoli jedneho bodu')

    eF=1;

    break

  end

  ohran=ohran(abs(ohran(:,2:end)*x+ohran(:,1))<10^-4,:);

end

vysledok=x_povodne_suradnice(x);

hodnota=hodnota_povodnej_ulohy(x);

if ~isempty(Aeq)

  vysledok= x_povodna_uloha(vysledok,1);

  x_vonkajsie=x_povodna_uloha(x_vonkajsie,j+1);

end

cas=toc;

end
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