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Abstrakt v statnom jazyku

JECMEN, Matej: Odhad visky déchodkov v dvojpilierovom systéme [diplomové pracal,
Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Ka-
tedra aplikovanej matematiky a Statistiky; skolitel: doc. Mgr. Igor Melicher¢ik, PhD.,
Bratislava, 2016, 76 s.

Tato praca sa venuje problematike dvojpilierového dochodkového systému a optimélneho
sporenia v fiom. Cielom je nadviazat na vysledky dynamického modelu sporenia v dru-
hom pilieri a model rozsirit aj o dochodok ziskany z prvého piliera. V praci skiimame
aké su optimélne hodnoty pomeru rozdelenia tspor do garantovaného a negaranto-
vaného fondu v roznych situaciach ako aj vysledni nasporent ciastku v ¢ase odchodu
na dochodok. Vysledky d'alej porovndvame so scendrmi, v ktorych sme zmenili niektory
parameter a skimame dopad zmeny parametra na vysku dochodku. Odhadnutu vysku
nasporenych prostriedkov z obidvoch pilierov nasledne porovnavame s pripadom, ked
sporime len v prvom pilieri. To ndm umoziuje odhadniit pravdepodobnost, Ze vstupom

do druhého piliera budeme mat vyssi dochodok.

KIiéové slova: iloha stochastického optimalneho riadenia, imrtnostné tabulky, déchodkové
sporenie, CIR model, prvy a druhy dochodkovy pilier, garantovany a negarantovany

fond, optimalne rozdelenie tspor



Abstrakt v cudzom jazyku

JECMEN, Matej: Estimation of pensions in the two-pillar system. [master thesis], Co-
menius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics,
Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: doc. Mgr. Igor Meli-
chercik, PhD., Bratislava, 2016, 76 pages.

This thesis focuses on the two-pillar pension system and optimal savings in menti-
oned system. Aim of the thesis is to build on the results of the dynamic model of
savings in the second pillar and enhance the model by pension gained from the first
pillar. In the thesis we study ratios of optimal division between guaranteed and non-
guaranteed fund in distinct situations as well as level of savings at retirement age. Next
we compare results with scenarios where the value of certain parameter has changed
and we study the impact of the change on the amount of pension. Subsequently we
copmpare estimated amount of savings from both pillars with situation when saving is
done in the first pillar only. This enables us to estimate the probability that entry into

the second pillar grants us higher pension.

Keywords: stochastic optimal control problem, mortality tables, retirement savings,
CIR model, the first and the second pension pillar, guaranteed and non-guaranteed

fund, optimal allocation of savings
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Uvod

Podla zékona je kazd4 samostatne zarobkovo ¢innd osoba povinng odvadzat cast zo
svojho prijmu na déchodkové sporenie. Casto vsak dochddza ku réznym zmendm pra-
vidiel dochodkového sporenia. Najvicésou zmenou za posledné obdobie bola reforma
platnd od roku 2004, ktora priniesla zavedenie druhého (a tretieho) déchodkového pi-
liera. Pre Iud{ odvéadzajicich prispevky do socidlnej poistovne to znamenalo moZnost
ovplyvnit vysku starobného déchodku po dosiahnuti dochodkového veku, ktory sa upra-
vil na 62 rokov pre obe pohlavia. Dostali moznost vyberu, ¢i celti vysku prispevkov na
dochodkové sporenie vlozia do priebezného prvého piliera alebo tieto prispevky rozlozia
v pomere definovanom podla zakona do prvého a druhého zasluhového piliera. V rdmci
druhého piliera m4 sporitel navyse moznost rozhodntt, do ktorého, respektive ktorych
dvoch (pri¢om jeden z nich mus{ byt garantovany), zo 4 fondov budi investované pros-
triedky v druhom pilieri. Na rozdiel od prvého piliera, vyska dochodku z druhého piliera
nie je dané podla exaktného vzorca, ale zavisi od vykonnosti fondov, v ktorych mame
investované svoje uspory. Cielom kazdého sporitela je mat ¢o najvyssi dochodok, preto
je potrebné vykonat pocas sporenia také kroky, ktorych vysledkom bude maximalizacia
nasporenej Giastky pri urcitej averzii k riziku sporitela.

Obsahom préace je formulacia a nasledné riesenie ulohy optiméalneho riadenia pre
hladanie optimélnej stratégie sporenia v pripade, Ze sa sporitel rozhodne sporit v prvom
aj v druhom pilieri. Vysledkom je pomer optimalneho rozlozenia finanénych prostried-
kov medzi garantovany, predstavujici najbezpecnejsi, ale aj najmenej vynosny fond a
negarantovany fond, ktory dosahuje vyssi ocakavany vynos, avSsak s vacSim rizikom.
Optimélny pomer zavisi od veku sporitela, aktudlne nasporenej Ciastky a aktudlnej
urokovej miere.

Prinosom tejto prace je rozsirenie modelu oproti [13] aj o dochodok ziskany z prvého
piliera. To mé za nésledok komplexnejsi pohlad na sporenie, pretoze sporitela ne-
zaujima aky dochodok ziska z ktorého piliera, ale to, aka bude celkova vyska jeho
dochodku. Sporitel tak nemaximalizuje vysku uZito¢nosti z dochodku len z druhého
piliera, ale zo suc¢tu déchodkov z prvého aj druhého piliera.

Dalsim prinosom préce je porovnanie déchodkov so sporenfm len v prvom pilieri.

Citatel tak ma moznost nahliadnut ako vyhodny je vstup do druhého piliera pri réznych
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hodnotach parametrov ako aj na ocakavanu vysku nasporenych prostriedkov.

Prva kapitola prace oboznamuje ¢itatela so zdkladmi tedrie optimalneho riadenia
a postupom riesenia tuloh, ktoré su pouzité pri rieseni problému. V druhej kapitole sa
zaoberame principmi sporenia v prvom aj v druhom pilieri. Obsahuje vypocet dochodku
z prvého piliera a obmedzenia, ktoré prindsa sporenie v druhom pilieri. V d'algej kapitole
je uvedeny model maximalizujici vysku dochodku podla sporitelovej averzie k riziku
ako aj jeho odvodenie. Numericky postup rieSenia je ilustrovany v stvrtej kapitole.
Uvadzame v nej aj parametre pouzité v scenari, vo¢i ktorému sme porovnavali vysledky.

Samotné vysledky st popisané v zaverecnej kapitole.
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1 Uvod do tedrie optimalneho riadenia

V 1uvodnej kapitole si zhrnieme teoretické poznatky, ktoré vyuzijeme pri rieseni nasho

problému. Pozrieme sa na teériu optimélneho riadenia, ktori budeme cerpat z [2].

1.1 Standardna tloha optimélneho riadenia

Majme k etap, ktoré si oznacime ¢ = 0,1,2,...,k—1, v ktorych vzdy dosiahneme urcity
stav x; € X;. NavySe sa v kazdej z tychto etap robime rozhodnutie u; € U;. Dvojica

hodnét [x;, u;] ovplyviiuje to, do akého stavu sa dostaneme v i + 1-¢j etape. Plati teda

Tiy1 = fi(w;, u;). Nasim cielom je ndjst taki postupnost riadeni U = {ug, uy, ..., up_1},
7z ktorej dostaneme postupnost stavov X = {zg,1,...,75_ 1}, ktord by viedla ku

maximalizacii, respektive minimalizacii nasej tucelovej funkcie. T4 byva v tvare suctu
vimosov fP(x;,u;) zavislého od daného stavu x; a zvoleného riadenia u; v jednotlivych
etapach ¢ = 0,1,2,...,k— 1. Taktiez sa vyskytuju ulohy, kde hodnota icelovej funkcie
je zavisla len od stavu, do ktorého sa dostaneme v etape k, teda od xy, alebo je sictom
obidvoch spomenutych moznosti. Vzdy vychadzame z vopred daného stavu zy = a,
pricom moéZzeme mat ohranicenie aj na koncovy stav z;, € C. Dostdvame sa tak ku

Standardnému tvaru tlohy optimdlneho riadenia, ktory vieme zapisat nasledovne.

k—1

O . .
inggizz Ji (@i, u;) (1)
Ti+1 = fi(mzauz) 2

r, € C 4

(2)
To = a (3)
(4)
€ X (5)

kde i =0,1,2,...,k — 1. KedZe mame na stavové aj riadiace premenné zadané urcité
podmienky (u; € U;, (4) a (5)), optimalnu hodnotu tcelovej funkcie musime hladat
len medzi takymi postupnostami riadeni, pri ktorych budu tieto podmienky splnené.
Mnozinu takychto postupnosti nazveme triedou pripustnych riadeni a oznac¢ime ho P.

Tym padom moZeme hodnotu ticelovej funkcie vyjadrit ako funkciu zdvisli od U.

k—1
JU) = Z U, u;)
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Tym, ze maximalizujeme tucelovii funkciu za podmienky, ze riadenie je pripustné,

moézeme tcelovi funkciu prepisat do nasledovného tvaru.

ey T

V pripade, Ze by sme hladali minimum ucelovej funkcie, vieme tlohu previest do
Standardného tvaru tak, Ze budeme maximalizovat opaéni hodnotu povodnej téelovej
funkcie. Optimalne riadenie nam pri takejto transformécii tlohy vyjde rovnaké, roz-
diel bude len v opac¢nej hodnote ucelovej funkcie v optime. Pri niektorych tlohach sa
mozeme stretnif s tym, Ze ohranicenia u; € U; alebo (5) chybaji. Vtedy hovorime
o ulohach bez ohraniceni na riadenie, respektive stav. Prislusné mnoziny U; a X; su
vtedy zhodné s mnozinou hodnét definiéného oboru funkeii fP(x;, u;) a fi(ws, u;). Ak
nam chyba ohrani¢enie (4), jednd sa o ilohu s volnym koncom. V pripade, Ze mnozina
C' v (4) obsahuje len jeden bod, hovorime, ze tloha ma pevny koniec. Ak nemame
tilohu s volnym, ani s pevnym koncom, hovorime jej iloha s ¢iastoéne pevnym koncom.
Prikladom na tlohu s ¢iastoéne pevnym koncom je, ak je mnozina C' nejaky interval
v pripade jednorozmernej stavovej premennej. Samozrejme, stavova ako aj riadiaca
premennd mozu byt nielen jednorozmerné, ale aj viacrozmerné premenné.

Spominali sme, Ze v tcelovej funkcii nemusi byt len siicet vynosov v jednotlivych
etapach, tak ako mame v standardnej ulohe v (1), kedy sa jednda o Lagrangeovu
tlohu. Ucelovd funkcia moze byt navyse zavisla od koncového stavu, kedy je v tvare
Zf:_ol f2xs,u;) + ¢(xy), pricom ¢ je dand funkcia, a nazyva sa tdlohou v Bolzovom
tvare. Ak je hodnota ucelovej funkcie zavisla len od koncového stavu ¢(xy), hovorime o
ulohe v Mayerovom tvare. Dovod preco je standardny tvar ilohy optiméalneho riadenia
len v Lagrangeovom tvare je ten, ze ulohy s jednotlivymi tvarmi sa daji navzajom na
seba previest, ¢o si aj ukazeme. Tym, Ze icelova funkcia pri Bolzovom tvare je sic¢tom
tcelovych funkeif Lagrangeového a Mayerovho tvaru, staéf ndm ukézat, ze z Mayerovho
tvaru vieme dostaf Lagrangeov a naopak. Ak teda chceme previest tilohu z Mayerovho
tvaru na Lagrangeov, vietky funkcie f? prei =0,1,2,..., k—2 budi rovné 0 a funkcia

f2_, bude definovand nasledovne.

fro(@ho1,u—1) = d(ax) = G(foo1(Tho1, ur—1))

Pri prevadzani tlohy z Lagrangeového tvaru na Mayerov musime vytvorit novi stavovii
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premennt y. Jej poc¢iatocna hodnota je vzdy 0 a v kazdej etape je navysena o hodnotu

vynosu v prislusnej etape. Hodnota icelovej funkcie bude rovna stavu yy.

max ¥
Yiv1 = Yit ff(%‘, u;)
Yy = 0

1.2 Riesenie ulohy optimalneho riadenia

Najskor si uvedieme definicie niektorych pojmov z [2], z ktorych sa d4 odvodit riegenie

ulohy optimélneho riadenia.
e Uloha optimélneho prechodu zo stavu x do mnoziny C' v etapach 7,7+ 1,...,k,

ktord oznacime D;(x):

k—1
max J;(z,U;) = maXZin(xi,ui)
J

u; €U; u; €U;
iy = filwi, )
xr; = T
T € C
xr; € Xl

kdei=j,j+1,...,k—1.

e Trieda pripustnych riadeni tlohy D,(x), ktort oznacime P;(x) - je to mnozina po-
stupnosti riadenf U = {u;, u;41, ..., ux_1} pre ktoré st splnené vietky ohranicenia
ulohy Dj(x).

e I';(x) oznac¢ime mnozinu takych riadeni u;, pre ktoré existujed = {u;, w41, ..., up—1} €
Pj (CL’)

e Hodnotova funkcia Vj(x)

Vi(z) = L Jj(x,U;)

Podla Lemmy v [2, str. 32] prekazdé z € X; aj € [0, k—2] platiU; = {uj, uji1, ..., up_1} €

Pj(x) prave vtedy, ked u; € I';(x) a zdroven Uj11 = {uji1, Ujta, ..., ug—1} € Pjy1(z).
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Pre tcelova funkciu navyse plati:

Ji(x,Uy) = [ (2, u;) + T (fi (@, ug), Ussr)
Z nej je v [2, str. 33] vyvodeny dosledok, ktory nam hovori, ze pre vsetky j € [0, k — 2],

x € X; a u; € I';(x) plati nasledovnd rovnost.

Piri(fi(w, uy)) = {Ujsa : {u;,Uj11} € Pj()}
Dalej je pouzity predpoklad, pre vietky j € [0,k — 1] a © € X, plati, ze v pripade
existencie pripustného riadenia tlohy D;(x) existuje aj optimalne riadenie L?j, pre ktoré
plati:
e Ji(w,Uy) = Ji(w,Uy)
Z toho sa d4 dostat ku rovnici dynamického programovania, ktord je nutnou ako aj

postacujicou podmienkou optimality. Jej odvodenie je uvedené v [2; str. 34].

Vi(z) = max [f}(z,u) + Visa (f;(2, )] (6)

u€el';(x)

kde x € X; pre j =0,1,...,k — 1, pricom

0, ak r € C
Vi(z) = (7)

—o0, akaz ¢C
V pripade, Ze nechceme transformovat 1lohu v Mayerovom, respektive Bolzovom tvare

do Lagrangeovho tvaru, hodnotové funkcia Vi (z) mé nasledovny tvar:

x), akxel
i = e ®
—o0, akzx¢C

Vysledkom riesenia (6) v j-tej etape je funkcia nazyvand optimélna spéatné vézba fj (x),
ktora nam hovori aké riadenie je v j-tej etape optimalne v zavislosti od stavu x. Na
zéklade toho vieme dalej dopocitat hodnotovi funkciu V;(z) a pouzit ju pri vypocte
(6) v j — 1-ej etape. Takymto sposobom sa dostdvame od hodnotovej funkcie v k-tej
etape (7), respektive (8) az do 0-tej etapy. Riesime tak namiesto jednej zlozitej tlohy
(1) - (5) k jednoduchsich (6) pri pociatoénych podmienkach (7), respektive (8).

Pri numerickom rieseni dlohy (1) - (5) sa taktiez vyuziva rovnica dynamického prog-
ramovania, avSak problém nastava v pripade spojitej riadiacej alebo stavovej premen-
nej. V takom pripade sa vyuziva diskretizacia premennej, o znamena, ze uvazujeme

len koneény pocet pripustnych hodnot stavov, respektive riadeni.
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1.3 Stochasticka tloha dynamického programovania

Stochastickou 1lohou dynamického programovania sa mysli tiloha optimélneho riade-
nia, kde vystupuje aj nejakd ndhodna premennd, ktorej rozdelenie dopredu pozname.
Vo vseobecnosti moze mat tato ndhodnd premennd v kazdej etape iné rozdelenie.
Néhodnost moze ovplyviiovat to, do akého stavu sa dostaneme v nasledujicej etape
(teda je sucastou funkcie f v (2)) alebo ovplyviiuje vynos v danej etape (funkciu f°
v (1)). Druhym rozdielom medzi stochastickou a deterministickou tilohou optimélneho
riadenia je tc¢elova funkcia. Ked'ze nepozndme stav, do ktorého sa v nasledujicej etape
dostaneme, respektive vynos v danej etape, budeme sa snazif maximalizovat stredni
hodnotu suctu vynosov v jednotlivych etapach. Navyse oproti deterministickej ulohe
vypadnui ohrani¢enia na stavové premenné, pretoze vplyvom ndhodnosti by sme sa
mohli dostat do nepripustného stavu. Dostdvame tak nasledovny tvar tlohy, kde z; je

nahodna premenna.

k—1
0 ) .
glgéE;fl (x“umzz) (9)
Tiy1 = fz(x“ Uj, Zi) (1())
v (11)
zi € Z; (12)

Pri tdlohe v Mayerovom tvare je maximalizovanad ucelovd funkcia v tvare E(¢(xy)),
pri Bolzovom tvare ma tcelova funkcia tvar F (Zf:_ol 2wy wiy 2) + ¢(xk)> Sposob
rieSenia stochastickej tlohy optimélneho riadenia (9) - (12) sa taktiez realizuje cez
rovnicu dynamického programovania. Jej tvar je vSak mierne odlisny ako pri determi-
nistickej lohe, ked'Ze sa lisia v ticelovej funkcii.

Vj(m) :maXE(fQ(:U,u, Zj)+‘/}+1(x7u’ Z])) (13)

’LLEUJ' J

KedZe nemame ohranicenie na koncovy stav, Vj, = 0 pre vsetky hodnoty zj. V pripade

Bolzovho, respektive Mayerovho tvaru méame Vi, = ¢(zy).
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2 Pravidla sporenia v I. a II. dochodkovom pilieri

Kazdy sporitel, ktory si spori v prvom aj v druhom pilieri, bude dostdvat déchodok
z dvoch zdrojov, prvého a druhého piliera. To znamend, ze dochodok, ktory dostane

bude stic¢tom dochodkov z oboch pilierov.

2.1 Sporenie v prvom pilieri

Vyska mesacného dochodku P sa dd vypocitat pouzitim vzorca (14), ktory je pouzity
aj v zakone.

P = ADH, + N + POMB (14)

N predstavuje pocet rokov, pocas ktorych sporitel prispieva do socidlnej poistovne.
POM B alebo priemerny osobny mzdovy bod je priemerna hodnota osobnych mzdovych
bodov za obdobie prispievania. Osobny mzdovy bod je pomer hrubého prijmu v da-
nom roku ku priemernej mzde v tom istom roku. To znamend, ze ak je nas prijem
1000€mesacne a priemernd mzda v roku 2015 bola podla [6] 882€, osobny mzdovy bod
bude pre tento rok 1000/882=1,134. Obmedzenim je, ze na hodnotu POM B vyssiu
ako 3 sa neprihliada, a teda maximum je POM B = 3. V pripade POM B mensieho ako
1 alebo vécsieho ako 1,25 sa na vypocet dochodku pouzije upravend hodnota POM B.
Ak je nizsi ako 1, je podla [8] navyseny o rozdiel skutotného POM B a 1 prendsobeny
hodnotou, ktord sa kazdorocne zvysuje od roku 2013 zo 17% o 1% az do roku 2018, kedy
dosiahne 22%. Ak je hodnota POM B vyssia ako 1,25, POM B je naopak znizeny o roz-
diel POM B — 1,25 prenasobeny kazdoroc¢ne sa znizujucim koeficientom od roku 2013
z 80% o 4% az na hodnotu 60% v roku 2018. Aktudlna déchodkovd hodnota ADH}, je
penazna hodnota jedného mzdového bodu v roku k. Toto ¢islo je kazdorocéne urcované
podla zdkona v zdvislosti na vyvoji priemernej mzdy. Pre ¢loveka, ktory cely Zivot
spori iba v prvom pilieri a jeho osobny mzdovy bod je pocas zivota konstantny, méa po
dosiahnuti dochodkového veku pri prislusnej aktualnej dochodkovej hodnote dochodok
priblizne na trovni 50% svojej poslednej mzdy. Pre rok 2015 je podla [7] aktudlna
dochodkova hodnota na trovni 10,6865€, pre rok 2016 je stanovena na 10,9930€.
Vzorec (14) vychadza zo vzorca (15), kde je namiesto priemerného osobného mzdového

bodu prenasobeného poc¢tom odpracovanych rokov pouzity sucet osobnych mzdovych
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bodov OMB; pret=1,2,3,..., N.
N
P =Y OMB;x ADH, (15)

i=1
Vzorce (14) a (15) vSak mozeme pouzit v takomto tvare len v pripade sporenia len v
prvom pilieri, kedy celych 18% odvodov na déchodok ide do prvého piliera. V pripade,
7e si sporitel sporf aj v druhom pilieri, je velkost odvodov do socidlnej poistovne nizsia
o prispevky do druhého piliera. Nemoze preto ocakavat, ze dochodok ziskany z prvého
piliera bude rovnaky ako keby sporil iba v prvom pilieri. To sa d4 docielit tak, Ze osobny
mzdovy bod v i-tom roku bude prenasobeny pomerom prispevku do prvého piliera ku
prispevkom do oboch pilierov. Velkost prispevkov do prvého piliera oznac¢ime dgl), do
druhého dl(-z), pricom tieto &fsla vyjadrujui akd ¢ast z prijmu ide do ktorého piliera.
Podla zdkona teda aktudlne plati dz(l) + d§2) = 0.18. Dostavame tak vzorec (16) pre
vypocet mesacného dochodku z prvého piliera pri sporeni v druhom pilieri.

N
d:
P=S"OMB;+ —_+ ADH (16)

2.2 Sporenie v druhom pilieri

Na rozdiel od prvého piliera, dochodok z druhého piliera si dopredu vypocitat nevieme.
Nase peniaze su investované do roznych akcii, respektive dlhopisov a vynos z nich je
ndhodny. Hoci nepozname stav vynosu z druhého piliera, vieme aspoil nasimulovat
~ 7 7 . ~ o . 7 . i . PR ~
rozne scenare vyvoja nasej investicie a odhadnut rozdelenie nasporenej Ciastky v case
odchodu na dochodok.
Ako sporitelia v druhom pilieri mame pravo vybrat si, do akych cennych papierov
budu investované nase peniaze. Na vyber su §tyri druhy fondov, ktoré sa lisia vynosom,
. . . ) . ~ .o . . . ~ . ~ 7 7
ale aj rizikovostou. Najbezpecnejsou investiciou je vlozenie penazi do garantovaného
/. . . Ie /. ) . .. ) ~~ ’ .
negarantovanymi fondmi a liSia sa vynosnostou ako aj rizikovostou. Vyssi vynos, ale aj
riziko, ako pri garantovanom fonde sa dé dosiahnut investiciou do zmieSaného fondu,
kde fond pozostava zmiesany z akcii a dlhopisov. Dalej nasleduje akciovy fond, kde
prevladaju akcie, a teda dosahuje este vyssi vynos aj riziko. Najvynosnejsim a naj-
rizikovejsim fondom je indexovy fond, kde st tspory investované do portfélia sle-

dujiiceho urcity index. Okrem toho m4 sporitel moznost vlozit investicie do dvoch
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zo spominanych fondov a peniaze rozlozit v Iubovolnom pomere, avsak jeden z nich
musi byt garantovany fond. Zakon vsak obmedzuje investicie do negarantovanych fon-
dov v poslednych 10 rokoch pred odchodom na dochodok. V 52. roku Zivota je sporitel
povinny mat minimélne 10% svojich tspor investovanych v garantovanom fonde a
kazdy d'alsf rok sa tato povinnost navysuje o d'alsich 10% aZ do 61. roku, kedy uz mus{
byt celd suma investovand v garantovanom fonde. Posledny rok pred dochodkovym
vekom tak uz sporitel nerozhoduje o svojich tispordch. Existuje vSak vynimka, kedy po
pisomnom ozndmeni sporitela je mozné mat v garantovanom fonde o polovicu menej
majetku ako prikazuje zdkon. Tym padom je sporitel povinny mat v 52. roku Zivota
najmenej 5% svojich tispor investovanych v garantovanom fonde a kazdy d'alsi rok sa
tato hranica zvysuje o 5%. Posledny rok pred dochodkovym vekom je v tomto pripade
minimélne 50% v garantovanom fonde.

Dalsim rozdielom sporenia v druhom pilieri je moznost zvolit si spésob vypldcania
nasporenej ¢iastky. Najbeznejsim sposobom je nadkup dozivotného dochodku, ¢o zna-
mend, Ze si sporitel vyberie poistoviiu, ktord mu bude vypldcat tento dochodok z
druhého piliera. Dalej je potrebné uréit si podmienky ako sa bude déchodok vypléacat.
Doéchodok mézZe byt pocas doby poberania konstantny, ale taktieZ je mozné zvysovanie
dochodku o vopred dohodnuti sumu. Cim je dohodnuty rast déchodku vyssi, tym je
pociatoéna vyska dochodku nizsia. Navyse je mozné mat dochodok aj s pozostalostnym
dochodkom, ktory sa vyplaca dedicom po dobu jedného alebo dvoch rokov po smrti
sporitela v rovnakej vyske ako keby nezomrel. Ak by sme si zvolili takyto déchodok,
jeho vyska bude nizsia ako v pripade, Ze by neobsahovala pozostalostny dochodok. Zo
zékona je viak mozné zdedif dochodok, ktory nebol dochodcovi vyplateny do siedmeho
roku od vstupu na dochodok, v dosledku jeho smrti a to bez ohladu na to, ¢i si sporitel
zvolil dochodok s pozostalostnym dochodkom alebo bez neho.

V pripade, Ze nie je pouzitd celd nasporend suma na nadkup dozivotného dochodku,
je mo7né tieto peniaze bud vybrat - programovy vyber alebo pouzit na zakipenie
docasného dochodku. Docasny dochodok je mozné nakipit za zostatkové tispory v
druhom pilieri na 5, 7 alebo 10 rokov. V pripade timrtia sporitela poc¢as poberania
docasného dochodku nepodlieha nevyplatens éast dedeniu. Préavo na uplatnenie ne-

vyuzitych dspor maju len ti sporitelia, ktori splnia zaroven obe z nasledovnych pod-
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mienok:

e sticet dozivotnych dochodkov z prvého aj druhého piliera musi byt vicsi ako
dochodok, ktory by mal ¢lovek sporiaci 42 rokov, nevstipil do druhého piliera a

jeho priemerny osobny mzdovy bod je rovny 1,25.

e sticet dozivotnych dochodkov z prvého aj druhého piliera musi byt vicsi ako

dochodok, ktory by sme mali, ak by sme nesporili v druhom pilieri.
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3 Zostavenie modelu

Pre tcely ndsho modelu budeme uvazovat sporenie v garantovanom a jednom nega-
rantovanom fonde druhého piliera. S garantovanym fondom pocitat musime, pretoze
podla zdkona je povinnost mat nejaki ¢ast dspor v garantovanom fonde v poslednych
desiatich rokoch sporenia. Tento fond predstavuje najbezpecnejsiu, ale zaroven aj naj-
menej vynosni volbu. Ako vynosnejsiu a rizikovejsiu alternativu pouzijeme negaran-
tovany fond. Pre popisanie sprévania sa negarantovaného fondu budeme pouzivat dva
parametre, stredni hodnotu vynosnosti v danom fonde a jeho volatilitu. Vynos v ga-
rantovanom fonde zavisi od vyvoja urokovej miery. Na odhad spravania sa urokovej
miery existuje niekolko modelov, my pouzijeme odhad zalozeny na CIR modeli.
Sporenie v druhom pilieri spociva v tom, Ze kazdy mesiac odvadzame ¢ast prijmu do
dochodcovskej spravcovskej spoloénosti ¢ast zo svojho prijmu. T4 podla nasho rozhod-
nutia investuje nase uspory do daného fondu, respektive do zvolenych dvoch fondov
v nami ur¢enom pomere. Tento pomer ako aj fondy, do ktorych investujeme mozeme
kedykolvek zmenit. Cielom zmeny moze byt bud ocakdvanie vyssieho vynosu pri zvo-
leni inej kombindacii fondov alebo snaha o znizenie rizikovosti alebo ku zmene dojde
v dosledku zakonného obmedzenia pocas poslednych 10 rokoch sporenia, ¢o vsak my
ovplyvnif nevieme. Hoci zmeny st mozné kedykolvek, pri nezmenenom vyvoji fondov
nie je pravdepodobné aby sporitel mal zdujem menif parametre sporenia kazdy me-
siac alebo castejsie. V pripade ndhlej vyraznej zmeny vynosnosti, pripadne volatility je
mozné zmenit vstupné parametre modelu spravit novy prepocet kedykolvek pocas spo-
renia. M4 preto zmysel uvazovat zjednodusenie, Ze pravo na rozhodnutie o parametroch
sporenia mame kazdy rok a aj odvody zo mzdy sa uhradzajui ro¢ne. Znamena to, ze sa v
nasom modeli tispory kazdy rok zirocia podla vykonnosti danych fondov a rozhodnutia
o rozdeleni z roka predchadzajiceho. Navyse sa k tejto sume pripocitaji odvody za po-
sledny rok a sporitel opif rozhoduje ako rozdeli svoje ispory v roku nasledujicom. V
modeli pouzijeme rovnaké oznacenia a myslienky odvodenia ako v [5]. Hodnota dspor
v roku t bude teda ozna¢end ako s;, rotnd mzda v roku t ako wy, percentudlna cast
prispevkov do druhého piliera zo mzdy v roku ¢ ako 7;, vynos z garantovaného fondu
pocas t-teho roka ako RP(t — 1,t), vynos z negarantovaného fondu pocas t-teho roka

ako R*(t — 1,t) a pomer rozdelenia tispor medzi garantovany a negarantovany fond v
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roku ¢ ako J;. Dostdvame rekurentny vzorec stavu nasich uspor (17).
Str1 = St (Orr1 exp(RY(t,t+ 1)) + (1 — 1) exp(R¥ (¢, t 4+ 1)) + Tep1wis (17)
Sporit za¢iname s prazdnym tic¢tom, preto pociatoénd podmienka bude (18).
so =20 (18)
Pociatoénti podmienku (18) s pouzitim (17) vieme prepisat do tvaru (19).
$] = MW, (19)

Snahou sporitela bude aby mal ¢o najvicsi dochodok. Sposobov ako mozu byt vyplatené
nase uspory v druhom pilieri je viacero, preto je nutné aby sa nas model sliziaci na
optiméalne sporenie v druhom pilieri dal pouzif v pripade zvolenia akejkolvek stratégie
vypldcania tspor. Tato podmienka bude splnend, ak sa budeme snazit maximalizovat
nasporent sumu sy v poslednom N-tom roku. Co viak sporitela zaujima viac ako
celkova nasporend suma s, je pomer tejto sumy k jeho poslednej rocnej mzde dy = 3t
Toto ¢islo mu hovori to, na akd dlhi dobu by mu tieto uspory vystacili, ak by chcel

zostat na rovnakej Zivotnej urovni akd mal v poslednom roku sporenia. Pri takomto

vyjadreni mnoZstva ispor navyse nebude potrebné zadavat ako parameter vysku mzdy

wy. Ak medzirocny rast mzdy w;tl — 1 medzi rokmi ¢ a t 4+ 1 oznacime [;, dostaneme

novy rekurentny predpis a pociatocni podmienku.

dpprexp(RP(t,t + 1)) + (1 — 0pp1) exp(RE(t, t + 1
Jnepl R D)1 ba) (B EED) g
t

dl = T (21)

dt+1 = d

Rast mzdy zévisi vo velkej miere od najvyssieho dosiahnutého vzdelania. Data s vypo¢itanym
kariérnym rastom, ktoré mame k dispozicii, st o¢istené o inflaciu, preto rast mzdy bude
zévisiet aj od nej. Namiesto vyrazu 1+ S; preto pouzijeme sucin (1+ £Y)(1+ 5¢), kde
B¢ predstavuje rast nasej mzdy voci priemernej mzde (a teda aj osobného mzdového
bodu) medzi rokmi ¢ a ¢t 4+ 1 vplyvom kariérneho rastu a (; popisuje zmenu inflacie

medzi rokmi t a t + 1.

Sep1exp(RO(t,t+ 1)) 4+ (1 — dpyr) exp(R(¢,t + 1))
T+ B+ 5) tre o 22)
d1 = T (2?))

diyr = dy
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Kazdy sporitel ma zdujem o ¢o najvicsi dochodok, avsak odlisuji sa ochotou riskovat.
Tym padom potrebujeme do modelu zahrnit parameter, ktory by uréoval sporitelovu
averziu k riziku. Preto je vhodné pouzit v ticelovej funkcii optimalizacnej tilohy funkciu
uzitocnosti, ktorej strednti hodnotu budeme maximalizovat. Pre nds model si zvolime
funkciu uzitoénosti CRRA, ktora je v tvare (24), kde a > 0 je parameter urcujici
averziu k riziku. Cim je a vii¢sie, tym je ochota riskovat mensia.

(

di=*, akae (0,1)

U=4qIn(d), aka=1 (24)

—d'* aka>1.
\

Ucelové funkcia by teda bola v tvare (25).
max E(U(dy)) (25)

V tomto modeli mame vsak zahrnuti len nasporent sumu v druhom pilieri, vyjadreni
v pocte rocnych platov. Dopredu si vieme vypocitat ocakivany déchodok z prvého
piliera, ale problémom je, ze dochodok z neho je vzdy vyplacany mesacne a pocet vyplat
je zavisly na tom ako dlho budeme Zit. Nevieme preto urcit, kolko roénych platov c
ziskame z prvého piliera. Ak by sa ndm podarilo vymysliet sposob ako odhadnit éislo ¢,
v ucelovej funkcii modelu by sme mohli k poc¢tu ro¢nych platov nasporenych v druhom

pilieri pripoé¢itat ¢ a ndsledne z tohto sti¢tu maximalizovat strednii hodnotu uzitoénosti.
max EU(dy + ¢)) (26)

Prvou moznostou ako odhadnit ¢ je odhadnut vek, ktorého sa doZijeme podla toho
ako sa citime a na zdklade toho dopoéitat dochodok, ktory by sme v takomto pripade
dostali. Odhadovat vsak vek takymto sposobom, ktorého sa dozijeme v 25 rokoch, by
sa dalo prirovnat hadaniu éfsel, ktoré padni v lotérii. Samozrejme, pokial je badatelné
zhorenie ndsho zdravotného stavu, odhad nds moze byt redlny. My sa vSak pozrieme
na sposob zodpovedajuici spravodlivému oceneniu anuity - dochodku z prvého piliera.
Na tento vypocet budeme potrebovat aktudlne timrtnostné tabulky na Slovensku z [12].
Tie ndm uddvajui aké je pravdepodobnost dmrtia pre dany vek, ¢o mozeme vyuzit na

vypocet hustoty veku imrtia Iudi na Slovensku. Takisto je mozné rozlisovat pohlavie
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alebo poécitat z tabuliek, ktoré hovoria o pravdepodobnosti timrtia nezohladniujicich
pohlavie. Na zdklade vypocitanej hustoty vieme uréit priemerny vek tmrtia. Kedze
k peniazom z prvého aj druhého piliera sa dostaneme az dosiahnutim dochodkového
veku, zaujima ndas priemerny vek umrtia za podmienky, Ze sa dozijeme minimélne
dochodkového veku. V pripade umrtia pred dosiahnutim tohto veku neziskavame zo
sporenia ni¢ bez ohladu na to aké rozhodnutia sme pocas prispievania vykonali. Na-
sporena suma z druhého piliera sice vstupuje do dediéného konania a taktiez mozu
pozostali poberat pozostalecky dochodok, ale tym, Ze my, ako zosnuli, z nej uz nedos-
taneme ni¢, nebudeme tiito skutoénost zahffiat do nasho modelu.

Tym, Ze v timrtnostnych tabulkdch mame uvedené jednotlivé pravdepodobnosti timrtia
v i-tom celociselnom veku pri podmienke, Zze sme dosiahli vek i, rozdelenie veku timrtia
pri podmienke dozitia sa minimélne dochodkového veku bude diskrétne s krokom
jedného roka. Ak oznacime dochodkovy vek ako by, hodnotu hustoty tohto rozdelenia
v j-tom roku, pricom j > by, vypocitame ako pravdepodobnost imrtia v j-tom roku
prenasobent rozdielom 1 a sic¢tu hodnot hustoty v rokoch mensich ako j a zaroven
vacsich alebo rovnych ako v roku by. Ak oznacime X ako ndhodni premenntd veku
umrtia a p; ako hodnotu pravdepodobnosti imrtia v ¢-tom roku z imrtnostnych tabu-

liek, predpis hustoty vieme zapisat nasledovne.

P(X:x|Xzbo):pz(1—xiP(X:i|X2bo)> (27)

i=bg
Na vypocet strednej hodnoty veku dozitia za podmienky dozitia sa dochodkového veku

m pouzijeme vypocitané hodnoty hustoty z (27) a dostavame vzorec (28).

m:ii*P(X:HXZbO) (28)

i=bo
KedZe v imrtnostnych tabulkédch je pri veku 100 a viac rokov pravdepodobnost timrtia
v najblizSom roku rovnakd a mensia ako 1, vyjde ndm nenulovd pravdepodobnost
tmrtia v lubovolne velkom veku. Preto je vhodné uréit si nejaki hranicu, ktort budeme
povazovat za maximalny vek doZitia b, a teda bude platif p, = 1. Tym padom bude
stacit pocitat stredni hodnotu m podla vzorca (29).

m=> ixP(X =i|X >b) (29)

i=bg
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Cislo m ném hovorf aké je priemernd doba poberania déchodku z prvého piliera pri
podmienke, Ze dosiahneme dochodkovy vek. Ked'ze startovaci dochodok z prvého piliera
je kazdoro¢ne valorizovany podla priemerného rastu miezd a rastu cien, diskontovat
tieto platby do ¢asu ked vstupujeme na dochodok budeme tak, Ze m prendsobime
dochodkom z prvého piliera v roku vstupu na dochodok a 12, pretoze dochodok je
vyplacany mesacne. Dostavame tak hodnotu penazi, ktord priemerne ziskame z prvého
piliera za podmienky, ze sa dozijeme dochodkového veku. Vztah (16) si este upravime
tak, aby v nom vystupoval len osobny mzdovy bod na zaciatku sporenia a rast nasej

kariéry, teda parametre S;.

N [i-1
d!
P:OMBl*ADHkZ (H(l—l—ﬂ;)m) (30)
i=1 \j=1 i ¢

Osobny mzdovy bod na zaciatku sporenia teraz lahko nahradime osobnym mzdovym

bodom na konci sporenia.

J i i

i=1 \j=i
Teraz roctny dochodok z prvého piliera v roku nastupu na dochodok, teda v N-tom
roku, prendsobime priemernym vekom, ktorého sa ¢lovek dozije za podmienky, ze do-
siahne dochodkovy vek, a predelime ho poslednou rocnou vyplatou wy. Toto ¢islo bude
predstavovat pocet rokov, na ktoré by ndm stacil dochodok vyplateny z prvého piliera
pri doziti sa priemerného veku, ktorého sa clovek dozije za podmienky, ze dosiahne
dochodkovy vek, pri zachovani rovnakej zivotnej trovne ako pocas doby sporenia. Je

to teda nase hladané c.

12«Psm 12xOMBy*ADHyxm = (14 1 d
c= = ST (32)

Wn wn i=1 \j=i TBJCW
Hodnota ADH je urcovana tak, aby ¢lovek bez kariérneho rastu, ktory spori iba v
prvom pilieri pocas doby 40 rokov, mal dochodok vo vyske priblizne 50% posledne;
mzdy. Budeme predpokladat, Ze toto ¢islo je konstantné, a teda je rovnaké v tomto
roku ako v roku néastupu na dochodok. To znamena, ze ¢lovek poberajici priemernt

mzdu pocas celého zivota (OM B = 1) po dobu N rokov bude maft vzdy rovnaky pomer

prvého roéného dochodku a poslednej roénej mzdy bez ohladu na to bez ohladu na to
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v ktorom roku dosiahol dochodkovy vek. Priemernt mzdu v ¢ase t oznac¢ime ako wy.

12+« ADHyx N 12x ADHy * N

wt wWN

(33)

Pomer prvého rotného dochodku ku poslednej mzde je rovnaky ako v (33) aj v pripade

osobného mzdového bodu rozneho od 1 a prislusnej poslednej mzde wy.

12« ADH * N 12% ADHy * N x OM By (34)
W B wy

Zligenim vzorcov (32) a (34) dostdvame novy vzorec (35) na vypocet ¢isla ¢. Hodnota

sumy v nom nam penalizuje to, Zze nesporime len v prvom pilieri, ale aj v druhom ako

aj kariérny rast.

125 ADH, s m e (17 1 d}
°” wy 2 (H1+B;d}+d§ (35)

i=1 \j=i
V pripade, Ze mame sporitela, ktory spori cely Zivot len v prvom pilieri a pocas Zivota
mal v kazdom roku rovnaky osobny mzdovy bod, dostaneme hodnotu m = 19,25 a z
toho ndm vyjde ¢ = 9,097.

Stale vsak nemame model dplny, pretoze v iom vystupuje ndhodnost ukryta vo
vyske vynosov z garantovaného a negarantovaného fondu. Nikdy nevieme dopredu
povedat aky vynos dosiahneme v danom fonde pocas budiceho alebo ktoréhokolvek
d’alsiecho roku. Co vsak vieme je to ako sa vyska vynosov spravala doteraz. Na zdklade
toho vieme odhadnit rozdelenie, ktorym sa vyska vynosu riadi. Sprdvanie negaran-
tovaného fondu zavisi od portfélia akcii, ktory sleduje urcity index. V tomto pripade
teda budeme modelovat vyvoj hodnoty akcii. Pri modelovani ceny akcii sa uvazuje,
7e vymos akcif sa riadi normdlnym rozdelenim. Z historickych dat dokdzeme odhadnut
jeho parametre, teda priemerny vynos a volatilitu. Opét pouzijeme oznacenia z [5].
Hodnotu akcie, respektive portfolia akcii, v case t oznacime ako P, stredni hodnotu
vynosu prislusnej akcie, respektive portfélia, ako uf a volatilitu ako of. Potom podla

[5] platia pre vynos z akcii, respektive portfélia, rovnosti (36).

K
Re(tt+1) =In—p= = i} + 0}, (36)

t

kde ¢ ~ N(0,1). Pri modelovani vynosnosti garantovaného fondu sa vyuziva odlisny

postup. Vynos dlhopisov je naviazany na tirokovii mieru. Metéd ako modelovat tdrokovi
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mieru je viacero, my sa budeme zaoberat short-rate modelom CIR. Tento proces je

definovany stochastickou diferencidlnou rovnicou kratkodobej turokovej miery (37).
dry = k(0 — ry)dt + Jb\/T_tdZt, (37)

pricom x, 0, o® > 0, kde 6 predstavuje dlhodobt tirokovii mieru, x reprezentuje rychlost
konvergencie tirokovej miery ku dlhodobej trokovej miere, o je volatilita procesu a
Z; je Wienerov proces. Vyhodou pouzitia tohto modelu je to, Ze nepriptista zédporni
urokovi mieru. Jeho myslienka spociva v tom, ze existuje dlhodobd tirokova miera 6,
ku ktorej je aktudlna kratkodobd tirokova miera 7; pritahovand silou x a do procesu
vstupuje ndhodnost v podobe Wienerovho procesu. Vynos z dlhopisov sa d4 modelovat
pomocou bezkupénového dlhopisu so splatnostou Ty, ktory md v ¢ase t hodnotu P(t, Tj)
nomindlnou hodnotou 1. Hodnota dlhopisu P(t,T}) v ¢ase ¢ sa d4 vyjadrit pri pouziti

CIR modelu podla [5] nasledovne.
P(t7 Tb) - P(Tta t? Tb) - A(Tb)E_B(Tb)Tt7 (38)

kde

(RHX+7)Ty 20L29
e
A(Ty) =
(T:) <(I€+)\+7)(67Tb—1)+2’7>
2(e7T — 1)
(k+X+7)(e —1) +2y
A= V(k+ N2+ 202

B(T,) =

Aproximéciou rieSenia diferencidlnej rovnice (38) je podla [11] rekurentny vztah pre

kratkodobu trokovi mieru (39).

T = g(r, ®) =0 + e " (ry — 0) + o” ;l(l — e 2) P, (39)
K

kde ® ~ N(0,1), pricom uvazujeme aj koreldciu medzi ndhodnymi premennymi ® a
U cor(®,V) € (—1,1). To, ze sa jedna len o aproximéciu a nie presné riesenie dife-
rencidlnej rovnice (37) je zrejmé z toho, ze v rieSeni (39) je mozné dostat zdpornu
urokovu mieru, ak hodnota ® bude nizka zaporna. Ak by sme dostali zdpornu trokovi
mieru 741, pre odhad tirokovej miery v roku ¢ +2 by sme uz nemohli pouzit vztah (39),

pretoZe by doglo k odmociiovaniu zdporného ¢isla. Preto je vhodné zabranit tomu aby
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sa tirok dostal do zdpornych hodnot. Riesenim moze byt napriklad nasledovn iprava.

Tii1 = Max (0, O+e " (ry—0)+o° ;_;(1 - 6—2“)(I>> (40)

Hodnotu turokovej miery teraz vyuzijeme na odhad nasho vynosu z garantovaného
fondu.

R(t,t+1) =rB(Ty) —In A(T})) — r,1 B(Ty — 1) + In A(T, — 1) (41)
V pripade dlhopisu na jeden rok (7, = 1) bude v ¢ase ¢ vyzerat vztah (41) nasledovne.

R(t,t +1) =, B(1) —In A(1), (42)

pretoze In A(0) = B(0) = 0. Tym, Ze v naSom modeli budeme pocitat optimdlne roz-
delenie svojich uspor kazdoroéne, bude stacit, ak pouzijeme vztah (42) na vypocet
vynosu z garantovaného fondu. Model, ktory budeme pouZivat na hladanie optimalnej
stratégie pri sporeni v prvom a druhom pilieri bude teda tloha optimélneho riade-
nia s diskrétnym ¢asom s dvomi stavovymi premennymi (irok r; a pocet nasporenych
platov d;) a jednou riadiacou premennou (rozdelenie tspor do garantovaného a nega-

rantovaného fondu 9).
IH?XE(U(CZN +¢))
dexp(Rb(t,t 4+ 1)) + (1 — §) exp(R3(t,t + 1))

diy1=d +
SR (L+ 81+ 537) e
di =1
ri11 = max (0, 0+e " (r,—0)+o° ;—t(l — 6—2“)@> (43)
K
To =T

R(t,t+1) =B(1) —In A(1)

Rt t+ 1) = i + oy

pricom konstanty su dané

N

12+« ADH; xm A d}
© = Wy 2(H1+B§d}+d§>

(2
2Kk0

5 (AT, T
e 2
) - (Gt )

K+ A+7)(eT —1)+ 2y
2(eTe — 1)
(k+A+7)(e" —1) 42y
A= V(k+ A2+ 202
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4 Numerické riesenie ulohy

V predchddzajticej kapitole sme si definovali tilohu, ktorti chceme riesit. Potrebujeme

vak ndjst sposob ako ttito tlohu vyriesime numericky.

4.1 Charakteristika ulohy

Nakolko sa jedné o pomerne komplikovani tlohu, analytické rieSenie sa ndm néjst
nepodarilo, preto budeme musiet tlohu riesit numericky. V nasom pripade sa jedné o
Mayerovu tlohu dynamického programovania s pevnym ¢asom. Stavovymi premennymi
st urokova miera r; a pocet nasporenych rocnych platov d;. Riadiacou premennou je
0 urc¢ujuca pomer investicie nasporenych penazi medzi garantovany a negarantovany
fond pocas najblizsieho roku. Premenné r, ako aj d; dosahujui kladné hodnoty, zdporni
tirokovii mieru nebudeme vo vypoctoch uvazovat. Horné ohranic¢enie na obe premenné
vo vseobecnosti neexistuje, hoci nie je redlne mat lubovolne vysokd tirokovid mieru
alebo nasporeni sumu. Kvoli rieseniu tlohy je vSak potrebné urcit si nielen nejaké
dolné, ale aj horné ohranicenie na tieto premenné. Riadiaca premennad ¢ je ohrani¢ena
na interval [0, 1]. Dalej budeme potrebovat diskretizovaf vietky tri premenné. To zna-
mend, ze napriek tomu, ze sa jedna o spojité premenné, zvolime si koneéni mnozinu
hodnot medzi dolnym a hornym ohranicenim, s ktorymi budeme pocitat. My si v nasej
tilohe pre kazdu zo spominanych premennych uréime nejaki konstantni vzdialenost,
ktora bude pevnd medzi vsetkymi hodnotami s ktorymi budeme pocitat.

Ako sme uz spominali vysSie, rieSenie tlohy dynamického programovania spociva v
rieSeni odzadu. To znamena, ze potrebné hodnoty stavovych premennych a optimalnych
riadeni pocitame najprv pre casy na konci obdobia, v ktorom robime optimalizaciu a
postupne sa dostavame do skorsich casov, az kym sa nedostaneme na zaciatok tlohy.
Cielom tlohy je maximalizcia strednej hodnoty funkcie uZito¢nosti nasporenej ¢iastky

(prepocitanej do poctu roénych platov v poslednom roku sporenia) na konci sporenia.

4.2 Optimalizacia v case T'— 1

Zacneme teda v ¢ase T — 1, ktory je posledny, v ktorom hladdme optimalnu hod-

notu rozdelenia uspor do garantovaného, respektive negarantovaného fondu. Pre kazdua
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dvojicu hodnot moznych stavov stavovych premennych ry_; a dr_; budeme poécitat
optimalne rozdelenie tspor. To budeme uréovat na zéklade toho, do akych stavov sa
dostaneme v ¢ase T pri danych hodnotach ¢ a vyberieme tud, pri ktorej dosahujeme
najvyssiu stredni hodnotu uzitocnosti. Pre obe stavové premenné mame rekurentny
vzorec, vdaka ktorému vieme vypocitat do akého stavu sa dostaneme v ¢ase T' pri
danej hodnote §. V tychto rekurentnych vztahoch sa vsak vyskytuji aj dve korelo-
vané ndhodné premenné z normalneho rozdelenia. Prvou moZnostou ako ich zahrntt
do vypoctu je pouzitie Monte Carlo simulacii, ktoré spocivaju v generovani hodnot z
daného rozdelenia. Pre kazdu vygenerovanu hodnotu vypocitame novy stav, do ktorého
sa dostaneme a vypocitame hodnotu uzitocnosti, ktori v danom stave mame. Zo
vSetkych takto vypocitanych hodnot uzitoénosti spravime aritmeticky priemer. Po-
stup opakujeme pre vSetky pripustné hodnoty riadeni a vyberieme to, pri ktorom sme
dostali najvécsiu stredni hodnotu uzitocnosti a tito hodnotu uzito¢nosti si pre dany

vychodzi stav zapamétame.

4.2.1 Generovanie simuldacii

Problémom pouzitia Monte Carlo simulécii je to, ze k danému rozdeleniu sa priblizuju
az pri velkom poécte simuldcii. Ked'ze vypoéty musime robit zarovein pre kazdd dvojicu
stavov, kazdé mozné riadene, kazdu simulaciu a v kazdom ¢ase, museli by sme spra-
vit velmi velké mnoZstvo vypoctov aby sme sa dostali k rieSeniu pri dostatoéne dob-
rej aproximacii pozadovaného rozdelenia, ¢o by bol problém aj pri vykone dnesnych
pocitacov. Tym, Ze pozname rozdelenie, z ktorého si nadhodné premenné, mozeme
nahradit Monte Carlo simuldcie metédou, ktord bude presnejsie generovat dvojice
hodnot z poZzadovaného normalneho rozdelenia pri potrebe ovela menej vygenero-
vanych hodnot. Myslienka tejto metdédy sa d& najlepsie ukdzat na potrebe vygene-
rovania n hodnot z rovnomerného rozdelenia. Mnozina n hodndét, ktora by najlepsie
popisovala rovnomerné rozdelenie bude taka, Ze ked si zoberieme Iubovolny interval
dIZky %, ktory je podmnozinu intervalu [0, 1], bude obsahovat préve jedno z vygene-
rovanych ¢isel. To znamena, ze vSetky vygenerované cisla by boli navzajom od seba
vzdialené %, kde k € N. Aby platilo, ze stredna hodnota tohto vyberu je %, musia byt

vygenerované hodnoty rozmiestnené rovnomerne okolo hodnoty % To znamena, ze v
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tomto vybere n najlepsie popisujucich rovnomerné rozdelenie budi hodnoty %—i— %, kde
k=0,1,2,...,n—1. Na aplikovanie tejto metody do normalneho rozdelenia vyuzijeme
inverznu transforméciu, popisani v [3], spolu s prave vygenerovanymi hodnotami po-
pisujuce rovnhomerné rozdelenie. Ta spociva v tom, ze tieto hodnoty dosadime do in-

verznej funkcie k distribu¢nej funkcii normalneho rozdelenia so strednou hodnotou 0 a

disperziou 1. Dostaneme tak hodnoty zodpovedajice (% + %) * 100 percentnému kvan-
tilu normélneho rozdelenia N(0,1). Porovnanie histogramov pouzitim Monte Carlo
simulacii a generovanim prislusnych kvantilov z normovaného normalneho rozdelenia

pri sade 200 hodnot mozeme vidiet na Obr. 1.

Obr. 1: Porovnanie histgramov vygenerovanych 200 hodndt z normovaného normélneho

rozdelenia pouzitim Monte Carlo simulécif (viavo) a vypoc¢tom z kvantilov (vpravo).

Samozrejme, pri Monte Carlo médme vzdy ini mnozinu vygenerovanych hodnot,
ktoré sa niekedy viac, inokedy menej podobajui na rozdelenie, z ktorého pochédzaju.
S rasticim poctom vygenerovanych hodnot si vo vSeobecnosti odchylky od vyge-
nerovaného rozdelenia menej badatelné. Ak ale mame len pomerne malo vygenero-
vanych hodnot, moze dojst k zdsadne rozdielnym vysledkom v nasom vypocte pri dvoch
roznych spusteniach programu v dosledku vygenerovania vyrazne odlisnej sady hodnot.
Pre porovnanie este uvedieme v Tabulke 1 stredni hodnotu a disperziu vygenerovanych
hodnot, z ktorych vznikli histogramy na Obr. 1. Vidime, Ze strednd hodnota aj disper-
zia vysla blizsie k 0, respektive 1, v pripade vypoctu hodnot. Je zrejmé, ze v pripade
inej vygenerovanej sady hodnot by sme dostali iné vysledky, avsak kedZe budeme po-
trebovat vygenerované len malé mnozstvo hodnot kvoli ¢asovej ndrocnosti programu a

pozadujeme aby sme nedostali vyrazne iné vysledky pri opakovanych vypoctoch len v
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B() | var()

Monte Carlo || 0,1052 | 0,9760

kvantily 0 0,9986

Tabulka 1: Porovnanie strednych hodndt a disperzii dat generovanych prislusnymi

metodami.

dosledku inej sady vygenerovanych dat, lepsou volbou bude pouzitie vypoctu hodnot
z kvantilov.

Nasli sme sposob ako ziskat dédta z normovaného normdlneho rozdelenia, ktoré ho
dostatocne dobre popisuji aj pri nizSom pocte dat. My vSak v modeli potrebujeme
data z dvojrozmerného normalneho rozdelenia, pricom jednotlivé zlozky nahodného
vektora maji byt z normovaného normalneho rozdelenia a zaroven je medzi nimi
urcita koreldcia, na ¢o vyuzijeme poznatky z [3]. Pri Monte Carlo simuldcidch by
sme mohli vygenerovat dve hodnoty z normovaného normélneho rozdelenia predsta-
vujuce jednotlivé zlozky ndhodného vektora. Tym, Ze su tieto dve vygenerované hod-
noty nezavislé, korelacia medzi nimi je nulova, a teda data pochadzaju z rozdelenia
N5(0,7). Ak mame ndhodnu viacrozmernu premenni X, ktorej kovarianénd matica
je ¥, pre ndhodnt premenni AX, kde A je matica, bude kovarianénd matica AXA”.
Tuto vlastnost teraz aplikujeme na nas problém. V nom predstavuje matica ¥ ma-
ticu I, pricom potrebujeme ziskat kovarianéni maticu AXAT = AAT. To znamena, 7e
staci, ak vektor vygenerovanych dvojic hodnét YV (kazdd z normovaného norméalneho
rozdelenia a navziajom nezdvislé) prendsobime maticou A, ¢im dostdvame nové dvoj-
ice hodnot AY . Ked'Ze pozndme jednotlivé hodnoty matice AAT, budeme potrebovat
pomocou Choleského rozkladu dopoc¢itat maticu A. Tymto postupom teda ziskame
dvojice hodnot, ktoré budi mat pozadovani koreldciu. My sme sa ale rozhodli, Ze bu-
deme pouzivat data vypocitané z prislusnych kvantilov normalneho rozdelenia. Sposob
ako z jednorozmerného normélneho rozdelenia vytvorime dvojrozmerné, pricom obe
zlozky ndhodného vektora budu navzajom nezavislé, je nasledovny. V oboch zlozkach
vektora pouzijeme hodnoty vypocitané pri jednorozmernom rozdeleni. Aby sme docie-

lili nezavislost zloziek ndhodného vektora, ku kazdej vypocitanej hodnote prvej zlozky



4.3 Optimalizacia v ostatnych ¢asoch 32

nahodne priradime hodnotu z druhej zlozky tak, aby kazda hodnota bola pouzita prave
raz. Tym, ze vyuzivame nahodny generator, ktory permutuje jednotlivé hodnoty a
pozadujeme nizky pocet vektorov, pri kazdej roznej permutdcii dostaneme badatelne
inu koreldciu. Jej strednd hodnota sice bude 0, avSak znamena to, ze vysledok moze
ovplyvnit dand permutdcia. Tento problém je rovnaky aj v pripade Monte Carlo si-
mulécif, avsak pri pouziti Monte Carlo simuldcif sa vyraznejsie moze odlisovat aj roz-
delenie jednotlivych zloziek vektora od pozadovaného. Aby sme aj v pripade vektorov
vypocitanych z kvantilov uréenych na simulédcie dostali pozadovani korelaciu medzi
zlozkami vektora, musime jednotlivé vektory prendsobit rovnakou maticou A ako v pri
Monte Carlo simulaciach. Korelacia medzi zlozkami vygenerovanych vektorov vsak ne-
mus{ byt rovnd nasej pozadovanej koreldcii, rovn4 sa jej len strednd hodnota koreldcie
vygenerovanych vektorov. To znamenad, ze pri kazdom novom vypocte bude korelacia
ind. Pri riesen{ budeme pouzivat vo véetkych ¢asoch rovnaki sadu vektorov, a teda aj

rovnaku hodnotu korelacie.

4.3 Optimalizacia v ostatnych casoch
4.3.1 Odhad uzitocnosti pomocou interpolacie

Takymto sposobom vieme néjst optimalne riadenie v poslednom ¢ase, ked robime roz-
hodnutia, T'—1. V ostatnych ¢asoch bude vypocet miene odlisny, pretoze uz nebudeme
dosadzovat hodnoty daného stavu do funkcie uZito¢nosti, ale bude nés zaujimat akd
je strednd hodnota uzito¢nosti v danom stave. Problémom je, ze mnozinou hodnot
nasporenej ciastky vyjadrenej v pomere k poslednej mzde v nasledujicom roku su
kladné redlne ¢isla, avsak my sme schopni vypoéitat stredné hodnoty uzitoénosti a
optimélne riadenia v prislusnom case len pre koneéné mnozstvo hodnot. To znamena,
7e ak chceme vypocitat stredni hodnotu uzitoénosti, ktord budeme mat, ak sa v na-
sledujicom roku dostaneme do stavu ked médme aktudlne nasporené nejaké konkrétne
mnozstvo a bude nejakd konkrétna trokovéa miera, len s nulovou pravdepodobnostou
budeme mat vypoéitani strednit hodnotu uZitoénosti v tomto stave. Rekurentny vztah
pre nase uspory a urokovd mieru je zhodny pre vsetky casy, a teda vieme urcit, do
akého stavu sa pri danej simulédcii a pri danom riadeni dostaneme. Lenze v tiom

’ ’ ~ . ~ . ) z.
pozname stredni hodnotu uzitoc¢nosti s nulovou pravdepodobnostou, preto musime
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néjst sposob ako vyuzit stavy, pre ktoré stredni hodnotu uZitoénosti pozndme. Pre

kazdd nasporenu ¢iastku mame vypocitané stredné hodnoty uzitoénosti pri tych istych

hodnotéch tirokovej miery. Pritom vzdialenosti medzi nasporenymi ciastkami d? a tak-

tiez medzi trokovymi miermi r?, v ktorych sme robili vypoécty, st rovnaké. Mame

teda akusi mriezku bodov, v ktorych pozname stredni hodnotu uzito¢nosti. Najjed-

noduchsim rieSenim bude interpolacia linearnym splajnom. Zoberieme si vSetky Styri

stavy, v ktorych méame vypocitané stredné hodnoty uzitocnosti, ktoré zaroven spiﬁajl'l

tieto podmienky:

e jednd sa o najblizsiu mensSiu alebo najblizsiu va¢siu nasporeni hodnotu od daného

stavu

e jednd sa o najbliz§iu mensiu alebo najblizsiu vacsiu hodnotu irokovej miery od

daného stavu

Hladana strednd hodnota uzitoénosti v danom stave a ¢ase bude vdzenym priemerom

strednych hodnot uzitoénosti v zdvislosti od toho ako d'aleko sa dany stav nachddza od

prislusnych bodov. KedZe pouzivame linedrny splajn, sticet vah bude rovny 1. Majme

U ({ii +1, '?'j)

Ul(d;y 1: T4 1)

ditf . .
“J"ti
U(d,r)
pr |-
d; . .
U(d;, r;) 7. U(di, 7j41)
'raj "i"ts 'i”J |' 1

Obr. 2: Tlustricia k odvodeniu vypoctu strednej hodnoty uzitotnosti pomocou inerpolacie.

teda stav s nasporenym d poctom roénych platov pri irokovej miere r. Stredni hodnotu

uzitocnosti mame vypocitanu pre nasporenych d; a d;;, rocnych platov pri urokovej

miere r; a 141, pricom d; < d < di41 a r; < r < r;j;q. Této situdcia je zobrazend na
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obrazku 2. Rozdiel medzi hodnotami d a d; médme oznacené ako d® a rozdiel medzi
r a r; ako r®. Strednt hodnotu uzito¢nosti v stave [d,r;] vypotitame ako linedrnu
kombinaciu strednych hodnot uzitocnosti U(d;, r;) a U(d;+1,r;) nasledovne.

(d° — d®)U(d;, ;) + dAU (diga,7;5)
d5

U(d7 rj) =

Analogicky vieme odhadnit strednd hodnotu uzitocnosti v stave [d, r;41].

(d5 — dA)U(dZ, 7’]‘+1) + dAU(di-l-la rj+1)
d(s

U(d7 rj—i-l) -

Teraz vyuzijeme vypocitané stredné hodnoty uzitocnosti v stavoch [d, r;] a [d,7;4+1] na

odhad v stave [d, r].

(r* —r2)U(d, ;) + 72U (d, 7j41)

uld,r) = 10 -
(T5 - TA)((dé — dA)U(dlv T]) + dAU(di-‘rl) TJ))
_ +
dord
r2((d = d®)U(di, 7j11) + d2U(dig1, 7511))
+ A0

Tym sme vyjadrili stredni hodnotu uzitoénosti v pozadovanom stave [d, 7].

4.3.2 Odhad uzitocnosti pomocou extrapolacie

Pomocou linedrneho splajnu viak stéle nedokaZeme vypocitat stredni hodnotu uzitoénosti
a optimélne riadenie pre lubovolny stav, do ktorého sa dostaneme v nasledujticom ¢ase.
Linearny slajn je pouzitelny len ak existujui stavy, v ktorych je hodnota tirokovej miery
vysSia alebo rovnd, hodnota trokovej miery nizsia alebo rovnd, nasporend hodnota
vysSia alebo rovna a nasporend hodnota mensia alebo rovna ako v pozadovanom stave
a vo vSetkych z nich pozname strednii hodnotu uzito¢nosti. Podmienka, ze musi existo-
vat stav, kedy je hodnota tirokovej miery nizsia alebo rovné ako v pozadovanom stave,
bude platnd vzdy, ak budeme robit vypocty aj pre tirokovi mieru rovni 0, pretoze do
zapornych hodnot sa dostat nevieme. Co sa tyka pomeru nasporenej sume ku posledne;
mzde, t4 je vzdy vicsia ako 0. Napriek tomu je vhodné vypocitat hodnotu uzZitocénosti
aj pre tento stav v kazdom ¢ase, pretoZe nasporent sumu inak zdola ohraniéit nevieme
a vd aka linearnemu splajnu budeme vediet odhadniit strednii hodnotu uzitoénosti pre

lubovolne maly stav. Stav, do ktorého sa dostaneme z nasporenej ¢iastky velkosti 0
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bude v budiicom roku navysend len o prispevky, nakolko v garantovanom aj v negaran-
tovanom fonde nemame investované ziadne tispory. Hodnota riadenia pre takéto stavy je
preto nepodstatnd, lebo pre lubovolné riadenie sa dostaneme vzdy do rovnakého stavu.
Pre horné ohranicenie tirokovej miery je rozumné si zvolit nejakid hodnotu, o ktorej
nepredpokladédme, Ze by mohla byt prekrocend. Ked'ze nepredpokladdme, ze bude pre-
krocens, v pripade prekro¢enia v nagich simuldcidch budeme uvazovat trokovi mieru
rovni maximélnej moznej, ktori sme si zvolili. Poslednou situdciou, ktoru nevieme
vyriesit pomocou linedrneho splajnu je té, ked sa dostaneme do stavu s nasporenou
¢iastkou vyssou ako je maximélna v nasledujicom case, pri ktorej mame vypocitani
strednid hodnotu uzito¢nosti. V diplomovej praci [13], v ktorej sa uvazovalo sporenie
len v druhom pilieri, sa tento problém riesil pomocou myslienky, ze ak mame uz na-
sporenti velki ¢iastku v pomere ku poslednej mzde, prispevky do druhého piliera st v
porovnani s nasporenou Ciastkou malé, tak ich zanedbame. To znamenad, Ze nasporené
mnozstvo penazi sa uz len troc¢i v garantovanom, respektive negarantovanom fonde
az do konca sporenia a nie je navySovana o pravidelné prispevky. V takomto pripade
optiméalne riadenie nezévisi od velkosti nasporeného majetku. V nasej tilohe sa vsak
tato veta aplikovat nedd. Samotnd funkcia uzitoénosti je sice rovnakd, ale v nasom
pripade pocitame uZitocnost nielen z nasporenych prostriedkov v druhom, ale aj v pr-
vom pilieri. Ku premennej d; teda pripoc¢itavame konstantu ¢, kvoli ktorej nam toto
zjednodu$enie nevyriesi nas problém. Musime preto néjst iny sposob ako odhadnuf
stredni hodnotu uzito¢nosti pre stavy, kde je nasporené viac. My na to vyuzijeme
extrapoldciu. Je potrebné néjst si nejakit vhodnd funkciu, pomocou ktorej budeme
dopocitavat stredné hodnoty uZitoénosti v stavoch s vii¢simi nasporenymi Giastkami
ako je maximalna, ktorej stredni hodnotu uzitoc¢nosti pozname. Funkcia uzitocnosti,
ktori vo vypocte pouzivame je v tvare (24). Vo vieobecnosti je mozné pouzit lubovolny
parameter a > 0. Pre zjednodusenie pouzijeme len parametre a > 1. Znamena to, ze
sa zameriame skor na Iudi s viaésou averziou k riziku. Vo vysledkoch vsak uvidime, Ze
zaujimavejsie vysledky dostavame prave pri viacsej averzii k riziku. Funkcia uzitoénosti
sa tak zjednodusila do tvaru U(d) = —(d + ¢)'7%, kde a > 1. Parameter c je kladny
ako aj premennd d. To vedie k tomu, ze hodnoty uzitocnosti si vzdy zaporné. Navyse

vieme, Ze je funkcia uzitocnosti rastica a konkdvna vzhladom na d. Vlastnosti funkcie
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vyjadrujicej strednii hodnotu uzitoénosti vzhladom na d v danom ¢ase a pri danej

urokovej miere su popisané vo Vete 1.

Veta 1. Majme dlohu (43), kde funkcia uZitoénosti v ucelovej funkcii je zdpornd,
rastica a konkdvna vzhladom na premenni d. Potom pre funkciu fi,(d + ¢) vyjad-
rujiicu stredni hodnotu uZitocnosti vzhladom na d > 0 v danom case t a pri danej

urokove) miere r plati, Ze je zapornd a rastica.
Dokaz: Postupne si prejdeme zdpornost aj rastiicost:

e Nech je v ¢ase t + 1 funkcia uzitocnosti, respektive funkcia strednej hodnoty
funkcie uzito¢nosti pri danej urokovej miere zaporna. Pre kazdy stav v case ¢
pocitame na zaklade simuldcii strednii hodnotu funkénych hodnot uzitocnosti,
respektive strednych hodnot funkcie uZitocénosti, ktoré si podla predpokladu
zaporné. Potom aj tato strednd hodnota zo samych zapornych hodnot zaporna.

Indukciou sa dostaneme do lubovolného ¢asu, kde zdpornost plati rovnako.

e Nech je v case t + 1 funkcia uzito¢nosti, respektive funkcia strednej hodnoty
funkcie uzitocnosti pri danej trokovej miere rastiica. Mame dva stavy v case t,
v ktorych je nasporena hodnota rovna dgl) a d,@, pricom dﬁl) < d§2) a urokova
miera je v nich rovnakda r;. Vygenerujeme mnozinu vektorov z dvojrozmerného
normalneho rozdelenia s prislusnymi parametrami, pomocou ktorych budeme ro-
bit simuldcie. Zoberme Iubovolny (i-ty) z ndhodnych vektorov [t);, ®;]7, kde jedna
zlozka bude predstavovat hodnotu ¢ a druhd ® z (43). Kedze vychodzia tirokova
miera r; pri oboch stavoch je rovnaka, pri danej simulécii sa dostaneme do stavu
ri+1 bez ohladu na to, kolko sme mali v ¢ase ¢ nasporené. Takisto vynosnost
z negarantovaného fondu R*(t,t + 1) bude pri danej simulécii zhodnd. Majme
teda v case t nasporené dgl). Zvolme optimdlnu stratégiu 51, teda také rozdele-
nie medzi garantovany a negarantovany fond, ktory nam prinesie v case t + 1

najvicsiu strednit hodnotu uzitoénosti. V éase t + 1 teda budeme mat nasporené

1) /37 1) 61 exp(RP (¢,t+1))+(1—61) exp(R® (t,t+1
d§+)1(51,¢i,(13‘) = dy!) fLeeid ttggg()(ulﬁ)fg) e

. , . . 42 . . ., - .
Ze mame v case t nasporené di ), Uvazujme rovnaké rozdelenie uspor d; medzi

) ¢ Tir1. Leraz si predstavme,

garantovany a negarantovany fond ako v prvom pripade. Teraz uz nemusi byt

toto rozdelenie tspor nutne optimalne. Pri rovnakej simulacii sa dostaneme do
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stavu s nasporenymi dﬁ)l(&,wi, P;) = d£2) 2 exp(Rb(t’tﬁzr);g()l(ﬁlﬂ);)xp(mWH)) T Tit1
(1) (

roénymi platmi. Kedze d; ’ < dt2), tak potom plati aj nasledovny rad implikacii:

dgr)l (517 1/)7 (I)) dgk)l (517 ¢> (I)>

<
I
Frr (dih (00,0, @) < fur (i1 (01,9, @)
I
<

E(fir (A2 (51,0, @) < B(fir(d (61,7, ®)))

Pri vychadzani zo stavu d§2) sme ale nepouzili optimalne riadenie 0. Ked7ze
b = arg max B fiy, (4718, @)))

Z toho Vyplyva7 ze E(ft,rt(dgi-)l(g%w’q)))) > E(ft,m<d§-2i-)l($17w7q))))7 a teda aj
E(frp (A, (83,10, ®))) > E(for,(dY, (61,0, ®))), éim je rasticost dokazana. In-

dukciou sa dostaneme do ubovolného casu t.

Z Vety 1 vyplyva, Ze extrapola¢ni funkciu budeme hladat taki, ktord je na inter-
vale kladnych ¢isel zaporna a rastica. NaSa funkcia uzitoc¢nosti je konkavna a zaroven
o extrapola¢nej funkcii vieme, ze je rastiica a ohranicena nulou zhora. Doplnime teda
poziadavku aby aj extrapola¢nd funkcia bola konkdvna, ¢o sa nevylucuje s rastticostou
a ohranic¢enostou zhora. Tato extrapolaénéd funkcia bude v kazdom ¢ase a pri kazdej
urovni urokovej miery rovnaka s tym, Ze prislusné parametre v nej si samostatne v
kazdom case a pri kazdej irovni irokovej miery nakalibrujeme. Nasa funkcia uzitocnosti
je v tvare U(d) = —(d + ¢)'™*, kde ¢ a a st parametre. Nakolko st funkéné hodnoty
extrapolacnej funkcie v case T — 1 vypocitavané z hodnot funkcie uzitoénosti a obe
maji podobné vlastnosti, budeme pozadovat aby existovali hodnoty parametrov ex-
trapolacnej funkcie také, ze naSa funkcia uzitocnosti bude zhodna s extrapolacnou
funkciou pri tychto parametroch. Parametre, ktoré ma funkcia uzitoénosti, zachovame.
Spravime v nej len kozmetickd tpravu exponentu, kde vynechame zvacsenie o 1. Ex-
trapolacné funkcia f(d) s parametrami h a j m4 teda zatial tvar f(d) = —(d + h)™7.
Parameter j meni tvar krivky funkcie f(d). Aby platilo, ze pre kazdé d > 0 bude
funkénd hodnota mensia ako 0 a zdroveil rasttca, plati to aj pre velmi velké d idice

do co. Preto mus{ byt parameter j > 0. Zmenou parametra h postivame celi funkciu
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dolava, respektive doprava vzhladom na d. Aby pre kazdé d > 0, nielen velmi velké
d, existovala funkénd hodnota, musi d + h > 0, a preto h > 0. Dalej doplnime este
parameter, ktory bude menit rychlost rastu funkcie na celom definicnom obore, teda

parameter g, ktory ndsobi cely vyraz. Dostavame tak funkciu (44).
fld) = —g(d+n)~ (44)

T4to funkcia by ndm teda mala pomoct pri odhade strednej hodnoty uZzitoénosti v
stave, do ktorého sa dostaneme pri danej simulécii v nasledujicom ¢ase, priCom pomer
nasporenej Giastky ku poslednej mzde je vicsi ako v Tubovolnom stave v danom case,
v ktorom sme stredni hodnotu vypocitali. Pri vypocte strednych hodnot uzitocnosti
a optimalnych riadeni v ¢ase t pozname stredné hodnoty uzitocnosti v ¢ase t + 1 v
konec¢nom pocte hodnot d a v kone¢nom pocte hodnot tdrokovej miery. Ako sme spo-
menuli vyssie, pre kazdd hodnotu urokovej miery, v ktorej robime vypocty, odhadneme
parametre samostatne. Na zdklade danej simulacie potom vyuzijeme extrapola¢ni fun-
kciu s prislusnymi parametrami. Ked'Ze méame tri nezndme parametre, na ich uréenie
budeme potrebovat tri rovnice. Zvolime si teda tri stavy v ¢ase t+1, v ktorych st zndme
stredné hodnoty uzito¢nosti pri danej irokovej miere. Pomery nasporenej ciastky a po-
slednej mzdy oznacime d;, dy a ds, pricom predpokladdme 0 < d; < dy < d3. Prislusné
stredné hodnoty uzito¢nosti si Uy, Us a Us, a teda Uy < Uy < Us < 0. Dostavame tak

sustavu (45) - (47) troch rovnic o troch nezndmych.

Ur = —g(di + h)™~ (45)
Uz = —g(dz + h)™ (46)
Us = —g(d3 + h)™ (47)

Parametra g sa zbavime tak, Ze predelime rovnicu (45) rovnicou (46) a rovnicu (45)
rovnicou (47). Dostdvame tak dve rovnice (48), (49) o dvoch neznamych.

U, dy +h\ ™’
Y _ 4
o= () (1)

U, dy +h\ ™’
Y _ 4
- (7 (1)
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Pre hodnotu parametra j platia dve rovnosti.

In&
Usz .
—pih = (50)

In Tih

Teraz mozeme rovnice (50) a (51) zlacit.

In & In &
Vo — _—Us (52)
In %tk In dath
di+h di+h

Rovnicu (52) upravime, ¢im dostdvame (53).

In g—; B In (1 + Cfiﬁi) £3
lnh N 1 ds—dy ( )
Us ni{l+ 4 h

To, 7ze vieme néjst h spfﬁajﬁce (53) ako aj postup numerického riesenia tejto rovnice
uvddzame v Prilohe A. Ked teda médme vypocitani hodnotu parametra h a potrebu-
jeme vyjadrit chybajiice parametre g a j. Parameter j vieme dopocitat z rovnice 50,
respektive 51. Z toho uz lahko vypocitam aj parameter g, z lubovolnej z rovnic (45) -
(47).

g=—U(d; +h)
Tento postup vykondme v danom ¢ase pre kazdu z arokovych mier, pre ktoré vypocitavame
stredné hodnoty uzito¢nosti a pre kazdu z nich dostaneme samostatné parametre g, h
aj.

Pokial potrebujeme zistit stredni hodnotu funkcie uzZitoénosti v danom case pri jed-
nej z trokovych mier, v ktorych sme hladali extrapolacéni funkciu, do extrapolacne;j
funkcie dosadime prislusné parametre a hodnotu d. Funkéna hodnota je odhadom stred-
nej hodnoty uzito¢nosti v danom stave. Pokial ale nie je irokové miera rovné niektorej
z tych, v ktorych sme robili vypocty, pouZijeme opit linedrny splajn. Vypocitame
hodnotu extrapolacnej funkcie pouzitim parametrov pre dve najblizsie irokové miery,
medzi ktorymi sa nasa turokova hodnota nachadza a v ktorych sme vypocitali potrebné
parametre. Vysledna strednd hodnota uzitocnosti bude linearnou kombinaciou tychto
dvoch hodnot v zavislosti od toho, ako sa nasa irokova miera od nich lisi, presne tak ako
pri interpoldcii. Pokial je irokov4 miera viicsia ako je lubovolnd z trokovych mier, pre
ktoré sme odhadovali prislusné parametre, opitf pouZijeme parametre pre maximalnu

urokovu mieru.
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4.4 Hodnoty pouzitych parametrov

Ako vychodzie hodnoty jednotlivych parametrov budeme pouzivat parametre pouzité
v [5] s tym, ze ich budeme menit a porovndvat vysledky. V nasich vypoctoch budeme
uvazovat ¢loveka, ktory pracuje, a teda aj odvadza prispevky do prvého aj druhého pi-
liera, 40 rokov. Velkost stétu prispevkov do oboch pilierov tvorf 18% zo mzdy sporitela.
Pomer medzi prispevkom do prvého a druhého piliera je aktuédlne 14% ku 4% zo mzdy.
Podla zékona sa maji od roku 2017 postupne zvysovat prispevky do druhého piliera o
0,25% na tkor prvého az do vysky 6%, ktora by mala byt dosiahnutd v roku 2024. V
d'alsich obdobiach predpokladdme, Ze sa prispevky menit nebudd, a teda do druhého
piliera pojde 6% a do prvého piliera 12% z nasej mzdy. Co sa tyka rocnej valorizacie
miezd, budeme uvazovat kariérny rast podla najvyssieho dosiahnutého vzdelania. Pre
kazdd skupinu pouzijeme odhad pre kariérny rast vypocitany na zaklade vysky miezd
v zavislosti od veku v danej skupine. Ako dédta pouzijeme [10] zobrazené na Obrazku 3,
kde mame uz odhadnutt vysku miezd pre vSetky skupiny v zavislosti od veku, avsak
data v sebe nezahifnajui mieru inflacie. Kariérny rast miezd vypocitame ako pomer
odhadnutej mzdy vo veku ¢ + 1 rokov a odhadnutej mzdy vo veku ¢ zmenseny o 1.

Tym dostaneme hodnotu parametrov (¢ ,, pre pozadovanu skupinu. Vysku inflacie
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Obr. 3: Vyska hrubej mzdy podla najvyssieho dosiahnutého vzdelania a veku, bez inflicie.

predikovat nebudeme, ale pouZzijeme historické data inflicie v USA vypocitanej z in-
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dexu spotrebitelskych cien, ozna¢ovaného CPI. Podla [4] je CPI véazeny priemer cien
tovarov a sluzieb v spotrebnom kosi, ktory obsahuje napriklad stravu, nédklady na do-
pravu, ¢ zdravotni starstlivost. Jednotlivé vahy s volené na zdlade dolezitosi danej
polozky spotrebného kosa. Data s mesaénymi hodnotami CPI v USA za obdobie 1919
- 2014 sme pouzili z [9]. Mieru ro¢nej infldcie z nich vypocitame ako medziroéni zmenu
priemernej hodnoty CPI. Tym, ze data obsahujui ¢isla za 95 rokov a v nasom modeli
uvazujeme sporenie pocas 40 rokov, musime si zvolit obdobie, z ktorého pouZijeme
vypocitané hodnoty inflicie. Ked'Ze podla [14] sa aktudlna hodnota inflacie pohybuje
okolo 0, vyberieme si obdobie 1950 - 1990, kde je v ivodnych rokoch inflacia taktiez v

okolf 0. V nasom modeli budeme hodnoty inflicie dosadzovat za parameter ;.
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Obr. 4: Vyvoj infldcie vypoéitany z indexu spotrebitelskych cien CPI za obdbie 1919 - 2014.

Dalej potrebujeme urcit parametre jednotlivych fondov. Negarantovany fond bude
reprezentovany indexom S&P 500, pricom na odhad parametrov bol pouzity jeho vyvoj
v obdobi 1871-2012. Strednd hodnota vynosu tohto fondu p* je tak rovnd 8,44% p.a.
a disperzia o® je 14,17% p.a. Parametre CIR modelu na modelovanie tirokovej miery
sliziacej na vypocet vynosu z garantovaného fondu boli kalibrované na urokovej miere
EURIBOR v obdobi 1999-2012 pomocou met6édy maximélnej vierohodnosti publikova-
nej v [1] a vypocitané v [5]. Ich hodnoty st nasledovné: £=0,8993, §=0,0226 a 0°=0,148.

V modeli uvazujeme aj koreldciu p medzi negarantovanym a garantovanym fondom od-
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hadovani v obdobi 1962-2012, ktord je rovna -0,01082.

Teraz nam zostdva si ur¢it parametre sliZiace k numerickému riegeniu tilohy. Potre-
bujeme teda parametre, ktoré nam urcia maximalne hodnoty d;***, v ktorych budeme
robit vypoéty v ¢ase t, vzdialenost medzi jednotlivymi hodnotami d?, v ktorych bu-
deme robit vypocty a takisto maximdlnu hodnotu tirokovej miery r"** a vzdialenost
medzi rokovymi mierami, v ktorych budeme robit vypocty 7. Navyse potrebujeme
urcit parametre, ktoré budi slizit na vypocet parametrov v extrapolacnej funkcii a
mnozinu riadeni, z ktorych budeme vyberat ti optimdlnu.

Ako maximéalnu mozni trokovii mieru r*** pouzijeme hodnotu 3% p.a. Vzhladom
na aktudlny vyvoj predpokladdme, Ze tirokovd miera nebude prili§ narastat a udrzi
sa na urovni 3%. Pri sporenf diiky 40 rokov moéze byt toto ohranicenie prili§ nizke,
preto pre porovnanie pouZijeme aj vyssie hodnoty r"*® a budeme pozorovat €i této
zmena nejako ovplyvni nase vysledky pri zachovani ostatnych parametrov. Nevyhodou
viak bude niZSia presnost sposobend vAcsimi rozostupmi medzi trokovymi mierami,
v ktorych robime vypocty pri zachovani rovnakej casovej naroc¢nosti. Pocet hodnot
urokovej miery na vypocty stanovime na 31, ¢im dosiahneme rozostupy medzi nimi na
r0=0,1% pri r™m® = 3%. Pri viicsich maximdalnych tirokovych mierach budi rozostupy
pochopitelne vicsie.

Aby sme mohli pri vypoétoch uvazovat aj moznost zdkonného ohrani¢enia na mi-
nimalny podiel investovanych tuspor v garantovanom fonde v poslednych rokoch spo-
renia, potrebujeme aby vzdialenosti medzi jednotlivymi pripustnymi riadeniami boli
maximéalne 10%. Navyse existuje vynimka, kedy je mozné mat investovant len polovicu
(alebo viac) uspor v garantovanom fonde ako urcuje zdkon, preto musime rozostupy
medzi pripustnymi riadeniami znizit minimdlne na 5%. Nakolko sa jednd o vypoctovo
ndrocnu tulohu, pouzijeme rozostupy medzi uvazovanymi riadeniami prave 5%, ¢im
dostavame maximélne 21 pripustnych riadeni v kazdom stave.

Aby sme vhodne zvolili parametre na urcenie maximalnej hodnoty d;*** v case ¢
a rozostupy medzi hodnotami d¢, v ktorych robfme vypocty, spravime par simuldcif
aby sme vedeli, aké hodnoty premennd dr za obdobie T' rokov dosiahne. Rozdielom
oproti irokovej miere je, Ze pripustame prekrocenie hodnoty d*** v ¢ase t, v ktorom

robime vypocty pouzitim extrapoldcie. V tomto odhade zatial nebudeme uvazovat nas
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kariérny rast, pretoze nam stacf len hruby odhad hodnoty dr a navyse budeme pouZivat
rovnaké parametre delenia hodnoty d; (teda parametre d™® a d?) pre vietky skupiny
Tudi, a teda bude momentélne 3¢ = 0. Ocakdvany vynos z negarantovaného fondu je
vyssi ako z garantovaného, preto na tento odhad pouzijeme stratégiu investicie len do
negarantovaného fondu pocas celych T' rokov, ¢o znamend ;11 = 0 v (20). V kazdom
roku nahodne vygenerujeme hodnotu nahodnej premennej ¢, ktord je vo vzorci pre
vypocet vynosu z akcii v negarantovanom fonde (36), ¢im dostaneme hodnotu R*(¢, ¢+
1). Prendsobenim vynosu a pripoc¢itanim prispevkov dostdvame z hodnoty d; pouzitim
(20) novi hodnotu d;;1. Tento postup opakujeme az kym sa nedostaneme do casu 7.
Vyslednt hodnotu dr si zapaméitdme a rovnakym sposobom simuldcie dostatocne vela

krat opakujeme. Tieto simuldcie sa daji popisat pomocou nasledovnych vztahov.

exp(R*(4,1 + 1))
+ T
1450 t+1

diyr = dy

d1:7'1

Nakolko sa nejednéd o ¢asovo ndro¢nii operdciu, pocet simulécii stanovime kvoli pres-
nejSiemu odhadu rozdelenia hodnoét dr v tejto zjednodusenej tilohe na 100000 simulacii.
Pri takto velkom pocte simuldcii dostaneme sice vplyvom nahodnosti vZdy inti ma-
ximalnu hodnotu dr, avsak rozdiely si minimélne. Maximéalna hodnota dp pre T' = 40
nam pri 100000 simuldcidch vychédza priblizne 8,1. Nakolko sme pri vypocte pouzili
zjednodusenia ako je pevne dany pomer medzi negarantovanym a garantovanym fon-
dom a taktiez zanedbanie kariérneho rastu, budeme uvazovat maximdalnu hodnotu
™™ = 10. Sirku delenia d? pre kazdé t stanovime na 0,1, o v ase T' = 40 predstavuje
101 stavov tejto premennej. Hodnotu d*** pre t # T by sme mohli pouzit rovnaku ako
pre ¢as T, aviak je zbytoéné robitf vypoéty aj pre stavy, v ktorych mame nasporenych
prilis vela roénych platov za kritke obdobie. Z dlhodobého hladiska je ocakdvany rast
d, v ¢ase, pricom rast je exponencidlny. Kedze pociatotna hodnota tispor je 0, moézeme
stanovit d}"** ako linedrnu funkciu vzhladom na ¢ s tym, ze dj*** = 0 a dj*™* = 10.
To znamend, ze by malo platit d"**=0,25t pre t = 1,2,3,...,40. Aby sme zachovali
d?=0,1 pre kazdé ¢, hodnotu d"** budeme musiet pre nepéarne t zaokrihlit bud nadol
alebo nahor. My pouzijeme zaokrihlenie nahor, ¢im dostaneme dj*** = 0.25¢ + 0.05
pre t = 1,3,5,...,39. S velkou pravdepodobnostou by sme mali stdle zostat v stave

dy < d*. Ak by sme tito hodnotu aj prekrocili, stdle mozeme pouzit extrapoldciu
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alebo zmenit parametre dj"*.

Co sa tyka parametrov pre extrapoldciu, budeme potrebovaf urcit si presnost e
na vypocet parametra h, dizku intervalu, v ktorom hladdme h a nasporené ciastky
dy, dy a dz z nasledujiceho roku, v ktorych pozname stredné hodnoty uzitocnosti.
Pre hodnoty d; mame zvolenti §frku siete d°=0,1. Pre £ pouZijeme presnejsiu hodnotu
a to £=0,01. Velkost poé¢iatotného intervalu na vypocet h stanovime na 10, &m sa
ku hodnote h dostaneme po 10 iterdcidch. Zostdva ndm teda urcit nasporené ciastky
dy; < dy < d3. Hodnotu d; sme v Prilohe stanovili na 0. Parameter ds zvolime tak aby
sa rovnal hodnote d}5*. Je to z toho dovodu aby sa redlne stredné hodnoty uzitocnosti
extrapolovanych hodnot ¢o najmenej lisili od funkénych hodnot extrapolacnej funkcie.

Ked'ze vypoéitand strednd hodnota uzitoénosti v bode d3 = d*%" je rovnd funkénej

hodnote extrapolacnej funkcie v d}9*, odhad strednej hodnoty uzitocnosti v stavoch
dy > d"%" by mal byt lepsi ako keby ds < d}'%*. Poslednym chybajicim parametrom
je ds, ktory zvolime ako aritmeticky priemer d; a dsz, a teda g Pokial nemdme
vypocitanu stredni hodnotu uzitocnosti pre tento stav, zoberieme najblizsiu vacsiu

hodnotu d; 1, v ktorej ju vypocitani mame.

4.5 Vypocet odhadu nasporenej ciastky

Doteraz sme sa zaoberali modelom, ktorym vieme vypoéitat optimalne rozhodnutia v
roznych stavoch aby sme dosiahli maximalnu hodnotu uzitoénosti. V skuto¢nosti néas
ale netrdpi hodnota tejto uZitocnosti, ale to, kolko budeme mat redlne nasporené v
danom ¢ase t, teda kolko roénych platov d; sme do ¢asu ¢ nasporili. Ked'Ze sa jedné o
ndhodnt premenni, presni hodnotu povedat nevieme, ale len odhad jej rozdelenia. Na
odhad rozdelenia po¢tu nasporenych platov v lubovolnom budicom ¢ase ¢ vyuZijeme
opét Monte Carlo simuldcie a vypocitané optimalne riadenia na rozloZenie nasporenych
penazi do negarantovaného a garantovaného fondu. Princip vypoctu bude taky, ze si
v kazdej simulécii vygenerujeme 7" = 40 ndhodnych dvojrozmernych vektorov, kde su
obe zo zloziek z normalneho rozdelenia N(0,1). Zaroven je medzi nimi korelacia p, o
ktorej predpokladame, ze bude v prislusnom roku medzi vynosom z negarantovaného a
garantovaného fondu. Zlozky vygenerovanych ndhodnych vektorov budu predstavovat

nédhodné premenné ¢ a ® z (36) a (40) v roznych casoch. Ich dosadenim ziskame
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velkost vynosu z prislusnych fondov pre dany rok. Dalej na zéklade stavu, v ktorom
sa nachddzame v danom cCase, uré¢ime optimalne riadenie. S vyuzitim vzorca (22) a
parametrov negarantovaného a garantovaného fondu, rastu miezd a velkosti prispevkov
v prislusnom roku ziskame stav, do ktorého sa dostaneme v nasledujicom roku pri
danej simuldcii. Takto mézeme pokracovat az do ¢asu 40, kedy dostaneme rad hodnot
d; v danej simuldcii. Ako pociatoénii podmienku mozeme uvazovat bud (23) a budeme
zacinat v ¢ase 1 alebo zaéneme v ¢ase ty, v ktorom sa aktudlne nachddzame, a pouZijeme
aktudlne hodnoty dy, a r;, ako poc¢iatoéné podmienky. Opéft vsak musime riesit problém
s tym, Ze hodnotu optimalneho pomeru mame vypocitani len v niekolkych stavoch,
zatial ¢o dostaf sa vieme do oo stavov. V pripade, Ze je nasa aktudlne nasporeni
hodnota d; mensia ako d**®, vieme najst také ky € Ny, ze kyd < d; < (k;+1)d?, pricom
v stavoch k1d? a (k; +1)d? pozndme optimalne hodnoty riaden{. Takisto, ak r; < e,
vieme néjst ky € Ny, ze kor? < 17y < (ko + 1)79, pricom v stavoch kor? a (ky + 1)7?
pozname optimélne hodnoty riadeni. Ak st obe podmienky splnené, optimélne riadenie
odhadneme opit pomocou splajnu, teda z optimalnych riadeni v stavoch [kid?, kyr?],
[krd?, (ko + 1)r?], [(ky + 1)d2, kor?] a [(ky + 1)dS, (k2 + 1)r?]. V pripade prekrocenia
hodnoty r™** budeme pouzivat optimélne riadenie v stave s tirokovou mierou r"**.
Ak by sme prekrocili hodnotu d;*** zase vyuzijeme extrapolaciu na odhad optimalneho
riadenia, avSak uz len linedarnu. Zoberieme si teda 2 stavy, v ktorych mame v danom
¢ase nasporené najviac (di*®® a de® —d?) pri tirokovej miere kor? a (ky+1)r? a budeme
uvazovat, Ze optimélne riadenie dalej rastie alebo klesd linedrne, az kym nedosiahne
bud 0 alebo 1. Predpis funkcie optimdlnych riadeni h(d;) pri tirokovej miere r; bude

teda pre d; > dj*** nasledovny.

h(d,) = min <max <h(d;"a‘”) + (dy — ™) Md™) = Zg(d?m — ) : 0> : 1) (54)

kde hodnota h(d™**) je optimélne riadenie v stave [d™*, r;] a hodnota h(d™® — d?) je
optimdlne riadenie v stave [d7** — d?, r,]. V¥sledkom bude pouzitie linearneho splajnu
hodnot h(d;) pri drokovej miere kyr? a (ko + 1)r?.

Tymto sposobom dostaneme pre kazdu simulaciu rad hodnot d; pret =1,2,...,T,
respektive t = to,to + 1,...,7T. Tieto simulacie zopakujeme 100000, ¢im dostaneme
100000 hodnot d; v kazdom case t. Ziskali sme tak odhad rozdelenia premennej d; v

case t a dalej ho moze pouzit napriklad na vypocet kvantilov v roznych ¢asoch.
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5 Vysledky

V kapitole 3 sme si definovali problém, ktory chceme riesit. Jeho vysledkom st optimdlne
hodnoty rozdelenia tspor v druhom déchodkovom pilieri medzi garantovany a nega-
rantovany fond pri danej hodnote uspor, irokovej miere a case. Na zaklade nich vieme
odhadntt, kolko budeme mat nasporené pri dosiahnuti doéchodkového veku. Uréime
si referenény scenar a budeme sledovat ako sa ndm meni vysledok v pripade zmeny

jednotlivych parametrov.

5.1 Analyza referencného scenara

Ako referenény scendr si definujeme taku situdciu, v ktorej budeme uvaZzovat hodnoty
parametrov uvedené v podkapitole 4.4. Co sa tyka averzie k riziku, td zvolime a = 9,
¢o vyjadruje pomerne vysokd averziu. Dalej budeme uvazovat sporitela s ukonéenym
vysokoskolskym vzdelanim II. stupina. Zakonné obmedzenie v poslednych 10 rokoch
na minimalnu investiciu do garantovaného fondu v referenénom scenari do vypoctu
nezahrnieme. Pri odhade dy budeme uvazovat drokovi mieru ry v ¢ase t = 0 rovnd
0,5%.

Odhad dochodku ziskaného z prvého piliera pri referenénom scenari za podmienky,
ze celych 40 rokov sporime v prvom aj v druhom pilieri, nam vysiel vo vyske 6,1198
rocnych platov v poslednom roku sporenia. V pripade, ze by sme pri rovnakych pod-
mienkach sporili len v prvom pilieri, dostali by sme z neho 9,0499 roénych platov.
Dolezitou informéciou pre nds bude, ¢i vieme tento rozdiel vykompenzovat disporami
z druhého piliera. Ten je zavisly na vykonnosti fondov, do ktorych sme investovali.
Optimdalny pomer pre rozdelenie nasporenej ¢iastky medzi negarantovany a garanto-
vany fond v kazdom case t a kazdej hodnote d; pri vybranych trokovych mierach
si zobrazené na Obr. 5. Os oznacend T — t predstavuje zostavajuci pocet rokov do
dochodku, os oznacend ako d vyjadruje pocet nasporenych platov a prislusné farby
v jednotlivych stavoch predstavuju optimélnu hodnotu rozdelenia medzi garantovany
a negarantovany fond. Hodnota rovna 0 predstavuje investiciu vSetkych tspor do ne-
garantovaného fondu, hodnota 1 investiciu vSetkych tspor do garantovaného fondu,

hodnoty z (0, 1) prislusny pomer medzi oboma fondmi a zdporné hodnoty st znakom
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toho, Ze sa jedna o méalo pravdepodobnii situdciu s prilis vysokymi tsporami vzhladom
na cas, a preto sme v danom stave optimalne riadenie nepocitali. Urokové miery, v

ktorych si zobrazené optimélne riadenia, si 0,6% a 2,1%.

Obr. 5: Zobrazenie optimélneho rozdelenia tspor medzi fondy v referené¢nom scenari pri

trokovej miere 0,6% (vlavo) a 2,1% (vpravo).

Podla Obr. 5 je badatelné, Ze pri 0,6% aj 2,1% tirokovej miere je vo vicSine skiimanych
stavov optimalnou stratégiou investicia len do negarantovaného fondu. Prvy krat, kedy
sme nasli stav, v ktorom je optimalne investovat ¢ast tispor aj do garantovaného fondu
pri trokovej miere 2,1% je az v 29. roku sporenia (teda 11 rokov do konca sporenia) v
pripade nasporenia aspon 7,3 rocnych platov. Pri trokovej miere 0,6% sme nasli takyto
stav az v 31. roku sporenia pri nasporenych minimélne 7,3 ro¢nych platoch. Najmensi
pocet nasporenych roénych platov, pri ktorom je optimalne investovat aj do garan-
tovaného fondu, je v pripade trokovej miery 2,1% v poslednom roku sporenia, a to 5
rocnych platov. Pri trokovej miere 0,6% sa tak stane taktiez v poslednom roku sporenia
pri nasporeni aspon 5,9 roénych platov. Dalej mozeme z Obr. 5 vidiet, ze optimalne
riadenie je pri danej tirokovej miere a v danom ¢ase neklesajiica vzhladom na d;. To
znamend, ze ¢im viac mame nasporené, tym vicsia ¢ast tspor je pri optimélnom roz-
delen{ investovand do garantovaného fondu. Co sa tyka zdvislosti optimélneho riadenia
od ¢asu pri danej urokovej miere a danom pocte nasporenych platov, vécsinou je s
casom neklesajice, avsak neplati to vzdy. Prikladom je stav pri tirokovej miere 0,6%
a nasporenych 8,6 rocnych platoch, v 37. roku je optimalne riadenie rovné 0,2, v 38.
roku sporenia len 0,15. Tato vynimka je sposobend medziro¢nou zmenou v inflacii.

Teraz sa pozrieme ku akym nasporenym hodnotdm sa vieme dostat s vyuZitim
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Obr. 6: Pohlad na vyvoj po¢tu nasporenych platov v referenénom scendri v ¢ase.

optiméalnych riadeni. Obr. 6 ndm vyjadruje ako sa meni hodnota d; vzhladom na t.
Modrou je vyznacens priemerns nasporend hodnota d; v ¢ase t. Cervené krivky pred-
stavuji 2,5% a 97,5% kvantil hodnot d;. Znamena to, Ze s 95% pravdepodobnostou sa
v danom case nachddzame medzi tymito dvoma kvantilmi. Po 40 rokoch sporenia tak
budeme mat nasporenych priemerne 5,5180 ro¢nych platov z druhého piliera a s 95%
pravdepodobnostou budeme mat nasporené medzi 1,7297 a 13,2678 roénymi platmi.
K tomu vsak musime pripoc¢itat to, ¢o ziskame z prvého piliera, ¢o predstavuje 6,1198
roénych platov. Aby sa ndm oplatilo sporit v dvoch pilieroch, musi byt tento sicet
vacsi ako to, ¢o by sme ziskali len zo sporenia v prvom pilieri, ¢o znamenda 9,0499
rocnych platov. Zo 100000 simulécii ndm vyslo, ze nasporeny pocet roc¢nych platov z

dvoch pilierov je vacsi v 80,49% pripadov ako keby sme sporili len v jednom pilieri.

5.2 Analyza citlivosti na zmenu parametrov

Teraz sa pozrieme na to, ako ndm ovplyvni vysledky zmena niektorych parametrov
vzhladom na referencény scendr. Vypocitame si teda vynos z prvého piliera a z druhého
piliera a tento sicet budeme porovnavat s dochodkom aky by sme mali, ak by sme
sporili pri rovnakych podmienkach len v prvom pilieri. V pripade sporenia len v prvom

pilieri vplyva na pocet nasporenych roénych platov len kariérny profil sporitela.
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5.2.1 Zahrnutie zdkonného ohranicenia v poslednych 10 rokoch sporenia

Ako sme spominali vyssie, v poslednych 10 rokoch sporenia v druhom pilieri je podla
z . ). ) v e s o . ’ ~
zakona povinnost investovat ¢ast tspor do garantovaného fondu. Minimalne mnozstvo
prostriedkov v garantovanom fonde sa kazdorocne zvysuje o 10% z celkového objemu
v druhom pilieri, aZ v poslednom roku sporenia musi byt investovand celd ¢ast tspor
~ . . . ~ ~ 7 s~ ) . . 7 ~ /7
v garantovanom fonde. Na poziadanie je vSak mozné znizit minimalne mnozstvo tspor
v garantovanom fonde o polovicu. Pozrieme sa teda na to, aky vplyv na kone¢né bo-
hatstvo bude mat toto zdkonné obmedzenie a ¢ je vyhodné poZiadat o zniZenie dspor

investovanych v garantovanom fonde.

Obr. 7: Zobrazenie optimélneho rozdelenia tispor pri zakonnom obmedzeni na investiciu do

garantovaného fondu.

Na Obr. 7 mozeme vidiet aké je optimdlne riadenie pri uvazovani kazdorocného
rastu minimalnej investicie do garantovaného fondu o 10% v poslednych 10 rokoch
sporenia. Nakolko ndm vysli rovnaké optimalne hodnoty riadeni v skiimanych stavoch
pri trokovej miere 0,6% aj 2,1%, uvddzame len jeden obrazok optimalnych riadeni.
Moézeme si vsimnit, Ze v kazdom zo skiimanych stavoch je investicia do garantovaného
fondu pri tychto irokovych mierach minimalna mozna. To znamenad, ze pocas prvych
30 rokov mame investované vsetky svoje uspory v negarantovanom fonde. Do garan-
tovaného fondu zac¢neme investovat az v dalsich rokoch, presne tak ako je urceny

minimalny podiel uspor v garantovanom fonde.
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Obr. 8: Pohlad na vyvoj poé¢tu nasporenych platov pri zdkonnom obmedzeni na investiciu

do garantovaného fondu.

Obr. 8 ndm zobrazuje ako sa meni pocet nasporenych ro¢nych platov v ¢ase. Opét
nam cervené krivky vyznacuju 2,5% a 97,5% kvantil v danom case a modra krivka vy-
jadruje priemerny nasporeny pocet platov z druhého piliera. Na konci sporenia budeme
mat nasporenych priemerne 3,8998 ro¢nych platov, pricom na 95% budeme v intervale
1,6270 a 9,041. Oproti referenénému scenaru sa nam sice znizil priemerny pocet platov
aj skimané kvantily, doslo v§ak ku zizeniu 95% intervalu. Navyse hodnota 2,5% kvan-
tilu nie je tak vyrazne nizsia oproti referenénému scenaru ako priemerny pocet rocnych
platov a 97,5% kvantil. Zdkonnym ohranicenim sa tak investicia do druhého piliera
stdava menej rizikovou, avsak prinasa aj nizsi ocakavany vynos. Vynos z prvého piliera
je rovnaky ako v pripade referenéného scendra, teda 6,1198. Ked'Ze sa jedné o sporitela
s rovnakym vzdelanim ako v referencnom scendri, jeho kariérny rast, a teda aj hodnota
dochodku pri sporeni len v prvom pilieri je taktiez rovnaka. Pravdepodobnost, Ze je
sucet dochodkov z dvoch pilierov vaési ako len z prvého ndm vysla 63,11%. Dosledkom
nizsicho o¢akdvaného vynosu je aj nizsia pravdepodobnost, Ze nasporime viac ako v
pripade sporenia len v prvom pilieri.

V pripade, Ze by sme sa rozhodli poZiadat o zniZenie povinnej minimdlnej hranice
na investiciu v garantovanom fonde, bude situdcia velmi podobnd. Optimdlne riadenia

v skiimanych stavoch, zobrazené na Obr. 9, pri tirokovej miere 0,6% a 2,1% st zhodné,
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Obr. 9: Zobrazenie optimalneho rozdelenia uspor pri znizeni zakonného obmedzenia na in-

vesticiu do garantovaného fondu.

pricom do garantovaného fondu je optimdlne investovat najmensie mozné mnoZstvo

financii.

Obr. 10: Pohlad na vyvoj poétu nasporenych platov pri znizenom zdkonnom obmedzeni na

investiciu do garantovaného fondu.

Co sa tyka priebehu nasporenych prostriedkov v druhom pilieri pri znizenom ob-
medzeni na minimalnu investiciu do garantovaného fondu, pocas prvych 30 rokoch je

takmer identicky so scendrom bez obmedzeni (referenény) ako aj scendru so zahrnutim
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zékonného obmedzenia. V nasledujiicich 10 rokoch uz dochddza ku zmene, ked prie-
merné pocty nasporenych roénych platov ako ako aj 2,5% a 97,5% kvantily st nizsie ako
v referenénom scendri, ale vyssie ako v pripade zakonnych obmedzeni. Priemerny pocet
nasporenych ro¢nych platov tak po 40 rokoch sporenia dosiahne 4,7335 a s pravdepo-
dobnostou 95% budeme mat nasporené aspoi 1,7280 a menej ako 11,6601 rocnych
platov. Rozdiel v 2,5% kvantile v porovnani s referenénym scendrom je len 0,0017
rocnych platov. Strednd hodnota poc¢tu nasporenych roc¢nych platov je uz vyraznejsie
nizsia ako v referenénom scendri, ale aj vyrazne vyssia ako pri zakonnom ohraniceni.
Sirka 95% intervalu v ¢ase 40 je taktiez medzi scendrom bez ohranicenf a so zékonnym
ohranicenim.

Z prvého piliera dostaneme rovnaku ¢iastku ako v predchédzajicich scenaroch, teda
6,1198, a tento sticet budeme porovnavat s rovnakou hodnotou 9,0499, ¢o predstavuje
pocet platov ziskanych len zo sporenia v prvom pilieri. Sti¢cet nasporenych hodnot z
prvého a druhého piliera ndm vysli vicsie ako pri sporeni len v prvom pilieri v 74,63%

pripadov.

5.2.2 Sporenie v druhom pilieri v kratSom obdobi ako je doba sporenia

V tejto casti sa pozrieme na to ako sa zmeni mnozstvo nasporenych prostriedkov, ak
vstipime do druhého piliera az po niekolkych rokoch sporenia. To znamend, Ze pocas
prvych rokov budeme odvadzat do prvého piliera celych 18% z nasej mzdy, ¢fm sa ndm
v kone¢nom dosledku zvysi aj vyska dochodku z prvého piliera. Ked'ze do druhého pi-
liera vstupime az neskor, nasporena ciastka z druhého piliera bude zase naopak, nizsia.
Vplyv neskorsieho vstupu do druhého piliera budeme skiimat pri sporeni v druhom pi-
lieri pocas poslednych 10, respektive 20 rokoch. Uvazovat pritom budeme scendre bez
zakonnych ohraniceni, so zdkonnym ohrani¢enim ako aj so znizenym ohranic¢enim. Tym,
ze sporime v druhom pilieri len 10, respektive 20 rokov, sta¢i ndm hladat optimélne
riadenia len pre nizsie pocty nasporenych roénych platov. Pri sporeni len 10 rokov v
druhom pilieri nastavime parametre d;"** tak, aby v poslednom roku sporenia platilo

10 =2,5 a v prvom roku sporenia v druhom pilieri d5** = 0. Pri 20 rokoch sporenia pa-

rametre nastavime tak, aby dji** = 5 a d5;™ = 0. Vysledkom rieSenia tychto iloh bude

vo vSetkych skimanych stavoch optimalne to riadenie, v ktorom je najvicsia mozna
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¢ast dspor investovand do negarantovaného fondu. To pri tilohe bez ohrani¢en{ znamend
, . s . . s, s oy . . . ’ )
stalu investiciu v negarantovanom fonde, pri zakonnych ohranic¢eniach je optimalne mat
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investované préave taku cast tispor v garantovanom fonde ako je urcend minimalna hra-
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Obr. 11: Priebeh poétu nasporenych platov pri sporeni 10 rokov v druhom piliri. VIavo bez

obmedzenia, uprostred po znizeni zdkonného ohrani¢enia a vpravo pri zdkonnom ohraniceni.

Obr. 12: Priebeh poétu nasporenych platov pri sporeni 20 rokov v druhom piliri. VIavo bez

obmedzenia, uprostred po znizeni zakonného ohranic¢enia a vpravo pri zakonnom ohraniceni.

Na Obr. 11 a 12 mozeme vidiet, Ze opét plati, Ze ¢fm viac sme investovali do ne-
garantovaného fondu, tym vicsi ocakdvany vynos vieme dosiahnut, avsak pri vicsej
rizikovosti. Kvoli prehladnosti uvedieme hodnoty 2,5% a 97,5% kvantilu ako aj prie-
merny pocet nasporenych roénych platov z druhého piliera pri sporeni 10 a 20 rokov
v Tabulke 2. Mozeme v nej vidiet, Ze priemer a 97,5% kvantil po¢tu roénych platov je
vo vSetkych pripadoch najvacsi pri scenari bez ohranicenia a najmensi pri zdkonnom
ohrani¢eni. Rozdiel nastava pri 2,5% kvantile, kedy pri 10 roénom sporeni je poradie

opacné a pri 20 ro¢nom sporeni je najvacsi pri znizenom ohraniceni.
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10 rokov 20 rokov
25% | mean | 97,5% || 2,5% | mean | 97,5%

bez ohraniceni 0,4708 | 0,7690 | 1,2283 || 0,8579 | 1,7980 | 3,5169
znizené ohranicenia || 0,5067 | 0,6763 | 0,9085 || 0,9044 | 1,5192 | 2,5375

zakonné ohranicenia || 0,5285 | 0,5955 | 0,6792 | 0,8977 | 1,2808 | 1,8879

Tabulka 2: Porovnanie priemeru a 2,5% a 97,5% kvantilov po¢tu nasporenych platov v

druhom pilieri pri 10 a 20 roénom sporeni.

10 rokov | 20 rokov

bez ohranic¢en{ 51,64% | 54,70%

znizené ohranicenia | 26,66% | 36,79%

zdkonné ohrani¢enia | 0,19% 11,98%

Tabulka 3: Pravdepodobnosti, ze vstupom do druhého piliera nasporime viac, ak v druhom

pilieri sporime len 10 alebo 20 rokov.

Pri sporeni po dobu 10 rokov v druhom pilieri ziskame z prvého piliera 8,3172 a
v pripade 20 rokov sporenia v druhom pilieri 7,4647 ro¢nych platov. Ked porovname
jednotlivé sucty z prvého a druhého piliera s hodnotou, ktortd by sme ziskali sporenim
len v prvom pilieri, dostaneme pravdepodobnosti (uvedené v Tabulke 3), Ze sa ndm
vyplati vstup do druhého piliera. MoZeme si v nej v§imnit, Ze ¢im neskor do druhého

piliera vstipime, tym je mensia pravdepodobnost, Ze na tomto rozhodnut{ zarobime.

5.2.3 Vplyv tirovne vzdelania na vysku nasporenych prostriedkov

Na Obr. 3 mame zobrazeny vyvoj miezd podla najvyssieho dosiahnutého vzdelania.
Pre porovnanie s vysokoskolskym vzdelanim II. stupna v referenénom scenari si zvolime
zakladné a vyssie odborné vzdelanie.

Optimélne riadenia u zékladogkolsky vzdelanych Iudi na Obr. 13 je velmi podobné
vysokoskolsky vzdelanym Tudom II. stupiia v referenénom scenéri, ¢i uz pri tirokovej
miere 0,6% alebo 2,1%. Pozrieme sa teda na to, kolko roénych platov je mozné na-

sporit pri zakladoskolskom vzdelani v druhom pilieri. Podla Obr.14 méZeme vidiet, Zze
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Obr. 13: Zobrazenie optimalneho rozdelenia tispor medzi fondy pri zdkladoskolskom vzdelani

pri tirokovej miere 0,6% (vlavo) a 2,1% (vpravo).

Obr. 14: Priebeh poctu nasporenych platov pri zékladoskolskom vzdelani.

nielen optimdlne riadenia, ale aj priebeh nasporeného poc¢tu roénych platov je velmi
podobny referenénému scendru. 2,5% a 97,5% kvantily na konci sporenia dosahuji
hodnoty 1,6871 a 13,4818, pricom priemerna hodnota nasporenych platov je 5,5119,
¢o st hodnoty velmi blizke referenénému scendru. Z prvého piliera pri sporeni v dvoch
pilieroch je mozné ziskat 5,9190 roénych platov, pricom ak by sme sporili len v prvom
pilieri, ziskal by sme z neho 8,7308. Pravdepodobnost, Ze by sa nam vyplatilo prejst
na zaciatku sporenia do druhého piliera je tak 81,92%.

Pozrime sa teda aka je situacia pri vyssom odbornom vzdelani. Hodnoty optimélnych
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riadeni mame zobrazené na Obr. 15. Optimalne riadenia sa voci referenénému scenaru
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Obr. 15: Zobrazenie optimélneho rozdelenia ispor medzi fondy pri vysSom odbornom vzde-

lan{ pri trokovej miere 0,6% (vlavo) a 2,1% (vpravo).
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odliSuju mierne vyssimi investiciami do garantovaného fondu, avsak stale su velmi

podobné.

Obr. 16: Priebeh po¢tu nasporenych platov pri vyssom odbornom vzdelani.

Pocet rocénych platov, ktoré by sme si vedeli nasporit je v pripade vyssieho odborného
vzdelania o nie¢o nizsi ako pri referenénom scenéri. Mozeme to vidiet na Obr. 16,
kedy na konci sporenia nasetrime priemere 4,7145, pricom 95% interval je 1,5396 a
11,0959. To, ¢o ziskame z prvého piliera, je 5,4054 rocnych platov. Pre porovnanie, ak

by sme v druhom pilieri nesporili, ziskali by sme z prvého piliera 8,0129 ro¢nych platov.
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Tieto rozdiely oproti referenénému scenar moZzeme vysvetlit tym, Ze Tudia s vyssim
odbornym vzdelanim maji vyssi kariérny rast ako vysokogkolsky vzdelani Iudia II.
stupna. Dosledkom toho nam vysli aj mierne konzervativnejsie optimélne riadenia na
investiciu do negarantovaného fondu. Pravdepodobnost, Ze vstupom do druhého piliera
nasporime viac ako keby sme boli iba v prvom je 79,53%, ¢o je podobnd hodnota ako

v pripade referenéného scenara.

5.2.4 Vplyv volatility negarantovaného fondu na vysledky

Volatilita negarantovaného fondu v referenénom scendri je rovna 14,17%. Na zistenie
vplyvu volatility na vysledky budeme uvazovat scendr, kde volatilita indexvého fondu

bude rovnd 30%. Optimalne riadenia pre tento scenar mozeme vidiet na Obr. 17. Podla

Obr. 17: Zobrazenie optiméalneho rozdelenia tispor medzi fondy pri zvysSenej volatilite nega-

rantovaného fondu pri trokovej miere 0,6% (vlavo) a 2,1% (vpravo).

optimdlnych riadeni v tomto scendri by sme mali vyrazne vicsiu ¢ast z nasporenych
penazi vlozit do garantovaného fondu ako pri referenénom scendri. Je to sposobené
tym, ze mame pomerne vysoku averziu k riziku rovnu 9 a negarantovany fond je vo
velkej miere volatilny. Pozrime sa na to, aky to bude mat vplyv na celkové vynosy.
Podla Obr. 18 bude pocet nasporenych roénych platov z druhého piliera nizsi ako
v referenénom scendri. Po 40 rokoch sporenia dostaneme v priemere 4,8734 roénych
platov a s 95% pravdepodobnostou budeme medzi 0,9609 a 11,2629 roénymi platmi.
vidime, ze hlavne 2,5% je vyrazne nizsi ako v referenénom scendri, a to z toho dovodu,

7e pri nizkych nasporenych iastkach je optimalne investovat ¢o najvicsi objem do
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Obr. 18: Priebeh poé¢tu nasporenych platov pri zvysenej volatilite negarantovaného fondu.

negarantovaného fondu, ktory mé vysoku volatilitu. Velkost 95% intervalu je napriek
vacsej volatilite mensia ako v referenénom scendari vplyvom optimalnych riadeni od-
porticajicim investiciu velkej casti majetku do garantovaného fondu. Po pripoé¢itani
nasporenych financii z prvého piliera bude tento stucet v 74,44% pripadov vacsi ako

keby sme sporili v len prvom pilieri.

5.2.5 Zmena vysky prispevkov do druhého piliera

Teraz sa pozrieme aky vplyv na tispory bude mat zmena vysky prispevkov do druhého
piliera na 9% z nasej mzdy na tkor prispevkov do druhého piliera. Tie by klesli na
hodnotu 9% zo mzdy. V referenénom modeli médme vysku prispevkov do druhého pi-
liera v prvom roku sporenia stanovend na 4%, pricom kazdorocne je navySovand o
0,25% az kym nedosiahne droven 6%, na ktorej zotrva az do konca sporenia. Hodnoty
optimélnych riadeni v aktualnom scenari zobrazené na Obr. 19 nabadaji na mierne
vyssie investicie do garantovaného fondu, ale rozdiely nie su tak dramatické ako pri
zvySenej volatilite. Na Obr. 20 vidime, Ze tspory z druhého piliera budui vyrazne vyssie
ako pri referenénom scendri. Priemernd nasporend hodnota bude dosahovat 8,3202
rocnych platov, pri 2,5% a 97,5% kvantiloch rovnych 2,7457 a 19,3682 platov. Vidime,

ze sa tak zvicsil 95% interval na konci sporenia, ¢o znamend vyssie riziko pri sporeni
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Obr. 19: Zobrazenie optimélneho rozdelenia tspor medzi fondy pri zvySeni prispevkov do

drhého piliera pri irokovej miere 0,6% (vlavo) a 2,1% (vpravo).
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Obr. 20: Priebeh poc¢tu nasporenych platov pri zvySeni prispevkov do druhého piliera.

v druhom pilieri. Nakolko sa zvysili prispevky do druhého piliera, musel sa oproti re-
ferenénému scendru znizit déchodok z prvého piliera, ktory je teraz na trovni 4,525
roénych platov. Ked porovndme sicet nasporenych prostriedkov z oboch pilierov, s
pravdepodobnostou 83,31% bude vyssi ako keby sme nevsttpili do druhého piliera.
Problém vsak je, ze hodnoty 97,5% kvantilov st vyrazne vyssie ako maximélne hod-
noty poctu nasporenych platov v jednotlivych casoch d;***, ktoré sme uvazovali pri
numerickom vypocte, ¢o mohlo nezanedbatelne ovplyvnit vysledky. Situdciu si teda

prepocitame este raz, pricom pouzijeme 2 nasobne vyssie hodnoty dj***. Optimalne



5.2 Analyza citlivosti na zmenu parametrov 60

hodnoty riadeni{ pri trokovej miere 0,6% a 2,1% st zobrazené na Obr. 21. Pri pouziti
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Obr. 21: Zobrazenie optimalneho rozdelenia tispor medzi fondy pri zvyseni prispevkov do
drhého piliera a so zviéSenym rozsahom na nasporent ¢iastku pri irokovej miere 0,6% (vlavo)

a 2,1% (vpravo).

optimélnych riadeni so zvicsenym rozsahom na nasporenu ¢iastku bude priebeh naspo-

renej ¢iastky v éase vyzerat tak ako ilustruje Obr. 22. Porovnanim Obr. 20 a 22 vidime,

Obr. 22: Priebeh poc¢tu nasporenych platov pri zvysSeni prispevkov do druhého piliera a so

zviacSenym rozsahom na nasporent Ciastku.

ze na vysku nasporenej ¢iastky zmena parametrov nemala vyrazny vplyv. Mierne po-
klesla hodnota 2,5% kvantilu (2,7416) a priemerna hodnota nasporenej ¢iastky (8,1395)

na konci sporenia. VACS{ rozdiel mozeme pozorovat len pri 97,5% kvantile (17,6182).
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Pravdepodobnost, Ze sa ndm vstup do druhého piliera vyplat{ taktiez mierne poklesla

na hodnotu 83,08%.

5.2.6 Vplyv volby obdobia z ktorého éerpame data inflicie

V referencnom scendri uvazujeme vyvoj inflacie rovnaky aky bol poc¢as obdobia 1950-
1990. Pocas tohto obdobia bola uroven inflacie zozaciatku nizka, priblizne v strede
obdobia prudko naréstla az nakoniec opét poklesla. Pre porovnanie si zoberieme obdo-
bie 1930-1970, v ktorom bol na zaciatku prudky nérast inflacie, nasledoval pokles a na

konci obdobia inflicia opif stiipla. Na Obr. 23 si mozeme v§imnit zmenu tvaru vrs-

Obr. 23: Zobrazenie optimélneho rozdelenia uspor medzi fondy pri zmenenych hodnotéch

infldcie pri trokovej miere 0,6% (vlavo) a 2,1% (vpravo).

tevnic spajajucich stavy s rovnakymi optimalnymi riadeniami, ktoré sposobila zmena
inflacie. Rozsah hodn6t optimalnych riadeni v skimanych stavoch pri tirokovej miere
0,6% a 2,1% je vsak zhodny s referenénym scendrom. Co sa tyka priebehu investo-
vanych financii v druhom pilieri, je zobrazeny na Obr. 24. MoZeme na fiom vidiet
vyraznu zmenu oproti referencnému scenaru, kde je priemerny pocet nasporenych pla-
tov (8,3806) ako aj 2,5% a 97,5% kvantily (2,525 a 19,8686) takmer zhodné so scendrom
s prispevkami do druhého piliera vo vyske 9%, hoci vyska prispevkov do druhého piliera
bola zhodna s prispevkami v referenénom modeli. Hodnota dochodku z prvého piliera
je v tomto pripade zhodn4 s referenénym modelom. Pravdepodobnost, Ze si vstupom
do druhého piliera zvysime dochodok je vyrazne vyssia, 95,04%. Aj v tomto scenéri

sme vyraznejsie prekrocili hodnotu d7***, vysledky preto opét prepoc¢itame pouzitim
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Obr. 25: Zobrazenie optimélneho rozdelenia tdspor medzi fondy pri zmenenych hodnotéch
inflicie a so zvi¢senym rozsahom na nasporent ¢iastku pri trokovej miere 0,6% (vlavo) a

2,1% (vpravo).

2 nasobnych hodnot. Obr. 23 ndm zobrazuje hodnoty optimalnych pomerov garanto-
vaného a negarantovaného fondu pri uvazovani véacsieho rozsahu na nasporent ¢iatku.
Ked sa pozrieme na Obr. 26, moZeme si v&imntt len maly rozdiel oproti povodnému
vypoctu, ktory je zobrazeny na Obr. 24. Dokazuju to aj hodnoty 2,5% a 97,5% kvantilu
na konci sporenia, rovné 2,5523 a 18,4600 rocnych platov. Priemerny pocet nasporenych
platov pitom mierne klesol na 8,2134. Pravdepodobnost, Ze bude vstup do druhého pi-

liera pre nas vyhodnejsi zase naopak, mierne vzrastla na 95,07%.
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Obr. 26: Priebeh poc¢tu nasporenych platov pri zmene hodnot inflicie a so zvacSenym roz-

sahom na nasporenu c¢iastku.

5.2.7 Scenar so zmenenou averziou k riziku

Hoci sme povedali, ze v referencnom scenari mame pomerne silni averziu k riziku, kvoli
lepsej ilustracii hodnot optimalnych riadeni sa pozrieme na este extrémnejsiu hodnotu

averzie rovnu 13. Optimélne riadenia mame zobrazené na Obr. 27. Vidime, ze pomery
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Obr. 27: Zobrazenie optimélneho rozdelenia tspor medzi fondy pri vyssej averzii k riziku

pri trokovej miere 0,6% (vlavo) a 2,1% (vpravo).

medzi odporicanou investiciou do garantovaného a negarantovaného fondu su vyrazne

vyssie ako v referen¢nom scendri. Obr. 28 nam ilustruje to, ze zvySenie averzie viedlo ku
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Obr. 28: Priebeh pocétu nasporenych platov pri vyssej averzii k roziku.

znizeniu 97,5% kvantilu (10,3546), avsak 2,5% kvantil (1,7237) zostal takmer rovnaky
ako v referenénom scenari. Tym padom aj priemerny pocet roénych platov klesol na

uroven 4,9948.

5.2.8 Vplyv maximalnej hodnoty tirokovej miery pri numerickom vypocte

Pri numerickom rieseni tlohy sme si museli ohranicit stavovii premennt r,, predsta-
vujicu drokovi mieru. Vzhladom na hodnoty aktudlnych drokovych mier sa hodnota
3% moze zdat dostatocne velkd ako horné ohranicenie. Na druhu stranu, 40 rokov
sporenia je dostatocne dlhé obdobie na to aby sa hodnoty turokovej miery vyraznejsie
pohli. Z tohto pohladu moéze byt horna hranica 3% prinizka. Pozrieme sa teda na to
ako ovplyvni vysledky zmena maximélnej irokovej miery na troven 9%.

Optimalne riadenia na Obr. 29 st pri rovnakej trovni irokovej miery takmer iden-
tické s referenénym scendrom. Pozrieme sa teda kolko budeme mat nasporené z druhého
piliera po zmene parametra. Podla Obr. 30 je aj priebeh nasporenych prostriedkov v
druhom pilieri takmer rovnaky, ¢o dokazujui aj skimané hodnoty na konci sporenia.
Priemerny pocet roénych platov ndm vysiel 5,4837 a 95% interval mé4 hranice 1,7218 a
13,0463, ¢o st hodnoty blizke referenénému scenaru. Po zaokrihleni nam vysla dokonca

tplne rovnakd pravdepodobnost, Ze sa ndm prechod do druhého piliera vyplati, teda
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Obr. 29: Zobrazenie optimalneho rozdelenia tspor medzi fondy so zvySenym pripustnym

rozsahom trokovej miery pri hodnote 0,6% (vlavo) a 2,1% (vpravo).

Obr. 30: Priebeh poctu nasporenych platov so zvySenym pripustnym rozsahom trokovej

miery.

80,49%.

5.2.9 Scenar s odliSnou urokovou mierou na zaciatku sporenia

V referencnom scendri uvazujeme pri simuldcidch drokovi mieru ry v ¢ase zaciatku
sporenia rovnu 0,5%. V tomto scendri sa pozrieme na to, aky vplyv mé zmena tejto
Startovacej urokovej miery na 2%. Hodnoty optimalnych riadeni budi zhodné s refe-

renénym scendrom, lisit sa bude len priebeh hodnoty majetku v druhom pilieri. To
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Obr. 31: Priebeh po¢tu nasporenych platov so zvySenou Startovacou urokovou mierou.

nam vyjadruje Obr. 31. Rozdiel oproti referenénému scendru nie je badatelny, ¢o ndm
ukazuji aj hodnoty poctu nasporenych platov po 40 rokoch. Priemerna hodnota je
rovna 5,5324 a hodnoty 2,5% a 97,5% kvantilu st 1,7300 a 13,2452. V porovnani s re-
ferenénym scendrom doslo ku velmi miernemu zvySeniu priemernej nasporenej ¢iastky
ako aj hodnoty 2,5% kvantilu. Naopak, mierne poklesla hodnota 97,5% kvantilu. Sucet
nasporenej ciastky z prvého a z druhého piliera bude na 80,56% vacsi oproti sporeniu

v prvom pilieri.

5.3 Zhrnutie vysledkov

Ako sme mohli vidiet, zmenou niektorych parametrov sme dosiahli velmi blizke hod-
noty nasporenych prostriedkov ako v pripade referenéného scenara, inokedy sa lisili
vyraznejSie. Prekvapivo najvicsie rozdiely vo vysledkoch sme dostali zmenou obdobia,
z ktorého sme pouzili hodnoty inflacie. Svoj podiel na vysSom vynose z druhého pi-
liera mala aj zdporna hodnota inflicie pocas niekolkych rokov. Naopak, pri zvyseni
prispevkov do druhého piliera vzrastol ocakavany pocet nasporenych rocnych platov
len mierne, zatial ¢o sirka 95% intervalu, a teda aj rizikovost, vzrastla nezanedbatelne.
Takisto aj pravdepodobnost, Ze sa ndm prechod do druhého pri tomto scendri oplati, je

len mierne vyssia ako v referenénom scenari. V oboch pripadoch sme kvoli vyssim na-
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sporenym ciastkam v druhom pilieri model prepocitali s pouzitim vécsej hodnoty d;***
aby pouzitie extrapolacie neskreslovalo vysledky. Pre sporitela je zaujimavejsie sledovat
pravdepodobnostné rozdelenie nasporenej ¢iastky predovSetkym v nizsich hodnotéach,
kde sme pri vyuziti extrapoldcie pozorovali len minimalne rozdiely. Velké odchylky
sme nepozorovali ani v pravdepodobnostiach, ze sa nam prechod do druhého piliera
oplati, preto moZeme o extrapoldcii prehldsit, Ze pri pouZziti v rozumnej miere dokéze
dostatocne dobre dopocitavat chybajice hodnoty.

V pripade zahrnutia zakonného ohranic¢enia na investiciu do garantovaného fondu,
respektive po Ziadosti o zniZenie tohto ohrani¢enia na polovicu, doslo podla ocakdvani
ku znizeniu rizikovosti investicie, avsak za cenu nizSiecho ocakidvaného vynosu ako
aj nizsej pravdepodobnosti, ze sa investicia do druhého piliera oplati. Vo viacerych
scendroch sa nam potvrdilo, Ze Ziadost o zniZenie povinnej minimélnej ¢asti investo-
vanej v garantovanom fonde predstavuje kompromis medzi lepsou vynosnostou v refe-
rencnom scendri a bezpecnostou v scendri so zakonnym ohrani¢enim. Podla aktudlnych
zékonov nemodzeme uvazovat sporenie bez ohranic¢eni, preto by sme mali pri hladan{
optimalnej stratégie pouzivat prave zniZené ohranic¢enie. Z nasich vysledkov sa zd4 byt
ziadost o znizenie investicie do garantovaného fondu vyhodna.

Pri skimani vplyvu ukonéeného vzdelania na vysku déchodku a pravdepodobnost,
7e sa ndm prechod do druhého piliera oplati, ndm vyslo, Ze nemoZeme ocakavat vyrazné
rozdiely medzi tymito skupinami. Hlavne pri pravdepodobnosti vyhodnosti vstupu do
druhého piliera boli rozdiely malé. Co sa tyka poctu nasporenych platov, ¢im vACS
kariérny rast budeme pocas Zivota mat, tym mensi pocet nasporenych ro¢nych platov
z oboch pilierov dostaneme.

Velky vplyv na to, ¢i sa ndm investicia do druhého piliera oplati, sme mohli pozorovat
pri zmene diiky sporenia v druhom pilieri. Podla vysledkov ndm vychédza, Ze ¢im skor
do druhého piliera vstipime, tym vicsia pravdepodobnost, Ze nds dochodok bude vyssi
ako v pripade keby zostaneme sporit len v prvom pilieri. Dévod je ten, Ze ¢im dlhsie
sporime v druhom pilieri, tym je vécSia priemernda hodnota investovanych tspor v
druhom pilieri, ktord sa ndm 1ro¢i podla vykonnosti danych fondov.

Pri zvysenej averzii ku riziku ako aj pri vysSej volatilite sme mohli vidiet optimélne

riadenia odportcajice investiciu vo vicsej miere do garantovaného fondu. Vplyvom
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toho sme dosiahli pokles ocakavanej nasporenej Ciastky z druhého piliera, a teda aj
pravdepodobnosti, ze vstupom do druhého piliera nasporime viac ako sporenim len v
jednom pilieri.

Takmer ziadnu zmenu v nasporenych hodnotich alebo pravdepodobnostiach ne-
priniesla zmena parametrov tykajicich sa urokovej miery, maximalnej uvazovanej a
Startovacej v ¢ase 0. Pri maximdlnej uvazovanej miere 7" to mozeme zdovodnit tym,
7e vzhladom na pouzité parametre CIR modelu nebolo potrebné uvazovat vyssie hod-
noty urokovej miery. V pripade, ze by doslo ku vyraznejSiemu narastu urokovej miery,
pravdepodobne by nam vysli aj iné parametre nakalibrovaného CIR modelu. Pri zmene
Startovacej drokovej miery bola podobnost s referenénym scendrom sposobend tym, Ze
optimalne hodnoty riadeni vyrazne preferovali negarantovany fond, a teda vynos z
garantovaného fondu mal len nizky vplyv na vysledok.

Vo viicsine scendrov sme mohli vidiet, Ze prechod do druhého piliera ndm prinesie s
pravdepodobnostou vicsou ako 50% vicsiu hodnotu nasporenych prostriedkov ako keby
sme zostali len v prvom pilieri. Pri simuldcidch vSak netreba zabidat na ohranicenia
investicie vyplyvajice zo zédkona, ktoré vysku ocakavaného dochodku znizia. Mohli sme
sa presvedcit, Ze je dolezité pouzit aj spravne parametre, pretoZe zIy vyber parametrov

moze zasadne zmenit vysledky.
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Zaver

Téato praca sa venovala problematike sporenia v prvom a druhom déchodkovom pilieri.
Hladali sme také investicné stratégie v ramci druhého piliera, ktoré by sporitelovi
priniesli ¢o najvicsiu uzitonost z celkového nasporeného dochodku. Nadviazali sme
tak na pracu [13], oproti ktorej vstupoval do modelu aj odhadnuty déchodok z prvého
piliera. Nasledne sme na zéklade simulacii odhadovali vysku nasporenych prostriedkov
spolu v prvom a druhom pilieri v roznych scenaroch a porovnavali ich s nasporenymi
prostriedkami, ktoré by sme ziskali sporenim len v prvom pilieri.

Hlavnym prinosom nasej prace bolo rozsirenie modelu o dochodok ziskany z prvého
piliera, ¢im sme dostali komplexnejsi pohlad na dochodkové sporenie. N4jdené stratégie
tak nemaximalizovali uZitoénost z dochodku z druhého piliera, ale z celkovej vysky
dochodku. Kvoli vyuzitelnosti modelu na rézne skupiny Iud{ sme uvazovali aj kariérny
rast, ktory zavisel od najvyssieho dosiahnutého vzdelania sporitela. Ako d'alsi prinos
prace by som uviedol odhad vysky prostriedkov ziskanych sporenim v prvom a druhom
pilieri a nasledné porovnanie s nasporenou ¢iastkou, ktort by sme ziskali sporenim len
v prvom pilieri. TaktieZz sme odhadli pravdepodobnost, s ktorou sa sporitelovi oplati
prejst do druhého piliera. Vypocty sme vykonavali pre rézne scenare, v ktorych boli
zmenené niektoré hodnoty parametrov. Nasledne sme pozorovali, aky vplyv na vysledky
mala tato zmena parametrov.

Z vysledkov, ktoré ndm v praci vysli, moézeme vidiet, Ze optimalny pomer medzi ga-
rantovanym a negarantovanym fondom bol rastiici vo vSetkych scendroch vzhladom
na pocet nasporenych ro¢nych platov a vo vécsine pripadov aj s priblizujicim sa
dochodkovym vekom. Podobné vysledky boli publikované aj v praci [13], avsak pri
zahrnuti dochodku aj z prvého piliera do modelu st optimélne rozhodnutia sporitela v
druhom pilieri rizikovejsie, a teda ochotnejsie investuje do negarantovaného fondu. Je
to spobené tym, ze dochdok z prvého piliera je v modeli povazovany za isty, zatial ¢o
v [13] takdto “istota” nebola uvazovana.

Co sa tyka jednotlivych scendrov, podla ocakdvani optimalne riadenia pri zvysenej
averzii k riziku ako aj pri vicsej volatilite negarantovaného fondu vo vécsej miere
odportucali investiciu do garantovaného fondu. Prekvapenim boli len malé rozdiely v

nasporenej Ciastke pri zvyseni prispevkov do druhého piliera, avsak volatilita naspo-
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renej Ciastky sa vyrazne zvysila. Zasadny vplyv na vysledky mala zmena obdobia, z
ktorej sme pouzili pri vypocte hodnoty inflicie. Volba maximdlnej hodnoty tirokovej
miery stanovenej na 3% pouzitej kvoli numerickému vypoctu sa pri danych paramet-
roch neukézala ako nespravna, nakolko zvySenim tejto hodnoty na 9% boli rozdiely
vo vysledkoch len minimélne. Pri inych hodnotdch parametrov by vsak volba vyssej
maximalnej irokovej miery mohla byt opodstatnend. KedZe musi kazdy sporitel v po-
slednych 10 rokoch sporenia investovat nejaki ¢ast svojich tspor v druhom pilieri aj
do garantovaného fondu, podla nasich vysledkov je Ziadost o zniZenie povinného ob-
jemu dspor v garantovanom fonde rozumnym kompromisom medzi bezpecnotou pri
zdkonnom obmedzeni a vysSou vynosnostou, ked neuvazujeme Ziadne obmedzenia.
Dalej ndm vo vysledkoch vyslo, ze éim sporitel vstipi do druhého piliera skor, tym
mé vicsiu pravdepodobnost, Ze naspori viac ako keby sporil len v prvom pilieri a
taktiez ma vyssiu ocakdavanu hodnotu svojho majetku na konci sporenia.

Ako sa teda vo vysledkoch ukazalo, aj zmeny parametrov, ktoré sa zdaji na prvy
pohlad nepodstatné, mozu viest ku zdsadne odlisnym vysledkom. Pri vypoctoch je
preto potrebné mat na mysli, Ze niektoré z parametrov nemusia byt dobre odhadnuté
a stratégia, ktord nam vysla ako optimélna, v skutocnosti optimdlnou byt nemusi.
Najzdsadnejsim rizikom, ktoré je aj problém predikovat a moze vyrazne ovplyvnit
kone¢ni hodnotu nasich uspor je politické riziko. Zmenami v zakonoch pocas doby spo-
renia mozeme zo diia na den prist o ¢ast svojich uspor, a teda ani vypocet optimalneho

sporenia nie je zarukou vysokého dochodku.
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Priloha A: Dékaz existencie a spdésob hladania rieSenia
rovnice (53)

Kedze 1 < g—; < g—;, hodnota vyrazu Tavej strany (53) je vzdy vicsia ako 0 a mensia

ako 1. Vieme, ze h > 0, tak platiaj 1 < 1+ (221;4;21 <1+ %”11‘21, preto aj hodnota pravej
strany vyrazu (53) bude vacsia ako 0 a mensia ako 1. NavySe plati, ze prava strana
(53) je klesajica vzhladom na h pre h > 0, ¢o aj dokdZeme. To, 7Ze je dand funkcia

klesajuca znamenad, ze jej derivacia bude zaporna pre h > 0.
/
dy—d dy+h _dy—d d3+h di+h _dz—d da+h
In (1 + d21+hl> _ ~dth (gm0 (d?—f—h) + Gih [z <df+h) _
ln<1+%ﬁ%> hﬁ(1+%ﬁ%>
dy—d ds+h ds—d doth
gy () o dtn (d22)
- 2 dy—d <0
In? (1+ %4
Klesajticost je splnend prave vtedy, ked je ¢itatel (55) zdporny, a teda plati nasledovna

dy—dyi [ds+h\ ds—dy, (do+h
1 ! 56
s+ h n(d1+h)>d3+hn(d1+h) (56)

. do— _ , , v
KedZze zlomky d?2—+dhl a % su kladné pre h > 0 a d3 > dy > d; > 0, mbézeme obe

(55)

nerovnost’ .

strany nerovnice (56) nimi predelit bez oto¢enia znamienka nerovnosti.

d3+hln(d3+h)>d2+hln<d2+h) (57)

ds — dy di +h dy — dy di +h

Nerovnost (57) je splnend prave vtedy, ked je funkcia ;":Z In ( ;i@) vzhladom na x

pre x > d; rastica. To znamend, Ze jej derivacia musi byt kladn4.
rh, (zth ' dith  (x+h +x+hd1+h 1
n = ——— I =
SL’—dl d1+h (SL’—dl)2 d1+h $—d1$+hd1+h

di+ h h 1
—_ At 1(I+ )+ >0

(l‘—dl)2n d1+h .T—dl
dy+h x+h
1 1
” x—dln(d1+h>
ZL‘—dl [L’—dl
In{1
I h > n<+d1—|—h> (58)

Pre x > dy, d; > 0 a h > 0 je zlomok 3;‘?}1 > 0, a teda nerovnost (58) je splnend. Tym

je dokézand rastticost (57) a td je ekvivalentna s klesajticostou pravej strany (53), ¢o

sme chceli ukézat.
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Teraz ukdzeme, Ze existuje h > 0 pre ktoré je rovnost (53) splnend. Pre kazdé h > 0
a0 < d; <dy < ds je pravd strana (53) definovand a navyse je vzhladom na h spojita.

Spocitame teda limity pre h idice do 0 a do oc.

da—d
n(1+%%) e

lim = T ds (59)
h~>01n<1+t331;+621> IDI
In (1 + d2_d1>
lim hh) (60)

h=>00 ds—di )
7 In (1 + % +h1>
Kedze citatel aj menovatel limity v (60) konverguji do 0 pre h idice do nekonecna,

mozeme pouzit L’Hospitalovo pravidlo.

di+h di—do di—ds
. do+h (d1+h)?2 . da+h di —dy . ( dsz — d2> dy — dy
o= lim o = lim - = lim {1+ = (61)
P e hg T a-ee e Taa
Navyse este vypocitame limitu pravej strany (53) pre h idice do —d;.
do—d
. 1H(1—|— d21+hl) dl—dg . d3+h
hhmd s\  di—d hhmd doth) (62)
*_11n(1+ﬁ) 1 — a3 h—=—di \ d
Aby existovalo h, ktoré spfﬁa (53), musf platit nasledovnéd nerovnost.
d U
In d—i S In 7; dy — dy (63)
In fjl—i’ “In % ds — d
Najprv sa pozrieme na druhu ¢ast (63), pricom si ju prepiseme do nového tvaru.
In 7 y dy — d,
ln g—; d3 — d1
In|Us| — In |U In|Us| — In |U
n |Us| — In U] < n|Us| — In |03 (64)
dg - d1 d3 - dl

Z konkdvnosti vzhladom na d a zdpornosti funkcie strednej hodnoty uzitoénosti (44)
plat{ nerovnost (65)
Uy — Uy - Us — Uy
dy — dy ds — dy
Nerovnica (64) nam teda hovori, ze funkcia In(—f(d)) je konvexna. Z (44) si za f(d)

(65)

dosadime nasu extrapola¢nu funkciu a vypocitame druhu derivaciu.

, £\ () f(d) — f2(d)
(In(=7(d) (f(d)> - £2(d)
fd) = jgld+h)y~7

f'(d) = —ji+gld+h)7"
_ iGN g A+ )
B g*(d+ h)=2%
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pre j > 0, a teda pre nasu extrapolacnu funkciu plati druhé ¢ast nerovnosti (63). Teraz
sa pozrieme na prvi nerovnost v (63). T4 ak plati, tak ndm hovori, Ze ak existuje
nejaké h, ktoré splna (53), potom existuje h > 0 spliajice (53). Vidime, ze limita (62)
je rovnd 1 a vieme, ze lavd strana (53) je mensia ako 1. To znamend, Ze z platnosti
druhej nerovnosti v (63) a spojitosti pravej strany (53) existuje h > —d; splitajice
(53). Vo vSeobecnosti nemusi nutne vyjst i > 0, preto bude najlepsim rieSenim zvolit

dy ¢o najmensie. Pouzijeme teda najmensiu moznu hodnotu pre d;. Ak by sme zvolili
P)

d; = 0, hodnota vyrazu :E by nebola definovand. Jedna sa o limitu pravej strany
)

dq
pre h — 0, to je ale zhodné s limitou h — —d; a td je rovna 1. Takze pouzit d; = 0

mozeme. V takomto pripade bude teda aj prvd nerovnost (63) splnend, a teda vieme
néjst h > 0 splnajice (53), pretoze extrapolaénd funkcia je vzhladom na d spojité.

Zo spojitosti extrapolacnej funkcie vzhladom na d vyplyva, Ze existuje h spl/flajflce
(53). Teraz potrebujeme n&jst sposob ako najdeme hodnotu h v danom ¢ase a pri
danej urokovej miere. Najprv najdeme interval, na ktorom sa vyhovujice h nachédza.
Zvolime si nejaky interval. Kedze h > 0, zvolime taky, kde dolnad hranica je rovna 0.
Dalej definujeme funkciu g(x) zavisli od h vychadzajicu z (53).

o(h) = hlg—; - In (1—1—%)

- U
M (14 )

Funkcia g(h) je rastica, pricom h vyhovuje (53) prave vtedy, ked g(h) = 0. Hladana
hodnota h sa nachadza v intervale vtedy, ked funkénd hodnota g(h) v dolnej hranici in-
tervalu je mensia alebo rovna 0 a zaroven funkénd hodnota v hornej hranici intervalu je
viicsia alebo rovna 0. Ked'ze h > 0, funkénd hodnota g(h) v dolnej hranici poc¢iatoéného
intervalu je vzdy mensia alebo rovnd 0. Preto potrebujme sledovat funként hodnotu
v hornej hranici intervalu. Ak je vicsia alebo rovna ako 0, nasli sme hladany interval.
Ak nie je, za dolni hranicu nového intervalu zvolme hornt hranicu terajsieho intervalu
a hornu volime nejaki vécsiu hodnotu. Takto postupujeme az kym nendjdeme vyho-
vujuci interval. Teraz potrebujeme néjst hodnotu h. Presni hodnotu nezistime, preto
si musime zvolit presnost, ktord ndm postacuje na vypoéitani hodnotu h. V kazdom
kroku si zvolime hodnotu vnitri nasho intervalu, v nasom pripade to bude vzdy po-
lovica intervalu, a zistime funkéni hodnotu g(h) v tomto bode. Ak je mensia ako 0,

vybrany bod bude novou dolnou hranicou intervalu, v opa¢nom pripade bude hornou
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hranicou. Tento postup opakujeme az kym nie je dizka intervalu mensia ako zvolen4
presnost na hodnotu h. Potom za h dosadime Iubovolny bod zo vzniknutého intervalu,

v nasom pripade jeho stred.
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