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Abstrakt v statnom jazyku

KOZAK, Andrej: Numerické aproximdcie hranice predcasného uplatnenia americkej
opcie [diplomovd prdcaf, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky,
fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; skolitel: prof. RNDr.
Daniel Sevéovié, CSc., Bratislava, 2016, 62 strdn

V préci sa zaoberame ocenovanim amerického typu call opcie a ndjdenim hranice
predcasného uplatnenia. Doposial nebol odvodeny explicitny vzorec popisujici priebeh
ceny ani hranice pred¢asného uplatnenia, pre klasicky Black-Scholesov model st vSak
v literatiire pomerne dobre popisané.

Klasicky Black-Scholesov model mé& mnohé zjednodusujice a nerealistické predpo-
klady. Skiimame preto jeho realistické zovSeobecnenia, ktoré maji spolo¢nu vlastnost
nekonstantnosti volatility, ktord bude zavisief od samotnej ceny opcie, ¢ jej druhej
derivacie podla ceny podkladovej akcie.

Konkrétne sa zameriame na Risk-Adjusted pricing methodology (RAPM) model,
ktory predpoklada transakéné néklady a riziko tkvejice z nezabezpeceného replika-
¢ného portfélia. V praci odvodime nelinedrnu verziu PSOR algoritmu pre numerické
rieSenie tlohy v tvare nelinearnej komplementarity. Zaroven navrhneme aproximéaciu

funkcie volatility s vyuzitim explicitnej hodnoty parametra Gamma pre eurépsku opciu.

KIiéové slova: ocefiovanie opcii, Black-Scholesova rovnica, nelinedrne modely,

Risk-adjusted pricing methodology model, hranica pred¢asného uplatnenia



Abstract

KOZAK, Andrej: Numerical approzimations of the early exercise boundary of Ameri-
can option [master thesis/, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics,
Physics and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervi-
sor: prof. RNDr. Daniel Sevéovié, CSc., Bratislava, 2016, 62p.

The thesis is dealing with numerical pricing of American type of call options and
describing the early exercise boundary. An explicit formula hasn’t been derived neither
for the price, nor for the boundary profile yet, however, for the standard Black-Scholes
formula, they are both thoroughly described in literature.

The classical Black-Scholes model is built on several simplifying, yet unrealistic
assumptions. We are investigating its realistic generalizations, which have a common
feature of non-constancy of volatility. In these models, volatility depends on the price
of an option itself, and also its second derivative with respect to price of an underlying
stock.

In particular, we focus on Risk-Adjusted pricing methodology (RAPM) model, that
includes transaction costs and risk from uncovered replicating portfolio among its as-
sumptions. We will derive the nonlinear version of PSOR algorithm for the numerical
solution of the nonlinear complementarity problem. Also, we suggest an approximation
for the volatility function using the explicit formula for the value of parameter Gamma

of the European option.

Keywords: option pricing, Black-Scholes equation, nonlinear models, Risk-adjusted

pricing methodology model, early exercise boundary
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Uvod

Opcie st jednym z najdodlezitejsich a najviac vyuzivanych finanénych derivatov na
trhu. Ci ako néstroj na poistenie, alebo ako trhova §pekulécia, najddlezitejsou otazkou
pri obchodovani je vzdy cena. Ocenovanie opcii bolo vzdy naroénym problémom a
zaoberalo sa nim velké mnoZstvo matematikov a ekonémov.

Najvacsim prelomom bol ¢lanok Blacka a Scholesa z roku 1973, oceneny aj No-
belovou cenou, v ktorom tito pani odvodili parcidlnu diferencialnu rovnicu pre cenu
eurépskej opcie. Tato rovnica bola pre call (kipnu) i put (predajni) opciu explicitne
vyriesena. V pripade americkej opcie, ktora umoznuje predc¢asné uplatnenie, je prob-
1ém komplikovanejsi a doposial nebol explicitne vyrieSeny, rovnako, ako nebol explicitne
popisany casovy priebeh hranice predc¢asného uplatnenia.

Black-Scholesov model je zaloZeny na mnozstve predpokladov, ktoré sa na trhu opa-
kovane ukazujui ako privelmi zjednodusujtuce. Na zéklade toho vzniklo viacero rozsiru-
jacich modelov odstranujucich niektoré z tychto nedostatkov.

Praca sa zaobera ocenovanim americkej opcie a najdenim jej hranice predcasného
uplatnenia v triede modelov, ktoré maja spolocnt vlastnost, Ze sa na ne da nazerat
ako na povodny Black-Scholesov model s doplnujicim predpokladom zavislosti vola-
tility ako funkcie premennych modelu. Zameriame sa pritom na RAPM model, ktory
odvodil Kratka ([11]) a zovSeobecnili ho Jandacka a Sevcovic ([9]). Model uvazuje o
transakénych nékladoch pri obchodovani a zaroven o riziku pri prinizkej frekvencii
obnovovania replikacného portfdlia.

V prvej kapitole predstavime teoretické zaklady pre ocenovanie opcii a zakladny
Black-Scholesov model. V druhej kapitole, odvolavajic sa na [21], odvodime RAPM
model a uvedieme dalSie zname modely s nekonStantnou volatilitou. Tretia kapitola
formuluje tlohu ocenovania americkej opcie pri modeloch s nekonstantnou volatilitou
do tvaru numerickej tlohy. V stvrtej kapitole popiseme algoritmus riesenia tejto tilohy,
uvedieme pritom aproximéaciu parametra Gamma jeho znamou hodnotou pre eurdp-
sku opciu. V piatej kapitole vypocitame z dat hodnoty parametrov RAPM modelu a

znazornime vplyv réznych parametrov na cenu a na hranicu pred¢asného uplatnenia.



1 Zaklady ocenovania opcii

Opcia je finan¢ny derivat, ¢ize finan¢ny nastroj odvodeny a viazici sa na urcité pod-
kladové aktivum. Poskytuje jej drzitelovi moznost, ale nie povinnost, toto podkladové
aktivum kupit ¢ predat za vopred uréent cenu (tzv. strike price alebo exercise price,
oznacujeme FE) a pocas vymedzeného ¢asového obdobia. Podkladovym aktivom méze
byt akcia, ale aj komodita, zahrani¢néd mena ¢i Tubovolny tovar alebo sluzba.

Opcie prirodzene vznikli uz velmi dévno, najstar$ia znama zmienka pochadza az
zo starovekého Grécka. Podla [19] uZ Aristoteles vo svojom diele Politika spomina
zndmeho tamojsieho filozofa a matematika, Talesa, ktory iidajne vedel odhadnut velka
urodu oliv omnoho skér nez ich pestovatelia. Kedze o¢akaval velky dopyt po ich lisovani,
kupil si od majitelov lisov vyhradné prava na lisovanie pocas sezény. Ked skutocne
prisla velkd Groda, tieto prava pestovatelom, ktori potrebovali olivy vylisovat, s velkym
ziskom predal.

Dalsi znamy pripad z histérie je z obdobia zndmej tulipanovej hortacky v Holand-
skom kralovstve pocas 17. storo¢ia. Vzhladom na velmi prudké a fazko predvidatelné
pohyby cien tulipanovych cibul sa ich pestovatelia poistovali pred ndhlym poklesom
cien ndkupom predajnych prav a naopak, obyvatelia si vo velkych objemoch kupovali

prava na nékup, ¢im sa poistovali proti zvyseniu ceny ([13], [19]).

Existuju teda dva zakladné typy opcii - opcie zaruc¢ujtice pravo nakupovat volame
call opcie; tie zarucujice pravo predavat sa nazyvaju put opcie.

Opcie slazia, ako sme videli na priklade z tulipanovej hortucky, na poistenie voci
riziku narastu (call) pripadne poklesu (put) ceny podkladového aktiva. Tak ako v pri-
pade Téalesa sltzia tiez na Spekulacie na trhu, najmé v pripade ze predpokladame urcity

Vyvoj ceny.

1.1 Clenenie opcii

V stcasnosti na trhu rozliSujeme viacero réznych stylov opcii, ktoré sa medzi sebou li-

Sia najmi v podmienkach na casové obdobie, kedy st uplatnitelné a v spésobe uréenia



ceny, za ktoru sa podkladové aktivum preda alebo kupi. Najcastejsim druhom obcho-

dovanych opcii st eurépske opcie a americké opcie:

Eurdépska opcia predstavuje pravo kipit (call) alebo predat (put) podkladové ak-
tivum vo vopred urc¢enom casovom okamihu 7', tzv. expiracia alebo maturita opcie, za
vopred urcent cenu FE - strike price.

Americka opcia predstavuje pravo kupit (call) alebo predat (put) podkladové
aktivum kedykolvek pred uplynutim vopred urceného ¢asového okamihu 7' - ¢&ize v
¢asovom intervale [0, 7], za vopred urcent cenu E - strike price.

Uvedené opcie sa stthrnne nazyvaju, pre ich jednoduchost, plain vanilla opcie. Dalsim
rozsirenym Stylom st 4zijské opcie, ktorych strike price nie je vopred urcené, ale pocita

sa ako priemernd cena podkladového aktiva za dané obdobie ([21]).

1.2 Ocenovanie opcii

Pri opciach, ako pri vSetkom, s ¢im obchodujeme, nés samozrejme bude zaujimat spra-
vodliva cena. Cenu opcie budeme oznacovat V' a bude funkciou ¢asu t, v ktorom cenu
ur¢ujeme, a ceny podkladového aktiva (v tomto Case) S.

Uvazujme pripad call opcie. Ak sa ju rozhodneme uplatnit, kupujeme aktivum v
hodnote S za cenu E. Nas vynos, nazyvajici sa aj vyplata, prip. payoff, je potom
rozdiel S — E. V pripade, ze hodnota aktiva je nizsia ako strike price, call opciu sa
uplatnit neoplati a teda jej vyplata ma hodnotu 0.

Celkovo teda mézeme vyplatu V(S) ako funkciu ceny aktiva vyjadrit nasledovne:

Vcall(S) = maX(O, S — E) = (S — E)+. (1)

Pre put opciu analogicky:

Vut(S) = max(0, E — §) = (E — S)*. 2)

Vyplatu je zvykom znazorniovat na takzvanom vyplatnom (payoff) diagrame v zévislosti

od S (obr. 1).



vyplata

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
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Obr. 1: Vyplatné diagramy call (vlavo) a put (vpravo) opcii pre E = 50.

1.2.1 Black-Scholesova rovnica

Dodnes najznamejsi na najrozsirenejsi model na ocenovanie opcii pochadza z roku
1973 od americkych ekonémov Blacka a Scholesa ([4]). Klu¢ovou myslienkou je hed-
ging (zaistenie voc€i riziku) opcie pomocou samofinancovaného portfélia zlozeného z
podkladového aktiva a bezrizikovych dlhopisov.

Pri odvodzovani rovnice vychadzali Black a Scholes z viacerych zjednodusujacich

predpokladov, pricom mnohé z nich nie st na skuto¢nom trhu realistické:

Brownov pohyb: Prvym z predpokladov je modelovanie ceny podkladového aktiva

S geometrickym Brownovym pohybom, teda

dS = pSdt + oSdw, (3)

pricom p je drift aktiva, o volatilita a w je stochasticky Wienerov proces - spojity

proces s nezavislymi, normalne rozdelenymi prirastkami ([16]).

Bezrizikova arokova miera: Dalej sa predpoklada existencia bezrizikového ak-
tiva so zndmym konStantnym vynosom r. Zaroven je mozné toto aktivum predavat a

nakupovat v Tubovolne velkych aj zlomkovych mnoZstvach.

Frictionless market: Takisto sa predpoklada, ze podkladové aktivum mdzeme na-

kupovat aj predavat v fubovolnych, dokonca zépornych (tzv. short selling) mnozstvach.
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Obr. 2: Dve ndhodné realizacie geometrického Brownovho pohybu pre y =1, 0 = 0.5.

S obchodovanim nie st spojené nijaké transakéné naklady a nemoze ovplyvnit cenu.

No arbitrage: Dolezity predpoklad znamenajtci, Ze na trhu nesmie vzniknit ar-
bitrazna prilezitost. To zarucuje, Ze dve bezrizikové stratégie s rovnakym ocakavanym

vynosom musia mat rovnaki cenu.

Za tychto predpokladov odvodili Black a Scholes pre cenu V' opcie v Case t, s podkla-
dovym aktivom s cenou S a volatilitou ¢ platiacim spojité dividendy s ro¢nou mierou
q a pri bezrizikovej irokovej miere r nasledovnu rovnicu:

oV o? ,0°V

ov
—_— — 2_ _— — — pum
5% T 5 S 552 +(r q)SaS rV =0. (4)

Hlavnou myslienkou ich odvodenia bolo vytvorenie tzv. replika¢ného portfélia, t.j. port-
folia, zlozeného z urcitych objemov penaznych dlhopisov a podkladovej akcie, ktorého
drzanie je ekvivalentné drzaniu opcie. ZlozZenie portfélia sa pre zachovanie tejto vlast-
nosti musi spojite v ¢ase prispdsobovat vyvoju ceny akcie. Je vSak samofinancované,
¢o znamena, ze tieto Upravy spojité v Case nepredstavuju ziadne dodatocné naklady.
Portfélio sa zostavi tak, aby jeho cena bola v kazdom okamihu deterministicka, t.j.
nezavisela od diferenciadlu wienerovho procesu dw. Tento pristup sa nazyva d-hedging,

pretoze dolezitym zaverom je, Ze pre pocet podkladovych akcii § obsiahnutjch v port-

oV

féliu plati 6 = —55.



RieSenie tejto rovnice nie je jednoznacné, jednoznacnnost si vyzaduje dodat navyse
koncové podmienky. V pripade eurépskej opcie je koncovou podmienkou na cenu jej
vyplata. Z predpokladu ,,No arbitrage”totiz plynie, Ze v okamihu expiracie ma opcia
presne taka cenu, ako velky je jej, uz znamy, vynos. Pre call opciu méame teda navyse

koncovi podmienku:

V(S,T) = Vear(S) = (S — E)*. (5)

RieSenie rovnice je v tomto pripade zname ([21]), d4 sa explicitne vyjadrit:
Vot (S.8) = Se™™T"ON(dy) — BEe™ ™" "IN(dy), (6)

pricom N(-) je hodnota kumulativnej distribu¢nej funkcie normovaného norméalneho

rozdelenia dana integralom

a di a dy sme oznacili vyrazy

(r— g+ %) (T —t) + log(S/E)
oI —t ’

dlz

dgzdl—a\/T—t. (9)

Takisto je zname rieSenie rovnice pre eurépsku put opciu, lahko sa vypocita z rovnice

put-call parity, odvodenej napriklad v [16].

1.2.2 Formulacia ulohy pre americké typy call opcii

Americké opcie st dnes, ¢o sa obchodovania na akciovych trhoch tyka, podstatne rozsi-
renejsie ako ich eurdpske néprotivky ([18]). Okrem moznosti uplatnit ju v ¢ase expira-
cie tak ako eurépsku, dédva americké opcia pravo uplatnenia naviac aj v ktoromkolvek
okamihu dovtedy. V porovnani s eurépskym typom teda poskytuje prava (no nie po-

vinnosti) navySe a jej cena urcite bude najmenej taka, alebo vyssia.



Podobne, jej cena nikdy neklesne pod hranicu vyplaty - ak by sa tak stalo, bolo by
mozné si opciu kupit a ihned uplatnit s vysSou vyplatou, ako bola jej cena. Znamenalo
by to arbitrdznu prilezitost - a teda zvySeny dopyt by cenu vytladil spét na hodnotu
rovnu vyplate.

V pripade americkej call opcie bude zaujimavy len pripad ¢ > 0, teda pripad, kedy
podkladova akcia vyplaca nenulové dividendy. V opacnom pripade, teda ak ¢ = 0, da

sa ukazat ([21]), ze

VEU = SN(dy) — Ee "TIN(dy) > (S — E)™, (10)

call

teda cena eurdpskej opcie je vidy vyssia ako jej vyplata. Kedze VU9 > VFU  cena
americkej opcie je takisto vzdy vysSia ako je jej vyplata, uplatnit ju predéasne nemé
zmysel - drzitel by sa pripravil o rozdiel. Takito americki opciu bude jej majitel vzdy
drzat az do expiracie, ¢o ju robi identickou s eurépskym néprotivkom a vieme ju ocenit
explicitnym analytickym vzorcom (6).

Ak q > 0, z analytického vzorca pre vypocet ceny eurdpskej opcie vyplyva:

pricom druht rovnost ziskame vyuzitim nasledovnych tvrdeni:
lim d; = lim dy = 400, (12)
S—o0 S—o0
hodnota distribu¢nej funkcie norméalneho rozdelenia mé podla [10] v 400 limitu
lim N(z) =1 1
lim N(z) =1, (13)

a vdaka konstantnosti ¢itatela vzhladom na S

lim ——— =0. (14)

PretoZe limita zachovava nerovnost, zo vztahu (11) plynie, ze od nejakého dostatoéne

9
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Obr. 3: Porovnanie cien americkej a eurdpskej call a put opcie pre akciu vyplacajicu, resp. nevyp-

lacajucu dividendy. Vidime, ze v pripade call opcie a nulovych dividend je cena oboch typov opcii

identicka, pri kladnych dividendach uz cena eurdpskej pretne vyplatny diagram. Pre put opciu cena

eurdpskej opcie pretne vyplatny v kazdom pripade a jej cena sa bude od americkej vzdy lisit.
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velkého S musi byt cena eurdpskej opcie s pokladovou akciou vyplacajicou dividendy

nizsia ako je jej vyplata, teda chl[l]

< S — E. Podobne by sa dalo uvazovat aj pre put
opciu, kde navyse cena eurépskej opcie pretne vyplatny diagram bez ohladu na to, ¢
sa vyplacaja dividendy, alebo nie.

V uvedenych pripadoch nebudeme americki opciu nutne drzat az do maturity, pre-
toze by to znamenalo opit jej identickost s eurépskou. Potom by vSak jej cena, vy-
chadzajuc z predoslého odstavca, mohla pre ur¢ité hodnoty S klesnif pod hodnotu jej
vyplaty, ¢o, ako sme uz uviedli, pre americki opciu nie je pripustné. Jej cena je preto

ostro vyssia ako cena eurdpskej opcie.

Aby sme vedeli rozlisif pripady, kedy je rozumné opciu podrzat a kedy naopak
uplatnit, zavddzame pojem hranica pred¢asného uplatnenia americkej opcie, oznacu-
jeme S¢(t) (obr. 4). Pochopitelne, tato hranica je funkciou ¢asu, ¢im sme blizsie k ¢asu
expiracie, tym viac sa blizi k hodnote strike price. Jej priebeh pre call a put opciu
znazornuje

Ak je cena opcie vyssia ako jej vyplata, opciu sa neoplati uplatnit (ich rozdiel by bol
stratou drzitela). Naopak, ak je cena opcie rovna vyplate, opciu nemé zmysel dlhsie
drzaf, v pripade jej drzania by sa majitel pripravil o pripadné dividendy. To znamena,

Ze opciu je racionalne uplatnit prave vo chvili, kedy jej cena je rovna vyplate.

40 : : : : 50
40
30}
30 |
> 20} >
20 |
10 |
10}
0 0
0 100 0o S 50 100 150

Obr. 4: Znazornenie hranice pred¢asného uplatnenia Sy (t) v ¢ase ¢ pre call (vlavo) a put (vpravo)

opciu. V oboch pripadoch je to hraniény bod, kde V(S (t)) = V(9).
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Obr. 5: Casovy priebeh hranice predéasného uplatnenia call opcie. Hranica je v ¢ase klesajica a v
¢ase maturity ¢ = T je hranica rovna hodnote strike price E. Ak je cena S v ¢ase t nizsia ako hranica
Sy (t), €o zodpoveda Casti priestoru pod grafom hranice, opciu drzime. Naopak, ak je S > S;(t), teda

v priestore nad grafom hranice, opciu uplatiiujeme.

Zhrnieme defini¢né vlastnosti hranice pred¢asného uplatnenia (pre americka call

opciu):

o Ak S < Sf(t), oplati sa opciu drzat a plati V(S,t) > (S — E)*. V takom pripade

budeme dalej oceriovat opciu pomocou Black - Scholesovej rovnice.

e Ak S > S¢(t), opciu uplatnime a teda plati V(S,t) = (S — E)* (nizsia byt cena

nemoze, ako sme uz zdovodnili).

Riesime teda nasledovnt parcialnu diferencialnu rovnicu:

—+ =S+ (r—q)S—% — 1V =0, (15)

pre t € [0,T], S € [0, S¢(t)], s koncovou podmienkou danou

V(S.T) = (S - E)", (16)

a okrajovymi podmienkami:
V(0,t) =0, (17)
V(Sy(t), 1) = Sp(t) — E, (18)
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T (Ss0.0) = 1. (19)

Prva okrajova podmienka hovori, Ze cena podkladového aktiva klesne na nulu, t.j. neméa
ziadnu hodnotu, preto sa s nim uz neobchoduje a teda call opcia nebude uplatnitelna
(S =0 < E), jej hodnota je nulova.

Druha podmienka prirodzene vyplyva z toho ako sme definovali hranicu Sy ak sa
cena podkladovej akcie dostane na jej tiroven, ma opcia hodnotu rovni vyplate.

Tretia je skor technického charakteru, hovori o C!' hladkom napojeni funkcie ceny na
linearnu funkciu vyplaty, navyse, bez nej by riesenie systému nebolo jednoznacné. Kwok
v [12] ju odvodzuje s interpretéciou, Ze cena americkej opcie by mala byt maximom z
cien bariérovych up-and-out opcii cez vSetky spojité bariéry n v ¢ase urcujice hranicu
predcasného uplatnenia:

VAR(S.1) = max V(S t:m). (20)

call

kde V (S, t;n) je rieSenie tlohy (15)-(19), pricom S () je v nej nahradené n(t).
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2 Nelinearne modely

Black - Scholesov model mé niekolko velmi zjednodusujtcich predpokladov. Ci sa jedna
o nulové transakéné naklady, absencia spétnej viazby trhu, alebo int1 z vlastnosti zaklad-
ného modelu, na readlnom trhu su tieto predpoklady neustale porusované, ¢o prirodzene
vedie k snahe model rozsirit tak, aby odrazal skutocné vlastnosti trhu. Za nieco vySe
40 rokov od odvodenia povodného modelu Blackom a Scholesom v [4] a su¢asne Merto-
nom v [17] ich vzniklo viacero, v tejto ¢asti prestavime niekolko z nich. Zameriame sa
pritom najmi na RAPM model, ktory v dalSich ¢astiach pouZijeme na najdenie ceny

aj hranice predcasného uplatnenia americkej call opcie.

Zaujimavou spolo¢nou vlastnostou nasledovnych modelov je, Ze na vSetky sa z mate-
matického hladiska da hladiet ako na modifikidciu pdvodného modelu, pri¢om sa zmeni
iba volatilita, 0. T4 nebude viac konstantna, ale bude funkciou ¢asu, samotnej ceny
opcie a Casto tiez jej druhej derivacie podla ceny podkladovej akcie, znamej ako pa-
rameter I' (Gamma) opcie. Samozrejme, bude zavisiet aj od konStantnej historicke;j

volatility, ktorti budeme odteraz oznacovat symbolom &.

2.1 RAPM model

Pre nas najzaujimavejsim z modelov s nekonstantnou volatilitou bude RAPM, teda
Risk-adjusted pricing methodology (Metéda ocemovania prispdsobené riziku), ktory
odvodil Kratka v [11] a podrobnejsie ho skiimali v [9] aj Jandacka a Sevcovié. Jeho
zékladom je predpoklad transakénych nakladov, ktoré sposobuji dvojaky problém: na
jednej strane, nie je mozné spojito prisposobovat replika¢né portfélio, pretoZze by to
viedlo k nekonec¢nym transakénym nakladom, na strane druhej vsak v ¢ase medzi dvomi
diskrétnymi replika¢nymi transakciami vznika riziko nekrytého (volatilného) portfélia,
teda riziku, Ze dojde k vyraznej zmene ceny a viac nebude mozné replikovat opciu
bez dodatocnych nakladov. RAPM potom minimalizuje celkové riziko dané stctom
jednotlivych prémii za riziko transakénych nakladov a nekrytého portfélia.

Podobne, ako pri pévodnom Black-Scholesovom modeli, uvazujme portfélio pozos-
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tavajuce z jednej opcie a ¢ akcii:
[M=V+4S. (21)

Z pohladu vypisovatela, ktory vymenou za vypisanie vlastni I kusov bezkupénovych
jednotkovych dlhopisov vyplacajicich tirokovii mieru r, mozno argumentovat, Ze hod-
nota jeho majetku sa zvysi v priebehu casu At o aroky rIIAt a znizi o dividendy, ktoré

vyplati drzitelovi portfélia za akciu v hodnote S, teda §SqAt, forméalne
All = rIIAt — §SqAt. (22)

Tento pristup vsak neuvazuje prave dve zmienené rizika, ktoré sa k nemu viazu -
transakéné naklady a volatilné portfélio. Zahriime ich do modelu pridanim dalsich

dvoch ¢lenov na stranu nakladov pre vypisovatela:

o r7cSAL, kde rpe oznacime jednotkovu rizikova prémiu za transakéné naklady

(transaction costs),

o rypSAL, kde ryp oznacime jednotkovu rizikovi prémiu za nechranené portfélio

(volatile portfolio).

Diferenciél (22) bude teda v RAPM modeli rozsireny do podoby

All = rIIAt — (55th — (TTC + TVP)SAt. (23)

V nasledujucich castiach odvodime modely pre vypocet vysky jednotlivych riziko-

vych prémii rr¢ a ryp.

2.1.1 Transak¢éné naklady

Na trhu ma kazdé aktivum dve rézne ceny: ponuku (bid price), ozna¢ime Sy;4, Co je
suma za ktort moézeme aktivum predat a dopyt (ask price), oznac¢ime Sy, za ktora
je mozné aktivum kupit, pri¢om, pochopitelne, S, < Spq, inak by na trhu vznikla
arbitrazna prilezitost. Na modelovanie transakénych nakladov sa odvolame na pristup

Lelanda z [15]. Nech S oznacuje stred medzi ponukou a dopytom, S = %, potom
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Sask - Sbid
S

oznacuje naklady na kipu a nasledny predaj daného aktiva na jednotku jeho strednej

C = (24)

ceny.
Ak budeme na chvilu uvazovat o nulovych nakladoch nekrytého portfélia, t.j. ri,p = 0,

plati pre zmenu portfélia II:
All = rIIAt — 6SqAt — rpe SAL. (25)

Celkové transakéné naklady za ¢as At buda sic¢inom polovice jednotkovych transa-
kénych nakladov % (pretoZe bud sa jednd len o ndkup alebo len o predaj, nemé zmysel
zaroven predavat a nakupovat rovnaké aktivum v jednom c¢asovom okamihu) s obje-

mom obchodovanych aktiv |Ad| a ich strednou cenou S, teda

rreSAt = %|A5|S. (26)

Ostéva urcit hodnotu |Ad|. Ako vieme (napriklad zo [16]), pri replikécii opcie pomocou

0-hedgingu je § = —g—g. Potom Ad moézeme aproximovat vyrazom
00 0?V
A~ —AS =——-AS. 2
o a8 S 052 5 (27)

Vyuzime predpoklad geometrického Brownovho pohybu ceny S a za AS dosadme vztah

AS = uSAt + S Aw. (28)
Dostavame
9?V o*V
Ad =~ ————uSAt — —6SAw. 2
J 52 uSAtL 532 dSAw (29)

Leland v [15] ukézal, Ze ¢len rddu At moZeme zanedbaft, ponechdme len ¢len obsahujtci
Aw ~ N(0,At) = /At-N(0, 1), ktory je priblizne rddu (At)'/2. Takisto pre dostato¢ne

malé At navrhuje |Aw| nahradit jeho strednou hodnotou:
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Aw| ~ E|Aw| = \/E/ 2| f(2)dz, (30)

z2
kde f(x) = \/%76_7 je hustota normalizovaného normalneho rozdelenia N (0, 1). Vzhla-
dom na absolitnu hodnotu je vhodné integral rozdelit na dve ¢asti, na intervaly
r € (—o00,0] ax € [0,00). KedZe f(x) = f(—=x), ich hodnota je rovnaka a teda staci

pocitat na kladnom podintervale:

2
T
e 2dx

1
J V2
o7 2
= —At/me T dx. (31)
T
0

Substituujme v = —%-, du = —xdzr v hraniciach 0 a —oo. Ich vymenou napokon

VAL 7 |z| f(z)dx = 2\/A_t7xf(x)dx = 2\/A_t793

—0o0

dostaneme :

0
0
E|Aw| =4/ zAt / e"du = 4/ zAt {e“} = zAt. (32)
m m _ 7r

e}

Dosadenim vysledku (32) do (29) ziskame aproximaciu hodnoty |AJ]:

551/ 2At, (33)
T

a konecne, po jej dosadeni do (26) dostavame:

v

|AS| ~ 532

v
052

T’TcSAt = g

6524/ EAt, (34)
™

z ¢oho vieme vyjadrit findlnu podobu jednotkovej prémie za transakéné naklady rrc

nasledovne:
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2.1.2 Volatilné portfdlio

V tejto Casti sa pokisime ocenit riziko spojené s tym, Ze portfélio v ¢ase medzi dvoma
transakciami nereplikuje opciu, ktorej cena sa neustale meni, presne. Toto riziko vedie,
podobne ako transakéné néklady k tomu, Ze vypisovatel opcie si zan vypyta prémiu,

teda zvysi cenu. Riziko bude tym vyssie, ¢im je portfdlio volatilnejsie. To budeme merat

All

pomocou variancie relativnych prirastkov portfélia Var ( S

) za Casovy usek At a ryp
od neho bude zavisief priamo.
Ak R oznac¢ime konstantny koeficient prémie za riziko, potom celkovi prémiu vola-

tilného portfélia budeme pocitat nasledovne:

Pocitajme diferencial nasho stochastického portfélia Il = V 4+ JAS pomocou zname;j
Itovej lemy ([16]), ktora sa vyuziva aj pri odvodeni Black-Scholesovej formuly. Pritom

opét vyuzijeme predpoklad geometrického Brownovho pohybu AS = uSAt + 6SAw:

8H 8 (9 , 011
v oV . av 282v )

Cleny radu At, teda %‘t/ At+uS (av + 5) At, st deterministické, t.j. ich stredna hodnota

je rovnd im samym. Preto pri vypocte rozdielu AIl — E(AII) sa odpocitaji a ostane:

0*V
05?2

AII-E(AII) = S (a_v + 5) (Aw— E(Aw))+ 52

a8 ((Aw)z —E [(Awﬂ) : (38)
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Vyuzime jednu z definiénych vlastnosti Wienerovho procesu ([21]), ktora hovori, ze
Aw ~ N(0, At). Potom E(Aw) = 0 a Var(Aw) = E [(Aw)?] = At. Po¢itajme rozdele-

nie vyrazov:

Aw — E(Aw) ~ VAt - N(0,1) (39)
(Aw)?* — E [(Aw)?] ~ At - (N(0,1))* — At. (40)

Dosadme tieto vysledky do (38), ziskame rovnost

% 2 20V
ATl — E(AIT) = 65 (% + 5) ¢\/_+ 5 5% 55 (0"~ DAL, (41)

kde ¢ je ndhodna premenna s normalizovanym normalnym rozdelenim N (0, 1). Vdaka

AIL

= nasledovne:

nej vieme dopocitat varianciu

Var (ﬂ> = ;21[43 ((AIl — E(AIT))?)

S
Lo (o5 (2 +5)ovms o uar)) . o

Opit vyuzime vysledok d-hedgingu § = as, po jeho dosadeni sa vyraz zjednodusi na

tvar

vor () = (( 57 (07 - 1>At)2>
Lot (20 e -1
1
2

. 2V’
—0'452 (W) (At)2, (43)
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Obr. 6: Zavislost jednotlivych jednotkovych rizikovych prémii od ¢asu medzi obnoveniami replikacného

portfélia At (rpe ¢iarkovanou ¢iarou, rre bodkovanou

kde v poslednej rovnosti sme vyuzili, ze stvrty centralny moment normovaného nor-
mélneho rozdelenia ma hodnotu 3 ([23]), ¢ize E((¢* — 1)?) = 2.

Napokon teda ziskavame hodnotu jednotkovej prémie za riziko volatilného portfélia:

174 All
ryp = R—WA(tS ) _ ;R e <ZS‘£> At (44)

2.1.3 Odvodenie nelinearnej Black-Scholesovej rovnice pre RAPM

Pripomenme, zZe celkovt prémiu za riziko sme definovali ako sti¢et prémii za transakéné
naklady a nekrytého portfélia. Rizikovo averzny investor sa snazi minimalizovat cel-
kové riziko, pricom jeho velkost ovplyviiuje prostrednictvom ¢asu medzi jednotlivymi
replikaciami At, od ktorého zavisi ako rr¢, tak aj ryp, rrc vSak s rasticim At klesa,

kym 7y p rastie. Chceme teda riesit minimaliza¢ni tlohu:

: o1 s [O°V
HiltanC"i_TVP \/_‘(952 \/Kt—l- R S (aSQ) At. (45)
Z podmienky prvého radu dostavame derivovanim podla At:
1 C |0V 1 oV
— = 5 R 1s° = 0. 46
2\2r | 052 |77 (A 2 <852> 1o
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Obr. 7: Celkova prémia za riziko rpc + ryp v zavislosti od ¢asu medzi obnoveniami portfélia At a

minimélna hodnota At.

Z tohto vyrazu po vyjadreni At ziskame nasledovnii optiméalnu hodnotu ¢asu obno-

vovania portfélia

At = (\/%R)g 52(S \162V B (47)

852

Vypoditajme celkovii prémiu za riziko dosadenim optimélneho ¢asu naspit do rovnice

(45), po tpravach vyjde:

~ — 3 (C?R\?
TTc(At) +7"VP(At) = 5 ( ) (3'2

(48)

Teraz ostéava uz len postupovat podobne ako pri odvodeni klasickej Black-Scholesove;
rovnice, aplikovat Itovu lemu na funkciu ceny opcie V' (S, t), vyuzit predpoklad geomet-
rického Brownovho pohybu S, predpoklad d-hedgingu a rovnicu (23) pre diferencial
portfélia so zahrnutim prémii za rizikd a podla [9] dostaneme Black-Scholesovu rov-
nicu v tvare

oV N % 0%V ov

; 75 W""(T_Q)Sﬁ_Tv+(TTC+TVP)S:0- (49)

Nakoniec dosadenim optimalnej hodnoty r7c + ryp vypocitanej v (48) a tGpravami

dostaneme finalnu Black-Scholesovu rovnicu pre RAPM model:
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Wl

o &2, 92V ov
>t 5S <1+u(5r) >@+(T—q)5%—ﬂ/—0, (50)

kde sme zaviedli oznacenie

C2R\ 3

=3 ( 5 ) (51)
o o’V
~ a5y

Ako sme uviedli v ivode tejto casti, model vieme matematicky reprezentovat ako

(52)

modifikadciu pévodného Black-Scholesovho modelu, pricom sa zmeni len volatilita o,

ktora nebude konstantna, ale bude funkciou
o=0o(S,I'T —1). (53)

V nasom pripade vidime, Ze rovnica (50) méa tvar klasickej Black-Scholesovej rovnice
ked o2 bude v tvare
0% = 5 (1 + M(SF)§> . (54)
V pripade, ze uvazujeme nulové rr¢ aj ryp, ¢ize konstanty C' = 0 a R = 0, potom aj
=0 a dostaneme o = &, takze rovnica sa zjednodusi na pévodnu Black-Scholesovu.
Uvedomme si, ze vzhladom na to, Ze sme uvazovali o rizikovych prémiéch, ktoré si

bude pytat vypisovatel, rieSenim tejto rovnice bude ask cena opcie (dopytova).

2.2 Dalsie priklady modelov s nekon$tantnou volatilitou

V kratkosti uvedieme dalSie modely, ktorych spolo¢nou ¢rtou je modifikacia volatility

z konstanty na funkciu.

Lelandov model

Model odvodil Leland ([15]) v roku 1985, neskdr bol zovSeobecneny v [8]. Rozsiruje
Black-Scholesov model o transakéné naklady. Vzladom na to, Ze pri odvodeni transa-
kénych nakladov modelu RAPM sme pouzili Lelandov pristup, v Lelandovom modeli
vyjde ich miera identicky ako v rovnici (35). Opéf treba maf na pamiiti, Ze sme odvé-

dzali ask cenu opcie. Volatilita ¢ ma tvar
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0 = 6% (1+ Lesign(T)). (55)

Konstanta Le sa nazyva Lelandovou konstantou, prip. Lelandovym ¢islom a mé hod-

notu

. \/5 C
e =14/ — .
T 6/ At

Hodnota I' bude v pripade eurépskych aj americkych put i call opcii vzdy kladna pre
vietky S > 0 (eurdpska opcia) resp. S € (0, S¢(t)) (americkd opcia) a t € [0,T), preto
sign(I") (signum - znamienkova funkcia) bude v tychto pripadoch vzdy rovné 1 a vyraz

sa zjednodusi.

Model Freya a Stremmeho

Frey a Stremme sa v [7] zamerali na modelovanie spitnej véizby trhu. Black-Scholesov
model predpokladd, Ze investor moze nakupovat a predévat v lubovolnom okamihu Tu-
bovolné mnozstvo aktiva a navyse, za dani cenu, ktord sa touto transakciou nezmeni.
Frey-Stremme model uvazuje o velkom investorovi, ktory replikovanim opcie moze zme-
nif cenu podkladového aktiva.

Volatilita ma v tomto pripade podobu

02 =62 (1= p\(S)ST) 2, (56)

kde p je kladna konstanta a A\(S) > 1 je konvexnd funkcia. Pre tento model sa podarilo

odvodit explicitné rieSenie v [5].

Barles-Sonerov model

Barles a Soner v [3] do modelu okrem transakénych nékladov zahrnuli aj preferen-
cie investora v podobe funkcie uzitocnosti. Za predpokladu, ze podkladové aktivum
nevyplaca dividendy, teda ¢ = 0, odvodili Black-Scholesovu rovnicu s volatilitou v

tvare

0® =67 (1+U(a®e"ST)), (57)

23



kde a oznacuje investorovu averziu k riziku a pre ¥ plati obycajna diferencialna rovnica

, (58)

s pociato¢nou podmienkou ¥(0) = 0. Numerickym rieSenim pomocou metdédy kone-

¢nych diferencii sa zaobera [6].
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3 Formulacia numerickej lohy

Pripomenme formuléciu tlohy, ktortt sme odvodili pre americkt call opciu pomocou
konceptu volnej hranice pred¢asného uplatnenia, avsak uz s nekonstantnou volatilitou:
oV a*(S,T,t) ,0*V oV

R 2 —_— — — pr—
8t+ 5 SaS2+(r q)SGS rV =0, (59)

pre t € [0,T], S € [0, S¢(t)]; s termindlnou podmienkou

V(S,T) = (S — B)*, (60)
a okrajovymi podmienkami:
V(0,t) =0, (61)
V(Sy(t),t) = Sp(t) — E, (62)
g—g(sf(t),t) ~1. (63)

3.1 Transformacia na ulohu v tvare nelinearnej komplemen-
tarity

Hlavnou myslienkou odvodenia formulécie Black-Scholesovej rovnice v tvare tlohy neli-
nearnej komplementarity je takzvana Black-Scholesova nerovnost, ktora plati v pripade
americkej opcie na celom intervale S € (0, 00). Predpokladajme r > ¢ > 0. Nerovnost
ma tvar

oV %S, T,t) ,0*V ov

— 2 —q¢)S— —rV <0. 4
8t+ 5 SaSz—l—(r q)SaS rV <0 (64)

Tato nerovnost je celkom prirodzena - za hranicou pred¢asného uplatnenia pricha-
dzame totiz o dividendy v pripade drzania opcie. Zaujimava bude iba oblast S €
[Sf(t),00), na intervale S € (0, S¢(t)), ako sme uz skor zdévodnili, bude mat opcia cenu
splifajiicu priamo Black-Scholesovu rovnicu, ktor4 je silnejsia ako nerovnost (64). Na in-

tervale S € [S(t), 00), priamo z definicie hranice Sy vyplyva V(S,t) = S — E, Vt € [0,T].
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Chceme teda dokézat, Ze

oV OV oV
TR S a5z P —a555 =Vl s 5 =0 (65)
S>Sf(t)

Postupujme podobne ako Sevéovié v [20]. Po dosadeni a néslednej tiprave sa vyraz

zjednodusi:
ov o ,0°V oV
o T —S 52 T (r— q)S% —rV Vs (r—q)S—r(S—E)
S>Sf(t)
=rk —qS
<7rE — qS¢(t). (66)

Staci uz len dokézat rE — ¢Sf(t) <0, alebo ekvivalentne S(t) > TE , Vt €[0,T].

Derivujme okrajovii podmienku (62) podla ¢asu a néasledne upravme:

V(S5(t),1) = Sy (1), (67)
O ss0.0 510 1 Wi .0y = 10 )
dSCJ;t(t) (1 — %(Sf(t),t)> aa‘t/ (Sg(t),1). (69)

Teraz do rovnice (69) dosadime tretiu okrajovii podmienku (63), ktoréd mé tvar 2% (S (), t) =

1, tym padom nam ostane zaujimavé rovnost

(50,0 =0 (70)

Vdaka spojitosti ceny V' a vdaka tomu, Ze limita zachovéva spojitost, mozeme tvrdit,

ze Black-Scholesova rovnica plati aj pre S — S¢(t), ¢ize

TV (55(0).0) + 01 L2 (S50).8) + (1 — a)Sy(0) T (Sy(0).) — vV (S (6).8) =

(71)
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Dosadenim okrajovych podmienok (62), (63) a odvodenej rovnosti (70) a naslednou
upravou:

aSy(0) v = 5,22V ((0).0) > 0, (72)

pricom posledna nerovnost vyplyva zo zrejmej nezdpornosti I' v okoli Sy(t).

Tym sme dokézali Black-Scholesovu nerovnost (64) (pre call opciu), pri¢om rovnost
nastéva pre S € (0, S;(t)). Zaroveii, uz skor sme zd6vodnili nerovnost V (S, t) — V(S),
ktora naopak plati pre S € [Sf(t), 00).

Tieto zévery sa daji zhrniat do tlohy v tvare nelinedrnej komplementarity nasle-

dovne:

oV o*(S,T,t) ,0*V ov

— —)S— —rV <

BT + 5 S 532 + (r q)SaS rV <0, (73)
V(S,t) —V(S) >0, (74)

OV 02(S,D,t) L,V oV
<W+ 7 Vg T

Obdobne sa da postupovat pre put opciu, pre ktort sa takisto da dokazaf Black-
Scholesova nerovnost, a preto je tiez rieSenim tlohy nelinedrnej komplementarity (sa-

mozrejme, s rozdielnou vyplatnou funkciou V(S) = (E — S)*).

3.1.1 Penalizovana uloha

Uloha v tvare nelineanej komplementarity sa dé este preformulovat, a to do tvaru pe-
nalizovanej tlohy (penalty formulation), kde namiesto dvoch nerovnic a jednej rovnice
dostéavame iba jedint rovnicu. Myslienkou je pridat do Black-Scholesovej rovnice ¢len,
ktory bude zvolenym koeficientom P > 0 penalizovat, ak V(S,t) < V(S). Rovnica

vyzera nasledovne:
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oV o2 OV oV .
N + ?S 2 + (r — q)S% — 7V + P - max (V(S) - V(S, t),O) =0, (76)

pricom maximum sa aplikuje po zlozkach.

KedZe vyraz P - max (V(S) - V(S, t),O) je nezdporny, mame zaruceni platnost
Black-Scholesovej nerovnosti (73).

Pre hodnoty S, pre ktoré V(S) < V(S,t), zodpovedajtice (pre call opciu) S < S (),
je P-max (V(S) —V(S,1),0) = 0, takZe riesime samotnt Black-Scholesovu rovnicu,
¢o je konzistentné s nasim modelom hranice predcasného uplatnenia. Pozrime sa, ako

je to v pripade, ze V(S) > V(S,t). Potom zarucene

v o* ,0°V oV

Tl () S — . 7

8t+25852+(r q)SaS rV <0 (77)
Vyraz %—‘; + %252‘;% +(r—gq)S g—g — rV dosahuje maximalnu hodnotu 0 pre eurépsku

opciu a ako sme videli v (66), pre V = S—FE, t.j. V(S) = V(S, ), je jeho hodnota rovna
rE — ¢S < 0. Pre V(S) > V(S,t) mdze nadobtidat hodnoty z intervalu (rE — ¢S, 0).
Vhodnou volbou konstanty P > 0 moZzeme teda hodnotu V' (S) — V(S,t) ohranicit:

_ qS —rk

V(S) - V(s,t) < B (78)

Specialne pre P — oo V(S) — V(S,t) — 0 a teda st asymptoticky splnené aj rovnice

(74) a (75) formulacie v tvare nelinedrnej komplementarity.

3.2 Transformacia suradnic

Pre dalsie pokracovanie k numerickému rieseniu tlohy néjdenia hranice predc¢asného
uplatnenia bude vyhodné spravit transforméaciu ¢asu na c¢as do maturity a ceny pod-
kladovej akcie na logaritmicka cenu nasledovne:

r=T—t rel0,T], (79)
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P=0, P=1000 P=1
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Obr. 8: Na obrazkoch st zndzornené riesenia V(S,t) penalizovanej tilohy pre rozne hodnoty koefi-
cientu P. Na obrazku vlavo hore, ak P = 0, tloha sa stdva klasickou Black-Scholesovou parcidlnou
diferencidlnou rovnicou, takze rieSenim je cena eurépskej opcie. Naopak, ked P = 1000, penalizé-
cia je dostatocne vysoka, aby vyslednd cena bola takmer identickd s cenou danou rieSsenim tlohy
(ne)linearnej komlementarity. Na dalsich dvoch obrézkoch vidime porovnanie tychto rieSeni (tensia
Ciara) s rieSeniami pre P = 1 a P = 20 (hrubsia ¢iara). Na poslednom je detail rieSenia pre P =20 v

okoli hranice pred¢asného uplatnenia.
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z=1In (%) . z € (—00,00). (80)

Funkciu ceny opcie v transformovanych stradniciach oznac¢ime (-, -),
w(z,7) =V(Ee*, T — 7). (81)
V literattre ([21]) je uzitoénym zvykom spravit nasledovni transforméciu ceny opcie:
u(z,7) = Ee® PV (S, 1), (82)

kde « a (§ st parametre transformacie zvolené Specialne tak, aby transformovana Black-
Scholesova rovnica nadobudla tvar rovnice vedenia tepla. V naSom pripade takato
transformécia nebude vyhodna, o a [ totiz zavisia od hodnoty &, ktora je funkciou
druhej derivacie ceny. Sposobilo by to tak komplikacie na okrajoch mriezky numericke;j
schémy.

Vypocitajme transformaciu Black-Scholesovej rovnice pri novych stiradniciach. Jed-

nodlivé derivacie maju tvar:

v 8ud_7' ou

o ardi = or (83)
oV Oudx Ou 1
- - _ 7 - 4
0S  0rdS Ox Ee*’ (84)
2 P 1 -1
o‘V  0%u ou (85)

057 ~ 022 (Ee)? | 0z (Eer)?’

Navyse, transformovand vyplatna funkcia, pre ktora zavedieme oznacenie g(-), vyzera

pre call opciu nasledovne:
g() =V(S)=(S—E)" = E(e" —1)". (86)

Variancia pre RAPM model dand vyrazom (54) m4 transformovani hodnotu vyjadren:

ot =¢° (HM{(E;) (%_%ﬂé)' &)
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Napokon, Black-Scholesova rovnica bude po transformécii v nasledovnom tvare:

—@—i- 02 (T, Upy — Ug, T) [ Ou B @ L >@ B
or 2 or? Ox o ox e
ou 0'2(1'7UII — uamT) a2u ( 0-2(xvuacac - uIaT)) u

—5 + 5 T 5 5y U= 0. (88)

3.3 Diskretizacia metodou konec¢nych diferencii

Numerické rieSenie si vyzaduje, vzhladom na charakter samotného pocitaca, uréiti dis-
kretizaciu. V tejto Casti, vychadzajtc zo [2], predstavime koncept koneénych diferencii
ako metédu na numerick aproximaciu derivacii a vdaka tomu rieSenie (parcialnych)
diferencidlnych rovnic. Odvodime diskrétnu formu Black-Scholesovej rovnice v trans-
formovanej podobe (88).

Cena opcie u sa nachddza v priestore danom c¢asovou a priestorovou premennou
u: (—00,00) x [0,T] C R? - R. Definicnym oborom je ¢ast roviny, tit budeme chciet
pokryt mriezkou bodov, z ktorych v kazdom budeme poznat hodnotu funkcie u - redlne
¢islo.

Kazdy z mrezovych bodov je jednoznac¢ne urceny dvojicou bodov (z;,7;), pritom,

uvazujuc priestorovy krok velkosti h a ¢asovy krok k:

Ty = i,h, Ty € (—O0,00) = 0= ;—3,—-2,—-1,0,1,2,3,---, (89)
Tj:jka TJE [07T] = 3207172737”' 7?' (90)

KedZe pri implementécii musi maf mriezka aj v priestorovom rozmere kone¢ny pocet
bodov, zvykne sa ohrani¢it dostatocne Sirokym intervalom x € [—L, L], kde potom
i’ = _TL ey, —3,—2,-1,0,1,2,3, ..., % Oznac¢me n = % am = % premenné urcujuce
rozmer mriezky, dany (2n 4+ 1) x (m + 1). Z praktickych dévodov zavedieme index i,

i =1 + n tak, aby nenadobudal zdporné hodnoty, potom
r;=(t—n)h, z; € [-L,L],i = 0,1, 2, ..., 2n. (91)
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Dalej, vypocitanu aproximaciu hodnoty funkcie v v bode danom i, j oznac¢ime

1

Odvodme teraz prva a druhi koneénu diferenciu, pomocou ktorych budeme aproximo-
vat prvé a druhé derivécie u linedrnymi kombindciami hodnot v susediacich mrezovych
bodoch. Predpokladajme, ze funkcia u je dostato¢ne hladka, rozvinme ju do Taylo-
rovho radu v okoli bodu ui a pozrime sa na jeho hodnotu v susednych bodoch mriezky

(najprv pre premennu x):

ou 1 ou?

UJ(LL’H_l, Tj) = U(l’i, Tj) + %h + 5@]12 + O(h3), (93)
ou 1 0u?

U(.Ti_l, Tj) = U,(.CEZ',T]') — %h + E@hz + O(hS), (94)

pricom sme vyuzili, Ze vzdialenost susednych bodov v priestorovej dimenzii je h:
Tiv1 — T3 = h, (95)

Pocitanim rozdielu (93)-(94) a pouzitim oznacenia (92) dostavame

. . o
%H—%4=2%£+0@5, (97)

z toho vydelenim 2h:

ou  ul,, —ul
55:—ﬂﬁfi+om% (98)

Po zanedbani ¢lenov rddu do h? ziskavame aproximéciu, ktor nazyvame centralnou

kone¢nou diferenciou prvého radu. Ak by sme rozvinuli Taylorov rad iba do prvého
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radu a odpocitali u, dostali by sme spétnu, resp. dopredni diferenciu prvého radu v
tvare
ou  uw—u

) 1—1
= O, (99)

resp.
J J
ou  wy .y — u;

o =~ O(h). (100)

Naopak, ked spravime sucet (93)+(94), ziskame

. . o2
wlyy iy = 20l + SR 4 O(RY), (101)

kde aproximacné chyba je az O(h*), pretoze v tomto pripade moZzeme rad rozviest aZ do
tretieho radu, pricom ¢leny radu h? sa odpoéitajia. Vydelenim h? a vyjadrenim druhej
derivacie ziskame

ou? ug+1 —2u] +uj_,

e 2 + O(h?). (102)

Po zanedbani O(h?) zislame aproximdciu druhej (parcidlnej) derivicie, nazyvame ju
druhé centralna diferencia, resp. centralna diferencia druhého radu.

V pripade ¢asovej dimenzie je postup uplne analogicky, pricom, kedZe budeme v
algoritmoch postupovat po jednotlivych ¢asovych vrstvach, vyuzijeme jedine dopredni
diferenciu prvého radu v tvare

ou  uw —u!

8_7' = % + O(/{) (103)

3.3.1 Explictna a implicitna numericka schéma

Teraz moZeme parcialne derivacie v Black-Scholesovej rovnici nahradit kone¢nymi par-

cidlnymi diferenciami. MoZeme to urobif viacerymi metddami, podla toho ktory typ
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diferencii pouzijeme.
Zakladna myslienka algoritmu vypoc¢tu ceny podla [21] je pre obe schémy rovnaka:

1. Za¢neme nultou ¢asovou vrstvou, t.j. pociatoénou podmienkou, u? = g(z).

2. Ak uz mame vypocitanych prvych j — 1 ¢asovych vrstiev, vypocitame hodnoty
uf v j-tej casovej vrstve pre vSetky .

3. Zvysime j a opakujeme body 2. a 3. az kym j = m.

Explicitna schéma, alebo tiez Eulerova spétna metdda, vyuziva spatnu diferenciu
podla ¢asu. To rozlisime podla toho, Ze priestorové diferencie pri vypocte j-tej ¢asovej
vrstvy uvazujeme z j — 1-vej vrstvy, v ich pripade mézeme pouzit centralne diferencie.

Prislusné derivacie teda aproximujeme nasledovne:

ou  ul —ul!
p ~ 0 (104)
ou_ it — i 1
or2 h? ' (106)
Diskretizovand Black-Scholesova rovnica nadobudne tvar
W~ ol =20l ] ) (T_ . a_2j> wl ) —uls) Cd.07)
h 2 h? 2 2h ‘

Z tejto rovnice vieme explicitne vyjadrit ui len pomocou hodnoét z predoslej vrstvy,
ktort uz pozname. Tato jednoduchost vSak prindsa aj negativa v podobe obmedzu-
juacich podmienok stability metédy. To je dovodom, preco sa casto vyuziva implicitna
schéma.

Implicitna schéma, alebo Eulerova dopredna metéda, vyuziva doprednu diferenciu
podla ¢asu, priesorové body berieme z j-tej, t.j. prave pocitanej ¢asovej vrstvy. V tomto

pripade budu diferencie v j-tej vrstve vyzerat nasledovne:
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a Black-Scholesova rovnica v diskretizovanom tvare:

h 2 h? Y

2 2h

Z nej vieme vyjadrit ¢len z predoslej ¢asovej vrstvy uf -1

1 1, gi?JrL. .
+k [—% (7" —q— 50i+17j) - 2h23 ug+1~

Ststavu vieme zapisat aj v maticovej podobe:
Al 1V =1,
pri¢om matica A’ je tridiagonalna a m4 tvar:
& r) 0 o 0
Uod o 0

0o 1 d 0

J J J
0 ly,y dy 3 790 0
J J J
0 lyn_3 doyp o T,

0 T 0 l%n—2 d%'n—l
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pri oznaceni

4 2 o2

&=k [1+ﬁ%+r}, (114)

- 1 1 s

T —g— g2 - Y 11

I =k [Zh (r q 20,]) 2h2] ) (115)

[ AN
=k gy (o geh) - ) (o)

a vektor b/

V= (Bul,0,...,0,73 4 )7, (117)

pozostévajuci z okrajovych ¢lenov z rovnice (112) pre i = 0 a i = 2n, ktoré su v st-

2

¢ine A’u/ vynechané. Predpokladajme, ze of ; = o7 ;

a podobne 03, ; = 03, _, ;, teda
okrajové hodnoty volatility budeme aproximovat prvou a poslednou zndmou hodno-
tou. Vzhladom na tvar vztahu pre af pri pouziti metédy konecénych diferencii, ktory
uvadzame niz§ie, totiz tieto okrajové hodnoty nevieme dopocitat. Potom plati lg = l{
ary =r) |

Tieto okrajové cleny vyuzijeme na zapracovanie okrajovych podmienok do modelu.
Vyuzijeme pritom predpoklad, ze pre dostatocne nizku, resp. vysoka cenu podkladove;j
akcie je takmer isté, Ze nebude, resp. bude (pre americk call opciu) uplatnend a tym
padom jej vyplata je ,takmer deterministickd”. Konkrétne, ak cena akcie je omnoho
vyssia ako je strike price, potom cena opcie je prakticky rovna vyplatnej hodnote. Ak
cena akcie je prili§ nizka (takmer 0), hodnota - a teda aj cena - opcie je prakticky

nulovd, teda opit rovna payoff hodnote pri danej cene. V oboch extrémnych pripadoch

teda mozeme hodnotu opcie aproximovat konstantnou hodnotou vyplaty, t.j.

¢ = ul = go, (118)
V= ul, = gon. (119)

Pre call opciu mdme vyuZijic jej zndmu funkciu vyplaty (86) ¢ =0 a ¢ = E(e* —1).
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Specialne pre klasicky Black-Scholesov model je ag konstanta pre vsetky i a j, b’ a

A7 st teda tiez konStantné pre vsetky j a stistavu (113) vieme prepisat do tvaru
Aul = ui™t —b. (120)
V kazdej casovej vrstve j tak de facto riesime stustavu
Au =, (121)

pricom matica A aj vektor v = s zname.

Pre RAPM model, a vSeobecne pre modely s nekonstantnou volatilitou, sa situécia
komplikuje. Hodnotu o7 z (87) v implicitnej schéme aproximujeme pomocou koneéngch

nasledovne:

U (uly = 2u] +uly ul tu g\ | _ (122)
. 2 2h

2

Vidime, Ze hodnota o7; a s fiou aj A’ a &’ zévisi od samotného rieSenia u’ v rovnake;

casovej vrstve a sustava

A (W) + V=t (123)
je preto nelinearna.

S tymto problémom sa vysporiadame v Casti 3.4 modifikdciou PSOR algoritmu.
Pouzitim implicitnej schémy sme dostali vyraz pre vypocet ¢asového kroku v implicitnej
forme, t.j. ako rieSenie ststavy rovnic. Samozrejme, v porovnani s explicitnou formou,
kde sme ho dostali v tvare stc¢inu, je to nevyhodou. Napriek tomu vSak zostaneme pri

implicitnej schéme, je totiz na rozdiel od explicitnej numericky nepodmienecne stabilna.

3.4 PSOR algoritmus

V tejto casti odvodime algoritmus pre iteracné numerické riesenie tlohy nelinearne;j
komplementarity. Pévodny PSOR algoritmus, podla ktorého postupuje (?7), riesi tlohu

linedrnej komplementarity, schématicky zadani nasledovne:
Au—v >0, (124)

37



u>g, (125)
(Au—v) (u—g) =0. (126)

Avsak, v predoslej ¢asti sme prisli k zaveru, ze v pripade RAPM (a ostatnych mo-

delov s nekonstantnou volatilitou) m4 sustava nelinearny tvar:

A(uw)u —v(u) >0, (127)
u>g, (128)
(A — o)) (u— g) = 0. (129)

Origindlny PSOR algoritmus teda budeme musief mierne modifikovat tak, aby riesil

nasu nelinearnu verziu problému.

3.4.1 Nelinearna Gauss-Seidelova SOR metoda

SOR (succesive over-relaxation) metéda je itera¢na metdda, teda hladé priblizné riese-
nie systému Au = v. Rozsirime ju pre nas pripad tak, aby riesila systém A(u)u = v(u).
Uvazujme rozklad matice A(u) na stcet dolnej trojuholnikovej, diagonélnej a horne;
trojuholnikovej matice L(u) + D(u) 4+ U(u), pricom kazdéa z tychto matic bude tvo-
rend prvkami matice A v prislusnej ¢asti a nulami inde. Systém A(u)u = v(u) mdzeme
dosadenim A(u) = L(u) + D(u) + U(u), prendsobenim konstantou w a pripoc¢itanim

vektora D(u)u ekvivaletne zapisat
D(u)u + w(L(u) + D(u) + U(u))u = D(u)u + wo(u). (130)

V tejto chvili bude vyhodné niekolkymi jednoduchymi krokmi upravit vyraz do ekvi-

valetného tvaru
(D(u) +wLl(u))u = (1 —w)D(u)u+ w(v(u) — U(u)u). (131)

Vynésobenim maticou (D(u) + wL(u))™!, ktora existuje prave vtedy, ked matica A(u)
mé vSetky ¢leny na diagonale nenulové (¢o budeme predpokladat), dostavame po tprave

pravej strany rovnicu v tvare

u="T(uu+ c(u), (132)

kde
T(u) = (D(u) +wL(u)) (1 — w)D(u)u, (133)



c(u) = (D(u) +wL(u)) " w(v(u) — A(u)u).

Standardne sa linedrne systémy pri numerickom rie$eni upravuju do tvaru u =

Tu + ¢, na ich riesenie totiz existuje jednoducha iteracna schéma:

uP™t = TuP + c, (135)

pricom u° je dané (obvykle 0). Pomocou Banachovej vety o pevnom bode sa da doka-
zat ([21]), Ze tato schéma konverguje pre p — oo do u” — u, ktoré je rieSenim (132)

T|| < 1 (pri lubovolnej norme). Casto pouzivanou normou je

a to prave vtedy, ked
spektralna norma, ktoré vracia maximalne vlastné ¢islo (v absolitnej hodnote) matice.
Zarovern, ¢im je tato norma nizsia, tym rychlejsia bude vo vSeobecnosti rychlost kon-
vergencie. K tomu sa viaZze volba parametra w, ktora sa voli tak aby ju minimalizovala.
Young vo svojej dizertacnej praci [24] v roku 1950 dokézal, ze optimélna hodnota pre
w je

w=1+ (136)

(=)
L+yT—=p/) "
kde p je maximéalna vlastnd hodnota matice T'. Zrejme pre p € (0,1) plati w € (1,2).
Pre zrychlenie algoritmu sa vSak presnti hodnotu pocitat neoplati, obyc¢ajne sa uvazuje
priblizne w € [1.5;1.7].

Vratme sa k nd8mu pripadu nelinedrneho systému (132) a zvolme nasledovnu itera-
¢na schému:

Pt = T(uP)uf + c(uP). (137)

S nelinearitou sa teda vysporiadame takym sposobom, aby ¢leny v nelinedrnom tvare
boli pouzité z predoslej iteracie. Rovnica (131) po aplikovani itera¢nej schémy (137)

nadobudne podobu:
(D(u?) + wL(u?))uP*™ = (1 — w)D(uP)uf + wv(uf) — A(uP)uP). (138)

Zapisané bodovo:
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( b 1p+1 +WZA(p) (p+1) -1 —w)AEf) £)+w (U(p) ZA%D)U;F)) (139)

J<i J>1

u§p+1) W ( (») ZA(I)) (p+1) ZA(IJ) (_p)) w)uﬁp). (140)
A

0 1< 7>

Tu sa ukazuje vyhoda uvazovania rovnice (131) prave v takomto tvare - ¢leny, ktoré
uz boli v prislusnom kroku (p + 1)-vej iteracie vypocitané, sa pouziju este v tom istom
kroku pri vypocte ¢lenov vektora u s vyssimi indexami ¢ (na rozdiel od zndmej Jacobiho
metddy).

Odvodili sme teda iteracnt metédu, pomocou ktorej vieme numericky riesit neline-
arny systém A(u)u = v(u). V dalsom budeme predpokladat, Ze tdto metéda konverguje,
teda lim u” = u.

p—0o0

3.4.2 Rozsirenie na nelinearnu PSOR metédu

Standardn4 metéda PSOR (projected succesive over-relaxation) je rozsirenie SOR me-
tédy tak, aby riesila tlohu zadant v tvare linedrnej komplementarity (124)-(126). V
rovnakom zmysle rozsirime nelinearnu SOR metddu tak, aby sme vedeli pomocou nej
riesit lohu v tvare nelinedrnej komplementarity (127)-(129).

Jej podstatou je, Ze zabezpecuje, aby nebola porusena nerovnost u > ¢ a to prirodze-
nym spdsobom - v kazdom kroku iteracie vezme maximum z hodnoty danej vypoctom

SOR zo (140) a prislusnym prvkom g. Formélne:

uftt = max (A< ( =D A ZAE%?))+<1—w>u§”>,g@-). (141)

i 7<i 7>

Zostava dokazat, ze pri takomto postupe plati aj nerovnost A(u)u > v(u) a samoz-
rejme rovnost (A(u)u — v(u)), (u; — ¢;) = 0. K prvej spomenutej sa da, bertic do Gvahy

predpoklad kladnosti diagonalnych prvkov A;;, lahko dopracovat zo zrejmej nerovnosti

u?’“) > —Aa(up ( ZA’J sz ZAZ%’)U?)) +(1— w)uz(p) (142)

1<t >t
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spétne postupom, ktorym sme odvodili rovnost (140) z pévodnej tlohy A(u)u—v(u) =0
nahradenim znamienka rovnosti znamienkom nerovnosti.

Pre dokazanie rovnosti (A(u)u — v(u)), (u; — g;) = 0 staci dokazat, ze ak u; > g,
potom (A(u)u); = v;(u;). Ale ak u; > g;, tak, vzhladom na predpoklad hﬁrgO uwP =u a
fakt, ze limita zachovava nerovnost, maximum sa v (141) bude nadobﬁd];t’, od dosta-
to¢ne vysokého p, pre — (UZ@) — < Ag-))uz(»pﬂ) — > s Ag)uy’)) + (1 —w)ul?, teda

AP
bude

WPt = el (vi(p) — ZAg’)uEpH) — ZAEﬁ-’)ug-p)) + (1 — w)uip), (143)

j<t j>t

¢oho vysledkom je v pripade konvergencie (140) u spliiajice A(u)u = v(u).
Napokon teda méme definovani itera¢ni schému, pomocou ktorej budeme vediet

riesit lohy nelinedrnej komplementarity v tvare (127)-(129).
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4 Numerické riesenie

V tejto casti zhrnieme poznatky z predoslych kapitol do kone¢ného algoritmu pre oce-
novanie americkej opcie v RAPM modeli a najdenie jej hranice pred¢asného uplatnenia.
Navrhneme pristup, ako aproximovat parameter I" opcie tak, aby jeho nespojitost ne-

sposobovala numerické problémy.

4.1 Inicializacia algoritmu

Vstupmi do modelu si:

e charakteristiky opcie:
-strike price E,
-¢as do maturity 7T,

-typ opcie - payoff (budeme uvazovat call opciu),

e charakteristiky podkladovej akcie a trhu:
-historicka volatilita &,
-miera vyplacanych dividend ¢,

-bezrizikova trokova miera r,

C?R

1
3 /N L . .
o ) RAPM modelu zahfnajtci, mieru transa-

-rizikovy koeficient y = 3 (
kénych nakladov C' a mieru rizika nekrytého portfdlia R,
e charakteristiky numerickej schémy:
-ohranicenie priestorovej premennej L,

-velkost priestorového kroku h resp. parameter urcujici pocet mrezovych bo-

dov n, nh = L,

-velkost ¢asového kroku k resp. parameter urcujici poc¢et mrezovych bodov

m, mk =T,
-relaxacny parameter SOR metddy w.

Vlozime pociatoéntt podmienku v’ = ¢ a vzhladom na nulovost druhej derivacie g

podla ceny akcie 07, = & pre vietky 7. Na zéklade toho dopoéitame A" a b° zo vztahov.
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4.2 Cyklus pre Casové vrstvy

Vytvorime cyklus, ktory bude prechadzat po jednej ¢asové vrstvy j = 1,...,m a v
kazdej z nich vypocita pomocou nelinedrneho PSOR algoritmu dant tilohu nelineérne;j
komplementarity A’uw/ = w/~! — /. Vramci kazdej ¢asovej vrstvy bude teda vnoreny
dalsi cyklus, ktory bude predstavovat iteraény proces PSOR algoritmu.

Pre prvu iteraciu pouzijeme hodnoty predoslej ¢asovej vrstvy, ¢ize

W =it (144)
R (145)
A = A1 (146)
p =yt (147)
Nasledne v (p + 1)-vej iteracii vypocitame aproximéaciu uf pre i = 2,...,2n — 2 nasle-
dovne:
ety ( 5P ZAJQ:) j+1) Z AJ@) ](p)> (1 ) 3P
AZz k<i k>i
w i—1 i) 5(p+1) i(®) (P j(P)
= ra (UZ — i T§+1Ug+1> + (1 —wul ™, (148)
kde
2(p)
i(p) (03;)
" =k |1+ =t (149)
. 1 1 (0—24)(19)
PP k| (g = (o2 ) — T 150
7 2h r q 2<Ozy) 242 ) ( )
i(p) 1 1 21\ (p) (0%)(17)

vektor v/ m4 pre dané ¢ nulové hodnoty. Specialne pre okrajové body bude platit:
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ujl'(zﬂrl) _ UJ < ul ](P)¢ _ ](p) J(p)> 1 (1 _ w)ujl‘(p)’ (152)

(p)
J
dy
i(p+1) W i(p) i(p) i(p) i(p)
J J J J J
Uop—1 = d](p> <U2n 1 b oUn, o — 1, ¢) + (1 = w)ug, 4, (153)
2n—1

pricom I} = 1 a 7} = r} . Zostava dopoéitat volatilitu (ij)(p“), pomocou ktorej

potom vieme ziskat aj hodnoty ostatnych premennych tlohy.

4.2.1 Vypocet volatility

Pripomenime, Ze oznacenie I' = I'(S, t) pouzivame pre druht derivaciu ceny opcie podla
: : 92
ceny podkladovej akcie, I'(S,t) := aSZ (S,1).

Vychédzajtc zo vzorca (122) :
(07)H!) = 62 (1 + [(Ee“)rf;f;l)} 3) : (154)

kde numerické aproximécia druhej derivacie ceny opcie podla ceny podkladovej akcie

je dana

sy 1 w7 o d W el
Crum)i = oy - -~ o . (155)

Ako poukazuji Jandacka a Sevéovi¢ v [9] a potvrdzuji nase numerické experimenty,
funkcia I',,,, je na hranici predcasného uplatnenia, teda v bode Sy, nespojita. Tato
nespojitost sa prostrednictvom rovnice (154) nésledne prejavi v nespojitosti afj.

Samotna funkcia u je pomerne citlivA na zmenu volatility. Na obrazku 9 vidime
porovnanie hranice predc¢asného uplatnenia dvoch opcii, ktoré sa lisia iba v hodnote
parametra 2.

Nespojitost a . potom sposobuje numerické problémy pri vypocte ceny. Hned v na-

sledujuicej iteracii vznikd na grafe funkcie u v okoli hranice predc¢asného uplatnenia
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Obr. 9: Porovnanie cien americkych opcii pre rézne volatility, o = 0.3 resp. o = 0.35. Vyrazny rozdiel

je viditelny najmi medzi hranicami pred¢asného uplatnenia (vyznacenymi krizikom).

nespojitostou sposobené oscilacia. T4 sa prejavi oscilaciou aj na grafe I',,,, a nasledne
cely systém osciluje. Tato postupnost zobrazuje obrazok 10.

Navrhujeme preto nasledovnt aproximaciu funkcie I',,,,,,. Vyuzime fakt, ze pre eurép-
sku call opciu bola hodnota I'gy (S, t) odvodena derivovanim explicitného vztahu pre
vypocet jej ceny (6) dvakrat podla S v podobe:

Py (S,t) = e 17" (156)

kde d; je dané vztahom (8). Funkcia I'gy je v S spojitd a md maximum v blizkosti
strike ceny S = E (obr. 11).

Definujme operaciu .# predpisom

I'(S)|s=k
F)=Tgy  ———. 157
(1) =Teu v (S)|s=£ (157)
Tato operacia prenasobuje funkciu I'gy(S,t) dani (156) takym koeficientom F;(JEO)E),

aby hodnota vyslednej funkcie v strike price, teda v bode S = FE, v ktorého blizkosti
nadobtida maximum, bola rovnaké, ako je hodnota vstupnej funkcie I'(E,t). Ked ju
aplikujeme na nasu I',,,,,, vysledkom bude spojita funkcia % (I, ), ktorej hodnoty
budt rovnaké v okoli S = E. Hodnotu .# (I, ) teda pouzijeme ako aproximaciu I'yym,

vo vztahu pre vypocet volatility (154).
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Obr. 10: Numerické problémy s vypoc¢tom funkcie Iy, . Vrchné obrazky zobrazuju nespojitost I'yym v
mieste hranice predéasného uplatnenia a nasledne nespojitost volatility o. Obrazok vlavo dole ukazuje,
ako sa tato nespojitost v najblizom kroku iteracie prejavi na funkcii u - na jej grafe vzniké oscildcia.

Obrézok vpravo dole ukazuje oscilacie kone¢nej vypocitanej funkcie u.
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Obr. 11: Funkcia I'gy je spojitd a symetrickd okolo hodnoty S = E = 50.

Vyjadrime diskretizovani hodnotu I‘%U v transformovanych saradniciach v j-tej ca-

sovej vrstve:

Tpy)] =e 9% ———— (158)

a d] je dané vyrazom

(r—q+ %)+

K3 = a-\/ﬁ

(159)

Vyuzime, ze S = E prave vtedy, ked e = 1, teda z; = 0, ¢o plati pre i = n. Hodnoty
Lyum(E) a I'gy(E) maja po diskretizacii tvar:

, : 1 ufl — 2ul + ufl_ u,ﬂ + u,j@_
[ um(E) = (Coum)l, = 2 ( - 12 - o : ) (160)

e~ 3(dh)?

6’\/27TTJ'E'

Ppy(E) = (Tp)j, = e 7 (161)

Dopocitajme (p + 1)-vi iterdciu aproximéacie volatility pomocou operacie % (I'um)

danej (157):
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(OZQJ)(g-Fl) — &2 <]_ +u [Eexiﬁ((rnum)z(p+l))] 3)

) !

i (F )j(p+1) 3
~2 7 j \+ num
=62 | 1+ p | Be™ (Dpy)] —r— (162)
L (FEU)n
r i(p+1) i(p+1)  (p+1) i(p+1)  s(p+1)
L(@)2 LQ (uzL+1 ) 2 -y - a1 ot
— L@ E h 2h
e 2%
_ a2 T; ,—qT;
=0 | 1+p |Ee®e 77— .
G+/2nT; Ee®i o= e~ 3 (@)’
i G4/2nT; E
1
M 1((g7)2 72 i(p+1) (p+1 i(p+1) i(p+1) i(p+1) 3
5((dn)*—=(d]) J (p+1) J j j 3
_ 6,2 1+ m 62( ) WUny1 — QU% + Uy g N Unt1 + Uy
E h? 2h

Na obrazku 12 vidime, Ze nespojitost funkcie volatility sa s postupom ¢asu zhorsuje,
navyse, funkcia nema v ¢ase T klesajicu éast. Co je viak ddlezitejsie, numerické experi-
menty s touto metdédou ukazuji, Ze nie je konzistentna s ocakavaniami vychadzajucimi
z tedrie. Konkrétne, ako mozno vidiet na obrazku 13, pre vyssiu hodnotu parametra g
sa nedosahuje v pre kazdu cenu podkladovej akcie vyssia cena opcie. To je v nestulade
s tym, Ze vyssia hodnota parametra p zodpoveda vyssej hodnote prémie za riziko, teda
nutne vyssej cene opcie. Tto aproximaciu teda napokon nepouzivame.

Navrhujeme tak alternativnu aproximéaciu, a to nasledovne:

max ['(s)
Cpy(S) - m ak S < argmaxT'gy(s)
G(I'(9)) = s s ) (163)
max ['gy(s) inak

Operacia ¢4 prenasobuje funkciu I'gy tak, aby maximélna hodnota vyslednej funkcie
zodpovedala maximu vstupnej funkcie I'. Zaroven pre vSetky S > argmaxI'gy(s),
teda od hodnoty S, v ktorej sa nadobtida maximum funkcie I'g, poloiixile vysledna
funkciu rovni hodnote tohoto maxima. Technicky, pre S > Sy by sme mohli nahradit
konstantni hodnotu klesajicou funkciou, napriklad posunutou hodnotou I'gy (obr.
14), avsak na vysledok to nebude mat vplyv. Obrazok 14 ukazuje, ze aproximécia dana

¢ zachovava profil funkcie I',,,,,,, v Case omnoho lepSie.

Urcéime teda (p + 1)-vi iteraciu aproximaécie volatility pri pouziti ¢, ktori budeme
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Obr. 12: Na obrazkoch vidime porovnanie hodnot I' (vlavo) a o (vpravo) povodne a po aproximécii
pomocou operacie .%. Obrazok vlavo v strede je priblizenim obrézka vlavo hore v okoli S = E. Tri

vrchné obrazky st zobrazenim v ¢ase t* blizko do maturity (¢t = 0.0057"), dolné v ¢ase t = 0.
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Obr. 13: Cena opcie pre p = 0.33 (stavisla ¢iara) pretina cenu pre pu = 0, ¢o je v rozpore s tedriou.

pouzivat aj v neskorsich experimentoch. Pre i < argmax(I'gy)?:
i

1
(U?j)g+1) — 52 (1 + u [Eemig<(rnum)g(p+l)):| 3)

max (I’ )j<p+l) 5
=6 [ 1+ p |Be®(Tpy)]— : , (164)
max(F'py );
zatial ¢o pre i > argmax(I'gp)?:
1
(07)g " =6 (1 +p [Eexi max(rnum){“’“)} ‘°’> . (165)
Nasledne, s vyuzitim (149)-(151) vieme dopocitat d’ (Hl), H (Hl), 7] v Tym padom

pozname vsetky potrebné hodnoty v (p + 1)-vej iterécii.

4.2.2 Podlet iteracii

Pri volbe poctu iterdcii treba hladiet na jednej strane na presnost, na druhej strane
na rychlost konvergencie. Kritériom konvergencie PSOR algoritmu bude dostatoc¢ne
mald zmena vektora ceny u’/. Presnejsie, povieme, Ze algoritmus skonéi, ak je splnena

podmienka

Huj(pﬂ) . uj(p j(p+1) . uj(p)’

)
oo = max|u
A

<107, (166)

(2 3
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Obr. 14: Na obréazku je zndzornené porovnanie numericky pocitanej hodnoty I',,.., (vyznacend kri-
7ikmi) a aproximécie pomocou G (stvisla ¢iara). V pripade, Ze pre hodnoty S za hranicou pred¢asného
uplatnenia nahradime aproximaciu konstantou posunutou funkciou I' g7, rieSenie sa nezmeni. Obdobny

priebeh ma potom funkcia volatility.

kde « je pozadovany rad presnosti. Pre pri pozadovanej presnosti 1075 je potrebnych
v priemere 15.2 iteracii, pre 1077 je to asi 29.6, pritom s rastiicim j mé pocet iterdcii

mierne klesajuci charakter.

4.2.3 Spravanie v c¢ase blizko maturity

Hodnoty I, st v blizkosti maturity, teda v 7 ~ 0 pomerne nepresné. Cena v’ sa
lisi od hodnoty vyplaty len nepatrne a iba v niekolkych bodoch, pritom vyplata v
bode strike price neméa definovanii druht derivaciu. Navyse, pri odvodeni transakénych
nakladov RAPM modelu Lelandov pristup predpokladé 7 > At. Sevéovi¢ a Jandacka
([9]) navrhuja rozdelif celkovy ¢asovy interval [0,7] na dva podintervaly, [0, 7.], kde
T, << T a[r, T]. Pre 7 > 7, uvazujeme RAPM model tak, ako bol odvodeny.

Na intervale [0, 7.], teda velmi blizko ¢asu maturity, uz nebude prebiehat obnovovanie
portfélia. V takom pripade budeme opciu ocenovat v klasickom Black-Scholesovom
modeli, teda nastavime p = 0.

Pri nasich vypoc¢toch budeme pouzivat 7, = 0.0057", teda portfélio nebudeme obno-

vovat 0.5% ¢asu pred maturitou, ¢o pri ro¢nej maturite zodpoveda priblizne poslednému
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dnu pred maturitou.

4.3 Vypocet ceny opcie a hranice pred¢asného uplatnenia

Po vypo¢itani hodnot u] pre vSetky i a j sa k cene opcie dopracujeme jednoducho
spitnou transformaciou. Hodnota u] predstavuje aproximéciu u v bode x;, 77, zaujimat

nas bude najméi na pociatku, v ¢ase 7 = T'. Plati

u(x;, T) = u((i —n)h,T) = V(Eel=" (). (167)

V pripade, Ze potrebujeme poznat cenu v bode, v ktorom ju nemame vypocitani,
teda mimo mriezky, obycajne sa postupuje linedarnou, pripadne kvadratickou interpo-

laciou najblizsich mrezovych bodov.

K hranici pred¢asného uplatnenia sa dopracujeme vyuzitim jej defini¢nej vlastnosti,
ktora pre call opciu hovori, Ze je to najnizsi taky bod, v ktorom je cena identicka s

hodotou payoff, V(S,t) = S — E. Jej hodnotu teda ndjdeme nasledovne:

Se(t) = arg;nin(V(S, t)—(S—F)=~D0). (168)
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5 Numerické experimenty

V tejto kapitole sa budeme venovat numerickym vysledkom algoritmu odvodeného v
predoslej cCasti. Pozrieme sa na implikované hodnoty parametrov RAPM modelu a
tiez zobrazime vplyv jednotlivych parametrov na cenu a priebeh hranice predc¢asného

uplatnenia.

5.1 Parametre modelu RAPM

Parametrom zahtnajicim celkové riziko v RAPM modeli je p dané vyrazom p = 3 (C;TFR> g,

kde C oznacuje jednotkovil prémiu za transakéné néklady a R jednotkova prémiu za

nekryté portfélio.

5.1.1 Parameter C

Parameter C, dany vztahom

Sas - Sz Sas - Sz
k bid —9 k b d7 (169)
Shmid Sask + Shid

vyjadruje jednotkové (vzhladom na strednt cenu) naklady na kipu a vzapiti predaj

C:

podkladovej akcie. V tabulke 1 vidime jeho odhady pre rozne podkladové aktiva zo
vztahu (169) podla aktuédlnych ask a bid cien. Koeficient C' sa medzi jednotlivymi ak-
ciami lisi, v nasich pokusoch je vsak vzdy radovo rovny C' = 0.01. To zodpoveda aj

zéverom [21] ¢i [22].

Podkladova akcia S sk Shid C
Procter&Gamble (PG) 80.68  78.52 0.0271
Microsoft (MSFT) 50.91  50.55 0.0071
Alphabet (GOOGL) 729.30 720.05 0.0128
Tesla Motors (TSLA) 252.85 246.93 0.0237
Bank of America Corporation (BAC) 14.94 14.78 0.0108
The Coca-Cola Company (KO) 45.13  44.25 0.0197

Tabulka 1: Odhad C.

Zdroj: http://finance.yahoo.com, 28.4.2016 pred zacatim obchodovania
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5.1.2 Parameter R a implikovana volatilita

Parameter R RAPM modelu sme definovali ako koeficient prémie za riziko. Na rozdiel
od koeficientu C' ho vSak nemame viazany konkrétnym vztahom. Zostdva moZnost,
ako uvadza [21], pocitat jeho implikovant hodnotu, t.j. najst tak hodnotu R;,,, aby
cena opcie V = V(S,t; E,C, R, &) vypocitand modelom bola rovna trhovej cene opcie
Vinarker 8 Tovnakymi charakteristikami.

Problémom je, Zze obycajne sa porovnanim modelu s trhovou cenou pocita impliko-
vand volatilita &), a, pochopitelne, z jednej implicitne zadanej rovnice nie je mozné
jednoznac¢ne dopocitat hodnoty dvoch nezavislych parametrov. Sevéovié, Stehlikova a
Mikula ([21]) pontikaji nasledovné riesenie. Zavedme stredni cenu opcie V,,;4 dant

Vask - %id

Vmid = 9

(170)

Tato cena zodpoveda modelu s nulovym koeficientom R, teda V,,;o = V(S,t; E,C,0,0).

V takom pripade ale koeficient 1 RAPM modelu ma takisto nulovit hodnotu a riesenie

zodpoveda cene americkej opcie v Standardnom Black-Scholesovom modeli.
Postupujeme teda nasledovne: pre dant opciu najprv vypocitame implikovani vo-

latilitu ¢ z tlohy linearnej komplementarity Black-Scholesovho modelu
Vmid = V(S,t; E,C,O,é’impl). (171)

Nasledne pomocou tlohy nelinearnej komplementarity RAPM modelu s uz zndmou

volatilitou 0, ndjdeme implikovant hodnotu R,
Vask = V(S, t; E) C, Rimpla 5-impl)‘ (172)

Implicitne zadané rovnice méZzeme riesit jednoduchou bisekénou alebo secnicovou
metdédou ([1]), pripadne, ako [9], riesit ich ako ststavu dvoch rovnic pomocou Newton-
Kantorovichovej metody.

Uvazovali sme opciu vypisani na akciu spolo¢nosti Procter&Gamble s maturitou
20. Januara 2017. Tabulka 2 zobrazuje strike price a trhové ask a bid ceny opcie (z

28.4.2016) a dopocitané hodnoty Gimp a Rimpr:
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E (strike) Viig  Vask  Gimpt Rimpl

72.5 8.55 8.7 0.1881 0.0388
75 6.65 6.8 0.1764 0.0310
77.5 495 5.1 0.1650 0.0287
80 3.55 3.65 0.1564 0.0091
82.5 2.39 2.49 0.1487 0.0096
85 1.5 1.62 0.1420 0.0247
87.5 0.8 1 0.1357 0.0981
90 0.47 0.56 0.1309 0.0548
92.5 0.25 0.36 0.1302 0.2637
95 0.13 0.17 0.1264 0.0545

Tabulka 2: Odhad implikovanej volatility a parametra R.
Zdroj: http://finance.yahoo.com, 28.4.2016 pred zacatim obchodovania

Pritom trhové cena akcie bola S,,;; = 79.6, spolo¢nost vyplaca dividendy v roc¢nej
miere ¢ = 0.0334 a bezrizikova Grokova miera je dand r = 0.016. Za C' sme dosadili
hodnotu vypocitana v c¢asti 5.1.2 C' = 0.0271. Priemerné vypocitané hodnoty impliko-
vanych parametrov si rovné g, = 0.15 a Rimpl = 0.0613.

Vypocitame cenu opcie s rovnakymi parametrami, pouzijic priemerné hodnoty im-
plikovanych parametrov avsak pre strike cenu rovnu 79. Priebeh funkcie ceny vidime
na obrazku 15, pre trhovi cenu akcie S,,;4 = 79.6 je nami vypocitand ponukova cena
opcie v.RAPM modeli V., = 3.98. Hranica predc¢asného uplatnenia mé hodnotu

S4(T) = 95.94,

5.2 Vplyv parametrov na cenu a priebeh hranice predc¢asného

uplatnenia

C3R

1

3 e, . v ’
5 ) vyskytuju iba v stcine, zmena R ma na
™

Parametre R a C sa vo vztahu yu =3 <
model rovnaky vplyv ako zmena C?. KedZe tieto parametre predstavuju rizikové pré-
mie, s ich zvysujucimi sa hodnotami ocakavame zvySovanie ceny a rovnako aj hranice

predc¢asného uplatnenia. Obe znazornujeme pre rozne hodnoty parametra R na obraz-
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Obr. 15: Cena opcie P&G s £ = 79, C = 0.0271, R = 0.0613, 6 = 0.15, »r = 0.016, ¢ = 0.0334,
t = 266/365.

koch 16 a 17. KedZe hodnoty priebehu hranice pred¢asného uplatnenia dostavame iba
v diskrétnych bodoch, pouzivame linedrnu interpolaciu pomocou ktorej ju dostaneme
do spojitej podoby.

Na obrazku 18 vidime priebeh hranice pred¢asného uplatnenia pre rozne velkosti ¢a-
sopriestorovej diskretiza¢nej mriezky. Viditelnejsi vplyv méa parameter udavajuci pocet
priestorovych krokov n, ktorého zvySovanie, teda spresnovanie vypocitanych hodnot,
vedie k posunu krivky nahor. Vplyv zmeny m je nevyrazny, ale jeho zvysovanie rovnako
vedie k miernemu zvysSeniu hranice.

Ostatné parametre modelu, pouzivané aj v klasickom Black-Scholesovom modeli,
maju ocakavany efekt na cenu aj hranicu predcasného uplatnenia opcie - zvySenim
historickej volatility sa cena a teda aj hranica zvysia, rovnako prediZenim ¢asu do
maturity. Takisto pozitivne zavisia od tirokovej miery r, naopak pri zvySovani dividen-

dového vymnosu g pozorujeme ich pokles.
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Obr. 16: Cena opcie pre rézne hodnoty parametra R = 0,0.01,0.1,1,10. Ostatné parametre maju

rovnakt hodnotu ako v predoslej casti. Vpravo je obrazok priblizeny v blizkosti strike ceny.
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Obr. 17: Casovy priebeh hranice pred¢asného uplatnenia pre rozne hodnoty parametra R =

0,0.01,0.1,1, 10. Ostatné parametre maji rovnakt hodnotu ako v predoslej ¢asti.
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Obr. 18: Vplyv velkosti mriezky na vysku hranice pred¢asného uplatnenia. Na obrazku (a) je viditelny
vyrazny vplyv parametra n, zobrazené si hodnoty pre n = 100,200, 300,800 a m = 300, vyssie n
zodpovedd vyssiemu profilu hranice. Na obrazku (b) naopak slaby vplyv m, zobrazené st hodnoty pre

n = 100 a m = 100, 500, 5000, 15000, opit vysSie m znamend vyssie hodnoty hranice.

2157+ T

S0

205 1 T

Obr. 19: Podla [21] v pripade r > ¢ mé hranica v ¢ase uplatnenia pociato¢ny skok, t.j. jej hodnota
v ¢ase t — T je rovna Eg. Graf zobrazuje priebeh hranice v RAPM modeli pre £ = 10, r = 0.1,
q = 0.05.
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Zaver

Praca bola zamerana na numerické najdenie ceny a hranice predc¢asného uplatnenia
amerického typu call opcie, pre ktoré doposial neboli najdené explicitné vzfahy. Spe-
ciadlne sme sa zamerali na ask (ponukovil) cenu opcie, avSak k bid (dopytovej) cene sa
da dopracovat podobnym spdsobom. Vyuzili sme pri tom model RAPM, ktory je realis-
tickym nelinearnym rozsirenim Black-Scholesovho modelu s nekonstantnou volatilitou
zavisiacou od samotnej ceny opcie a jej druhej derivacie. Model zahtna predpoklad
transakénych nakladov a rizika nekrytého portfélia spojeného s nizkou frekvenciou ob-
novovania replikacného portfdlia. Pritom riesenie tohoto modelu pre americké opcie je
v literatiire len malo popisané.

V prvych dvoch kapitolach sme polozili teoreticky zaklad pre ocenovanie opcii ame-
rického typu. Uviedli sme odvodenie RAPM modelu a predstavili sme niekolko dalsich
modelov, vyznacujucich sa spolo¢nou vlastnostou nekonstantnosti volatility a tym ne-
linearity modelu.

Prinosom prace bolo odvodenie itera¢nej numerickej schémy pre nelinearny pripad
ulohy v tvare komplementarity pomocou metédy konecnych diferencii. Vychadzali sme
pri tom zo PSOR algoritmu na rieSenie linedrnych systémov, zalozenom na Gauss-
Seidelovej iteracnej metdde, ktory sme prisposobili nelinearite tlohy.

Dalej, vo $tvrtej kapitole sme uviedli algoritmus na riesenie danej tilohy nelinearne;
komplementarity. Pritom sme navrhli nahradenie numerického vypoctu volatility, ktory
pre svoju nespojitost sposoboval oscilacie vypocitanej funkcie ceny opcie, nasobkom
volatility opcie eurépskeho typu, ktora je spojita a je zname jej explicitné vyjadrenie.

V poslednej kapitole sme pouzili redlne trhové ceny opcie, pomocou ktorych sme
odhadli hodnotu implikovanej hodnoty parametrov modelu a tak ocenili opciu, ktora sa
na trhu nechachédza. Znazornili sme tiez vplyv parametrov RAPM modelu na priebeh

ceny opcie a na priebeh hranice pred¢asného uplatnenia.
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