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Abstrakt

KRASULOVA, Ivana: Vyuzitie Meiznerovho procesu pri modelovani financnijch trhov
[Diplomova préaca|, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a
informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky;

Veduci diplomovej prace: doc. Mgr. Igor Melicherc¢ik, PhD., Bratislava, 2016.

V diplomovej praci sa zaoberame Lévyho procesmi. Ide o porovnanie Black - Scho-
lesovho modelu a modelu zalozeného na Meixnerovom procese. Na zaklade testovania
trhovych dat, logaritmickych vynosov akcii, poukazujeme na nedostatky Black - Scho-
lesovho modelu, ktoré st odstranené vyuzitim Meixnerovho procesu. Taktiez porovné-
vame trhové ceny opcii s cenami ziskanymi pomocou Black - Scholesovho modelu aj
modelu s Meixnerovym procesom. Pri Meixnerovom procese st vyuzité dva pristupy

ziskania ekvivalentnej martingalovej miery.

Kracové slova: nekonecéne delitelné rozdelenie, Lévyho procesy, Black - Scholesov

model, Meixnerov proces, ekvivalentnd martingalovi miera, Esscherova transformécia



Abstract

KRASULOVA, Ivana: Aplication of Meizner process in modeling financial markets
[Master ‘s thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Phy-
sics and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics;

Supervisor: doc. Mgr. Igor Melicheréik, PhD., Bratislava, 2016.

The thesis deals with Lévy processes. Compares the Black - Scholes model with the
model based on the Meixner process. Based on empirical data testing, the asset log
returns, we focus on the imperfections of the Black - Scholes model, which are removed
using Meixner process. In the thesis we also compare market option prices with prices
of Black - Scholes model and model with Meixner process. Two methods to optain an

equivalent martingale meassure are used.

Keywords: infinitely divisible distribution, Lévy processes, Black - Scholes model,

Meixner process, Equivalent Martingale Measure, Esscher transform
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Uvod

V poslednych rokoch sa ¢oraz viac teoretickych ale aj praktickych prac venuje proble-
matike nesplnenych predpokladov najznamejsieho modelu oceniovania, Black - Schole-
sovho modelu. Model zaloZeny na normélnom rozdeleni je totiz len slabou aproximéciou
reality, kedze logaritmické vynosy finanénych dat maja viacsiu Spicatost nez je Spica-
tost normalneho rozdelenia. Taktiez sa CastejSie vyskytuji extremalnejSie hodnoty, teda
rozdelenie trhovych dat je zoSikmené.

Prave pre tieto délezité vlastnosti empirickych dat sa zacali vyuzivat na modelo-
vanie finan¢nych trhov Lévyho procesy. Zaoberali sa nimi viaceri autori, spomenieme
napriklad Cont a Tankov [2], Schoutens [14]. Z tychto prac budeme vychadzat aj v dip-
lomovej praci. Medzi Lévyho procesy patri aj Meixnerov proces. Vo finan¢nom svete
bol vyuzity v roku 1999 v praci |6], neskor v roku 2002 priniesol jeho finan¢nu aplikaciu
v praci [16] aj Schoutens.

Jednym z problémov pri Lévyho procesoch je nejednoznacnost ekvivalentnej martin-
galovej miery. Jednou z moznosti, ako ekvivalentni martingalovi mieru ziskat, je Ess-
cherova transformaécia, ktord pochadza uz z roku 1932, kedy ju prvykrat definoval
Esccher. Pri ocenovani finanénych derivatov je vhodné vyuzit definiciu podla Gerber
a Shiu [5] z roku 1994. Konkrétne parametre Esscherovej transformécie pre Meixnerov
proces nadjdeme napriklad v [6]. Dalsou moznostou je ekvivalentni martingalova miera
ziskan& pomocou tupravy driftu. Oba tieto pristupy vyuzijeme v diplomovej praci.

Cielom diplomovej prace bolo overit predpoklady Black - Scholesovho modelu na
trhovych datach a nasledne preskiimat moznosti lepsSieho modelovania finan¢nych trhov
pomocou Meixnerovho procesu.

V prvej kapitole uvedieme zakladné definicie a principy finan¢ného modelovania. Pri-
pomenieme vlastnosti Wienerovho procesu, ktory je zdkladnym stochastickym proce-
som. Druhé kapitola bude zamerana na Lévyho procesy. Priblizime jednak ich spojitost
s nekone¢ne delitelnymi rozdeleniami ale taktiez aj ich vlastnosti. Tretia kapitola bude
obsahovat okrem teoretickych poznatkov o Black - Scholesovom modeli aj praktické
overenie jeho predpokladov na trhovych datach, dennych logaritmickych vynosoch nie-
koTkych akcii. V Stvrtej kapitole sa budeme venovat Meixnerovmu rozdeleniu

a Meixnerovmu procesu, ktory patri medzi Lévyho procesy. PopiSeme dve metody



odhadu parametrov pre Meixnerovo rozdelenie. Pomocou rovnakych metéd ako v tre-
tej kapitole otestujeme moznost kvalitnejSiecho modelovania finan¢nych trhov vdaka
tomuto procesu. Zaverecna, piata kapitola bude obsahovat porovnanie Black - Schole-
sovho modelu a modelu s Meixnerovym procesom pri oceiiovani eur6pskych kupnych

opcii akcie Yahoo.



1 Zakladné pojmy pri modelovani finan¢nych trhov

V prvej kapitole priblizime niekol'ko pojmov a zakladnych principov, ktoré s dolezité
pri modelovani finan¢nych trhov. Definicie a vlastnosti uvedené v tejto kapitole moézeme

najst v [2], [4], [9], [14], [18].

1.1 Stochasticky proces, filtracia

Definicia 1.1. (o - algebra) Nech  je neprazdna mnoZina a nech F C 2%. Usporiadant

dvojicu (2, F) nazyvame o - algebra, ak plati:
e Qe F
e Ac F=MWMAecF
o Ak (A;)ier je postupnost mnozin patriacich do systému F, tak %Ai eF

kde 29 je mnoZina vsetkych podmnozin mnoziny € a postupnostou méame na mysli

kone¢niu alebo nekone¢ni spocitatelni postupnost. |7]

Uvazujme mnozinu vSetkych pozorovani (2 a o - algebru F. Pri finané¢nom mode-
lovani chapeme mnozinu 2 ako mnozinu scenarov, ktoré sa mozu na trhu udiat. Na-
priklad ak chceme modelovat cenu akcie v ¢ase T' ako ndhodnt premennt X, ktora je
ovplyvnend mnohymi faktormi ako st dopyt a ponuka na trhu, ekonomické indikatory
a mnohé dalgie, vplyv tychto faktorov moézeme celkovo popisat pomocou abstraktne;
premennej w. Budica cena akcie pri danych udalostiach je teda vyjadrena pomocou
X (w). Pravdepodobnostna miera P na (€2, F) je funkcia, ktora kazdej mnozine A € F
nazyvanej udalost, priradi pravdepodobnost z intervalu [0, 1]. (Q,F,P) predstavuje
pravdepodobnostny priestor.

Nesmieme v8ak zabudat na fakt, ze postupom ¢asu ziskavame viac informéacii, uda-

losti st tym jasnejSie. Preto je dolezity pojem filtracie.
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Definicia 1.2 (Filtracia). Filtracia alebo informa¢ny tok na pravdepodobnostnom

priestore (2, F,P) je neklesajuci systém o - algebier F = {F;};>0, F: C F takych, ze
0<s<t=F, CF (1)

(F:) je teda informacia pristupna v ¢ase t. Pomocou nej mozeme rozlisit, ktoré
hodnoty ostavaju stale nadhodné a ktoré sa pomocou dostupnych informécii stavajia ne-
néhodnymi. Pravdepodobnostny priestor (€2, F,P) spolu s filtraciou (F;) je filtrovany
pravdepodobnostny priestor. Namiesto toho, aby sme s ¢asom menili pravdepodob-
nostni mieru, zanechame ji rovnaka a budeme modelovat dopad informécii podmie-

novanim (F;).

Definicia 1.3 (Stochasticky proces). Stochasticky proces je sibor ndhodnych premen-
nych X = {X;, 0 <t < oo} ={Xy(w), 0 <t < oo, we Q} na pravdepodobnostnom
priestore (€, F,P) s hodnotami v R.

Stochasticky proces je funkciou ¢asovej premennej ¢, ktorda moze byt diskrétna alebo
spojita a premennej w, ktora popisuje neurcitost v tom zmysle, Ze aj ked je znama

pociato¢na hodnota procesu, existuje mnozstvo moznosti, ako sa méze proces vyvijat.
e pre t fixné je X;(w) ndhodnou premennou, w € € je ¢islo

e pre fixné w je X;(w) funkciou ¢asu, nazyvanou aj trajektoria procesu priradena

k w

Speciélnym typom stochastického procesu je Markovov proces. Pri procesoch s Mar-
kovovou vlastnostou je pre odhad buducej hodnoty dolezita iba stucastnd hodnota,

minulost sa zabida resp. je obsiahnuta v sicastnej hodnote.

Definicia 1.4 (Adaptovany proces). Stochasticky proces je F; - adaptovany,

ak pre Vt € [0,T] hodnota X; je F; - merateln4. t.j. znama v Case t.

Definicia 1.5 (Cadlag funkcia). Funkcia f : [0,7] — R? je cadlag funkciou, ak je

spojita sprava a méa limitu zlava: Vt € [0, 7] limity

FE)= lm f(s)  f(ty) = lm f(s) 2)

s—t,s<t s—t,s>t
existuju a f(t) = f(t4).
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Kazda spojita funkcia je Cadlag funkciou.

Definicia 1.6 (Martingal). Cadlag proces (X;);>0 je martingal vzhladom k filtracii
{Fi}+>0 a miere P, ak

e X je F, - adaptovany
e E[|X.]] je kone¢na Vt > 0

o Vs > t, E[Xs|ft] = Xt

Uvazujme funkciu f : [a, b] — R a delenie intervalu D = {a =ty < t; < ... < t,, = b}.

Ozna¢me ||D|| = 7 ayrchl(tkﬂ — tg).

Definicia 1.7 (Prva varidcia funkcie). Prva variacia funkcie f vzhladom na delenie D
je

Vo) = lim 3" If(tier) — 5(8) ®)

IIDI|—0

(ak limita existuje).

Ak je sup Vp(f) < oo, potom ma f na [a,b] koneénii variaciu. V opa¢nom pripade
hovorime, Ze ma nekonecnu variaciu. Stochasticky proces ma konec¢nu variaciu, ak maju

trajektorie kone¢nu varidciu s pravdepodobnostou 1.

1.2 Charakteristicka funkcia

Vyznamnu tlohu pri popise ndhodnej premennej mé charakteristickd funkcia. Kedze
z jej analytickych vlastnosti vyplyvaji vlastnosti ndhodnej premennej. Charakteristicka
funkcia zaroven jednoznacne identifikuje rozdelenie ndhodnej premennej, dve ndhodné

premenné s rovnakou charakteristickou funkciou st rovnako rozdelené.

Definicia 1.8 (Charakteristickd funkcia). Charakteristickd funkcia nadhodnej premen-

nej v R? je funkcia ¢y : R? — R definovana ako

Ve R gy(z) = EleX] = / X qF (z) (4)

Rd
pricom F(r) = P(X < ). Charakteristickd funkcia spliia ¢(0) = 1, |¢(z)] = 1 Vz € R?

a je vzdy spojité.

12



1.3 Ekvivalentnd martingalova miera, Ocenovacia formulka

Definicia 1.9 (Absolitna spojitost). Nech P a Q st pravdepodobnostné miery na
(Q, F). Potom Q je absolitne spojita vzhfadom na P, Q << P, vtedy a len vtedy, ak

P(A) = 0= Q(A) =0 VA€ F.

Definicia 1.10 (Ekvivalentné pravdepodobnostné miery). Nech P a Q st pravdepo-
dobnostné miery na (2, F). Ak Q je absolutne spojitd vzhladom na P a PP je absoliitne

spojita vzhladom na Q, potom P a Q st ekvivalentné pravdepodobnostné miery, P ~ Q.

Definicia 1.11 (Ekvivalentnd martingalova miera). Pravdepodobnostna miera Q je ek-

vivalentnou martingalovou mierou, ak
e Q je ekvivaletna vzhladom k P
e diskontovany proces ceny akcie {e""S;},t > 0 je martingalom pri Q

Existencia ekvivalentnej martingalovej miery implikuje trh bez arbitraznej prilezi-
tosti. Trh je uplny, pokial pre kazdy derivat existuje samofinancovana stratégia, ktora
ho replikuje. Uplnost trhu je spojena s jednoznacnostou ekvivalentnej martingalovej
miery. Napriklad v pripade Black - Scholesovho modelu existuje jedina ekvivalentné
martingalovd miera. AvSak vo vicSine modelov je trieda ekvivalentnych mier vicsia.

Pokial existuje viac ako jedna ekvivalentna miera trh je neuplny.

Definicia 1.12 (Radon - Nikodymova derivacia). Nech P a Q st pravdepodobnostné
miery na (2, F) také 7e Q << P. Potom existuje jedina nezaporna funkcia Z : Q — R

splhajica
e 7 je F - meratelnd
e QA) = [, Z(x)dP(x) VAe F
e Q(A) <0

Potom

_ dQ
Z*ﬁ (5)

je Radon - Nikodymova derivacia Q vzhladom na P.

13



Definicia 1.13 (Ocefniovacia formulka eurépskych opcii). Uvazujme vyplatna funkciu
derivatu v Case expiracie ako G({5;,0 < t < T}). Pri europskych kipnych opcidch
plati G({S;,0 <t < T}) = G(Sr) = (St — K)*, kde K predstavuje realiza¢na cenu

(strike price). Bezarbitrazna cena derivatu v ¢ase t je
Vo= Egle """ G({S.,0 Su<T}) | F] (6)

pricom Q je ekvivalentna martingalova miera.

1.4 Wienerov proces, Brownov pohyb

Na zachytenie stochastického vyvoja podkladovych aktiv sa vyuzivaji Markovove
nadhodné procesy, medzi ktoré patri aj Wienerov proces. Ten si popiSeme v tejto casti

spolu s Brownovym pohybom, ktory je jeho zovSeobecnenim.

Definicia 1.14 (Wienerov proces). Stochasticky proces W = {W;,t > 0} je Wienerov

proces na pravdepodobnostnom priestore (Q, F,P), ak spliia

s pravdepodobnostou 1 su trajektorie W;(w) spojité

.WU:O

ndhodna premenna W; ma normalne rozlelenie N (0, )

Wips — Ws ma N(0,t) rozdelenie a prirastky Wi, Wy, — Wy, o, Wi, — Wi, |

st nezavislé pre V0 <t < ty... < 1y

Z poslednej vlastnosti Wienerovho procesu vyplyva, ze je Markovovym procesom.
Zaroven je Wienerov proces prikladom Lévyho procesov, ktoré si blizsie predstavime v

nasledujicej kapitole.

14
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Obr. 1: Wienerov proces

Girsanovova veta

Nech W;(w), je Wienerov proces na (€2, F,P). Nech v;(w) je F}V - adaptovany proces,

Es (6xp (% /0 ' ﬁdt)) < oo. (7)

Potom existuje miera Q na (2, F) taka, ze

pre ktory

[ ] [cil(% —GZL'p f(] 'Yt th ) 2 t ( )dt)

. Wt( ) = Wi(w) + fo vs(w)ds je Wienerov proces na (€, F,Q).

Definicia 1.15 (Brownov pohyb). Nech W = {W,,t > 0} je Wienerov proces. Pojmom

Brownov pohyb sa oznacuje proces
B, = ut + oW, t>0 (8)

kde i a o > 0 st konstanty.

Wienerov proces je teda Brovnovym pohybom s driftom = 0 a volatilitou o = 1.

Definicia 1.16 (Geometricky Brownov pohyb). Nech B = {B;,t > 0} je Brownov

pohyb s parametrami p a o, nech Yy > 0. Potom proces
Y, = Yoe© t>0 (9)

15



je Geometricky Brownov pohyb.

Obr. 2: Brownov pohyb, py=3; 0 =0.5

2000

1800—-
1800 4
1400- V"u\
1200 4

1000

800 H
s W

Obr. 3: Geometricky Brownov pohyb, = 3; 0 = 0.5; Yy = 100
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2 Lévyho procesy

Lévyho procesy nesii nazov podla jedného zo zakladatelov modernej tedrie stochas-
tickych procesov, franciuzskeho matematika Paula Lévyho (1886 - 1971). Lévy taktiez
vyznamne prispel v stiadiu tedrie pravdepodobnosti, zaoberal sa napriklad Zikonom
velkych ¢isel, Centralnou limitnou vetou a najmé procesmi s nezavislymi a stacionar-
nymi prirastkami. [12]

Vyuzivaji sa v roznych odvetviach, ¢i uz je to fyzika, strojarstvo, aktuarstvo, ekono-
mika a samozrejme finanénd matematika. Prave vo finan¢nej matematike nagli Lévyho
procesy vyznamné uplatnenie, kedZe vdaka svojim vlastnostiam dokazu lepsie zachy-
tit empirické data finan¢ného trhu. Modely so skokmi totiz umoznuju realistickejSie
zachytenie dynamiky cien na trhu a vicsiu flexibilitu. [11].

Pri spracovani kapitoly o Lévyho procesoch sme vychadzali z 2], [4], [11], [13].

2.1 VsSeobecné charakteristiky

Nech (2, F, P,F) je filtrovany pravdepodobnostny priestor a 7' € [0, 00] je ¢asovy

horizont.

Definicia 2.1 (Lévyho proces). Cadlag adaptovany stochasticky proces s redlnymi
hodnotami L = {L;,0 < t < T} kde Ly = 0 je Lévyho procesom, ak st splnené

nasledujice podmienky:
e [ mé nezavislé prirastky, t.j. Ly — L, je nezavislé na Fy pre vietky 0 < s <t < T

e [ m4 stacionarne prirastky, t.j. pre 0 < s,t < T rozdelenie L — Ly

nezavisi na t

e [ je spojity v pravdepodobnosti, t.j. pre t > 0 a Ve > 0;

lim P(|L; — Ly| > ¢) =0
s—1

Prva a druha podmienka implikuja, ze Lévyho proces je Markovov proces. Lévyho
procesy st dosledkom takmer istej spojitosti trajektorii sprava aj Silnymi Markovovymi

procesmi.
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Tretia podmienka vylucuje procesy so skokmi vyskytujicimi sa v nendhodnych ¢a-
soch, nehovori o spojitosti trajektorii. V danom ¢ase t je pravdepodobnost vyskytu
skoku nulova, pretoze skoky sa v Lévyho procesoch vyskytuja v ndhodnych ¢asoch.

Medzi Lévyho procesy patri napriklad linearny drift (deterministicky proces), ale aj
Brownov pohyb, ktory je jedinym nedeterministickym Lévyho procesom so spojitymi
trajekoriami. Na Brownovom pohybe (a teda normalnom rozdeleni) je postaveny Black -

Scholesov model, ktory si blizSie popiSeme v nasledujicej kapitole.

Trieda Lévyho procesov je velmi bohata. Dokazuje to spojitost Lévyho procesov

s nekonecne deliteInymi rozdeleniami, ktoru si teraz ukazeme.

Definicia 2.2 (Nekone¢ne delitelné rozdelenie). Rozdelenie Py nahodnej premennej X
je nekonecne delitelné, ak pre vietky n € N existuji i.i.d. (nezéavislé rovnako rozdelené)

ndhodné premenné Xl(l/n), ...7X7(L1/n) tak, ze

XL x0m g x (10)

n
teda plati rovnost v rozdeleni.
Resp. alternativna definicia cez charakteristicku funkciu.

Definicia 2.3 (Nekonecne delitelné rozdelenie). Rozdelenie Px nahodnej premennej

X je nekonec¢ne delitelné, ak pre vietky n € N existuje nahodna premenna X /™) tak,
7e

Px(u) = (dxam(u))” (11)

Uvedieme tri jednoduché priklady nekonecne delitelnych rozdeleni, pricom vyuzi-

jeme definiciu pomocou charakteristickej funkcie.

Normalne rozdelenie

Nech X ~ N(u,o?)

' Lo s 1,0 o 1oyot\”
ox(u) =exp | tup — —uc” | =exp | n|iu—— u"— ) | =exp | iu— — —u*—
2 n 2 n n 2 n

= (pxarm(u))"

2
axmeN<HZ>

n’ n
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Poissonovo rozdelenie

Nech X ~ Poisson(\)
() = caplNe® — 1) = eap (3 (¢~ 1))

= (pxa/m(u))"

n

A
a X/ ~ Poisson <—>

Meixnerovo rozdelenie

Nech X ~ Meixner(a,b,d, m)

o= (i) o (i) )

= (pxam(u))"

d
a XU/ ~ Meizner (a, b, —, T)

nn

Veta 2.1 (Lévy - Khintchine reprezentacia). Nech je D nekonecéne delitelné rozdelenie.

Potom moze byt charakteristickd funkcia vyjadrena ako
op(u) =e’™ weR (12)

kde 1) je charakteristicky exponent

U20'2 oo
P(u) = iyu — ) +/ (" =1 —iuxly<i)v(de) (13)
pricom v € R a v je miera spliajica
1
/ 2?v(dr) < oo v(dx) < oo
-1 |z|>1

Trojica (v, 02, v) sa nazyva Lévyho alebo charakteristicka trojica. 7 je drift, o Gaus-
sovsky alebo rozptylovy koeficient a v je miera na R\{0} nazyvana Lévyho miera. Splia
v({0}) = 0 a udava ocakavany pocet skokov urcitej velkosti v danom ¢asovom intervale

dlzky t. Zaroven hovori o kone¢nosti momentov Lévyho procesu.
Definicia 2.4 (Lévyho miera). Ak je Lévyho miera v tvare

v(dz) = u(x)dx (14)
potom u(x) je Lévyho hustota.
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Uvazujme Lévyho proces (L¢)o<i<r,n € N, pre [ubovolné 0 <t < T

L, = L% + (Ly — L )—l— e (Lt — L(n’fl)t) (15)

i
n
beric do uvahy nezavislost a stacionaritu prirastkov Lévyho procesu, rozdelenie na-

hodnej premennej L; je nekonecne delitelné.

Pre kazdy Lévyho proces plati

E[Gle] _ et‘w(u) (16)

= exp {t (iyu — u20 + /00 (™ —1 — iuxljy<i)v(de))} (17)

kde ¥ (u) := 11 (u) je Lévyho exponent L, ndhodnej premennej s nekone¢ne delitel nym
rozdelenim.

Videli sme, 7e kazdy Lévyho proces je spojeny s nekone¢ne delitelnym rozdelenim,
taktiez to plati aj opacne. Teda pre kazdé nekonec¢ne delitelné rozdelenie existuje Lé-

vyho proces [4].

2.2 Vlastnosti Lévyho procesov
Vlastnost 2.1. Nech L je Lévyho proces s charakteristickou trojicou (v, 0?2, v)

e ak v(R) < oo, tak takmer vSetky trajektorie L maju na kazdom kompaktnom

intervale kone¢ny pocet skokov, Lévyho proces ma konec¢nt aktivitu

e ak v(R) = oo, tak takmer vSetky trajektorie L maji na kazdom kompaktnom

intervale nekonec¢ny pocet skokov, Lévyho proces mé nekonecni aktivitu
Vlastnost 2.2. Nech L je Lévyho proces s charakteristickou trojicou (v, o2, v)
e Necho=0a f\x\g |z|v(dz) < oo, tak takmer vSetky trajektorie L maju kone¢ni
variaciu
e Nech o # 0 alebo f|x|<1 |z|v(dx) = oo, tak takmer vSetky trajektorie L maja
nekone¢n1 variaciu

Vlastnost 2.3. Nech L je Lévyho proces s charakteristickou trojicou (v, 02, v), potom

e [, mé konetny p - ty moment pre p € Rt E|L;|P < oo vtedy a len vtedy, ak

f\wlzl |z|Pr(dx) < oo
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e [; mi konecny p - ty exponencidlny moment pre p € R E[ePHt] < oo vtedy a len

vtedy, ak f|x‘>1 eP*v(dzr) < oo

Z vlastnosti vyplyva, ze varidcia Lévyho procesu zavisi od malych skokov

(a Brownovho pohybu), vlastnosti momentov od velkych skokov a aktivita zavisi od

vSetkych skokov procesu.

Vlastnost 2.4. Nech (L;)o<i<7 je Lévyho proces s charakteristickou trojicou (v, o2, v),
pre u € R f‘$|>1 e“v(dr) < oo a k je kumulant Ly, t.j. x(u) = log Ele*1].

Potom proces

6uL,g
Mt = em( ) (18)
je martingal.
2.3 Vyuzitie na finanénom trhu
Uvazujme proces ceny akcie
S, = Sy el 0<t<T (19)

kde L; je Lévyho proces s charakteristickou trojicou (v, 02, v) pri ekvivalentnej mar-

tingalovej miere Q. Logaritmické vynosy log(sg—f) maju rozdelenie prislachajuce pri-
rastkom Lévyho procesu L, dlzky s. Kedze Ly = 0, Sy = Spel® = S,.

Avsak tym, ze vyuzivame Lévyho proces, trh nie je tUplny, a teda neexistuje len
jedna ekvivalentna martingalovd miera. Vynimkou sa iba modely s normélnym alebo
Poissonovym rozdelenim. [11] V piatej kapitole viak ukdZeme dva mozné pristupy, ako
mozeme ekvivalentni martingalovi mieru ziskat.

Pri ocenovani eur6pskych kipnych opcii s Lévyho procesmi sa daju pouzit viaceré
metody. Je to jednak metoda transformaécii, dalej parcidlna integralno - diferencialna
rovnica a metéda Monte Carlo. Metoda transformécii je najjednoduchsou a najrychlej-
Sou metddou, nevyhodou vsak je, Zze ocenovanie exotickych derivatov nie je tak jednodu-
ché. Metdéda vyuziva Fourierovu resp. Laplaceovu transformaciu, nésledne sa integraly
daju numericky velmi rychlo vypoéitat. Pri parcidlnej integralno - diferencialnej rov-
nici najskor rovnicu odvodime, potom ju numericky riesime. Vyhodou oproti metode
transformacii je, Ze sa daji uvazovat aj komplikovanejsie vyplatné funkcie (payoffy), av-

Sak nevyhodou je vypoctova narocnost oproti predchadzajicej metode. Metoda Monte
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Carlo simulécii je najvyhodnejsia z pohladu rozmanitosti derivatov, ktoré mézu byt
jednoducho ocenované, avSak prave pri tejto metode je vypoctova naro¢nost najvacsia
resp. metoda je najpomalsia. Podstatou metddy je nasimulovat cenu aktiva v ¢ase T,
Sy = Spelr, Sr, k= 1,..,N sa jednotlivé simuldcie. Cena eur6pskej kiipnej ak-
cie Cr(S, K) je odhadnuta ako priemerné cena éT(S, K) a zo Zakona velkych ¢isiel
vyplyva
Cr(S, K) . Or(S.K) (20)
V nasledujicich dvoch kapitolach sa budeme bliz§ie venovat najskor Black - Scho-
lesovmu modelu, ktory je zalozeny na Brownovom pohybe a potom v Stvrtej kapitole
Meixnerovmu procesu. Pri oboch si najskor blizsie popiSeme ich vlastnosti, jednak Lé-
vyho charakteristiky, charakteristickt funkciu aj nekonecne deliteIné rozdelenie, ktoré
je s danym procesom spojené. Taktiez budeme modelovat denné logaritmické vynosy

akcii pomocou tychto dvoch modelov.
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3 Black - Scholesov model

V tejto kapitole najskor popiSseme najpouzivanejsi model ocenovania finan¢énych de-
rivatov, Black - Scholesov model. Potom sa zameriame na jeho neodstatky, ktoré si ove-
rime na trhovych datach. Pri spracovani tretej kapitoly sme ¢erpali z [9], [13], [14],[18].

Najznamejsim a najviac pouzivanym modelom je Black - Scholesov model (dalej
len BS model), ktorého zékladom je Geometricky Brownov pohyb. Da sa povedat, ze
dosial ziadny iny model nie je tak popularny a vyuzivany ako BS model, ¢o sa tyka
teorie aj praktického vyuzitia. Modely ktoré lepsie zachytavaji realitu finanéného trhu
st zlozitejsie v zmysle vacSieho poc¢tu parametrov, tym sa vSak stavaji naroc¢nejsimi aj
pri vypoctoch a kalibracii.

Nech je S = {S;,t > 0} proces ceny akcie. Ak ozna¢ime zmenu ceny akcie pocas
kratkeho ¢asového intervalu At ako AS; = Sy ar — St, potom vynos za tento interval je
As—ft. Dé sa ocakavat, ze sa vynos sklada zo systematickej a ndhodnej ¢asti.u je parameter
predstavujuci priemerny vynos akcie a o popisuje, ako velmi cena akcie koliSe, teda
volatilitu. Nahodnost je zachytena pomocou Wienerovho procesu W;. Zmena ceny akcie
je teda

AS; = Si(uAt + o AW,) So >0 (21)

a pre At — 0 mame stochasticka diferencidlnu rovnicu

ktord mé rieSenie v tvare

2
S; = Sy exp ((u — %) t+ O'Wt) (23)

Tento (exponencialny) funcional Brownovho pohybu je Geometricky Brownov pohyb.

Plati aj
2

logS; — logSy = (u — %) t+oW,. (24)

Z vlastnosti Brownovho pohybu vyplyva, Ze logaritmicky vynos ma normélne rozdelenie

N(( — %)t, 0%t). Toto je zakladnym kametiom BS modelu.
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KedZe Brownov pohyb patri medzi Lévyho procesy, uvedieme zakladné charakte-

ristiky tohto procesu aj z pohladu vlastnosti a charakteristik Lévyho procesov, ktoré

sme uviedli v druhej kapitole. Vyuzijeme oznacenie i = pu — § Hustota prislusného
rozdelenia, normélneho rozdelenia, je
1 (z — i)
= —_ 25
fL(x) U\/%exp[ 202 ]7 ( )
charakteristickd funkcia ma tvar
N o?u?
o) = explipn — ) (26)
kanonicky rozklad L je
Ly = jit + oW, (27)

a Lévyho charakteristiky st (ji,0%,0). Brownov pohyb neméa monotonne trajektorie a
tie maji neohranicent variaciu na kone¢nych ¢asovych intervaloch. [8]

Ako sme uz uviedli v druhej kapitole, pri BS modeli je trh uplny, existuje teda
jedina ekvivalentna martingalova miera Q. Z Girsanovej vety vyplyva, ze aj v rizikovo
neutralnej miere vyvoj ceny akcie sleduje Geometricky Brownov pohyb. V rizikovo
neutrdlnom svete sa o - parameter volatility nemeni, meni sa vSak drift. Vyuzijic
pristup ziskania ekvivalentnej martingalovej miery tzv. Mean - correcting equivalent

martingale measure, teda len apravou driftu, dostavame proces ceny akcie v tvare

2
Sy =Sy exp((r—q—%)t+aWt> (28)

kde r > 0 je spojita miera tiro¢enia dlhopisu a ¢ > 0 je dividendova miera.

V nasledujicej ¢asti najskor uvedieme Black - Scholesovu parabolicka parcialnu
diferencidlnu rovnicu, ktora opisuje vyvoj ceny derivatu ako funkciu ceny podkladového
aktiva a casu do expiracie. Taktiez explicitné formuly na ocenovanie vanilla opcii, teda

kupnych opcii a opcii na predaj eurépskeho typu.
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Black - Scholesova parcialna diferencidlna rovnica na ocefiovanie derivatov akeii (29)
moze byt odvodena pomocou samofinancovanej stratégie tvorby portfolia s nulovym
rastom investicii, zdkladom je snaha dosiahnut bezrizikové portfélio. Autorom tejto
myslienky je Merton.!

oV oav 1 0?V

2 @2
- — 4= - = 2
5 + (r q>S@S+2U S 532 rV =0 (29)

V(S,t) je hodnota derivatu na dané aktivum, hladka funkcia dvoch premennych a 7' je
¢as expiracie. Okrajova podmienku moézZeme ziskat, pokial je znama hodnota derivatu
v Case jeho expiracie, teda V' (.S, T"). Hodnotu derivatu v Tubovolnom ¢ase do expiracie
najdeme rieSenim prislusnej parcidlnej diferencidlnej rovnice.

Kedze pozname koncovi podmienku pre europsku kupnu opciu, pomocou niekol-
kych transformécii sa da ziskat Black - Scholesova formula pre ocenovanie eur6pskych
kipnych opcii

V(S,t) = Se~ T &(dy) — Ke "7V &(dy) (30)

kde ®(.) je distribu¢na funkcia normovaného norméalneho rozdelenia a d;, dy st v tvare

g4 (r—q+ )T 1)

d =
' ovT —1
dgzdl—g\/T—t (32)

(31)

Néasledne vyuzitim put-call parity ziskame aj explicitni formulu pre predajné opcie

V(S,t) = Ke "Td(—dy) — Se” " TDd(—d,) (33)

'V roku 1997 ziskali Myron Scholes a Robert Merton tzv. Cenu Svédskej banky za ekonémiu
na pamiatku A. Nobela, ktora je oznacovanéi aj ako Nobelova cena za ekonomiu. Bola tak ocenend
dolezitost a vyznamnost Black - Scholesovho modelu, ktory v 1970-tych rokoch priniesli do sveta

ocenovania opcii Fischer Black, Myron Scholes a Robert Merton.
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3.1 Nedostatky Black - Scholesovho modelu

Tato podkapitola je zamerand na preskiimanie empirickych vlastnosti finanénych dat a
na nedostatky BS modelu. Budeme pracovat s ¢asovymi radmi dennych logaritmickych
vynosov niekolkych akcii s ¢asovym rozpéatim 1008 pracovnych dni (29. september 2011
- 2. december 2015). Data pochadzajiu zo stranky http://finance.yahoo.com/. Priklad
takéhoto Casového radu moézeme vidiet na obrazku (Obr.4), ktory zobrazuje denné

logaritmické vynosy akcie Yahoo.

=
-
=

008
1

0o

0
1

-0.05

Obr. 4: Denné logaritmické vynosy akcie Yahoo

Pripomenieme, 7e plati: sucet k logaritmickych vynosov za Casové obdobie At je

logaritmickym vynosom za obdobie kAt.

(n(Serar) = n(51) + (In(Si2ar) = In(Srar)) + .+

+(In(Seyrat) — IN(Sir—1)at)) = In(Seyrar) — In(St)

(34)

26



30

18 20 25
| |
15 20 25 30

10
10

Obr. 5: Histogram Yahoo. Obr. 6: Histogram Apple.

Ako sme uz ukazali pri prezentovani BS modelu, vynosy by mali byt modelované
pomocou prirastkov Brownovho pohybu, teda by mali byt normélne rozdelené a ne-
zavislé. Pricom parametre normélneho rozdelenia by sa nemali menit v ¢ase. Tieto

predpoklady si teraz overime, vyuzijeme pri tom rézne metody.

3.1.1 Normalita vynosov

Porovnanie momentov
Pri porovnavani teoretickych momentov norméalneho rozdelenia a odhadnutych mo-
mentov z dat sa zameriame na treti a Stvrty moment. Budeme pracovat s centralnymi
momentami. Treti moment - Sikmost, hovoriaca o symetrii rozdelenia, je v pripade
normalneho rozdelenia nulova, teda toto pravdepodobnostné rozdelenie je symetrické.
Zaporna (Tavostranna) Sikmost v pripade va¢§iny nami pozorovanych akcii poukazuje
na to, ze vi¢Sina hodnot ¢asového radu je vicsia ako priemer (vlavo sa vyskytuji
extrémnej$ie hodnoty, resp. viavo méa dlhsi chvost). Rozdiel medzi pravostrannou a
Tavostrannou Sikmostou znézornuja obrazky Obr.5 a Obr.6.
Odhadnuté stvrté momenty popisujice Spicatost rozdelenia budeme porovnavat
s hodnotou 3, ktord predstavuje $picatost normalneho rozdelenia. Ak ma rozdelenie
splosteny vrchol, §tvrty moment je mensi ako 3. Pri pohlade na tabulku (Tabulka 1)

teda mozeme usiudit, ze data st z rozdeleni, ktoré maju Spicatejsi vrchol ako norméalne
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rozdelenie, a teda maju taz8ie chvosty. Z toho vyplyva, Ze velké rozdiely medzi cenami
akcif sa vyskytuji castejSie ako v modeli s normélne rozdelenymi prirastkami. Spica-
tost totiz urcuje, aky priebeh méa rozdelenie okolo stredu, resp. charakterizuje vyskyt
extremalnych hodnét. Toto je jednym z hlavnych dovodov, preco sa zacali pouzivat

procesy so skokmi.

strednd hodnota | disperzia | Sikmost | Spicatost

normélne rozdelenie U o? 0 3
GM 0,000411 0,000342 | -0,02836 | 4,175772
KO 0,000256 0,0000866 | -0,23224 | 3,938567
Yahoo 0,0007 0,000375 | 0,02836 | 5,807692
Intesa 0,000966 0,003458 | -0,15478 | 19,98974

Tabulka 1: Porovnanie momentov

V tabulke (Tabulka 1) mozeme vidiet odhad prvych $tyroch momentov z financ-
nych dat ako aj teoretické momenty norméalneho rozdelenia. Ako vidime, ani jedny data
podla odhadov momentov nemajt normaélne rozdelenie. Pre lepsi popis vlastnosti den-
nych logaritmickych vynosov by sme potrebovali rozdelenie, ktoré ma viac parametrov

ako norméalne rozdelenie.

Grafické porovnanie - QQ graf, jadrovy odhad hustoty
Pri overovani normality dennych logaritmickych vynosov akcii pouzijeme pre nézor-
nost aj QQ - graf a porovnanie hustoty norméalneho rozdelenia s empirickym odhadom
hustoty, tzv. jadrovym odhadom hustoty.
QQ-graf (the quantile-quantile plot) je kvalitativne velmi t¢innou metdédou tes-
tovania dobrej zhody. Porovnava pre kazdé j = 1,...,n (pri¢om n je rozsah suboru dat,

i1
v nasom pripade 1008 pozorovani dennych logaritmickych vynosov) empiricky JTQ -

.1 o

kvantil s 2 —2 - kvantilom dan¢ho rozdelenia, u nas normalneho rozdelenia. Cim viac
graf kopiruje ¢iaru pod uhlom 45°, tym je pravdepodobnejsie, ze data pochadzaja z
daného rozdelenia. QQ - graf sluzi vSak len na grafické znézornenie a priblizenie, ne-

poklada sa za formalny test, pretoze nie je jasne definované, kedy sa nulova hypotéza
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zamieta.

Obr. 7: QQ-graf dennych logaritmickych vynosov akcie Yahoo Normélne rozdelenie

Ako vidime na obrazku (Obr.7), zobrazené body sa od ¢iary vzdaluji, a to hlavne

na koncoch - chvostoch. Usudzujeme teda, ze data nie st z normélneho rozdelenia.

Jadrovy odhad hustoty je odhad hustoty f\vypoéitany z ndhodného vyberu xq, xs, ..., T,

ako

-~ 1 — T — x;

o=k () (35)
kde K (.) je funkcia spliiajiica

/K(a:) der =1 (36)

a h je zvolena Sirka okna. Existuje viacero moznosti pre vyber funkcie K(.). My sme
pouzili tzv. Gaussovské jadro, K(.) je hustota normovaného normélneho rozdelenia
N(0,1) a h je zvolené podla Silvermanovho pravidla palca ("Silverman’s rule- of-
thumb"), a teda m4 hodnotu h = 1.060n75.

Na grafe (Obr.8) vidime porovnanie jadrového odhadu hustoty dennych logaritmic-
kych vynosov akcie Yahoo ako aj hustotu normalneho rozdelenia, ktoré mé parametre
zhodné s aritmetickym priemerom a vyberovou disperziou odhadnutou z trhovych déat.
Aj podla tohoto grafického porovnania mozeme usidit, Ze normalita vynosov nie je

splnené.
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Obr. 8: Modra je hustota normalneho rozdelenia s parametrami y = 0,0008 a 0% =
0,000359, c¢iernou je jadrovy odhad hustoty dennych logaritmickych vynosov akcie
Yahoo

Statistické testy

TuSenie ze denné logaritmické vynosy akcii nie st normalne rozdelené potvrdime aj
Statistickymi testami. Pri kazdom z testov budeme na vopred zvolenej hladine vyznam-
nosti « testovat hypotézu, ze denné logaritmické vynosy predstavujice nahodny vyber

X1, T, ..., Ty S0 z rozdelenia daného kumulativnou distribu¢nou funkciou ﬁ(:p, 0).
Hy: Fo(z) = F(x;0) wvs. Hy: Fy(z) # F(x;0) (37)

kde
1 n

je empirickd kumulativna distribu¢né funkcia.

Nulovia hypotézu na hladine vyznamnosti o zamietame, ak je p - hodnota rovna
alebo mensia ako hladina vyznamnosti . P - hodnota udava pravdepodobnost, ze
testovacia Statistika je eSte extrémnejsia za predokladu, ze plati nulova hypotéza.

Vyuzili sme Pearsonov x? test, Kolmogorov - Smirnov test, Kuiperov test, Anderson
Darling test a Cramer von Mises test. V nasledujiicej ¢asti stru¢ne popiSeme pouzité

testy a uvedieme testovaciu Statistiku.
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Pearson \? test (x? - test) je najznamejsim testom dobrej zhody, ktory porovnava

teoretické a empirické pocetnosti. Testovacia Statistika
oy o (39)

i—1 Wi

méa pri n > 50 za platnosti Hy priblizne Chi - kvadrat rozdelenie s k — t — 1 stupnami
volnosti. Pricom Iy, I, ..., I}, je rozklad realnej osi na disjunktné intervaly, n; je pocet
pozorovani spadajicich do intervalu I;, p; je pravdepodobnostnd miera [; urc¢ené dis-
tribu¢nou funkciou F (x;0), np; je teoretickd poletnost v intervale I;, k je pocet tried

a t pocet odhadovanych parametrov.

Kolmogorov Smirnov test (KS - test) Kolmogorova - Smirnova vzdialenost D,,
je definovana ako maximélna vzdialenost medzi F,(z) a ﬁ(x;@). Ak su parametre 6

zname, testovacia Statistika ma tvar

~

Dy = sup | Fo(x) = F(x; )| (40)

Kuiper test je obdobou KS - testu, taktiez meria vzdialenost medzi empirickou a

teoretickou distribu¢nou funkciou. Jeho testovacia Statistika ma tvar [20]

K = sup(F,(z) — F(x;0)) — inf(F,(z) — F(x:0)) (41)

T T

Anderson Darling test (AD - test) je istou modifikiciou KS - testu, ale dava vicsiu
pozornost na chvosty resp. je citlivejsi na odchylky na chvostoch, ¢o je vyhodou napr.
pri aplikaciach v analyze rizik. Na rozdiel od KS - testu, pri ktorom kritické hodnoty
nezavisia od testovaného rozdelenia, pri AD - teste sa kritické hodnoty pocitaji pre
konkrétne rozdelenie, tym sa test stava viac citlivym avsak aj vypoctovo naro¢nejsim.

Testovacia Statistika méa tvar

A2 == 30 1) log (FG0)(1 — Fani1156) (42)

Ak chceme testovat, ¢i F(z;0) je normélne rozdelenie so zndmymi parametrami

N (p,0?), testovacia tatistika je v tvare
1~
A= = 3020 1) Log (R()(1 = Den-i) (43)
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kde Z; =

Ti— [
g

Pokial st parametre nezname, pouZiva sa testovacia Statistika

4 2
Tn=A3(1+———5).

n  n?

pre i = 1,2,...,n a ®(.) je distribu¢na funkcia normalneho rozdelenia.

(44)

Cramer von Mises test (CM - test) Testovacia Statistika tohto testu je v tvare

W= e (2 —an))Z (45)
12n — 2n
x? test KS-test Kuiper-test AD-test CM-test
GM | 4,0803.1078 | 2,241561.1072% | 1,650046.10~8% 0 2,553513.1071°
KO || 2,7530.1075 | 3,100377.10721® | 1,070458.107843 0 4,218848.1071°
Yahoo || 5,0365.1077 | 9,58626.1072°2 | 6,251210.1077% 0 9,32587.1071°
Intesa 10140 5,223039.107148 | 6,105573.1075% 0 3,885781.1071°

Tabulka 2: Vysledky testov Normalne rozdelenie

V tabulke (Tabulka 2) vidime p - hodnoty vSetkych pouzitych testov na jednotlivé
data predstavujuce denné logaritmické vynosy akcii. KedZe p - hodnoty st mensie ako

5%, ¢o je nami zvolena hladina vyznamnosti, nulovi hypotézu o normalite zamietame.

3.1.2 Stochasticka volatilita

Z dat mozeme taktiez pozorovat, ze odhadnuta volatilita sa stochasticky meni s ¢a-
som, resp. meni sa prostredie. Potvrdzuje to jednak historicka volatilita (Obr.9), ktora
popisuje, ako volatilné bolo aktivum v predchadzajicom obdobi. Historicka volatilitu
akcie Yahoo zobrazent na grafe sme ziskali pomocou odhadu standardnej odchylky den-
nych logaritmickych vynosov predchadzajiceho roka. Nasledne sme ju prenédsobili od-
mocninou z 250, ¢o predstavuje priemerny pocet obchodnych dni v kalendarnom roku.
Vidime, ze historicka volatilita kolise. Na druhom obrazku (Obr.10) mozeme vidiet ab-
solitnu hodnotu dennych logaritmickych vynosov akcie Yahoo. Je zjavné zhlukovanie
volatility - st viditeIné obdobia s vysokym absolitnym vynosom a obdobia s nizkym
absolutnym vynosom. Préave fakt, Ze po velkych zmenach ceny akcie pravdepodobnejsie

nasleduje velka zmena motivuje k vyuzitiu modelu, kde je volatilita stochasticka.
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Obr. 9: Historicka volatilita
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Obr. 10: Zhlukovanie volatility
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4 Meixnerovo rozdelenie, Meixnerov proces

Pre kvalitné ocenovanie derivatov, optimalizéciu portfélia ¢i riadenie rizik, musime
mat aj kvalitny model podkladového aktiva. Je potrebné priblizit sa ¢o najviac mode-
lom k realite, zachytit v8etky vlastnosti, ktoré vyplyvaju z trhovych dat. Na zéklade
nesplnenych predpokladov v Black - Scholesovom modeli sme sa rozhodli vyuzit Lé-
vyho procesy, ktoré vhodne popisuju jednak skoky ale aj tazké chvosty pozorované
pri trhovych datach. My sme sa zamerali na Meixnerov proces. V tejto kapitole naj-
skor popiseme Meixnerovo rozdelenie a z neho odvodeny Meixnerov proces. Potom ho
podobne ako v predchadzajicej kapitole otestujeme pomocou Statistickych testov aj

graficky. Budeme vychadzat z [10], [13], [14], [15], [16].

4.1 Meixnerovo rozdelenie

Funkcia hustoty Meixnerovho rozdelenia Meizner(a,b,d, m) je

(2c0s(b/2))* va=m) iz —m)\ |
ca,b,d =——2 ¢ o« |I'ld+—-— 4
kde parametre splhajt
a>0 —r<b<m d>0 m e R (47)

I'(.) je Gamma funkcia a i = /—1.
V tabulke (Tabulka 3) vidime vyjadrenie momentov Meixnerovho rozdelenia
Meizner(a,b,d, m) pomocou parametrov. Je zrejmé, ze Spicatost Meixnerovho rozde-

lenia, bude vzdy vicsia ako 3, ¢o predstavuje Spicatost Normalneho rozdelenia.

Meixnerovo rozdelenie

stredna hodnota m + ad tg(%)
disperzia Hi;of(b)
Sikmost sin(b) m
Spicatost 3 - %

Tabulka 3: Porovnanie momentov
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Vyznam jednotlivych parametrov blizSie pribliZzuje nasledujtci obrazok, ktory po-
rovnava hustoty Meixnerovho rozdelenia s roznymi parametrami. Taktiez uviddzame aj
porovnanie kumulativnych distribuénych funkcii tychto rozdeleni. Parameter m je pa-
rametrom polohy, a a d ovplyviiuju Spicatost rozdelenia - a udava, ako tazké su chvosty;

d gkalu a parameter b urc¢uje Sikmost.

hustota Meixnerovho rozdelenia

a=2, b=3, d=4, m=0 i
a=2, b=1,d=2, m=0 f

025

v RS
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Obr. 11: Hustota Meixnerovho rozdelenia

kumulativna distribuéna funkcia

2 -+ a=2 b=3,d=4, m=0 — —
a=2, b=1,d=2, m=0 /-’
i) /’
& " /
e':
ow i /
© /
.’. /
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Obr. 12: Kumulativna distribu¢na funkcia Meixnerovho rozdelenia

Pre nazornost uvadzame aj obrazky s porovnanim désledkov zmeny len jedného z

parametrov na hustotu Meixnerovho rozdelenia.
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Obr. 13: Vplyv parametra a na hustotu Meixnerovho rozdelenia, a € {0,5;1,5;3};b =
0;d=0,1;m =0

Obr. 14: Vplyv parametra b na hustotu Meixnerovho rozdelenia, b € {—3,0,3},a =
0,5;d=0,1;m=0
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Obr. 15: Vplyv parametra d na hustotu Meixnerovho rozdelenia, d €
{0,1;0,4;0,7};a =0,5;b=0;m =0

Na odhad parametrov Meixnerovho rozdelenia sa pouzivaji dve metody. Jednou
z nich je Metoda momentov. Zakladnou myslienkou Met6dy momentov je odhad prvych
Styroch momentov z trhovych dat a néasledne vyuzitim vztahov medzi parametrami a
momentami, ktoré sme prezentovali v Tabulke 3 urcit odhady parametrov Meixnerovho

rozdelenia. VSeobecné vyjadrenie odhadnutych parametrov je potom

- 1

d= ——— 48
Ro —R; — 3 48)
b = sign(®,) arcos(2 — d (Fy — 3)) (49)

~ 1 b
=g, s (50)

d

= = (b

m=X —adtg (§> (51)
pricom musi byt splnen& podmienka

Fo > 2R: +3 (52)

a vyuzili sme oznacenie X pre aritmeticky priemer, S pre smerodajnii odchylku.
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R1 & Ro st odhady tretieho a $tvrtého centralneho momentu vypocitané nasledovne

e = o 3 (o= X)f (53)

— I

K1 = j% (54)
Ko

My

K1 = —= (55)
15

Presny postup odvodenia vztahov uvadzame v prilohe.
Dalsou moznostou ako uréit parametre rozdelenia je Met6éda maximalnej vierohod-
nosti. Podstatou tejto metody je néajst také hodnoty parametrov, ktoré maximalizuju

vierchodnostnu funkciu
n

L(z;0) = [ [ f(:;0) (56)

i=1

resp. logaritmickt vierohodnostni funkciu

=

l(x;0) = log (] ] f(zi;0))

(2c0s(b/2))% ba—m)
= l -_— a
°9 < L el (2d)

Izzl

r (d+ —i(xia_m)) 2)

ez DY W (o

i=1

=nlog

VRS

2)
S predpokladom, 7Ze existuje jediné maximum a [(z;0) je hladka diferencovatelna

funkcia, parametre ziskame rieSenim rovnic

%(w; 0)=0 (57)

Na urychlenie vypoctov pri metode Maximéalnej vierohodnosti sa ako Startovaci bod

pouziva odhad parametrov z Met6dy momentov.
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Charakteristicka funkcia Meixnerovho rozdelenia Meizner(a,b,d, m) ma tvar

d(u;a,b,d,m) = ™" ( cos(b/2) )/2>> (58)

cosh((au — ib
z ¢oho vyplyva, #e toto rozdelenie je nekone¢ne delitelné.2 Ako sme uz uviedli v 2.
kapitole, pre kazdé nekonec¢ne delitelné rozdelenie méame stochasticky proces - Lévyho
proces. Stochasticky Meixnerov proces {M;, ¢ > 0} ma nezavislé a stacionarne priras-
tky, My = 0 a rozdelenie M; je dané Meixnerovym rozdelenim Meizner(a,b,dt, mt).
Lévyho triplet resp. trojica Lévyho charakteristik je v pripade Meixnerovho procesu

(7,0,v(dx)), t.j. nema Brownovu Cast

b
€ a
v(de) =d de (59)

—adtan (® 2d/oo sinh(g (60)
T aarn g 1 sinh(%F) o

Dokaz mozeme néjst v ([10] str. 136). Ked7ze plati, ze [ |z|v(dz) = oo proces ma

nekone¢nu varidciu. [15] Existuji vSetky momenty tohto rozdelenia. [17]

Kumulativna vytvarajica funkcia Meixnerovho rozdelenia je

i (1) = 2d log (cos (g)) ~ 94 log <cos (‘“T“))) 4 mt (61)

kde

je momentova generujica funkcia a
kx(t) = log(Mx(t)) (63)

Presné odvodenie charakteristickej aj kumulativnej vytvarajicej funkcie Meixnerovho

rozdelenia je v prilohe.

2Qdvodenie bolo uvedené ako priklad pri definicii nekone¢ne delitelného rozdelenia v druhej kapi-

tole.
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4.2 Kalibrovanie Meixnerovho rozdelenia na realne data

Podobne ako v tretej kapitole aj v tejto kapitole vyzijeme casové rady dennych lo-
garitmickych vynosov niekolkych akcii. Pomocou Metdédy momentov odhadneme pre
kazdu z akcii parametre Meixnerovho rozdelenia. Nésledne otestujeme jednak graficky
ako aj Statistickymi testami, ze prave Meixnerovo rozdelenie je v porovnani s normél-
nym rozdelenim lepsie v zmysle, Ze lepsie zachytava vlastnosti dennych logaritmickych
vynosov. Prave vdaka Styrom parametrom Meixnerovho rozdelenia, dokédzeme lepSie
popisat aj tazké chvosty a Sikmost trhovych dat.

V nasledujuicej tabulke (Tabulka 4) prezentujeme pre kazdu zo Styroch akcii odhad-

nuté parametre Meixnerovho rozdelenia pomocou Met6édy momentov.

a b d m
GM | 0,053239 | -0,02088 | 0,241481 | 0,000556
KO | 0,025763 | -0,167133 | 0,259117 | 0,000815
Yahoo | 0,041408 | -0,091363 | 0,417661 | 0,001604
Intesa || 0,023715 | -0,4459 | 1,678416 | 0,010141

Tabulka 4: Odhadnuté parametre

4.2.1 Grafické zobrazenie

Pri pozorovani ¢i empirické data pochadzaji z Meixnerovho rozdelenia vyuzijeme aj
QQ-graf a porovnanie jadrového odhadu hustoty s hustotou prislusného Meixnerovho
rozdelenia, t.j. Meixnerovho rozdelenia s odhadnutymi parametrami jednotlivych akcii.
Aby sme poukazali na zlepSenie oproti Norméalnemu rozdeleniu, opétovne uvadzame
aj obrazky z kapitoly o BS modeli. Ako vidime na QQ-grafoch, Meixnerovo rozdelenie
lepsie zachytava tazsie chvosty. Porovnanie odhadov hustot (Obr. 18) zas poukazuje na

zlepSenie pri zachyteni Spicatosti déat.
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Obr. 17: QQ-graf dennych logaritmickych vynosov akcie Yahoo Meixnerovo rozdelenie

Pri porovnani hustoty sme dalej vyuzili aj moznost upravy parametrov. A to v
zmysle Metody najmensich Stvorcov, kedy sa vychadza z odhadov ziskanych pomocou
metoédy momentov, a potom sa parametre upravuji, aby sa ziskalo ¢o najlepsie zachyte-
nie dat. Kedze vieme, Ze parameter d ma vplyv na $picatost rozdelenia a z porovnania
jadrového odhadu hustoty a hustoty Meixnerovho rozdelenia vidime, Ze Spicatost nie je
dobre zachytena, rozhodli sme sa upravit prave parameter d. Uvadzame aj porovnanie
hustot prave po tejto zmene (Obr. 19). Novy parameter d odhadnutého Meixnerovho

rozdelenia pre akciu Yahoo je d = 0, 467661.

41



30
|

15

10

0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10

Obr. 18: Porovnanie hustot pre akciu Yahoo, modré je normalne rozdelenie, Ciernou

jadrovy odhad hustoty a ¢ervenou hustota Meixnerovho rozdelenia
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Obr. 19: Porovnanie hustot pre akciu Yahoo, modré je normalne rozdelenie, ¢iernou
jadrovy odhad hustoty a ¢ervenou hustota Meixnerovho rozdelenia so zmenenym pa-

rametrom d
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4.2.2 Statistické testy

V tretej kapitole sme podrobne popisali Statistické testy, ktorymi sme testovali zhodu
empirickych dat s normalnym rozdelenim. V tejto ¢asti vyuzijeme rovnaké testy, nulova
hypotéza vsak bude postavena v zmysle, ¢i testované data pochadzaju z Meixnerovho
rozdelenia s prislu§snymi parametrami. Vysledky testov sme zhrnuli v tabulke (Ta-
bulka 5). Uvadzame aj p - hodnoty testov zhody so zmenenym rozdelenim, zmenenym

parametrom d, ¢ize pre akciu Yahoo budeme mat dva vysledky.

2 KS-test | Kuiper-test | AD-test | CM-test

GM 0,065876 | 0,107906 | 0,002296 | 0,065210 | 0,089222
KO 0,023466 | 0,134027 | 0,007204 | 0,230920 | 0,148003
Yahoo 0,0969941 | 0,790379 | 0,761846 | 0,984602 | 0,95142

Yahoo zmena d | 0,163661 | 0,527388 | 0,222497 | 0,323671 | 0,429006

Intesa 0,531073 | 0,891599 | 0,803636 | 0,866338 | 0,848102

Tabul'ka 5: Vysledky testov Meixnerovo rozdelenie

Na hladine vyznamnosti 5% hypotézu o tom, ze denné logaritmické vynosy st z pri-
slusného Meixnerovho rozdelenia pri vicSine testov nezamietame. Ako mozeme vidiet,
testy ukazuji, ze poévodne odhadnuté Meixnerovo rozdelenie pre akciu Yahoo je lepSie,
aj ked sa pri grafickom porovnani jadrového odhadu hustoty ako lepsie zdalo préave
upravené rozdelenie. To vSak lepSie zachytavalo len $picatost rozdelenia. f)alej preto

budeme pracovat s povodnym rozdelenim odhadnutym pomocou Met6dy momentov.

4.2.3 Simulacia cien podkladového aktiva

V predchadzajtcich castiach sme si overili, ze denné logaritmické vynosy maji Meix-
nerovo rozdelenie a hypotézu o Normalnom rozdeleni sme zamietli. V dalsom ukaZeme,
ako sa empiricky vyvoj ceny podkladového aktiva lisi od trajektorii Meixnerovho roz-
delenia, ktoré ma prislusné odhadnuté paramatre. Taktiez uvedieme aj porovnanie s
odhadnutym Normalnym rozdelenim.

Pri simulaciach sme pouzivali Statisticky softvér R. Spravili sme 50 simulacii vyvoja

ceny akcie Yahoo od 30.11.2011 po 2.12.2015, ¢o predstavuje 1008 pracovnych dni. Pri
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Meixnerovom procese vieme, Ze M; je dané Meixnerovym rozdelenim Meixner(a,b, dt, mt),
preto sme parametre d, m pri simulovani s postupujicim ¢asom menili. Ziskali sme tak
50 vyvojov dennych logaritmickych vynosov a spatnymi Gpravami sme sa dostali k ce-
nam podkladového aktiva. Pre ziskanie simulécii z normalneho rozdelenia sme vyuzili
funkciu rnorm() a odhadnuty priemer a smerodajnt odchylku.

Na obrazku uvadzame realny vyvoj ceny akcie Yahoo v danom Casovom intervale
ako aj nasimulované trajéktorie z Meixnerovho rozdelenia (Obr.20) a Normélneho roz-

delenia (Obr.21). Vychadzali sme z hodnoty 15,7 ¢o predstavuje cenu akcie 30.11.2011.
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w
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I

Obr. 20: Cervenou je zobrazend realita, ¢iernou sa simulécie z prislu$ného Meixnerovho

rozdelenia

Dalsi obrazok (Obr.22) zobrazuje jednak redlny vyvoj ako aj hranice dané extre-
malnymi hodnotami uréenymi simulaciami. Ako moézeme vidiet, Meixnerovo rozdelenie
zachytéava lepSie nielen spodniu hranicu redlneho vyvoja ceny podkladového aktiva, ale
taktiez aj horn& hranica je presnejSia, interval nie je az taky Siroky. Pozreli sme sa
hlbsie do historie vyvoja ceny akcie Yahoo, konkrétne na rovnako velké ¢asové obdobie
1008 pracovnych dni pred 30.11.2011, aby sme si overili, ¢i skuto¢ne moze cena akcie
tak poklesnit. KedzZe diia 28.11.2007 bola hodnota akcie 26,2 a diia 20.11.2008 poklesla
na droven 8,95 (cca. 66% pokles) a v naSom pozorovani je spodna hranica simulacii na

arovni 6,997, to znamena ze z hodnoty 15,7 poklesla o cca. 56%, mozeme povazovat
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vysledok ziskany simulaciami za realny.
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Obr. 21: Cervenou je zobrazen realita, ¢iernou st simulacie z prislusného Norméalneho

rozdelenia
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Obr. 22: Cervenou je zobrazené realita, modoru st vyznacené hranice simulacii Meix-

nerovho rozdelenia, zelené st hranice Normalneho rozdelenia
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5 Ocenovanie opcii

ZavereCné kapitola bude popisovat praktické vyuzitie Meixnerovho procesu pri mo-
delovani finan¢nych derivatov, opcii. Porovname BS model s modelom zaloZzenym na
Meixnerovom procese. Uvedieme vysledky BS modelu, ktorého parametre buda od-
hadnuté na zéklade informacii o cenach opcii. Pri modeli s Meixnerovym procesom
vyuzijeme dva pristupy ziskania ekvivalentnej martingalovej miery, ktoré porovname.

Budeme pracovat s 25 opciami na akciu Yahoo s roznymi maturitami a realiza¢nymi
cenami. Data pochadzaju zo dna 2.12.2015, kedy cena Adj.Close akcie Yahoo bola
35,65. Na obrazku (Obr.23) vidime opcie s maturitou 7' = 19.1.2018. Je to jednak
zéavislost trhovej last ceny opcie (poslednej obchodovanej) od realizaénej ceny, taktiez
sme zobrazili mid ceny (priemer medzi bid a ask cenou opcie) v zavislosti od realiza¢nej
ceny. Obrazky pre opcie s inymi maturitami sa nachadzaja v prilohe. V prilohe sa
nachadza aj tabulka so vSetkymi opciami. Pri spracovani piatej kapitoly budeme Gerpat

z (2], [3].

15

cena opcie
1l
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T T T T T
16 18 20 22 24

realizaCna cena

Obr. 23: Opcie akcie Yahoo s T = 19.1.2018 , ¢ierne si bid a ask ceny, cervena hviezdicka

mid cena a cerveny kruzok last cena
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5.1 Black - Scholesov model

V tretej kapitole sme pri popise BS modelu uviedli aj explicitné vzorce na ocenovanie
kiipnych a predajnych opcii eurdpskeho typu. Teraz blizsie popiSeme spdsob ocefiovania
opcii, ktory je zaloZeny nielen na tdajoch ziskanych z ¢asovych radov dennych loga-
ritmickych vynosov podkladového aktiva, ale vyuziva aj informacie o obchodovanych
opciach. Kedze je postupnost pri kalibrovani opa¢na ako pri klasickom ocenovani deri-
vatov, nazyva sa aj inverznym problémom ocenhovania. Podstatou rieSenia inverzného
problému ocenovania je odhad parametrov modelu pomocou minimalizicie odchylky
medzi trhovymi cenami a cenami opcii ziskanymi modelom.

Ako mieru zhody medzi trhovymi cenami a cenami modelu sme vyuzili strednu

kvadraticka chybu (RMSE)

ocet opcit
p P Yopcie

1
RMSE = \/— Z (trhova cena — cena v modeli)? (64)

Dalsimi moznostami si priemerna absolitna chyba (AAE),

1
AAE = —— Z |trhova cena — cena v modeli| (65)
pocet opcit Vopore

priemerna absolitna chyba ako percento primernej ceny opcie (APE),

1 1
APE = Z |trhova cena — cena v modeli| (66)

priemerna cena pocet opcii

Yopcie

a priemerné relativna percentuéalna chyba (ARPE),

ARPFE =

(67)

1 Z |trhova cena — cena v modeli|

pocet opcii trhova cena

Yopcie
Obr. 24 prezentuje aké st hodnoty RMSE pri zmene sigmy, ktora je z intervalu

(0,1). Hodnota parametra sigma, pri ktorej bola stredna kvadratickd chyba minimalna

je 0,439.
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Obr. 24: Najdenie minimalneho RMSE zmenou volatility

Ako vidime (Obr. 26), pri optimalizovani parametra BS modelu v zmysle najdenia
sigmy, ktora minimalizuje stredni kvadratickt chybu medzi trhovymi cenami a cenami
modelu je rozdiel medzi cenami BS modelu a trhovymi mid cenami v porovnani s
predchadzajicim obrazkom (Obr. 25), kedy bol parameter BS modelu urceny z dat
dennych logaritmickych vynosov mensi.

Uvéadzame aj hodnotu RMSE pre porovnanie. S optimalizovanou sigmou je to 0,7776,

so sigmou odhadnutou z dat 1,3537.

5.2 Meixnerov model

Pri Meixnerovom procese je uz rieSenie inverzného problému komplikovanejsie. Uka-
zeme v8ak, ze pri Meixnerovom modeli staci na to, aby sme ziskali postacujtce vysledky
aj iny pristup. Nac¢rt riesenia inverzného problému Meixnerovho procesu uvedieme na
konci diplomovej prace, ako jej mozné rozsirenie.

Nahradenim Geometrického Brownovho procesu v BS modeli Lévyho procesom, kon-

krétne Meixnerovym procesom

S, = SyeMt (68)

ziskame model, v ktorom si denné logaritmické vynosy akcie modelované pomocou

Meixnerovho rozdelenia Meizner(a,b,d, m).
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Obr. 25: Cervenou st trhové mid ceny, ¢iernou su ceny podla BS modelu
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Obr. 26: Cervenou st trhové mid ceny, ¢iernou su ceny podla BS modelu s optimalizo-

vanou sigmou

Ako sme uviedli v prvej kapitole, bezarbitrazna cena eurépskych kiapnych opcii v
¢ase t € [0,T] je dana

Vi = Bgle " (Sr — K)*|F] (69)

kde Q je ekvivalentna martingalova miera a F = {F;,0 <t < T'} je prirodzena filtracia

M={M,0<t<T}.
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KedZe pri Meixnerovom modeli je trh neuplny, t.j. existuje viacero ekvivalentnych
martingalovych mier Q, vybrali sme si dva pristupy ziskania ekvivalentnej martin-
galovej miery, ktoré postupne popiSeme, a potom uvedieme a porovname vysledky

ocenovania opcii pomocou kazdého z nich.

5.2.1 Esscherova transformacia

Pri spracovani tejto ¢asti sme vychadzali z [10], [13], [14].

Esscherova transformacia sa ¢asto vyuziva v poistnej matematike a taktiez je vhod-
nym nastrojom pri ocenovani derivatov, ak sa daju logaritmy cien podkladového aktiva
popisat stochastickym procesom s nezavislymi a stacionarnymi prirastkami. Vdaka Ess-
cherovej transformacii ziskame ekvivalentni pravdepodobnostnii mieru, pod ktorou je
diskontovany proces ceny podkladového aktiva martingalom.

Nech (X});>0 je Lévyho proces s charakteristickou trojicou (7,2, 1) pri pravdepo-
dobnostnej miere P. Uvazujme proces ceny akcie nevyplacajicej dividendy S, = Sye™t

a Lévyho mieru v spliiajicu
/ " v(dx) < oo v eR (70)
|z[>1

Predpokladajme, 7Ze existuje momentova generujica funkcia X,

Sﬁ

My () = B () = 57 (55 7
S0

Pomocou Esscherovej transformécie ziskame ekvivalentnti pravdepodobnostni mieru,

pod ktorou je X; Lévyho proces s nulovou Gaussovskou ¢astou, Lévyho mierou
" v(dx) (72)

a driftom
1
Y —l—/ z(e’ — 1)v(dx). (73)
—1

Radon-Nikodymova derivacia pri zmene mier je

@’ B e’ﬂXt B eﬁXt
dP 7t T EF(e9X) T My, (9)

(74)
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Diskontovany proces ceny {e "S;}i>0 je martingal pri Qy
Sy = E%(e7S,)
= EW(Spe"e™)

= Spe " EY ()

ot Fs (6(1+19)Xt) |
MXt(’lg)

(78)

Nech 9* je rieSenie, potom Qj je martingalova miera Esscherovej transformacie s hus-

totou

619Xt

Mx,(9)

%) Xy
Y Gy
MXt(ﬁ*)

Mx, (1 +9%)
B M, (0%)
 (Mx, (1+9))
(M, (9%))!

)
th:

Vyuzijtc
My, (¥) = (Mx, (9))"
dostavame

_ My, (1+97)
MX1 (19*)

T

a * je rieSenim poslednej rovnice.

Esscherova transformécia pre Meixnerovo rozdelenie
Ak Xy ~ M(a,b,d, m)

_ My, (1+97)
MX1(19*)

T

_ exp(2d log(cos(%)) — 2d log(cos(w» +m(1+9"))

exp(2d log(cos(L)) — 2d log(cos(*+2)) + my*)

z ¢oho vyplyva

coSs + 2
r = 2d log MS*Q 7 Q)a +m
cos(%5- 45+ %)

(79)

(80)
(81)

(82)

(83)

(84)

(85)

(86)

(87)



Po upravach dostavame

ad* b
_ @w_ 42
exp (’l” m) _ COS(*Q 2) (88)

2d

= o a ? * . (89)

= (90)

cos(%) — tan(“S + 2)sin(%)

A nésledne algebraickymi dpravami prevratenych hodnot oboch stran rovnosti dosta-

exp (mZZZ = cos (g) — tan (a;?* + g) sin (g) (91)

v —
—tan <a2 + g) = Sm1<%> exrp (de T) — cot (%) (92)

vame riesenie

a* b —cos(a/2) +e5a
Z = —_arct 93
2 * 2 areran < sin(a/2) ) (93)

1
a

g (94)

(b + 2arctan <_CO$(a/2) + 6% > )

sin(a/2)
Pomocou Esscherovej transformécie sme ziskali pravdepodobnostni mieru Q, ktora
mé rozdelenie Meixner(a,ad* + b, d, m).
Transformacia zachovava nekonecnu delitelnost rozdelenia a chrakteristicky triplet

Lévyho rozdelenia ma po Esscherovej transformacii tvar
1

V" =+ 0?9 + /_l(exp(ﬁ*:c) — 1)v(dz) (95)
o =0 (96)
v (dx) = exp(9*x)v(dr) (97)

Teraz uvedieme odvodenie ceny eurépskej predajnej (put) opcie a nasledne pomocou
put - call parity aj cenu eurépskej kiapnej (call) opcie. VyuZijeme pri tom nasledujiicu

Lemu, ktorej dokaz sa nachadza napriklad v [13].

Lema 5.1 (Factorization formula). Nech je S; ndhodné premennd, f meratelna funkcia

a 1, k a t st redlne ¢isla, t > 0. Potom
E®(S7f(Sy) = B9 (SF)E+(f(Sh)) (98)

Qy je pravdepodobnostné miera parametrizované .
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V dalsom bude Qy oznacovat pravdepodobnostnii mieru Esscherovej transformacie.
¥ =",

Podl'a ocenovacej formulky (kapitola 1) vieme

P(Sy, E,r,T,0) = E%* (e " Tmax(E — Sr,0)) (99)
— E’Qﬁ* (e—rT(E _ ST)(lEZST)) (100)
= EB_TTEQﬁ* (]‘EZST) - G_TTEQW (ST]-EZST)- (101)

Vyuzitim Lemy plati
EY (Splpss,) = BV (Sr)EY+1 (1pss,) (102)
a pomocou tohto vztahu dostavame

P(So, E,7,T,0) = Ee”™" E%* (110gx/50)>5r) — SoEY 1 (L(10gk/50)> 57 ) (103)

(logK/So) (logK/So)
= EeTT/ f(z,0,9")dx — So/ f(x,0,0" 4+ 1)dx

(104)
kde b+ad 2
(2cos(H22))24 (oo om) i(x —m)
0,9%) = 2 a rvd+ —- 105
f(@,0,97) 2anT (2d) + (105)
reR, a>0, —nm<b<m, d>0, meR, i=+-1
Cena europskej kiupnej opcie je
C(So, E,7,T,0) = P(So, E,r,T,0) + Sy — Ee™"" (106)
= So/ f(z,8,9" + 1)dx — Ee_TT/ f(z,0,9%)dz.
(logK /So) (logK/So)
(107)

Uvedené teoretické vysledky sme vyuZili pri ocefiovani opcii akcie Yahoo. Ako sme
videli, pri Esscherovej transformécii sa zmeni len parameter b, a to v zavislosti od 0*.
Pre akciu Yahoo mame ¢* = 11,60719, parameter b sa teda zmeni z —0,091363 na
hodnotu 0, 389271.
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5.2.2 Ekvivalentnid martingalovA miera pomocou apravy driftu

Dalsim pristupom na ziskanie ekvivaletnej martingalovej miery pri netplnych trhoch je
tzv. Mean - correcting equivalent martingale measure, teda Ekvivalentnd martingalovi
miera pomocou upravy driftu. Vychadzajiac zo [14] vieme, Ze nova hodnota driftu je v
tvare

My =ms +1r —q— log ¢p(—1) (108)

kde m; je predosla hodnota a ¢(.) oznacuje charakteristicka funkciu.
Ako sme uviedli v tretej kapitole, logaritmicky vynos v BS modeli md normélne
rozdelenie N ((u — %2)15, o’t). mg = p — "72 a log ¢(—i) = p. Preto je

0.2

Mo =1 =4~ 5 (109)

Pre Meixnerov proces ma novy parameter tvar

o= {iog (s (2)) “toa (s (E)))- a0

Pre akciu Yahoo je novy parameter m,, = 0,0058845. Pri ocefiovani opcii pomocou

tejto ekvivalentnej martingalovej miery sme vyuzivali simulacie procesu.

5.3 Porovnanie

Na zaver diplomovej prace uvadzame porovnanie cien opcii pre BS model a Meixnerov
model s oboma martingalovymi mierami. KedZe sa v pripade inverzného problému
kalibrovania BS modelu ako vstupné parametre vyuzivaji aj trhové ceny, uvedieme
porovhanie modelov pre oba pripady, teda pre last aj mid ceny. Zakazdym sme si
vybrali 10 opcii, ktoré sme ocenili pomocou troch modelov. Pri BS modeli sme hladali
minimalne RMSE len s ohladom na tychto 10 opcii. Porovnanie cien, hodnoty RMSE

ako aj parametre kazdého modelu uvadzame v tabulkach.

o4



strike T last | Meixner Esscher | Meixner mean BS
25 | 15.1.2016 11 10,6656 10,67119 10,66559513
26 | 15.1.2016 9,5 9,666219 9,671904 9,66621894
27 | 15.1.2016 9 8,666843 8,672357 8,66684274
28 | 15.1.2016 | 8,19 7,667467 7,672936 7,66746655
30 | 15.1.2016 | 6,29 5,668714 5,674277 5,66871416
31 ] 15.1.2016 | 5,15 4,66934 4,674859 4,66933797
30 | 15.7.2016 6 5,746564 5,775345 5,74656425
20 |20.1.2017 | 159 15,76821 15,82067 15,76820928
23 |20.1.2017 | 13,.48 12,78594 12,83895 12,78594067
23 [19.1.2018 | 13,3 12,90405 13,00257 12,90405208
RMSE 0,431348 0,4090744 0,4313483

Tabulka 6: Porovnanie modelov last ceny

Moézeme vidiet, ze najniz§iu hodnotu RMSE dosiahol Meixnerov model s martinga-
lovou mierou ziskanou tupravou driftu (Meixner mean). Hodnota RMSE Meixnerovho
modelu s Esscherovou transforméciou (Meixner Esscher) sa od RMSE BS modelu ne-
lisi. Rozhodli sme sa preto najst také parametre, pri ktorych by RMSE dosiahlo nizgiu
hodnotu aj pre Meixner Esscher. Bertic do tvahy obmedzenia na parametre pri definicii
Meixnerovho rozdelenia, zobrali sme niekolko hodnot v okoli odhadnutych paramet-
rov a nasledne sme otestovali vSetky mozné kombinacie. Zo vSetkych 4624 kombinacii
parametrov sme vybrali dve, pri ktorych bola hodnota RMSE najnizsia, tieto modely
oznac¢ujeme Meixner Esscher 2 a Meixner Esscher 3. V Tabulke 7 uz uvadzame okrem
vysledkov predchadzajucich troch modelov aj vysledky pre nové dva. V porovnani s
Meixner Esscher sme dosiahli lepsiu hodnotu RMSE, ale stale ostava najnizSou prave
hodnota RMSE Meixner mean modelu. V Tabulke 7 mézeme vidiet aj zmenu para-

metrov.
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Meix. Esscher | Meix. Esscher 2 | Meix. Esscher 3 | Meixner mean BS
a 0,041408 0,081408 0,046408 0,041408
b 0,389271 0,726872 0,54188 - 0,09136
d 0,467661 0,437661 0,452661 0,467661
m 0,001604 -0,002396 -0,000396 0,005811
10,6656 10,665595 10,665595 10,67119 10,665595
9,666219 9,666218 9,666219 9,671904 9,666219
8,666843 8,66684 8,698468 8,672357 8,666843
7,667467 7,667454 7,667467 7,672936 7,667467
5,668714 5,66847 5,668714 5,674277 5,668714
4,66934 4,.897077 4,669338 4,674859 4,669338
5,746564 5,746312 5,746564 5,775345 5,746564
15,76821 15,768209 15,768209 15,82067 15,768209
12,78594 12,785941 12,785941 12,83895 12,785941
12,90405 12,904052 12,904052 13,00257 12,904052
RMSE 0,431348 0,4115815 0,4290153 0,4090744 0,431348

Tabulka 7: Porovnanie modelov last ceny 2

Podobne sme ocenili opcie aj vzhTadom na mid cenu. Porovnanie troch modelov uva-

dzame v Tabulke 8. Opét sme najniz$iu hodnotu RMSE ziskali pre Meixner mean mo-

del. Avsak pre vSetky tri modely sa ceny modelu opcii nachadzaju v intervale (bid,ask).

Aj pri mid cenéch sme spomedzi nami testovanych 4624 kombinacii parametrov vybrali

tie dva modely, ktoré mali najnizsiu hodnotu RMSE, Meixner Esscher 2 a Meixner Ess-

cher 3. Oba maju nizsiu hodnotu RMSE nez povodny Meixner Esscher model (Tabulka

9).
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strike T bid ask mid | Meixner Esscher | Meixner mean BS
15 | 15.1.2016 | 19,3 | 22,2 | 20,75 20,65936 20,66505 20,65935708
23 | 15.1.2016 | 11,65 | 14 | 12,825 12,66435 12,66995 12,66434752
24 | 15.1.2016 | 10,3 | 13,9 12,1 11,66497 11,67053 11,66497133
25 | 15.1.2016 | 10,55 | 12 | 11,275 10,6656 10,67119 10,66559513
26 | 15.1.2016 | 8,7 | 11,9 10,3 9,666219 9,671904 9,66621894
27 | 15.1.2016 | 7,8 | 9,75 | 8,775 8,666843 8,672357 8,66684274
17 | 15.7.2016 | 17,55 | 21,25 | 194 18,70472 18,73349 18,70471974
20 | 20.1.2017 | 144 | 18,9 | 16,65 15,76821 15,82067 15,76820928
23 | 20.1.2017 | 12 | 16,25 | 14,125 12,78594 12,83895 12,78594067
25 | 20.1.2017 | 10,5 | 14,4 | 12,45 10,79776 10,85046 10,79776160
RMSE 0,8241339 0,7956007 0,8241339

Tabulka 8: Porovnanie modelov mid ceny

Na zaver mozeme zhodnotit, Zze sme najlepSie ocenenie opcii dosiahli pomocou Meix-
ner mean modelu. Nesmieme zabudat na fakt, Zze tento model sme ziskali jednoduchou
upravou driftu, kym BS model sme optimalizovali a pomocou Meixner Esscher modelu
sme ani po malych tdpravach parametrov nedokéazali dospiet k lepsiemu vysledku. Je
vSak pravda, Zze odchylky neboli natolko vyrazné, aby sme niektory z modelov povazo-
vali za zly.

Pravdepodobne najlepsou volbou by bol Meixnerov model, ktory by sme podobne
ako BS model optimalizovali. Teda by sme vyuzili nielen informécie z dennych logarit-
mickych vynosov akcie ale aj z trhovych cien obchodovanych opcii. Pri Meixnerovom
procese je vSak rieSenie inverzného kalibracného problému podstatne zlozitejsie, jedna
sa o nelinearny problém najmensich Stvorcov. Pri jeho rieSeni by sa vyuzila relativna
entropia, ako miera vzdialennosti dvoch ekvivalentnych martingalovych mier a taktiez

Specidlne zvolené vahy jednotlivych derivatov. RieSenie by bolo néjdené napr. vdaka

BFGS metode.
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Meix. Esscher | Meix. Esscher 2 | Meix. Esscher 3 | Meixner mean BS
a 0,041408 0,011408 0,016408 0,041408
b 0,346473 0,445308 0,040810 - 0,09136
d 0,467661 0,437661 0,437661 0,467661
m 0,001604 0,000604 0,004604 0,005885
20,65936 20,659357 20,659357 20,66505 20,659357
12,66435 12,664348 12,664348 12,66995 12,664348
11,66497 11,664971 11,664971 11,67053 11,664971
10,6656 10,665595 10,691365 10,67119 10,665595
9,666219 9,666219 9,666219 9,671904 9,666219
8,666843 8,666843 8,666843 8,672357 8,666843
18,70472 18,704720 18,704720 18,73349 18,70472
15,76821 15,911467 15,768209 15,82067 15,768209
12,78594 12,785941 12,785941 12,83895 12,785941
10,79776 10,797762 10,823395 10,85046 10,797762
RMSE 0,8241339 0,8099286 0,8171399 0,7956007 0,8241339

Tabulka 9: Porovnanie modelov mid ceny 2

Kalibra¢ny problém by bol v tvare:

Uvazujme predchadzajici model s pravdepodobnostnou mierou Py a charakteristic-

kou trojicou Lévyho procesu (g, 09, o). Najdite 6, ktord minimalizuje

N
J(O) =) wilCUT, Ki) — Cil* + ae(Qo| Po)

i=1

kde w; st vahy, C; predstavuji trhové ceny uvazovanych opcii, C?(T;, K;) st ceny z

modelu, e(Qy|Fy) je relativna entropia modelu (y(6), o(0),v(0)) vzhladom na predcha-

dzajici model a « je regularizacny parameter. [2].
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Zaver

Cielom teoretickej ¢asti bolo priblizenie Lévyho procesov, najmé Meixnerovho procesu.
Hlavny ciel diplomovej prace vSak spocival v praktickej ¢asti. V overeni predpokladov
Black - Scholesovho modelu na trhovych datach a v preskimani kvalitnejsieho mode-
lovania finan¢nych trhov pomcou Meixnerovho procesu.

V prvych dvoch kapitolach, ktoré boli ¢isto teoretické, sme popisali zakladné pojmy
a principy potrebné pri modelovani finan¢énych trhov a Lévyho procesy. Vychadzali
sme hlavne z |2|, [11], [13]. Tretia kapitola rovnako ako aj Stvrta obsahovali jednak
teoreticky zaklad pre Black - Scholesov model a Meixnerov proces ako aj praktické
otestovanie vhodnosti modelovania finan¢nych trhov pomocou daného modelu. Pred-
poklady modelov sme otestovali na dennych logaritmickych vynosoch niekol'kych akeii.
V pripade Black - Scholesovho modelu sme grafickymi metédami ale aj Statistickymi
testami zamietli normalitu vynosov. Taktiez sme zhodnotili, Ze nie je splneny ani pred-
poklad nemennosti parametrov, kedZe volatilita sa ¢asom menila. V §tvrtej kapitole,
pri Meixnerovom procese sme uz nulovi hypotézu nezamietli, data pochadzali z da-
ného rozdelenia, ktoré sme odhadli pomocou Met6dy momentov. V zavere¢nej kapitole
sme sa venovali ocefiovaniu eurépskych kiapnych opcii akcie Yahoo. Vyuzili sme Black
- Scholesov model s parametrom sigma, ktory bol zvoleny v zmysle minimalizacie od-
chylky medzi trhovymi cenami a cenami modelu. Pri ocefiovani pomocou Meixnerovho
procesu sme vyuzili dve metédy najdenia ekvivalentnej martingalovej miery - Essche-
rovu transforméciu a Ekvivalentnii martingalovi mieru s upravenym driftom. V zévere
sme uviedli porovnanie modelov. Pri Esscherovej transformécii sme otestovali ako budu
vplyvat malé zmeny parametrov rozdelenia na RMSE. Videli sme, Ze najlepsim a da sa
povedat aj najjednoduchsim spésobom oceniovania opcii je vyuzitie Meixnerovho pro-
cesu s ekvivalentnou martingalovou mierou najdenou pomocou tupravy driftu. Taktiez
sme priniesli stru¢ny prehlad rieSenia inverzného kalibra¢ného problému s Meixnero-
vym procesom, ktory by bol adekvatnym pri porovnavani s optimalizovanym Black -
Scholesovym modelom.

Prinos diplomovej prace spociva jednak v priblizeni Meixnerovho procesu ale taktiez
aj v jeho praktickom vyuziti pri modelovani finan¢nych trhov. Nemenej dolezité je po-

rovnanie metod na najdenie ekvivalentnej martingalovej miery. Prinosom pre autorku
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je moznost praktického vyuzitia viacerych metod testovania dobrej zhody na trhovych
datach. Taktiez aj porovnanie Black -Scholesovho modelu a modelu s Meixnerovym
procesom pri oceniovani financénych derivatov.

Potencialne moznosti rozsirenia diplomovej prace si vo vyuziti Meixnerovho mo-
delu so stochastickou volatilitou. TaktieZ rieSenie inverzného kalibra¢ného problému
aj v pripade modelu s Meixnerovym procesom. Islo by o nelinedrny problém najmen-
sich Stvorcov. Pri jeho rieSeni by sa vyuzila relativna entropia, ako miera vzdialennosti
dvoch ekvivalentnych martingalovych mier a taktiez $pecidlne zvolené vahy jednotli-

vych derivatov.
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Priloha

Charakteristicka funkcia Meixnerovho rozdelenia
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Kumulativna vytvarajaca funkcia Meixnerovho rozdelenia
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Met6da momentov

7 nasledujucich vztahov odvodime odhady parametrov @, b, d, m

X =m+adtg (g) (111)
= a*d

o= 1+ cos(b) (112)

%1 = sin(b) m (113)

Fy=3— % (114)

Umocnenim (113) a vyuZitim sin*(b) + cos?(b) = 1 ziskame

1-— b
2 Lo cosh) (115)
d
Vztah (114) moézeme pomocou predchadzajicej rovnosti upravit na
ENE IR SO NP (116)
ey a “Tgrth
z ¢oho ziskame odhad
- 1
d= ——— 117
Ko —R; — 3 (1)
a vyjadrenim zo (114) aj
cos(b) =2 +d(3 — &y). (118)

Ked7e b je parameter Sikmosti, musi mat rovnaké znamienko ako odhad Sikmosti z dat,
preto

b = sign(F) arccos(2 + d(3 — &y)). (119)

Dosadenim vztahu pre cos(b) a odhadu d do (112) ziskame odhad aj pre parameter @

__ \/§ (1 + CEOS(B)> (120)

m=X —adtg (g) (121)

Zo (111) mame

Zdroj: [13]
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Obr. 27: Opcie akcie Yahoo s T = 8.1.2016 , ¢ierne st bid a ask ceny, ¢ervena hviezdicka

mid cena a Cerveny kruzok last cena
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Obr. 28: Opcie akcie Yahoo s T = 15.1.2016 , ¢ierne st bid a ask ceny, ¢ervena hviezdicka

mid cena a Cerveny kruzok last cena
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Obr. 29: Opcie akcie Yahoo s T = 15.7.2016 , ¢ierne st bid a ask ceny, ¢ervena hviezdicka

mid cena a cerveny kruzok last cena
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Obr. 30: Opcie akcie Yahoo s T = 20.1.2017 , ¢ierne st bid a ask ceny, cervena hviezdicka

mid cena a Cerveny kruzok last cena
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T realiza¢né cena | last cena | bid cena | ask cena | mid cena
8.1.2016 30,5 3,7 5,6 6,1 5,85
8.1.2016 32,5 2,13 3,8 4.4 4.1
8.1.2016 34 1,29 2,94 3,25 3,095
15.1.2016 15 18,65 19,3 22,2 20,75
15.1.2016 18 25,52 14,2 14,7 14,45
15.1.2016 20 16,15 15,6 16,75 16,175
15.1.2016 23 9,79 11,65 14 12,825
15.1.2016 24 8,6 10,3 13,9 12,1
15.1.2016 25 11 10,55 12 11,275
15.1.2016 26 9,5 8,7 11,9 10,3
15.1.2016 27 9 7,8 9,75 8,775
15.1.2016 28 8,19 7,95 8,7 8,325
15.1.2016 29 6,3 6,95 7,75 7,35
15.1.2016 30 6,29 6,1 6,45 6,275
15.1.2016 31 5,15 5,5 5,75 5,625
15.1.2016 32 4,8 4,75 4.8 4,775
15.1.2016 17 16,15 17,55 21,25 19.4
15.1.2016 30 6 7,45 8,4 7,925
20.1.2017 20 15,9 14,4 18,9 16,65
20.1.2017 23 13,48 12 16,25 14,125
20.1.2017 25 12,5 10,5 14,4 12,45
19.1.2018 15 20 18,5 23 20,75
19.1.2018 20 11,5 16 20,5 18,25
19.1.2018 23 13,3 13 17,5 15,25
19.1.2018 25 10,94 12,15 14,5 13,325

Tabulka 10: Opcie na akciu Yahoo
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