
UNIVERZITA KOMENSKÉHO V BRATISLAVE

FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

VYU�ITIE MEIXNEROVHO PROCESU

PRI MODELOVANÍ FINAN�NÝCH TRHOV

DIPLOMOVÁ PRÁCA

2016 Bc. Ivana KRASULOVÁ



UNIVERZITA KOMENSKÉHO V BRATISLAVE

FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

VYU�ITIE MEIXNEROVHO PROCESU

PRI MODELOVANÍ FINAN�NÝCH TRHOV

DIPLOMOVÁ PRÁCA

�tudijný program: Ekonomicko - �nan£ná matematika a modelovanie

�tudijný odbor: 1114 Aplikovaná matematika

�koliace pracovisko: Katedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky

Vedúci práce: doc. Mgr. Igor Melicher£ík, PhD.

Bratislava 2016 Bc. Ivana KRASULOVÁ



36753632

Univerzita Komenského v Bratislave
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky

ZADANIE ZÁVEREČNEJ PRÁCE

Meno a priezvisko študenta: Bc. Ivana Krasulová
Študijný program: ekonomicko-finančná matematika a modelovanie

(Jednoodborové štúdium, magisterský II. st., denná forma)
Študijný odbor: aplikovaná matematika
Typ záverečnej práce: diplomová
Jazyk záverečnej práce: slovenský
Sekundárny jazyk: anglický

Názov: Využitie Meixnerovho procesu pri modelovaní finančných trhov
Aplication of Meixner process in modeling financial markets

Cieľ: V klasickom Black-Scholesovom modeli sa predpokladá normalita rozdelenia
výnosov akcií. Štatistické testy však zvyčajne zamietajú túto hypotézu.
Meixnerov proces patrí medzi Lévyho procesy. V práci pôjde o preskúmanie
možnosti kvalitnejšieho modelovania finančných trhov pomocou tohto procesu.

Vedúci: doc. Mgr. Igor Melicherčík, PhD.
Katedra: FMFI.KAMŠ - Katedra aplikovanej matematiky a štatistiky
Vedúci katedry: prof. RNDr. Daniel Ševčovič, CSc.

Dátum zadania: 10.02.2015

Dátum schválenia: 11.02.2015 prof. RNDr. Daniel Ševčovič, CSc.
garant študijného programu

študent vedúci práce



Abstrakt

KRASULOVÁ, Ivana: Vyuºitie Meixnerovho procesu pri modelovaní �nan£ných trhov

[Diplomová práca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a

informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky;

Vedúci diplomovej práce: doc. Mgr. Igor Melicher£ík, PhD., Bratislava, 2016.

V diplomovej práci sa zaoberáme Lévyho procesmi. Ide o porovnanie Black - Scho-

lesovho modelu a modelu zaloºeného na Meixnerovom procese. Na základe testovania

trhových dát, logaritmických výnosov akcií, poukazujeme na nedostatky Black - Scho-

lesovho modelu, ktoré sú odstránené vyuºitím Meixnerovho procesu. Taktieº porovná-

vame trhové ceny opcií s cenami získanými pomocou Black - Scholesovho modelu aj

modelu s Meixnerovým procesom. Pri Meixnerovom procese sú vyuºité dva prístupy

získania ekvivalentnej martingalovej miery.

K©ú£ové slová: nekone£ne delite©né rozdelenie, Lévyho procesy, Black - Scholesov

model, Meixnerov proces, ekvivalentná martingalová miera, Esscherova transformácia



Abstract

KRASULOVÁ, Ivana: Aplication of Meixner process in modeling �nancial markets

[Master�s thesis], Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Phy-

sics and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics;

Supervisor: doc. Mgr. Igor Melicher£ík, PhD., Bratislava, 2016.

The thesis deals with Lévy processes. Compares the Black - Scholes model with the

model based on the Meixner process. Based on empirical data testing, the asset log

returns, we focus on the imperfections of the Black - Scholes model, which are removed

using Meixner process. In the thesis we also compare market option prices with prices

of Black - Scholes model and model with Meixner process. Two methods to optain an

equivalent martingale meassure are used.

Keywords: in�nitely divisible distribution, Lévy processes, Black - Scholes model,

Meixner process, Equivalent Martingale Measure, Esscher transform
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Úvod

V posledných rokoch sa £oraz viac teoretických ale aj praktických prác venuje proble-

matike nesplnených predpokladov najznámej²ieho modelu oce¬ovania, Black - Schole-

sovho modelu. Model zaloºený na normálnom rozdelení je totiº len slabou aproximáciou

reality, ke¤ºe logaritmické výnosy �nan£ných dát majú vä£²iu ²picatos´ neº je ²pica-

tos´ normálneho rozdelenia. Taktieº sa £astej²ie vyskytujú extremálnej²ie hodnoty, teda

rozdelenie trhových dát je zo²ikmené.

Práve pre tieto dôleºité vlastnosti empirických dát sa za£ali vyuºíva´ na modelo-

vanie �nan£ných trhov Lévyho procesy. Zaoberali sa nimi viacerí autori, spomenieme

napríklad Cont a Tankov [2], Schoutens [14]. Z týchto prác budeme vychádza´ aj v dip-

lomovej práci. Medzi Lévyho procesy patrí aj Meixnerov proces. Vo �nan£nom svete

bol vyuºitý v roku 1999 v práci [6], neskôr v roku 2002 priniesol jeho �nan£nú aplikáciu

v práci [16] aj Schoutens.

Jedným z problémov pri Lévyho procesoch je nejednozna£nos´ ekvivalentnej martin-

galovej miery. Jednou z moºností, ako ekvivalentnú martingalovú mieru získa´, je Ess-

cherova transformácia, ktorá pochádza uº z roku 1932, kedy ju prvýkrát de�noval

Esccher. Pri oce¬ovaní �nan£ných derivátov je vhodné vyuºi´ de�níciu pod©a Gerber

a Shiu [5] z roku 1994. Konkrétne parametre Esscherovej transformácie pre Meixnerov

proces nájdeme napríklad v [6]. �al²ou moºnos´ou je ekvivalentná martingalová miera

získaná pomocou úpravy driftu. Oba tieto prístupy vyuºijeme v diplomovej práci.

Cie©om diplomovej práce bolo overi´ predpoklady Black - Scholesovho modelu na

trhových dátach a následne preskúma´ moºnosti lep²ieho modelovania �nan£ných trhov

pomocou Meixnerovho procesu.

V prvej kapitole uvedieme základné de�nície a princípy �nan£ného modelovania. Pri-

pomenieme vlastnosti Wienerovho procesu, ktorý je základným stochastickým proce-

som. Druhá kapitola bude zameraná na Lévyho procesy. Priblíºime jednak ich spojitos´

s nekone£ne delite©nými rozdeleniami ale taktieº aj ich vlastnosti. Tretia kapitola bude

obsahova´ okrem teoretických poznatkov o Black - Scholesovom modeli aj praktické

overenie jeho predpokladov na trhových dátach, denných logaritmických výnosoch nie-

ko©kých akcií. V ²tvrtej kapitole sa budeme venova´ Meixnerovmu rozdeleniu

a Meixnerovmu procesu, ktorý patrí medzi Lévyho procesy. Popí²eme dve metódy
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odhadu parametrov pre Meixnerovo rozdelenie. Pomocou rovnakých metód ako v tre-

tej kapitole otestujeme moºnos´ kvalitnej²ieho modelovania �nan£ných trhov v¤aka

tomuto procesu. Závere£ná, piata kapitola bude obsahova´ porovnanie Black - Schole-

sovho modelu a modelu s Meixnerovým procesom pri oce¬ovaní európskych kúpnych

opcií akcie Yahoo.
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1 Základné pojmy pri modelovaní �nan£ných trhov

V prvej kapitole priblíºime nieko©ko pojmov a základných princípov, ktoré sú dôleºité

pri modelovaní �nan£ných trhov. De�nície a vlastnosti uvedené v tejto kapitole môºeme

nájs´ v [2], [4], [9], [14], [18].

1.1 Stochastický proces, �ltrácia

De�nícia 1.1. (σ - algebra) Nech Ω je neprázdna mnoºina a nech F ⊆ 2Ω. Usporiadanú

dvojicu (Ω,F) nazývame σ - algebra, ak platí:

• Ω ∈ F

• A ∈ F ⇒ Ω\A ∈ F

• Ak (Ai)i∈I je postupnos´ mnoºín patriacich do systému F , tak ∪
i∈I
Ai ∈ F

kde 2Ω je mnoºina v²etkých podmnoºín mnoºiny Ω a postupnos´ou máme na mysli

kone£nú alebo nekone£nú spo£ítate©nú postupnos´. [7]

Uvaºujme mnoºinu v²etkých pozorovaní Ω a σ - algebru F . Pri �nan£nom mode-

lovaní chápeme mnoºinu Ω ako mnoºinu scenárov, ktoré sa môºu na trhu udia´. Na-

príklad ak chceme modelova´ cenu akcie v £ase T ako náhodnú premennú X, ktorá je

ovplyvnená mnohými faktormi ako sú dopyt a ponuka na trhu, ekonomické indikátory

a mnohé ¤al²ie, vplyv týchto faktorov môºeme celkovo popísa´ pomocou abstraktnej

premennej ω. Budúca cena akcie pri daných udalostiach je teda vyjadrená pomocou

X(ω). Pravdepodobnostná miera P na (Ω,F) je funkcia, ktorá kaºdej mnoºine A ∈ F

nazývanej udalos´, priradí pravdepodobnos´ z intervalu [0, 1]. (Ω,F ,P) predstavuje

pravdepodobnostný priestor.

Nesmieme v²ak zabúda´ na fakt, ºe postupom £asu získavame viac informácií, uda-

losti sú tým jasnej²ie. Preto je dôleºitý pojem �ltrácie.
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De�nícia 1.2 (Filtrácia). Filtrácia alebo informa£ný tok na pravdepodobnostnom

priestore (Ω,F ,P) je neklesajúci systém σ - algebier F = {Ft}t≥0, Ft ⊂ F takých, ºe

0 ≤ s < t⇒ Fs ⊂ Ft (1)

(Ft) je teda informácia prístupná v £ase t. Pomocou nej môºeme rozlí²i´, ktoré

hodnoty ostávajú stále náhodné a ktoré sa pomocou dostupných informácií stávajú ne-

náhodnými. Pravdepodobnostný priestor (Ω,F ,P) spolu s �ltráciou (Ft) je �ltrovaný

pravdepodobnostný priestor. Namiesto toho, aby sme s £asom menili pravdepodob-

nostnú mieru, zanecháme jú rovnakú a budeme modelova´ dopad informácií podmie-

¬ovaním (Ft).

De�nícia 1.3 (Stochastický proces). Stochastický proces je súbor náhodných premen-

ných X = {Xt, 0 ≤ t < ∞} = {Xt(ω), 0 ≤ t < ∞, ω ∈ Ω} na pravdepodobnostnom

priestore (Ω,F ,P) s hodnotami v Rd.

Stochastický proces je funkciou £asovej premennej t, ktorá môºe by´ diskrétna alebo

spojitá a premennej ω, ktorá popisuje neur£itos´ v tom zmysle, ºe aj ke¤ je známa

po£iato£ná hodnota procesu, existuje mnoºstvo moºností, ako sa môºe proces vyvíja´.

• pre t �xné je Xt(ω) náhodnou premennou, ω ∈ Ω je £íslo

• pre �xné ω je Xt(ω) funkciou £asu, nazývanou aj trajektória procesu priradená

k ω

�peciálnym typom stochastického procesu je Markovov proces. Pri procesoch s Mar-

kovovou vlastnos´ou je pre odhad budúcej hodnoty dôleºitá iba sú£astná hodnota,

minulos´ sa zabúda resp. je obsiahnutá v sú£astnej hodnote.

De�nícia 1.4 (Adaptovaný proces). Stochastický proces je Ft - adaptovaný,

ak pre ∀t ∈ [0, T ] hodnota Xt je Ft - merate©ná. t.j. známa v £ase t.

De�nícia 1.5 (Cadlag funkcia). Funkcia f : [0, T ] → Rd je cadlag funkciou, ak je

spojitá sprava a má limitu z©ava: ∀t ∈ [0, T ] limity

f(t−) = lim
s→t,s<t

f(s) f(t+) = lim
s→t,s>t

f(s) (2)

existujú a f(t) = f(t+).
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Kaºdá spojitá funkcia je Cadlag funkciou.

De�nícia 1.6 (Martingal). Cadlag proces (Xt)t≥0 je martingal vzh©adom k �ltrácii

{Ft}t≥0 a miere P, ak

• X je Ft - adaptovaný

• E[|Xt|] je kone£ná ∀t ≥ 0

• ∀s > t, E[Xs|Ft] = Xt

Uvaºujme funkciu f : [a, b]→ R a delenie intervalu D = {a = t0 < t1 < ... < tn = b}.

Ozna£me ||D|| = max
k=0,...,n−1

(tk+1 − tk).

De�nícia 1.7 (Prvá variácia funkcie). Prvá variácia funkcie f vzh©adom na delenie D

je

VD(f) = lim
||D||→0

n−1∑
i=0

|f(ti+1)− f(ti)| (3)

(ak limita existuje).

Ak je sup VD(f) < ∞, potom má f na [a, b] kone£nú variáciu. V opa£nom prípade

hovoríme, ºe má nekone£nú variáciu. Stochastický proces má kone£nú variáciu, ak majú

trajektórie kone£nú variáciu s pravdepodobnos´ou 1.

1.2 Charakteristická funkcia

Významnú úlohu pri popise náhodnej premennej má charakteristická funkcia. Ke¤ºe

z jej analytických vlastností vyplývajú vlastnosti náhodnej premennej. Charakteristická

funkcia zárove¬ jednozna£ne identi�kuje rozdelenie náhodnej premennej, dve náhodné

premenné s rovnakou charakteristickou funkciou sú rovnako rozdelené.

De�nícia 1.8 (Charakteristická funkcia). Charakteristická funkcia náhodnej premen-

nej v Rd je funkcia φX : Rd → R de�novaná ako

∀z ∈ Rd φX(z) = E[eizX ] =

∫
Rd

eizXdF (x) (4)

pri£om F (x) = P(X ≤ x). Charakteristická funkcia sp¨¬a φ(0) = 1, |φ(z)| = 1 ∀z ∈ Rd

a je vºdy spojitá.
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1.3 Ekvivalentná martingalová miera, Oce¬ovacia formulka

De�nícia 1.9 (Absolútna spojitos´). Nech P a Q sú pravdepodobnostné miery na

(Ω,F). Potom Q je absolútne spojitá vzh©adom na P, Q << P, vtedy a len vtedy, ak

P(A) = 0⇒ Q(A) = 0 ∀A ∈ F .

De�nícia 1.10 (Ekvivalentné pravdepodobnostné miery). Nech P a Q sú pravdepo-

dobnostné miery na (Ω,F). Ak Q je absolútne spojitá vzh©adom na P a P je absolútne

spojitá vzh©adom naQ, potom P aQ sú ekvivalentné pravdepodobnostné miery, P ∼ Q.

De�nícia 1.11 (Ekvivalentná martingalová miera). Pravdepodobnostná mieraQ je ek-

vivalentnou martingalovou mierou, ak

• Q je ekvivaletná vzh©adom k P

• diskontovaný proces ceny akcie {e−rtSt}, t ≥ 0 je martingalom pri Q

Existencia ekvivalentnej martingalovej miery implikuje trh bez arbitráºnej príleºi-

tosti. Trh je úplný, pokia© pre kaºdý derivát existuje samo�nancovaná stratégia, ktorá

ho replikuje. Úplnos´ trhu je spojená s jednozna£nos´ou ekvivalentnej martingalovej

miery. Napríklad v prípade Black - Scholesovho modelu existuje jediná ekvivalentná

martingalová miera. Av²ak vo vä£²ine modelov je trieda ekvivalentných mier vä£²ia.

Pokia© existuje viac ako jedna ekvivalentná miera trh je neúplný.

De�nícia 1.12 (Radon - Nikodymova derivácia). Nech P a Q sú pravdepodobnostné

miery na (Ω,F) také ºe Q << P. Potom existuje jediná nezáporná funkcia Z : Ω→ R

sp¨¬ajúca

• Z je F - merate©ná

• Q(A) =
∫
A
Z(x) dP(x) ∀A ∈ F

• Q(A) <∞

Potom

Z =
dQ
dP

(5)

je Radon - Nikodymova derivácia Q vzh©adom na P.
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De�nícia 1.13 (Oce¬ovacia formulka európskych opcií). Uvaºujme výplatnú funkciu

derivátu v £ase expirácie ako G({St, 0 ≤ t ≤ T}). Pri európskych kúpnych opciách

platí G({St, 0 ≤ t ≤ T}) = G(ST ) = (ST − K)+, kde K predstavuje realiza£nú cenu

(strike price). Bezarbitráºna cena derivátu v £ase t je

Vt = EQ [e−r(T−t) G({Su, 0 ≤ u ≤ T}) | Ft] (6)

pri£om Q je ekvivalentná martingalová miera.

1.4 Wienerov proces, Brownov pohyb

Na zachytenie stochastického vývoja podkladových aktív sa vyuºívajú Markovove

náhodné procesy, medzi ktoré patrí aj Wienerov proces. Ten si popí²eme v tejto £asti

spolu s Brownovým pohybom, ktorý je jeho zov²eobecnením.

De�nícia 1.14 (Wienerov proces). Stochastický proces W = {Wt, t ≥ 0} je Wienerov

proces na pravdepodobnostnom priestore (Ω,F ,P), ak sp¨¬a

• s pravdepodobnos´ou 1 sú trajektórie Wt(ω) spojité

• W0 = 0

• náhodná premenná Wt má normálne rozlelenie N(0, t)

• Wt+s − Ws má N(0, t) rozdelenie a prírastky Wt1 , Wt2 − Wt1 , ..., Wtk − Wtk−1

sú nezávislé pre ∀ 0 ≤ t1 < t1... < tk

Z poslednej vlastnosti Wienerovho procesu vyplýva, ºe je Markovovým procesom.

Zárove¬ je Wienerov proces príkladom Lévyho procesov, ktoré si bliº²ie predstavíme v

nasledujúcej kapitole.
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Obr. 1: Wienerov proces

Girsanovova veta

NechWt(ω), je Wienerov proces na (Ω,F ,P). Nech γt(ω) je FWt - adaptovaný proces,

pre ktorý

EP

(
exp

(
1

2

∫ T

0

γ2
t dt

))
<∞. (7)

Potom existuje miera Q na (Ω,F) taká, ºe

• P ∼ Q

• dQ
dP (ω) = exp(−

∫ T
0
γt(ω) dWt(ω)− 1

2

∫ T
t
γ2
t (ω)dt)

• W̃t(ω) = Wt(ω) +
∫ t

0
γs(ω)ds je Wienerov proces na (Ω,F ,Q).

De�nícia 1.15 (Brownov pohyb). NechW = {Wt, t ≥ 0} je Wienerov proces. Pojmom

Brownov pohyb sa ozna£uje proces

Bt = µt+ σWt t ≥ 0 (8)

kde µ a σ > 0 sú kon²tanty.

Wienerov proces je teda Brovnovým pohybom s driftom µ = 0 a volatilitou σ = 1.

De�nícia 1.16 (Geometrický Brownov pohyb). Nech B = {Bt, t ≥ 0} je Brownov

pohyb s parametrami µ a σ, nech Y0 > 0. Potom proces

Yt = Y0e
Bt t ≥ 0 (9)
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je Geometrický Brownov pohyb.

Obr. 2: Brownov pohyb, µ = 3; σ = 0.5

Obr. 3: Geometrický Brownov pohyb, µ = 3; σ = 0.5; Y0 = 100
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2 Lévyho procesy

Lévyho procesy nesú názov pod©a jedného zo zakladate©ov modernej teórie stochas-

tických procesov, francúzskeho matematika Paula Lévyho (1886 - 1971). Lévy taktieº

významne prispel v ²túdiu teórie pravdepodobnosti, zaoberal sa napríklad Zákonom

ve©kých £ísel, Centrálnou limitnou vetou a najmä procesmi s nezávislými a stacionár-

nymi prírastkami. [12]

Vyuºívajú sa v rôznych odvetviach, £i uº je to fyzika, strojárstvo, aktuárstvo, ekono-

mika a samozrejme �nan£ná matematika. Práve vo �nan£nej matematike na²li Lévyho

procesy významné uplatnenie, ke¤ºe v¤aka svojim vlastnostiam dokáºu lep²ie zachy-

ti´ empirické dáta �nan£ného trhu. Modely so skokmi totiº umoº¬ujú realistickej²ie

zachytenie dynamiky cien na trhu a vä£²iu �exibilitu. [11].

Pri spracovaní kapitoly o Lévyho procesoch sme vychádzali z [2], [4], [11], [13].

2.1 V²eobecné charakteristiky

Nech (Ω,F , P,F) je �ltrovaný pravdepodobnostný priestor a T ∈ [0,∞] je £asový

horizont.

De�nícia 2.1 (Lévyho proces). Cadlag adaptovaný stochastický proces s reálnymi

hodnotami L = {Lt, 0 ≤ t ≤ T} kde L0 = 0 je Lévyho procesom, ak sú splnené

nasledujúce podmienky:

• L má nezávislé prírastky, t.j. Lt−Ls je nezávislé na Fs pre v²etky 0 ≤ s < t ≤ T

• L má stacionárne prírastky, t.j. pre 0 ≤ s, t ≤ T rozdelenie Lt+s − Lt
nezávisí na t

• L je spojitý v pravdepodobnosti, t.j. pre t ≥ 0 a ∀ε > 0;

lim
s→t

P (|Lt − Ls| > ε) = 0

Prvá a druhá podmienka implikujú, ºe Lévyho proces je Markovov proces. Lévyho

procesy sú dôsledkom takmer istej spojitosti trajektórií sprava aj Silnými Markovovými

procesmi.

17



Tretia podmienka vylu£uje procesy so skokmi vyskytujúcimi sa v nenáhodných £a-

soch, nehovorí o spojitosti trajektórií. V danom £ase t je pravdepodobnos´ výskytu

skoku nulová, pretoºe skoky sa v Lévyho procesoch vyskytujú v náhodných £asoch.

Medzi Lévyho procesy patrí napríklad lineárny drift (deterministický proces), ale aj

Brownov pohyb, ktorý je jediným nedeterministickým Lévyho procesom so spojitými

trajekóriami. Na Brownovom pohybe (a teda normálnom rozdelení) je postavený Black -

Scholesov model, ktorý si bliº²ie popí²eme v nasledujúcej kapitole.

Trieda Lévyho procesov je ve©mi bohatá. Dokazuje to spojitos´ Lévyho procesov

s nekone£ne delite©nými rozdeleniami, ktorú si teraz ukáºeme.

De�nícia 2.2 (Nekone£ne delite©né rozdelenie). Rozdelenie PX náhodnej premennejX

je nekone£ne delite©né, ak pre v²etky n ∈ N existujú i.i.d. (nezávislé rovnako rozdelené)

náhodné premenné X(1/n)
1 , ..., X

(1/n)
n tak, ºe

X
d
= X

(1/n)
1 + ...+X(1/n)

n (10)

teda platí rovnos´ v rozdelení.

Resp. alternatívna de�nícia cez charakteristickú funkciu.

De�nícia 2.3 (Nekone£ne delite©né rozdelenie). Rozdelenie PX náhodnej premennej

X je nekone£ne delite©né, ak pre v²etky n ∈ N existuje náhodná premenná X(1/n) tak,

ºe

φX(u) = (φX(1/n)(u))n (11)

Uvedieme tri jednoduché príklady nekone£ne delite©ných rozdelení, pri£om vyuºi-

jeme de�níciu pomocou charakteristickej funkcie.

Normálne rozdelenie

Nech X ∼ N(µ, σ2)

ϕX(u) = exp

(
iuµ− 1

2
u2σ2

)
= exp

(
n

(
iu
µ

n
− 1

2
u2σ

2

n

))
= exp

(
iu
µ

n
− 1

2
u2σ

2

n

)n
= (ϕX(1/n)(u))n

a X(1/n) ∼ N

(
µ

n
,
σ2

n

)
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Poissonovo rozdelenie

Nech X ∼ Poisson(λ)

ϕX(u) = exp(λ(eiu − 1)) = exp

(
λ

n

(
eiu − 1

))n
= (ϕX(1/n)(u))n

a X(1/n) ∼ Poisson

(
λ

n

)
Meixnerovo rozdelenie

Nech X ∼Meixner(a, b, d,m)

ϕX(u) = emiu
(

2cos(b/2)

cosh((au− ib)/2)

)2d

= en(m
n
iu)

((
2cos(b/2)

cosh((au− ib)/2)

)2 d
n

)n

= (ϕX(1/n)(u))n

a X(1/n) ∼Meixner

(
a, b,

d

n
,
m

n

)

Veta 2.1 (Lévy - Khintchine reprezentácia). Nech je D nekone£ne delite©né rozdelenie.

Potom môºe by´ charakteristická funkcia vyjadrená ako

φD(u) = eψ(u) u ∈ R (12)

kde ψ je charakteristický exponent

ψ(u) = iγu− u2σ2

2
+

∫ ∞
−∞

(eiux − 1− iux1|x|≤1)ν(dx) (13)

pri£om γ ∈ R a ν je miera sp¨¬ajúca∫ 1

−1

x2ν(dx) <∞
∫
|x|≥1

ν(dx) <∞

Trojica (γ, σ2, ν) sa nazýva Lévyho alebo charakteristická trojica. γ je drift, σ Gaus-

sovský alebo rozptylový koe�cient a ν je miera na R\{0} nazývaná Lévyho miera. Sp¨¬a

ν({0}) = 0 a udáva o£akávaný po£et skokov ur£itej ve©kosti v danom £asovom intervale

d¨ºky t. Zárove¬ hovorí o kone£nosti momentov Lévyho procesu.

De�nícia 2.4 (Lévyho miera). Ak je Lévyho miera v tvare

ν(dx) = u(x)dx (14)

potom u(x) je Lévyho hustota.
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Uvaºujme Lévyho proces (Lt)0≤t≤T , n ∈ N, pre ©ubovo©né 0 ≤ t ≤ T

Lt = L t
n

+ (L 2t
n
− L t

n
) + ...+ (Lt − L (n−1)t

n

) (15)

berúc do úvahy nezávislos´ a stacionaritu prírastkov Lévyho procesu, rozdelenie ná-

hodnej premennej Lt je nekone£ne delite©né.

Pre kaºdý Lévyho proces platí

E[euiL1 ] = etψ(u) (16)

= exp {t (iγu− u2σ2

2
+

∫ ∞
−∞

(eiux − 1− iux1|x|≤1)ν(dx))} (17)

kde ψ(u) := ψ1(u) je Lévyho exponent L1, náhodnej premennej s nekone£ne delite©ným

rozdelením.

Videli sme, ºe kaºdý Lévyho proces je spojený s nekone£ne delite©ným rozdelením,

taktieº to platí aj opa£ne. Teda pre kaºdé nekone£ne delite©né rozdelenie existuje Lé-

vyho proces [4].

2.2 Vlastnosti Lévyho procesov

Vlastnos´ 2.1. Nech L je Lévyho proces s charakteristickou trojicou (γ, σ2, ν)

• ak ν(R) < ∞, tak takmer v²etky trajektórie L majú na kaºdom kompaktnom

intervale kone£ný po£et skokov, Lévyho proces má kone£nú aktivitu

• ak ν(R) = ∞, tak takmer v²etky trajektórie L majú na kaºdom kompaktnom

intervale nekone£ný po£et skokov, Lévyho proces má nekone£nú aktivitu

Vlastnos´ 2.2. Nech L je Lévyho proces s charakteristickou trojicou (γ, σ2, ν)

• Nech σ = 0 a
∫
|x|≤1
|x|ν(dx) <∞, tak takmer v²etky trajektórie L majú kone£nú

variáciu

• Nech σ 6= 0 alebo
∫
|x|≤1
|x|ν(dx) = ∞, tak takmer v²etky trajektórie L majú

nekone£nú variáciu

Vlastnos´ 2.3. Nech L je Lévyho proces s charakteristickou trojicou (γ, σ2, ν), potom

• Lt má kone£ný p - ty moment pre p ∈ R+ E|Lt|p < ∞ vtedy a len vtedy, ak∫
|x|≥1
|x|pν(dx) <∞
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• Lt má kone£ný p - ty exponenciálny moment pre p ∈ R E[epLt ] <∞ vtedy a len

vtedy, ak
∫
|x|≥1

epxν(dx) <∞

Z vlastností vyplýva, ºe variácia Lévyho procesu závisí od malých skokov

(a Brownovho pohybu), vlastnosti momentov od ve©kých skokov a aktivita závisí od

v²etkých skokov procesu.

Vlastnos´ 2.4. Nech (Lt)0≤t≤T je Lévyho proces s charakteristickou trojicou (γ, σ2, ν),

pre u ∈ R
∫
|x|≥1

eeuν(dx) <∞ a κ je kumulant L1, t.j. κ(u) = log E[euL1 ].

Potom proces

Mt =
euLt

etκ(u)
(18)

je martingal.

2.3 Vyuºitie na �nan£nom trhu

Uvaºujme proces ceny akcie

St = S0 e
Lt 0 ≤ t ≤ T (19)

kde Lt je Lévyho proces s charakteristickou trojicou (γ, σ2, ν) pri ekvivalentnej mar-

tingalovej miere Q. Logaritmické výnosy log(St+s

St
) majú rozdelenie prislúchajúce prí-

rastkom Lévyho procesu Lt d¨ºky s. Ke¤ºe L0 = 0, S0 = S0e
L0 = S0.

Av²ak tým, ºe vyuºívame Lévyho proces, trh nie je úplný, a teda neexistuje len

jedna ekvivalentná martingalová miera. Výnimkou sú iba modely s normálnym alebo

Poissonovým rozdelením. [11] V piatej kapitole v²ak ukáºeme dva moºné prístupy, ako

môºeme ekvivalentnú martingalovú mieru získa´.

Pri oce¬ovaní európskych kúpnych opcií s Lévyho procesmi sa dajú pouºi´ viaceré

metódy. Je to jednak metóda transformácií, ¤alej parciálna integrálno - diferenciálna

rovnica a metóda Monte Carlo. Metóda transformácií je najjednoduch²ou a najrýchlej-

²ou metódou, nevýhodou v²ak je, ºe oce¬ovanie exotických derivátov nie je tak jednodu-

ché. Metóda vyuºíva Fourierovu resp. Laplaceovu transformáciu, následne sa integrály

dajú numericky ve©mi rýchlo vypo£íta´. Pri parciálnej integrálno - diferenciálnej rov-

nici najskôr rovnicu odvodíme, potom ju numericky rie²ime. Výhodou oproti metóde

transformácií je, ºe sa dajú uvaºova´ aj komplikovanej²ie výplatné funkcie (payo�y), av-

²ak nevýhodou je výpo£tová náro£nos´ oproti predchádzajúcej metóde. Metóda Monte
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Carlo simulácií je najvýhodnej²ia z poh©adu rozmanitosti derivátov, ktoré môºu by´

jednoducho oce¬ované, av²ak práve pri tejto metóde je výpo£tová náro£nos´ najvä£²ia

resp. metóda je najpomal²ia. Podstatou metódy je nasimulova´ cenu aktíva v £ase T ,

ST = S0e
LT , STk , k = 1, ..., N sú jednotlivé simulácie. Cena európskej kúpnej ak-

cie CT (S,K) je odhadnutá ako priemerná cena ĈT (S,K) a zo Zákona ve©kých £ísiel

vyplýva

ĈT (S,K) →
N→∞

CT (S,K) (20)

V nasledujúcich dvoch kapitolách sa budeme bliº²ie venova´ najskôr Black - Scho-

lesovmu modelu, ktorý je zaloºený na Brownovom pohybe a potom v ²tvrtej kapitole

Meixnerovmu procesu. Pri oboch si najskôr bliº²ie popí²eme ich vlastnosti, jednak Lé-

vyho charakteristiky, charakteristickú funkciu aj nekone£ne delite©né rozdelenie, ktoré

je s daným procesom spojené. Taktieº budeme modelova´ denné logaritmické výnosy

akcií pomocou týchto dvoch modelov.
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3 Black - Scholesov model

V tejto kapitole najskôr popí²eme najpouºívanej²í model oce¬ovania �nan£ných de-

rivátov, Black - Scholesov model. Potom sa zameriame na jeho neodstatky, ktoré si ove-

ríme na trhových dátach. Pri spracovaní tretej kapitoly sme £erpali z [9], [13], [14],[18].

Najznámej²ím a najviac pouºívaným modelom je Black - Scholesov model (¤alej

len BS model), ktorého základom je Geometrický Brownov pohyb. Dá sa poveda´, ºe

dosia© ºiadny iný model nie je tak populárny a vyuºívaný ako BS model, £o sa týka

teórie aj praktického vyuºitia. Modely ktoré lep²ie zachytávajú realitu �nan£ného trhu

sú zloºitej²ie v zmysle vä£²ieho po£tu parametrov, tým sa v²ak stávajú náro£nej²ími aj

pri výpo£toch a kalibrácii.

Nech je S = {St, t ≥ 0} proces ceny akcie. Ak ozna£íme zmenu ceny akcie po£as

krátkeho £asového intervalu ∆t ako ∆St = St+∆t−St, potom výnos za tento interval je
∆St

St
. Dá sa o£akáva´, ºe sa výnos skladá zo systematickej a náhodnej £asti.µ je parameter

predstavujúci priemerný výnos akcie a σ popisuje, ako ve©mi cena akcie kolí²e, teda

volatilitu. Náhodnos´ je zachytená pomocou Wienerovho procesuWt. Zmena ceny akcie

je teda

∆St = St(µ∆t+ σ∆Wt) S0 > 0 (21)

a pre ∆t→ 0 máme stochastickú diferenciálnu rovnicu

dSt = St(µdt+ σdWt) S0 > 0 (22)

ktorá má rie²enie v tvare

St = S0 exp

((
µ− σ2

2

)
t+ σWt

)
(23)

Tento (exponenciálny) funcionál Brownovho pohybu je Geometrický Brownov pohyb.

Platí aj

logSt − logS0 =

(
µ− σ2

2

)
t+ σWt. (24)

Z vlastností Brownovho pohybu vyplýva, ºe logaritmický výnos má normálne rozdelenie

N((µ− σ2

2
)t, σ2t). Toto je základným kame¬om BS modelu.
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Ke¤ºe Brownov pohyb patrí medzi Lévyho procesy, uvedieme základné charakte-

ristiky tohto procesu aj z poh©adu vlastností a charakteristík Lévyho procesov, ktoré

sme uviedli v druhej kapitole. Vyuºijeme ozna£enie µ̃ = µ − σ2

2
. Hustota príslu²ného

rozdelenia, normálneho rozdelenia, je

fL(x) =
1

σ
√

2π
exp[−(x− µ̃)2

2σ2
], (25)

charakteristická funkcia má tvar

φL(u) = exp[iµ̃u− σ2u2

2
], (26)

kanonický rozklad L je

Lt = µ̃t+ σWt (27)

a Lévyho charakteristiky sú (µ̃, σ2, 0). Brownov pohyb nemá monotónne trajektórie a

tie majú neohrani£enú variáciu na kone£ných £asových intervaloch. [8]

Ako sme uº uviedli v druhej kapitole, pri BS modeli je trh úplný, existuje teda

jediná ekvivalentná martingalová miera Q. Z Girsanovej vety vyplýva, ºe aj v rizikovo

neutrálnej miere vývoj ceny akcie sleduje Geometrický Brownov pohyb. V rizikovo

neutrálnom svete sa σ - parameter volatility nemení, mení sa v²ak drift. Vyuºijúc

prístup získania ekvivalentnej martingalovej miery tzv. Mean - correcting equivalent

martingale measure, teda len úpravou driftu, dostávame proces ceny akcie v tvare

St = S0 exp

((
r − q − σ2

2

)
t+ σWt

)
(28)

kde r > 0 je spojitá miera úro£enia dlhopisu a q ≥ 0 je dividendová miera.

V nasledujúcej £asti najskôr uvedieme Black - Scholesovu parabolickú parciálnu

diferenciálnu rovnicu, ktorá opisuje vývoj ceny derivátu ako funkciu ceny podkladového

aktíva a £asu do expirácie. Taktieº explicitné formuly na oce¬ovanie vanilla opcií, teda

kúpnych opcií a opcií na predaj európskeho typu.
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Black - Scholesova parciálna diferenciálna rovnica na oce¬ovanie derivátov akcií (29)

môºe by´ odvodená pomocou samo�nancovanej stratégie tvorby portfólia s nulovým

rastom investícií, základom je snaha dosiahnu´ bezrizikové portfólio. Autorom tejto

my²lienky je Merton.1

∂V

∂t
+ (r − q) S ∂V

∂S
+

1

2
σ2 S2 ∂

2V

∂S2
− rV = 0 (29)

V (S, t) je hodnota derivátu na dané aktívum, hladká funkcia dvoch premenných a T je

£as expirácie. Okrajovú podmienku môºeme získa´, pokia© je známa hodnota derivátu

v £ase jeho expirácie, teda V (S, T ). Hodnotu derivátu v ©ubovo©nom £ase do expirácie

nájdeme rie²ením príslu²nej parciálnej diferenciálnej rovnice.

Ke¤ºe poznáme koncovú podmienku pre európsku kúpnu opciu, pomocou nieko©-

kých transformácií sa dá získa´ Black - Scholesova formula pre oce¬ovanie európskych

kúpnych opcií

V (S, t) = Se−q(T−t) Φ(d1)−Ke−r(T−t) Φ(d2) (30)

kde Φ(.) je distribu£ná funkcia normovaného normálneho rozdelenia a d1, d2 sú v tvare

d1 =
ln S

K
+ (r − q + σ2

2
)(T − t)

σ
√
T − t

(31)

d2 = d1 − σ
√
T − t (32)

Následne vyuºitím put-call parity získame aj explicitnú formulu pre predajné opcie

V (S, t) = Ke−r(T−t)Φ(−d2)− Se−q(T−t)Φ(−d1) (33)

1V roku 1997 získali Myron Scholes a Robert Merton tzv. Cenu �védskej banky za ekonómiu

na pamiatku A. Nobela, ktorá je ozna£ovaná aj ako Nobelova cena za ekonómiu. Bola tak ocenená

dôleºitos´ a významnos´ Black - Scholesovho modelu, ktorý v 1970-tych rokoch priniesli do sveta

oce¬ovania opcií Fischer Black, Myron Scholes a Robert Merton.
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3.1 Nedostatky Black - Scholesovho modelu

Táto podkapitola je zameraná na preskúmanie empirických vlastností �nan£ných dát a

na nedostatky BS modelu. Budeme pracova´ s £asovými radmi denných logaritmických

výnosov nieko©kých akcií s £asovým rozpätím 1008 pracovných dní (29. september 2011

- 2. december 2015). Dáta pochádzajú zo stránky http://�nance.yahoo.com/. Príklad

takéhoto £asového radu môºeme vidie´ na obrázku (Obr.4), ktorý zobrazuje denné

logaritmické výnosy akcie Yahoo.

Obr. 4: Denné logaritmické výnosy akcie Yahoo

Pripomenieme, ºe platí: sú£et k logaritmických výnosov za £asové obdobie ∆t je

logaritmickým výnosom za obdobie k∆t.

(ln(St+∆t)− ln(St)) + (ln(St+2∆t)− ln(St+∆t)) + ...+

+(ln(St+k∆t)− ln(St+(k−1)∆t)) = ln(St+k∆t)− ln(St)
(34)
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Obr. 5: Histogram Yahoo. Obr. 6: Histogram Apple.

Ako sme uº ukázali pri prezentovaní BS modelu, výnosy by mali by´ modelované

pomocou prírastkov Brownovho pohybu, teda by mali by´ normálne rozdelené a ne-

závislé. Pri£om parametre normálneho rozdelenia by sa nemali meni´ v £ase. Tieto

predpoklady si teraz overíme, vyuºijeme pri tom rôzne metódy.

3.1.1 Normalita výnosov

Porovnanie momentov

Pri porovnávaní teoretických momentov normálneho rozdelenia a odhadnutých mo-

mentov z dát sa zameriame na tretí a ²tvrtý moment. Budeme pracova´ s centrálnymi

momentami. Tretí moment - ²ikmos´, hovoriaca o symetrii rozdelenia, je v prípade

normálneho rozdelenia nulová, teda toto pravdepodobnostné rozdelenie je symetrické.

Záporná (©avostranná) ²ikmos´ v prípade vä£²iny nami pozorovaných akcií poukazuje

na to, ºe vä£²ina hodnôt £asového radu je vä£²ia ako priemer (v©avo sa vyskytujú

extrémnej²ie hodnoty, resp. v©avo má dlh²í chvost). Rozdiel medzi pravostrannou a

©avostrannou ²ikmos´ou znázor¬ujú obrázky Obr.5 a Obr.6.

Odhadnuté ²tvrté momenty popisujúce ²picatos´ rozdelenia budeme porovnáva´

s hodnotou 3, ktorá predstavuje ²picatos´ normálneho rozdelenia. Ak má rozdelenie

splo²tený vrchol, ²tvrtý moment je men²í ako 3. Pri poh©ade na tabu©ku (Tabu©ka 1)

teda môºeme usúdi´, ºe dáta sú z rozdelení, ktoré majú ²picatej²í vrchol ako normálne
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rozdelenie, a teda majú ´aº²ie chvosty. Z toho vyplýva, ºe ve©ké rozdiely medzi cenami

akcií sa vyskytujú £astej²ie ako v modeli s normálne rozdelenými prírastkami. �pica-

tos´ totiº ur£uje, aký priebeh má rozdelenie okolo stredu, resp. charakterizuje výskyt

extremálnych hodnôt. Toto je jedným z hlavných dôvodov, pre£o sa za£ali pouºíva´

procesy so skokmi.

stredná hodnota disperzia ²ikmos´ ²picatos´

normálne rozdelenie µ σ2 0 3

GM 0,000411 0,000342 -0,02836 4,175772

KO 0,000256 0,0000866 -0,23224 3,938567

Yahoo 0,0007 0,000375 0,02836 5,807692

Intesa 0,000966 0,003458 -0,15478 19,98974

Tabu©ka 1: Porovnanie momentov

V tabu©ke (Tabu©ka 1) môºeme vidie´ odhad prvých ²tyroch momentov z �nan£-

ných dát ako aj teoretické momenty normálneho rozdelenia. Ako vidíme, ani jedny dáta

pod©a odhadov momentov nemajú normálne rozdelenie. Pre lep²í popis vlastností den-

ných logaritmických výnosov by sme potrebovali rozdelenie, ktoré má viac parametrov

ako normálne rozdelenie.

Gra�cké porovnanie - QQ graf, jadrový odhad hustoty

Pri overovaní normality denných logaritmických výnosov akcií pouºijeme pre názor-

nos´ aj QQ - graf a porovnanie hustoty normálneho rozdelenia s empirickým odhadom

hustoty, tzv. jadrovým odhadom hustoty.

QQ-graf (the quantile-quantile plot) je kvalitatívne ve©mi ú£innou metódou tes-

tovania dobrej zhody. Porovnáva pre kaºdé j = 1, ..., n (pri£om n je rozsah súboru dát,

v na²om prípade 1008 pozorovaní denných logaritmických výnosov) empirický j− 1
2

n
-

kvantil s j− 1
2

n
- kvantilom daného rozdelenia, u nás normálneho rozdelenia. �ím viac

graf kopíruje £iaru pod uhlom 45◦, tým je pravdepodobnej²ie, ºe dáta pochádzajú z

daného rozdelenia. QQ - graf slúºi v²ak len na gra�cké znázornenie a priblíºenie, ne-

pokladá sa za formálny test, pretoºe nie je jasne de�nované, kedy sa nulová hypotéza
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zamieta.

Obr. 7: QQ-graf denných logaritmických výnosov akcie Yahoo Normálne rozdelenie

Ako vidíme na obrázku (Obr.7), zobrazené body sa od £iary vz¤a©ujú, a to hlavne

na koncoch - chvostoch. Usudzujeme teda, ºe dáta nie sú z normálneho rozdelenia.

Jadrový odhad hustoty je odhad hustoty f̂ vypo£ítaný z náhodného výberu x1, x2, ..., xn

ako

f̂h =
1

nh

n∑
i=1

K

(
x− xi
h

)
(35)

kde K(.) je funkcia sp¨¬ajúca ∫
K(x) dx = 1 (36)

a h je zvolená ²írka okna. Existuje viacero moºností pre výber funkcie K(.). My sme

pouºili tzv. Gaussovské jadro, K(.) je hustota normovaného normálneho rozdelenia

N(0, 1) a h je zvolené pod©a Silvermanovho pravidla palca ("Silverman's rule- of-

thumb"), a teda má hodnotu h = 1.06σn−
1
5 .

Na grafe (Obr.8) vidíme porovnanie jadrového odhadu hustoty denných logaritmic-

kých výnosov akcie Yahoo ako aj hustotu normálneho rozdelenia, ktoré má parametre

zhodné s aritmetickým priemerom a výberovou disperziou odhadnutou z trhových dát.

Aj pod©a tohoto gra�ckého porovnania môºeme usúdi´, ºe normalita výnosov nie je

splnená.
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Obr. 8: Modrá je hustota normálneho rozdelenia s parametrami µ = 0, 0008 a σ2 =

0, 000359, £iernou je jadrový odhad hustoty denných logaritmických výnosov akcie

Yahoo

�tatistické testy

Tu²enie ºe denné logaritmické výnosy akcií nie sú normálne rozdelené potvrdíme aj

²tatistickými testami. Pri kaºdom z testov budeme na vopred zvolenej hladine význam-

nosti α testova´ hypotézu, ºe denné logaritmické výnosy predstavujúce náhodný výber

x1, x2, ..., xn sú z rozdelenia daného kumulatívnou distribu£nou funkciou F̂ (x; θ).

H0 : Fn(x) = F̂ (x; θ) vs. H1 : Fn(x) 6= F̂ (x; θ) (37)

kde

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

1xi≤x (38)

je empirická kumulatívna distribu£ná funkcia.

Nulovú hypotézu na hladine významnosti α zamietame, ak je p - hodnota rovná

alebo men²ia ako hladina významnosti α. P - hodnota udáva pravdepodobnos´, ºe

testovacia ²tatistika je e²te extrémnej²ia za predokladu, ºe platí nulová hypotéza.

Vyuºili sme Pearsonov χ2 test, Kolmogorov - Smirnov test, Kuiperov test, Anderson

Darling test a Crámer von Mises test. V nasledujúcej £asti stru£ne popí²eme pouºité

testy a uvedieme testovaciu ²tatistiku.
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Pearson χ2 test (χ2 - test) je najznámej²ím testom dobrej zhody, ktorý porovnáva

teoretické a empirické po£etnosti. Testovacia ²tatistika

χ2 =
k∑
i=1

ni − npi
npi

(39)

má pri n ≥ 50 za platnosti H0 pribliºne Chí - kvadrát rozdelenie s k − t− 1 stup¬ami

vo©nosti. Pri£om I1, I2, ..., Ik je rozklad reálnej osi na disjunktné intervaly, ni je po£et

pozorovaní spadajúcich do intervalu Ii, pi je pravdepodobnostná miera Ii ur£ená dis-

tribu£nou funkciou F̂ (x; θ), npi je teoretická po£etnos´ v intervale Ii, k je po£et tried

a t po£et odhadovaných parametrov.

Kolmogorov Smirnov test (KS - test) Kolmogorova - Smirnova vzdialenos´ Dn

je de�novaná ako maximálna vzdialenos´ medzi Fn(x) a F̂ (x; θ). Ak sú parametre θ

známe, testovacia ²tatistika má tvar

Dn = sup
x
|Fn(x)− F̂ (x; θ)| (40)

Kuiper test je obdobou KS - testu, taktieº meria vzdialenos´ medzi empirickou a

teoretickou distribu£nou funkciou. Jeho testovacia ²tatistika má tvar [20]

K = sup
x

(Fn(x)− F̂ (x; θ))− inf
x

(Fn(x)− F̂ (x; θ)) (41)

Anderson Darling test (AD - test) je istou modi�káciou KS - testu, ale dáva vä£²iu

pozornos´ na chvosty resp. je citlivej²í na odchýlky na chvostoch, £o je výhodou napr.

pri aplikáciách v analýze rizík. Na rozdiel od KS - testu, pri ktorom kritické hodnoty

nezávisia od testovaného rozdelenia, pri AD - teste sa kritické hodnoty po£ítajú pre

konkrétne rozdelenie, tým sa test stáva viac citlivým av²ak aj výpo£tovo náro£nej²ím.

Testovacia ²tatistika má tvar

A2
n = −n− 1

n

n∑
i=1

(2i− 1) log (F (zi; θ)(1− F (zn−i+1; θ))) (42)

Ak chceme testova´, £i F̂ (x; θ) je normálne rozdelenie so známymi parametrami

N (µ,σ2), testovacia ²tatistika je v tvare

A2
n = −n− 1

n

n∑
i=1

(2i− 1) log (Φ(zi)(1− Φ(zn−i+1))) (43)
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kde zi = xi−µ
σ

pre i = 1, 2, ..., n a Φ(.) je distribu£ná funkcia normálneho rozdelenia.

Pokia© sú parametre neznáme, pouºíva sa testovacia ²tatistika

Tn = A2
n

(
1 +

4

n
− 25

n2

)
. (44)

Crámer von Mises test (CM - test) Testovacia ²tatistika tohto testu je v tvare

W 2 =
1

12n
+

n∑
i=1

(
2i− 1

2n
− Fn(xi)

)2

(45)

χ2 test KS-test Kuiper-test AD-test CM-test

GM 4, 0803.10−8 2, 241561.10−206 1, 650046.10−800 0 2, 553513.10−15

KO 2, 7530.10−5 3, 100377.10−218 1, 070458.10−843 0 4, 218848.10−15

Yahoo 5, 0365.10−7 9, 58626.10−202 6, 251210.10−796 0 9, 32587.10−15

Intesa 10−140 5, 223039.10−148 6, 105573.10−590 0 3, 885781.10−15

Tabu©ka 2: Výsledky testov Normálne rozdelenie

V tabu©ke (Tabu©ka 2) vidíme p - hodnoty v²etkých pouºitých testov na jednotlivé

dáta predstavujúce denné logaritmické výnosy akcií. Ke¤ºe p - hodnoty sú men²ie ako

5%, £o je nami zvolená hladina významnosti, nulovú hypotézu o normalite zamietame.

3.1.2 Stochastická volatilita

Z dát môºeme taktieº pozorova´, ºe odhadnutá volatilita sa stochasticky mení s £a-

som, resp. mení sa prostredie. Potvrdzuje to jednak historická volatilita (Obr.9), ktorá

popisuje, ako volatilné bolo aktívum v predchádzajúcom období. Historickú volatilitu

akcie Yahoo zobrazenú na grafe sme získali pomocou odhadu ²tandardnej odchýlky den-

ných logaritmických výnosov predchádzajúceho roka. Následne sme ju prenásobili od-

mocninou z 250, £o predstavuje priemerný po£et obchodných dní v kalendárnom roku.

Vidíme, ºe historická volatilita kolí²e. Na druhom obrázku (Obr.10) môºeme vidie´ ab-

solútnu hodnotu denných logaritmických výnosov akcie Yahoo. Je zjavné zhlukovanie

volatility - sú vidite©né obdobia s vysokým absolútnym výnosom a obdobia s nízkym

absolútnym výnosom. Práve fakt, ºe po ve©kých zmenách ceny akcie pravdepodobnej²ie

nasleduje ve©ká zmena motivuje k vyuºitiu modelu, kde je volatilita stochastická.
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Obr. 9: Historická volatilita

Obr. 10: Zhlukovanie volatility
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4 Meixnerovo rozdelenie, Meixnerov proces

Pre kvalitné oce¬ovanie derivátov, optimalizáciu portfólia £i riadenie rizík, musíme

ma´ aj kvalitný model podkladového aktíva. Je potrebné priblíºi´ sa £o najviac mode-

lom k realite, zachyti´ v²etky vlastnosti, ktoré vyplývajú z trhových dát. Na základe

nesplnených predpokladov v Black - Scholesovom modeli sme sa rozhodli vyuºi´ Lé-

vyho procesy, ktoré vhodne popisujú jednak skoky ale aj ´aºké chvosty pozorované

pri trhových dátach. My sme sa zamerali na Meixnerov proces. V tejto kapitole naj-

skôr popí²eme Meixnerovo rozdelenie a z neho odvodený Meixnerov proces. Potom ho

podobne ako v predchádzajúcej kapitole otestujeme pomocou ²tatistických testov aj

gra�cky. Budeme vychádza´ z [10], [13], [14], [15], [16].

4.1 Meixnerovo rozdelenie

Funkcia hustoty Meixnerovho rozdelenia Meixner(a, b, d,m) je

f(x; a, b, d,m) =
(2cos(b/2))2d

2aπΓ(2d)
e

b(x−m)
a

∣∣∣∣Γ(d+
i(x−m)

a

)∣∣∣∣2 (46)

kde parametre sp¨¬ajú

a > 0 − π < b < π d > 0 m ∈ R (47)

Γ(.) je Gamma funkcia a i =
√
−1.

V tabu©ke (Tabu©ka 3) vidíme vyjadrenie momentov Meixnerovho rozdelenia

Meixner(a, b, d,m) pomocou parametrov. Je zrejmé, ºe ²picatos´ Meixnerovho rozde-

lenia, bude vºdy vä£²ia ako 3, £o predstavuje ²picatos´ Normálneho rozdelenia.

Meixnerovo rozdelenie

stredná hodnota m+ ad tg( b
2
)

disperzia a2d
1+cos(b)

²ikmos´ sin(b)
√

1
d (1+cos(b))

²picatos´ 3− cos(b)−2
d

Tabu©ka 3: Porovnanie momentov
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Význam jednotlivých parametrov bliº²ie pribliºuje nasledujúci obrázok, ktorý po-

rovnáva hustoty Meixnerovho rozdelenia s rôznymi parametrami. Taktieº uvádzame aj

porovnanie kumulatívnych distribu£ných funkcií týchto rozdelení. Parameter m je pa-

rametrom polohy, a a d ovplyv¬ujú ²picatos´ rozdelenia - a udáva, ako ´aºké sú chvosty;

d ²kálu a parameter b ur£uje ²ikmos´.

Obr. 11: Hustota Meixnerovho rozdelenia

Obr. 12: Kumulatívna distribu£ná funkcia Meixnerovho rozdelenia

Pre názornos´ uvádzame aj obrázky s porovnaním dôsledkov zmeny len jedného z

parametrov na hustotu Meixnerovho rozdelenia.
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Obr. 13: Vplyv parametra a na hustotu Meixnerovho rozdelenia, a ∈ {0, 5; 1, 5; 3}; b =

0; d = 0, 1;m = 0

Obr. 14: Vplyv parametra b na hustotu Meixnerovho rozdelenia, b ∈ {−3, 0, 3}, a =

0, 5; d = 0, 1;m = 0
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Obr. 15: Vplyv parametra d na hustotu Meixnerovho rozdelenia, d ∈

{0, 1; 0, 4; 0, 7}; a = 0, 5; b = 0;m = 0

Na odhad parametrov Meixnerovho rozdelenia sa pouºívajú dve metódy. Jednou

z nich je Metóda momentov. Základnou my²lienkou Metódy momentov je odhad prvých

²tyroch momentov z trhových dát a následne vyuºitím vz´ahov medzi parametrami a

momentami, ktoré sme prezentovali v Tabu©ke 3 ur£i´ odhady parametrov Meixnerovho

rozdelenia. V²eobecné vyjadrenie odhadnutých parametrov je potom

d =
1

κ2 − κ2
1 − 3

(48)

b = sign(κ1) arcos(2− d (κ2 − 3)) (49)

a = S

√
1 + cos(b)

d
(50)

m = X − ad tg
(
b

2

)
(51)

pri£om musí by´ splnená podmienka

κ2 ≥ 2κ2
1 + 3 (52)

a vyuºili sme ozna£enie X pre aritmetický priemer, S pre smerodajnú odchýlku.
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κ1 a κ2 sú odhady tretieho a ²tvrtého centrálneho momentu vypo£ítané nasledovne

µk =
1

n

n∑
i=1

(xi −X)k (53)

κ1 =
µ3

µ
3/2
2

(54)

κ1 =
µ4

µ2
2

(55)

Presný postup odvodenia vz´ahov uvádzame v prílohe.

�al²ou moºnos´ou ako ur£i´ parametre rozdelenia je Metóda maximálnej vierohod-

nosti. Podstatou tejto metódy je nájs´ také hodnoty parametrov, ktoré maximalizujú

vierohodnostnú funkciu

L(x; θ) =
n∏
i=1

f(xi; θ) (56)

resp. logaritmickú vierohodnostnú funkciu

l(x; θ) = log (
n∏
i=1

f(xi; θ))

= log

(
n∏
i=1

(2cos(b/2))2d

2aπΓ(2d)
e

b(xi−m)

a

∣∣∣∣Γ(d+
i(xi −m)

a

)∣∣∣∣2
)

= n log

(
(2cos(b/2))2d

2aπΓ(2d)

)
+
b

a

n∑
i=1

(xi −m) +
n∑
i=1

log

(∣∣∣∣Γ(d+
i(xi −m)

a

)∣∣∣∣2
)

S predpokladom, ºe existuje jediné maximum a l(x; θ) je hladká diferencovate©ná

funkcia, parametre získame rie²ením rovníc

∂l

∂θi
(x; θ) = 0 (57)

Na urýchlenie výpo£tov pri metóde Maximálnej vierohodnosti sa ako ²tartovací bod

pouºíva odhad parametrov z Metódy momentov.
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Charakteristická funkcia Meixnerovho rozdelenia Meixner(a, b, d,m) má tvar

φ(u; a, b, d,m) = eimu
(

cos(b/2)

cosh((au− ib)/2)

)2d

(58)

z £oho vyplýva, ºe toto rozdelenie je nekone£ne delite©né.2 Ako sme uº uviedli v 2.

kapitole, pre kaºdé nekone£ne delite©né rozdelenie máme stochastický proces - Lévyho

proces. Stochastický Meixnerov proces {Mt, t ≥ 0} má nezávislé a stacionárne príras-

tky, M0 = 0 a rozdelenie Mt je dané Meixnerovým rozdelením Meixner(a, b, dt,mt).

Lévyho triplet resp. trojica Lévyho charakteristík je v prípade Meixnerovho procesu

(γ, 0, ν(dx)), t.j. nemá Brownovu £as´

ν(dx) = d
e

bx
a

xsinh(πx
a

)
dx (59)

γ = a d tan

(
b

2

)
− 2d

∫ ∞
1

sinh( bx)
a

sinh(πx
a

)
dx (60)

Dôkaz môºeme nájs´ v ([10] str. 136). Ke¤ºe platí, ºe
∫∞
−∞ |x|ν(dx) = ∞ proces má

nekone£nú variáciu. [15] Existujú v²etky momenty tohto rozdelenia. [17]

Kumulatívna vytvárajúca funkcia Meixnerovho rozdelenia je

κX(t) = 2d log

(
cos

(
b

2

))
− 2d log

(
cos

(
at+ b

2

))
+mt (61)

kde

MX(t) = E[etX ] (62)

je momentová generujúca funkcia a

κX(t) = log(MX(t)) (63)

Presné odvodenie charakteristickej aj kumulatívnej vytvárajúcej funkcie Meixnerovho

rozdelenia je v prílohe.

2Odvodenie bolo uvedené ako príklad pri de�nícii nekone£ne delite©ného rozdelenia v druhej kapi-

tole.
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4.2 Kalibrovanie Meixnerovho rozdelenia na reálne dáta

Podobne ako v tretej kapitole aj v tejto kapitole vyºijeme £asové rady denných lo-

garitmických výnosov nieko©kých akcií. Pomocou Metódy momentov odhadneme pre

kaºdú z akcií parametre Meixnerovho rozdelenia. Následne otestujeme jednak gra�cky

ako aj ²tatistickými testami, ºe práve Meixnerovo rozdelenie je v porovnaní s normál-

nym rozdelením lep²ie v zmysle, ºe lep²ie zachytáva vlastnosti denných logaritmických

výnosov. Práve v¤aka ²tyrom parametrom Meixnerovho rozdelenia, dokáºeme lep²ie

popísa´ aj ´aºké chvosty a ²ikmos´ trhových dát.

V nasledujúcej tabu©ke (Tabu©ka 4) prezentujeme pre kaºdú zo ²tyroch akcií odhad-

nuté parametre Meixnerovho rozdelenia pomocou Metódy momentov.

a b d m

GM 0,053239 -0,02088 0,241481 0,000556

KO 0,025763 -0,167133 0,259117 0,000815

Yahoo 0,041408 -0,091363 0,417661 0,001604

Intesa 0,023715 -0,4459 1,678416 0,010141

Tabu©ka 4: Odhadnuté parametre

4.2.1 Gra�cké zobrazenie

Pri pozorovaní £i empirické dáta pochádzajú z Meixnerovho rozdelenia vyuºijeme aj

QQ-graf a porovnanie jadrového odhadu hustoty s hustotou príslu²ného Meixnerovho

rozdelenia, t.j. Meixnerovho rozdelenia s odhadnutými parametrami jednotlivých akcií.

Aby sme poukázali na zlep²enie oproti Normálnemu rozdeleniu, opätovne uvádzame

aj obrázky z kapitoly o BS modeli. Ako vidíme na QQ-grafoch, Meixnerovo rozdelenie

lep²ie zachytáva ´aº²ie chvosty. Porovnanie odhadov hustôt (Obr. 18) zas poukazuje na

zlep²enie pri zachytení ²picatosti dát.
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Obr. 16: QQ-graf denných logaritmických výnosov akcie Yahoo Normálne rozdelenie

Obr. 17: QQ-graf denných logaritmických výnosov akcie Yahoo Meixnerovo rozdelenie

Pri porovnaní hustoty sme ¤alej vyuºili aj moºnos´ úpravy parametrov. A to v

zmysle Metódy najmen²ích ²tvorcov, kedy sa vychádza z odhadov získaných pomocou

metódy momentov, a potom sa parametre upravujú, aby sa získalo £o najlep²ie zachyte-

nie dát. Ke¤ºe vieme, ºe parameter d má vplyv na ²picatos´ rozdelenia a z porovnania

jadrového odhadu hustoty a hustoty Meixnerovho rozdelenia vidíme, ºe ²picatos´ nie je

dobre zachytená, rozhodli sme sa upravi´ práve parameter d. Uvádzame aj porovnanie

hustôt práve po tejto zmene (Obr. 19). Nový parameter d odhadnutého Meixnerovho

rozdelenia pre akciu Yahoo je d = 0, 467661.

41



Obr. 18: Porovnanie hustôt pre akciu Yahoo, modré je normálne rozdelenie, £iernou

jadrový odhad hustoty a £ervenou hustota Meixnerovho rozdelenia

Obr. 19: Porovnanie hustôt pre akciu Yahoo, modré je normálne rozdelenie, £iernou

jadrový odhad hustoty a £ervenou hustota Meixnerovho rozdelenia so zmeneným pa-

rametrom d
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4.2.2 �tatistické testy

V tretej kapitole sme podrobne popísali ²tatistické testy, ktorými sme testovali zhodu

empirických dát s normálnym rozdelením. V tejto £asti vyuºijeme rovnaké testy, nulová

hypotéza v²ak bude postavená v zmysle, £i testované dáta pochádzajú z Meixnerovho

rozdelenia s príslu²nými parametrami. Výsledky testov sme zhrnuli v tabu©ke (Ta-

bu©ka 5). Uvádzame aj p - hodnoty testov zhody so zmeneným rozdelením, zmeneným

parametrom d, £iºe pre akciu Yahoo budeme ma´ dva výsledky.

χ2 KS-test Kuiper-test AD-test CM-test

GM 0,065876 0,107906 0,002296 0,065210 0,089222

KO 0,023466 0,134027 0,007204 0,230920 0,148003

Yahoo 0,0969941 0,790379 0,761846 0,984602 0,95142

Yahoo zmena d 0,163661 0,527388 0,222497 0,323671 0,429006

Intesa 0,531073 0,891599 0,803636 0,866338 0,848102

Tabu©ka 5: Výsledky testov Meixnerovo rozdelenie

Na hladine významnosti 5% hypotézu o tom, ºe denné logaritmické výnosy sú z prí-

slu²ného Meixnerovho rozdelenia pri vä£²ine testov nezamietame. Ako môºeme vidie´,

testy ukazujú, ºe pôvodne odhadnuté Meixnerovo rozdelenie pre akciu Yahoo je lep²ie,

aj ke¤ sa pri gra�ckom porovnaní jadrového odhadu hustoty ako lep²ie zdalo práve

upravené rozdelenie. To v²ak lep²ie zachytávalo len ²picatos´ rozdelenia. �alej preto

budeme pracova´ s pôvodným rozdelením odhadnutým pomocou Metódy momentov.

4.2.3 Simulácia cien podkladového aktíva

V predchádzajúcich £astiach sme si overili, ºe denné logaritmické výnosy majú Meix-

nerovo rozdelenie a hypotézu o Normálnom rozdelení sme zamietli. V ¤al²om ukáºeme,

ako sa empirický vývoj ceny podkladového aktíva lí²i od trajektórií Meixnerovho roz-

delenia, ktoré má príslu²né odhadnuté paramatre. Taktieº uvedieme aj porovnanie s

odhadnutým Normálnym rozdelením.

Pri simuláciách sme pouºívali ²tatistický softvér R. Spravili sme 50 simulácií vývoja

ceny akcie Yahoo od 30.11.2011 po 2.12.2015, £o predstavuje 1008 pracovných dní. Pri
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Meixnerovom procese vieme, ºeMt je dané Meixnerovým rozdelenímMeixner(a, b, dt,mt),

preto sme parametre d,m pri simulovaní s postupujúcim £asom menili. Získali sme tak

50 vývojov denných logaritmických výnosov a spätnými úpravami sme sa dostali k ce-

nám podkladového aktíva. Pre získanie simulácií z normálneho rozdelenia sme vyuºili

funkciu rnorm() a odhadnutý priemer a smerodajnú odchýlku.

Na obrázku uvádzame reálny vývoj ceny akcie Yahoo v danom £asovom intervale

ako aj nasimulované trajéktórie z Meixnerovho rozdelenia (Obr.20) a Normálneho roz-

delenia (Obr.21). Vychádzali sme z hodnoty 15,7 £o predstavuje cenu akcie 30.11.2011.

Obr. 20: �ervenou je zobrazená realita, £iernou sú simulácie z príslu²ného Meixnerovho

rozdelenia

�al²í obrázok (Obr.22) zobrazuje jednak reálny vývoj ako aj hranice dané extre-

málnymi hodnotami ur£enými simuláciami. Ako môºeme vidie´, Meixnerovo rozdelenie

zachytáva lep²ie nielen spodnú hranicu reálneho vývoja ceny podkladového aktíva, ale

taktieº aj horná hranica je presnej²ia, interval nie je aº taký ²iroký. Pozreli sme sa

hlb²ie do histórie vývoja ceny akcie Yahoo, konkrétne na rovnako ve©ké £asové obdobie

1008 pracovných dní pred 30.11.2011, aby sme si overili, £i skuto£ne môºe cena akcie

tak poklesnú´. Ke¤ºe d¬a 28.11.2007 bola hodnota akcie 26,2 a d¬a 20.11.2008 poklesla

na úrove¬ 8,95 (cca. 66% pokles) a v na²om pozorovaní je spodná hranica simulácií na

úrovni 6,997, to znamená ºe z hodnoty 15,7 poklesla o cca. 56%, môºeme povaºova´

44



výsledok získaný simuláciami za reálny.

Obr. 21: �ervenou je zobrazená realita, £iernou sú simulácie z príslu²ného Normálneho

rozdelenia

Obr. 22: �ervenou je zobrazená realita, modoru sú vyzna£ené hranice simulácií Meix-

nerovho rozdelenia, zelené sú hranice Normálneho rozdelenia
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5 Oce¬ovanie opcií

Závere£ná kapitola bude popisova´ praktické vyuºitie Meixnerovho procesu pri mo-

delovaní �nan£ných derivátov, opcií. Porovnáme BS model s modelom zaloºeným na

Meixnerovom procese. Uvedieme výsledky BS modelu, ktorého parametre budú od-

hadnuté na základe informácií o cenách opcií. Pri modeli s Meixnerovým procesom

vyuºijeme dva prístupy získania ekvivalentnej martingalovej miery, ktoré porovnáme.

Budeme pracova´ s 25 opciami na akciu Yahoo s rôznymi maturitami a realiza£nými

cenami. Dáta pochádzajú zo d¬a 2.12.2015, kedy cena Adj.Close akcie Yahoo bola

35,65. Na obrázku (Obr.23) vidíme opcie s maturitou T = 19.1.2018. Je to jednak

závislos´ trhovej last ceny opcie (poslednej obchodovanej) od realiza£nej ceny, taktieº

sme zobrazili mid ceny (priemer medzi bid a ask cenou opcie) v závislosti od realiza£nej

ceny. Obrázky pre opcie s inými maturitami sa nachádzajú v prílohe. V prílohe sa

nachádza aj tabu©ka so v²etkými opciami. Pri spracovaní piatej kapitoly budeme £erpa´

z [2], [3].

Obr. 23: Opcie akcie Yahoo s T = 19.1.2018 , £ierne sú bid a ask ceny, £ervená hviezdi£ka

mid cena a £ervený krúºok last cena
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5.1 Black - Scholesov model

V tretej kapitole sme pri popise BS modelu uviedli aj explicitné vzorce na oce¬ovanie

kúpnych a predajných opcií európskeho typu. Teraz bliº²ie popí²eme spôsob oce¬ovania

opcií, ktorý je zaloºený nielen na údajoch získaných z £asových radov denných loga-

ritmických výnosov podkladového aktíva, ale vyuºíva aj informácie o obchodovaných

opciách. Ke¤ºe je postupnos´ pri kalibrovaní opa£ná ako pri klasickom oce¬ovaní deri-

vátov, nazýva sa aj inverzným problémom oce¬ovania. Podstatou rie²enia inverzného

problému oce¬ovania je odhad parametrov modelu pomocou minimalizácie odchýlky

medzi trhovými cenami a cenami opcií získanými modelom.

Ako mieru zhody medzi trhovými cenami a cenami modelu sme vyuºili strednú

kvadratickú chybu (RMSE)

RMSE =

√
1

pocet opcii

∑
∀opcie

(trhova cena− cena v modeli)2 (64)

�al²ími moºnos´ami sú priemerná absolútna chyba (AAE),

AAE =
1

pocet opcii

∑
∀opcie

|trhova cena− cena v modeli| (65)

priemerná absolútna chyba ako percento primernej ceny opcie (APE),

APE =
1

priemerna cena

1

pocet opcii

∑
∀opcie

|trhova cena− cena v modeli| (66)

a priemerná relatívna percentuálna chyba (ARPE),

ARPE =
1

pocet opcii

∑
∀opcie

|trhova cena− cena v modeli|
trhova cena

. (67)

Obr. 24 prezentuje aké sú hodnoty RMSE pri zmene sigmy, ktorá je z intervalu

(0, 1). Hodnota parametra sigma, pri ktorej bola stredná kvadratická chyba minimálna

je 0,439.
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Obr. 24: Nájdenie minimálneho RMSE zmenou volatility

Ako vidíme (Obr. 26), pri optimalizovaní parametra BS modelu v zmysle nájdenia

sigmy, ktorá minimalizuje strednú kvadratickú chybu medzi trhovými cenami a cenami

modelu je rozdiel medzi cenami BS modelu a trhovými mid cenami v porovnaní s

predchádzajúcim obrázkom (Obr. 25), kedy bol parameter BS modelu ur£ený z dát

denných logaritmických výnosov men²í.

Uvádzame aj hodnotu RMSE pre porovnanie. S optimalizovanou sigmou je to 0,7776,

so sigmou odhadnutou z dát 1,3537.

5.2 Meixnerov model

Pri Meixnerovom procese je uº rie²enie inverzného problému komplikovanej²ie. Uká-

ºeme v²ak, ºe pri Meixnerovom modeli sta£í na to, aby sme získali posta£ujúce výsledky

aj iný prístup. Ná£rt rie²enia inverzného problému Meixnerovho procesu uvedieme na

konci diplomovej práce, ako jej moºné roz²írenie.

Nahradením Geometrického Brownovho procesu v BS modeli Lévyho procesom, kon-

krétne Meixnerovým procesom

St = S0e
Mt (68)

získame model, v ktorom sú denné logaritmické výnosy akcie modelované pomocou

Meixnerovho rozdelenia Meixner(a, b, d,m).
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Obr. 25: �ervenou sú trhové mid ceny, £iernou sú ceny pod©a BS modelu

Obr. 26: �ervenou sú trhové mid ceny, £iernou sú ceny pod©a BS modelu s optimalizo-

vanou sigmou

Ako sme uviedli v prvej kapitole, bezarbitráºna cena európskych kúpnych opcií v

£ase t ∈ [0, T ] je daná

Vt = EQ[e−r(T−t)(ST −K)+|Ft] (69)

kde Q je ekvivalentná martingalová miera a F = {Ft, 0 ≤ t ≤ T} je prirodzená �ltrácia

M = {Mt, 0 ≤ t ≤ T}.
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Ke¤ºe pri Meixnerovom modeli je trh neúplný, t.j. existuje viacero ekvivalentných

martingalových mier Q, vybrali sme si dva prístupy získania ekvivalentnej martin-

galovej miery, ktoré postupne popí²eme, a potom uvedieme a porovnáme výsledky

oce¬ovania opcií pomocou kaºdého z nich.

5.2.1 Esscherova transformácia

Pri spracovaní tejto £asti sme vychádzali z [10], [13], [14].

Esscherova transformácia sa £asto vyuºíva v poistnej matematike a taktieº je vhod-

ným nástrojom pri oce¬ovaní derivátov, ak sa dajú logaritmy cien podkladového aktíva

popísa´ stochastickým procesom s nezávislými a stacionárnymi prírastkami. V¤aka Ess-

cherovej transformácii získame ekvivalentnú pravdepodobnostnú mieru, pod ktorou je

diskontovaný proces ceny podkladového aktíva martingalom.

Nech (Xt)t≥0 je Lévyho proces s charakteristickou trojicou (γ, σ2, µ) pri pravdepo-

dobnostnej miere P. Uvaºujme proces ceny akcie nevyplácajúcej dividendy St = S0e
Xt

a Lévyho mieru ν sp¨¬ajúcu ∫
|x|≥1

eϑxν(dx) <∞ ϑ ∈ R (70)

Predpokladajme, ºe existuje momentová generujúca funkcia Xt

MXt(ϑ) = EP(eϑXt) = EP
(
Sϑt
Sϑ0

)
. (71)

Pomocou Esscherovej transformácie získame ekvivalentnú pravdepodobnostnú mieru,

pod ktorou je Xt Lévyho proces s nulovou Gaussovskou £as´ou, Lévyho mierou

eϑxν(dx) (72)

a driftom

γ +

∫ 1

−1

x(eϑx − 1)ν(dx). (73)

Radon-Nikodymova derivácia pri zmene mier je

dQϑ

dP
|Ft =

eϑXt

EP(eϑXt)
=

eϑXt

MXt(ϑ)
(74)
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Diskontovaný proces ceny {e−rtSt}t≥0 je martingal pri Qϑ

S0 = EQϑ(e−rtSt) (75)

= EQϑ(S0e
−rteXt) (76)

= S0e
−rtEQϑ(eXt) (77)

Ke¤ºe E
(

eϑXt

MXt(ϑ)

)
= 1 potom

ert = EQϑ

(
e(1+ϑ)Xt

MXt(ϑ)

)
. (78)

Nech ϑ∗ je rie²enie, potom Q∗ϑ je martingalová miera Esscherovej transformácie s hus-

totou

fϑXt
=

eϑXt

MXt(ϑ)
. (79)

ert = EQϑ

(
e(1+ϑ∗)Xt

MXt(ϑ
∗)

)
(80)

=
MXt(1 + ϑ∗)

MXt(ϑ
∗)

(81)

=
(MX1(1 + ϑ∗))t

(MX1(ϑ
∗))t

(82)

Vyuºijúc

MXt(ϑ) = (MX1(ϑ))t (83)

dostávame

er =
MX1(1 + ϑ∗)

MX1(ϑ
∗)

(84)

a ϑ∗ je rie²ením poslednej rovnice.

Esscherova transformácia pre Meixnerovo rozdelenie

Ak X1 ∼M(a, b, d,m)

er =
MX1(1 + ϑ∗)

MX1(ϑ
∗)

(85)

=
exp(2d log(cos( b

2
))− 2d log(cos(a(1+ϑ∗)+b

2
)) +m(1 + ϑ∗))

exp(2d log(cos( b
2
))− 2d log(cos(aϑ

∗+b
2

)) +mϑ∗)
(86)

z £oho vyplýva

r = 2d log

(
cos(aϑ

∗

2
+ b

2
)

cos(aϑ
∗

2
+ b

2
+ a

2
)

)
+m (87)
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Po úpravách dostávame

exp

(
r −m

2d

)
=

cos(aϑ
∗

2
+ b

2
)

cos(aϑ
∗

2
+ b

2
+ a

2
)

(88)

=
cos(aϑ

∗

2
+ b

2
)

cos(aϑ
∗

2
+ b

2
)cos(a

2
)− sin(aϑ

∗

2
+ b

2
)sin(a

2
)

(89)

=
1

cos(a
2
)− tan(aϑ

∗

2
+ b

2
)sin(a

2
)

(90)

A následne algebraickými úpravami prevrátených hodnôt oboch strán rovnosti dostá-

vame rie²enie

exp

(
m− r

2d

)
= cos

(a
2

)
− tan

(
aϑ∗

2
+
b

2

)
sin
(a

2

)
(91)

−tan
(
aϑ∗

2
+
b

2

)
=

1

sin
(a

2

)exp(m− r
2d

)
− cot

(a
2

)
(92)

aϑ∗

2
+
b

2
= −arctan

(
−cos(a/2) + e

m−r
2d

sin(a/2)

)
(93)

ϑ∗ = −1

a
(b+ 2arctan

(
−cos(a/2) + e

m−r
2d

sin(a/2)

)
) (94)

Pomocou Esscherovej transformácie sme získali pravdepodobnostnú mieru Q, ktorá

má rozdelenie Meixner(a, aϑ∗ + b, d,m).

Transformácia zachováva nekone£nú delite©nos´ rozdelenia a chrakteristický triplet

Lévyho rozdelenia má po Esscherovej transformácii tvar

γϑ
∗

= γ + σ2ϑ∗ +

∫ 1

−1

(exp(ϑ∗x)− 1)ν(dx) (95)

σϑ
∗

= σ (96)

νϑ
∗
(dx) = exp(ϑ∗x)ν(dx) (97)

Teraz uvedieme odvodenie ceny európskej predajnej (put) opcie a následne pomocou

put - call parity aj cenu európskej kúpnej (call) opcie. Vyuºijeme pri tom nasledujúcu

Lemu, ktorej dôkaz sa nachádza napríklad v [13].

Lema 5.1 (Factorization formula). Nech je St náhodná premenná, f merate©ná funkcia

a ϑ, k a t sú reálne £ísla, t ≥ 0. Potom

EQϑ(Skt f(St)) = EQϑ(Skt )EQϑ+k(f(St)) (98)

Qϑ je pravdepodobnostná miera parametrizovaná ϑ.
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V ¤al²om bude Qϑ ozna£ova´ pravdepodobnostnú mieru Esscherovej transformácie.

ϑ = ϑ∗.

Pod©a oce¬ovacej formulky (kapitola 1) vieme

P (S0, E, r, T, θ) = EQϑ∗ (e−rTmax(E − ST , 0)) (99)

= EQϑ∗ (e−rT (E − ST )(1E≥ST
)) (100)

= Ee−rTEQϑ∗ (1E≥ST
)− e−rTEQϑ∗ (ST1E≥ST

). (101)

Vyuºitím Lemy platí

EQϑ∗ (ST1E≥ST
) = EQϑ∗ (ST )EQϑ∗+1(1E≥ST

) (102)

a pomocou tohto vz´ahu dostávame

P (S0, E, r, T, θ) = Ee−rTEQϑ∗ (1(logK/S0)≥ST
)− S0E

Qϑ∗+1(1(logK/S0)≥ST
) (103)

= Ee−rT
∫ (logK/S0)

−∞
f(x, θ, ϑ∗)dx− S0

∫ (logK/S0)

−∞
f(x, θ, ϑ∗ + 1)dx

(104)

kde

f(x, θ, ϑ∗) =
(2cos( b+aϑ

∗

2
))2d

2aπΓ(2d)
e

(b+aϑ∗)(x−m)
a

∣∣∣∣Γ(d+
i(x−m)

a

)∣∣∣∣2 (105)

x ∈ R, a > 0, −π < b < π, d > 0, m ∈ R, i =
√
−1.

Cena európskej kúpnej opcie je

C(S0, E, r, T, θ) = P (S0, E, r, T, θ) + S0 − Ee−rT (106)

= S0

∫ ∞
(logK/S0)

f(x, θ, ϑ∗ + 1)dx− Ee−rT
∫ ∞

(logK/S0)

f(x, θ, ϑ∗)dx.

(107)

Uvedené teoretické výsledky sme vyuºili pri oce¬ovaní opcií akcie Yahoo. Ako sme

videli, pri Esscherovej transformácii sa zmení len parameter b, a to v závislosti od ϑ∗.

Pre akciu Yahoo máme ϑ∗ = 11, 60719, parameter b sa teda zmení z −0, 091363 na

hodnotu 0, 389271.
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5.2.2 Ekvivalentná martingalová miera pomocou úpravy driftu

�al²ím prístupom na získanie ekvivaletnej martingalovej miery pri neúplných trhoch je

tzv. Mean - correcting equivalent martingale measure, teda Ekvivalentná martingalová

miera pomocou úpravy driftu. Vychádzajúc zo [14] vieme, ºe nová hodnota driftu je v

tvare

mn = ms + r − q − log φ(−i) (108)

kde ms je predo²lá hodnota a φ(.) ozna£uje charakteristickú funkciu.

Ako sme uviedli v tretej kapitole, logaritmický výnos v BS modeli má normálne

rozdelenie N((µ− σ2

2
)t, σ2t). ms = µ− σ2

2
a log φ(−i) = µ. Preto je

mn = r − q − σ2

2
. (109)

Pre Meixnerov proces má nový parameter tvar

mn = r − q − 2d

(
log

(
cos

(
b

2

))
− log

(
cos

(
a+ b

2

)))
. (110)

Pre akciu Yahoo je nový parameter mn = 0, 0058845. Pri oce¬ovaní opcií pomocou

tejto ekvivalentnej martingalovej miery sme vyuºívali simulácie procesu.

5.3 Porovnanie

Na záver diplomovej práce uvádzame porovnanie cien opcií pre BS model a Meixnerov

model s oboma martingalovými mierami. Ke¤ºe sa v prípade inverzného problému

kalibrovania BS modelu ako vstupné parametre vyuºívajú aj trhové ceny, uvedieme

porovnanie modelov pre oba prípady, teda pre last aj mid ceny. Zakaºdým sme si

vybrali 10 opcií, ktoré sme ocenili pomocou troch modelov. Pri BS modeli sme h©adali

minimálne RMSE len s oh©adom na týchto 10 opcií. Porovnanie cien, hodnoty RMSE

ako aj parametre kaºdého modelu uvádzame v tabu©kách.
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strike T last Meixner Esscher Meixner mean BS

25 15.1.2016 11 10,6656 10,67119 10,66559513

26 15.1.2016 9,5 9,666219 9,671904 9,66621894

27 15.1.2016 9 8,666843 8,672357 8,66684274

28 15.1.2016 8,19 7,667467 7,672936 7,66746655

30 15.1.2016 6,29 5,668714 5,674277 5,66871416

31 15.1.2016 5,15 4,66934 4,674859 4,66933797

30 15.7.2016 6 5,746564 5,775345 5,74656425

20 20.1.2017 15,9 15,76821 15,82067 15,76820928

23 20.1.2017 13,.48 12,78594 12,83895 12,78594067

23 19.1.2018 13,3 12,90405 13,00257 12,90405208

RMSE 0,431348 0,4090744 0,4313483

Tabu©ka 6: Porovnanie modelov last ceny

Môºeme vidie´, ºe najniº²iu hodnotu RMSE dosiahol Meixnerov model s martinga-

lovou mierou získanou úpravou driftu (Meixner mean). Hodnota RMSE Meixnerovho

modelu s Esscherovou transformáciou (Meixner Esscher) sa od RMSE BS modelu ne-

lí²i. Rozhodli sme sa preto nájs´ také parametre, pri ktorých by RMSE dosiahlo niº²iu

hodnotu aj pre Meixner Esscher. Berúc do úvahy obmedzenia na parametre pri de�nícii

Meixnerovho rozdelenia, zobrali sme nieko©ko hodnôt v okolí odhadnutých paramet-

rov a následne sme otestovali v²etky moºné kombinácie. Zo v²etkých 4624 kombinácií

parametrov sme vybrali dve, pri ktorých bola hodnota RMSE najniº²ia, tieto modely

ozna£ujeme Meixner Esscher 2 a Meixner Esscher 3. V Tabu©ke 7 uº uvádzame okrem

výsledkov predchádzajúcich troch modelov aj výsledky pre nové dva. V porovnaní s

Meixner Esscher sme dosiahli lep²iu hodnotu RMSE, ale stále ostáva najniº²ou práve

hodnota RMSE Meixner mean modelu. V Tabu©ke 7 môºeme vidie´ aj zmenu para-

metrov.
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Meix. Esscher Meix. Esscher 2 Meix. Esscher 3 Meixner mean BS

a 0,041408 0,081408 0,046408 0,041408

b 0,389271 0,726872 0,54188 - 0,09136

d 0,467661 0,437661 0,452661 0,467661

m 0,001604 -0,002396 -0,000396 0,005811

10,6656 10,665595 10,665595 10,67119 10,665595

9,666219 9,666218 9,666219 9,671904 9,666219

8,666843 8,66684 8,698468 8,672357 8,666843

7,667467 7,667454 7,667467 7,672936 7,667467

5,668714 5,66847 5,668714 5,674277 5,668714

4,66934 4,897077 4,669338 4,674859 4,669338

5,746564 5,746312 5,746564 5,775345 5,746564

15,76821 15,768209 15,768209 15,82067 15,768209

12,78594 12,785941 12,785941 12,83895 12,785941

12,90405 12,904052 12,904052 13,00257 12,904052

RMSE 0,431348 0,4115815 0,4290153 0,4090744 0,431348

Tabu©ka 7: Porovnanie modelov last ceny 2

Podobne sme ocenili opcie aj vzh©adom na mid cenu. Porovnanie troch modelov uvá-

dzame v Tabu©ke 8. Opä´ sme najniº²iu hodnotu RMSE získali pre Meixner mean mo-

del. Av²ak pre v²etky tri modely sa ceny modelu opcií nachádzajú v intervale (bid,ask).

Aj pri mid cenách sme spomedzi nami testovaných 4624 kombinácií parametrov vybrali

tie dva modely, ktoré mali najniº²iu hodnotu RMSE, Meixner Esscher 2 a Meixner Ess-

cher 3. Oba majú niº²iu hodnotu RMSE neº pôvodný Meixner Esscher model (Tabu©ka

9).
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strike T bid ask mid Meixner Esscher Meixner mean BS

15 15.1.2016 19,3 22,2 20,75 20,65936 20,66505 20,65935708

23 15.1.2016 11,65 14 12,825 12,66435 12,66995 12,66434752

24 15.1.2016 10,3 13,9 12,1 11,66497 11,67053 11,66497133

25 15.1.2016 10,55 12 11,275 10,6656 10,67119 10,66559513

26 15.1.2016 8,7 11,9 10,3 9,666219 9,671904 9,66621894

27 15.1.2016 7,8 9,75 8,775 8,666843 8,672357 8,66684274

17 15.7.2016 17,55 21,25 19,4 18,70472 18,73349 18,70471974

20 20.1.2017 14,4 18,9 16,65 15,76821 15,82067 15,76820928

23 20.1.2017 12 16,25 14,125 12,78594 12,83895 12,78594067

25 20.1.2017 10,5 14,4 12,45 10,79776 10,85046 10,79776160

RMSE 0,8241339 0,7956007 0,8241339

Tabu©ka 8: Porovnanie modelov mid ceny

Na záver môºeme zhodnoti´, ºe sme najlep²ie ocenenie opcií dosiahli pomocou Meix-

ner mean modelu. Nesmieme zabúda´ na fakt, ºe tento model sme získali jednoduchou

úpravou driftu, kým BS model sme optimalizovali a pomocou Meixner Esscher modelu

sme ani po malých úpravách parametrov nedokázali dospie´ k lep²iemu výsledku. Je

v²ak pravda, ºe odchýlky neboli nato©ko výrazné, aby sme niektorý z modelov povaºo-

vali za zlý.

Pravdepodobne najlep²ou vo©bou by bol Meixnerov model, ktorý by sme podobne

ako BS model optimalizovali. Teda by sme vyuºili nielen informácie z denných logarit-

mických výnosov akcie ale aj z trhových cien obchodovaných opcií. Pri Meixnerovom

procese je v²ak rie²enie inverzného kalibra£ného problému podstatne zlozitej²ie, jedná

sa o nelineárny problém najmen²ích ²tvorcov. Pri jeho rie²ení by sa vyuºila relatívna

entropia, ako miera vzdialennosti dvoch ekvivalentných martingalových mier a taktieº

²peciálne zvolené váhy jednotlivých derivátov. Rie²enie by bolo nájdené napr. v¤aka

BFGS metóde.
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Meix. Esscher Meix. Esscher 2 Meix. Esscher 3 Meixner mean BS

a 0,041408 0,011408 0,016408 0,041408

b 0,346473 0,445308 0,040810 - 0,09136

d 0,467661 0,437661 0,437661 0,467661

m 0,001604 0,000604 0,004604 0,005885

20,65936 20,659357 20,659357 20,66505 20,659357

12,66435 12,664348 12,664348 12,66995 12,664348

11,66497 11,664971 11,664971 11,67053 11,664971

10,6656 10,665595 10,691365 10,67119 10,665595

9,666219 9,666219 9,666219 9,671904 9,666219

8,666843 8,666843 8,666843 8,672357 8,666843

18,70472 18,704720 18,704720 18,73349 18,70472

15,76821 15,911467 15,768209 15,82067 15,768209

12,78594 12,785941 12,785941 12,83895 12,785941

10,79776 10,797762 10,823395 10,85046 10,797762

RMSE 0,8241339 0,8099286 0,8171399 0,7956007 0,8241339

Tabu©ka 9: Porovnanie modelov mid ceny 2

Kalibra£ný problém by bol v tvare:

Uvaºujme predchádzajúci model s pravdepodobnostnou mierou P0 a charakteristic-

kou trojicou Lévyho procesu (γ0, σ0, ν0). Nájdite θ, ktorá minimalizuje

J(θ) =
N∑
i=1

ωi|Cθ(Ti, Ki)− Ci|2 + αε(Qθ|P0)

kde ωi sú váhy, Ci predstavujú trhové ceny uvaºovaných opcií, Cθ(Ti, Ki) sú ceny z

modelu, ε(Qθ|P0) je relatívna entropia modelu (γ(θ), σ(θ), ν(θ)) vzh©adom na predchá-

dzajúci model a α je regulariza£ný parameter. [2].
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Záver

Cie©om teoretickej £asti bolo priblíºenie Lévyho procesov, najmä Meixnerovho procesu.

Hlavný cie© diplomovej práce v²ak spo£íval v praktickej £asti. V overení predpokladov

Black - Scholesovho modelu na trhových dátach a v preskúmaní kvalitnej²ieho mode-

lovania �nan£ných trhov pomcou Meixnerovho procesu.

V prvých dvoch kapitolách, ktoré boli £isto teoretické, sme popísali základné pojmy

a princípy potrebné pri modelovaní �nan£ných trhov a Lévyho procesy. Vychádzali

sme hlavne z [2], [11], [13]. Tretia kapitola rovnako ako aj ²tvrtá obsahovali jednak

teoretický základ pre Black - Scholesov model a Meixnerov proces ako aj praktické

otestovanie vhodnosti modelovania �nan£ných trhov pomocou daného modelu. Pred-

poklady modelov sme otestovali na denných logaritmických výnosoch nieko©kých akcií.

V prípade Black - Scholesovho modelu sme gra�ckými metódami ale aj ²tatistickými

testami zamietli normalitu výnosov. Taktieº sme zhodnotili, ºe nie je splnený ani pred-

poklad nemennosti parametrov, ke¤ºe volatilita sa £asom menila. V ²tvrtej kapitole,

pri Meixnerovom procese sme uº nulovú hypotézu nezamietli, dáta pochádzali z da-

ného rozdelenia, ktoré sme odhadli pomocou Metódy momentov. V závere£nej kapitole

sme sa venovali oce¬ovaniu európskych kúpnych opcií akcie Yahoo. Vyuºili sme Black

- Scholesov model s parametrom sigma, ktorý bol zvolený v zmysle minimalizácie od-

chýlky medzi trhovými cenami a cenami modelu. Pri oce¬ovaní pomocou Meixnerovho

procesu sme vyuºili dve metódy nájdenia ekvivalentnej martingalovej miery - Essche-

rovu transformáciu a Ekvivalentnú martingalovú mieru s upraveným driftom. V závere

sme uviedli porovnanie modelov. Pri Esscherovej transformácii sme otestovali ako budú

vplýva´ malé zmeny parametrov rozdelenia na RMSE. Videli sme, ºe najlep²ím a dá sa

poveda´ aj najjednoduch²ím spôsobom oce¬ovania opcií je vyuºitie Meixnerovho pro-

cesu s ekvivalentnou martingalovou mierou nájdenou pomocou úpravy driftu. Taktieº

sme priniesli stru£ný preh©ad rie²enia inverzného kalibra£ného problému s Meixnero-

vým procesom, ktorý by bol adekvátnym pri porovnávaní s optimalizovaným Black -

Scholesovým modelom.

Prínos diplomovej práce spo£íva jednak v priblíºení Meixnerovho procesu ale taktieº

aj v jeho praktickom vyuºití pri modelovaní �nan£ných trhov. Nemenej dôleºité je po-

rovnanie metód na nájdenie ekvivalentnej martingalovej miery. Prínosom pre autorku
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je moºnos´ praktického vyuºitia viacerých metód testovania dobrej zhody na trhových

dátach. Taktieº aj porovnanie Black -Scholesovho modelu a modelu s Meixnerovým

procesom pri oce¬ovaní �nan£ných derivátov.

Potenciálne moºnosti roz²írenia diplomovej práce sú vo vyuºití Meixnerovho mo-

delu so stochastickou volatilitou. Taktieº rie²enie inverzného kalibra£ného problému

aj v prípade modelu s Meixnerovým procesom. I²lo by o nelineárny problém najmen-

²ích ²tvorcov. Pri jeho rie²ení by sa vyuºila relatívna entropia, ako miera vzdialennosti

dvoch ekvivalentných martingalových mier a taktieº ²peciálne zvolené váhy jednotli-

vých derivátov.
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Príloha

Charakteristická funkcia Meixnerovho rozdelenia

φX(t) = E[eitX ]

=

∫ ∞
−∞

(2cos(b/2))2d

2aπΓ(2d)
exp

(
b(x−m)

a
+ itx

) ∣∣∣∣Γ(d+
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a
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2

))2d
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−∞
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2
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b+ iat
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)
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a

)∣∣∣∣2 dx︸ ︷︷ ︸
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)

cos(−i(at−ib
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)2d
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=

(
cos( b

2
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2

)

)2d
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Kumulatívna vytvárajúca funkcia Meixnerovho rozdelenia

κX(t) = log (φX(−it))

= log

( cos( b
2
)

cosh(−i(at+b
2

))

)2d

etm


= log

( cos( b
2
)

cos(at+b
2

)

)2d

etm


= 2d log

(
cos

(
b

2

))
− 2d log

(
cos

(
at+ b

2

))
+mt
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Metóda momentov

Z nasledujúcich vz´ahov odvodíme odhady parametrov a, b, d,m

X = m+ ad tg

(
b

2

)
(111)

S2 =
a2d

1 + cos(b)
(112)

κ1 = sin(b)

√
1

d (1 + cos(b))
(113)

κ2 = 3− cos(b)− 2

d
(114)

Umocnením (113) a vyuºitím sin2(b) + cos2(b) = 1 získame

κ2
1 =

1− cos(b)
d

(115)

Vz´ah (114) môºeme pomocou predchádzajúcej rovnosti upravi´ na

κ2 = 3 +
1

d
+

1− cos(b)
d

= 3 +
1

d
+ κ2

1 (116)

z £oho získame odhad

d =
1

κ2 − κ2
1 − 3

(117)

a vyjadrením zo (114) aj

cos(b) = 2 + d(3− κ2). (118)

Ke¤ºe b je parameter ²ikmosti, musí ma´ rovnaké znamienko ako odhad ²ikmosti z dát,

preto

b = sign(κ1) arccos(2 + d(3− κ2)). (119)

Dosadením vz´ahu pre cos(b) a odhadu d do (112) získame odhad aj pre parameter a

a =

√
S2

(
1 + cos(b)

d

)
(120)

Zo (111) máme

m = X − ad tg
(
b

2

)
(121)

Zdroj: [13]
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Opcie

Obr. 27: Opcie akcie Yahoo s T = 8.1.2016 , £ierne sú bid a ask ceny, £ervená hviezdi£ka

mid cena a £ervený krúºok last cena

Obr. 28: Opcie akcie Yahoo s T = 15.1.2016 , £ierne sú bid a ask ceny, £ervená hviezdi£ka

mid cena a £ervený krúºok last cena
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Obr. 29: Opcie akcie Yahoo s T = 15.7.2016 , £ierne sú bid a ask ceny, £ervená hviezdi£ka

mid cena a £ervený krúºok last cena

Obr. 30: Opcie akcie Yahoo s T = 20.1.2017 , £ierne sú bid a ask ceny, £ervená hviezdi£ka

mid cena a £ervený krúºok last cena
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T realiza£ná cena last cena bid cena ask cena mid cena

8.1.2016 30,5 3,7 5,6 6,1 5,85

8.1.2016 32,5 2,13 3,8 4,4 4,1

8.1.2016 34 1,29 2,94 3,25 3,095

15.1.2016 15 18,65 19,3 22,2 20,75

15.1.2016 18 25,52 14,2 14,7 14,45

15.1.2016 20 16,15 15,6 16,75 16,175

15.1.2016 23 9,79 11,65 14 12,825

15.1.2016 24 8,6 10,3 13,9 12,1

15.1.2016 25 11 10,55 12 11,275

15.1.2016 26 9,5 8,7 11,9 10,3

15.1.2016 27 9 7,8 9,75 8,775

15.1.2016 28 8,19 7,95 8,7 8,325

15.1.2016 29 6,3 6,95 7,75 7,35

15.1.2016 30 6,29 6,1 6,45 6,275

15.1.2016 31 5,15 5,5 5,75 5,625

15.1.2016 32 4,8 4,75 4,8 4,775

15.1.2016 17 16,15 17,55 21,25 19,4

15.1.2016 30 6 7,45 8,4 7,925

20.1.2017 20 15,9 14,4 18,9 16,65

20.1.2017 23 13,48 12 16,25 14,125

20.1.2017 25 12,5 10,5 14,4 12,45

19.1.2018 15 20 18,5 23 20,75

19.1.2018 20 11,5 16 20,5 18,25

19.1.2018 23 13,3 13 17,5 15,25

19.1.2018 25 10,94 12,15 14,5 13,325

Tabu©ka 10: Opcie na akciu Yahoo
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