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Abstrakt

�TRBOVÁ, Silvia: Testy autokorelácie v regresných modeloch [Diplomová práca], Uni-

verzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra

aplikovanej matematiky a ²tatistiky; ²kolite©: Mgr. Ján Somor£ík, PhD., Bratislava,

2016, 113 s.

V na²ej práci sa zaoberáme testami autokorelácie chýb v regresných modeloch. Cie-

©om práce bolo simula£ne porovna´ rôzne testy autokorelácie v rôznych druhoch lineár-

nych regresných modelov. V práci sme uviedli mnoho testov, z ktorých sme sa najviac

venovali Durbin-Watsonovmu testu, pri ktorom sme interval nerozhodnosti beºnej ver-

zie tohto testu vyrie²ili pouºitím exaktnej verzie, prípadne výpo£tovo menej náro£ných

aproximácií. �alej sme skúmali Wallisov test na testovanie ²tvr´ro£nej autokorelácie,

tri verzie Durbinovho testu, ktoré testujú autokoreláciu v regresnom modeli s posu-

nutými závislými premennými medzi regresormi, dva typy Breusch-Godfreyovho testu,

Box-Piercov a upravený Ljung-Boxov test. Tieto testy sme aplikovali na nasimulované

dáta bez autokorelácie a s autokoreláciou chýb regresie prvého a ²tvrtého rádu. �alej

sme simula£ne porovnali správanie sa testov v prípade, ºe regresné modely mali tvar

AR(1) aº AR(4) procesu. Skúmali sme pravdepodobnos´ chyby prvého druhu a silu

testov.

K©ú£ové slová: autokorelácia, lineárny regresný model, simula£né porovnanie,

Durbin-Watsonov test, exaktná verzia Durbin-Watsonovho testu, Beta aproximácia,

Henshawova aproximácia, Wallisov test, Durbinove testy, Breusch-Godfreyove testy,

Box-Pierce-Ljungove testy



Abstract

�TRBOVÁ, Silvia: Autocorrelation tests in regression models [Master Thesis], Co-

menius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics,

Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: Mgr. Ján Somor£ík,

PhD., Bratislava, 2016, 113 p.

In our work we investigate tests for autocorrelated errors in regression models. The

purpose of our study was to compare di�erent tests for autocorrelation in di�erent types

of linear regression models. In the work we described a number of tests, from which we

focused the most on the Durbin-Watson test and we solved an inconclusion problem of

common type of this test with exact version and less computationally expensive appro-

ximations. Further we investegated the Wallis test for testing seasonal autocorrelation,

three versions of the Durbin test for a regression containing lagged values of the depen-

dent variable, two types of the Breusch-Godfrey test, the Box-Pierce and the revised

Ljung-Box test. We applied these tests on simulated data without autocorrelation and

with autocorrelation of errors of the �rst and the fourth degree. Then we compared

performance of tests in case of AR(1) to AR(4) regression models. We analysed the

probability of type I error and the power of tests.

Keywords: autocorrelation, linear regression model, simulation comparison,

Durbin-Watson test, exact version of Durbin-Watson test, Beta approximation,

Henshaw approximation, Wallis test, Durbin tests, Breusch-Godfrey tests,

Box-Pierce-Ljung tests
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Zoznam pouºitých symbolov

y = Xβ + ε regresný model

εt = φεt−1 + wt model pre chyby v tvare AR(1) procesu

y n× 1 vektor závislých premenných

X n× k matica vysvet©ujúcich premenných

β k×1 vektor koe�cientov prislúchajúcich k vysvet©ujúcim premenným

β̂ odhad vektora β metódou najmen²ích ²tvorcov

ε n× 1 vektor skuto£ných chýb v modeli

ε̂ n× 1 vektor rezíduí

φ koe�cient autokorelácie

w n× 1 vektor bieleho ²umu

n po£et meraní

k′ po£et vysvet©ujúcich premenných bez absolútneho £lena

k po£et vysvet©ujúcich premenných
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Úvod

V základnej teórii o lineárnych regresných modeloch sa predpokladajú nezávislé

chyby, preto je dôleºité vedie´ otestova´ prítomnos´ autokorelácie chýb v lineárnej re-

gresii.

Taktieº pri tvorbe regresných modelov je potrebné ur£i´, £i nami zvolené regresory

správne modelujú ur£ité dáta. Indikátorom toho, £i je model správny, teda £i dostato£ne

vysvet©uje varianciu závislej premennej, je £asto aj to, £i sú chyby ε tohto regresného

modelu autokorelované, alebo nie. V prípade prítomnosti autokorelácie je rozumné

zmeni´ regresný model a prida´ ¤al²ie vysvet©ujúce premenné, pretoºe nami zvolené

regresory nevysvet©ujú celú varianciu závislej premennej.

Na testovanie prítomnosti autokorelácie chýb v modeli boli vyvinuté viaceré testy.

Problémom v²ak bolo, ºe v £ase ich tvorby e²te nebola dostupná výkonná výpo£tová

technika, a preto autori testov £asto robili výpo£ty ru£ne. Tým pádom neprichádzalo

do úvahy simula£né porovnanie testov, ale iba porovnanie na konkrétnych sadách dát.

Na²a práca pozostáva zo ²tyroch kapitol. V prvej kapitole popisujeme regresný model

a tvar modelu pre chyby ε, ako aj hypotézy, ktoré budeme testova´.

V druhej kapitole sa venujeme Durbin-Watsonovmu testu autokorelácie chýb, ktorý

je ve©mi pouºívaný. Jeho problém v²ak spo£íva v intervale nerozhodnosti, kedy test

nevie rozhodnú´, £i zamieta nulovú hypotézu o nulovej autokorelácii chýb modelu. Z

tohto dôvodu sme uviedli exaktnú verziu tohto testu, ktorá je rozhodná vo v²etkých prí-

padoch, av²ak, na rozdiel od klasického Durbin-Watsonovho testu, výsledok zamietania

závisí od matice regresorov a je ove©a výpo£tovo náro£nej²ia. Pri praktickom pouºití

tejto exaktnej metódy sme potrebovali nájs´ kompromis medzi presnos´ou a trvaním

výpo£tu pri vo©be jej parametrov. Viaceré moºnosti sme porovnali simula£ne. Kvôli

£asovej náro£nosti exaktnej verzie Durbin-Watsonovho testu, ktorá sa prejaví hlavne

pri ve©kom po£te dát, sme ¤alej skúmali aproximácie presného rozdelenia testovacej

²tatistiky, konkrétne Beta aproximáciu a Henshawovu aproximáciu. V²etky tieto verzie

Durbin-Watsonovho testu sme následne porovnali z poh©adu pravdepodobnosti chyby

prvého druhu, £asovej náro£nosti a sily testov.
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V tretej kapitole uvádzame ¤al²ie testy autokorelácie. Vychádzali sme zo zoznamu

testov, ktoré uviedli Johnston a DiNardo v knihe [12]. Popisujeme Wallisov test na

testovanie autokorelácie ²tvrtého rádu, tri verzie Durbinovho testu na testovanie prí-

tomnosti autokorelácie v prípade regresného modelu s posunutými závislými premen-

nými medzi regresormi, Breusch-Godfreyov test a ich test asymptoticky ekvivalentný

k Durbinovmu testu, Box-Piercov a upravený Ljung-Boxov test.

V poslednej kapitole simula£ne porovnáme v²etky testy. Najskôr na dátach bez po-

sunutých závislých premenných medzi regresormi porovnáme testy z poh©adu pravde-

podobnosti chyby prvého druhu a sily, pri£om simulovaná autokorelácia chýb je prvého

alebo ²tvrtého rádu. Následne pridáme medzi regresory jednu aº ²tyri posunuté hod-

noty závislej premennej a skúmame silofunkcie jednotlivých testov.

V prílohách sme uviedli funkcie na vykonanie v²etkých testov naprogramované v

programe R.
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1 MODEL A POPIS PROBLÉMU

1 Model a popis problému

Majme regresný model v tvare

y = Xβ + ε, (1)

kde y je n× 1 vektor závislých premenných, X je n× k matica regresorov, β je k × 1

vektor regresných koe�cientov a ε je n× 1 vektor skuto£ných chýb v modeli, pri£om n

je po£et dát a k je po£et regresorov vrátane absolútneho £lena.

Predpokladajme, ºe chyby ε tohto regresného modelu sú modelované AR(1) proce-

som, teda

εt = φεt−1 + wt, (2)

kde |φ| < 1 je pevná neznáma kon²tanta a wt je gaussovský biely ²um, £iºe postupnos´

navzájom nezávislých, rovnako rozdelených náhodných premenných, ktoré majú nor-

málne rozdelenie s nulovou strednou hodnotou a varianciou σ2.

Chceme testova´ prítomnos´ autokorelácie, teda £i φ = 0 alebo φ ̸= 0. V závislosti

od povahy dát nás môºe zaujíma´ prítomnos´ pozitívnej alebo negatívnej autokorelácie.

Test pre pozitívnu autokoreláciu je

H0 : φ = 0 vs. H1 : φ > 0,

teda nulová hypotéza je, ºe v dátach sa nevyskytuje autokorelácia a alternatívna hy-

potéza je, ºe chyby v regresii sú pozitívne autokorelované.

Negatívnu autokoreláciu testujeme

H0 : φ = 0 vs. H1 : φ < 0.

Pod©a £lánku [4] sa v dátach ekonomického charakteru zvä£²a objavuje pozitívna au-

tokorelácia.

Ak nevieme ur£i´, akú autokoreláciu v dátach o£akávame, pouºijeme obojstranný

test

H0 : φ = 0 vs. H1 : φ ̸= 0.

12



1 MODEL A POPIS PROBLÉMU

Testujeme teda nulovú hypotézu, ºe v modeli sa nevyskytuje autokorelácia chýb proti

alternatívnej hypotéze, ºe v modeli je prítomná autokorelácia modelovaná AR(1) pro-

cesom.

Môºe sa zda´ jednoduch²ie rovno pouºi´ obojstranný test, pri£om nemusíme vopred

vedie´ charakter autokorelácie. To je síce pravda, ale jednostranné testy na pozitívnu

a negatívnu autokoreláciu majú vy²²iu silu testu, takºe ak vieme vopred odhadnú´ po-

vahu autokorelácie, je výhodnej²ie testova´ jednostranným testom.

Ke¤ºe hypotézy sa týkajú skuto£ných chýb ε, ktoré nevieme sledova´, v testoch

budeme vyuºíva´ ich odhady metódou najmen²ích ²tvorcov, teda rezíduá

ε̂ = y −Xβ̂, (3)

kde β̂ je odhad vektora regresných koe�cientov β metódou najmen²ích ²tvorcov.

13



2 DURBIN-WATSONOV TEST

2 Durbin-Watsonov test

Asi najznámej²ím testom na testovanie autokorelácie chýb v lineárnych regresných

modeloch je Durbin-Watsonov test, ktorý v roku 1950 uviedli autori Durbin a Watson

v £lánku [3].

Durbin-Watsonova testovacia ²tatistika je de�novaná nasledovne:

d =

∑n
t=2(ε̂t − ε̂t−1)

2∑n
t=1 ε̂

2
t

. (4)

Ke¤ºe stredná hodnota rezíduí je 0, o£akávame, ºe rezíduá budú rozloºené okolo

horizontálnej priamky ε̂ = 0. Ak sú rezíduá pozitívne autokorelované (obrázok 1),

hodnoty (ε̂t−ε̂t−1) budú malé v porovnaní so samotnými rezíduami, a teda aj testovacia

²tatistika bude malé £íslo. V prípade pozitívnej autokorelácie majú rezíduá tendenciu

by´ blízko pri sebe, a teda rezíduá sa dlho nachádzajú bu¤ nad horizontálnou osou

alebo pod ¬ou.

Obr. 1: Pozitívna autokorelácia v Durbin-Watsonovom teste. Obrázok je prebratý z [12].

Naopak, v prípade negatívnej autokorelácie (obrázok 2) je hodnota (ε̂t− ε̂t−1) ve©ké

£íslo oproti rezíduám, a teda aj testovaciu ²tatistiku o£akávame ve©kú. V prípade ne-

gatívnej autokorelácie majú rezíduá tendenciu preskakova´ horizontálnu os.

Teda testovacia ²tatistika d bude malé £íslo pre pozitívne autokorelované rezíduá a

ve©ké pre negatívne autokorelované rezíduá. Pre náhodné rezíduá, teda také, v ktorých

nie je autokorelácia, bude ma´ testovacia ²tatistika �strednú� hodnotu a rezíduá nebudú

14



2 DURBIN-WATSONOV TEST

Obr. 2: Negatívna autokorelácia v Durbin-Watsonovom teste. Obrázok je prebratý z [12].

ma´ tendenciu na dlhé zotrvávanie nad alebo pod osou ε̂ = 0, ani na preskakovanie tejto

osi.

�tatistiku (4) môºeme upravi´ do tvaru

d =

∑n
t=2 ε̂

2
t +

∑n
t=2 ε̂

2
t−1 − 2

∑n
t=2 ε̂tε̂t−1∑n

t=1 ε̂
2
t

.

Pre ve©ké n potom dostávame testovaciu ²tatistiku v pribliºnom tvare

d ≃ 2(1− φ̂), (5)

kde

φ̂ =

∑n
t=2 ε̂tε̂t−1∑n

t=1 ε̂
2
t

∈ ⟨−1, 1⟩ . (6)

φ̂ je zhruba výberový korela£ný koe�cient získaný z dát
(
ε̂1

ε̂2

)
,
(
ε̂2

ε̂3

)
, . . . ,

(
ε̂n−1

ε̂n

)
.

Zárove¬ je to odhad pre parameter autokorelácie φ.

Z (5) vidíme, ºe testovacia ²tatistika d nadobúda hodnoty medzi 0 a 4. Pri nulovej

autokorelácii (φ = 0) o£akávame aj odhad φ̂ rovný nule, a teda ²tatistiku d rovnú 2.

Pozitívna autokorelácia (φ > 0) bude ma´ kladný odhad φ̂, a preto d bude nadobúda´

hodnoty z intervalu ⟨0, 2). Negatívna autokorelácia (φ < 0) bude ma´ záporný odhad

φ̂ a prejaví sa testovacou ²tatistikou z intervalu (2, 4⟩.

Vzh©adom na to, ºe rozdelenie pravdepodobnosti testovacej ²tatistiky d závisí od

matice X (£lánok [3]), univerzálne presné kritické hodnoty, ktoré by pokrývali v²etky

prípady, nie je moºné vy£ísli´. Durbin a Watson preto stanovili horné (dU) a dolné (dL)

15



2 DURBIN-WATSONOV TEST

hranice pre presné kritické hodnoty. Tieto hranice závisia iba od po£tu meraní (n) a

po£tu regresorov (k− 1) a pouºívajú sa na testovanie hypotézy o nulovej autokorelácii

proti alternatívnej hypotéze o pozitívnej autokorelácii prvého stup¬a.

H0 : φ = 0 vs. H1 : φ > 0

Testovacia procedúra (obrázok 3) je nasledovná:

1. Ak d < dL, zamietame hypotézu o nulovej autokorelácii a prijímame hypotézu o

pozitívnej autokorelácii.

2. Ak d > dU , nezamietame nulovú hypotézu.

3. Ak dL < d < dU , tak test je nerozhodný (inconclusive).

Obr. 3: Testovacia procedúra pozitívnej autokorelácie.

Ak je hodnota testovacej ²tatistiky vä£²ia ako 2, mohla by nás zaujíma´ prítom-

nos´ negatívnej autokorelácie. Budeme testova´ nulovú hypotézu o ºiadnej autokorelácii

proti alternatívnej hypotéze o negatívnej autokorelácii.

H0 : φ = 0 vs. H1 : φ < 0

Test prebieha tak, ºe vyrátame �symetrickú� hodnotu testovacej ²tatistiky, teda 4−d a

výsledok porovnáme s kritickými hodnotami dL a dU pre testovanie pozitívnej autoko-

relácie, £o je ekvivalentné porovnaniu ²tatistiky d so symetrickými kritickými medzami

4− dL a 4− dU .

Obojstranný test urobíme kombináciou jednostranných testov. H0 zamietame, ak d

je men²ie ako dL alebo vä£²ie ako 4− dL a H0 nezamietame, ak je d medzi dU a 4− dU .

V ostatných prípadoch je test nerozhodný. Testovaciu procedúru vidíme na obrázku 4.

Pozor v²ak na hladinu významnosti tohto obojstranného testu. Ak pouºijeme pä´-

percentné kritické hodnoty dU a dL, tak obojstranný test nebude zamieta´ na hladine

významnosti 5%, ako je to pri jednostrannom teste, ale na hladine významnosti 10%.
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2 DURBIN-WATSONOV TEST

Obr. 4: Testovacia procedúra obojstranného testu.

Pre dosiahnutie hladiny významnosti 5%musíme pouºi´ 2.5-percentné kritické hodnoty.

Pôvodné tabu©ky pre kritické hodnoty dL a dU boli vypo£ítané pre n medzi 15 a 100

a pre maximálny po£et regresorov 5. V roku 1977 Savin a White roz²írili tieto tabu©ky

pre 6 ≤ n ≤ 200 a maximálne 10 regresorov (£lánok [16]). Kritické hodnoty v²ak boli

vypo£ítané iba na hladine významnosti 1% a 5%. Dnes uº sú na internete (stránka

Standfordskej univerzity [17]) dostupné aj kritické hodnoty na hladine významnosti

2.5% a pre vä£²ie hodnoty n.

Pouºitie Durbin-Watsonovho testu má 2 dôleºité predpoklady. Regresia musí za-

h¯¬a´ kon²tantný £len a matica X musí by´ nenáhodná. Teda medzi regresormi sa

nesmú nachádza´ posunuté hodnoty závislej premennej. Kombinácia posunutých hod-

nôt y a pozitívnej autokorelácie vychýli Durbin-Watsonovu ²tatistiku nahor, £o vedie

k mylným záverom. V prípade, ºe regresia neobsahuje kon²tantný £len, horná hranica

dU Durbin-Watsonovho testu stále platí, ale dolná hranica dL musí by´ nahradená hod-

notou dM . Tieto hodnoty uverejnil v roku 1980 Farebrother v £lánku [7].

Aj v prípade splnených predpokladov má v²ak Durbin-Watsonov test ve©ký nedos-

tatok v podobe intervalu nerozhodnosti, ktorý môºe by´, hlavne v prípade malého n,

dos´ ve©ký.

Konzervatívny praktický prístup je zamietnutie nulovej hypotézy aj v prípade, ºe

test je nerozhodný. Hodnota dU sa teda stáva klasickou kritickou hodnotou a H0 za-

mietame, ak d < dU . Následky prijatia nulovej hypotézy v prípade, ºe chyby v regresii

sú autokorelované, sú váºnej²ie, ako následky z nesprávneho ur£enia prítomnosti au-

tokorelácie, £ím prinajhor²om skomplikujeme model. Pri takomto spôsobe testovania

v²ak strácame pravdepodobnos´ chyby prvého druhu 5%.
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2.1 Exaktný test 2 DURBIN-WATSONOV TEST

Funkciu na výpo£et obojstranného Durbin-Watsonovho testu v programe R [15] sme

uviedli v prílohe A.1.1. Vstupom funkcie je vektor závislých premenných y a matica

regresorov X bez jednotkového st¨pca.

�as´ o klasickom Durbin-Watsonovom teste sme vypracovali pod©a knihy [12] a £lán-

kov [3] a [4]. V ¤al²ích podkapitolách sa budeme venova´ moºným rie²eniam problému

intervalu nerozhodnosti.

2.1 Exaktný test

Interval nerozhodnosti v Durbin-Watsonovom teste vzniká preto, ºe rozdelenie tes-

tovacej ²tatistiky d závisí od matice regresorov X. Teda nie je moºné ur£i´ v²eobecne

platné hranice na posudzovanie �kritickosti� testovacej ²tatistiky d.

V roku 1976 pri²li autori L'Esperance, Chall a Taylor v £lánku [13] s rie²ením v po-

dobe Exaktného testu, ktorý spo£íva v ur£ení presnej distribu£nej funkcie pre Durbin-

Watsonovu testovaciu ²tatistiku d v závislosti od matice X a následnom vy£íslení p-

hodnoty testu. Tento test je výpo£tovo ove©a náro£nej²í ako klasický Durbin-Watsonov

test, av²ak pri dne²nom pokroku výpo£tovej techniky je otázkou nieko©kých sekúnd.

Zápis Durbin-Watsonovej ²tatistiky (4) je ekvivalentný so zápisom

d =
ε̂′Aε̂

ε̂′ε̂
, (7)

kde ε̂ je vektor rezíduí a A je reálna symetrická matica

A =



1 −1 0 · · · 0 0 0

−1 2 −1 · · · 0 0 0

0 −1 2 · · · 0 0 0
...

...
...

...
...

...

0 0 0 · · · −1 2 −1

0 0 0 · · · 0 −1 1


. (8)

Pod©a £lánku [5] má Durbin-Watsonova testovacia ²tatistika d rovnaké rozdelenie

pravdepodobnosti ako náhodný zlomok

τ1u
2
1 + · · ·+ τmu

2
m

u2
1 + · · ·+ u2

m

=
U

V
, (9)
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2.1 Exaktný test 2 DURBIN-WATSONOV TEST

kde u1, . . . , um sú nezávislé, rovnako rozdelené premenné zo ²tandardného normálneho

rozdelenia, pri£om m = n − k, n je po£et dát (po£et riadkov matice X), k je po£et

regresorov (po£et st¨pcov matice X vrátane jednotkového st¨pca) a τ1 ≤ · · · ≤ τm sú

nenulové vlastné £ísla matice MA, kde M je idempotentná matica

M = In −X(X ′X)−1X ′ (10)

a X je matica regresorov s prvým st¨pcom jednotkovým.

Pravdepodobnos´, ºe testovacia ²tatistika d bude vä£²ia ako nejaká jej konkrétna

hodnota d0, pretransformujeme do tvaru:

P (d > d0) = P

(
U

V
> d0

)
= P (U > V d0) = P (U − V d0 > 0) = P (Q > 0) = 1−F (0),

(11)

kde

Q = U − V d0 =
m∑
j=1

(τj − d0)u
2
j (12)

a F (. . .) je distribu£ná funkcia náhodnej premennej Q.

Charakteristickú funkciu pre Q uviedli Durbin a Watson v £lánku [5]:

Φ(t) =
1∏m

j=1(1− 2iajt)
1
2

, (13)

kde aj = τj − d0.

Pod©a Lévyho vety platí:

F (Q)− F (0) =
1

2π

∫ ∞

−∞
Φ(t)

1− e−itQ

it
dt. (14)

Kendall a Stuart ukázali, ºe F (Q) je moºné prepísa´ do tvaru

F (Q) =
1

2
+

1

2π

∫ ∞

0

eitQΦ(−t)− e−itQΦ(t)

it
dt. (15)

My v²ak pod©a (11) potrebujeme iba hodnotu F (0), takºe integrál sa zjednodu²í na

F (0) =
1

2
+

1

2π

∫ ∞

0

Φ(−t)− Φ(t)

it
dt. (16)

Tento integrál vy£íslime pouºitím Simpsonovho pravidla. Interval, na ktorom integru-

jeme, rozdelíme na men²ie intervaly [a, b] a na kaºdom malom intervale aproximujeme
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hodnotu integrálu pomocou Simpsonovho pravidla:∫ b

a

f(x)dx =̇
b− a

6

[
f(a) + 4f

(
a+ b

2

)
+ f(b)

]
. (17)

Výsledný integrál v (16) je potom sú£tom aproximácií na jednotlivých malých interva-

loch.

Pri testovaní prítomnosti pozitívnej autokorelácie, p-hodnotu vypo£ítame ako plo-

chu pod hustotou rozdelenia d na©avo od testovacej ²tatistiky d0, teda pod©a (11) ako

F (0). Naopak, ak testujeme negatívnu autokoreláciu, tak rátame plochu napravo od

d0, £o je 1− F (0). Výpo£et p-hodnoty pri jednostrannom teste vidíme na obrázku 5a.

Obr. 5: Výpo£et p-hodnoty Exaktným testom: (a) jednostranný test (b) obojstranný test.

V prípade obojstranného testu je p-hodnota sú£tom dvoch plôch, ako vidíme na

obrázku 5b. Ak je d0 > 2, tak zrátame plochu na©avo od 4−d0 a plochu napravo od d0.

Ak je d0 < 2, tak zrátame plochu na©avo od d0 a napravo od 4− d0. V tomto prípade

v²ak musíme ráta´ hodnotu F (0) dvakrát - raz pre d0 a raz pre 4− d0, preto sa £asová

náro£nos´ výpo£tu zdvojnásobí.

Funkcie na výpo£et Exaktného testu sme naprogramovali v programe R [15]. Verziu

pre test pozitívnej autokorelácie nájdeme v prílohe A.1.2 pod názvom DWexact. Funkcia

má tri parametre. Parameter start je ²tartovací bod, ktorý popisujeme v £asti 2.1.2.3,

parameter part je po£et £astí, na ktoré rozdelíme interval d¨ºky 1, £iºe je to prevrátená

hodnota delenia z £asti 2.1.2.2 a parameter hranica je spomínaný v £asti 2.1.2.1.
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2.1.1 Reálnos´ integrovanej funkcie

Výsledné £íslo F (0) je, samozrejme, reálne £íslo, ale ukáºeme, ºe aj funkcia, ktorú

integrujeme v (16) pri získavaní F (0), je reálna, takºe nie je potrebné v programe R

integrova´ komplexnú funkciu, sta£í jej reálna £as´.

Platí:

Φ(−t)− Φ(t)

it
=

1∏
(1+2iajt)

1
2
− 1∏

(1−2iajt)
1
2

it
=

∏
(1−2iajt)

1
2−

∏
(1+2iajt)

1
2∏

(1+2iajt)
1
2 ·
∏

(1−2iajt)
1
2

it
=

=

∏
(1− 2iajt)

1
2 −

∏
(1 + 2iajt)

1
2

it ·
∏
(1 + 2iajt)

1
2 (1− 2iajt)

1
2

=

∏
(1− 2iajt)

1
2 −

∏
(1 + 2iajt)

1
2

it ·
∏
[(1 + 2iajt)(1− 2iajt)]

1
2

=

=

∏
(1− 2iajt)

1
2 −

∏
(1 + 2iajt)

1
2

it ·
∏
[1− 4i2a2j t

2]
1
2

=

∏
(1− 2iajt)

1
2 −

∏
(1 + 2iajt)

1
2

it ·
∏
[1 + 4a2j t

2]
1
2

, (18)

kde
∏
[1 + 4a2j t

2]
1
2 je reálne, takºe ¤alej sa budeme zaobera´ iba zvy²kom výrazu.

∏
(1− 2iajt)

1
2 −

∏
(1 + 2iajt)

1
2

it
=

[
∏
(1− 2iajt)]

1
2 − [

∏
(1 + 2iajt)]

1
2

it
(19)

Komplexné výrazy v £itateli teraz prevedieme do polárneho tvaru, v ktorom je ope-

rácia násobenia jednoduch²ia.

1+2iajt =
√

1 + 4a2j t
2·(cos(arctan(2ajt))+i sin(arctan(2ajt))) = rj·(cos(φj)+i sin(φj)),

(20)

kde rj =
√

1 + 4a2j t
2 a φj = arctan(2ajt).

Podobne dostávame aj

1− 2iajt =
√

1 + 4a2j t
2 · (cos(arctan(−2ajt)) + i sin(arctan(−2ajt))) =

= rj · (cos(−φj) + i sin(−φj)) = rj · (cos(φj) + i sin(−φj)), (21)

pri£om sme vyuºili nepárnos´ arkustangensu, teda arctan(−2ajt) = − arctan(2ajt) =

−φj a párnos´ kosínusu, £iºe cos(−φj) = cos(φj).

Urobíme sú£in m týchto výrazov:∏
(1 + 2iajt) = r1 · · · rm · (cos(φ1 + · · ·+ φm) + i sin(φ1 + · · ·+ φm)) (22)∏
(1− 2iajt) = r1 · · · rm · (cos(φ1 + · · ·+ φm) + i sin(−φ1 − · · · − φm)) (23)
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a odmocníme:[∏
(1 + 2iajt)

] 1
2
= (r1 · · · rm)

1
2 · (cos(φ1 + · · ·+ φm

2
) + i sin(

φ1 + · · ·+ φm

2
)) (24)[∏

(1− 2iajt)
] 1

2
= (r1 · · · rm)

1
2 · (cos(φ1 + · · ·+ φm

2
) + i sin(−φ1 + · · ·+ φm

2
)) =

= (r1 · · · rm)
1
2 · (cos(φ1 + · · ·+ φm

2
)− i sin(

φ1 + · · ·+ φm

2
)), (25)

pri£om program R neuvaºuje odmocnenie s fázovým posunom, takºe túto komplikáciu

nemusíme uvaºova´. Z nepárnosti sínusu vyplýva sin(−φ1+···+φm

2
) = − sin(φ1+···+φm

2
).

Získané výsledky dosadíme do výrazu (19):

(r1 · · · rm)
1
2 · [(cos(φ1+···+φm

2
)− i sin(φ1+···+φm

2
))− (cos(φ1+···+φm

2
) + i sin(φ1+···+φm

2
))]

it
=

=
(r1 · · · rm)

1
2 · [−2i sin(φ1+···+φm

2
)]

it
=

(r1 · · · rm)
1
2 · [−2 sin(φ1+···+φm

2
)]

t
, (26)

£o je reálny výraz.

2.1.2 Praktické pouºitie

Ke¤ chceme túto exaktnú metódu testovania reálne pouºi´, musíme vyrie²i´ 3 zá-

sadné otázky:

1. Po£ítame numerický odhad integrálu v (16) na nekone£nom intervale, takºe vý-

po£et musíme niekde ukon£i´ tak, aby bola strata zanedbate©ná.

2. Simpsonovo pravidlo pouºívame na intervale [a, b], teda potrebujeme zvoli´ do-

stato£ne jemné delenie, ale zase nie príli² jemné, aby výpo£et netrval príli² dlho.

3. Potrebujeme ur£i´ za£iato£ný bod výpo£tu integrálu, £o najbliº²ie k nule, ale nie

nulový, pretoºe v menovateli integrovanej funkcie by bola nula.

V celej práci budeme porovnáva´ rôzne testy, prípadne rôzne nastavenia parametrov

testov, simula£ne. Postup simulácie bude nasledovný:

1. Zvolíme ve©kos´ matice X, teda po£et riadkov n a po£et st¨pcov k a vygeneru-

jeme jej hodnoty, pri£om prvý st¨pec bude jednotkový. Zvolíme vektor regresných

koe�cientov β, ktorý má d¨ºku k. Zvolíme varianciu σ2 bieleho ²umu a hodnotu

φ. Ak simulujeme prípad, ºe H0 platí, tak φ bude nulové.
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2. Vygenerujeme vektor bieleho ²umu w z normálneho rozdelenia s parametrami 0

a σ2I.

3. Dopo£ítame y pod©a (2) a (1).

4. �Zabudneme� v²etko okrem X a y a necháme príslu²ný test overi´ prítomnos´

autokorelácie.

Body 2-4 potom opakujeme, kým nemáme dos´ simulácií na vyhodnotenie pravde-

podobnosti chyby prvého druhu, teda pravdepodobnosti, ºe test H0 zamietne napriek

tomu, ºe H0 platí. Zamietame na hladine významnosti 5%, teda ideálne by testy mali

v 5% prípadov zamietnu´ H0, aj ke¤ H0 platí.

V na²ich simuláciách sme vektor regresných koe�cientov β generovali z rozdelenia

N(0, 1), maticu regresorov X z rozdelenia N(5, 10) a variancia σ2 bieleho ²umu bola 4.

Po£et regresorov bez kon²tantného £lena bol 5 a po£et dát n sme menili.

V²etky výpo£ty uvedené v tejto práci sme robili na po£íta£i zna£ky Asus s proce-

sorom Intel Core i3, pamä´ou RAM 4GB a opera£ným systémom Windows 7. Tomu

zodpovedajú údaje o trvaní jednotlivých výpo£tov.

2.1.2.1 D¨ºka integra£nej oblasti

Aby sme zodpovedali prvú otázku o �d¨ºke� integra£nej oblasti, vykreslíme grafy

funkcií, z ktorých rátame integrál. Tvar týchto funkcií závisí od n, preto ho vykreslíme

pre rôzne hodnoty a sledujeme zmeny. Pre kaºdú hodnotu n sme urobili 100 simulácií a

vykreslili grafy integrovanej funkcie. Výsledky vidíme na obrázkoch 6 a 7. Vykreslenie

grafov sme zopakovali aj pre iné matice X, pri£om charakter grafov zostal zachovaný,

ale tieto grafy uº v práci neuvádzame.

V²imnime si, ºe pre malé n nadobúda fukcia nízke hodnoty pre t blízke nule, ale

k nulovej hladine sa pribliºuje pozvo©ne a je pribliºne nulová aº pre relatívne ve©ké

t. Ke¤ zvy²ujeme n, tak funkcia síce nadobúda £ím ¤alej, tým vy²²ie hodnoty pre t

blízke nule, ale k nule sa pribliºuje ove©a prud²ie. (Pozor aj na zmenu mierky grafov,

pre n = 10 je graf vykreslený aº po t = 5, zvy²né grafy sú vykreslené iba po t = 1.)
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Obr. 6: Integrovaná funkcia pre n = 10− 40.
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Obr. 7: Integrovaná funkcia pre n = 50− 80.
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Vidíme teda, ºe interval, na ktorom budeme ráta´ integrál nebude rovnaký pre v²etky

prípady, a teda nemôºeme pouºi´ v²eobecnú d¨ºku intervalu, na ktorom budeme integ-

rova´ funkciu. Ak by sme ju nastavili príli² malú, tak v prípadoch n = 10 by sme

prichádzali o presnos´. Naopak, ak by sme ju nastavili príli² ve©kú, tak v prípadoch,

kedy funkcia rýchlo klesne, by sme integrál rátali na zbyto£ne ve©kom intervale, £o,

hlavne pri drobnom delení, môºe spôsobova´ ve©ké navý²enie £asovej náro£nosti.

Tento problém sme vyrie²ili tak, ºe sme ur£ili hranicu a integrál sme rátali dovtedy,

kým hodnota integrovanej funkcie nebola niº²ia ako hodnota danej hranice. Tento test

sme vykonávali od hodnoty t = 2 a kým bola hodnota funkcie vy²²ia ako hranica,

tak sme t zvý²ili o 1. Aká by v²ak mala by´ hodnota hranice? Simula£ne sme po-

rovnali viaceré moºnosti. Porovnávali sme ich z poh©adu presnosti výpo£tu p-hodnoty,

pravdepodobnosti chyby prvého druhu, £asovej náro£nosti a rozloºenia nasimulovaných

p-hodnôt na intervale [0, 1], totiº ak platí H0, tak p-hodnoty by mali ma´ rovnomerné

rozdelenie na intervale [0, 1]. Výsledky sú vypo£ítané jednostranným testom pozitívnej

autokorelácie.

Ke¤ºe najvä£²ie intervaly, na ktorých budeme integrova´, sú pre malé hodnoty n,

najskôr simula£ne porovnáme vplyv hodnoty parametra hranica pre n = 10. Kvôli

ve©kej £asovej náro£nosti sme zvolili delenie pri tejto simulácii iba 1/10 (2. otázka na

strane 22) a ²tartovací bod bol 10−14 (3. otázka na strane 22). Dáta s nulovou autoko-

reláciou (φ = 0) sme generovali 10 000 krát pre hodnoty hranice 10−5, 10−8 a 10−10.

Pravdepodobnos´ chyby prvého druhu a £asová náro£nos´ jedného výpo£tu sú uvedené

v tabu©ke 1.

hranica P(chyba 1. druhu) £as

10−5 4.92% 0.024905s

10−8 4.92% 0.184233s

10−10 4.92% 0.955336s

Tabu©ka 1: Porovnanie vplyvu rôznych hodnôt hranice pre n = 10.
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Vidíme, ºe vo v²etkých prípadoch je pravdepodobnos´ chyby prvého druhu rovnaká.

Tento výsledok nám v²ak pre porovnanie nesta£í, pretoºe vo výsledných p-hodnotách

môºe aj napriek tomu dochádza´ k rozdielom.

�alej sa bliº²ie pozrime na d¨ºky intervalov, na ktorých sme reálne po£ítali integrál

v jednotlivých 10 000 simuláciách. Minimálna, maximálna a priemerná d¨ºka intervalu

sú uvedené v tabu©ke 2.

hranica min. d¨ºka intervalu max. d¨ºka intervalu priemerná d¨ºka intervalu

10−5 2 106 49.7

10−8 21 1666 455.4

10−10 44 10376 2023.8

Tabu©ka 2: Porovnanie d¨ºky intervalu pre rôzne hodnoty hranice, n = 10.

Rozloºenie p-hodnôt na intervale [0, 1] je takmer rovnaké, minimálny rozdiel je me-

dzi histogramami pre 10−5 a 10−8. Rozloºenie p-hodnôt môºeme vidie´ na obrázku 8.

Obr. 8: Rozloºenie p-hodnôt pre rôzne hranice, n = 10.

V tabu©ke 3 sme uviedli rozdiely vo vypo£ítaných p-hodnotách oproti p-hodnotám

vypo£ítaným najpresnej²ou simulovanou variantou parametra hranica, v tomto prípade

10−10.
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hranica min. odchýlka max. odchýlka priemerná odchýlka

10−5 1 · 10−7 0.0017535 3.666599 · 10−5

10−8 0 1.7 · 10−6 3.295863 · 10−7

Tabu©ka 3: Porovnanie odchýlky p-hodnôt od najpresnej²ej simulovanej varianty 10−10.

Vidíme, ºe pri n = 10 má zmysel nastavi´ hodnotu hranice aspo¬ na 10−8. Je to

£asovo priate©ná moºnos´ a p-hodnoty sú presné na pribliºne 5 desatinných miest. Ak

by sme potrebovali naozaj rýchly výpo£et a presnos´ p-hodnoty by nám sta£ila na 2

desatinné miesta, parameter hranica sta£í nastavi´ na 10−5.

Rovnaké porovnanie hodnoty hranice sme urobili aj pre n = 20, pri£om sme pridali

hodnotu hranice 10−15. V tomto prípade sme zvolili men²ie delenie, a to 1/100. �tarto-

vací bod bol 10−14. Opä´ sme dáta bez autokorelácie simulovali 10 000 krát. Percento

zamietnutia nulovej hypotézy a trvanie jedného výpo£tu vidíme v tabu©ke 4.

hranica P(chyba 1. druhu) £as

10−5 4.89% 0.015259s

10−8 4.89% 0.031110s

10−10 4.89% 0.050174s

10−15 4.89% 0.174300s

Tabu©ka 4: Porovnanie rôznych hodnôt hranice pre n = 20.

Opä´ môºeme vidie´, ºe pravdepodobnos´ chyby prvého druhu je vo v²etkých prípa-

doch rovnaká a trvanie výpo£tu je podstatne krat²ie ako pri n = 10 aj napriek tomu,

ºe sme pouºili jemnej²ie delenie. Je to zaprí£inené tým, ºe d¨ºky intervalov, na ktorých

sme po£ítali integrál, sú ove©a krat²ie ako pri n = 10 (tabu©ka 5).

Rozloºenie vypo£ítaných p-hodnôt je totoºné pre v²etky simulované hodnoty para-

metra hranica a je znázornené na obrázku 9.
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hranica min. d¨ºka intervalu max. d¨ºka intervalu priemerná d¨ºka intervalu

10−5 2 3 2.9

10−8 2 8 6.6

10−10 4 14 11.5

10−15 14 61 45.2

Tabu©ka 5: Porovnanie d¨ºky intervalu pre rôzne hodnoty hranice, n = 20.

Obr. 9: Rozloºenie p-hodnôt pre n = 20.

Odchýlky jednotlivých p-hodnôt vypo£ítaných s parametrom hranica rovným 10−5,

10−8 a 10−10 od p-hodnôt, ktoré sú výsledkom najpresnej²ej simulovanej varianty s

hranicou 10−15, sú uvedené v tabu©ke 6.

hranica min. odchýlka max. odchýlka priemerná odchýlka

10−5 0 6.4116 · 10−7 2.464146 · 10−7

10−8 0 1 · 10−7 8.91309 · 10−10

10−10 0 1 · 10−7 1.3303 · 10−11

Tabu©ka 6: Porovnanie odchýlky p-hodnôt od najpresnej²ej simulovanej varianty 10−15.

V²imnime si, ºe pre n = 20 uº hodnota hranice nie je aº taká významná. Vidíme, ºe

p-hodnoty dosahujú dostato£nú presnos´ aj pri vy²²ích hodnotách hranice. Deje sa to

kvôli tomu, ºe integrovaná funkcia je strm²ia ako pri n = 10, a teda aj strata, spôsobená

skor²ím useknutím integrálu, je men²ia. Zvy²ovaním n bude parameter hranica stále

29



2.1 Exaktný test 2 DURBIN-WATSONOV TEST

menej ovplyv¬ova´ p-hodnoty. Napríklad pre n = 50 sa ve©kos´ intervalu, na ktorom

rátame integrál, nezmení zo základného, tj. 2, ani pri najmen²ej hodnote parametra

hranica, teda 10−15.

Problém nastane pre n vä£²ie ako 950. Vtedy dá z numerických dôvodov funkcia

Φ(t) vy£íslená v programe R pre t ≥ 2 hodnotu NaN. Kedºe minimálnu d¨ºku inter-

valu sme doteraz uvaºovali 2, tak program skolabuje. Je teda potrebné zmen²ova´ d¨ºku

intervalu v prípade, ºe pre t = 2 má integrovaná funkcia hodnotu NaN. Okrem testu, £i

je hodnota integrovanej funkcie v mieste useknutia integrálu dostato£ne malá, budeme

robi´ aj test, £i hodnota nie je NaN a v prípade, ºe je, d¨ºku intervalu skrátime o 0.1.

Na obrázku 10 vidíme grafy integrovanej funkcie pre n = 4000 a n = 5000.

Obr. 10: Integrovaná funkcia pre n = 4000 (v©avo) a n = 5000 (vpravo).

Funkcia ve©mi rýchlo klesne na nulovú hladinu, chví©u tam zotrvá a potom prestane

by´ vy£íslite©ná. Vidíme, ºe aj pre takto vysoké n je skracovanie intervalu o 0.1 pria-

te©né, pretoºe nulový úsek je dostato£ne ve©ký. Ak by sme potrebovali výpo£et pre

výrazne vä£²ie n, stálo by za zváºenie zmen²i´ interval skracovania. Takýto výpo£et by

v²ak bol ve©mi £asovo náro£ný, ako vidíme v tabu©ke 16, kde sú zhrnuté výpo£ty jed-

nej simulácie pre n rovné 1000, 2000, 3000, 4000 a 5000. �asovú náro£nos´ spôsobuje

rátanie vlastných £ísiel obrovskej matice, ktorá vznikne.
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2.1.2.2 Jemnos´ delenia integra£nej oblasti

Ke¤ uº máme vyrie²enú prvú otázku zo strany 22, na akom ve©kom intervale bu-

deme ráta´ integrál funkcie, môºeme rie²i´ druhú otázku, a to aké jemné má by´ delenie

intervalu. Opä´ simula£ne porovnáme viaceré moºnosti a zistíme najlep²í pomer pres-

nosti výpo£tu a rýchlosti.

Pre túto simuláciu sme najskôr zvolili n = 50, pretoºe pri tomto n uº simulácie

prebiehajú dostato£ne rýchlo na to, aby sme mohli simulova´ aj ve©mi jemné delenie,

ako je 1/10000. Aj v tomto prípade sme simulovali dáta bez autokorelácie 10 000 krát a

vypo£ítali p-hodnoty pre delenia 1, 1/10, 1/100, 1/1000 a 1/10000. Parameter hranica

sme zvolili 10−10 a ²tartovací bod 10−14. Výsledné zamietanie H0 a trvanie jedného vý-

po£tu p-hodnoty je uvedené v tabu©ke 7. Uº z poh©adu na výsledky zamietania vidíme,

ºe delenie 1 zrejme nebude správne.

delenie P(chyba 1. druhu) £as

1 24.71% 0.008637s

1/10 4.63% 0.009348s

1/100 4.76% 0.022705s

1/1000 4.76% 0.163534s

1/10000 4.76% 2.048641s

Tabu©ka 7: Porovnanie rôznych delení pre n = 50.

Zmenou delenia sa vidite©ne mení rozloºenie p-hodnôt. Pre delenie 1 je výrazne

mimo intervalu [0, 1], preto toto delenie nie je vhodné pouºíva´. Pre delenie 1/10 je uº

rozdelenie rovnomernej²ie, av²ak prechodom na jemnej²ie (a teda aj presnej²ie) dele-

nie 1/100 vidíme zmenu vo vypo£ítaných p-hodnotách. Pre jemnej²ie delenia 1/100,

1/1000 a 1/10000 sa uº rozloºenie p-hodnôt nemení. Histogramy p-hodnôt pre rôzne

hodnoty parametra delenie vidíme na obrázku 11.

V tabu©ke 8 vidíme rozdiely v p-hodnotách vypo£ítaných s pouºitím delení 1, 1/10,

1/100 a 1/1000 oproti p-hodnotám vypo£ítaným s pouºitím najjemnej²ieho simulova-
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Obr. 11: Rozloºenie p-hodnôt pre rôzne delenia, n = 50.

ného delenia, teda 1/10000.

delenie min. odchýlka max. odchýlka priemerná odchýlka

1 3.78 · 10−5 1.754681 0.2641792

1/10 0 0.03312841 0.0004502269

1/100 0 0 0

1/1000 0 0 0

Tabu©ka 8: Porovnanie odchýlky p-hodnôt od najpresnej²ej simulovanej varianty 1/10000.

Aj z týchto výsledkov je zrejmé, ºe delenie 1 je nevhodné. Málo presné sa javí by´

aj delenie 1/10, ke¤ºe presnos´ jeho p-hodnôt sa môºe lí²í´ uº na druhom desatinnom

mieste. �al²ie dve delenia 1/100 a 1/1000 v²ak vyzerajú by´ úplne posta£ujúce, ke¤ºe

ich odchýlka od p-hodnoty, vypo£ítanej s najjemnej²ím delením 1/10000, je nulová.

Platnos´ týchto záverov vyskú²ame aj pri niº²om n, a to n = 20. Delenie 1/10000

tentokrát simulova´ nebudeme, pretoºe sa zdá, ºe tak jemné delenie nie je potrebné

a pri tejto hodnote n by bolo aj £asovo náro£né. Výsledné pravdepodobnosti chyby

prvého druhu pre rôzne delenia a trvanie výpo£tu jednej p-hodnoty sú v tabu©ke 9.

Pri tejto hodnote n sa zmenou parametra delenie, okrem prípadu delenia 1, rozlo-

ºenie p-hodnôt nemení a je rovnaké ako na obrázku 9. Ak má delenie hodnotu 1, tak

p-hodnoty opä´ vychádzajú z intervalu [0, 1].
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delenie P(chyba 1. druhu) £as

1 9.35% 0.009556s

1/10 4.89% 0.013274s

1/100 4.89% 0.050174s

1/1000 4.89% 0.477878s

Tabu©ka 9: Porovnanie rôznych delení pre n = 20.

V tabu©ke 10 sú rozdiely v p-hodnotách vypo£ítaných s delením 1, 1/10 a 1/100

oproti p-hodnotám vypo£ítaným s najjemnej²ím simulovaným delením 1/1000.

delenie min. odchýlka max. odchýlka priemerná odchýlka

1 6 · 10−7 0.6892822 0.02902064

1/10 0 0.0011336 5.236907 · 10−6

1/100 0 0 0

Tabu©ka 10: Porovnanie odchýlky p-hodnôt od najpresnej²ej simulovanej varianty 1/1000.

Predpoklad, ºe delenie 1/100 je posta£ujúce, sa nám potvrdil aj v tomto prípade.

Av²ak z výsledkov (tabu©ky 8 a 10) vidíme, ºe pri niº²om po£te dát n sú odchýlky

men²ie ako pri vy²²om n. Je to zaprí£inené tým, ºe integrovaná funkcia je menej strmá,

a teda hrub²ie delenie nevytvára aº takú stratu presnosti. Vyskú²ame teda toto po-

rovnanie pre e²te strm²iu funkciu ako pri n = 50, teda vy²²iu hodnotu n, povedzme 100.

Pre n = 100 sme opä´ urobili 10 000 simulácií dát bez autokorelácie a vypo£ítali

p-hodnoty pre delenia 1, 1/10, 1/100, 1/1000 a 1/10000. Pravdepodobnos´ chyby pr-

vého druhu a trvanie jedného výpo£tu sú uvedené v tabu©ke 11. Z výsledkov je zrejmé,

ºe delenia 1 a 1/10 nebudú vhodné. Ostatné delenia majú rovnakú pravdepodobnos´

chyby prvého druhu.

V prípadoch delenia 1 a 1/10 sú histogramy vypo£ítaných p-hodnôt ve©mi neuspo-

kojivé, ako vidíme na obrázku 12. Pre zvy²né delenia sa rozloºenie p-hodnôt nemení.
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delenie P(chyba 1. druhu) £as

1 32.63% 0.024464s

1/10 0.00% 0.025877s

1/100 4.98% 0.044259s

1/1000 4.98% 0.467189s

1/10000 4.98% 2.612610s

Tabu©ka 11: Porovnanie rôznych delení pre n = 100.

Obr. 12: Rozloºenie p-hodnôt pre rôzne delenia, n = 100.

Rozdiely vo vypo£ítaných p-hodnotách oproti p-hodnotám vypo£ítaným s najjem-

nej²ím delením 1/10000 vidíme v tabu©ke 12.

delenie min. odchýlka max. odchýlka priemerná odchýlka

1 7.6 · 10−6 3.260749 0.5447523

1/10 1 · 10−7 0.1985531 0.006830463

1/100 0 0 0

1/1000 0 0 0

Tabu©ka 12: Porovnanie odchýlky p-hodnôt od najpresnej²ej simulovanej varianty 1/10000.

Potvrdil sa nám predpoklad, ºe pre vä£²ie n je jemnos´ delenia podstatnej²ia, pretoºe

integrovaná funkcia je strm²ia. Pre n = 100 sú uº delenia 1 a 1/10 absolútne nevhodné.

Delenie 1/100 je v²ak stále vhodným delením a jeho £asová náro£nos´ je priate©ná. Z
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poh©adu £asovej náro£nosti je dobré aj delenie 1/1000. Odporú£ame teda pouºíva´

delenie aspo¬ 1/100. Delenie 1/10000 je uº príli² jemné a výrazné zvý²enie £asovej

náro£nosti výpo£tu nepriná²a zvý²enie presnosti.

2.1.2.3 Za£iatok integrovania

Zostáva nám vyrie²i´ poslednú, tretiu, otázku zo strany 22, a to, v akom ²tartovacom

bode za£a´ rátanie integrálu, ke¤ºe bod 0 nemôºeme pouºi´. Z obrázkov 6 a 7 vidíme,

ºe ²tartovací bod bude ve©mi dôleºitý, ke¤ºe okolo nuly je sústredená podstatná £as´

integrálu. �tartovací bod by nemal ovplyv¬ova´ rýchlos´ výpo£tu, pretoºe po£et a ná-

ro£nos´ operácií zostáva rovnaká. Teda najlep²ie bude za£a´ ráta´ integrál od bodu £o

najbliº²ieho k nule, povedzme 10−14. Aj napriek zrejmému výsledku sme v²ak urobili

simulácie pre ²tartovacie body 10−3, 10−5, 10−7, 10−10 a 10−14, aby sme zistili vplyv

tohto parametra. Parameter delenie bol 1/1000 a hranica bola 10−10. Simulácie sme

urobili pre n = 50. Nasimulovanú pravdepodobnos´ chyby prvého druhu pre jednotlivé

hodnoty parametra ²tartovací bod vidíme v tabu©ke 13.

²tartovací bod P(chyba 1. druhu)

10−3 4.14%

10−5 4.76%

10−7 4.76%

10−10 4.76%

10−14 4.76%

Tabu©ka 13: Porovnanie rôznych hodnôt ²tartovacieho bodu pre n = 50.

Pre v²etky ²tartovacie body okrem 10−3 sú pravdepodobnosti chyby prvého druhu

rovnaké. Pozrime sa teda na histogramy vypo£ítaných p-hodnôt (obrázok 13). Roz-

loºenie p-hodnôt sa pre ²tartovacie body 10−7 aº 10−14 nemení. Pre vä£²ie hodnoty

²tartovacieho bodu môºeme vidie´ zmeny.

Rozdiely p-hodnôt oproti p-hodnotám vypo£ítaným so ²tartovacím bodom 10−14

vidíme v tabu©ke 14.
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Obr. 13: Rozloºenie p-hodnôt pre rôzne ²tartovacie body, n = 50.

²tartovací bod min. odchýlka max. odchýlka priemerná odchýlka

10−3 9 · 10−7 0.01352545 0.00308236

10−5 0 0.0001352738 3.082458 · 10−5

10−7 0 1.3527 · 10−6 3.085779 · 10−7

10−10 0 1 · 10−7 2.4098 · 10−10

Tabu©ka 14: Porovnanie odchýlky p-hodnôt od najpresnej²ej simulovanej varianty 10−14.

Z výsledkov vyplýva, ºe vypo£ítané p-hodnoty ve©mi závisia od parametra ²tartovací

bod. Je vhodné za£a´ výpo£et integrálu aspo¬ v bode 10−7, aby sme dosiahli presnos´

aspo¬ na 5 desatinných miest. Aj napriek tomu v²ak stále odporú£ame £íslo e²te bliº²ie

k nule, ke¤ºe zmena tohto parametra nezvy²uje výpo£tovú náro£nos´.

Porovnanie ²tartovacieho bodu sme urobili aj pre n = 20, pri£om sme pri²li k po-

dobným výsledkom. Pri tejto hodnote n je parameter ²tartovací bod menej významný,

ke¤ºe pri niº²ích n má integrovaná funkcia v okolí nuly men²ie hodnoty.

2.1.3 Výsledky Exaktného testu pozitívnej autokorelácie

V tabu©ke 15 vidíme nasimulovanú pravdepodobnos´ chyby prvého druhu a £asovú

náro£nos´ jedného výpo£tu jednostranného Exaktného testu pozitívnej autokorelácie

pre rôzne hodnoty n. V²etky hodnoty sú výsledkom 10 000 simulácií dát bez autoko-

relácie s piatimi regresormi. Parameter ²tartovací bod mal hodnotu 10−14, delenie bolo

1/100 a hranica 10−10, okrem prípadu n = 10, kedy sme pouºili hrub²ie delenie 1/10.
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po£et dát P(chyba 1. druhu) £as

n = 10 4.92% 0.955336s

n = 20 4.89% 0.050174s

n = 30 5.14% 0.022993s

n = 40 4.83% 0.018424s

n = 50 4.76% 0.022705s

n = 60 5.13% 0.025759s

n = 70 5.27% 0.032545s

n = 80 4.71% 0.036270s

n = 90 5.27% 0.042930s

n = 100 4.98% 0.050115s

n = 200 4.89% 0.191615s

n = 300 5.15% 0.558469s

n = 400 4.88% 1.127375s

n = 500 4.76% 2.062971s

Tabu©ka 15: Pravdepodobnos´ chyby 1. druhu a £asová náro£nos´ Exaktného testu.

V²imnime si, ºe £asová náro£nos´ Exaktného testu je pri nízkom n vysoká, potom

klesá a okolo n = 40 dosiahne svoje minimum. Následne úmerne zvy²ovaniu n rastie aj

£asová náro£nos´ kvôli výpo£tu vlastných hodnôt vä£²ej matice. Dlhé trvanie výpo£tu

pri malých hodnotách n, aj napriek hrub²iemu deleniu, je spôsobené práve ve©kým in-

tervalom, na ktorom sa ráta integrál.

Histogramy rozloºenia p-hodnôt pre jednotlivé hodnoty n vidíme na obrázku 14.

�alej vypo£ítame p-hodnoty pre ve©mi vysoké hodnoty n, a to 1000, 2000, 3000,

4000 a 5000. Kvôli ve©kej £asovej náro£nosti výpo£tu urobíme iba jednu simuláciu dát.

Tieto hodnoty neskôr pouºijeme pri porovnaní Exaktného testu s aproximáciami. V

tabu©ke 16 vidíme ve©kos´ intervalu, na ktorom rátame integrál, výslednú p-hodnotu a

trvanie výpo£tu.
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Obr. 14: Rozloºenie p-hodnôt vypo£ítaných jednostranným Exaktným testom.
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po£et dát ve©kos´ intervalu p-hodnota £as

n = 1000 1.8 0.1545348 15.85s

n = 2000 0.7 0.4561747 107.89s ∼ 1.8min

n = 3000 0.4 0.9128433 379.10s ∼ 6.3min

n = 4000 0.3 0.5838928 864.98s ∼ 14.4min

n = 5000 0.3 0.8280748 1665.89s ∼ 27.8min

Tabu©ka 16: Výpo£ty p-hodnôt Exaktným testom pre ve©ké n.

V²imnime si, ºe pri takto ve©kých hodnotách n trvá jeden výpo£et pomocou Exakt-

ného testu ve©mi dlho. Beºný pouºívate© síce potrebuje výpo£et vykona´ iba raz, no

trvanie 30 minút pre neho môºe by´ aj tak neuspokojivé. Preto máme motiváciu nájs´

výpo£tovo menej náro£né rie²enie aj za cenu straty �exaktnosti� .

Aby sme sa presved£ili, ºe tento test je naozaj presný, urobili sme milión simulácií

dát bez autokorelácie s ve©kos´ou n = 50 a aplikovali sme na ne Exaktný test.

Celý výpo£et trval 19 404 sekúnd, £o je pribliºne 5.4 hodiny a výsledná pravdepo-

dobnos´ chyby prvého druhu bola 5.0084%. Táto hodnota je uº ve©mi blízka ideálnej

hodnote 5%. Vykreslili sme aj histogram vypo£ítaných p-hodnôt - obrázok 15.

Obr. 15: Histogram p-hodnôt milióna simulácií.

Vidíme, ºe rozdelenie p-hodnôt je pri tomto mnoºstve simulácií takmer rovnomerné.

To nás utvrdzuje v predpoklade, ºe Exaktný test je naozaj presný.
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2.2 Aproximácie

Problémom Exaktného testu je jeho výpo£tová náro£nos´, £o spôsobuje dlhé trvanie

výpo£tu. Pre malé hodnoty n je £as výpo£tu zanedbate©ný, av²ak pre n rovné 5000

uº jeden výpo£et trvá 27.8 minút, £o môºe by´ ve©mi nepraktické. To nás motivuje na

nájdenie alternatívneho testu, aj za cenu straty úplnej presnosti.

Durbin a Watson v £lánku [5] porovnali 6 aproximácií presného rozdelenia testovacej

²tatistiky d:

1. Beta aproximácia (£lánok [4]) - rozdelenie ²tatistiky 1
4
d aproximuje beta roz-

delením s rovnakou strednou hodnotou a variancou, akú má presné rozdelenie

²tatistiky 1
4
d.

2. Jacobi aproximácia (£lánok [4]) - vyuºíva Jacobiho polynómy a beta rozdelenie

na modelovanie hustoty ²tatistiky 1
4
d na základe zhodných prvých 4 momentov.

3. dU aproximácia (£lánok [10]) - vyuºíva predpoklad, ºe rozdelenie hornej hranice

dU je dobrou aproximáciou skuto£ného rozdelenia d.

4. Theil-Nagarova aproximácia - rozdelenie testovacej ²tatistiky aproximuje lineár-

nou funkciou s premennou s beta rozdelením, ktorého parametre ur£uje na základe

koe�cientov ²ikmosti a ²picatosti. Zvy²né parametre sa ur£ia pomocou prvých 2

momentov.

5. Henshawova aproximácia (£lánok [11]) - parametre beta rozdelenia ur£uje na

základe zhodnosti so skuto£ným rozdelením v prvých 4 momentoch.

6. a + bdU aproximácia (£lánok [5]) - rozdelenie testovacej ²tatistiky aproximuje

lineárnou funkciou a+ bdU a koe�cienty a, b dour£í na základe zhodnosti prvých

2 momentov.

Durbin a Watson porovnávali tieto aproximácie na 4 sadách reálnych dát: Spirits

data (n = 69 a k = 3), Textiles data (n = 17 a k = 3), Pears data (n = 16 a k = 5) a

Consumption data (n = 21 a k = 3).

V tej dobe bolo problematické robi´ porovnanie simula£ne, pretoºe metódy vyºa-

dovali zloºité výpo£ty, na ktoré niekedy po£íta£e nesta£ili a £asto ich robili ru£ne.
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Problematické bolo najmä ur£enie kvantilu beta rozdelenia, na £o vyuºívali tabu©ky

a parametre beta funkcie museli zaokrúh©ova´. �al²ím problémom bol výpo£et vlast-

ných £ísiel matice ve©kých rozmerov, ktorému sa snaºili vyhnú´ iným výpo£tom. Tieto

problémy sa potom odrazili aj na presnosti rie²enia.

Na základe výsledkov porovnania, Durbin a Watson v £lánku [5] rozdelili metódy

do troch skupín pod©a ich presnosti a výpo£tovej náro£nosti. So stúpajúcou presnos´ou

stúpa aj výpo£tová náro£nos´ týchto metód.

Prvú skupinu tvoria dU aproximácia a Theil-Nagarova aproximácia, ktoré sú, okrem

prípadu dát Spirits data, ve©mi nepresné a Durbin s Watsonom ich neodporú£ajú na

praktické pouºitie.

Druhá skupina pozostáva z Beta aproximácie a a + bdU aproximácie. Ukázali sa

by´ dos´ presné, s výminkou prípadu dát Pears data. Tým sa vyvrátili pôvodné obavy

Durbina a Watsona, ºe na praktické pouºitie Beta aproximácie bude potrebné ma´

dostato£ný po£et stup¬ov vo©nosti (hodnota n− k), aspo¬ 40.

Poslednú skupinu tvoria Henshawova aproximácia a aproximácia vyuºívajúca Jaco-

biho polynómy, ktoré sa zakladajú na prvých 4 momentoch. Pod©a Durbina a Watsona

sú ve©mi presné opä´ s výnimkou prípadu, kedy bolo n malé a k ve©ké (Pears data).

Henshawova aproximácia sa ukázala by´ mierne lep²ia ako Jacobiho.

Závere£né odporu£enie Durbina a Watsona bolo v prvom rade pouºi´ klasický test.

V prípade, ºe klasický test skon£í nerozhodne, pouºi´ Beta aproximáciu alebo a+ bdU

aproximáciu, alebo, ak vyºadujeme ²peciálnu presnos´, tak Henshawovu alebo Jacobi

aproximáciu, prípadne presné metódy Imhofa a Pan Jie-jiana, ktoré sme v práci nepopi-

sovali, pretoºe v roku 1976 pri²li L'Esperance, Chall a Taylor s jednoduch²ím výpo£tom

presnej p-hodnoty.

Zo spomínaných metód sme zvolili Beta aproximáciu a Henshawovu aproximá-

ciu, ktorých správanie overíme simula£ne. Tieto dve metódy sme vybrali preto, ºe

pod©a Durbina a Watsona patria do iných skupín presnosti. Prvú skupinu, teda Theil-

Nagarovu a dU aproximáciu sme netestovali, ke¤ºe aj na vybraných dátach v [5] vyka-

zovali ve©kú chybovos´.
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2.2.1 Beta aproximácia

V £lánkoch [4], [5] navrhli autori Durbin a Watson aproximáciu presného rozdelenia

Durbin-Watsonovej ²tatistiky beta rozdelením, ktoré má rovnakú strednú hodnotu a

varianciu ako presné rozdelenie. Odporú£ali pouºitie tohto testu v prípade, ºe klasický

Durbin-Watsonov test skon£il nerozhodne. Ke¤ºe v tej dobe robili výpo£ty £asto ru£ne,

nebolo pre nich moºné simula£ne testova´ presnos´ Beta aproximácie oproti presnému

rozdeleniu. Dnes to uº moºné je a budeme sa tomu v tejto práci venova´.

Táto metóda predpokladá, ºe rozdelenie 1
4
d je beta rozdelenie, teda má hustotu

1

B(p, q)
xp−1(1− x)q−1, (27)

kde premenná x ∈ [0, 1].

Stredná hodnota ²tvornásobku beta rozdelenia je

E(d) =
4p

p+ q
(28)

a variancia

var(d) =
16pq

(p+ q)2(p+ q + 1)
. (29)

Tieto hodnoty sa musia zhodova´ so skuto£nými hodnotami pre rozdelenie d ²tatistiky,

ktoré uviedli v [4] Durbin a Watson.

E(d) =
P

n− k′ − 1
, (30)

var(d) = 2
Q− PE(d)

(n− k′ − 1)(n− k′ + 1)
, (31)

kde k′ je po£et regresorov bez absolútneho £lena,

P = tr(A)− tr(X ′AX(X ′X)−1) (32)

a

Q = tr(A2)− 2tr(X ′A2X(X ′X)−1) + tr((X ′AX(X ′X)−1)2), (33)

kde X je matica regresorov a A je matica de�novaná v (8).

Hodnoty E(d) a var(d) vypo£ítame pod©a (30) a (31) z konkrétnych dát a rie²ime

sústavu dvoch rovníc (28) a (29) o dvoch neznámych p a q.
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Z rovnice (28) vyjadríme q

q =
4p− E(d)p

E(d)
= p

4− E(d)

E(d)
= Kp, (34)

kde K = 4−E(d)
E(d)

je kon²tanta pre dané dáta, q dosadíme do (29) a vyjadríme p:

var(d) =
16Kp2

[(1 +K)p]2[(1 +K)p+ 1]
=

16K

(1 +K)3p+ (1 +K)2

p(1 +K)3var(d) = 16K − (1 +K)2var(d)

p =
16K − (1 +K)2var(d)

(1 +K)3var(d)
. (35)

Vypo£ítame hodnoty parametrov p a q, ktoré dosadíme do beta funkcie.

P-hodnotu vypo£ítame ako plochu pod krivkou hustoty beta funkcie. V prípade

testu pozitívnej autokorelácie rátame plochu na©avo od hodnoty 1
4
d0 a v prípade testu

negatívnej autokorelácie napravo. Hodnota d0 je hodnota Durbin-Watsonovej testo-

vacej ²tatistiky pre dané dáta. Výpo£et p-hodnoty pri jednostrannom teste ilustruje

obrázok 16a. Ak testujeme obojstranným testom, musíme zráta´ dve plochy: plochu

na©avo od min(1
4
d0, 1− 1

4
d0) a plochu napravo od max(1

4
d0, 1− 1

4
d0). Obojstranný test

je znázornený na obrázku 16b.

Obr. 16: Výpo£et p-hodnoty Beta aproximáciou: (a) jednostranný test (b) obojstranný test.

Funkciu naprogramovanú v programe R [15] na výpo£et jednostranného testu pozi-

tívnej autokorelácie pomocou Beta aproximácie sme uviedli v prílohe A.1.3.

43



2.2 Aproximácie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

2.2.1.1 Výsledky testu pozitívnej autokorelácie Beta aproximáciou

Výsledky výpo£tov testu pozitívnej autokorelácie pomocou Beta aproximácie vidíme

v tabu©ke 17. Sú tam zhrnuté pravdepodobnosti chyby prvého druhu a £asové náro£-

nosti jedného výpo£tu pre rôzne hodnoty n. Pre kaºdú hodnotu n sme nasimulovali

10 000 sád dát bez autokorelácie. Prípad n = 10 sa medzi výsledkami nenachádza,

pretoºe ho nie je moºné pomocou Beta aproximácie zrealizova´ kvôli ve©mi malému

mnoºstvu dát v porovnaní s po£tom regresorov k′ = 5.

po£et dát P(chyba 1. druhu) £as

n = 15 7.12% 0.005299s

n = 20 6.38% 0.005524s

n = 30 5.85% 0.005814s

n = 40 5.05% 0.006228s

n = 50 4.78% 0.006480s

n = 60 5.15% 0.007231s

n = 70 5.34% 0.007165s

n = 80 4.75% 0.008031s

n = 90 5.28% 0.008694s

n = 100 4.98% 0.009018s

n = 200 4.89% 0.020620s

n = 300 5.16% 0.046922s

n = 400 4.88% 0.085665s

n = 500 4.76% 0.154024s

Tabu©ka 17: Pravdepodobnos´ chyby 1. druhu a £asová náro£nos´ Beta aproximácie.

Rýchlos´ výpo£tu Beta aproximácie je vynikajúca, dokonca aj pri vysokých n. Prav-

depodobnos´ chyby prvého druhu kolísa okolo hodnoty 5%, okrem prípadov, kde je n

ve©mi malé £íslo. Beta aproximácia sa teda javí by´ dobrou náhradou Exaktného testu.

Pozrime sa e²te na histogramy rozloºenia p-hodnôt na intervale [0, 1] pre jednotlivé

hodnoty n na obrázku 17. Vidíme, ºe histogramy pre n vä£²ie ako 40 sú ve©mi podobné

rovnomernému rozdeleniu.
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Obr. 17: Rozloºenie p-hodnôt jednostranného testu - Beta aproximácia.
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Na rovnakých nasimulovaných dátach ako pri Exaktnom teste vypo£ítame p-hodnoty

jednej simulácie pre n rovné 1000, 2000, 3000, 4000 a 5000. V tabu©ke 18 vidíme vý-

slednú p-hodnotu a trvanie výpo£tu. Porovnanie týchto hodnôt s výsledkami z os-

tatných testov uvedieme v kapitole 2.3.1, ale uº teraz vidíme, ºe z poh©adu £asovej

náro£nosti je pouºitie Beta aproximácie ve©mi výhodné.

po£et dát p-hodnota £as

n = 1000 0.1545337 1.94s

n = 2000 0.4561746 12.20s

n = 3000 0.9128436 42.51s

n = 4000 0.5838928 101.62s ∼ 1.7min

n = 5000 0.8280748 200.12s ∼ 3.3min

Tabu©ka 18: Výpo£ty p-hodnôt Beta aproximáciou pre ve©ké n.

Pod©a Henshawa, ktorého aproximáciu uvedieme v kapitole 2.2.2, Durbin-Watsonova

testovacia ²tatistika d nie je z intervalu [0, 4], ale z intervalu [τs, τg], kde τs je najmen²ia

nenulová a τg najvä£²ia vlastná hodnota matice A− AX(X ′X)−1X ′, kde X je matica

regresorov a A je matica de�novaná v (8). τs, resp. τg sa v²ak ukazujú by´ pomerne

blízko k 0, resp. 4. Testovaciu ²tatistiku d potom neprevedieme na interval [0, 1] násobe-

ním 1
4
, ale vzorcom d−τs

τg−τs
. Vlastné £ísla τs a τg môºeme odhadnú´ pod©a Henshawových

vzorcov (60) a (61), alebo vypo£íta´ presne v programe R, £o je £asovo náro£nej²ie.

Obe varianty sme aplikovali vo výpo£te Beta aproximácie.

Pri pouºití odhadnutých vlastných £ísiel vy²li pravdepodobnosti chyby prvého druhu

aj jednotlivé vypo£ítané p-hodnoty rovnaké ako pri transformácii 1
4
d a £asová náro£nos´

výpo£tu sa mierne zvý²ila. Henshawova aproximácia sa zakladá na porovnaní koe�-

cientov ²ikmosti a ²picatosti a Henshawov odhad vlastných £ísiel dá potom do rovnosti

strednú hodnotu a varianciu rozdelenia d a beta rozdelenia. Pre Beta aproximáciu,

ktorá sa zakladá na zhodnosti strednej hodnoty a variancie rozdelenia d a ²tvorná-

sobku beta rozdelenia, v²ak budú tieto odhady vlastných £ísiel vºdy 0 a 4. Preto bude

táto transformácia ekvivalentná a výsledné p-hodnoty budú rovnaké. Nie je teda dôvod
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na pouºitie Henshawovej transformácie d−τs
τg−τs

a trasformácia 1
4
d je posta£ujúca.

V druhej verzii najskôr vypo£ítame presné vlastné £ísla a prvé dva momenty roz-

delenia d neporovnávame s beta rozdelením vynásobeným ²tyrmi, ale d¨ºkou intervalu

[τs, τg]. Týmto postupom sme pri²li k hor²ím výsledkom. Pravdepodobnosti chyby pr-

vého druhu boli výrazne nad 5%.

Pravdepodobnosti chyby prvého druhu získané pouºitím rôznych transformácií vi-

díme na obrázku 18. Transformácia s presnými vlastnými £íslami má výrazne hor²ie

výsledky ako transformácia 1
4
d. Grafy transformácie s odhadnutými vlastnými £íslami

a transformácie 1
4
d splývajú.

Obr. 18: Pravdepodobnos´ chyby prvého druhu pre Beta aproximáciu.

Durbin a Watson odporú£ajú v £lánku [5] pouºi´ pri testovaní najskôr klasický test a

aº ke¤ skon£í nerozhodne, pouºi´ Beta aproximáciu. Porovnali sme teda Exaktný test,

Beta aproximáciu a kombináciu klasického testu a Beta aproximácie. Pravdepodobnos´

chyby prvého druhu v prípade kombinácie testov bola pre v²etky n = 20−100 rovnaká

ako v prípade Beta aproximácie (tabu©ka 17). Ke¤ sme jednotlivé výsledky porovnali

s Exaktným testom, pri²li sme k záveru, ºe v prípadoch, ke¤ klasický test rozhodne o

výsledku (teda nie je nerozhodný), sú rozhodnutia o zamietaní Exaktného testu, Beta

aproximácie a klasického testu totoºné. Rozdiely vo výsledkoch Exaktného testu a Beta

aproximácie vznikajú iba vtedy, ke¤ klasický test skon£il nerozhodne.

47



2.2 Aproximácie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

2.2.2 Henshawova aproximácia

Henshaw v roku 1966 uviedol v £lánku [11] aproximáciu presného rozdelenia testo-

vacej ²tatistiky d tieº pomocou beta rozdelenia, ale parametre tohto rozdelenia ur£il

na základe prvých ²tyroch momentov.

Na rozdiel od Durbina a Watsona, ktorých predpokladom bolo, ºe hodnoty testovacej

²tatistiky d sú z intervalu [0, 4], Henshaw vyuºil fakt, ºe skuto£ný rozsah testovacej

²tatistiky závisí od vlastných £ísiel matice

K = A− AX(X ′X)−1X ′, (36)

kde A je matica de�novaná v (8) a X je matica regresorov. Výsledná matica K je

pozitívna semide�nitná matica s k nulovými vlastnými hodnotami. Rozsah testovacej

²tatistiky bude potom interval, ktorého dolná hranica bude najmen²ie vlastné £íslo a

horná najvä£²ie vlastné £íslo z nenulových vlastných £ísiel tejto matice. Ozna£me tieto

vlastné hodnoty τ1, τ2, . . ., τn−k. Potom, za platnosti nulovej hypotézy, sú prvé ²tyri

momenty ²tatistiky d nasledovné:

E(d) =

∑n−k
i=1 τi

(n− k)
, (37)

var(d) =µ2 =
2
∑n−k

i=1 (τi − E(d))2

(n− k)(n− k + 2)
, (38)

µ3 =
8
∑n−k

i=1 (τi − E(d))3

(n− k)(n− k + 2)(n− k + 4)
, (39)

µ4 =
48

∑n−k
i=1 (τi − E(d))4 + 12[

∑n−k
i=1 (τi − E(d))2]2

(n− k)(n− k + 2)(n− k + 4)(n− k + 6)
. (40)

Pre rýchlej²ie numerické výpo£ty, ktoré boli potrebné hlavne v dobe, ke¤ bol problém

vyráta´ vlastné £ísla matice ve©kých rozmerov, vyuºijeme fakt, ºe∑
i

τmi = tr(Km) (41)

a prepí²eme vz´ahy pre prvé ²tyri momenty do tvaru:

E(d) =
tr(K)

(n− k)
, (42)

µ2 =2
(n− k)tr(K2)− (tr(K))2

(n− k)2(n− k + 2)
, (43)

µ3 =8
(n− k)2tr(K3)− 3(n− k)tr(K)tr(K2) + 2(tr(K))3

(n− k)3(n− k + 2)(n− k + 4)
, (44)
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µ4 =12
(n− k)3[4tr(K4) + (tr(K2))2]− 2(n− k)2[8tr(K)tr(K3) + tr(K2)(tr(K))2]+

(n− k)4(n− k + 2)(n− k + 4)(n− k + 6)

+(n− k)[24tr(K2)(tr(K))2 + (tr(K))4]− 12(tr(K))4
. (45)

Potom koe�cienty ²ikmosti a ²picatosti budú√
β1 =

µ3

µ
3
2
2

, (46)

β2 =
µ4

µ2
2

. (47)

Opä´ uvaºujeme beta rozdelenie náhodnej premennej z intervalu [0, 1] a s hustotou

1

B(p, q)
xp−1(1− x)q−1. (48)

Stredná hodnota beta rozdelenia je

E(x) =
p

p+ q
, (49)

variancia

var(x) =
pq

(p+ q)2(p+ q + 1)
(50)

a koe�cienty ²ikmosti a ²picatosti sú

√
β1 =

2(q − p)(p+ q + 1)
1
2

(p+ q + 2)(pq)
1
2

, (51)

β2 =
6[(p+ q + 1)(q − p)2 − pq(p+ q + 2)]

pq(p+ q + 2)(p+ q + 3)
+ 3. (52)

Z rovníc (51) a (52) vyjadríme p a q:

p =
1

2
(W − Z − 1), (53)

q =
1

2
(W + Z − 1), (54)

kde

W =
4β2 − 3β1

3β1 − 2β2 + 6
, (55)

Z =

√
β1(W

2 − 1)

[16W + β1(W + 1)2]
1
2

. (56)

Koe�cienty ²ikmosti a ²picatosti nezávisia od ²kálovania, takºe ich môºeme pouºi´

bez oh©adu na transformáciu testovacej ²tatistiky d na interval [0, 1].
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Najskôr teda vypo£ítame koe�cienty ²ikmosti a ²picatosti
√
β1 a β2 z na²ich dát

pomocou rovníc (46), (47) a (42) - (45) a dosadíme do rovníc pre p a q.

Rozsah testovacej ²tatistiky d je [τs, τg], kde τs je najmen²ia nenulová a τg najvä£²ia

vlastná hodnota matice K z (36). Testovaciu ²tatistiku d potom transformujeme na

beta premennú z intervalu [0, 1]:

x =
d− τs
τg − τs

. (57)

Stredná hodnota premennej x je

E(x) =
E(d)− τs
τg − τs

(58)

a variancia

var(x) =
var(d)

(τg − τs)2
. (59)

Vzorce na výpo£et τs a τg potom budú

τs =E(d)− E(x)

[
var(d)

var(x)

] 1
2

, (60)

τg =

[
var(d)

var(x)

] 1
2

+ τs, (61)

kde za E(d), var(d) a E(x), var(x) dosadíme výsledné hodnoty z (42), (43) a (49),

(50).

Odhadnuté vlastné £ísla získané týmto výpo£tom sa lí²ia od skuto£ných vlastných

£ísiel a dokonca niektoré najmen²ie vlastné hodnoty vychádzajú záporné a najvä£²ie

vychádzajú vä£²ie ako 4. Preto by sa mohlo zda´ lep²ie pouºíva´ presné vlastné £ísla,

ktoré bolo v roku 1966 ´aºké vypo£íta´ a ich výpo£et je £asovo náro£ný. Tieto dve

alternatívy sme porovnali v podkapitole 2.2.2.1. Prekvapivo, odhadom vlastných £ísiel

pomocou vzorcov (60) a (61) sme dostali presnej²ie výsledky.

P-hodnotu potom vypo£ítame podobne ako v prípade Beta aproximácie (obrázok

16), pri£om namiesto transformácie 1
4
d, pouºijeme transformáciu (57).

Naprogramovanú funkciu pre výpo£et testu pozitívnej autokorelácie Henshawovou

aproximáciou nájdeme v prílohe A.1.4.
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2.2.2.1 Výsledky testu pozitívnej autokorelácie Henshawovou aproximáciou

V tejto £asti uvedieme výsledky dvoch verzií Henshawovej aproximácie. Prvá bude

presne kopírova´ Henshawov postup z roku 1966, kedy najmen²iu a najvä£²iu vlastnú

hodnotu odhadneme pomocou vzorcov (60) a (61). V druhej verzii budeme po£íta´

presné vlastné hodnoty τs a τg.

Pravdepodobnos´ chyby prvého druhu a £asovú náro£nos´ jedného výpo£tu oboch

alternatív pre rôzne hodnoty n sme zhrnuli v tabu©ke 19. Tabu©ka je opä´ výsledkom

10 000 simulácií dát bez autokorelácie, rovnakých ako v £astiach 2.1.3 a 2.2.1.1.

Henshaw aproximácia pomocou Henshaw aproximácia pomocou

odhadnutých vlastných £ísiel presných vlastných £ísiel

n P(ch. 1. druhu) £as P(ch. 1. druhu) £as

10 5.67% 0.005699s 14.74% 0.005466s

20 4.90% 0.005985s 9.60% 0.005716s

30 5.13% 0.006457s 5.36% 0.006942s

40 4.83% 0.007218s 6.54% 0.009078s

50 4.76% 0.008803s 3.84% 0.010808s

60 5.13% 0.010963s 5.17% 0.013400s

70 5.27% 0.013306s 6.47% 0.017445s

80 4.71% 0.015654s 4.38% 0.023218s

90 5.27% 0.018889s 5.39% 0.029506s

100 4.98% 0.024358s 5.10% 0.036602s

200 4.89% 0.137039s 4.77% 0.251636s

300 5.15% 0.398954s 5.18% 0.797256s

400 4.88% 0.803427s 4.94% 1.702250s

500 4.76% 1.564157s 4.85% 3.333996s

Tabu©ka 19: Pravdepodobnos´ chyby 1. druhu a trvanie Henshawovej aproximácie.

Výpo£et s pouºitím presných vlastných £ísiel trvá dlh²ie ako výpo£et s odhadnutými

vlastnými £íslami a rozdiel sa prehlbuje so zvy²ujúcim sa n. Je to spôsobené výpo£tom

vlastných £ísiel stále vä£²ej matice K.
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2.2 Aproximácie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

Pozrime sa na pravdepodobnos´ chyby prvého druhu. V prípade odhadnutých vlast-

ných £ísiel kolísa okolo hodnoty 5% (okrem prípadu n = 10), £o je znakom dobrej

aproximácie. Na rozdiel od toho, pri pouºití presných vlastných £ísiel dochádza k ve©-

kým výkyvom, ktoré sa ustália aº okolo n = 90. To signalizuje, ºe táto verzia zrejme

nebude ve©mi vhodná.

Získané výsledky môºeme porovna´ aj s Exaktným testom, ktorého výsledky sme

uviedli v tabu©ke 15. Verzia s odhadnutými vlastnými £íslami má ve©mi podobné prav-

depodobnosti chyby prvého druhu ako Exaktný test, £o sa v²ak nedá poveda´ o verzii

s presnými vlastnými hodnotami.

Pre obe verzie vykreslíme histogramy rozloºenia p-hodnôt na intervale [0, 1] pre

jednotlivé hodnoty n. Porovnanie histogramov vidíme na obrázkoch 19, 20 a 21.

Pod©a o£akávania, histogramy pre verziu s odhadnutými vlastnými hodnotami majú,

okrem prípadu n = 10, rozdelenie podobné rovnomernému. Naopak, histogramy pre

verziu s presnými vlastnými £íslami sú pre n men²ie ako 90 �rozkolísané� , a preto sú ich

výsledky ve©mi nedôveryhodné. Aº pre n vä£²ie ako 90 sa grafy ustália na rovnomernej

hladine.

V tabu©ke 20 vidíme p-hodnoty a trvanie jednej simulácie oboch verzií pre n rovné

1000, 2000, 3000, 4000 a 5000 s rovnakými nasimulovanými dátami ako pri Exaktnom

teste a Beta aproximácii.

Henshaw aproximácia pomocou Henshaw aproximácia pomocou

odhadnutých vlastných £ísiel presných vlastných £ísiel

po£et dát p-hodnota £as p-hodnota £as

n = 1000 0.1545348 18.38s 0.1539470 30.67s

n = 2000 0.4561747 137.05s ∼ 2.3min 0.4560749 228.68s ∼ 3.8min

n = 3000 0.9128433 473.96s ∼ 7.9min 0.9127620 802.30s ∼ 13.4min

n = 4000 0.5838928 1486.63s ∼ 24.8min 0.5840672 1945.32s ∼ 32.4min

n = 5000 0.8280748 2326.91s ∼ 38.8min 0.8281123 4036.85s ∼ 67.3min

Tabu©ka 20: Výpo£ty p-hodnôt Henshawovou aproximáciou pre ve©ké n.
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2.2 Aproximácie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

Obr. 19: Rozloºenie p-hodnôt vypo£ítaných 2 verziami Henshawovej aproximácie, n = 10− 50.
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2.2 Aproximácie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

Obr. 20: Rozloºenie p-hodnôt vypo£ítaných 2 verziami Henshawovej aproximácie, n = 60− 100.
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2.2 Aproximácie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

Obr. 21: Rozloºenie p-hodnôt vypo£ítaných 2 verziami Henshawovej aproximácie, n = 200− 500.

Výsledky v tejto tabu©ke môºeme porovna´ s presnými výsledkami Exaktného testu

v tabu©ke 16. Vidíme, ºe p-hodnoty vypo£ítané verziou Henshawovho testu s odhad-

nutými vlastnými £íslami sa úplne zhodujú s výsledkami Exaktného testu. Vo verzii s

presnými vlastnými £íslami sú zrete©né odchýlky.
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2.3 Porovnanie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

Odporú£ame teda na výpo£et najvä£²ieho a najmen²ieho vlastného £ísla pouºi´

vzorce (60) a (61) aj napriek tomu, ºe v dne²nej dobe nie je problém vypo£íta´ presné

vlastné £ísla. Tento krok vedie k men²ej £asovej náro£nosti a vä£²ej presnosti celého

testu.

Mohlo by nám napadnú´ pouºi´ v Henshawovej aproximácii rovnaký prechod na in-

terval [0, 1] ako v Beta aproximácii, teda 1
4
d, ke¤ºe v Beta aproximácii sa prechodom z

1
4
d na d−τs

τg−τs
nemenila vypo£ítaná p-hodnota. Tu to v²ak neplatí. Transformáciou 1

4
d v

Henshawovej aproximácii vznikajú �rozkolísané� histogramy, a teda túto transformáciu

nie je vhodné pouºi´.

Pravdepodobnos´ chyby prvého druhu pouºitím rôznych transformácií vidíme na

obrázku 22.

Obr. 22: Pravdepodobnos´ chyby prvého druhu pre Henshawovu aproximáciu.

2.3 Porovnanie

V tejto £asti porovnáme Exaktný test, Beta aproximáciu a Henshawovu aproximáciu.

2.3.1 Porovnanie testov pozitívnej autokorelácie

Najskôr porovnáme tieto testy z poh©adu pravdepodobnosti chyby prvého druhu a

£asovej náro£nosti jedného výpo£tu pre rôzne n. V tabu©ke 21 vidíme porovnanie, ktoré

je výsledkom 10 000 simulácií dát bez autokorelácie s piatimi regresormi a kon²tantným

£lenom.
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2.3 Porovnanie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

Exaktný test Beta aproximácia Henshaw aproximácia

n P(ch. 1. druhu) £as P(ch. 1. druhu) £as P(ch. 1. druhu) £as

10 4.92% 0.955336s - - 5.67% 0.005699s

20 4.89% 0.050174s 6.38% 0.005524s 4.90% 0.005985s

30 5.14% 0.022993s 5.85% 0.005814s 5.13% 0.006457s

40 4.83% 0.018424s 5.05% 0.006228s 4.83% 0.007218s

50 4.76% 0.022705s 4.78% 0.006480s 4.76% 0.008803s

60 5.13% 0.025759s 5.15% 0.007231s 5.13% 0.010963s

70 5.27% 0.032545s 5.34% 0.007165s 5.27% 0.013306s

80 4.71% 0.036270s 4.75% 0.008031s 4.71% 0.015654s

90 5.27% 0.042930s 5.28% 0.008694s 5.27% 0.018889s

100 4.98% 0.050115s 4.98% 0.009018s 4.98% 0.024358s

200 4.89% 0.191615s 4.89% 0.020620s 4.89% 0.137039s

300 5.15% 0.558469s 5.16% 0.046922s 5.15% 0.398954s

400 4.88% 1.127375s 4.88% 0.085665s 4.88% 0.803427s

500 4.76% 2.062971s 4.76% 0.154024s 4.76% 1.564157s

Tabu©ka 21: Porovnanie výsledkov testov pozitívnej autokorelácie.

Prvým rozdielom v týchto testoch je, ºe Exaktný test a Henshawovu aproximáciu

je moºné pouºi´ aj v prípade n = 10 s po£tom regresorov k′ = 5, ktorý Beta aproxi-

máciou rie²i´ nemoºno. Pri n = 15 uº síce Beta aproximácia funguje, ale výsledky sú

neuspokojivé. To potvrdzuje obavy Durbina a Watsona o správaní sa metódy pre nízky

po£et stup¬ov vo©nosti, teda pre nízke n− k.

So stúpajúcim n v²ak narastá aj presnos´ Beta aproximácie. Pre n vä£²ie ako 40 uº

rozdiel v pravdepodobnosti chyby prvého druhu pre Beta aproximáciu a Exaktný test

nie je viac ako 0.07% a pre n vä£²ie ako 100 je dokonca pravdepodobnos´ chyby prvého

druhu pre Beta aproximáciu takmer rovnaká ako pre Exaktný test.

Henshawova aproximácia dosiahne pravdepodobnos´ chyby prvého druhu totoºnú s

Exaktným testom ove©a rýchlej²ie. Okrem prípadu n = 10 sa od Exaktného testu nelí²i

o viac ako stotinu percenta.
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2.3 Porovnanie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

�asová náro£nos´ Beta aproximácie je najlep²ia spomedzi porovnávaných testov.

Pri malom n je trvanie aproximácií porovnate©né, výpo£et Exaktného testu trvá ove©a

dlh²ie. So zvy²ujúcim sa n sa zvä£²ujú aj rozdiely v £asovej náro£nosti. Pre n = 100

je trvanie výpo£tu Beta aproximácie 5.6-krát krat²ie ako trvanie Exaktného testu a

2.7-krát krat²ie ako pri Henshawovej aproximácii. Pre n = 500 uº trvá Beta aproximá-

cia iba trinástinu trvania Exaktného testu a desatinu trvania Henshawovej aproximácie.

Ako rastie n, tak sa £asová náro£nos´ Henshawovej aproximácie pribliºuje k trvaniu

Exaktného testu.

Gra�cké znázornenie vývoja pravdepodobnosti chyby prvého druhu v závislosti od

po£tu dát n jednotlivých testov vidíme na obrázku 23.

Obr. 23: Pravdepodobnos´ chyby prvého druhu testov pozitívnej autokorelácie.

�al²ím ukazovate©om správnosti pouºitého testu je rozloºenie vypo£ítaných p-hodnôt

na intervale [0, 1], ktoré by v ideálnom prípade malo by´ rovnomerné. Porovnanie his-

togramov pre jednotlivé testy vidíme na obrázkoch 24, 25 a 26.

V²imnime si, ºe pre po£et dát n rovný 20 a viac sú histogramy Henshawovej apro-

ximácie ve©mi podobné histogramom Exaktného testu. Histogramy Beta aproximácie

sa od histogramov Exaktného testu pre malé n výrazne lí²ia a priblíºia sa k nim aº pre

n = 40. Rovnos´ histogramov pre Beta aproximáciu a Exaktný test nastane aº pre n

vä£²ie ako 300.
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2.3 Porovnanie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

Obr. 24: Porovnanie rozloºenia p-hodnôt, n = 10− 50.
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2.3 Porovnanie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

Obr. 25: Porovnanie rozloºenia p-hodnôt, n = 60− 100.
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2.3 Porovnanie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

Obr. 26: Porovnanie rozloºenia p-hodnôt, n = 200− 500.

Aby sme mohli lep²ie ur£i´ presnos´ aproximácií, porovnáme priamo jednotlivé p-

hodnoty vypo£ítané pomocou aproximácií s p-hodnotami vypo£ítanými Exaktným tes-

tom pri rovnakých nasimulovaných dátach. V tabu©ke 22 vidíme minimálnu, maximálnu

a priemernú odchýlku p-hodnoty vypo£ítanej aproximáciou od p-hodnoty vypo£ítanej

Exaktným testom.
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2.3 Porovnanie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

Beta aproximácia Henshaw aproximácia

n min max mean min max mean

15/10 3.5 · 10−6 0.0355412 0.0226709 2 · 10−6 0.0407761 0.0172850

20 3.3 · 10−6 0.0179547 0.0118206 1 · 10−7 0.0005088 0.0002571

30 2 · 10−7 0.0097974 0.0064649 0 7.47 · 10−5 3.58 · 10−5

40 3 · 10−7 0.0022935 0.0014846 0 7.17 · 10−5 3.85 · 10−5

50 0 0.0010765 0.0006808 0 4.65 · 10−5 2.48 · 10−5

60 1 · 10−7 0.0006877 0.0004458 0 1.51 · 10−5 7.88 · 10−6

70 1 · 10−7 0.0005510 0.0003596 0 1.58 · 10−5 8.18 · 10−6

80 3 · 10−7 0.0004228 0.0002760 0 5.60 · 10−6 2.92 · 10−6

90 4.6 · 10−8 0.0003362 0.0002185 0 1.70 · 10−6 8.43 · 10−7

100 0 0.0003301 0.0002184 0 2.80 · 10−6 1.44 · 10−6

200 0 6.75 · 10−5 4.39 · 10−5 0 1 · 10−6 4.88 · 10−7

300 0 1.94 · 10−5 1.26 · 10−5 0 2 · 10−7 5.70 · 10−8

400 0 1.62 · 10−5 1.06 · 10−5 0 1 · 10−7 1.99 · 10−8

500 0 7.40 · 10−6 4.07 · 10−6 0 1 · 10−7 3.26 · 10−8

Tabu©ka 22: Rozdiely p-hodnôt vypo£ítaných aproximáciami a Exaktným testom.

V²imnime si, ºe pre v²etky n majú p-hodnoty vypo£ítané Henshawovou aproxi-

máciou men²ie odchýlky od p-hodnôt vypo£ítaných Exaktným testom ako p-hodnoty

vypo£ítané Beta aproximáciou. Tým sme potvrdili predpoklad, ºe Henshawova apro-

ximácia je presnej²ia ako Beta aproximácia.

Výsledky porovnania pre malé n nie sú ve©mi uspokojivé, pretoºe p-hodnota vypo-

£ítaná Beta aproximáciou sa lí²i od p-hodnoty vypo£ítanej Exaktným testom uº na

druhom desatinnom mieste, £o môºe ©ahko zmeni´ rozhodnutie, £i zamietnu´ nulovú

hypotézu alebo nie. Rovnako pre Henshawovu aproximáciu, v prípade n = 10 dochádza

k podstatným odchýlkam. Pozitívom je, ºe so zvy²ujúcim sa n sa odchýlky zmen²ujú.

Pre n vä£²ie ako 40 je odchýlka Beta aproximácie men²ia ako 10−3. Odchýlka Hensha-

wovej aproximácie je uº pri n = 20 men²ia ako 10−3.
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2.3 Porovnanie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

Pre n = 500 stále môºeme pouºi´ Exaktný test, ktorý je presný a jeho jeden výpo£et

trvá pár sekúnd. Uplatnenie aproximácií je aº pre také n, pre ktoré trvá Exaktný výpo-

£et minúty. Pozrime sa teda na porovnanie výsledných p-hodnôt pri jedinej simulácii

a £asovú náro£nos´ tohto výpo£tu pre n rovné 1000, 2000, 3000, 4000, 5000 - tabu©ka 23.

Exaktný test Beta aproximácia Henshaw aproximácia

n p-hodnota £as p-hodnota £as p-hodnota £as

1000 0.1545348 15.85s 0.1545337 1.94s 0.1545348 18.38s

2000 0.4561747 107.89s 0.4561746 12.20s 0.4561747 137.05s

3000 0.9128433 379.10s 0.9128436 42.51s 0.9128433 473.96s

4000 0.5838928 864.98s 0.5838928 101.62s 0.5838928 1486.63s

5000 0.8280748 1665.89s 0.8280748 200.12s 0.8280748 2326.91s

Tabu©ka 23: Porovnanie p-hodnôt pre ve©ké n.

�asová náro£nos´ Beta aproximácie pre ve©ké n je aº osemkrát men²ia ako £asová

náro£nos´ Exaktného testu a desa´krát men²ia oproti Henshawovej aproximácii. Trvanie

Henshawovej aproximácie je dokonca vä£²ie ako trvanie Exaktného testu.

P-hodnoty vypo£ítané Henshawovou aproximáciou sú totoºné s p-hodnotami vypo-

£ítanými Exaktným testom. Výsledky Beta aproximácie sa lí²ia nanajvý² na ²iestom

desatinnom mieste.

Beta aproximácia funguje aj pre n = 10000, av²ak £asová náro£nos´ je v tomto prí-

pade ove©a vä£²ia. Výpo£et jednej simulácie trval aº 1527,70 sekúnd, £o je 25 minút.

Pri takejto hodnote n by jeden výpo£et Exaktným testom trval hodiny.

Pre n men²ie ako 1000 odporú£ame pouºitie Exaktného testu. Pre vä£²ie n rozhod-

nutie závisí od toho, aký presný výsledok potrebujeme. Pre n vä£²ie ako 5000 je uº

Exaktný test £asovo ve©mi náro£ný, preto je lep²ie pouºi´ Beta aproximáciu. Trvanie

výpo£tu sa síce javí by´ ve©mi dlhé, av²ak pre beºného pouºívate©a, ktorý potrebuje

test spusti´ iba jedenkrát, to nemusí by´ aº taká prekáºka.
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2.3 Porovnanie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

2.3.2 Porovnanie obojstranných testov

Rovnaké porovnanie urobíme aj pre obojstranné testy. Na dáta nasimulované pre

porovnanie jednostranných testov aplikujeme obojstranné testy a porovnáme výsledky.

Pravdepodobnos´ chyby prvého druhu a £asovú náro£nos´ jedného výpo£tu obojstran-

ného testu pre rôzne n vidíme v tabu©ke 24.

Exaktný test Beta aproximácia Henshaw aproximácia

n P(ch. 1. druhu) £as P(ch. 1. druhu) £as P(ch. 1. druhu) £as

10 4.69% 1.825959s - - 6.43% 0.005889s

20 5.20% 0.078874s 6.76% 0.005663s 4.99% 0.008224s

30 4.91% 0.057577s 6.10% 0.006045s 5.00% 0.008316s

40 4.87% 0.039134s 5.05% 0.006226s 4.88% 0.008712s

50 4.99% 0.041924s 5.05% 0.007177s 4.91% 0.009906s

60 5.00% 0.049202s 5.08% 0.007755s 5.02% 0.010660s

70 4.77% 0.059564s 4.79% 0.006792s 4.74% 0.012731s

80 4.77% 0.077539s 4.80% 0.007634s 4.79% 0.015672s

90 5.04% 0.102569s 5.09% 0.008511s 5.11% 0.019220s

100 5.13% 0.116242s 5.15% 0.009136s 5.13% 0.031586s

Tabu©ka 24: Porovnanie výsledkov obojstranných testov.

Rozdiely v pravdepodobnosti chyby prvého druhu aproximácií oproti Exaknému

testu pri obojstrannom teste sú vä£²ie ako pri jednostrannom. Pri Beta aproximácii

sa pravdepodobnos´ chyby prvého druhu ustáli na 5-percentnej hladine pri n = 40.

Pri Henshawovej aproximácii sa aj pri obojstrannom teste pohybuje okolo 5%, okrem

prípadu n = 10.

Exaktný test trvá výrazne viac ako aproximácie, pretoºe zmenou z jednostranného

testu na obojstranný sa £asová náro£nos´ Exaktného testu zdvojnásobila kvôli nutnosti

po£ítania dvoch integrálov namiesto jedného. V prípade obojstranného testu po£íta-

ného aproximáciami nedochádza k navý²eniu výpo£tovej náro£nosti a rozdiely v £asoch

oproti jednostrannému testu sú dané iba výkyvmi v práci procesora.
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2.3 Porovnanie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

Gra�cké znázornenie pravdepodobnosti chyby prvého druhu jednotlivých obojstran-

ných testov vidíme na obrázku 27.

Obr. 27: Pravdepodobnos´ chyby prvého druhu obojstranných testov.

Porovnanie histogramov p-hodnôt vypo£ítaných jednotlivými testami je na obráz-

koch 28 a 29.

Rozloºenie p-hodnôt vypo£ítaných Beta aproximáciou sa ustáli na pribliºne rov-

nomernej úrovni pri n = 40 a rozloºenie p-hodnôt vypo£ítaných Henshawovou apro-

ximáciou pri n = 20. Av²ak histogramy aproximácií nekopírujú tvar histogramu pre

Exaktný test úplne, ako tomu bolo pri jednostranných testoch. Pri Beta aproximácii

za£nú nadobúda´ podobný tvar pri n = 40, ale pri Henshawovej aproximácii sú vidi-

te©né odchýlky aj pre ove©a vä£²ie n.

V tabu©ke 25 je uvedená minimálna, maximálna a priemerná odchýlka p-hodnôt

vypo£ítaných aproximáciami od p-hodnôt vypo£ítaných Exaktným testom.

Na týchto výsledkoch je prekvapivé to, ºe aj napriek tomu, ºe Henshawova apro-

ximácia dosahovala podobnú pravdepodobnos´ chyby prvého druhu ako Exaktný test,

jej odchýlky p-hodnôt sú ve©mi ve©ké, dokonca vä£²ie ako odchýlky Beta aproximácie.

Odchýlky p-hodnôt vypo£ítaných Beta aproximáciou sa pre n vä£²ie ako 40 nelí²ia od

p-hodnôt vypo£ítaných Exaktným testom o viac ako 10−2 a s rastúcim n odchýlky

klesajú. Pre Henshawovu aproximáciu v²ak odchýlky klesnú pod 10−2 aº pre n vä£-

²ie ako 90. Pri testovaní obojstranným testom teda pouºitie Henshawovej aproximácie

neodporú£ame.
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Obr. 28: Porovnanie rozloºenia p-hodnôt, obojstranné testy, n = 10− 50.
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Obr. 29: Porovnanie rozloºenia p-hodnôt, obojstranné testy, n = 60− 100.
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Beta aproximácia Henshaw aproximácia

n min max mean min max mean

15/10 2.8 · 10−6 0.0682724 0.0449846 0.0002139 0.5695794 0.2065029

20 8 · 10−7 0.0356895 0.0235567 8.42 · 10−5 0.3138514 0.1811358

30 4.5 · 10−6 0.0195260 0.0129063 1.83 · 10−5 0.1126808 0.0763718

40 7 · 10−7 0.0040979 0.0027004 8.02 · 10−6 0.1030913 0.0710660

50 1.4 · 10−6 0.0016496 0.0010882 0.0001351 0.1094825 0.0747522

60 0 0.0013412 0.0008799 8.47 · 10−6 0.0155989 0.0110077

70 1 · 10−7 0.0010494 0.0006942 1.78 · 10−6 0.0419736 0.0292441

80 2 · 10−7 0.0008129 0.0005349 1.31 · 10−5 0.0386078 0.0270197

90 0 0.0006575 0.0004323 5.45 · 10−6 0.0152232 0.0107468

100 1 · 10−7 0.0006581 0.0004367 3.35 · 10−6 0.0045456 0.0031967

Tabu©ka 25: Rozdiely p-hodnôt vypo£ítaných aproximáciami a Exaktným testom.

2.3.3 Porovnanie sily testov

V tejto £asti porovnáme silu jednotlivých testov. Teda nasimulujeme dáta s au-

tokorelovanými chybami ε a budeme sledova´, v ko©kých percentách prípadov testy

zamietnu nulovú hypotézu. Koe�cient φ príslu²ného AR(1) modelu (2) postupne na-

dobúdal hodnoty -0.9, -0.8, -0.7, -0.6, -0.5, -0.4, -0.3, -0.2, -0.1, 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5,

0.6, 0.7, 0.8 a 0.9. Simuláciu autokorelácie sme najskôr �zahriali� , teda ε0 sme zvolili

nulový a nasimulovali sme nieko©ko hodnôt ε, ktoré sme potom usekli a zostal nám iba

vektor chýb d¨ºky n so správnym rozdelením. Kaºdý bod výstupu je opä´ výsledkom

10 000 simulácií. Výsledné grafy vidíme na obrázkoch 30, 31 a 32.

V grafoch pre jednotlivé n sme pre porovnanie zobrazili výsledky v²etkých ²tyroch

testov - klasického Durbin-Watsonovho testu, Exaktného testu, Beta aproximácie a

Henshawovej aproximácie. Pri klasickom teste sme vykreslili dve krivky. Plnou £iarou

je znázornené percento zamietnutia H0 a preru²ovanou £iarou je znázornené zamietanie

pouºitím konzervatívneho prístupu, teda H0 zamietame aj v prípade, ºe test skon£il

nerozhodne. Výsledné obrázky sú zoradené v dvoch st¨pcoch. V ©avom st¨pci sú grafy

pre testovanie pozitívnej autokorelácie a v pravom st¨pci je obojstranný test.
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2.3 Porovnanie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

Obr. 30: Sila testov pre n = 10− 30.
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2.3 Porovnanie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

Obr. 31: Sila testov pre n = 40− 70.
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2.3 Porovnanie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

Obr. 32: Sila testov pre n = 80− 100.

Pri malom n majú v²etky testy ve©mi malú silu, ale so stúpajúcim n sa aj sila tes-

tov zvy²uje a krivky jednotlivých testov sa k sebe pribliºujú, aº úplne splynú, okrem

klasického testu, ktorého krivky lemujú krivky ostatných testov po oboch stranách. Pri

jednostrannom teste sily jednotlivých testov splynú pri men²om n neº pri obojstran-

nom teste. Vidíme, ºe s rastúcim n sa zmen²uje interval nerozhodnosti klasického testu.

Na obrázku 33 sme zachytili vývoj sily jednotlivých testov so stúpajúcim n. Výsledky

testu pozitívnej autokorelácie sú v ©avom st¨pci a obojstranné testy sú napravo.
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2.3 Porovnanie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

Obr. 33: Sila jednotlivých testov.
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2.3 Porovnanie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

Na obrázkoch je zrete©ne vidie´ nárast sily testov so zvy²ujúcim sa n pre testy po-

zitívnej autokorelácie, aj pre obojstranné testy.

V kapitole 1 sme spomenuli, ºe jednostranné testy majú za platnosti alternatívy,

ktorú testujú, vä£²iu silu testu ako obojstranné testy, a preto má zmysel najskôr ur£i´

charakter autokorelácie a testova´ rad²ej jednostranným testom. Toto tvrdenie sme po-

tvrdili obrázkami 34, kde na rovnakých dátach vidíme odhadnuté sily jednostranných

testov na pozitívnu a negatívnu autokoreláciu a obojstranného testu. Pre φ > 0 má

najvä£²iu silu jednostranný test pozitívnej autokorelácie a pre φ < 0 má najvä£²iu silu

jednostranný test negatívnej autokorelácie. Obojstranný test má v oboch prípadoch

men²iu silu. Nasimulované dáta mali ve©kos´ n = 50.

Obr. 34: Sila jednostranných a obojstranných testov.
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3 �AL�IE TESTY AUTOKORELÁCIE

3 �al²ie testy autokorelácie

V tejto kapitole uvedieme ¤al²ie testy aukokorelácie.

3.1 Wallisov test

Dáta, na ktorých chceme urobi´ regresiu, bývajú £asto ²tvr´ro£né. Preto Wallis v

£lánku [18] roz²íril Durbin-Watsonov test na skúmanie autokorelácie chýb ²tvrtého

stup¬a. Chyby v regresii vtedy sp¨¬ajú model

εt = φ4εt−4 + wt, (62)

kde |φ4| < 1 a wt je biely ²um.

Na testovanie nulovej hypotézy H0 : φ4 = 0 navrhol Wallis upravenú Durbin-

Watsonovu ²tatistiku

d4 =

∑n
t=5(ε̂t − ε̂t−4)

2∑n
t=1 ε̂

2
t

, (63)

kde ε̂ sú rezíduá.

Wallis v £lánku [18] uviedol horné a dolné kritické hranice pre d4 na hladine význam-

nosti 5% a za predpokladu nenáhodnej matice X. Testovanie potom prebieha rovnako

ako v Durbin-Watsonovom teste.

Av²ak ak chceme testova´ obojstranným testom na hladine významnosti 5%, tak

potrebujeme 2.5% kritické hodnoty. Tieto uviedli v £lánku [8] Giles a King, spolo£ne s

1% a 0.5% kritickými hodnotami.

Funkciu WallisTest naprogramovanú v programe R [15] na výpo£et Wallisovho

testu sme uviedli v prílohe B.2.

3.2 Durbinov test

Niekedy potrebujeme testova´ prítomnos´ autokorelácie chýb v prípade, ºe sa medzi

regresormi nachádzajú aj posunuté hodnoty závislej premennej. Vtedy nie je splnený

predpoklad Durbin-Watsonovho testu o nenáhodnosti matice X, a teda ho nemôºeme

pouºi´. Durbin v £lánku [6] odvodil asymptotický test (n ve©ké) pre tento prípad. Stále
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3.2 Durbinov test 3 �AL�IE TESTY AUTOKORELÁCIE

testujeme prítomnos´ autokorelácie prvého stup¬a.

Predpokladajme stacionárny regresný model

yt = β1yt−1 + · · ·+ βryt−r + βr+1x1t + · · ·+ βr+kxkt + εt, (64)

kde r je po£et posunutých y v regresii a k je po£et regresorov z matice X. Chyby v

regresii opä´ modelujeme AR(1) procesom

εt = φεt−1 + wt, (65)

kde |φ| < 1 a w je z rozdelenia N(0, σ2I).

Za platnosti nulovej hypotézy H0 : φ = 0 sa testovacia ²tatistika

h = φ̂

√
n

1− n · v̂ar(β̂1)
(66)

riadi asymptoticky rozdelením N(0, 1), kde n je po£et meraní, v̂ar(β̂1) je odhadnutá

variancia odhadnutého koe�cientu pri yt−1 v regresii a

φ̂ =

∑n
t=2 ε̂tε̂t−1∑n

t=1 ε̂
2
t

(67)

je odhad φ, kde ε̂ sú rezíduá.

Pre odhadnutú varianciu odhadnutého koe�cientu pri yt−1 v regresii platí

v̂ar(β̂1) = S2 · a′(Z ′Z)−1a, (68)

kde Z je n × (r + k) matica v²etkých regresorov v (64), a je vektor núl, ktorý má na

mieste prislúchajúcom regresoru yt−1 jednotku a

S2 =
RSS

n− (r + k)
(69)

je odhad variancie chýb v modeli, pri£om

RSS =
n∑

i=1

ε̂2i (70)

je reziduálna suma ²tvorcov.
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3.2 Durbinov test 3 �AL�IE TESTY AUTOKORELÁCIE

Postup testovania je nasledovný:

1. Odhadneme koe�cienty v regresii a zistíme v̂ar(β̂1).

2. Z rezíduí vypo£ítame φ̂. V prípade, ºe máme vypo£ítanú Durbin-Watsonovu ²ta-

tistiku, môºeme pouºi´ aproximáciu φ̂ =̇ 1− d/2.

3. Vypo£ítame testovaciu ²tatistiku h.

Ak testujeme jednostranným testom s alternatívou H1 o pozitívnej autokorelácii,

tak nulovú hypotézu zamietame na 5-percentnej hladine významnosti v prípade, ºe

testovacia ²tatistika je vä£²ia ako 95-percentný kvantil rozdelenia N(0, 1), teda 1.645 a

prijímame hypotézu o pozitívnej autokorelácii prvého stup¬a.

Ak testujeme jednostranným testom negatívnej autokorelácie a h je men²ie ako

5-percentný kvantil rozdelenia N(0, 1), teda -1.645, tak H0 zamietame a prijímame

hypotézu o negatívnej autokorelácii.

Ak chceme testova´ obojstranným testom a zamieta´ na hladine významnosti 5%,

tak H0 zamietame, ak testovacia ²tatistika vy²la vä£²ia ako 97.5% kvantil rozdelenia

N(0, 1) alebo men²ia ako 2.5% kvantil rozdelenia N(0, 1).

Tento test skolabuje, ak n · v̂ar(β̂1) ≥ 1. Durbin v £lánku [6] popísal asymptoticky

ekvivalentnú procedúru:

1. Urobíme regresiu a získame rezíduá ε̂.

2. Urobíme regresiu ε̂t na regresoroch ε̂t−1, yt−1, . . . , yt−r, x1t, . . . , xkt.

3. Ak je koe�cient pri ε̂t−1 v tejto regresii signi�kantne odli²ný od nuly, tak zamie-

tame nulovú hypotézu H0 : φ = 0 a prijímame hypotézu o autokorelácii prvého

stup¬a.

Durbin ukázal, ºe táto procedúra môºe by´ roz²írená na testovanie autokorelácie

vy²²ieho rádu (chyby modelované AR(p) procesom) tak, ºe v druhom bode pridáme do

regresie p posunutých ε̂ a testujeme zdruºenú signi�kanciu koe�cientov pri posunutých

rezíduách.
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3.2 Durbinov test 3 �AL�IE TESTY AUTOKORELÁCIE

AR(p) proces, ktorým budeme modelova´ chyby v regresii bude

εt = φ1εt−1 + φ2εt−2 + · · ·+ φpεt−p + wt (71)

a nulová hypotéza

H0 : φ1 = φ2 = . . . = φp = 0. (72)

Výslednú testovaciu ²tatistiku jednoduch²ie vyjadríme maticovým zápisom.

Urobíme regresiu a získame n × 1 vektor rezíduí ε̂ = y − Z(Z ′Z)−1Z ′y, kde Z je

n× (r + k) matica v²etkých regresorov v (64).

De�nujeme

E =



0 0 0 · · · 0

ε̂1 0 0 · · · 0

ε̂2 ε̂1 0 · · · 0

ε̂3 ε̂2 ε̂1 · · · 0
...

...
... . . . ...

ε̂p ε̂p−1 ε̂p−2 · · · ε̂1
...

...
... . . . ...

ε̂n−1 ε̂n−2 ε̂n−3 · · · ε̂n−p



(73)

a urobíme druhú regresiu

ε̂ =
[
E Z

]α
γ

+ ν, (74)

kde α je vektor koe�cientov pri posunutých rezíduách, γ je vektor koe�cientov pri po-

sunutých y a pri x, ν je vektor chýb a získame rezíduá ν̂ tejto regresie.

Durbinovou my²lienkou bolo testova´ zdruºenú signi�kanciu koe�cientov pri posu-

nutých rezíduách. Pouºijeme na to F ²tatistiku

F =

ε̂′E[E′E−E′Z(Z′Z)−1Z′E]−1E′ε̂
p

ν̂′ν̂
n−(p+r+k)

. (75)

Av²ak táto testovacia ²tatistika nemá presné F -rozdelenie pre nie ve©ký po£et dát

(pravdepodobnos´ chyby prvého druhu môºe by´ vä£²ia), pretoºe matica regresorov v

(74) je náhodná. Pre n → ∞ má v²ak hodnota p · F pribliºne χ2(p) rozdelenie. Teda
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3.3 Breusch-Godfreyov test 3 �AL�IE TESTY AUTOKORELÁCIE

asymptotický test nulovej autokorelácie proti autokorelácii stup¬a p urobíme tak, ºe

zrátame testovaciu ²tatistiku F a hodnotu p · F porovnáme s príslu²ným kvantilom

χ2(p) rozdelenia.

V prílohe C.3 nájdeme naprogramované v²etky tri Durbinove testy. Funkcia na výpo-

£et testu s testovacou ²tatistikou h má názov DurbinTest, asymptoticky ekvivalentná

procedúra je uvedená pod názvom funkcie DurbinTestA a funkcia na testovanie AR(p)

autokorelácie je ozna£ená DurbinTestARp.

3.3 Breusch-Godfreyov test

Breusch v £lánku [2] a Godfrey v £lánku [9] nezávisle od seba stavali na Durbinovej

práci a vytvorili LM testy na testovanie autokorelácie chýb v tvare ARMA procesov.

Teda alternatívna hypotéza bude, ºe chyby v regresnom modeli sa riadia ARMA(p, q)

procesom

εt + ρ1εt−1 + · · ·+ ρpεt−p = wt + µ1wt−1 + · · ·+ µqwt−q. (76)

V na²ej práci v²ak budeme uvaºova´ iba autokoreláciu rezíduí v tvare AR procesu.

Najskôr popí²eme test alternatívnej hypotézy chýb v tvare AR(1) procesu. Testova-

cia procedúra má dva kroky. Najskôr urobíme regresiu na pôvodnom modeli a získame

rezíduá ε̂. V druhom kroku urobíme regresiu ε̂t na regresoroch
[
1 Xt ε̂t−1

]
a zistíme

koe�cient determinácie R2 tohto modelu. Za platnosti H0 bude ma´ n·R2 asymptoticky

rozdelenie χ2(1). V²imnime si, ºe druhá regresia je rovnaká ako v Durbinovom teste.

Rozdiel je iba v testovaní. Durbin navrhol pozrie´ sa na signi�kantnos´ koe�cientu pri

ε̂t−1, naopak v Breusch-Godfreyovom teste pozeráme na koe�cient determinácie a zis-

´ujeme, £i takto zostavený model vysvet©uje nejakú varianciu rezíduí.

Tento test sa dá jednoducho roz²íri´ na testovanie vy²²ích stup¬ov autokorelácie.

Sta£í prida´ v druhej regresii ¤al²ie posunuté ε̂, rovnako ako v Durbinovom teste (74).

V tomto prípade za platnosti H0 o nulovej autokorelácii bude ma´ n ·R2 asymptoticky

rozdelenie χ2(p).
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3.4 Box-Pierce-Ljungov test 3 �AL�IE TESTY AUTOKORELÁCIE

V²imnime si, ºe Durbinov a Breusch-Godfreyov test sú asymptoticky ekvivalentné.

Breusch-Godfreyova LM ²tatistika je

LM =

ε̂′E[E′E−E′Z(Z′Z)−1Z′E]−1E′ε̂
p

ε̂′ε̂
n

, (77)

kde sú pouºité rovnaké ozna£enia ako v Durbinovej F ²tatistike (75). Za platnosti H0

bude ma´ p · LM asymptoticky rozdelenie χ2(p).

Jediný rozdiel medzi Durbinovou F ²tatistikou (75) a Breusch-Godfreyovou ²tatisti-

kou (77) je vo výrazoch v menovateli. Breusch ukázal, ºe tieto výrazy k sebe konvergujú

pod©a pravdepodobnosti, a teda tieto procedúry sú asymptoticky ekvivalentné.

Funkcie na výpo£et troch verzií Breusch-Godfreyových testov sú uvedené v prí-

lohe D.4. Funkcia BreuschGodfreyTest slúºi na testovanie AR(1) autokorelácie, fun-

kcia BreuschGodfreyTestARp je ur£ená na testovanie AR(p) autokorelácie a vo funkcii

BreuschGodfreyTestEq je naprogramovaný test ekvivalentný Durbinovmu testu.

3.4 Box-Pierce-Ljungov test

Box a Pierce uviedli v £lánku [1] testovaciu ²tatistikuQ, ktorá je zaloºená na druhých

mocninách prvýchm autokorela£ných koe�cientov rezíduí. Táto ²tatistika je de�novaná

Q = n
m∑
j=1

r2j , (78)

kde

rj =

∑n
t=j+1 ε̂tε̂t−j∑n

t=1 ε̂
2
t

(79)

a m je malé v porovnaní s n.

Ak sa v regresnom modeli nenachádzajú posunuté hodnoty závislej premennej, tak

sa, za platnosti nulovej hypotézy, testovacia ²tatistika Q bude asymptoticky riadi´ χ2

rozdelením s m stup¬ami vo©nosti. Z poh©adu sily testu sa ukazuje vhodné zvoli´ za m

rád autokorelácie, ktorú testujeme, teda p.

Test je moºné roz²íri´ na regresný model v tvare ARMA procesu. Za platnosti H0

bude ma´ v tomto prípade ²tatistika Q asymptoticky χ2 rozdelenie s po£tom stup¬ov

vo©nosti m mínus po£et parametrov ARMA modelu, teda ak máme regresný model v
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3.4 Box-Pierce-Ljungov test 3 �AL�IE TESTY AUTOKORELÁCIE

tvare procesu ARMA(r,q), tak rozdelenie ²tatistiky Q bude χ2
m−r−q. V tomto prípade

v²ak musí by´ m dostato£ne ve©ké.

Ljung a Box v £lánku [14] poukázali na to, ºe rozdelenie testovacej ²tatistiky Q sa

môºe lí²i´ od rozdelenia χ2
m−r−q, hlavne pri malých po£toch dát n. V tomto prípade

navrhujú pouºitie upravenej Ljung-Boxovej ²tatistiky

Q′ = n(n+ 2)
m∑
j=1

r2j
n− j

. (80)

Túto ²tatistiku aproximovali Box a Pierce ²tatistikou Q pre ve©ké n. �tatistika Q′ sa

za platnosti nulovej hypotézy tieº riadi rozdelením χ2
m−r−q.

Naprogramovaný Box-Piercov a upravený Ljung-Boxov test uvádzame v prílohe E.5.

Kapitolu 3 sme spracovali pod©a knihy [12] a £lánkov citovaných v tejto kapitole.
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4 POROVNANIE TESTOV

4 Porovnanie v²etkých testov

V tejto kapitole porovnáme v²etky testy autokorelácie chýb v regresii, ktoré sme

spomenuli v tejto práci. Aproximácie Durbin-Watsonovho testu v tejto £asti porovná-

va´ nebudeme, ke¤ºe sme ich porovnali s Exaktným testom v £asti 2.3 a v porovnaní

budeme uvádza´ iba výsledky Exaktného testu.

Porovnanie sme urobili simula£ne, postup simulácie bol rovnaký ako popisujeme v

£asti 2.1.2, teda

1. Vygenerujeme n×k maticu regresorov X. Zvolíme vektor regresných koe�cientov

β d¨ºky k. Zvolíme varianciu σ2 bieleho ²umu a koe�cient autokorelácie φ.

2. Vygenerujeme vektor bieleho ²umu w z rozdelenia N(0, σ2I).

3. Dopo£ítame y pod©a (2) a (1).

4. �Zabudneme� v²etko okrem X a y a necháme príslu²ný test overi´ prítomnos´

autokorelácie.

Body 2-4 potom opakujeme, kým nemáme dostato£ný po£et simulácií.

Nasimulovali sme dáta a chyby modelované rôznymi procesmi. Niektoré simulácie

sme robili za platnosti H0, teda φ = 0, iné s nenulovou autokoreláciou. V prípade

nenulovej autokorelácie sme simuláciu najskôr �zahriali� , teda ε0 sme zvolili nulový a

nasimulovali sme nieko©ko hodnôt ε, ktoré sme potom usekli a zostal nám iba vektor

chýb d¨ºky n so správnym rozdelením. Porovnávali sme pravdepodobnos´ chyby prvého

druhu a silu jednotlivých testov pre rôzne po£ty dát n.

Vstupné parametre simulácií boli nasledovné: po£et simulácií bol v kaºdom prípade

10 000 a po£et regresorov bez kon²tantného £lena bol 5. Po£et dát n sme pre porovnanie

menili s desiatkovými rozdielmi od 10 po 100. Vektor β sme generovali z normálneho

rozdelenia N(0, 1), maticu regresorov X z N(5, 10) a variancia σ2 bieleho ²umu bola 4.
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4.1 Regresia bez posunutých závislých premenných 4 POROVNANIE TESTOV

4.1 Regresný model bez posunutých závislých premenných

Najskôr uvaºujme regresný model, v ktorom ako regresory nevystupujú posunuté

závislé premenné y a chyby v regresii budeme modelova´ AR(1) procesom, teda

y = Xβ + ε, (81)

kde

εt = φεt−1 + wt, (82)

|φ| < 1 je pevná neznáma kon²tanta a wt je biely ²um.

4.1.1 Porovnanie pravdepodobnosti chyby prvého druhu

Ke¤ºe v tejto £asti je na²ím cie©om porovna´ pravdepodobnos´ chyby prvého druhu,

budeme simulova´ dáta, v ktorých nie je autokorelácia, teda φ = 0 a H0 platí.

V tabu©kách 26 a 27 vidíme výsledné pravdepodobnosti chyby prvého druhu pre

rôzne testy a rôzne hodnoty n.

pravdepodobnos´ chyby 1. druhu

test n = 10 n = 20 n = 30 n = 40 n = 50

Durbin-Watson test 0.00% 0.25% 0.70% 1.06% 1.34%

vrátane inconclusive 100.00% 98.45% 65.12% 49.5% 41.30%

Durbin-Watson - Exaktný test 4.69% 5.20% 4.91% 4.87% 4.99%

Durbin test 0.00% 4.45% 3.95% 4.03% 4.34%

Durbin test (asympt. equivalent) 0.18% 4.13% 4.00% 4.14% 4.43%

Durbin test AR(p) 19.03% 6.41% 5.23% 4.95% 5.16%

Breusch-Godfrey test 38.71% 8.83% 6.74% 5.78% 5.78%

Breusch-Godfrey test (equivalent) 25.98% 8.06% 6.26% 5.63% 5.63%

Box-Pierce test 0.00% 4.45% 3.95% 4.03% 4.34%

revised Ljung-Box test 3.21% 6.26% 5.14% 4.68% 5.06%

Tabu©ka 26: Porovnanie pravdepodobnosti chyby 1. druhu, n = 10− 50.
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Výsledky klasického Durbin-Watsonovho testu sú uvedené v dvoch riadkoch - v

prvom riadku je percento zamietnutia nulovej hypotézy a v druhom riadku je zamietanie

pomocou konzervatívneho prístupu, teda H0 zamietame aj v prípade, ºe test skon£il

nerozhodne (inconclusive).

pravdepodobnos´ chyby 1. druhu

test n = 60 n = 70 n = 80 n = 90 n = 100

Durbin-Watson test 1.83% 2.21% 2.55% 2.78% 2.84%

vrátane inconclusive 36.30% 32.85% 30.34% 28.81% 27.25%

Durbin-Watson - Exaktný test 5.00% 4.77% 4.77% 5.04% 5.13%

Durbin test 4.30% 4.27% 4.23% 4.84% 4.89%

Durbin test (asympt. equivalent) 4.39% 4.36% 4.34% 4.87% 4.87%

Durbin test AR(p) 5.05% 4.89% 4.81% 5.24% 5.26%

Breusch-Godfrey test 5.60% 5.31% 5.24% 5.71% 5.66%

Breusch-Godfrey test (equivalent) 5.53% 5.19% 5.17% 5.61% 5.56%

Box-Pierce test 4.30% 4.27% 4.23% 4.84% 4.89%

revised Ljung-Box test 4.93% 4.77% 4.62% 5.27% 5.28%

Tabu©ka 27: Porovnanie pravdepodobnosti chyby 1. druhu, n = 60− 100.

Pre lep²ie znázornenie výsledkov sme vykreslili graf vývoja pravdepodobnosti chyby

prvého druhu jednotlivých testov v závislosti od n. Vidíme ho na obrázku 35.

Obr. 35: Pravdepodobnos´ chyby 1. druhu jednotlivých testov v závislosti od n.
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Pre malé hodnoty n, hlavne n = 10, sú pravdepodobnosti chyby prvého druhu

jednotlivých testov výrazne odli²né od 5%. Najbliº²ie k tejto hodnote je Exaktný test

a blíºi sa k nej aj upravený Ljung-Boxov test, ktorý bol ²peciálne vytvorený pre malý

po£et dát. Vidíme, ºe v tomto oh©ade je naozaj lep²í ako Box-Piercov test, ktorý má

pravdepodobnos´ chyby prvého druhu 0%.

So stúpajúcim n stúpa aj presnos´ testov a ich pravdepodobnosti chyby prvého

druhu sa pribliºujú k hladine 5%. Najpomal²ie sa k hladine významnosti pribliºovali

Breusch-Godfreyove testy.

Od zvy²ných testov sa výrazne lí²i klasický Durbin-Watsonov test, ktorý má kvôli

intervalu nerozhodnosti ove©a men²ie percento zamietania nulovej hypotézy neº je no-

minálnych 5%. Konzervatívny prístup je znázornený preru²ovanou £iarou. Pravdepo-

dobnos´ chyby prvého druhu tohto prístupu je ve©mi ve©ká, aj ke¤ sa so zvy²ujúcim

po£tom dát zniºuje. Pre n = 100 má hodnotu 27.25%.

4.1.2 Porovnanie sily testov

V tejto £asti do modelovania chýb zahrnieme nenulové φ, teda nulová hypotéza uº

nebude plati´ a porovnáme silu jednotlivých testov. Hodnotu φ sme nezvolili náhodne,

ale urobili sme výpo£ty pre celé spektrum, pretoºe sila testov závisí od ve©kosti tohto

koe�cientu. Parameter φ nadobúdal hodnoty -0.9, -0.8, -0.7, -0.6, -0.5, -0.4, -0.3, -0.2,

-0.1, 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8 a 0.9.

Výsledné percento zamietania nulovej hypotézy jednotlivých testov pre rôzne hod-

noty n sme neuvádzali v tabu©kách kvôli ve©kému mnoºstvu údajov, ale priamo sme

ich zobrazili v grafoch. Na obrázkoch 36, 37 a 38 vidíme zamietanie H0. Pre kaºdé n je

zobrazený samostatný obrázok, v ktorom sú silofunkcie v²etkých testov. Konzervatívny

prístup v Durbin-Watsonovom teste je opä´ znázornený preru²ovanou £iarou.

Pre malý po£et dát (n = 10) majú testy ve©mi zlé výsledky a vä£²inou zamietajú

podobné percento prípadov aj v prípade nulovej autokorelácie, aj v prípade nenulovej.

Niektoré dokonca za platnosti H0 zamietajú viac, ako ke¤ H0 neplatí.

S rastúcim n rastie aj sila testov. Uº pri n = 20môºeme pozorova´, ºe testy odha©ujú
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Obr. 36: Sila testov, n = 10− 40.
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Obr. 37: Sila testov, n = 50− 80.
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Obr. 38: Sila testov, n = 90− 100.

autokoreláciu, pri£om £ím je absolútna hodnota φ vä£²ia, tým £astej²ie testy zamietajú

nulovú hypotézu o neprítomnosti autokorelácie.

�ím je vä£²ia ve©kos´ dát, tým sa výsledné silofunkcie jednotlivých testov blíºia k

sebe a hladina správneho zamietnutia nulovej hypotézy sa zvy²uje. Aj percento prípa-

dov, kedy je Durbin-Watsonov test nerozhodný, sa postupne zmen²uje.

Na grafoch môºeme vidie´, ºe silofunkcie testov nie sú symetrické okolo nulovej

autokorelácie, ako by mohol niekto predpoklada´. Vidíme, ºe v prípade negatívnej au-

tokorelácie majú testy vy²²iu silu, ako v prípade �rovnakej� pozitívnej autokorelácie

(teda pre φ s opa£ným znamienkom). Je to spôsobené rôznou povahou pozitívnej a

negatívnej autokorelácie, ako sme videli na obrázkoch 1 a 2 v kapitole 2. Pri negatívnej

autokorelácii dochádza k preskakovaniu horizontálnej osi rezíduami a v prípade pozi-

tívnej autokorelácie k dlhému zotrvávaniu rezíduí nad osou alebo pod osou. Preto sú

tieto situácie kvalitatívne odli²né a ukazuje sa, ºe testy vedia lep²ie odhali´ negatívnu
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autokoreláciu. Najvä£²iu symetrickos´ silofunkcie dosiahol Exaktný Durbin-Watsonov

test, pri ktorom nie je pravidlom, ºe lep²ie odha©uje negatívnu autokoreláciu. Tento

fakt môºeme lep²ie vidie´ na obrázkoch 30, 31 a 32, kde sme porovnávali len rôzne

verzie Durbin-Watsonovho testu.

4.1.3 Autokorelácia vy²²ieho stup¬a

V tejto £asti uº nebudeme chyby v regresii modelova´ AR(1) procesom, ale procesom

vy²²ieho rádu - AR(p) procesom

εt = φ1εt−1 + φ2εt−2 + · · ·+ φpεt−p + wt. (83)

Budeme simulova´ autokoreláciu po 1 roku v dátach získavaných ²tvr´ro£ne (teda

AR(p)), aby sme mohli porovna´ výsledky Wallisovho testu s ostatnými testami. Teda

φ1, φ2 a φ3 budú nulové a za φ4 dosadíme opä´ postupne celé spektrum hodnôt, rovnako

ako v £asti 4.1.2. Výpo£ty sme robili pre n rovné 20, 40, 60, 80 a 100. Výsledné grafy

sily testov vidíme na obrázkoch 39 a 40.

Obr. 39: Sila testov, AR(p) autokorelácia, n = 20, 40.
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Obr. 40: Sila testov, AR(p) autokorelácia, n = 60, 80, 100.

Testy sa pod©a výsledkov rozdelili do dvoch skupín. Kvôli lep²ej preh©adnosti sme

tieto skupiny testov vykreslili do dvoch obrázkov.

V ©avom st¨pci vidíme silofunkcie pre Durbin-Watsonove testy, dve verzie Durbi-

novho testu a jednu verziu Breusch-Godfreyovho testu. Tieto testy nie sú ur£ené na

odha©ovanie autokorelácie vy²²ieho rádu. Vidíme, ºe aj ve©ká autokorelácia sa u nich

prejaví iba nízkym percentom zamietania, aj ke¤ s rastúcim n sa aj ich schopnos´ za-

mieta´ nulovú hypotézu jemne zvy²uje.
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Do grafov napravo sme vykreslili výsledky testov, ktoré vedia zis´ova´ prítomnos´

autokorelácie vy²²ieho rádu. Durbinov, Breusch-Godfreyov, Box-Piercov a upravený

Ljung-Boxov test majú vynikajúce výsledky. Porovnaním Box-Piercovho a uprave-

ného Ljung-Boxovho testu pre malé n vidíme, ºe Ljung-Boxov test má naozaj lep-

²ie výsledky ako Box-Piercov. Zvy²ovaním n sa aj ich výsledky takmer vyrovnajú.

Pri vykreslení silofunkcie Wallisovho testu sme uviedli 2 £iary, rovnako ako v prípade

Durbin-Watsonovho testu. Preru²ovaná £iara znázor¬uje zamietanie nulovej hypotézy

aj v prípade, ºe test skon£il nerozhodne. Wallisov test je pre malý po£et dát ve©mi ne-

presný a jeho grafy sú vychýlené do©ava, teda viac zamieta nulovú hypotézu v prípade,

ºe v modeli je prítomná pozitívna autokorelácia chýb. Pri vä£²om n sa jeho výsledky

zlep²ia.

Poznámka: O parametri m v Box-Piercovom a upravenom Ljung-Boxovom teste.

Za platnosti H0 sa rozdelenie testovacích ²tatistík Q a Q′ riadi asymptoticky χ2

rozdelením s m stup¬ami vo©nosti, kde m je malé £íslo oproti ve©kosti dát n. Otázne

je, aké by malo by´ m. Pravdepodobnos´ chyby prvého druhu s pouºitím rôznych pa-

rametrov m sme vykreslili na obrázku 41.

Obr. 41: Pravdepodobnos´ chyby 1. druhu v Box-Pierce-Ljungových testoch.

V prípade oboch testov sa k 5% hladine významnosti najviac blíºi krivka s paramet-

rom m rovným jednej a pri vä£²ích hodnotách tohto parametra sa pravdepodobnos´

chyby prvého druhu vz¤a©uje od tejto hladiny. Pri nulovej autokorelácii sa v²ak ne-

prejaví rád autokorelácie. Preto sme na obrázku 42 vykreslili silofunkcie testov pre

parameter m = 1− 10. V²etky silofunkcie boli vyrátané pre ve©kos´ dát n = 80.
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Obr. 42: Sila Box-Pierce-Ljungových testov pre AR(1) autokoreláciu.

Vidíme, ºe testy majú najvä£²iu silu, ke¤ je parameter m = 1. S rastúcim m sa

zniºuje sila oboch testov. Rovnaké obrázky sme vykreslili aj pre prípad autokorelácie

chýb vy²²ieho rádu, konkrétne pre AR(4) autokoreláciu. Výsledné silofunkcie pre hod-

noty parametra 1 aº 10 vidíme na obrázku 43.

Obr. 43: Sila Box-Pierce-Ljungových testov pre AR(4) autokoreláciu.

Pre m rovné 1,2 a 3 je sila oboch testov ve©mi malá. Testy dosahujú najvä£²iu

silu pre m = 4, £o je aj rád prítomnej autokorelácie a pre vä£²ie m sila testov opä´

klesá. V prípade, ke¤ regresný model neobsahuje posunuté hodnoty závislej premennej,

odporú£ame v Box-Piercovom a Ljung-Boxovom teste pouºíva´ parameter m rovný p,

teda rádu autokorelácie, ktorý (v alternatívnej hypotézeH1) podozrievame, ºe by mohol

pre chyby regresie plati´.
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4.2 Regresný model s posunutými závislými premennými

V tejto podkapitole pridáme do regresného modelu posunuté hodnoty závislej pre-

mennej y, takºe dáta budeme modelova´ AR(r) procesom. Regresia teda bude

yt = β1yt−1 + · · ·+ βryt−r + βr+1x1t + · · ·+ βr+kxkt + εt (84)

a chyby v regresii budú opä´ modelované AR(1) procesom (82).

Pri simulácii dát závislých od predchádzajúcich hodnôt y sme opä´ vyuºili �zahriatie�

simulácie, pretoºe pre y1, y2, . . . , yr sme nemali v²etky posunuté hodnoty y. Teda nasi-

mulovali sme viac meraní ako n, aby sme získali predchádzajúce hodnoty y a následne

sme star²ie dáta usekli a dostali sme n meraní.

V testoch v²ak tieto predchádzajúce hodnoty y nepoznáme, pretoºe v tom £ase sme

e²te �nemerali� . Preto pri pouºití testov musíme prvých r meraní useknú´ a testova´

iba pre zvy²ných n− r dát.

4.2.1 Porovnanie pravdepodobnosti chyby prvého druhu

Pre porovnanie pravdepodobnosti chyby prvého druhu sme opä´ simulovali skuto£né

chyby regresie bez autokorelácie, no dáta y boli modelované AR(1) procesom, teda me-

dzi regresormi sa nachádza jedna posunutá hodnota y.

Pri generovaní koe�cientov β treba dáva´ pozor, aby regresný koe�cient prislúcha-

júci posunutej závislej premennej bol v absolútnej hodnote men²í ako 1 (pri dátach

modelovaných AR(1) procesom). Ak by tomu tak nebolo, proces by nebol stacionárny.

Aby sme mohli výsledky lep²ie porovna´, pri v²etkých simuláciách sme tento koe�cient

zvolili 0.5.

Pravdepodobnosti chyby prvého druhu pre jednotlivé testy a rôzne n sme zhrnuli v

tabu©kách 28 a 29. Pri klasickom Durbin-Watsonovom teste opä´ uvádzame aj výsledky

získané konzervatívnym prístupom a pre prípad n = 10 neuvádzame výsledok, pretoºe

po£et regresorov je v tomto prípade príli² ve©ký v porovnaní s po£tom dát.
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pravdepodobnos´ chyby 1. druhu

test n = 10 n = 20 n = 30 n = 40 n = 50

Durbin-Watson test - 0.04% 0.04% 0.11% 0.22%

vrátane inconclusive - 100.00% 62.17% 45.01% 35.12%

Durbin-Watson - Exaktný test 5.01% 4.47% 3.03% 3.87% 4.08%

Durbin test 2.17% 8.43% 6.81% 5.19% 5.40%

Durbin test (asympt. equivalent) 0.60% 7.61% 3.69% 4.59% 4.86%

Durbin test AR(p) 19.80% 11.10% 4.36% 5.25% 5.67%

Breusch-Godfrey test 48.18% 16.40% 7.00% 7.10% 6.92%

Breusch-Godfrey test (equivalent) 25.12% 14.52% 5.67% 6.31% 6.68%

Box-Pierce test 0.00% 5.66% 3.79% 5.09% 5.90%

revised Ljung-Box test 0.52% 12.64% 8.71% 8.60% 9.01%

Tabu©ka 28: Porovnanie pravdepodobnosti chyby 1. druhu, AR(r) proces, n = 10− 50.

pravdepodobnos´ chyby 1. druhu

test n = 60 n = 70 n = 80 n = 90 n = 100

Durbin-Watson test 0.26% 0.42% 0.21% 0.47% 0.68%

vrátane inconclusive 25.97% 22.96% 17.59% 18.14% 17.89%

Durbin-Watson - Exaktný test 3.55% 3.85% 2.44% 3.69% 3.89%

Durbin test 5.61% 5.32% 5.99% 5.05% 5.39%

Durbin test (asympt. equivalent) 4.70% 4.92% 5.00% 4.74% 5.09%

Durbin test AR(p) 5.29% 5.11% 5.49% 5.01% 5.03%

Breusch-Godfrey test 6.45% 6.05% 6.11% 5.55% 6.00%

Breusch-Godfrey test (equivalent) 6.01% 5.64% 5.96% 5.36% 5.44%

Box-Pierce test 5.75% 5.80% 5.45% 6.33% 6.53%

revised Ljung-Box test 8.13% 8.12% 7.43% 7.81% 8.20%

Tabu©ka 29: Porovnanie pravdepodobnosti chyby 1. druhu, AR(r) proces, n = 60− 100.

V tabu©kách sme uviedli aj výsledky testov, ktoré by sa v prípade posunutých y v

regresii nemali pouºíva´, pretoºe uº nie je splnený predpoklad o nenáhodnosti matice

regresorov. Hovoríme o Durbin-Watsonových testoch.
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Výsledky opä´ zakreslíme do grafu vývoja pravdepodobnosti chyby prvého druhu

jednotlivých testov v závislosti od n - obrázok 44.

Obr. 44: Pravdepodobnos´ chyby 1. druhu jednotlivých testov v závislosti od n, AR(r) proces.

Ke¤ porovnáme tabu©ky 28, 29 s tabu©kami 26, 27 pre regresný model bez posu-

nutých závislých premenných, môºeme si v²imnú´, ºe pravdepodobnos´ chyby prvého

druhu pre klasický Durbin-Watsonov test a Exaktný test sa pri regresii s posunutými

y zníºila. Je to spôsobené tým, ºe sme tieto testy pouºili na dáta, ktoré nesp¨¬ajú ich

predpoklady.

Pravdepodobnos´ chyby prvého druhu u testov, ktoré je v tomto prípade adekvátne

pouºi´, má so zvy²ujúcim sa n podobný priebeh, ako tomu bolo v modeli bez posunu-

tých y. Spomedzi ostatných testov sa vymyká upravený Ljung-Boxov test, ktorý má

vy²²ie percento zamietnutia nulovej hypotézy ako ostatné testy. Naopak vynikajúce

výsledky majú Durbinove testy, ktoré sa pri vy²²om n pohybujú presne okolo piatich

percent.

Poznámka: O parametri m v Box-Piercovom a upravenom Ljung-Boxovom teste.

Rozdelenie testovacích ²tatistíkQ aQ′ sa, za platnosti nulovej hypotézy, riadi asymp-

toticky χ2 rozdelením s po£tom stup¬ov vo©nosti m mínus po£et parametrov odhadnu-

tých v ARMAmodeli. Pokia© sme v regresnom modeli nemali posunuté hodnoty závislej

premennej, tak sme za parameter m zvolili rád autokorelácie chýb, ktorú skúmame a

po£et parametrov ARMA modelu bol nulový. Ke¤ nám v²ak v regresii pribudne po-

sunutá hodnota y a testujeme AR(1) autokoreláciu, tak dostávame χ2 s 0 stup¬ami
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vo©nosti. Preto treba parameter m zvý²i´ tak, aby sme dostali £o najlep²ie výsledky.

Na obrázku 45 vidíme pravdepodobnos´ chyby prvého druhu pre dáta aj chyby mo-

delované AR(1) modelom a pre rôzne n. V grafoch sme vykreslili výsledky pri pouºití

rôznych parametrov m - k hodnote p z AR(p) autokorelácie sme pripo£ítali 1, 5, 10, 20

a 30.

Obr. 45: Pravdepodobnos´ chyby 1. druhu v Box-Pierce-Ljungových testoch, AR(r) proces.

Z grafov je zrejmé, ºe najvhodnej²ie bude pouºi´ navý²enie parametra p o 10, prí-

padne o 5, ak sa jedná o prípad s men²ím po£tom dát. Vykreslíme v²ak e²te sily týchto

testov pre n = 50 a rôzne hodnoty parametra m - obrázok 46.

Obr. 46: Sila Box-Pierce-Ljungových testov, AR(r) proces.

Vidíme, ºe zvy²ovaním parametra m klesá sila testov, av²ak treba prihliada´ aj na

pravdepodobnos´ chyby prvého druhu a nájs´ rozumný kompromis.
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4.2.2 Porovnanie sily testov

V tejto £asti nasimulujeme dáta y modelované AR(1), AR(2), AR(3) a AR(4) proce-

som s AR(1) autokoreláciou chýb ε v regresii. Hodnoty φ budú tvori´ rovnaké spektrum

ako v £asti 4.1.2. Teraz uº nebudeme uvádza´ grafy silofunkcií pre v²etky n - zvolili

sme n = 50, pretoºe to je dostato£ný po£et dát, aby testy vykazovali správnu prav-

depodobnos´ chyby prvého druhu, ale e²te nedochádza k úplnému prekrývaniu grafov

silofunkcií jednotlivých testov.

Regresný koe�cient β, ktorý bol pouºitý pri posunutej hodnote y v regresii v tvare

AR(1) procesu bol 0.69, v AR(2) procese pribudol regresný koe�cient -0.62, tretí re-

gresný koe�cient v AR(3) procese bol 0.04 a v AR(4) procese bol ²tvrtý regresný

koe�cient 0.50.

Porovnanie sily v²etkých testov pre regresiu modelovanú rôznymi procesmi vidíme

na obrázku 47.

V prvom rade si v²imnime, ako vplýva prítomnos´ posunutých y v regresii na testy,

ktorých predpoklady v tomto prípade nie sú splnené, teda na klasický Durbin-Watsonov

test a Exaktný test. Vidíme, ºe tieto testy majú nízku silu a so stúpajúcim rádom AR

procesu, ktorým modelujeme dáta, sa tieto rozdiely oproti ostatným testom prehlbujú.

Nie ve©mi dobré výsledky majú Box-Piercov a upravený Ljung-Boxov test. Ich prav-

depodobnos´ chyby prvého druhu je vysoká a sila testov v porovnaní s ostatnými tes-

tami nízka. Pri týchto výpo£toch sme pouºívali parameter m rovný 11.

Durbinove testy a Breusch-Godfreyove testy majú najlep²ie výsledky. Pri Durbino-

vom teste s testovacou ²tatistikou h a Breusch-Godfreyových testoch v²ak dochádza ku

zvý²enej pravdepodobnosti chyby prvého druhu. Ostatné dve verzie Durbinovho testu

majú aj správnu pravdepodobnos´ chyby prvého druhu, teda na úrovni pribliºne 5%.

V²imnime si tieº, ºe £ím je rád procesu, ktorým modelujeme dáta, vy²²í, tým majú

testy men²iu silu.
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4.2 Regresia s posunutými závislými premennými 4 POROVNANIE TESTOV

Obr. 47: Sila testov, AR(r) proces.
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Záver

V tejto diplomovej práci sme sa venovali simula£nému porovnaniu rôznych testov

autokorelácie chýb v lineárnej regresii. V druhej kapitole sme popísali Durbin-Watsonov

test s testovacou ²tatistikou d a v²eobecnými kritickými hranicami dL a dU , ktoré nezá-

visia od matice regresorov X. Pouºitím týchto v²eobecných hraníc v²ak vzniká interval

nerozhodnosti, v ktorom test nevie rozhodnú´, £i je v dátach prítomná autokorelá-

cia. Preto sme spracovali aj exaktnú verziu Durbin-Watsonovho testu, pri ktorej sa na

výpo£et p-hodnoty vyuºíva skuto£né rozdelenie testovacej ²tatistiky d v závislosti od

konkrétnej matice regresorov, ktoré získame pomocou spätnej transformácie charak-

teristickej funkcie. Numerický výpo£et tohto komplexného integrálu na nekone£nom

intervale [0,∞] vyºaduje pouºitie Simpsonovho pravidla (17). Bolo teda potrebné ur£i´

d¨ºku integra£nej oblasti, jemnos´ delenia integra£nej oblasti a ²tartovací bod integro-

vania, ke¤ºe nemôºeme za£a´ integrovanie v bode 0, pretoºe integrovaná funkcia nie je

v bode 0 de�novaná. Simula£ne sme urobili porovnania vplyvu rôznych hodnôt týchto

parametrov a na²li sme ich najvhodnej²ie hodnoty z poh©adu presnosti výslednej p-

hodnoty a £asovej náro£nosti.

Problémom exaktnej verzie Durbin-Watsonovho testu je jej ve©ká £asová náro£nos´,

hlavne pri ve©kom po£te dát. Preto sme sa zaoberali aj dvoma aproximáciami presného

rozdelenia, Beta aproximáciou a Henshawovou aproximáciou, ktoré sú £asovo menej

náro£né. Ich výsledky sme porovnali s exaktnou verziou Durbin-Watsonovho testu v

£asti 2.3, pri£om sme porovnávali jednostranné aj obojstranné verzie testov. Pre ve©ký

po£et dát n má Beta aproximácia ve©mi dobré výsledky, a preto ju odporú£ame pou-

ºíva´ v prípadoch, kedy výpo£et exaktnej verzie Durbin-Watsonovho testu trvá príli²

dlho. Henshawova aproximácia má pri testovaní pozitívnej autokorelácie výborné vý-

sledky aj pre malé n, av²ak pri obojstrannom teste je ve©mi nespo©ahlivá. Pri vysokom

n má dokonca vä£²iu £asovú náro£nos´ ako exaktná verzia Durbin-Watsonovho testu.

V ²tvrtej kapitole sme simula£ne porovnali Durbin-Watsonov test, exaktnú verziu

Durbin-Watsonovho testu a testy popísané v tretej kapitole, teda Wallisov test, Durbi-

nove testy, Breusch-Godfreyove testy a Box-Pierce-Ljungove testy. Najskôr sme nasimu-

lovali dáta bez posunutých závislých premenných medzi regresormi, no s autokoreláciou
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v tvare AR(1) procesu pre chyby regresie a vykreslili silofunkcie (obrázky (36)-(38)).

Medzi testami nie je jasný ví´az a s rastúcim po£tom dát sa silofunkcie jednotlivých

testov k sebe pribliºujú. Wallisov test sme v tomto porovnaní neuvádzali, pretoºe je

ur£ený na zis´ovanie prítomnosti autokorelácie ²tvrtého rádu a v tomto porovnaní mal

teda malú silu. Aby sme mohli porovna´ aj Wallisov test, nasimulovali sme autokorelá-

ciu v tvare AR(4) procesu. Silofunkcie testov v tomto porovnaní sa rozdelili do dvoch

skupín - na tie, ktoré vedia zis´ova´ autokoreláciu vy²²ieho rádu a tie, ktoré sú ur£ené

iba na zis´ovanie autokorelácie prvého rádu (obrázky (39) a (40)). V ¤al²ej £asti sme

pridali jednu aº ²tyri posunuté závislé premenné medzi regresory, teda sme vytvorili re-

gresné modely v tvare AR(1) aº AR(4) procesu. Najlep²ie výsledky v tomto porovnaní

dosiahli Durbinove testy.
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Príloha A.1 DURBIN-WATSONOV TEST

Príloha

A.1 Durbin-Watsonov test

A.1.1 Klasický test

DurbinWatsonTest <- function(y,X)

{

X <- as.matrix(X)

n <- length(y)

model <- lm(y ~ X)

e <- model$res

suma <- 0

for (i in 2:length(e)) suma <- suma + (e[i]-e[i-1])^2

DW <- suma/sum(e^2)

# 2.5% critical values for k'=5 and n=10-100

critvalDW <- cbind

(c(0.19143,0.69850,0.97854,1.14450,1.25461,1.33358,1.39341,1.44055,1.47884,1.51068),

c(2.74901,1.87124,1.72659,1.69160,1.68527,1.68845,1.69507,1.70284,1.71082,1.71862))

# positive autocorrelation

if (DW < critvalDW[n/10,1]) result <- "Positive autocorrelation" else

if (DW > critvalDW[n/10,2]) result <- "NO positive autocorrelation" else

result <- "inconclusive for positive autocorrelation"

# negative autocorrelation

if (DW > 2)

{

DW <- 4-DW

if (DW < critvalDW[n/10,1])

result <- paste0(result, " and ", "Negative autocorrelation") else

if (DW > critvalDW[n/10,2])

result <- paste0(result, " and ", "NO negative autocorrelation") else

result <- paste0(result, " and ", "inconclusive for negative autocorrelation")

}

return <- result

}
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A.1.2 Exaktný test A.1 DURBIN-WATSONOV TEST

A.1.2 Exaktný test

PHI <- function(t,a)

{ return

(1/apply(sqrt(1-2*t(t(matrix(a,nrow=length(a),ncol=length(t)))*t*1i)),MARGIN=2,prod)) }

f <- function(t,a)

{ (PHI(-t,a)-PHI(t,a))/(t*1i) }

DWexact <- function(y,X,start,part,hranica)

{

X <- as.matrix(X); n <- length(y); s <- length(X[1,]); m <- n-(s+1)

model <- lm(y ~ X)

e <- model$res

suma <- 0

for (i in 2:length(e)) suma <- suma + (e[i]-e[i-1])^2

DW <- suma/sum(e^2)

X1 <- cbind(rep(1,times=n),X)

M <- diag(n) - X1%*%solve(t(X1)%*%X1)%*%t(X1)

A <- vector(mode="integer",length=n)

for (i in 1:n) if (i==1 || i==n) A[i] <- 1 else A[i] <- 2

A <- diag(A)

for (i in 1:n)

if (i==1) A[i,i+1] <- -1 else

if (i==n) A[i,i-1] <- -1 else

{ A[i,i+1] <- -1

A[i,i-1] <- -1 }

tau <- eigen(M%*%A)$values

tau <- tau[1:m]

a <- tau - DW

dist <- 2

if (is.nan(Re(f(dist,a))))

while (is.nan(Re(f(dist,a)))) dist <- dist-0.1 else
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A.1.3 Beta aproximácia A.1 DURBIN-WATSONOV TEST

while (abs(Re(f(dist,a)))>hranica) dist <- dist+1

all <- (0:(part*dist))/part+start

mid <- (all[1:(length(all)-1)]+all[2:length(all)])/2

hodnAB <- f(all,a)

hodnMID <- f(mid,a)

integral <- (all[2]-all[1])/6*

(sum(hodnAB[1:(length(hodnAB)-1)])+4*sum(hodnMID)+sum(hodnAB[2:length(hodnAB)]))

F <- 1/2+1/(2*pi)*integral

pvalue <- Re(F)

if (pvalue<0.05) result <- "Autocorrelation" else result <- "NO autocorrelation"

return <- result

}

A.1.3 Beta aproximácia

DWbeta <- function(y,X)

{

X <- as.matrix(X); n <- length(y); s <- length(X[1,])

model <- lm(y ~ X)

e <- model$res

suma <- 0

for (i in 2:length(e)) suma <- suma + (e[i]-e[i-1])^2

DW <- suma/sum(e^2)

X1 <- cbind(rep(1,times=n),X)

A <- vector(mode="integer",length=n)

for (i in 1:n) if (i==1 || i==n) A[i] <- 1 else A[i] <- 2

A <- diag(A)

for (i in 1:n)

if (i==1) A[i,i+1] <- -1 else

if (i==n) A[i,i-1] <- -1 else

{ A[i,i+1] <- -1

A[i,i-1] <- -1 }

P1 <- sum(diag(A)) - sum(diag(t(X1)%*%A%*%X1%*%solve(t(X1)%*%X1)))
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A.1.4 Henshawova aproximácia A.1 DURBIN-WATSONOV TEST

Q1 <- sum(diag(A%*%A)) - 2*sum(diag(t(X1)%*%A%*%A%*%X1%*%solve(t(X1)%*%X1))) +

sum(diag((t(X1)%*%A%*%X1%*%solve(t(X1)%*%X1))^2))

E <- P1/(n-s-1)

var <- 2*(Q1-P1*E)/((n-s-1)*(n-s+1))

K <- (4-E)/E

P <- (16*K-(1+K)^2*var)/((1+K)^3*var)

Q <- K*P

pvalue <- pbeta(1/4*DW, P, Q, ncp = 0, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

if (pvalue<0.05) result <- "Autocorrelation" else result <- "NO autocorrelation"

return <- result

}

A.1.4 Henshawova aproximácia

DWhenshaw <- function(y,X)

{

X <- as.matrix(X); n <- length(y); s <- length(X[1,]); k <- s+1; m <- n-k

model <- lm(y ~ X)

e <- model$res

suma <- 0

for (i in 2:length(e)) suma <- suma + (e[i]-e[i-1])^2

DW <- suma/sum(e^2)

X1 <- cbind(rep(1,times=n),X)

A <- vector(mode="integer",length=n)

for (i in 1:n) if (i==1 || i==n) A[i] <- 1 else A[i] <- 2

A <- diag(A)

for (i in 1:n)

if (i==1) A[i,i+1] <- -1 else

if (i==n) A[i,i-1] <- -1 else

{ A[i,i+1] <- -1

A[i,i-1] <- -1 }

K <- A - A%*%X1%*%solve(t(X1)%*%X1)%*%t(X1)

E <- sum(diag(K))/(n-k)
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B.2 WALLISOV TEST

var <- 2*((n-k)*sum(diag(K%*%K))-sum(diag(K))^2)/((n-k)^2*(n-k+2))

b1 <- 8*((n-k)^2*sum(diag(K%*%K%*%K))-3*(n-k)*sum(diag(K))*sum(diag(K%*%K))+

2*sum(diag(K))^3)/((n-k)^3*(n-k+2)*(n-k+4)*var^(3/2))

b2 <- 12*((n-k)^3*(4*sum(diag(K%*%K%*%K%*%K))+sum(diag(K%*%K))^2)-

2*(n-k)^2*(8*sum(diag(K))*sum(diag(K%*%K%*%K))+sum(diag(K%*%K))*sum(diag(K))^2)+

(n-k)*(24*sum(diag(K%*%K))*sum(diag(K))^2+sum(diag(K))^4)-

12*sum(diag(K))^4)/((n-k)^4*(n-k+2)*(n-k+4)*(n-k+6)*var^2)

W <- (4*b2-3*b1^2)/(3*b1^2-2*b2+6)

Z <- (b1*(W^2-1))/((16*W+b1^2*(W+1)^2)^(1/2))

P <- 1/2*(W-Z-1)

Q <- 1/2*(W+Z-1)

Ex <- P/(P+Q)

varx <- P*Q/((P+Q)^2*(P+Q+1))

bot <- E-Ex*(var/varx)^(1/2)

top <- (var/varx)^(1/2) + bot

x <- Re((DW-bot)/(top-bot))

pvalue <- pbeta(x, P, Q, ncp = 0, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

if (pvalue<0.05) result <- "Autocorrelation" else result <- "NO autocorrelation"

return <- result

}

B.2 Wallisov test

WallisTest <- function(y,X)

{

X <- as.matrix(X); n <- length(y)

model <- lm(y ~ X)

e <- model$res

suma <- 0

for (i in 5:length(e)) suma <- suma + (e[i]-e[i-4])^2

DW4 <- suma/sum(e^2)

# 2.5% critical values for k'=5 and n=20,40,60,80,100
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C.3 DURBINOV TEST

critvalW <- cbind(c(0.469,1.001,1.234,1.365,1.450),

c(1.428,1.516,1.578,1.622,1.655))

# positive autocorrelation

if (DW4 < critvalW[n/20,1]) result <- "Positive autocorrelation" else

if (DW4 > critvalW[n/20,2]) result <- "NO positive autocorrelation" else

result <- "inconclusive for positive autocorrelation"

# negative autocorrelation

if (DW4 > 2)

{

DW4 <- 4-DW4

if (DW4 < critvalW[n/20,1])

result <- paste0(result, " and ", "Negative autocorrelation") else

if (DW4 > critvalW[n/20,2])

result <- paste0(result, " and ", "NO negative autocorrelation") else

result <- paste0(result, " and ", "inconclusive for negative autocorrelation")

}

return <- result

}

C.3 Durbinov test

DurbinTest <- function(y,X,r)

{

n <- length(y); X <- as.matrix(X)

Y <- matrix(ncol=r,nrow=n)

if (r>0) { for (i in 1:r)

{ nuly=rep(0,i)

Y[,i]=t(cbind(t(nuly),t(y[1:(n-i)]))) }

}

Z <- cbind(Y,X)

if (r>0) { Z <- Z[-(1:r),]

y <- y[-(1:r)]

n <- n-r }

model <- lm(y ~ Z)
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C.3.1 Asymptoticky ekvivalentný test C.3 DURBINOV TEST

e <- model$res

if (r==0) varb1 <- 0 else varb1 <- coef(summary(model))[,"Std. Error"][2]^2

suma <- 0

for (i in 2:n) suma <- suma + e[i]*e[i-1]

phi <- suma/sum(e^2)

h <- phi*sqrt(n/(1-n*varb1))

if (h=="NaN") return <- "NaN" else

{

if (h > qnorm(0.975, mean = 0, sd = 1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE) |

h < qnorm(0.025, mean = 0, sd = 1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE))

result <- "Autocorrelation" else result <- "NO autocorrelation"

return <- result

}

}

C.3.1 Asymptoticky ekvivalentný test

DurbinTestA <- function(y,X,r)

{

n <- length(y); X <- as.matrix(X)

Y <- matrix(ncol=r,nrow=n)

if (r>0) { for (i in 1:r)

{ nuly=rep(0,i)

Y[,i]=t(cbind(t(nuly),t(y[1:(n-i)]))) }

}

Z <- cbind(Y,X)

if (r>0) { Z <- Z[-(1:r),]

y <- y[-(1:r)]

n <- n-r }

model1 <- lm(y ~ Z1)

e <- model1$res

E <- cbind(0,t(e[1:n-1]))
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C.3.2 Test autokorelácie AR(p) C.3 DURBINOV TEST

Z2 <- cbind(t(E),Z1)

model2 <- lm(e ~ Z2)

if (coef(summary(model2))[,"Pr(>|t|)"][2] > 0.05)

result <- "NO autocorrelation" else result <- "Autocorrelation"

return <- result

}

C.3.2 Test autokorelácie AR(p)

DurbinTestARp <- function(y,X,r,p)

{

n <- length(y); s <- length(X[1,]); X <- as.matrix(X)

Y <- matrix(ncol=r,nrow=n)

if (r>0) { for (i in 1:r)

{ nuly=rep(0,i)

Y[,i]=t(cbind(t(nuly),t(y[1:(n-i)]))) }

}

Z <- cbind(Y,X)

if (r>0) { Z <- Z[-(1:r),]

y <- y[-(1:r)]

n <- n-r }

model1 <- lm(y ~ Z)

e <- model1$res

E <- matrix(ncol=p,nrow=n)

for (i in 1:p)

{ nuly=rep(0,i)

E[,i]=t(cbind(t(nuly),t(e[1:(n-i)]))) }

EZ <- cbind(E,Z)

model2 <- lm(e ~ EZ)

v <- model2$res

F <- (t(e)%*%E%*%solve(t(E)%*%E-t(E)%*%Z%*%solve(t(Z)%*%Z)%*%t(Z)%*%E)%*%t(E)%*%e)*

(n-p-r-s)/(t(v)%*%v*p)
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D.4 BREUSCH-GODFREYOV TEST

if (p*F > qchisq(.95,df=p)) result <- "Autocorrelation" else

result <- "NO autocorrelation"

return <- result

}

D.4 Breusch-Godfreyov test

BreuschGodfreyTest <- function(y,X)

{

n <- length(y); X <- as.matrix(X)

model1 <- lm(y ~ X)

e <- model1$res

E <- cbind(0,t(e[1:n-1]))

X2 <- cbind(X,t(E))

model2 <- lm(e ~ X2)

R2 <- summary(model2)$r.squared

if (n*R2 > qchisq(.95,df=1)) result <- "Autocorrelation" else

result <- "NO autocorrelation"

return <- result

}

D.4.1 Test autokorelácie AR(p)

BreuschGodfreyTestARp <- function(y,X,p)

{

n <- length(y); X <- as.matrix(X)

model1 <- lm(y ~ X)

e <- model1$res

E <- matrix(ncol=p,nrow=n)

for (i in 1:p)

{ nuly=rep(0,i)

E[,i]=t(cbind(t(nuly),t(e[1:(n-i)]))) }
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D.4.2 Asymptoticky ekvivalentný test D.4 BREUSCH-GODFREYOV TEST

X2 <- cbind(X,E)

model2 <- lm(e ~ X2)

R2 <- summary(model2)$r.squared

if (n*R2 > qchisq(.95,df=p)) result <- "Autocorrelation" else

result <- "NO autocorrelation"

return <- result

}

D.4.2 Asymptoticky ekvivalentný test

BreuschGodfreyTestEq <- function(y,X,r,p)

{

n <- length(y); X <- as.matrix(X)

Y <- matrix(ncol=r,nrow=n)

if (r>0) { for (i in 1:r)

{ nuly=rep(0,i)

Y[,i]=t(cbind(t(nuly),t(y[1:(n-i)]))) }

}

Z <- cbind(Y,X)

if (r>0) { Z <- Z[-(1:r),]

y <- y[-(1:r)]

n <- n-r }

model1 <- lm(y ~ Z)

e <- model1$res

E <- matrix(ncol=p,nrow=n)

for (i in 1:p)

{

nuly=rep(0,i)

E[,i]=t(cbind(t(nuly),t(e[1:(n-i)])))

}

LM <- t(e)%*%E%*%solve(t(E)%*%E-t(E)%*%Z%*%solve(t(Z)%*%Z)%*%t(Z)%*%E)%*%t(E)%*%e*n/

(t(e)%*%e*p)
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E.5 BOX-PIERCOV TEST

if (p*LM > qchisq(.95,df=p)) result <- "Autocorrelation" else

result <- "NO autocorrelation"

return <- result

}

E.5 Box-Piercov test

BoxPierce <- function(y,X,r,m)

{

n <- length(y); X <- as.matrix(X)

Y <- matrix(ncol=r,nrow=n)

if (r>0) { for (i in 1:r)

{ nuly=rep(0,i)

Y[,i]=t(cbind(t(nuly),t(y[1:(n-i)]))) }

}

Z <- cbind(Y,X)

if (r>0) { Z <- Z[-(1:r),]

y <- y[-(1:r)]

n <- n-r }

model <- lm(y ~ Z)

e <- model$res

R <- matrix(ncol=m,nrow=1)

for (j in 1:m)

{

suma <- 0

for (i in (j+1):n) suma <- suma + e[i]*e[i-j]

R[j] <- suma/sum(e^2)

}

Q <- n*sum(R^2)

if (Q > qchisq(.95,df=(m-r))) result <- "Autocorrelation" else

result <- "NO autocorrelation"

return <- result

}
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E.5.1 Upravený Ljung-Boxov test E.5 BOX-PIERCOV TEST

E.5.1 Upravený Ljung-Boxov test

revisedLjungBox <- function(y,X,r,m)

{

n <- length(y); X <- as.matrix(X)

Y <- matrix(ncol=r,nrow=n)

if (r>0) { for (i in 1:r)

{ nuly=rep(0,i)

Y[,i]=t(cbind(t(nuly),t(y[1:(n-i)]))) }

}

Z <- cbind(Y,X)

if (r>0) { Z <- Z[-(1:r),]

y <- y[-(1:r)]

n <- n-r }

model <- lm(y ~ Z)

e <- model$res

R <- matrix(ncol=m,nrow=1)

for (j in 1:m)

{

suma <- 0

for (i in (j+1):n) suma <- suma + e[i]*e[i-j]

R[j] <- suma/sum(e^2)

}

suma <- 0

for (j in 1:m) suma <- suma + R[j]^2/(n-j)

rQ <- n*(n+2)*suma

if (rQ > qchisq(.95,df=(m-r))) result <- "Autocorrelation" else

result <- "NO autocorrelation"

return <- result

}
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