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Abstrakt

STRBOVA, Silvia: Testy autokorelacie v regresnych modeloch [Diplomova préacal, Uni-
verzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra
aplikovanej matematiky a Statistiky; Skolitel: Mgr. Jan Somor¢ik, PhD., Bratislava,
2016, 113 s.

V nasej praci sa zaoberame testami autokorelacie chyb v regresnych modeloch. Cie-
Tom prace bolo simula¢ne porovnat rozne testy autokorelacie v roznych druhoch linear-
nych regresnych modelov. V préaci sme uviedli mnoho testov, z ktorych sme sa najviac
venovali Durbin-Watsonovmu testu, pri ktorom sme interval nerozhodnosti beznej ver-
zie tohto testu vyriesili pouzitim exaktnej verzie, pripadne vypoctovo menej naro¢nych
aproximécii. Dalej sme skimali Wallisov test na testovanie Stvrtro¢nej autokorelacie,
tri verzie Durbinovho testu, ktoré testuju autokorelédciu v regresnom modeli s posu-
nutymi zavislymi premennymi medzi regresormi, dva typy Breusch-Godfreyovho testu,
Box-Piercov a upraveny Ljung-Boxov test. Tieto testy sme aplikovali na nasimulované
data bez autokorelacie a s autokorelaciou chyb regresie prvého a stvrtého radu. f)alej
sme simulac¢ne porovnali spravanie sa testov v pripade, Ze regresné modely mali tvar
AR(1) az AR(4) procesu. Skumali sme pravdepodobnost chyby prvého druhu a silu

testov.

Krluacové slova: autokorelcia, linearny regresny model, simula¢né porovnanie,
Durbin-Watsonov test, exaktna verzia Durbin-Watsonovho testu, Beta aproximécia,
Henshawova aproximacia, Wallisov test, Durbinove testy, Breusch-Godfreyove testy,

Box-Pierce-Ljungove testy



Abstract

STRBOVA, Silvia: Autocorrelation tests in regression models [Master Thesis|, Co-
menius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics,
Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: Mgr. Jan Somor¢ik,
PhD., Bratislava, 2016, 113 p.

In our work we investigate tests for autocorrelated errors in regression models. The
purpose of our study was to compare different tests for autocorrelation in different types
of linear regression models. In the work we described a number of tests, from which we
focused the most on the Durbin-Watson test and we solved an inconclusion problem of
common type of this test with exact version and less computationally expensive appro-
ximations. Further we investegated the Wallis test for testing seasonal autocorrelation,
three versions of the Durbin test for a regression containing lagged values of the depen-
dent variable, two types of the Breusch-Godfrey test, the Box-Pierce and the revised
Ljung-Box test. We applied these tests on simulated data without autocorrelation and
with autocorrelation of errors of the first and the fourth degree. Then we compared
performance of tests in case of AR(1) to AR(4) regression models. We analysed the
probability of type I error and the power of tests.

Keywords: autocorrelation, linear regression model, simulation comparison,
Durbin-Watson test, exact version of Durbin-Watson test, Beta approximation,
Henshaw approximation, Wallis test, Durbin tests, Breusch-Godfrey tests,

Box-Pierce-Ljung tests
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Zoznam pouzitych symbolov

y=XB+c¢

€ = Yer1 + Wy

™ > @ :>< <

(O

k/

regresny model

model pre chyby v tvare AR(1) procesu

n x 1 vektor zavislych premennych

n X k matica vysvetlujucich premennych

k x 1 vektor koeficientov prisliuchajicich k vysvetlujicim premennym
odhad vektora 8 metodou najmensich §tvorcov

n X 1 vektor skuto¢nych chyb v modeli

n x 1 vektor rezidui

koeficient autokorelacie

n x 1 vektor bieleho Sumu

pocet merani

pocet vysvetlujicich premennych bez absolutneho ¢lena,

pocet vysvetlujiacich premennych



Uvod

V zéakladnej teorii o linearnych regresnych modeloch sa predpokladaju nezavislé
chyby, preto je dolezité vediet otestovat pritomnost autokorelacie chyb v linearnej re-
gresii.

Taktiez pri tvorbe regresnych modelov je potrebné uréit, ¢i nami zvolené regresory
spravne modeluji urcité data. Indikadtorom toho, ¢i je model spravny, teda ¢i dostatocne
vysvetluje varianciu zavislej premennej, je ¢asto aj to, ¢i si chyby € tohto regresného
modelu autokorelované, alebo nie. V pripade pritomnosti autokorelicie je rozumné
zmenit regresny model a pridat d'alsie vysvetlujiuce premenné, pretoZe nami zvolené
regresory nevysvetluji celi varianciu zavislej premennej.

Na testovanie pritomnosti autokorelacie chyb v modeli boli vyvinuté viaceré testy.
Problémom vSak bolo, ze v ¢ase ich tvorby eSte nebola dostupna vykonna vypoctova
technika, a preto autori testov ¢asto robili vypocty ru¢ne. Tym paddom neprichadzalo

do uvahy simula¢né porovnanie testov, ale iba porovnanie na konkrétnych sadach dat.

Nasa praca pozostéava zo Styroch kapitol. V prvej kapitole popisujeme regresny model
a tvar modelu pre chyby ¢, ako aj hypotézy, ktoré budeme testovat.

V druhej kapitole sa venujeme Durbin-Watsonovmu testu autokorelacie chyb, ktory
je velmi pouzivany. Jeho problém vsak spociva v intervale nerozhodnosti, kedy test
nevie rozhodnit, ¢ zamieta nulovi hypotézu o nulovej autokorelacii chyb modelu. Z
tohto dovodu sme uviedli exaktni verziu tohto testu, ktora je rozhodna vo vsetkych pri-
padoch, avsak, na rozdiel od klasického Durbin-Watsonovho testu, vysledok zamietania
zavisi od matice regresorov a je ovela vypoctovo naroc¢nejsia. Pri praktickom pouziti
tejto exaktnej metody sme potrebovali najst kompromis medzi presnostou a trvanim
vypoc¢tu pri volbe jej parametrov. Viaceré moznosti sme porovnali simulac¢ne. Kvoli
casovej narocnosti exaktnej verzie Durbin-Watsonovho testu, ktora sa prejavi hlavne
pri velkom pocte dat, sme dalej skiamali aproximacie presného rozdelenia testovacej
Statistiky, konkrétne Beta aproximaciu a Henshawovu aproximaciu. VSetky tieto verzie
Durbin-Watsonovho testu sme nasledne porovnali z pohladu pravdepodobnosti chyby

prvého druhu, ¢asovej naro¢nosti a sily testov.
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V tretej kapitole uvadzame dalSie testy autokorelacie. Vychadzali sme zo zoznamu
testov, ktoré uviedli Johnston a DiNardo v knihe [12]. Popisujeme Wallisov test na
testovanie autokorelacie stvrtého radu, tri verzie Durbinovho testu na testovanie pri-
tomnosti autokorelicie v pripade regresného modelu s posunutymi zavislymi premen-
nymi medzi regresormi, Breusch-Godfreyov test a ich test asymptoticky ekvivalentny
k Durbinovmu testu, Box-Piercov a upraveny Ljung-Boxov test.

V poslednej kapitole simula¢ne porovname vsetky testy. Najskor na datach bez po-
sunutych zavislych premennych medzi regresormi porovname testy z pohladu pravde-
podobnosti chyby prvého druhu a sily, pricom simulované autokorelacia chyb je prvého
alebo stvrtého radu. Nasledne pridame medzi regresory jednu az $tyri posunuté hod-
noty zavislej premennej a skiimame silofunkcie jednotlivych testov.

V prilohach sme uviedli funkcie na vykonanie vSetkych testov naprogramované v

programe R.

11



1 MODEL A POPIS PROBLEMU

1 Model a popis problému
Majme regresny model v tvare
y=XpB+e, (1)

kde y je n x 1 vektor zavislych premennych, X je n X k matica regresorov, [ je k x 1
vektor regresnych koeficientov a € je n x 1 vektor skuto¢nych chyb v modeli, pricom n

je pocet dat a k je pocet regresorov vratane absolatneho ¢lena.

Predpokladajme, Ze chyby € tohto regresného modelu st modelované AR(1) proce-
som, teda

€t = PEr—1 + Wy, (2)

kde |p| < 1 je pevna nezndma konstanta a w; je gaussovsky biely Sum, ¢ize postupnost
navzajom nezavislych, rovnako rozdelenych ndhodnych premennych, ktoré maji nor-

malne rozdelenie s nulovou strednou hodnotou a varianciou 2.

Chceme testovat pritomnost autokorelacie, teda ¢i ¢ = 0 alebo ¢ # 0. V zéavislosti
od povahy dat nas moze zaujimat pritomnost pozitivne]j alebo negativnej autokorelacie.

Test pre pozitivnu autokorelaciu je
Hy:p=0vs. H :p>0,

teda nulova hypotéza je, ze v datach sa nevyskytuje autokorelacia a alternativna hy-
potéza je, Ze chyby v regresii si pozitivne autokorelované.

Negativnu autokorelaciu testujeme
Hy:9o=0vs. H : ¢ <0.

Podl'a ¢lanku [4] sa v datach ekonomického charakteru zviésa objavuje pozitivna au-
tokorelacia.
Ak nevieme urcit, aka autokorelaciu v datach ocakdvame, pouZzijeme obojstranny
test
Hy:p=0vs. H: ¢ #0.

12



1 MODEL A POPIS PROBLEMU

Testujeme teda nulova hypotézu, ze v modeli sa nevyskytuje autokorelacia chyb proti
alternativnej hypotéze, Ze v modeli je pritomnéa autokorelacia modelovana AR(1) pro-

cesom.

Moze sa zdat jednoduchSie rovno pouzit obojstranny test, pricom nemusime vopred
vediet charakter autokorelacie. To je sice pravda, ale jednostranné testy na pozitivnu
a negativnu autokoreldciu maju vyssiu silu testu, takze ak vieme vopred odhadnut po-

vahu autokorelacie, je vyhodnejsie testovat jednostrannym testom.

KedZe hypotézy sa tykaju skutocnych chyb e, ktoré nevieme sledovat, v testoch

budeme vyuzivat ich odhady metdédou najmensich Stvorcov, teda rezidué

kde /3’ je odhad vektora regresnych koeficientov 8 metédou najmengich Stvorcov.

13



2 DURBIN-WATSONOV TEST

2  Durbin-Watsonov test

Asi najznamejSim testom na testovanie autokorelacie chyb v linearnych regresnych

modeloch je Durbin-Watsonov test, ktory v roku 1950 uviedli autori Durbin a Watson

v ¢lanku [3].

Durbin-Watsonova testovacia Statistika je definovana nasledovne:

d = Z?:Q(éz _Aét—l)z . (4)
Zt:1 5%

Kedze stredné hodnota rezidui je 0, o¢akdvame, Ze rezidua budu rozlozené okolo

horizontalnej priamky é = 0. Ak st rezidud pozitivne autokorelované (obrazok 1),
hodnoty (é;—£;_1) budi malé v porovnani so samotnymi reziduami, a teda aj testovacia
Statistika bude malé ¢islo. V pripade pozitivnej autokoreldcie maju rezidud tendenciu

byt blizko pri sebe, a teda rezidu& sa dlho nachadzaja bud nad horizontalnou osou

alebo pod nou.

s

o I lp——

Obr. 1: Pozitivna autokorelacia v Durbin-Watsonovom teste. Obrazok je prebraty z [12].

Naopak, v pripade negativnej autokorelacie (obrazok 2) je hodnota (¢, —&;_1) velké
¢islo oproti reziduam, a teda aj testovaciu Statistiku o¢akédvame velku. V pripade ne-

gativnej autokorelacie maja rezidua tendenciu preskakovat horizontalnu os.

Teda testovacia Statistika d bude malé ¢islo pre pozitivne autokorelované rezidua a
velké pre negativne autokorelované rezidua. Pre ndhodné rezidud, teda také, v ktorych

nie je autokorelacia, bude mat testovacia Statistika ,stredni* hodnotu a rezidua nebudu

14



2 DURBIN-WATSONOV TEST

(s

Obr. 2: Negativna autokorelécia v Durbin-Watsonovom teste. Obrazok je prebraty z [12].

mat tendenciu na dlhé zotrvavanie nad alebo pod osou € = 0, ani na preskakovanie tejto
0sl.
Statistiku (4) mo6zeme upravit do tvaru
no a2 n a9 no oA oA
d— Dol T 91— 2D g b
= — .
Dt C

Pre velké n potom dostavame testovaciu Statistiku v pribliznom tvare

d~2(1-¢), (5)
kde
N Z?—Q étét—l
90:+€<—171>- (6)
> i1 &
€1 €2 En—1
¢ je zhruba vyberovy korela¢ny koeficient ziskany z dat (A ), (A ), . < R >
E9 €3 En

Zaroven je to odhad pre parameter autokorelacie .

Z (5) vidime, zZe testovacia Statistika d nadobuda hodnoty medzi 0 a 4. Pri nulovej
autokorelacii (¢ = 0) oCakavame aj odhad ¢ rovny nule, a teda Statistiku d rovnua 2.
Pozitivna autokorelacia (¢ > 0) bude mat kladny odhad ¢, a preto d bude nadobudat
hodnoty z intervalu (0, 2). Negativna autokorelacia (¢ < 0) bude mat zaporny odhad

¢ a prejavi sa testovacou Statistikou z intervalu (2, 4).

Vzhladom na to, Ze rozdelenie pravdepodobnosti testovacej Statistiky d zavisi od
matice X (€lanok [3]), univerzalne presné kritické hodnoty, ktoré by pokryvali vSetky

pripady, nie je mozné vy¢islit. Durbin a Watson preto stanovili horné (dy) a dolné (dy)

15



2 DURBIN-WATSONOV TEST

hranice pre presné kritické hodnoty. Tieto hranice zavisia iba od po¢tu merani (n) a
poc¢tu regresorov (k — 1) a pouzivaju sa na testovanie hypotézy o nulovej autokorelacii

proti alternativnej hypotéze o pozitivnej autokorelacii prvého stupna.
Hy:o=0vs. H : p>0
Testovacia procedira (obrazok 3) je nasledovna:

1. Ak d < dj, zamietame hypotézu o nulovej autokorelécii a prijimame hypotézu o

pozitivnej autokorelacii.
2. Ak d > dy, nezamietame nulovia hypotézu.

3. Ak di, < d < dy, tak test je nerozhodny (inconclusive).

0 d L d(_; —l

1 1 1 ]
T T T 1

reject Hy inconclusive do not reject Hy

Obr. 3: Testovacia procedura pozitivnej autokorelacie.

Ak je hodnota testovacej Statistiky vécsia ako 2, mohla by nas zaujimat pritom-
nost negativnej autokorelacie. Budeme testovat nulovii hypotézu o ziadnej autokorelacii

proti alternativnej hypotéze o negativnej autokorelacii.
Hy:p=0vs. H :9p<0

Test prebieha tak, ze vyratame ,,symetricki“ hodnotu testovacej Statistiky, teda 4 —d a
vysledok porovname s kritickymi hodnotami dy, a dy pre testovanie pozitivnej autoko-
relécie, ¢o je ekvivalentné porovnaniu statistiky d so symetrickymi kritickymi medzami

4—dLa4—dU.

Obojstranny test urobime kombinaciou jednostrannych testov. Hy zamietame, ak d
je mensie ako dj, alebo vicsie ako 4 —dy, a Hy nezamietame, ak je d medzi dy a 4 — dy.
V ostatnych pripadoch je test nerozhodny. Testovaciu procediru vidime na obrazku 4.

Pozor v8ak na hladinu vyznamnosti tohto obojstranného testu. Ak pouzijeme pit-
percentné kritické hodnoty dy a dy, tak obojstranny test nebude zamietat na hladine

vyznamnosti 5%, ako je to pri jednostrannom teste, ale na hladine vyznamnosti 10%.

16



2 DURBIN-WATSONOV TEST

Positive antocorrelation Negative autocorrelation
0 dL dU 2 41—{1{[; 4*(5;__ 4
L 1 1 1 1 1 ]
T T T T T T 1
reject Hy inconclusive do not reject Hy inconclusive  reject Hy

Obr. 4: Testovacia procedura obojstranného testu.

Pre dosiahnutie hladiny vyznamnosti 5% musime pouzit 2.5-percentné kritické hodnoty.

Povodné tabulky pre kritické hodnoty dy, a dyy boli vypocitané pre n medzi 15 a 100
a pre maximalny pocet regresorov 5. V roku 1977 Savin a White rozsirili tieto tabulky
pre 6 < n < 200 a maximalne 10 regresorov (¢lanok [16]). Kritické hodnoty v8ak boli
vypocitané iba na hladine vyznamnosti 1% a 5%. Dnes u7 s na internete (stranka
Standfordskej univerzity [17]) dostupné aj kritické hodnoty na hladine vyznamnosti

2.5% a pre vicsie hodnoty n.

Pouzitie Durbin-Watsonovho testu ma 2 dolezité predpoklady. Regresia musi za-
hinat konstantny c¢len a matica X musi byt nendhodnéa. Teda medzi regresormi sa
nesmi nachadzat posunuté hodnoty zavislej premennej. Kombinécia posunutych hod-
not y a pozitivnej autokorelacie vychyli Durbin-Watsonovu Statistiku nahor, ¢o vedie
k mylnym zaverom. V pripade, Ze regresia neobsahuje konstantny ¢len, horna hranica
dy Durbin-Watsonovho testu stale plati, ale dolna hranica d;, musi byt nahradena hod-

notou dys. Tieto hodnoty uverejnil v roku 1980 Farebrother v ¢lanku [7].

Aj v pripade splnenych predpokladov mé vSak Durbin-Watsonov test velky nedos-
tatok v podobe intervalu nerozhodnosti, ktory moze byt, hlavne v pripade malého n,
dost velky.

Konzervativny prakticky pristup je zamietnutie nulovej hypotézy aj v pripade, zZe
test je nerozhodny. Hodnota dy sa teda stava klasickou kritickou hodnotou a H, za-
mietame, ak d < dy. Nasledky prijatia nulovej hypotézy v pripade, ze chyby v regresii
st autokorelované, su vaznejsie, ako nasledky z nespravneho urcenia pritomnosti au-
tokorelacie, ¢im prinajhorsom skomplikujeme model. Pri takomto sposobe testovania

v8ak stracame pravdepodobnost chyby prvého druhu 5%.
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2.1 Exaktny test 2 DURBIN-WATSONOV TEST

Funkciu na vypocet obojstranného Durbin-Watsonovho testu v programe R [15] sme
uviedli v prilohe A.1.1. Vstupom funkcie je vektor zavislych premennych y a matica
regresorov X bez jednotkového stipca.

Cast o klasickom Durbin-Watsonovom teste sme vypracovali podl'a knihy [12] a ¢lan-
kov 3] a [4]. V dalsich podkapitolach sa budeme venovat moznym rieSeniam problému

intervalu nerozhodnosti.

2.1 Exaktny test

Interval nerozhodnosti v Durbin-Watsonovom teste vznik& preto, ze rozdelenie tes-
tovacej Statistiky d zavisi od matice regresorov X. Teda nie je mozné urcit vSeobecne

platné hranice na posudzovanie ,kritickosti“ testovacej Statistiky d.

V roku 1976 prisli autori L’Esperance, Chall a Taylor v ¢lanku [13] s rieSenim v po-
dobe Exaktného testu, ktory spociva v urc¢eni presnej distribu¢nej funkcie pre Durbin-
Watsonovu testovaciu Statistiku d v zavislosti od matice X a néslednom vy¢isleni p-
hodnoty testu. Tento test je vypoctovo ovela naro¢nejsi ako klasicky Durbin-Watsonov

test, avSak pri dneSnom pokroku vypoctovej techniky je otdzkou niekolkych sekind.

Zapis Durbin-Watsonovej Statistiky (4) je ekvivalentny so zapisom
g'Aé
d = T 7
gl'e (™

kde £ je vektor rezidui a A je redlna symetrickd matica

(1 —1 0 0 0 0]
12 1 0 0 0
Lo e 0 0 0 N
0 0 0 12 1
0 0 0 0 -1 1|

Podla ¢lanku [5] ma Durbin-Watsonova testovacia tatistika d rovnaké rozdelenie
pravdepodobnosti ako ndhodny zlomok

U 4 - 4 T,
uj + -,

U
= v’ (9)
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2.1 Exaktny test 2 DURBIN-WATSONOV TEST

kde uq, ..., u,, st nezavislé, rovnako rozdelené premenné zo Standardného normalneho
rozdelenia, pricom m = n — k, n je poc¢et dat (pocet riadkov matice X), k je pocet
regresorov (pocet stlpcov matice X vratane jednotkového stipca) a 7 < --- < 7, st

nenulové vlastné ¢isla matice M A, kde M je idempotentna matica
M=1I,—-XXX)X' (10)

a X je matica regresorov s prvym stipcom jednotkovym.

Pravdepodobnost, Ze testovacia Statistika d bude véac¢sia ako nejakd jej konkrétna

hodnota dy, pretransformujeme do tvaru:

P(d>d0):P<%>d0) — P(U > Vdy) = P(U~Vdy > 0) = P(Q > 0) = 1 — F(0),

(11)
kde

m

Q=U-Vdy=Y (- do)u (12)

J=1

a F(...) je distribu¢na funkcia ndhodnej premennej Q.

Charakteristickt funkciu pre @ uviedli Durbin a Watson v ¢lanku [5]:

1
O(t) = — —, (13)
Hj:l(l — 2iayt)®
kde Q; =T; — dg.
Podla Lévyho vety plati:
F(Q) - F(0) = — / 0 L (14)
o) it ’

Kendall a Stuart ukazali, ze F(Q) je mozné prepisat do tvaru

11 [®eRD(—t) — e PP(t)

HQ =55/, it

dt. (15)

My vsak podla (11) potrebujeme iba hodnotu F'(0), takze integrél sa zjednodusi na

F(0) = % + % Ooo wdt. (16)

Tento integral vycislime pouzitim Simpsonovho pravidla. Interval, na ktorom integru-

jeme, rozdelime na mensgie intervaly [a, b] a na kazdom malom intervale aproximujeme
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2.1 Exaktny test 2 DURBIN-WATSONOV TEST

hodnotu integralu pomocou Simpsonovho pravidla:

leﬂﬂdvib—a[ﬂ@+ﬁf(a;b)+fwﬂ. (17)

6

Vysledny integral v (16) je potom stétom aproximadcii na jednotlivych malych interva-

loch.

Pri testovani pritomnosti pozitivnej autokorelacie, p-hodnotu vypocitame ako plo-
chu pod hustotou rozdelenia d nalavo od testovacej tatistiky do, teda podla (11) ako
F(0). Naopak, ak testujeme negativnu autokorelaciu, tak ratame plochu napravo od

dy, ¢o je 1 — F(0). Vypocet p-hodnoty pri jednostrannom teste vidime na obrazku 5a.

| (a)

| (b)

P[tf << d[]) = P(d = (.ll[]) =
= P(Q<0) = =P(Q>0)=
— F(0) — 1 F(0)

do min(dy, 4 — dy) mar(dy, 4 — dy)

Obr. 5: Vypocet p-hodnoty Exaktnym testom: (a) jednostranny test (b) obojstranny test.

V pripade obojstranného testu je p-hodnota sic¢tom dvoch ploch, ako vidime na
obrazku 5b. Ak je dy > 2, tak zratame plochu nalavo od 4 — dy a plochu napravo od dj.
Ak je dy < 2, tak zratame plochu nalavo od dy a napravo od 4 — dy. V tomto pripade
v8ak musime ratat hodnotu F'(0) dvakrat - raz pre dy a raz pre 4 — dy, preto sa ¢asova

naro¢nost vypoctu zdvojnésobi.

Funkcie na vypocet Exaktného testu sme naprogramovali v programe R [15]. Verziu
pre test pozitivnej autokorelacie najdeme v prilohe A.1.2 pod nazvom DWexact. Funkcia
ma tri parametre. Parameter start je startovaci bod, ktory popisujeme v Casti 2.1.2.3,
parameter part je pocet ¢asti, na ktoré rozdelime interval dlzky 1, ¢ize je to prevratena

hodnota delenia z casti 2.1.2.2 a parameter hranica je spominany v casti 2.1.2.1.
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2.1 Exaktny test 2 DURBIN-WATSONOV TEST

2.1.1 Realnost integrovanej funkcie

Vysledné ¢islo F'(0) je, samozrejme, redlne ¢islo, ale ukazeme, Ze aj funkcia, ktora
integrujeme v (16) pri ziskavani F'(0), je redlna, takze nie je potrebné v programe R

integrovat komplexnt funkciu, sta¢i jej redlna cast.

Plati:

1 B 1 [1(1—2ia;t)® —[1(142ia;t)?
O(—t) —®()  [a+2ia;02  [I(1-2iat)2 _ [1(1+2ia;t)2 [[(1-2iat)?
it it it
~TI( = 2ia;t)2 — TI(1 + 2iazt)s  [I(1 — 2ia;t)s — [1(1 + 2ia;t)>

it - TI(1 + 2ia;t)z (1 — 2iajt)2 it - T + 2ia;t)(1 — 2ia t)]2
[1(1 = 2ia;t)z — [T(1 + 2ia;t)z  []J(1 — 2ia;t)z — [J(1 + 2ia;t)z

_ : _ : . (8
it - TT[1 — 4i%a512]2 it - TT[1 + 4a3t?]2 (18)

kde J][1 + 4a§t2]% je realne, takze d'alej sa budeme zaoberat iba zvyskom vyrazu.
101 — 2ia;t)2 — [1(1+ 2ia;t)2  [[1(1 — 2ia;t)]z — [[T(1 + 2ia;t)]2 (19)

it it
Komplexné vyrazy v Citateli teraz prevedieme do polarneho tvaru, v ktorom je ope-

racia nasobenia jednoduchsia.

142ia;t = (/1 4 4a3t?-(cos(arctan(2a;t))+isin(arctan(2a;t))) = 7;-(cos(@;)+isin(g;)),

(20)
kde r; = /1 +4a3t? a ; = arctan(2a;t).
Podobne dostavame aj
1 — 2iajt = /1 + 4a3t? - (cos(arctan(—2a;t)) + i sin(arctan(—2a;t))) =
=715 - (cos(—p;) +isin(—g;)) = r; - (cos(ip;) +isin(—yp;)), (21)
pricom sme vyuzili neparnost arkustangensu, teda arctan(—2a;t) = — arctan(2a;t) =
—p; a parnost kosinusu, ¢ize cos(—g;) = cos(p;).
Urobime stc¢in m tychto vyrazov:
H(l +2ia;t) =111y - (cos(or + -+ @) Fisin(er + -+ o)) (22)
H(l —2ia;t) =1y 1Ty - (cos(or -+ @m) Fisin(—er — - — om)) (23)
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2.1 Exaktny test 2 DURBIN-WATSONOV TEST

a odmocnime:

[H(1 + 2@1&)} P () - (cos(PE L Py (A Py oy

2 2
[H(l — 22’6@-25)}; = (ry 1) - (COS(W) + isin(—w» =
= (ry 1) - (COS(_QO1 = 2 +_¢m) - isin(_@l = 2 . som))’ (25)

pricom program R neuvazuje odmocnenie s faizovym posunom, takze tuto komplikaciu

nemusime uvazovat. Z neparnosti sinusu vyplyva sin(—£5F0m) — — gip (L1t tem )

Ziskané vysledky dosadime do vyrazu (19):

1 Lt om e o1t om Lt e o1tom
(- rm)2 - [(cos(BEEFREm) — isin(BEERem)) — (cos(BEE7HEm) + dsin(ERem )]
it
G Tyn)? - [—20 sin(QEtem)) G Tp)? - [—2sin( @1t Eem ) (26)
- it N t ’

¢o je redlny vyraz.

2.1.2 Praktické pouzitie

Ked chceme tuto exaktni metdédu testovania redlne pouzit, musime vyrieSit 3 za-

sadné otazky:

1. Po¢itame numericky odhad integralu v (16) na nekone¢nom intervale, takze vy-

pocet musime niekde ukoncit tak, aby bola strata zanedbatelna.

2. Simpsonovo pravidlo pouzivame na intervale [a, b, teda potrebujeme zvolit do-

statoCne jemné delenie, ale zase nie prili§ jemné, aby vypocet netrval prili§ dlho.

3. Potrebujeme urcit zaciato¢ny bod vypoctu integralu, ¢o najblizsie k nule, ale nie

nulovy, pretoze v menovateli integrovanej funkcie by bola nula.

V celej praci budeme porovnavat rozne testy, pripadne rozne nastavenia parametrov

testov, simulac¢ne. Postup simulécie bude nasledovny:

1. Zvolime velkost matice X, teda pocet riadkov n a pocet stlpcov k a vygeneru-
jeme jej hodnoty, pri¢om prvy stipec bude jednotkovy. Zvolime vektor regresnych
koeficientov 3, ktory ma dizku k. Zvolime varianciu o2 bieleho §umu a hodnotu

. Ak simulujeme pripad, ze Hy plati, tak ¢ bude nulové.
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2.1 Exaktny test 2 DURBIN-WATSONOV TEST

2. Vygenerujeme vektor bieleho Sumu w z normélneho rozdelenia s parametrami 0

a o?l.
3. Dopocitame y podla (2) a (1).

4. ,Zabudneme“ vSetko okrem X a y a nechame prislusny test overit pritomnost

autokorelacie.

Body 2-4 potom opakujeme, kym nemame dost simulécii na vyhodnotenie pravde-
podobnosti chyby prvého druhu, teda pravdepodobnosti, Ze test Hy zamietne napriek
tomu, Ze Hy plati. Zamietame na hladine vyznamnosti 5%, teda idedlne by testy mali

v 5% pripadov zamietnut Hy, aj ked Hj plati.

V naSich simulaciach sme vektor regresnych koeficientov 3 generovali z rozdelenia
N(0, 1), maticu regresorov X z rozdelenia N (5,10) a variancia o2 bieleho umu bola 4.

Pocet regresorov bez konstantného ¢lena bol 5 a pocet dat n sme menili.

Vsetky vypocty uvedené v tejto praci sme robili na pocitaci znacky Asus s proce-
sorom Intel Core i3, pamdtou RAM 4GB a opera¢nym systémom Windows 7. Tomu

zodpovedaju idaje o trvani jednotlivych vypoctov.

2.1.2.1 Dizka integra¢nej oblasti

Aby sme zodpovedali prvii otazku o ,,dlzke“ integra¢nej oblasti, vykreslime grafy
funkcii, z ktorych ratame integral. Tvar tychto funkcii zavisi od n, preto ho vykreslime
pre rozne hodnoty a sledujeme zmeny. Pre kazdd hodnotu n sme urobili 100 simulacif a
vykreslili grafy integrovanej funkcie. Vysledky vidime na obrazkoch 6 a 7. Vykreslenie
grafov sme zopakovali aj pre iné matice X, pricom charakter grafov zostal zachovany,

ale tieto grafy uz v praci neuvadzame.

V8imnime si, ze pre malé n nadobuda fukcia nizke hodnoty pre t blizke nule, ale
k nulovej hladine sa priblizuje pozvolne a je priblizne nulova az pre relativne velké
t. Ked zvySujeme n, tak funkcia sice nadobuda ¢im dalej, tym vyssie hodnoty pre ¢
blizke nule, ale k nule sa priblizuje ovela prudsie. (Pozor aj na zmenu mierky grafov,

pre n = 10 je graf vykresleny az po t = 5, zvysné grafy si vykreslené iba po t = 1.)
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Obr. 6: Integrovana funkcia pre n = 10 — 40.
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integrovana funkcia pre n=50
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Obr. 7: Integrovana funkcia pre n = 50 — 80.
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Vidime teda, ze interval, na ktorom budeme ratat integral nebude rovnaky pre vSetky
pripady, a teda nemozeme pouzit vieobecni dlzku intervalu, na ktorom budeme integ-
rovat funkciu. Ak by sme ju nastavili prili§ mald, tak v pripadoch n = 10 by sme
prichadzali o presnost. Naopak, ak by sme ju nastavili prili§ velku, tak v pripadoch,
kedy funkcia rychlo klesne, by sme integral ratali na zbyto¢ne velkom intervale, o,

hlavne pri drobnom deleni, moéze sposobovat velké navySenie ¢asovej naro¢nosti.

Tento problém sme vyriesili tak, ze sme urcili hranicu a integral sme ratali dovtedy,
kym hodnota integrovanej funkcie nebola nizsia ako hodnota danej hranice. Tento test
sme vykonéavali od hodnoty ¢ = 2 a kym bola hodnota funkcie vyssia ako hranica,
tak sme t zvySili o 1. Akd by v8ak mala byt hodnota hranice? Simula¢ne sme po-
rovnali viaceré moznosti. Porovnavali sme ich z pohladu presnosti vypoc¢tu p-hodnoty,
pravdepodobnosti chyby prvého druhu, ¢asovej naroc¢nosti a rozlozenia nasimulovanych
p-hodnoét na intervale [0, 1], totiz ak plati Hy, tak p-hodnoty by mali mat rovnomerné
rozdelenie na intervale [0, 1]. Vysledky st vypocitané jednostrannym testom pozitivne;j

autokorelacie.

Ked7e najvacsie intervaly, na ktorych budeme integrovat, si pre malé hodnoty n,
najskor simula¢ne porovname vplyv hodnoty parametra hranica pre n = 10. Kvoli
velkej ¢asovej naro¢nosti sme zvolili delenie pri tejto simulécii iba 1/10 (2. otazka na
strane 22) a Startovaci bod bol 107'* (3. otazka na strane 22). Data s nulovou autoko-
relaciou (¢ = 0) sme generovali 10 000 krat pre hodnoty hranice 107>, 1078 a 1071°.
Pravdepodobnost chyby prvého druhu a ¢asova narocnost jedného vypoctu si uvedené

v tabulke 1.

hranica || P(chyba 1. druhu) Cas

107° 4.92% 0.024905s
1078 4.92% 0.184233s
10710 4.92% 0.955336s

Tabul'ka 1: Porovnanie vplyvu roznych hodnoét hranice pre n = 10.
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Vidime, 7Ze vo v8etkych pripadoch je pravdepodobnost chyby prvého druhu rovnaka.
Tento vysledok nam vSak pre porovnanie nestaci, pretoze vo vyslednych p-hodnotach

moze aj napriek tomu dochadzat k rozdielom.

Dalej sa blizsie pozrime na dizky intervalov, na ktorych sme realne pocitali integral
v jednotlivych 10 000 simulaciach. Minimalna, maximalna a priemerna dlzka intervalu

st uvedené v tabulke 2.

hranica | min. dlzka intervalu | max. dlzka intervalu | priemerné dlzka intervalu

107° 2 106 49.7
1078 21 1666 455.4
10719 44 10376 2023.8

Tabul'ka 2: Porovnanie dizky intervalu pre rézne hodnoty hranice, n = 10.

Rozlozenie p-hodnoét na intervale [0, 1] je takmer rovnaké, minimalny rozdiel je me-

dzi histogramami pre 107° a 10~%. RozloZenie p-hodnot moézeme vidiet na obrazku 8.

Exact test: n=10
start=1e-14, part=10, hranica=1e-5 start=1e-14, part=10, hranica=1e-8 start=1e-14, part=10, hranica=1e-10

500
]
500
]
500
]

Frequency
300 400
| |
300 400
| |
300 400
| |

200
1
200
1
200
|

100
1
100
1
100
|

0
L
0
L
0
L

0.0 02 04 08 08 1.0 0.0 02 04 06 08 10 0.0 02 04 06 08 10
p-value p-value p-value

Obr. 8: Rozlozenie p-hodnoét pre rozne hranice, n = 10.

V tabulke 3 sme uviedli rozdiely vo vypocitanych p-hodnotéch oproti p-hodnotam
vypoc¢itanym najpresnejsou simulovanou variantou parametra hranica, v tomto pripade

10710,
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hranica || min. odchylka | max. odchylka | priemernd odchylka

107° 1-1077 0.0017535 3.666599 - 107°
1078 0 1.7-107 3.295863 - 1077

Tabul'ka 3: Porovnanie odchylky p-hodnét od najpresnejsej simulovanej varianty 10719,

Vidime, Ze pri n = 10 mé zmysel nastavit hodnotu hranice aspon na 1078, Je to
¢asovo priatelna moznost a p-hodnoty su presné na pribliZzne 5 desatinnych miest. Ak
by sme potrebovali naozaj rychly vypocet a presnost p-hodnoty by nam stacila na 2

desatinné miesta, parameter hranica sta¢i nastavit na 107>,

Rovnaké porovnanie hodnoty hranice sme urobili aj pre n = 20, pricom sme pridali
hodnotu hranice 1075, V tomto pripade sme zvolili mensie delenie, a to 1/100. Starto-
vaci bod bol 10714, Opit sme data bez autokorelacie simulovali 10 000 krat. Percento

zamietnutia nulovej hypotézy a trvanie jedného vypoc¢tu vidime v tabulke 4.

hranica || P(chyba 1. druhu) cas
1075 4.89% 0.015259s
1078 4.89% 0.031110s
10710 4.89% 0.050174s
10715 4.89% 0.174300s

Tabulka 4: Porovnanie roznych hodnot hranice pre n = 20.

Opéat mozeme vidiet, ze pravdepodobnost chyby prvého druhu je vo vSetkych pripa-
doch rovnaka a trvanie vypoctu je podstatne kratsie ako pri n = 10 aj napriek tomu,
7e sme pouzili jemnejsie delenie. Je to zapri¢inené tym, ze dlzky intervalov, na ktorych

sme pocitali integral, s ovela kratSie ako pri n = 10 (tabulka 5).

Rozlozenie vypocitanych p-hodnot je totozné pre vSetky simulované hodnoty para-

metra hranica a je znazornené na obrazku 9.
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hranica || min. dl7ka intervalu | max. dizka intervalu | priemerna dizka intervalu
107° 2 3 2.9
1078 2 8 6.6
10710 4 14 11.5
1071 14 61 45.2

Tabul'ka 5: Porovnanie dizky intervalu pre rézne hodnoty hranice, n = 20.

Exact test: n=20

Frequency
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1 1 ]

200
1
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0
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Obr. 9: RozlozZenie p-hodnét pre n = 20.

Odchylky jednotlivych p-hodnot vypoéitanych s parametrom hranica rovnym 1075,
1078 a 1071° od p-hodnét, ktoré st vysledkom najpresnejSej simulovanej varianty s

hranicou 1071, st uvedené v tabulke 6.

hranica | min. odchylka | max. odchylka | priemerné odchylka
107° 0 6.4116 - 1077 2.464146 - 1077
1078 0 1-1077 8.91309 - 10710
10710 0 1-1077 1.3303 - 1071

Tabul'ka 6: Porovnanie odchylky p-hodnét od najpresnejsej simulovanej varianty 10719,

V8imnime si, Ze pre n = 20 uz hodnota hranice nie je az taki vyznamna. Vidime, ze
p-hodnoty dosahuji dostatoc¢nu presnost aj pri vyssich hodnotach hranice. Deje sa to
kvoli tomu, Ze integrovana funkcia je strmsia ako pri n = 10, a teda aj strata, sposobena

skorsim useknutim integralu, je mensia. ZvySovanim n bude parameter hranica stale
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menej ovplyviovat p-hodnoty. Napriklad pre n = 50 sa velkost intervalu, na ktorom
ratame integral, nezmeni zo zakladného, tj. 2, ani pri najmensej hodnote parametra

hranica, teda 10713,

Problém nastane pre n vacsie ako 950. Vtedy da z numerickych dovodov funkcia
®(t) vy¢islena v programe R pre t > 2 hodnotu NaN. KedZe minimalnu dlzku inter-
valu sme doteraz uvazovali 2, tak program skolabuje. Je teda potrebné zmengovat dizku
intervalu v pripade, ze pre t = 2 mé integrovana funkcia hodnotu NaN. Okrem testu, ¢i
je hodnota integrovanej funkcie v mieste useknutia integralu dostato¢ne malé, budeme
robit aj test, ¢ hodnota nie je NaN a v pripade, Ze je, dlzku intervalu skratime o 0.1.

Na obrazku 10 vidime grafy integrovanej funkcie pre n = 4000 a n = 5000.

integrovana funkcia pre n=4000 integrovana funkcia pre n=5000

100 150 200 250
L 1 1 1

50
I

00 02 04 086 08 10 00 02 04 08 08 10
t t

Obr. 10: Integrovana funkcia pre n = 4000 (vlavo) a n = 5000 (vpravo).

Funkcia vel'mi rychlo klesne na nulovi hladinu, chvilu tam zotrva a potom prestane
byt vycislitelna. Vidime, Ze aj pre takto vysoké n je skracovanie intervalu o 0.1 pria-
telné, pretoze nulovy tsek je dostato¢ne velky. Ak by sme potrebovali vypocet pre
vyrazne vacsie n, stalo by za zvazenie zmensit interval skracovania. Takyto vypocet by
vSak bol vel'mi ¢asovo naro¢ny, ako vidime v tabulke 16, kde st zhrnuté vypocty jed-
nej simulacie pre n rovné 1000, 2000, 3000, 4000 a 5000. Casovii naroc¢nost sposobuje

ratanie vlastnych ¢isiel obrovskej matice, ktora vznikne.
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2.1.2.2 Jemnost delenia integra¢nej oblasti

Ked uz méame vyrieSenu prvu otazku zo strany 22, na akom velkom intervale bu-
deme ratat integral funkcie, mozeme riesit druhia otazku, a to aké jemné ma byt delenie
intervalu. Opéat simula¢ne porovname viaceré moznosti a zistime najlepsi pomer pres-

nosti vypoctu a rychlosti.

Pre tuto simuléciu sme najskor zvolili n = 50, pretoze pri tomto n uz simulacie
prebiehaju dostato¢ne rychlo na to, aby sme mohli simulovat aj velmi jemné delenie,
ako je 1/10000. Aj v tomto pripade sme simulovali data bez autokorelacie 10 000 krat a
vypocitali p-hodnoty pre delenia 1, 1/10, 1/100, 1/1000 a 1/10000. Parameter hranica
sme zvolili 10719 a startovaci bod 10~'*. Vysledné zamietanie H a trvanie jedného vy-
po¢tu p-hodnoty je uvedené v tabulke 7. UZ z pohladu na vysledky zamietania vidime,

ze delenie 1 zrejme nebude spravne.

delenie || P(chyba 1. druhu) Cas
1 24.711% 0.008637s
1/10 4.63% 0.009348s
1/100 4.76% 0.022705s
1/1000 4.76% 0.163534s
1/10000 4.76% 2.048641s

Tabulka 7: Porovnanie roznych deleni pre n = 50.

Zmenou delenia sa viditeIne meni rozlozenie p-hodnot. Pre delenie 1 je vyrazne
mimo intervalu [0, 1], preto toto delenie nie je vhodné pouzivat. Pre delenie 1/10 je uz
rozdelenie rovnomernejsie, aviak prechodom na jemnejsie (a teda aj presnejsie) dele-
nie 1/100 vidime zmenu vo vypo¢itanych p-hodnotéach. Pre jemnejsie delenia 1/100,
1/1000 a 1/10000 sa uz rozloZenie p-hodnot nemeni. Histogramy p-hodnot pre rozne

hodnoty parametra delenie vidime na obrazku 11.

V tabulke 8 vidime rozdiely v p-hodnotach vypocitanych s pouzitim deleni 1, 1/10,

1/100 a 1/1000 oproti p-hodnotam vypodcitanym s pouzitim najjemnejsieho simulova-
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Obr. 11: RozlozZenie p-hodnét pre rozne delenia, n = 50.

ného delenia, teda 1/10000.

delenie || min. odchylka | max. odchylka | priemerna odchylka
1 3.78 1075 1.754681 0.2641792
1/10 0 0.03312841 0.0004502269
1/100 0 0 0
1/1000 0 0 0

Tabul'ka 8: Porovnanie odchylky p-hodnét od najpresnejSej simulovanej varianty 1/10000.

Aj z tychto vysledkov je zrejmé, ze delenie 1 je nevhodné. Malo presné sa javi byt

aj delenie 1/10, kedze presnost jeho p-hodnot sa moze 1igit uz na druhom desatinnom

mieste. Dalgie dve delenia 1/100 a 1/1000 vsak vyzeraju byt tplne postacujice, kedze

ich odchylka od p-hodnoty, vypocitanej s najjemnejsim delenim 1/10000, je nulové.

Platnost tychto zaverov vyskdSame aj pri nizSom n, a to n = 20. Delenie 1/10000

tentokrat simulovat nebudeme, pretoze sa zda, ze tak jemné delenie nie je potrebné

a pri tejto hodnote n by bolo aj ¢asovo naroc¢né. Vysledné pravdepodobnosti chyby

prvého druhu pre rozne delenia a trvanie vypoc¢tu jednej p-hodnoty si v tabulke 9.

Pri tejto hodnote n sa zmenou parametra delenie, okrem pripadu delenia 1, rozlo-

zenie p-hodnét nemeni a je rovnaké ako na obrazku 9. Ak mé delenie hodnotu 1, tak

p-hodnoty opéat vychadzaja z intervalu [0, 1].
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delenie || P(chyba 1. druhu) Cas
1 9.35% 0.009556s
1/10 4.89% 0.013274s
1/100 4.89% 0.050174s
1/1000 4.89% 0.477878s

Tabul'ka 9: Porovnanie roznych deleni pre n = 20.

V tabulke 10 si rozdiely v p-hodnotéach vypoéitanych s delenim 1, 1/10 a 1/100

oproti p-hodnotadm vypoé¢itanym s najjemnejsim simulovanym delenim 1/1000.

delenie || min. odchylka | max. odchylka | priemerna odchylka
1 6-1077 0.6892822 0.02902064
1/10 0 0.0011336 5.236907 - 1076
1/100 0 0 0

Tabulka 10: Porovnanie odchylky p-hodnot od najpresnejsej simulovanej varianty 1,/1000.

Predpoklad, 7e delenie 1/100 je postacujice, sa ndm potvrdil aj v tomto pripade.
Avsak z vysledkov (tabulky 8 a 10) vidime, Ze pri nizSom pocte dat n su odchylky
mensie ako pri vy$Som n. Je to zapri¢inené tym, Ze integrovana funkcia je menej strm4,
a teda hrubsie delenie nevytvara az taka stratu presnosti. VysktiSame teda toto po-

rovnanie pre eSte strmsiu funkciu ako pri n = 50, teda vyssiu hodnotu n, povedzme 100.

Pre n = 100 sme opét urobili 10 000 simulacii dat bez autokorelacie a vypocitali
p-hodnoty pre delenia 1, 1/10, 1/100, 1/1000 a 1/10000. Pravdepodobnost chyby pr-
vého druhu a trvanie jedného vypoctu si uvedené v tabulke 11. Z vysledkov je zrejmé,
ze delenia 1 a 1/10 nebudta vhodné. Ostatné delenia maji rovnaka pravdepodobnost

chyby prvého druhu.

V pripadoch delenia 1 a 1/10 st histogramy vypocitanych p-hodnot velmi neuspo-

kojivé, ako vidime na obrazku 12. Pre zvys$né delenia sa rozlozenie p-hodnot nemeni.
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delenie || P(chyba 1. druhu) Cas
1 32.63% 0.024464s
1/10 0.00% 0.025877s
1/100 4.98% 0.044259s
1/1000 4.98% 0.467189s
1/10000 4.98% 2.612610s

Tabul'ka 11: Porovnanie roznych deleni pre n = 100.
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Obr. 12: Rozlozenie p-hodnét pre rozne delenia, n = 100.

Rozdiely vo vypocitanych p-hodnotach oproti p-hodnotam vypocitanym s najjem-

nejsim delenim 1/10000 vidime v tabulke 12.

delenie || min. odchylka | max. odchylka | priemerna odchylka
1 7.6-1076 3.260749 0.5447523
1/10 1-1077 0.1985531 0.006830463
1/100 0 0 0
1/1000 0 0 0

Tabul'ka 12: Porovnanie odchylky p-hodnot od najpresnejsej simulovanej varianty 1/10000.

Potvrdil sa nam predpoklad, ze pre vicsie n je jemnost delenia podstatnejSia, pretoze

integrovana funkcia je strmsia. Pre n = 100 st uz delenia 1 a 1/10 absolitne nevhodné.

Delenie 1/100 je vSak stéle vhodnym delenim a jeho ¢asova naro¢nost je priatelna. Z
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pohladu ¢asovej naro¢nosti je dobré aj delenie 1/1000. Odportacame teda pouzivat
delenie asponi 1/100. Delenie 1/10000 je uz prili§ jemné a vyrazné zvySenie ¢asovej

naroc¢nosti vypoctu neprinasa zvySenie presnosti.

2.1.2.3 Zaciatok integrovania

Zostava nam vyriesit posledni, tretiu, otazku zo strany 22, a to, v akom Startovacom
bode zacat ratanie integralu, kedze bod 0 nemézeme pouzit. Z obrazkov 6 a 7 vidime,
ze Startovaci bod bude velmi dolezity, kedze okolo nuly je sustredena podstatna ¢ast
integrélu. Startovaci bod by nemal ovplyvihovat rychlost vypoctu, pretoze pocet a né-
ro¢nost operacii zostava rovnaki. Teda najlepsie bude zacat ratat integral od bodu ¢o
najblizsieho k nule, povedzme 107'*. Aj napriek zrejmému vysledku sme vsak urobili
simulacie pre Startovacie body 1073, 1075, 1077, 1071 a 1074, aby sme zistili vplyv
tohto parametra. Parameter delenie bol 1/1000 a hranica bola 107!, Simulacie sme
urobili pre n = 50. Nasimulovant pravdepodobnost chyby prvého druhu pre jednotlivé

hodnoty parametra $tartovaci bod vidime v tabulke 13.

§tartovact bod || P(chyba 1. druhu)
1073 4.14%
1075 4.76%
1077 4.76%
10710 4.76%
101 4.76%

Tabul'ka 13: Porovnanie roznych hodnot startovacieho bodu pre n = 50.

Pre vietky startovacie body okrem 1072 st pravdepodobnosti chyby prvého druhu
rovnaké. Pozrime sa teda na histogramy vypocitanych p-hodnét (obrazok 13). Roz-
loZenie p-hodnét sa pre startovacie body 10~7 az 107! nemeni. Pre vii¢sie hodnoty

Startovacieho bodu mozeme vidiet zmeny.

Rozdiely p-hodnot oproti p-hodnotam vypocitanym so $tartovacim bodom 10714

vidime v tabulke 14.
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Exact test: n=50 start=1e-7, part=1000, hranica=1e-10
start=1e-10, part=1000, hranica=1e-10
start=1e-3, part=1000, hranica=1e-10 start=1e-5, part=1000, hranica=1e-10 start=1e-14, part=1000, hranica=1e-10

o
5 = o o =
n

500
]
500

Frequency
300 400
L |
300 400
| |
300 400
| |

200
L
200
1
200
1

100
1
100
L
100
1

0
L
0
L
0
L

0.0 02 04 06 08 10 0.0 02 04 08 08 1.0 0.0 02 04 06 08 1.0
p-value p-value p-value

Obr. 13: RozlozZenie p-hodnét pre rozne sStartovacie body, n = 50.

Startovact bod || min. odchylka | max. odchylka | priemerna odchylka
1073 9-1077 0.01352545 0.00308236
107° 0 0.0001352738 3.082458 - 107°
1077 0 1.3527 - 1076 3.085779 - 1077
10710 0 1-1077 2.4098 - 10710

Tabul'ka 14: Porovnanie odchylky p-hodnoét od najpresnejsej simulovanej varianty 10714,

Z vysledkov vyplyva, Ze vypocitané p-hodnoty vel mi zavisia od parametra Startovaci
bod. Je vhodné zacat vypocet integralu aspoir v bode 107, aby sme dosiahli presnost
aspon na 5 desatinnych miest. Aj napriek tomu vSak stale odporuc¢ame ¢islo eSte blizsie

k nule, kedZe zmena tohto parametra nezvySuje vypoctovi naro¢nost.

Porovnanie startovacieho bodu sme urobili aj pre n = 20, pricom sme prisli k po-
dobnym vysledkom. Pri tejto hodnote n je parameter startovaci bod menej vyznamny,

kedZe pri nizsich n méa integrovana funkcia v okoli nuly mensie hodnoty.

2.1.3 Vysledky Exaktného testu pozitivnej autokorelacie

V tabulke 15 vidime nasimulovani pravdepodobnost chyby prvého druhu a ¢asovi
naroc¢nost jedného vypoctu jednostranného Exaktného testu pozitivnej autokorelacie
pre rozne hodnoty n. VSetky hodnoty st vysledkom 10 000 simulacii dat bez autoko-
relacie s piatimi regresormi. Parameter $tartovaci bod mal hodnotu 107!, delenie bolo

1/100 a hranica 107, okrem pripadu n = 10, kedy sme pouzili hrubsie delenie 1/10.
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pocet dat | P(chyba 1. druhu) Cas
n =10 4.92% 0.955336s
n =20 4.89% 0.050174s
n =30 5.14% 0.022993s
n = 40 4.83% 0.018424s
n = 50 4.76% 0.022705s
n = 60 5.13% 0.025759s
n="70 5.27% 0.032545s
n = 80 4.71% 0.036270s
n = 90 5.27% 0.042930s
n = 100 4.98% 0.050115s
n = 200 4.89% 0.191615s
n = 300 5.15% 0.558469s
n = 400 4.88% 1.127375s
n = 500 4.76% 2.062971s

Tabul'ka 15: Pravdepodobnost chyby 1. druhu a ¢asova néro¢nost Exaktného testu.

V&imnime si, ze ¢asova narocnost Exaktného testu je pri nizkom n vysoka, potom
klesa a okolo n = 40 dosiahne svoje minimum. Nasledne imerne zvySovaniu n rastie aj
¢asova naroc¢nost kvoli vypoctu vlastnych hodnot vac¢sej matice. DIhé trvanie vypoctu
pri malych hodnotéch n, aj napriek hrubSiemu deleniu, je sposobené prave velkym in-

tervalom, na ktorom sa rata integral.

Histogramy rozlozenia p-hodnét pre jednotlivé hodnoty n vidime na obrazku 14.

f)alej vypoc¢itame p-hodnoty pre velmi vysoké hodnoty n, a to 1000, 2000, 3000,
4000 a 5000. Kvoli velkej ¢asovej ndro¢nosti vypoc¢tu urobime iba jednu simulaciu dat.
Tieto hodnoty neskor pouzijeme pri porovnani Exaktného testu s aproximéciami. V
tabulke 16 vidime velkost intervalu, na ktorom ratame integral, vyslednia p-hodnotu a

trvanie vypoctu.
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Obr. 14: Rozlozenie p-hodndt vypocitanych jednostrannym Exaktnym testom.
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pocet dat || velkost intervalu | p-hodnota cas

n = 1000 1.8 0.1545348 15.85s

n = 2000 0.7 0.4561747 | 107.89s ~ 1.8min

n = 3000 0.4 0.9128433 | 379.10s ~ 6.3min

n = 4000 0.3 0.5838928 | 864.98s ~ 14.4min
n = 5000 0.3 0.8280748 | 1665.89s ~ 27.8min

Tabul'ka 16: Vypocty p-hodnot Exaktnym testom pre velké n.

Vgimnime si, Ze pri takto velkych hodnotach n trva jeden vypocet pomocou Exakt-
ného testu velmi dlho. Bezny pouzivatel sice potrebuje vypocet vykonat iba raz, no
trvanie 30 minit pre neho moze byt aj tak neuspokojivé. Preto mame motivaciu najst

vypoc¢tovo menej naro¢né rieSenie aj za cenu straty ,exaktnosti.

Aby sme sa presvedcili, 7e tento test je naozaj presny, urobili sme milion simulacii
dat bez autokorelacie s velkostou n = 50 a aplikovali sme na ne Exaktny test.

Cely vypocet trval 19 404 sekund, ¢o je priblizne 5.4 hodiny a vysledné& pravdepo-
dobnost chyby prvého druhu bola 5.0084%. Tato hodnota je uz velmi blizka idedlne;

hodnote 5%. Vykreslili sme aj histogram vypocitanych p-hodnot - obrazok 15.

Exact test: n=50
start=1e-14, part=100, hranica=1e-10
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Obr. 15: Histogram p-hodnot miliéna simulécii.

Vidime, zZe rozdelenie p-hodnot je pri tomto mnozstve simulécii takmer rovnomerné.

To nés utvrdzuje v predpoklade, ze Exaktny test je naozaj presny.
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2.2 Aproximacie

Problémom Exaktného testu je jeho vypoc¢tova narocnost, ¢o sposobuje dlhé trvanie
vypoc¢tu. Pre malé hodnoty n je ¢as vypoc¢tu zanedbatelny, avSak pre n rovné 5000
uz jeden vypocet trva 27.8 minut, ¢o moze byt velmi nepraktické. To nas motivuje na

najdenie alternativneho testu, aj za cenu straty tplnej presnosti.

Durbin a Watson v ¢lanku [5] porovnali 6 aproximécii presného rozdelenia testovacej

Statistiky d:

1. Beta aprovimdcia (¢lanok [4]) - rozdelenie Statistiky id aproximuje beta roz-
delenim s rovnakou strednou hodnotou a variancou, aki méa presné rozdelenie

Statistiky 1d.

2. Jacobi aprozimdcia (lanok [4]) - vyuziva Jacobiho polynomy a beta rozdelenie

na modelovanie hustoty statistiky }Ld na zéklade zhodnych prvych 4 momentov.

3. dy aprozimdcia (¢lanok [10]) - vyuziva predpoklad, ze rozdelenie hornej hranice

dy je dobrou aproximaciou skuto¢ného rozdelenia d.

4. Theil-Nagarova aproximdcia - rozdelenie testovacej Statistiky aproximuje linear-
nou funkciou s premennou s beta rozdelenim, ktorého parametre urcuje na zaklade
koeficientov Sikmosti a Spicatosti. Zvy§né parametre sa urc¢ia pomocou prvych 2

momentov.

5. Henshawova aprorimdcia (¢lanok [11]) - parametre beta rozdelenia urc¢uje na

zaklade zhodnosti so skuto¢nym rozdelenim v prvych 4 momentoch.

6. a + bdy aprozimdcia (¢lanok [5]) - rozdelenie testovacej Statistiky aproximuje
linearnou funkciou a + bdy a koeficienty a, b dour¢i na zaklade zhodnosti prvych

2 momentov.

Durbin a Watson porovnéavali tieto aproximacie na 4 sadach realnych dat: Spirits
data (n =69 a k = 3), Textiles data (n = 17 a k = 3), Pears data (n =16 a k =5) a
Consumption data (n =21 a k = 3).

V tej dobe bolo problematické robit porovnanie simulacne, pretoze metdody vyza-

dovali zlozité vypocty, na ktoré niekedy pocitace nestacili a Casto ich robili rucne.
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Problematické bolo najma urcenie kvantilu beta rozdelenia, na ¢o vyuzivali tabulky
a parametre beta funkcie museli zaokriahlovat. Dalsim problémom bol vypocet vlast-
nych ¢isiel matice velkych rozmerov, ktorému sa snazili vyhnat inym vypoc¢tom. Tieto

problémy sa potom odrazili aj na presnosti rieSenia.

Na zéklade vysledkov porovnania, Durbin a Watson v ¢lanku [5] rozdelili metody
do troch skupin podla ich presnosti a vypoctovej naro¢nosti. So stupajiicou presnostou
stipa aj vypoc¢tova naroc¢nost tychto metod.

Prvi skupinu tvoria dyy aproximaécia a Theil-Nagarova aproximacia, ktoré si, okrem
pripadu dat Spirits data, velmi nepresné a Durbin s Watsonom ich neodporticéaju na
praktické pouzitie.

Druhé skupina pozostava z Beta aproximécie a a + bdy aproximéacie. Ukéazali sa
byt dost presné, s vyminkou pripadu dat Pears data. Tym sa vyvratili povodné obavy
Durbina a Watsona, Ze na praktické pouzitie Beta aproximacie bude potrebné mat
dostato¢ny pocet stupiiov volnosti (hodnota n — k), aspon 40.

Poslednui skupinu tvoria Henshawova aproximécia a aproximacia vyuzivajica Jaco-
biho polynomy, ktoré sa zakladaji na prvych 4 momentoch. Podl'a Durbina a Watsona
st velmi presné opit s vynimkou pripadu, kedy bolo n malé a k velké (Pears data).

Henshawova aproximécia sa ukdzala byt mierne lep§ia ako Jacobiho.

Zéavere¢né odporucenie Durbina a Watsona bolo v prvom rade pouzit klasicky test.
V pripade, 7Ze klasicky test skon¢i nerozhodne, pouzit Beta aproximéaciu alebo a + bdy
aproximaciu, alebo, ak vyzadujeme $pecialnu presnost, tak Henshawovu alebo Jacobi
aproximéciu, pripadne presné metody Imhofa a Pan Jie-jiana, ktoré sme v praci nepopi-
sovali, pretoze v roku 1976 prisli L’Esperance, Chall a Taylor s jednoduch§im vypoc¢tom

presnej p-hodnoty.

Zo spominanych metod sme zvolili Beta aproximaciu a Henshawovu aproxima-
ciu, ktorych spréavanie overime simulacne. Tieto dve metdédy sme vybrali preto, ze
podla Durbina a Watsona patria do inych skupin presnosti. Prva skupinu, teda Theil-
Nagarovu a dy aproximaciu sme netestovali, kedZe aj na vybranych datach v [5] vyka-

zovali velka chybovost.
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2.2 Aproximécie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

2.2.1 Beta aproximaicia

V ¢lankoch [4], [5] navrhli autori Durbin a Watson aproximaciu presného rozdelenia
Durbin-Watsonovej statistiky beta rozdelenim, ktoré ma rovnaku stredni hodnotu a
varianciu ako presné rozdelenie. Odportucali pouzitie tohto testu v pripade, ze klasicky
Durbin-Watsonov test skon¢il nerozhodne. KedZe v tej dobe robili vypocty ¢asto rucne,
nebolo pre nich mozné simulacne testovat presnost Beta aproximéacie oproti presnému

rozdeleniu. Dnes to uz mozné je a budeme sa tomu v tejto praci venovat.

Tato metoda predpokladéa, ze rozdelenie %d je beta rozdelenie, teda ma hustotu

1

—B(p, q)xp_ (1 —x) 7, (27)

kde premenna x € [0, 1].

Stredna hodnota Stvornésobku beta rozdelenia je

4p
Eld) = —— 28
@)=L (28)
a variancia
1
var(d) = Opa (29)

(p+a)Pp+g+1)
Tieto hodnoty sa musia zhodovat so skuto¢nymi hodnotami pre rozdelenie d Statistiky,

ktoré uviedli v [4] Durbin a Watson.

P
E(d) = —7— (30)
N Q — PE(d)

var(d) = 2(n W D—k 1) (31)

kde k' je pocet regresorov bez absolutneho clena,
P =tr(A) — tr(X’AX(X'X)™) (32)

a

Q = tr(A%) — 2tr( X' A2 X (X' X)) + tr((X'AX (X' X)™1)?), (33)

kde X je matica regresorov a A je matica definovana v (8).

Hodnoty E(d) a var(d) vypoc¢itame podla (30) a (31) z konkrétnych dat a rieSime

ststavu dvoch rovnic (28) a (29) o dvoch neznamych p a q.
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2.2 Aproximécie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

Z rovnice (28) vyjadrime ¢

_dp-Edp _ 4-E@)

B P = Kp, (34)

q

kde K = 4;(3()(” je konstanta pre dané data, ¢ dosadime do (29) a vyjadrime p:

var(d) = 16K p? B 16K
A+ KPR+ K)p+1] 14+ K)3p+ (1+ K)?

p(1+ K)*var(d) = 16K — (14 K)?var(d)

16K — (14 K)*var(d)
B (14 K)3var(d)

Vypocitame hodnoty parametrov p a ¢, ktoré dosadime do beta funkcie.

P-hodnotu vypocitame ako plochu pod krivkou hustoty beta funkcie. V pripade
testu pozitivnej autokorelécie ratame plochu nalavo od hodnoty ido a v pripade testu
negativnej autokorelacie napravo. Hodnota dy je hodnota Durbin-Watsonovej testo-
vacej Statistiky pre dané data. Vypocet p-hodnoty pri jednostrannom teste ilustruje
obrazok 16a. Ak testujeme obojstrannym testom, musime zratat dve plochy: plochu
nalavo od min(3dy, 1 — 1dy) a plochu napravo od maxz(idy, 1 — 1dy). Obojstranny test

je znédzorneny na obrazku 16b.

| (a) 1 (b)

p-value, p-value,

ak testujemoe
pozitivin

antolorelicin

ak testujeme
negativin
antokorelicin

Ldo min(3do, 1 —3do)  maz(3do, 1 — tdo)

Obr. 16: Vypocet p-hodnoty Beta aproximaciou: (a) jednostranny test (b) obojstranny test.

Funkciu naprogramovani v programe R [15] na vypocet jednostranného testu pozi-

tivnej autokorelacie pomocou Beta aproximéacie sme uviedli v prilohe A.1.3.
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2.2 Aproximécie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

2.2.1.1 Vysledky testu pozitivnej autokorelacie Beta aproximaciou
Vysledky vypoctov testu pozitivnej autokorelacie pomocou Beta aproximacie vidime
v tabulke 17. St tam zhrnuté pravdepodobnosti chyby prvého druhu a ¢asové néaroc-
nosti jedného vypoctu pre rozne hodnoty n. Pre kazda hodnotu n sme nasimulovali
10 000 sad dat bez autokorelacie. Pripad n = 10 sa medzi vysledkami nenachadza,
pretoZe ho nie je mozné pomocou Beta aproximacie zrealizovat kvoli velmi malému

mnozstvu dat v porovnani s po¢tom regresorov k' = 5.

pocet dat || P(chyba 1. druhu) ¢as
n =15 7.12% 0.005299s
n = 20 6.38% 0.005524s
n = 30 5.85% 0.005814s
n = 40 5.05% 0.006228s
n = 50 4.78% 0.006480s
n = 60 5.15% 0.007231s
n="70 5.34% 0.007165s
n = 80 4.75% 0.008031s
n =90 5.28% 0.008694s
n = 100 4.98% 0.009018s
n = 200 4.89% 0.020620s
n = 300 5.16% 0.046922s
n = 400 4.88% 0.085665s
n = 500 4.76% 0.154024s

Tabul'ka 17: Pravdepodobnost chyby 1. druhu a ¢asova naro¢nost Beta aproximécie.

Rychlost vypoc¢tu Beta aproximacie je vynikajica, dokonca aj pri vysokych n. Prav-
depodobnost chyby prvého druhu kolisa okolo hodnoty 5%, okrem pripadov, kde je n
velmi malé ¢islo. Beta aproximacia sa teda javi byt dobrou ndhradou Exaktného testu.
Pozrime sa eSte na histogramy rozloZenia p-hodnét na intervale [0, 1] pre jednotlivé
hodnoty n na obrazku 17. Vidime, Ze histogramy pre n vicsie ako 40 su velmi podobné

rovnomernému rozdeleniu.
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Obr. 17: RozloZenie p-hodnét jednostranného testu - Beta aproximécia.
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2.2 Aproximécie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

Na rovnakych nasimulovanych datach ako pri Exaktnom teste vypocitame p-hodnoty
jednej simulécie pre n rovné 1000, 2000, 3000, 4000 a 5000. V tabulke 18 vidime vy-
slednii p-hodnotu a trvanie vypoc¢tu. Porovnanie tychto hodnot s vysledkami z os-
tatnych testov uvedieme v kapitole 2.3.1, ale uz teraz vidime, Ze z pohladu ¢asovej

naro¢nosti je pouzitie Beta aproximacie velmi vyhodné.

pocet dat | p-hodnota ¢as

n = 1000 || 0.1545337 1.94s

n = 2000 | 0.4561746 12.20s

n = 3000 | 0.9128436 42.51s

n = 4000 | 0.5838928 | 101.62s ~ 1.7min
n = 5000 | 0.8280748 | 200.12s ~ 3.3min

Tabulka 18: Vypodcty p-hodnot Beta aproximéciou pre vel'ké n.

Podl'a Henshawa, ktorého aproximéaciu uvedieme v kapitole 2.2.2, Durbin-Watsonova
testovacia Statistika d nie je z intervalu [0, 4], ale z intervalu [7;, 7,4, kde 7, je najmensia
nenulovd a 7, najvi¢sia vlastna hodnota matice A — AX(X'X) ' X’ kde X je matica
regresorov a A je matica definovana v (8). 7,, resp. 7, sa vSak ukazuju byt pomerne

blizko k 0, resp. 4. Testovaciu Statistiku d potom neprevedieme na interval [0, 1] nasobe-

d—Ts
Tg—Ts

nim %, ale vzorcom . Vlastné ¢isla 7, a 7, mozeme odhadnit podla Henshawovych
vzorcov (60) a (61), alebo vypoéitat presne v programe R, ¢o je ¢asovo narocnejsie.

Obe varianty sme aplikovali vo vypocte Beta aproximécie.

Pri pouziti odhadnutych vlastnych ¢isiel vysli pravdepodobnosti chyby prvého druhu
aj jednotlivé vypocitané p-hodnoty rovnaké ako pri transformaécii id a ¢asova narocnost
vypoctu sa mierne zvysila. Henshawova aproximécia sa zaklada na porovnani koefi-
cientov Sikmosti a Spicatosti a Henshawov odhad vlastnych ¢isiel da potom do rovnosti
strednt hodnotu a varianciu rozdelenia d a beta rozdelenia. Pre Beta aproximaciu,
ktora sa zakladd na zhodnosti strednej hodnoty a variancie rozdelenia d a Stvorna-
sobku beta rozdelenia, vSak budu tieto odhady vlastnych ¢isiel vzdy 0 a 4. Preto bude

tato transformacia ekvivalentnd a vysledné p-hodnoty budu rovnaké. Nie je teda dovod

46



2.2 Aproximécie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

na pouzitie Henshawovej transformédcie == a trasforméacia ;lld je postacujuca.
s

Tg*

V druhej verzii najskor vypocitame presné vlastné cisla a prvé dva momenty roz-
delenia d neporovnavame s beta rozdelenim vynasobenym §tyrmi, ale dlzkou intervalu
[7s, T4]. Tymto postupom sme prisli k horsim vysledkom. Pravdepodobnosti chyby pr-

vého druhu boli vyrazne nad 5%.

Pravdepodobnosti chyby prvého druhu ziskané pouzitim réznych transformacii vi-
dime na obrazku 18. Transformaécia s presnymi vlastnymi ¢islami ma vyrazne horsie
vysledky ako transformacia id. Grafy transformacie s odhadnutymi vlastnymi ¢islami

, -1 e
a transformécie 3d splyvaju.

— transformdcia 1/4d

Beta aproximécia —— transformdcia s odhadnutymi vi. Eislami
transformdcia s presnymi vi. Cislami

14
Il

12

10
1

Pichyba 1. druhu)

8
1

20 40 5 60 80 100

Obr. 18: Pravdepodobnost chyby prvého druhu pre Beta aproximaéciu.

Durbin a Watson odporuc¢ajia v ¢lanku [5] pouZit pri testovani najskor klasicky test a
az ked skon¢i nerozhodne, pouzit Beta aproximaciu. Porovnali sme teda Exaktny test,
Beta aproximaciu a kombinéciu klasického testu a Beta aproximacie. Pravdepodobnost
chyby prvého druhu v pripade kombinécie testov bola pre vSetky n = 20 — 100 rovnaka
ako v pripade Beta aproximéacie (tabulka 17). Ked sme jednotlivé vysledky porovnali
s Exaktnym testom, prisli sme k zaveru, ze v pripadoch, ked klasicky test rozhodne o
vysledku (teda nie je nerozhodny), su rozhodnutia o zamietani Exaktného testu, Beta
aproximdcie a klasického testu totozné. Rozdiely vo vysledkoch Exaktného testu a Beta

aproximacie vznikaja iba vtedy, ked klasicky test skon¢il nerozhodne.
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2.2 Aproximécie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

2.2.2 Henshawova aproximéacia

Henshaw v roku 1966 uviedol v ¢lanku [11] aproximéciu presného rozdelenia testo-
vacej Statistiky d tiez pomocou beta rozdelenia, ale parametre tohto rozdelenia urcil

na zéklade prvych styroch momentov.

Na rozdiel od Durbina a Watsona, ktorych predpokladom bolo, ze hodnoty testovacej
Statistiky d st z intervalu [0, 4], Henshaw vyuzil fakt, Ze skuto¢ny rozsah testovacej

Statistiky zavisi od vlastnych ¢isiel matice
K=A-AX(X'X)"'X', (36)

kde A je matica definovana v (8) a X je matica regresorov. Vysledna matica K je
pozitivna semidefinitnd matica s k£ nulovymi vlastnymi hodnotami. Rozsah testovace]
Statistiky bude potom interval, ktorého dolna hranica bude najmensie vlastné ¢islo a
horna najvicsie vlastné ¢islo z nenulovych vlastnych ¢isiel tejto matice. Ozna¢me tieto
vlastné hodnoty 7y, 7, ..., T,_x. Potom, za platnosti nulovej hypotézy, su prvé styri

momenty Statistiky d nasledovné:

<M®=%%i§, (37)

23 (- B(d)

var(d) =piz n—k)n—Fk+2)’ (38)
8y (m - E(d))?
’u3_(n—k)(n—k+2)(n—k+4)’ (39)
n—k 4 n—k o 212
M“;%Zﬁdn—EM»%ﬂﬂZﬁdz E(d))?] (40)

n—k)(n—k+2)n—Fk+4)(n—k+06)
Pre rychlej$ie numerické vypocty, ktoré boli potrebné hlavne v dobe, ked bol problém

vyratat vlastné cisla matice velkych rozmerov, vyuZijeme fakt, ze
> o =tr(K™) (41)
i

a prepiSeme vztahy pre prvé Styri momenty do tvaru:

_ tr(K)

L (n = k)tr(K?) — (tr(K))?
e 2k t2) 3)
1y =8 (n — k)?tr(K3) — 3(n — k)tr(K)tr(K?) + 2(tr(K))? (14)

(n—FkBn—-—k+2)(n—k+4) ’
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(n — k)3[4tr(K*) + (tr(K?))?] — 2(n — k)?[8tr(K)tr(K?) + tr(K?)(tr(K))?+
(n—k3*n—k+2)(n—k+4)(n—k+06)
+(n — k)[24tr(K?) (tr(K))? + (tr(K))*] — 12(tr(K))4.

pg =12

(45)
Potom koeficienty Sikmosti a Spicatosti budu
B :M—z, (46)
13
Do 25—2 (47)

Opét uvazujeme beta rozdelenie ndhodnej premennej z intervalu [0, 1] a s hustotou

1

———aP (1 —2)T 48
B(p,q) (1-2) (42)

Stredna hodnota beta rozdelenia je

p
E(x) = —, 49
(@)= 2 (49)
variancia

var(x) = P (50)

(r+q?*p+q+1)

a koeficienty Sikmosti a $picatosti st

2q-p)p+q+1):
V= (p+q+2)(pg) oy
6lp+a+1)(qg—p)?—pep+q+2)]
Pr = pa(p+q+2)(p+q+3) 9 (52)

Z rovnic (51) a (52) vyjadrime p a ¢:

p=3(V =7 1), (53)
q:%(WJrZ—l), (54)
kde
4By —30
W 381 —26,+6 (55)
2 _

C16W + By(W + 1)
Koeficienty sikmosti a $picatosti nezavisia od Skalovania, takze ich mozeme pouzit

bez ohladu na transforméciu testovacej Statistiky d na interval [0, 1].
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2.2 Aproximécie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

Najskor teda vypocitame koeficienty Sikmosti a Spicatosti /51 a (2 z naSich dat
pomocou rovnic (46), (47) a (42) - (45) a dosadime do rovnic pre p a q.

Rozsah testovacej Statistiky d je [75, 7], kde 7, je najmensia nenulova a 7, najvicésia
vlastna hodnota matice K z (36). Testovaciu $tatistiku d potom transformujeme na

beta premennu z intervalu [0, 1]:

d— s
=" (57)
Ty — Ts
Stredna hodnota premennej x je
E(d) — s
B(r) =AD" (58)
Tg — Ts
a variancia
_war(d)
var(x) = Ca— (59)
Vzorce na vypocet 7, a 7, potom budu
var(d) :
s =F(d) — F ,
n=B(d) - Bx) | “0 ] (60
1
var(d) ]2
= D 1
K [var(x)} T (61)

kde za E(d), var(d) a E(z), var(z) dosadime vysledné hodnoty z (42), (43) a (49),
(50).

Odhadnuté vlastné ¢isla ziskané tymto vypoctom sa lisia od skuto¢nych vlastnych
¢isiel a dokonca niektoré najmensie vlastné hodnoty vychadzaju zaporné a najvicsie
vychadzaju vicsie ako 4. Preto by sa mohlo zdat lepSie pouzivat presné vlastné ¢isla,
ktoré bolo v roku 1966 tazké vypocitat a ich vypocet je ¢asovo naro¢ny. Tieto dve
alternativy sme porovnali v podkapitole 2.2.2.1. Prekvapivo, odhadom vlastnych ¢isiel

pomocou vzorcov (60) a (61) sme dostali presnejsie vysledky.

P-hodnotu potom vypodcitame podobne ako v pripade Beta aproximéacie (obrazok

16), pricom namiesto transformacie id, pouzijeme transforméciu (57).

Naprogramovanu funkciu pre vypocet testu pozitivnej autokorelédcie Henshawovou

aproximéciou nijdeme v prilohe A.1.4.
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2.2 Aproximécie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

2.2.2.1 Vysledky testu pozitivnej autokorelacie Henshawovou aproximéaciou

V tejto casti uvedieme vysledky dvoch verzii Henshawovej aproximacie. Prva bude
presne kopirovat Henshawov postup z roku 1966, kedy najmensiu a najvacsiu vlastnu
hodnotu odhadneme pomocou vzorcov (60) a (61). V druhej verzii budeme pocitat

presné vlastné hodnoty 7, a 7.

Pravdepodobnost chyby prvého druhu a ¢asovi naro¢nost jedného vypoctu oboch
alternativ pre rozne hodnoty n sme zhrnuli v tabulke 19. Tabulka je opat vysledkom

10 000 simulécii dat bez autokorelacie, rovnakych ako v ¢astiach 2.1.3 a 2.2.1.1.

Henshaw aproximacia pomocou || Henshaw aproximéacia pomocou
odhadnutych vlastnych cisiel presnych vlastnych cisiel

n || P(ch. 1. druhu) Cas P(ch. 1. druhu) Cas

10 5.67% 0.005699s 14.74% 0.005466s
20 4.90% 0.005985s 9.60% 0.005716s
30 5.13% 0.006457s 5.36% 0.006942s
40 4.83% 0.007218s 6.54% 0.009078s
50 4.76% 0.008803s 3.84% 0.010808s
60 5.13% 0.010963s 5.17% 0.013400s
70 5.27% 0.013306s 6.47% 0.017445s
80 4.711% 0.015654s 4.38% 0.023218s
90 5.27% 0.018889s 5.39% 0.029506s
100 4.98% 0.024358s 5.10% 0.036602s
200 4.89% 0.137039s 4.77% 0.251636s
300 5.15% 0.398954s 5.18% 0.797256s
400 4.88% 0.803427s 4.94% 1.702250s
500 4.76% 1.564157s 4.85% 3.333996s

Tabul'ka 19: Pravdepodobnost chyby 1. druhu a trvanie Henshawovej aproximacie.

Vypocet s pouzitim presnych vlastnych ¢isiel trva dlhsie ako vypocet s odhadnutymi
vlastnymi ¢islami a rozdiel sa prehlbuje so zvySujicim sa n. Je to spdsobené vypoctom

vlastnych ¢isiel stale vac¢sej matice K.
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2.2 Aproximécie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

Pozrime sa na pravdepodobnost chyby prvého druhu. V pripade odhadnutych vlast-
nych ¢&isiel kolisa okolo hodnoty 5% (okrem pripadu n = 10), ¢o je znakom dobrej
aproximacie. Na rozdiel od toho, pri pouziti presnych vlastnych ¢isiel dochadza k vel-
kym vykyvom, ktoré sa ustalia az okolo n = 90. To signalizuje, Ze tato verzia zrejme
nebude vel'mi vhodné.

Ziskané vysledky mozeme porovnat aj s Exaktnym testom, ktorého vysledky sme
uviedli v tabulke 15. Verzia s odhadnutymi vlastnymi ¢islami méa velmi podobné prav-

depodobnosti chyby prvého druhu ako Exaktny test, ¢o sa vSak neda povedat o verzii

s presnymi vlastnymi hodnotami.

Pre obe verzie vykreslime histogramy rozlozenia p-hodnot na intervale [0, 1] pre
jednotlivé hodnoty n. Porovnanie histogramov vidime na obrazkoch 19, 20 a 21.

Podla o¢akévania, histogramy pre verziu s odhadnutymi vlastnymi hodnotami maju,
okrem pripadu n = 10, rozdelenie podobné rovnomernému. Naopak, histogramy pre
verziu s presnymi vlastnymi ¢islami si pre n mensie ako 90 ,,rozkolisané®, a preto si ich

vysledky velmi nedoveryhodné. Az pre n vicsie ako 90 sa grafy ustalia na rovnomerne;j

hladine.

V tabulke 20 vidime p-hodnoty a trvanie jednej simulacie oboch verzii pre n rovné
1000, 2000, 3000, 4000 a 5000 s rovnakymi nasimulovanymi datami ako pri Exaktnom

teste a Beta aproximaécii.

Henshaw aproximacia pomocou | Henshaw aproximécia pomocou
odhadnutych vlastnych c¢isiel presnych vlastnych ¢isiel

pocet dat || p-hodnota cas p-hodnota cas
n = 1000 || 0.1545348 18.38s 0.1539470 30.67s
n = 2000 || 0.4561747 | 137.05s8 ~ 2.3min || 0.4560749 | 228.68s ~ 3.8min
n = 3000 || 0.9128433 | 473.96s ~ 7.9min || 0.9127620 | 802.30s ~ 13.4min
n = 4000 || 0.5838928 | 1486.63s ~ 24.8min || 0.5840672 | 1945.32s ~ 32.4min
n = 5000 || 0.8280748 | 2326.91s ~ 38.8min || 0.8281123 | 4036.85s ~ 67.3min

Tabul'ka 20: Vypocty p-hodnot Henshawovou aproximéciou pre velké n.
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Obr. 19: Rozlozenie p-hodnot vypocitanych 2 verziami Henshawovej aproximacie, n = 10 — 50.
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Obr. 20: Rozlozenie p-hodnot vypocitanych 2 verziami Henshawovej aproximacie, n = 60 — 100.
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Henshaw aproximécia: n=200
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Obr. 21: Rozlozenie p-hodnot vypocitanych 2 verziami Henshawovej aproximécie, n = 200 — 500.
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Vysledky v tejto tabulke moZzeme porovnat s presnymi vysledkami Exaktného testu

v tabulke 16. Vidime, Ze p-hodnoty vypocitané verziou Henshawovho testu s odhad-

nutymi vlastnymi ¢islami sa tplne zhoduji s vysledkami Exaktného testu. Vo verzii s

presnymi vlastnymi ¢islami su zretelné odchylky.
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2.3 Porovnanie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

Odportuc¢ame teda na vypocet najvac¢siecho a najmensieho vlastného ¢isla pouzit
vzorce (60) a (61) aj napriek tomu, Ze v dnesnej dobe nie je problém vypocitat presné
vlastné ¢isla. Tento krok vedie k mensej ¢asovej naro¢nosti a vicSej presnosti celého

testu.

Mohlo by nam napadnut pouzit v Henshawovej aproximéacii rovnaky prechod na in-
terval [0, 1] ako v Beta aproximaécii, teda id, kedZe v Beta aproximécii sa prechodom z
}ld na :Z_TTT nemenila vypocitana p-hodnota. Tu to v8ak neplati. Transformaciou id v
Henshawovej aproximacii vznikaju ,rozkolisané“ histogramy, a teda tuto transformaciu

nie je vhodné pouzit.

Pravdepodobnost chyby prvého druhu pouzitim réznych transformécii vidime na

obrazku 22.

L — transformdcia s odhadnutymi vi. Cislami
Henshaw aproximacia transforméacia s presnymi vi. Cislami
transformdcia 1/4d

14
Il

12

10
1

P(chyba 1. druhu)

8
1

0 100 200 300 400 500
n

Obr. 22: Pravdepodobnost chyby prvého druhu pre Henshawovu aproximéciu.

2.3 Porovnanie

V tejto casti porovname Exaktny test, Beta aproximaciu a Henshawovu aproximéciu.

2.3.1 Porovnanie testov pozitivnej autokorelacie

Najskor porovname tieto testy z pohladu pravdepodobnosti chyby prvého druhu a
¢asovej naroc¢nosti jedného vypoctu pre rozne n. V tabulke 21 vidime porovnanie, ktoré
je vysledkom 10 000 simulacii dat bez autokorelécie s piatimi regresormi a konStantnym

¢lenom.
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2.3 Porovnanie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

Exaktny test Beta aproximécia Henshaw aproximécia
7 || P(ch. 1. druhu) ¢as P(ch. 1. druhu) ¢as P(ch. 1. druhu) ¢as
10 4.92% 0.955336s - - 5.67% 0.005699s

20 4.89% 0.050174s 6.38% 0.005524s 4.90% 0.005985s
30 5.14% 0.022993s 5.85% 0.005814s 5.13% 0.006457s
40 4.83% 0.018424s 5.05% 0.006228s 4.83% 0.007218s
20 4.76% 0.022705s 4.78% 0.006480s 4.76% 0.008803s
60 5.13% 0.025759s 5.15% 0.007231s 5.13% 0.010963s
70 5.27% 0.032545s 5.34% 0.007165s 5.27% 0.013306s
80 4.711% 0.036270s 4.75% 0.008031s 4.711% 0.015654s
90 5.27% 0.042930s 5.28% 0.008694s 5.27% 0.018889s
100 4.98% 0.050115s 4.98% 0.009018s 4.98% 0.024358s
200 4.89% 0.191615s 4.89% 0.020620s 4.89% 0.137039s
300 5.15% 0.558469s 5.16% 0.046922s 5.15% 0.398954s
400 4.88% 1.127375s 4.88% 0.085665s 4.88% 0.803427s
500 4.76% 2.062971s 4.76% 0.154024s 4.76% 1.564157s

Tabul'ka 21: Porovnanie vysledkov testov pozitivnej autokorelacie.

Prvym rozdielom v tychto testoch je, 7ze Exaktny test a Henshawovu aproximaéaciu
je mozné pouzit aj v pripade n = 10 s po¢tom regresorov k' = 5, ktory Beta aproxi-
maciou riesit nemozno. Pri n = 15 uz sice Beta aproximacia funguje, ale vysledky su
neuspokojivé. To potvrdzuje obavy Durbina a Watsona o spravani sa metody pre nizky
pocet stupnov volnosti, teda pre nizke n — k.

So stupajicim n v8ak narasta aj presnost Beta aproximacie. Pre n vacsie ako 40 uz
rozdiel v pravdepodobnosti chyby prvého druhu pre Beta aproximaciu a Exaktny test
nie je viac ako 0.07% a pre n vacsie ako 100 je dokonca pravdepodobnost chyby prvého
druhu pre Beta aproximaciu takmer rovnaka ako pre Exaktny test.

Henshawova aproximécia dosiahne pravdepodobnost chyby prvého druhu totoznu s
Exaktnym testom ovela rychlejsie. Okrem pripadu n = 10 sa od Exaktného testu nelisi

o viac ako stotinu percenta.
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2.3 Porovnanie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

Casov4 narocnost Beta aproximacie je najlepsia spomedzi porovnavanych testov.
Pri malom n je trvanie aproximaécii porovnatelné, vypocet Exaktného testu trva ovela
dlhsie. So zvySujucim sa n sa zvacSuju aj rozdiely v ¢asovej naroc¢nosti. Pre n = 100
je trvanie vypoctu Beta aproximacie 5.6-krat kratSie ako trvanie Exaktného testu a
2.7-krat kratsie ako pri Henshawovej aproximécii. Pre n = 500 uz trva Beta aproximé-
cia iba trinastinu trvania Exaktného testu a desatinu trvania Henshawovej aproximacie.
Ako rastie n, tak sa ¢asova naro¢nost Henshawovej aproximéacie priblizuje k trvaniu

Exaktného testu.

Grafické znazornenie vyvoja pravdepodobnosti chyby prvého druhu v zavislosti od

poctu dat n jednotlivych testov vidime na obrazku 23.
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Obr. 23: Pravdepodobnost chyby prvého druhu testov pozitivnej autokorelacie.

Dalgim ukazovatelom spravnosti pouzitého testu je rozlozenie vypocitanych p-hodnot
na intervale [0, 1], ktoré by v idealnom pripade malo byt rovnomerné. Porovnanie his-

togramov pre jednotlivé testy vidime na obrazkoch 24, 25 a 26.

V8imnime si, Ze pre pocet dat n rovny 20 a viac st histogramy Henshawovej apro-
ximécie velmi podobné histogramom Exaktného testu. Histogramy Beta aproximaécie
sa od histogramov Exaktného testu pre malé n vyrazne liSia a priblizia sa k nim az pre
n = 40. Rovnost histogramov pre Beta aproximéciu a Exaktny test nastane az pre n

vacsie ako 300.
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Obr. 24: Porovnanie rozlozenia p-hodnét, n = 10 — 50.

99



2.3

Porovnanie

2 DURBIN-WATSONOV TEST

Frequency
300 400 500

200

100

Frequency
300 400 500

200

100

Frequency
300 400 500

200

100

Frequency
200 400 500

200

100

Freguency
300 400 500

200

100

Exact test: n=60
_start=1e-14, part=100, hranica=1e-10

- Beta aproximécia: n=60

Henshaw aproximacia: n=60
odhadnuté viastné Cisla

= = e T § - B—HEFH M — = § ~ F— 7—7 | — — 1
1 g g
- o o
8 g8 4
3 2
4 o o
3 4 . 3
& |
i o o
S 4 8 4
il o o
f T T T T 1 r T T T T 1 T T T T T 1
00 02 gt 08 0 00 02 04 06 08 10 0.0 0.2 0.4 06 08 10
- E’iac“ﬁ%to- p-?ﬂ e L Henshaw aproximacia: n=70
. Sar=lestApan=i00 hamca={es Beta aproximacia: n=70 - odhadnuté viastné éisla
. [ ] T M o M — — - g _ M iy - -
M H =1 T T 27 il I e B s 2 | I B B A
o e
i g 8
o
4 g 4 27
o
4 g - IShn!
7 84 g
il . e
T T T T T 1 T T T T T | T T T T T 1
00 02 04 06 038 1.0 0.0 02 04 06 08 10 0.0 02 0.4 06 1.0
Exact test: n=80 . Henshaw aproximacia:
start=1e-14. pat=100. hranica=1e-10 Beta aproximac o odhadnuté viastmé &isla o
— - i - — o — —
. S _ E—— &
— . CHI = 87— e T - == 87 _4 = ey
o o
i g 4 %
< ~
o o
i s 4 % |
3 3
o o
i s 4 % |
IS &
o o
i 3 4 ®
i o J o
T T T T T 1 r T T T T 1 ) T T T T 1
00 02 04 06 08 1.0 00 02 0.4 06 038 1.0 00 02 04 06 038 10
Exact test: n=90 imaci Henshaw aproximécia: n=90
start=1e-14, part=100, hranica=1e-10 - Beta aproximacia: n=00 odhadnﬂé viastné E\'sla.
A - 5= 8 = H——ft+F=1 2.1 = T = =~
— — [ gy 3 s I — 11+ —— | & g 5 H= —
3 — e = | 4
o
- 8 4 o
I = |
g
o
- 8 o
3 g
3
o
B 3 4 o
& 1 4
&
o
- 8 - o
- g 4
il s
o
T T T T T 1 T T T T T 1 I T T T T |
00 02 Exaoéztest- no_,zi o 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 - i
- gl s T S Henshaw aproximécia: n=100
start=1e-14, pjﬂ—WOO, hranlcafﬂe_—ﬂo Eeta aproximacia: n=100 odhadnuté viasing tisla
— — 1 o ] — — 1 — ] — M _
R - g - T = =Rp— s S
o
g 7 g 4
o
. &1 g 1
o
. &1 & 1
i 8 4 o
oL g -
i o J
o
I T T T T 1 T T T T T 1 r T T T T |
00 02 04 06 038 10 00 02 0.4 06 038 1.0 00 02 04 06 08 10
p-value p-value p-value

Obr. 25: Porovnanie rozlozenia p-hodnot, n = 60 — 100.
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Obr. 26: Porovnanie rozlozenia p-hodnot, n = 200 — 500.

Aby sme mohli lepsie urc¢it presnost aproximaécii, porovname priamo jednotlivé p-
hodnoty vypocitané pomocou aproximacii s p-hodnotami vypocitanymi Exaktnym tes-
tom pri rovnakych nasimulovanych datach. V tabulke 22 vidime miniméalnu, maximalnu
a priemernu odchylku p-hodnoty vypocitanej aproximaciou od p-hodnoty vypocitane]
Exaktnym testom.
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Beta aproximécia Henshaw aproximécia
n min max mean min max mean
15/10 | 3.5-107% | 0.0355412 | 0.0226709 | 2-107% | 0.0407761 | 0.0172850
20 3.3-1075 | 0.0179547 | 0.0118206 | 1-10=7 | 0.0005088 | 0.0002571
30 2-1077 | 0.0097974 | 0.0064649 0 7.47-107° | 3.58-107°
40 3-1077 | 0.0022935 | 0.0014846 0 7.17-107° | 3.85-107°
20 0 0.0010765 | 0.0006808 0 4.65-107° | 2.48 -107°
60 1-1077 | 0.0006877 | 0.0004458 0 1.51-1075 | 7.88 - 1076
70 11077 | 0.0005510 | 0.0003596 0 1.58-1075 | 8.18 - 1076
80 3-1077 | 0.0004228 | 0.0002760 0 5.60-107¢ | 2.92-.10°¢
90 4.6 -1078 | 0.0003362 | 0.0002185 0 1.70-107% | 8.43-1077
100 0 0.0003301 | 0.0002184 0 2.80-107% | 1.44-107°
200 0 6.75-107° | 4.39-107° 0 1-107% | 4.88-107"
300 0 1.94-107° | 1.26-107° 0 2-1077 | 5.70-1078
400 0 1.62-107° | 1.06 - 107° 0 1-1077 | 1.99-10°8
500 0 7.40-107% | 4.07-107° 0 1-1077 | 3.26-1078

Tabulka 22: Rozdiely p-hodnét vypocitanych aproximéciami a Exaktnym testom.

Vsimnime si, 7e pre vSetky n maji p-hodnoty vypocitané Henshawovou aproxi-
méciou mensie odchylky od p-hodnot vypocitanych Exaktnym testom ako p-hodnoty
vypocitané Beta aproximaciou. Tym sme potvrdili predpoklad, ze Henshawova apro-
ximécia je presnejSia ako Beta aproximacia.

Vysledky porovnania pre malé n nie st velmi uspokojivé, pretoze p-hodnota vypo-
¢itand Beta aproximaciou sa lisi od p-hodnoty vypocitanej Exaktnym testom uz na
druhom desatinnom mieste, ¢o moze lahko zmenit rozhodnutie, ¢i zamietnut nulovi
hypotézu alebo nie. Rovnako pre Henshawovu aproximaciu, v pripade n = 10 dochadza
k podstatnym odchylkam. Pozitivom je, Ze so zvySujicim sa n sa odchylky zmensuji.
Pre n viicsie ako 40 je odchylka Beta aproximacie mengia ako 1073. Odchylka Hensha-

wovej aproximacie je uz pri n = 20 mensia ako 1073.
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2.3 Porovnanie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

Pre n = 500 stale mozeme pouzit Exaktny test, ktory je presny a jeho jeden vypocet
trva par sekund. Uplatnenie aproximacii je az pre také n, pre ktoré trva Exaktny vypo-
¢et mintity. Pozrime sa teda na porovnanie vyslednych p-hodnét pri jedinej simulacii

a Casovi naro¢nost tohto vypoc¢tu pre n rovné 1000, 2000, 3000, 4000, 5000 - tabulka 23.

Exaktny test Beta aproximécia | Henshaw aproximécia

n p-hodnota cas p-hodnota cas p-hodnota cas

1000 || 0.1545348 | 15.85s || 0.1545337 | 1.94s | 0.1545348 18.38s

2000 || 0.4561747 | 107.89s | 0.4561746 | 12.20s | 0.4561747 | 137.05s
3000 || 0.9128433 | 379.10s | 0.9128436 | 42.51s | 0.9128433 | 473.96s
4000 || 0.5838928 | 864.98s || 0.5838928 | 101.62s || 0.5838928 | 1486.63s
5000 || 0.8280748 | 1665.89s | 0.8280748 | 200.12s | 0.8280748 | 2326.91s

Tabul'ka 23: Porovnanie p-hodnot pre velké n.

Casové naro¢nost Beta aproximacie pre velké n je aZ osemkrat mensia ako ¢asova
naro¢nost Exaktného testu a desatkrat mensia oproti Henshawovej aproximacii. Trvanie
Henshawovej aproximacie je dokonca vacSie ako trvanie Exaktného testu.

P-hodnoty vypocitané Henshawovou aproximaéaciou su totozné s p-hodnotami vypo-
¢itanymi Exaktnym testom. Vysledky Beta aproximécie sa liSia nanajvys na Siestom

desatinnom mieste.

Beta aproximaéacia funguje aj pre n = 10000, avSak ¢asova naro¢nost je v tomto pri-
pade ovela vicsia. Vypocet jednej simulacie trval az 1527,70 sektnd, ¢o je 25 mint.

Pri takejto hodnote n by jeden vypocet Exaktnym testom trval hodiny.

Pre n mensie ako 1000 odportac¢ame pouzitie Exaktného testu. Pre vicsie n rozhod-
nutie zavisi od toho, aky presny vysledok potrebujeme. Pre n vicsie ako 5000 je uz
Exaktny test ¢asovo velmi naroc¢ny, preto je lepSie pouzit Beta aproximéaciu. Trvanie
vypoctu sa sice javi byt velmi dlhé, avsak pre bezného pouzivatela, ktory potrebuje

test spustit iba jedenkrat, to nemusi byt az taka prekazka.
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2.3.2 Porovnanie obojstrannych testov

Rovnaké porovnanie urobime aj pre obojstranné testy. Na data nasimulované pre
porovnanie jednostrannych testov aplikujeme obojstranné testy a porovname vysledky.
Pravdepodobnost chyby prvého druhu a ¢asovi naroc¢nost jedného vypoctu obojstran-

ného testu pre rozne n vidime v tabulke 24.

Exaktny test Beta aproximacia Henshaw aproximacia
n P(ch. 1. druhu) ¢as P(ch. 1. druhu) ¢as P(ch. 1. druhu) ¢as
10 4.69% 1.825959s - - 6.43% 0.005889s

20 5.20% 0.078874s 6.76% 0.005663s 4.99% 0.008224s
30 4.91% 0.057577s 6.10% 0.006045s 5.00% 0.008316s
40 4.87% 0.039134s 5.05% 0.006226s 4.88% 0.008712s
50 4.99% 0.041924s 5.05% 0.007177s 4.91% 0.009906s
60 5.00% 0.049202s 5.08% 0.007755s 5.02% 0.010660s
70 4.77% 0.059564s 4.79% 0.006792s 4.74% 0.012731s
80 4.77% 0.077539s 4.80% 0.007634s 4.79% 0.015672s
90 5.04% 0.102569s 5.09% 0.008511s 5.11% 0.019220s
100 5.13% 0.116242s 5.15% 0.009136s 5.13% 0.031586s

Tabul'ka 24: Porovnanie vysledkov obojstrannych testov.

Rozdiely v pravdepodobnosti chyby prvého druhu aproximécii oproti Exaknému
testu pri obojstrannom teste si vicSie ako pri jednostrannom. Pri Beta aproximaécii
sa pravdepodobnost chyby prvého druhu ustéli na 5-percentnej hladine pri n = 40.
Pri Henshawovej aproximacii sa aj pri obojstrannom teste pohybuje okolo 5%, okrem
pripadu n = 10.

Exaktny test trva vyrazne viac ako aproximécie, pretoze zmenou z jednostranného
testu na obojstranny sa ¢asova naro¢nost Exaktného testu zdvojnésobila kvoli nutnosti
pocitania dvoch integralov namiesto jedného. V pripade obojstranného testu pocita-
ného aproximéciami nedochidza k navyseniu vypoctovej naroc¢nosti a rozdiely v ¢asoch

oproti jednostrannému testu st dané iba vykyvmi v praci procesora.
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2.3 Porovnanie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

Grafické znazornenie pravdepodobnosti chyby prvého druhu jednotlivych obojstran-

nych testov vidime na obrazku 27.

o - . — Exakiny test
Durbin-Watson test —— Beta agroximéc\a

= Henshawova aproximacia

P(chyba 1. druhu)

20 40 - 60 80 100

Obr. 27: Pravdepodobnost chyby prvého druhu obojstrannych testov.

Porovnanie histogramov p-hodnot vypocitanych jednotlivymi testami je na obraz-
koch 28 a 29.

RozloZenie p-hodnot vypocitanych Beta aproximéaciou sa ustali na priblizne rov-
nomernej urovni pri n = 40 a rozlozenie p-hodnot vypocitanych Henshawovou apro-
ximaciou pri n = 20. AvSak histogramy aproximdcii nekopiruju tvar histogramu pre
Exaktny test tplne, ako tomu bolo pri jednostrannych testoch. Pri Beta aproximacii
za¢nu nadobudat podobny tvar pri n = 40, ale pri Henshawovej aproximacii si vidi-

telné odchylky aj pre ovela vécSie n.

V tabulke 25 je uvedend minimalna, maximalna a priemerna odchylka p-hodnot
vypocitanych aproximaciami od p-hodnot vypocitanych Exaktnym testom.

Na tychto vysledkoch je prekvapivé to, ze aj napriek tomu, ze Henshawova apro-
ximacia dosahovala podobni pravdepodobnost chyby prvého druhu ako Exaktny test,
jej odchylky p-hodnot st velmi velké, dokonca vicsie ako odchylky Beta aproximécie.
Odchylky p-hodnot vypocitanych Beta aproximéciou sa pre n vicsie ako 40 neliSia od
p-hodnét vypoéitanych Exaktnym testom o viac ako 1072 a s rastticim n odchylky
klesaji. Pre Henshawovu aproximéciu vsak odchylky klesni pod 1072 aZ pre n viic-
Sie ako 90. Pri testovani obojstrannym testom teda pouzitie Henshawovej aproximacie

neodporucame.
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Obr. 28: Porovnanie rozlozenia p—hggn()t, obojstranné testy, n = 10 — 50.
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Obr. 29: Porovnanie rozlozenia p—h%d7n€)t, obojstranné testy, n = 60 — 100.
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Beta aproximécia Henshaw aproximécia
n min max mean min max mean
15/10 || 2.8 1075 | 0.0682724 | 0.0449846 | 0.0002139 | 0.5695794 | 0.2065029
20 81077 | 0.0356895 | 0.0235567 || 8.42-1075 | 0.3138514 | 0.1811358
30 4.5-107% 1 0.0195260 | 0.0129063 || 1.83 - 10~ | 0.1126808 | 0.0763718
40 7-1077 | 0.0040979 | 0.0027004 | 8.02-1075 | 0.1030913 | 0.0710660
20 1.4-1075 | 0.0016496 | 0.0010882 | 0.0001351 | 0.1094825 | 0.0747522
60 0 0.0013412 | 0.0008799 | 8.47 - 1075 | 0.0155989 | 0.0110077
70 1-1077 | 0.0010494 | 0.0006942 || 1.78 - 107¢ | 0.0419736 | 0.0292441
80 21077 | 0.0008129 | 0.0005349 | 1.31-1075 | 0.0386078 | 0.0270197
90 0 0.0006575 | 0.0004323 | 5.45- 1075 | 0.0152232 | 0.0107468
100 1-1077 | 0.0006581 | 0.0004367 || 3.35-107¢ | 0.0045456 | 0.0031967

Tabulka 25: Rozdiely p-hodnot vypocitanych aproximaciami a Exaktnym testom.

2.3.3 Porovnanie sily testov

V tejto casti porovnadme silu jednotlivych testov. Teda nasimulujeme data s au-
tokorelovanymi chybami ¢ a budeme sledovat, v kolkych percentich pripadov testy
zamietnu nulovi hypotézu. Koeficient ¢ prislusného AR(1) modelu (2) postupne na-
dobudal hodnoty -0.9, -0.8, -0.7, -0.6, -0.5, -0.4, -0.3, -0.2, -0.1, 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5,
0.6, 0.7, 0.8 a 0.9. Simulaciu autokorelacie sme najskor ,zahriali“, teda ¢y sme zvolili
nulovy a nasimulovali sme niekolko hodnot e, ktoré sme potom usekli a zostal nam iba
vektor chyb dlzky n so spravnym rozdelenim. Kazdy bod vystupu je opit vysledkom
10 000 simulacii. Vysledné grafy vidime na obrazkoch 30, 31 a 32.

V grafoch pre jednotlivé n sme pre porovnanie zobrazili vysledky vsetkych Styroch
testov - klasického Durbin-Watsonovho testu, Exaktného testu, Beta aproximacie a
Henshawovej aproximacie. Pri klasickom teste sme vykreslili dve krivky. Plnou ¢iarou
je znazornené percento zamietnutia H, a prerusovanou ¢iarou je znazornené zamietanie
pouzitim konzervativneho pristupu, teda Hy zamietame aj v pripade, Ze test skoncil
nerozhodne. Vysledné obrazky st zoradené v dvoch stipcoch. V Iavom stipci st grafy

pre testovanie pozitivnej autokorelacie a v pravom stipci je obojstranny test.

68



2.3 Porovnanie

2 DURBIN-WATSONOV TEST

40 60 80 100

% zamietnutia HO

20

40 60 80 100

% zamietnutia HO

20

40 60 80 100

% zamietnutia HO

20

40 60 80 100

% zamietnutia HO

20

n=10
o
Durbin-Watson test 27
Durbin-Watson test vratane inconclusive
—— Exakiny test
— Henshaw aproximacia
2 4
o |
@
o |
~
o |
«
o 4
T T T T T T
-05 0.0 05 05 0.0 05
phi n=15 phi
o
Durbin-Watson test e
Durbin-Watson test vratane inconclusive
— Exakiny test
— Beta aproximacia
— Henshaw aproximacia 8 4
(=
@
~
o |
&
o
T T T T T T
-05 0.0 05 05 0.0 05
phi n=20 phi
o
Durbin-Watson test 7
Durbin-Watson test vratane inconclusive
— Exakiny test
— Beta aproximacia
— Henshaw aproximacia 8
o |
@
o |
~
o |
&
o
T T T T T T
-05 0.0 05 -05 0.0 05
phi n=30 phi
o
Durbin-Watson test 7
Durbin-Watson test vratane inconclusive
— Exakiny test
— Beta aproximacia
— Henshaw aproximacia 8
o |
@
o |
~
o |
&
o
T T T T T T
-05 0.0 05 -05 0.0 05
phi phi

Obr. 30: Sila testov pre n = 10 — 30.
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Obr. 32: Sila testov pre n = 80 — 100.

Pri malom n maju vSetky testy velmi mala silu, ale so stipajicim n sa aj sila tes-
tov zvySuje a krivky jednotlivych testov sa k sebe priblizuja, az tplne splynt, okrem
klasického testu, ktorého krivky lemuju krivky ostatnych testov po oboch stranach. Pri
jednostrannom teste sily jednotlivych testov splynd pri menSom n nez pri obojstran-

nom teste. Vidime, 7Ze s rasticim n sa zmenSuje interval nerozhodnosti klasického testu.

Na obrazku 33 sme zachytili vyvoj sily jednotlivych testov so stipajticim n. Vysledky

testu pozitivnej autokorelacie st v Iavom stipci a obojstranné testy st napravo.
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2 DURBIN-WATSONOV TEST
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Obr. 33: Sila jednotlivych testov.
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2.3 Porovnanie 2 DURBIN-WATSONOV TEST

Na obrazkoch je zretelne vidiet narast sily testov so zvySujucim sa n pre testy po-

zitivnej autokorelacie, aj pre obojstranné testy.

V kapitole 1 sme spomenuli, Ze jednostranné testy maju za platnosti alternativy,
ktora testuju, vacsiu silu testu ako obojstranné testy, a preto ma zmysel najskor urcit
charakter autokorelacie a testovat radsej jednostrannym testom. Toto tvrdenie sme po-
tvrdili obrazkami 34, kde na rovnakych datach vidime odhadnuté sily jednostrannych
testov na pozitivnu a negativnu autokorelaciu a obojstranného testu. Pre ¢ > 0 mé
najvacsiu silu jednostranny test pozitivnej autokorelacie a pre ¢ < 0 ma najvicsiu silu

jednostranny test negativnej autokorelicie. Obojstranny test ma v oboch pripadoch

mengiu silu. Nasimulované data mali velkost n = 50.
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Obr. 34: Sila jednostrannych a obojstrannych testov.
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3 DALSIE TESTY AUTOKORELACIE

3 Dalsie testy autokorelacie

V tejto kapitole uvedieme d'alSie testy aukokorelacie.

3.1 Wallisov test

Data, na ktorych chceme urobit regresiu, byvaju casto Stvrtro¢né. Preto Wallis v
¢lanku [18] rozsiril Durbin-Watsonov test na skimanie autokorelacie chyb Stvrtého

stupfia. Chyby v regresii vtedy spliiaji model
€t = P4E1—g + Wy, (62)

kde |@4] < 1 a w; je biely Sum.
Na testovanie nulovej hypotézy Hy : ¢4 = 0 navrhol Wallis upraveni Durbin-

Watsonovu Statistiku

g Do (e — &)’
=

t=

kde € si rezidua.

Wallis v ¢lanku [18] uviedol horné a dolné kritické hranice pre d4 na hladine vyznam-
nosti 5% a za predpokladu nendhodnej matice X. Testovanie potom prebieha rovnako
ako v Durbin-Watsonovom teste.

Avsak ak chceme testovat obojstrannym testom na hladine vyznamnosti 5%, tak
potrebujeme 2.5% kritické hodnoty. Tieto uviedli v ¢lanku [8] Giles a King, spolo¢ne s
1% a 0.5% kritickymi hodnotami.

Funkciu WallisTest naprogramovant v programe R [15] na vypocet Wallisovho

testu sme uviedli v prilohe B.2.

3.2 Durbinov test

Niekedy potrebujeme testovat pritomnost autokorelacie chyb v pripade, Ze sa medzi
regresormi nachadzaji aj posunuté hodnoty zavislej premennej. Vtedy nie je splneny
predpoklad Durbin-Watsonovho testu o nendhodnosti matice X, a teda ho nemozeme

pouzit. Durbin v ¢lanku [6] odvodil asymptoticky test (n velké) pre tento pripad. Stale
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3.2 Durbinov test 3 DALSIE TESTY AUTOKORELACIE

testujeme pritomnost autokorelacie prvého stupina.

Predpokladajme stacionarny regresny model

Y = Biye—1 + - By + Brp1Tre + - F BrinTre + €4, (64)

kde 7 je pocet posunutych y v regresii a k je pocet regresorov z matice X. Chyby v

regresii opat modelujeme AR(1) procesom
€t = PE—1 + Wy, (65)

kde || < 1 a w je z rozdelenia N(0,021).

Za platnosti nulovej hypotézy Hy : ¢ = 0 sa testovacia Statistika

h=¢ -
g0\/1 ~ - var(By) %9)

riadi asymptoticky rozdelenim N(0,1), kde n je pocet merani, var(3;) je odhadnuta

variancia odhadnutého koeficientu pri y;—; v regresii a

A Z?—Q étét—l
o= (67)
Zt:1 £

je odhad ¢, kde ¢ si rezidua.

Pre odhadnuti varianciu odhadnutého koeficientu pri 4;_; v regresii plati

A

var(B) = S% - d'(Z2'Z) a, (68)

kde Z je n x (r 4+ k) matica v8etkych regresorov v (64), a je vektor nil, ktory ma na

mieste prislichajicom regresoru y;—; jednotku a

RSS

S§2— - 69
n—(r+k) (69)
je odhad variancie chyb v modeli, pricom
RSS =) & (70)
i=1

je reziduélna suma Stvorcov.
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3.2 Durbinov test 3 DALSIE TESTY AUTOKORELACIE

Postup testovania je nasledovny:

~

1. Odhadneme koeficienty v regresii a zistime var(f;).

2. 7Z rezidui vypocitame ¢. V pripade, ze mame vypocitani Durbin-Watsonovu Sta-

tistiku, moézeme pouzit aproximéciu ¢ = 1 —d/2.
3. Vypocitame testovaciu Statistiku h.

Ak testujeme jednostrannym testom s alternativou H; o pozitivnej autokorelacii,
tak nulovii hypotézu zamietame na 5-percentnej hladine vyznamnosti v pripade, Ze
testovacia Statistika je viicsia ako 95-percentny kvantil rozdelenia N (0, 1), teda 1.645 a
prijimame hypotézu o pozitivnej autokorelacii prvého stupna.

Ak testujeme jednostrannym testom negativnej autokorelacie a h je mensie ako
5-percentny kvantil rozdelenia N(0,1), teda -1.645, tak H, zamietame a prijimame
hypotézu o negativnej autokorelacii.

Ak chceme testovat obojstrannym testom a zamietat na hladine vyznamnosti 5%,
tak Hy zamietame, ak testovacia Statistika vysla vicsia ako 97.5% kvantil rozdelenia

N(0,1) alebo mensia ako 2.5% kvantil rozdelenia N (0, 1).

Tento test skolabuje, ak n - 7ar(8;) > 1. Durbin v ¢léanku [6] popisal asymptoticky

ekvivalentni procediru:
1. Urobime regresiu a ziskame reziduéa €.
2. Urobime regresiu &; na regresoroch €; 1, Y 1, Yt—rs L1ty - - -y Tht-

3. Ak je koeficient pri £;_; v tejto regresii signifikantne odlisny od nuly, tak zamie-
tame nulovi hypotézu Hy : ¢ = 0 a prijimame hypotézu o autokorelacii prvého

stupna.

Durbin ukéazal, Ze tato procedira moze byt rozSirend na testovanie autokorelacie
vysgieho radu (chyby modelované AR(p) procesom) tak, ze v druhom bode priddme do
regresie p posunutych € a testujeme zdruzentu signifikanciu koeficientov pri posunutych

reziduéch.
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3.2 Durbinov test 3 DALSIE TESTY AUTOKORELACIE

AR(p) proces, ktorym budeme modelovat chyby v regresii bude
€t = P1€¢—1 + P2Ei—o + + + ©pEr_p T Wy (71)

a nulova hypotéza

Hy:p1=p2=...=¢p,=0. (72)

Vyslednu testovaciu Statistiku jednoduchsie vyjadrime maticovym zapisom.

Urobime regresiu a ziskame n x 1 vektor rezidui é = y — Z(Z'Z)"1Z'y, kde Z je

n X (r + k) matica vSetkych regresorov v (64).

Definujeme ) i
0 0 0 0
€1 0 0 0
) €1 0 0
€ € € 0
E=|"° ? ' (73)
Ep  Ep-1 Ep-2 €1
én—l én—2 én—3 én—p
a urobime druhu regresiu
. @
£= [E Z] + v, (74)
f)/

kde « je vektor koeficientov pri posunutych reziduach, v je vektor koeficientov pri po-

sunutych y a pri z, v je vektor chyb a ziskame rezidué v tejto regresie.

Durbinovou myslienkou bolo testovat zdruzenu signifikanciu koeficientov pri posu-
nutych reziduach. Pouzijeme na to F' statistiku

¢EE'E—-E'Z(Z'Z)"'Z'E|"'E'¢
F= 2 . (75)

n—(prr k)

AvSak tato testovacia Statistika nemé presné F-rozdelenie pre nie velky pocet dat
(pravdepodobnost chyby prvého druhu moéze byt vicsia), pretoze matica regresorov v

(74) je ndhodné. Pre n — oo m4 vsak hodnota p - F' priblizne x?(p) rozdelenie. Teda
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3.3 Breusch-Godfreyov test 3 DALSIE TESTY AUTOKORELACIE

asymptoticky test nulovej autokorelacie proti autokorelacii stupna p urobime tak, ze
zratame testovaciu Statistiku £’ a hodnotu p - F' porovname s prislusnym kvantilom

x%(p) rozdelenia.

V prilohe C.3 najdeme naprogramované vSetky tri Durbinove testy. Funkcia na vypo-
¢et testu s testovacou Statistikou h ma nazov DurbinTest, asymptoticky ekvivalentna
procedura je uvedena pod nézvom funkcie DurbinTestA a funkcia na testovanie AR(p)

autokorelacie je oznacend DurbinTestARp.

3.3 Breusch-Godfreyov test

Breusch v ¢lanku [2] a Godfrey v ¢lanku [9] nezavisle od seba stavali na Durbinovej
praci a vytvorili LM testy na testovanie autokorelacie chyb v tvare ARMA procesov.
Teda alternativna hypotéza bude, Ze chyby v regresnom modeli sa riadia ARM A(p, q)
procesom

&+ p1&¢g—1 + - + PpEt—p = Wt + Wy + -+ HqWt—g- (76)

V nasej praci vsak budeme uvazovat iba autokorelaciu rezidui v tvare AR procesu.

Najskor popiSeme test alternativnej hypotézy chyb v tvare AR(1) procesu. Testova-
cia procedira ma dva kroky. Najskor urobime regresiu na pévodnom modeli a ziskame
rezidué €. V druhom kroku urobime regresiu &, na regresoroch [1 X, ét_l] a zistime
koeficient determinacie R? tohto modelu. Za platnosti Hy bude mat n- R? asymptoticky
rozdelenie x*(1). V&imnime si, Ze druh4 regresia je rovnaka ako v Durbinovom teste.
Rozdiel je iba v testovani. Durbin navrhol pozriet sa na signifikantnost koeficientu pri
£,_1, naopak v Breusch-Godfreyovom teste pozerdme na koeficient determinécie a zis-

tujeme, ¢ takto zostaveny model vysvetlTuje nejaku varianciu rezidui.

Tento test sa da jednoducho rozsirit na testovanie vyssich stupnov autokorelacie.
Sta¢i pridat v druhej regresii dal$ie posunuté €, rovnako ako v Durbinovom teste (74).
V tomto pripade za platnosti Hy o nulovej autokorelacii bude mat n - R? asymptoticky

rozdelenie x?(p).
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3.4 Box-Pierce-Ljungov test 3 DALSIE TESTY AUTOKORELACIE

Vsimnime si, ze Durbinov a Breusch-Godfreyov test st asymptoticky ekvivalentné.

Breusch-Godfreyova LM statistika je
¢EE'E-E'Z(Z'Z)"'Z'E|"1E'¢
7z , (77)

é

LM =

kde st pouzité rovnaké oznacenia ako v Durbinovej F' Statistike (75). Za platnosti Hy
bude mat p - LM asymptoticky rozdelenie x*(p).

Jediny rozdiel medzi Durbinovou F' §tatistikou (75) a Breusch-Godfreyovou $tatisti-
kou (77) je vo vyrazoch v menovateli. Breusch ukazal, Ze tieto vyrazy k sebe konverguji

podla pravdepodobnosti, a teda tieto procediry su asymptoticky ekvivalentné.

Funkcie na vypocet troch verzii Breusch-Godfreyovych testov st uvedené v pri-
lohe D.4. Funkcia BreuschGodfreyTest sluzi na testovanie AR(1) autokorelacie, fun-
kcia BreuschGodfreyTestARp je urdend na testovanie AR(p) autokorelacie a vo funkcii

BreuschGodfreyTestEq je naprogramovany test ekvivalentny Durbinovmu testu.

3.4 Box-Pierce-Ljungov test

Box a Pierce uviedli v ¢lanku [1] testovaciu Statistiku @), ktora je zalozena na druhych

mocninach prvych m autokorelacnych koeficientov rezidui. Tato Statistika je definovana
Q=n Z r2, (78)

kde
n s A .
_ D i—j1 Ett—

r, = S 79
j S22 (79)

a m je malé v porovnani s n.

Ak sa v regresnom modeli nenachiddzaju posunuté hodnoty zavislej premennej, tak
sa, za platnosti nulovej hypotézy, testovacia Statistika ) bude asymptoticky riadit >
rozdelenim s m stupiiami volnosti. Z pohladu sily testu sa ukazuje vhodné zvolit za m
rad autokorelacie, ktoru testujeme, teda p.

Test je mozné rozsirit na regresny model v tvare ARMA procesu. Za platnosti H
bude mat v tomto pripade §tatistika @ asymptoticky x? rozdelenie s po¢tom stupiiov

volnosti m minus pocet parametrov ARMA modelu, teda ak mame regresny model v
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3.4 Box-Pierce-Ljungov test 3 DALSIE TESTY AUTOKORELACIE

tvare procesu ARMA(r,q), tak rozdelenie Statistiky @ bude x;, , ,. V tomto pripade

vSak musi byt m dostato¢ne velké.

Ljung a Box v ¢lanku [14]| poukazali na to, Ze rozdelenie testovacej Statistiky @) sa

moze 1isit od rozdelenia x2,_, ¢» hlavne pri malych poctoch dat n. V tomto pripade

navrhuja pouzitie upravenej Ljung-Boxovej Statistiky
r
(80)

n(n + 2) ;n 7

Tuto Statistiku aproximovali Box a Pierce $tatistikou ) pre velké n. Statistika Q' sa

za platnosti nulovej hypotézy tiez riadi rozdelenim x;, .,

Naprogramovany Box-Piercov a upraveny Ljung-Boxov test uvddzame v prilohe E.5

Kapitolu 3 sme spracovali podla knihy [12] a ¢lankov citovanych v tejto kapitole
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4 Porovnanie vSetkych testov

V tejto kapitole porovname vSetky testy autokorelacie chyb v regresii, ktoré sme
spomenuli v tejto praci. Aproximécie Durbin-Watsonovho testu v tejto ¢asti porovnéa-
vat nebudeme, kedZe sme ich porovnali s Exaktnym testom v ¢asti 2.3 a v porovnani

budeme uvadzat iba vysledky Exaktného testu.

Porovnanie sme urobili simula¢ne, postup simulacie bol rovnaky ako popisujeme v

casti 2.1.2, teda

1. Vygenerujeme n x k maticu regresorov X. Zvolime vektor regresnych koeficientov

B dlzky k. Zvolime varianciu o? bieleho umu a koeficient autokorelacie ¢.
2. Vygenerujeme vektor bieleho Sumu w z rozdelenia N (0, 0I).
3. Dopocitame y podla (2) a (1).

4. ,Zabudneme® vSetko okrem X a y a nechame prislusny test overit pritomnost

autokorelacie.

Body 2-4 potom opakujeme, kym neméme dostatocény pocet simulacii.

Nasimulovali sme data a chyby modelované roznymi procesmi. Niektoré simulacie
sme robili za platnosti Hy, teda ¢ = 0, iné s nenulovou autokorelaciou. V pripade
nenulovej autokorelacie sme simuldciu najskor ,,zahriali“, teda £y sme zvolili nulovy a
nasimulovali sme niekolko hodnot e, ktoré sme potom usekli a zostal nam iba vektor
chyb dizky n so spravnym rozdelenim. Porovnavali sme pravdepodobnost chyby prvého

druhu a silu jednotlivych testov pre rozne pocty dat n.

Vstupné parametre simulécii boli nasledovné: pocet simulécii bol v kazdom pripade
10 000 a pocet regresorov bez konstantného ¢lena bol 5. Poc¢et dat n sme pre porovnanie
menili s desiatkovymi rozdielmi od 10 po 100. Vektor § sme generovali z norméalneho

rozdelenia N (0, 1), maticu regresorov X z N(5,10) a variancia o2 bieleho sumu bola 4.
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4.1 Regresia bez posunutych zavislych premennych 4 POROVNANIE TESTOV

4.1 Regresny model bez posunutych zavislych premennych

Najskor uvazujme regresny model, v ktorom ako regresory nevystupuji posunuté

zévislé premenné y a chyby v regresii budeme modelovat AR(1) procesom, teda
y=XpB+e, (81)

kde
€ = Y€1 + Wy, (82)

|o| < 1 je pevna neznama konStanta a w; je biely Sum.

4.1.1 Porovnanie pravdepodobnosti chyby prvého druhu

KedzZe v tejto Casti je nasim cieflom porovnat pravdepodobnost chyby prvého druhu,

budeme simulovat data, v ktorych nie je autokorelacia, teda ¢ = 0 a H plati.

V tabulkach 26 a 27 vidime vysledné pravdepodobnosti chyby prvého druhu pre

rozne testy a rozne hodnoty n.

pravdepodobnost chyby 1. druhu
test n=10 | n=20 | n=30 | n=40 | n =150
Durbin-Watson test 0.00% 0.25% | 0.70% | 1.06% | 1.34%
vratane inconclusive 100.00% | 98.45% | 65.12% | 49.5% | 41.30%
Durbin-Watson - Exaktny test 4.69% | 5.20% | 4.91% | 4.87% | 4.99%
Durbin test 0.00% 4.45% | 3.95% | 4.03% | 4.34%
Durbin test (asympt. equivalent) 0.18% | 4.13% | 4.00% | 4.14% | 4.43%
Durbin test AR(p) 19.03% | 6.41% | 5.23% | 4.95% | 5.16%
Breusch-Godfrey test 38.71% | 8.83% | 6.74% | 5.78% | 5.78%
Breusch-Godfrey test (equivalent) | 25.98% | 8.06% | 6.26% | 5.63% | 5.63%
Box-Pierce test 0.00% | 4.45% | 3.95% | 4.03% | 4.34%
revised Ljung-Box test 3.21% | 6.26% | 5.14% | 4.68% | 5.06%

Tabul'ka 26: Porovnanie pravdepodobnosti chyby 1. druhu, n = 10 — 50.
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4 POROVNANIE TESTOV

Vysledky klasického Durbin-Watsonovho testu st uvedené v dvoch riadkoch - v

prvom riadku je percento zamietnutia nulovej hypotézy a v druhom riadku je zamietanie

pomocou konzervativneho pristupu, teda H, zamietame aj v pripade, ze test skoncil

nerozhodne (inconclusive).

pravdepodobnost chyby 1. druhu
test n=60|n=70 | n=80 | n=90|n=100
Durbin-Watson test 1.83% | 2.21% | 2.55% | 2.78% 2.84%
vratane inconclusive 36.30% | 32.85% | 30.34% | 28.81% | 27.25%
Durbin-Watson - Exaktny test 5.00% | 4.77% | 4.77% | 5.04% | 5.13%
Durbin test 4.30% | 4.27% | 4.23% | 4.84% 4.89%
Durbin test (asympt. equivalent) | 4.39% | 4.36% | 4.34% | 4.87% | 4.87%
Durbin test AR(p) 5.05% | 4.89% | 4.81% | 5.24% | 5.26%
Breusch-Godfrey test 5.60% | 5.31% | 5.24% | 5.711% | 5.66%
Breusch-Godfrey test (equivalent) | 5.53% | 5.19% | 5.17% | 5.61% | 5.56%
Box-Pierce test 4.30% | 4.27% | 4.23% | 4.84% | 4.89%
revised Ljung-Box test 4.93% | 4.77% | 4.62% | 527% | 5.28%

Tabulka 27: Porovnanie pravdepodobnosti chyby 1. druhu, n = 60 — 100.

Pre lepsie znézornenie vysledkov sme vykreslili graf vyvoja pravdepodobnosti chyby

prvého druhu jednotlivych testov v zavislosti od n. Vidime ho na obrazku 35.

Pravdepodobnost chyby 1. druhu

30 40

% zamietnutia HO
20

— Exakiny Durbin-Watson test
Durbin-Watson test

—— Durbin test
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——— Breusch-Godfrey test

—— Breusch-Godfrey fest (equivalent)
Box-Pierce test

— revised Ljung-Box test
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n

T
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Obr. 35: Pravdepodobnost chyby 1. druhu jednotlivych testov v zavislosti od n.
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4.1 Regresia bez posunutych zavislych premennych 4 POROVNANIE TESTOV

Pre malé hodnoty n, hlavne n = 10, st pravdepodobnosti chyby prvého druhu
jednotlivych testov vyrazne odlisné od 5%. Najblizsie k tejto hodnote je Exaktny test
a blizi sa k nej aj upraveny Ljung-Boxov test, ktory bol Specidlne vytvoreny pre maly
pocet dat. Vidime, ze v tomto ohlade je naozaj lepsi ako Box-Piercov test, ktory mé
pravdepodobnost chyby prvého druhu 0%.

So stupajiucim n stipa aj presnost testov a ich pravdepodobnosti chyby prvého
druhu sa priblizuju k hladine 5%. Najpomalsie sa k hladine vyznamnosti priblizovali
Breusch-Godfreyove testy.

Od zvysnych testov sa vyrazne li§i klasicky Durbin-Watsonov test, ktory ma kvoli
intervalu nerozhodnosti ovela mensie percento zamietania nulovej hypotézy nez je no-
minalnych 5%. Konzervativny pristup je znézorneny prerusovanou ¢iarou. Pravdepo-
dobnost chyby prvého druhu tohto pristupu je velmi velka, aj ked sa so zvySujucim

poc¢tom dat znizuje. Pre n = 100 ma hodnotu 27.25%.

4.1.2 Porovnanie sily testov

V tejto Casti do modelovania chyb zahrnieme nenulové ¢, teda nulova hypotéza uz
nebude platit a porovname silu jednotlivych testov. Hodnotu ¢ sme nezvolili ndhodne,
ale urobili sme vypocty pre celé spektrum, pretoze sila testov zéavisi od velkosti tohto
koeficientu. Parameter ¢ nadobudal hodnoty -0.9, -0.8, -0.7, -0.6, -0.5, -0.4, -0.3, -0.2,
-0.1, 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8 a 0.9.

Vysledné percento zamietania nulovej hypotézy jednotlivych testov pre rozne hod-
noty n sme neuvadzali v tabulkach kvoli velkému mnozstvu udajov, ale priamo sme
ich zobrazili v grafoch. Na obrazkoch 36, 37 a 38 vidime zamietanie Hy. Pre kazdé n je
zobrazeny samostatny obrazok, v ktorom su silofunkcie vSetkych testov. Konzervativny

pristup v Durbin-Watsonovom teste je opét znézorneny prerusovanou c¢iarou.

Pre maly pocet dat (n = 10) maja testy velmi zlé vysledky a vi¢Sinou zamietaju
podobné percento pripadov aj v pripade nulovej autokorelacie, aj v pripade nenulovej.
Niektoré dokonca za platnosti Hy zamietaju viac, ako ked Hj neplati.

S rasticim n rastie aj sila testov. Uz pri n = 20 moZzeme pozorovat, Ze testy odhaluja
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Obr. 36: Sila testov, n = 10 — 40.
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Obr. 37: Sila testov, n = 50 — 80.
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Obr. 38: Sila testov, n = 90 — 100.

autokorelaciu, pricom ¢im je absolitna hodnota ¢ vicsia, tym CastejSie testy zamietaju
nulovi hypotézu o nepritomnosti autokorelacie.

Cim je vadsia velkost dat, tym sa vysledné silofunkcie jednotlivych testov blizia k
sebe a hladina spravneho zamietnutia nulovej hypotézy sa zvySuje. Aj percento pripa-

dov, kedy je Durbin-Watsonov test nerozhodny, sa postupne zmensuje.

Na grafoch mozeme vidiet, 7Ze silofunkcie testov nie st symetrické okolo nulovej
autokorelacie, ako by mohol niekto predpokladat. Vidime, ze v pripade negativnej au-
tokorelacie maju testy vyssiu silu, ako v pripade ,rovnakej“ pozitivnej autokorelacie
(teda pre ¢ s opaénym znamienkom). Je to sposobené roznou povahou pozitivnej a
negativnej autokorelacie, ako sme videli na obrazkoch 1 a 2 v kapitole 2. Pri negativnej
autokorelacii dochadza k preskakovaniu horizontéalnej osi reziduami a v pripade pozi-
tivnej autokorelacie k dlhému zotrvavaniu rezidui nad osou alebo pod osou. Preto st

tieto situacie kvalitativne odlisné a ukazuje sa, ze testy vedia lepsie odhalit negativnu
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autokorelaciu. Najvacsiu symetrickost silofunkcie dosiahol Exaktny Durbin-Watsonov
test, pri ktorom nie je pravidlom, Ze lepsie odhaluje negativnu autokorelaciu. Tento
fakt mozeme lepsie vidiet na obrazkoch 30, 31 a 32, kde sme porovnavali len rozne

verzie Durbin-Watsonovho testu.

4.1.3 Autokorelacia vysSieho stupna

V tejto ¢asti uz nebudeme chyby v regresii modelovat AR(1) procesom, ale procesom

vy&sieho radu - AR(p) procesom
€t = P1€4—1 + Pagi—o + -+ YpEi—p + Wy (83)

Budeme simulovat autokorelaciu po 1 roku v datach ziskavanych $tvrtrocne (teda
AR(p)), aby sme mohli porovnat vysledky Wallisovho testu s ostatnymi testami. Teda
1, Y2 a w3 budi nulové a za ¢, dosadime opét postupne celé spektrum hodnot, rovnako
ako v casti 4.1.2. Vypocty sme robili pre n rovné 20, 40, 60, 80 a 100. Vysledné grafy

sily testov vidime na obrazkoch 39 a 40.
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Obr. 39: Sila testov, AR(p) autokorelacia, n = 20, 40.
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Obr. 40: Sila testov, AR(p) autokorelacia, n = 60, 80, 100.

Testy sa podla vysledkov rozdelili do dvoch skupin. Kvoli lepSej prehladnosti sme
tieto skupiny testov vykreslili do dvoch obrazkov.

V Tavom stlpci vidime silofunkcie pre Durbin-Watsonove testy, dve verzie Durbi-
novho testu a jednu verziu Breusch-Godfreyovho testu. Tieto testy nie st urcené na
odhalovanie autokorelacie vyssieho radu. Vidime, Ze aj velkd autokorelacia sa u nich
prejavi iba nizkym percentom zamietania, aj ked s rasticim n sa aj ich schopnost za-

mietat nulova hypotézu jemne zvysuje.
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Do grafov napravo sme vykreslili vysledky testov, ktoré vedia zistovat pritomnost
autokorelacie vyssieho radu. Durbinov, Breusch-Godfreyov, Box-Piercov a upraveny
Ljung-Boxov test maji vynikajtice vysledky. Porovnanim Box-Piercovho a uprave-
ného Ljung-Boxovho testu pre malé n vidime, Ze Ljung-Boxov test ma naozaj lep-
sie vysledky ako Box-Piercov. ZvySovanim n sa aj ich vysledky takmer vyrovnaja.
Pri vykresleni silofunkcie Wallisovho testu sme uviedli 2 ¢iary, rovnako ako v pripade
Durbin-Watsonovho testu. PreruSovana ¢iara znazoriiuje zamietanie nulovej hypotézy
aj v pripade, Ze test skoncil nerozhodne. Wallisov test je pre maly pocet dat velmi ne-
presny a jeho grafy su vychylené dolava, teda viac zamieta nulova hypotézu v pripade,
ze v modeli je pritomna pozitivna autokorelacia chyb. Pri vi¢Som n sa jeho vysledky

zlepsia.

Pozndamka: O parametri m v Box-Piercovom a upravenom Ljung-Boxovom teste.

Za platnosti H, sa rozdelenie testovacich Statistik @ a @' riadi asymptoticky x>
rozdelenim s m stupfiami volnosti, kde m je malé ¢islo oproti velkosti dat n. Otazne
je, aké by malo byt m. Pravdepodobnost chyby prvého druhu s pouzitim réznych pa-

rametrov m sme vykreslili na obrazku 41.

10

— parameter m=1 & — parameter m=1
parameter m=5 revised Ljung-Box test parameter m=5
—— parameter m=10 —— parameter m=10
parameter m=20 parameter m=20
© o parameter m=30 parameter m=30

Box-Pierce test

% zamietnutia HO
0

20 40 60 80 100 20 40 60 80 100
n n

Obr. 41: Pravdepodobnost chyby 1. druhu v Box-Pierce-Ljungovych testoch.

V pripade oboch testov sa k 5% hladine vyznamnosti najviac blizi krivka s paramet-
rom m rovnym jednej a pri viac¢Sich hodnotéach tohto parametra sa pravdepodobnost
chyby prvého druhu vzdaluje od tejto hladiny. Pri nulovej autokorelacii sa v8ak ne-
prejavi rdd autokorelacie. Preto sme na obrazku 42 vykreslili silofunkcie testov pre

parameter m = 1 — 10. VSetky silofunkcie boli vyratané pre velkost dat n = 80.
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Obr. 42: Sila Box-Pierce-Ljungovych testov pre AR(1) autokorelaciu.

Vidime, Ze testy maju najvacsiu silu, ked je parameter m = 1. S rasticim m sa
znizuje sila oboch testov. Rovnaké obrazky sme vykreslili aj pre pripad autokorelacie
chyb vyssieho radu, konkrétne pre AR(4) autokorelaciu. Vysledné silofunkcie pre hod-

noty parametra 1 az 10 vidime na obrazku 43.
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Obr. 43: Sila Box-Pierce-Ljungovych testov pre AR(4) autokorelaciu.

Pre m rovné 1,2 a 3 je sila oboch testov velmi mala. Testy dosahuji najvicsiu
silu pre m = 4, ¢o je aj rad pritomnej autokorelacie a pre vicsie m sila testov opéat
klesa. V pripade, ked regresny model neobsahuje posunuté hodnoty zavislej premennej,
odportuc¢ame v Box-Piercovom a Ljung-Boxovom teste pouzivat parameter m rovny p,
teda radu autokorelacie, ktory (v alternativnej hypotéze H) podozrievame, ze by mohol

pre chyby regresie platit.
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4.2 Regresny model s posunutymi zavislymi premennymi

V tejto podkapitole priddme do regresného modelu posunuté hodnoty zavislej pre-

mennej y, takze data budeme modelovat AR(r) procesom. Regresia teda bude

Yy = Blyt—l + -+ 6ryt—r + Br—i-lxlt + -+ qu_kxkt + &t (84)

a chyby v regresii budi opiat modelované AR(1) procesom (82).

Pri simulacii dat zavislych od predchadzajicich hodnot y sme opét vyuzili ,,zahriatie“
simulacie, pretoze pre yi,¥o, . . ., y, sme nemali vSetky posunuté hodnoty y. Teda nasi-
mulovali sme viac merani ako n, aby sme ziskali predchddzajice hodnoty y a nasledne
sme starsie data usekli a dostali sme n merani.

V testoch v8ak tieto predchédzajice hodnoty y nepozname, pretoze v tom case sme
eSte ,,nemerali“. Preto pri pouziti testov musime prvych r merani useknit a testovat

iba pre zvysnych n — r dat.

4.2.1 Porovnanie pravdepodobnosti chyby prvého druhu

Pre porovnanie pravdepodobnosti chyby prvého druhu sme opét simulovali skuto¢né
chyby regresie bez autokorelacie, no data y boli modelované AR(1) procesom, teda me-

dzi regresormi sa nachadza jedna posunuta hodnota .

Pri generovani koeficientov 8 treba davat pozor, aby regresny koeficient prisliucha-
juci posunutej zavislej premennej bol v absolutnej hodnote mensi ako 1 (pri datach
modelovanych AR(1) procesom). Ak by tomu tak nebolo, proces by nebol stacionarny.
Aby sme mohli vysledky lepsie porovnat, pri vSetkych simuléciach sme tento koeficient

zvolili 0.5.

Pravdepodobnosti chyby prvého druhu pre jednotlivé testy a rozne n sme zhrnuli v
tabulkach 28 a 29. Pri klasickom Durbin-Watsonovom teste opit uvadzame aj vysledky
ziskané konzervativnym pristupom a pre pripad n = 10 neuviddzame vysledok, pretoze

pocet regresorov je v tomto pripade prili§ velky v porovnani s po¢tom dat.
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pravdepodobnost chyby 1. druhu
test n=10| n=20 | n=30 | n=40 | n=250
Durbin-Watson test - 0.04% | 0.04% | 0.11% | 0.22%
vratane inconclusive - 100.00% | 62.17% | 45.01% | 35.12%
Durbin-Watson - Exaktny test 5.01% | 4.47% | 3.03% | 3.87% | 4.08%
Durbin test 2.17% 8.43% 6.81% | 5.19% | 5.40%
Durbin test (asympt. equivalent) | 0.60% | 7.61% | 3.69% | 4.59% | 4.86%
Durbin test AR(p) 19.80% | 11.10% | 4.36% | 5.25% | 5.67%
Breusch-Godfrey test 48.18% | 16.40% | 7.00% | 7.10% | 6.92%
Breusch-Godfrey test (equivalent) || 25.12% | 14.52% | 5.67% | 6.31% | 6.68%
Box-Pierce test 0.00% 5.66% 3.79% | 5.09% | 5.90%
revised Ljung-Box test 0.52% | 12.64% | 8.71% | 8.60% | 9.01%

Tabul'ka 28: Porovnanie pravdepodobnosti chyby 1. druhu, AR(r) proces, n = 10 — 50.

pravdepodobnost chyby 1. druhu
test n=60|n=70 | n=80|n=90 | n=100
Durbin-Watson test 0.26% | 0.42% | 0.21% | 0.47% | 0.68%
vratane inconclusive 25.97% | 22.96% | 17.59% | 18.14% | 17.89%
Durbin-Watson - Exaktny test 3.55% | 3.85% | 2.44% | 3.69% | 3.89%
Durbin test 5.61% | 5.32% | 5.99% | 5.05% 5.39%
Durbin test (asympt. equivalent) 4.70% | 4.92% | 5.00% | 4.74% | 5.09%
Durbin test AR(p) 5.29% | 5.11% | 5.49% | 5.01% 5.03%
Breusch-Godfrey test 6.45% | 6.05% | 6.11% | 5.55% | 6.00%
Breusch-Godfrey test (equivalent) | 6.01% | 5.64% | 5.96% | 5.36% | 5.44%
Box-Pierce test 575% | 5.80% | 5.45% | 6.33% 6.53%
revised Ljung-Box test 8.13% | 8.12% | 7.43% | 7.81% | 8.20%

Tabul'ka 29: Porovnanie pravdepodobnosti chyby 1. druhu, AR(r) proces, n = 60 — 100.

V tabulkach sme uviedli aj vysledky testov, ktoré by sa v pripade posunutych y v
regresii nemali pouzivat, pretoze uz nie je splneny predpoklad o nendhodnosti matice

regresorov. Hovorime o Durbin-Watsonovych testoch.
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Vysledky opit zakreslime do grafu vyvoja pravdepodobnosti chyby prvého druhu

jednotlivych testov v zavislosti od n - obrazok 44.

Pravdepodobnost’ chyby 1. druhu
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Obr. 44: Pravdepodobnost chyby 1. druhu jednotlivych testov v zavislosti od n, AR(r) proces.

Ked porovname tabulky 28, 29 s tabulkami 26, 27 pre regresny model bez posu-
nutych zavislych premennych, mozeme si vS§imnit, Ze pravdepodobnost chyby prvého
druhu pre klasicky Durbin-Watsonov test a Exaktny test sa pri regresii s posunutymi
y znizila. Je to sposobené tym, ze sme tieto testy pouzili na data, ktoré nespliaja ich
predpoklady.

Pravdepodobnost chyby prvého druhu u testov, ktoré je v tomto pripade adekvétne
pouzit, mé so zvySujicim sa n podobny priebeh, ako tomu bolo v modeli bez posunu-
tych y. Spomedzi ostatnych testov sa vymyka upraveny Ljung-Boxov test, ktory ma
vySSie percento zamietnutia nulovej hypotézy ako ostatné testy. Naopak vynikajice
vysledky maji Durbinove testy, ktoré sa pri vyssom n pohybuju presne okolo piatich

percent.

Pozndmka: O parametri m v Box-Piercovom a upravenom Ljung-Boxovom teste.
Rozdelenie testovacich Statistik ) a @)’ sa, za platnosti nulovej hypotézy, riadi asymp-
toticky x? rozdelenim s po¢tom stupiiov volnosti m minus po¢et parametrov odhadnu-
tych v ARMA modeli. Pokial sme v regresnom modeli nemali posunuté hodnoty zavislej
premennej, tak sme za parameter m zvolili rdd autokorelacie chyb, ktort skiimame a
pocet parametrov ARMA modelu bol nulovy. Ked nam v8ak v regresii pribudne po-

sunuta hodnota y a testujeme AR(1) autokoreldciu, tak dostdvame x? s 0 stupiiami
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4.2 Regresia s posunutymi zavislymi premennymi 4 POROVNANIE TESTOV

volnosti. Preto treba parameter m zvysit tak, aby sme dostali ¢o najlepsie vysledky.

Na obrazku 45 vidime pravdepodobnost chyby prvého druhu pre data aj chyby mo-
delované AR(1) modelom a pre rozne n. V grafoch sme vykreslili vysledky pri pouziti
roznych parametrov m - k hodnote p z AR(p) autokorelacie sme pripocitali 1, 5, 10, 20

a 30.

o | — — o — -
- Box-Pierce test EEIZ:EE::S:; - revised Ljung-Box test g:::gi:zm:s:;
— parameter m=p+10 — parameter m=p+10

parameter m=p+20 parameter m=p+20

parameter m=p+30 parameter m=p+30

% zamietnutia HO
10
|
10

5
I

5
I

20 40 60 80 100 20 40 60 80 100
n n

Obr. 45: Pravdepodobnost chyby 1. druhu v Box-Pierce-Ljungovych testoch, AR(r) proces.

Z grafov je zrejmé, 7e najvhodnejsie bude pouzit navySenie parametra p o 10, pri-
padne o 5, ak sa jedna o pripad s mensim poc¢tom dat. Vykreslime vSak eSte sily tychto

testov pre n = 50 a rozne hodnoty parametra m - obrazok 46.
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Obr. 46: Sila Box-Pierce-Ljungovych testov, AR(r) proces.

Vidime, 7e zvySovanim parametra m klesé sila testov, avSak treba prihliadat aj na

pravdepodobnost chyby prvého druhu a najst rozumny kompromis.
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4.2 Regresia s posunutymi zavislymi premennymi 4 POROVNANIE TESTOV

4.2.2 Porovnanie sily testov

V tejto ¢asti nasimulujeme data y modelované AR(1), AR(2), AR(3) a AR(4) proce-
som s AR(1) autokorelaciou chyb € v regresii. Hodnoty ¢ budi tvorit rovnaké spektrum
ako v Casti 4.1.2. Teraz uz nebudeme uvadzat grafy silofunkcii pre vSetky n - zvolili
sme n = 50, pretoze to je dostatocny pocet dat, aby testy vykazovali spravnu prav-
depodobnost chyby prvého druhu, ale este nedochadza k uplnému prekryvaniu grafov
silofunkcii jednotlivych testov.

Regresny koeficient (3, ktory bol pouzity pri posunutej hodnote y v regresii v tvare
AR(1) procesu bol 0.69, v AR(2) procese pribudol regresny koeficient -0.62, treti re-
gresny koeficient v AR(3) procese bol 0.04 a v AR(4) procese bol Stvrty regresny
koeficient 0.50.

Porovnanie sily vSetkych testov pre regresiu modelovani roznymi procesmi vidime

na obrazku 47.

V prvom rade si v§imnime, ako vplyva pritomnost posunutych y v regresii na testy,
ktorych predpoklady v tomto pripade nie st splnené, teda na klasicky Durbin-Watsonov
test a Exaktny test. Vidime, Ze tieto testy maji nizku silu a so stipajicim radom AR
procesu, ktorym modelujeme data, sa tieto rozdiely oproti ostatnym testom prehlbuji.

Nie velmi dobré vysledky maju Box-Piercov a upraveny Ljung-Boxov test. Ich prav-
depodobnost chyby prvého druhu je vysoka a sila testov v porovnani s ostatnymi tes-
tami nizka. Pri tychto vypoctoch sme pouzivali parameter m rovny 11.

Durbinove testy a Breusch-Godfreyove testy maju najlepSie vysledky. Pri Durbino-
vom teste s testovacou Statistikou ~ a Breusch-Godfreyovych testoch vSak dochadza ku
zvySenej pravdepodobnosti chyby prvého druhu. Ostatné dve verzie Durbinovho testu
maju aj spravnu pravdepodobnost chyby prvého druhu, teda na trovni priblizne 5%.

Vs8imnime si tiez, ze ¢im je rad procesu, ktorym modelujeme data, vyssi, tym maja

testy mensiu silu.
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Obr. 47: Sila testov, AR(r) proces.
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Zaver

V tejto diplomovej préaci sme sa venovali simula¢nému porovnaniu roznych testov
autokorelacie chyb v linedrnej regresii. V druhej kapitole sme popisali Durbin-Watsonov
test s testovacou Statistikou d a vSeobecnymi kritickymi hranicami dj, a dy, ktoré neza-
visia od matice regresorov X. Pouzitim tychto vSeobecnych hranic vsak vznika interval
nerozhodnosti, v ktorom test nevie rozhodnut, ¢i je v datach pritomnéa autokorela-
cia. Preto sme spracovali aj exaktni verziu Durbin-Watsonovho testu, pri ktorej sa na
vypocet p-hodnoty vyuziva skuto¢né rozdelenie testovacej Statistiky d v zavislosti od
konkrétnej matice regresorov, ktoré ziskame pomocou spitnej transformacie charak-
teristickej funkcie. Numericky vypocet tohto komplexného integralu na nekone¢nom
intervale [0, oo] vyzaduje pouzitie Simpsonovho pravidla (17). Bolo teda potrebné urcit
dlzku integracnej oblasti, jemnost delenia integracnej oblasti a §tartovaci bod integro-
vania, kedZe nemodzeme zacat integrovanie v bode 0, pretoze integrovana funkcia nie je
v bode 0 definovanéd. Simula¢ne sme urobili porovnania vplyvu rdéznych hodnot tychto
parametrov a na$li sme ich najvhodnejsie hodnoty z pohladu presnosti vyslednej p-
hodnoty a ¢asovej naro¢nosti.

Problémom exaktnej verzie Durbin-Watsonovho testu je jej velka ¢asova naro¢nost,
hlavne pri velkom pocte dat. Preto sme sa zaoberali aj dvoma aproximéciami presného
rozdelenia, Beta aproximaciou a Henshawovou aproximéciou, ktoré si ¢asovo menej
naroc¢né. Ich vysledky sme porovnali s exaktnou verziou Durbin-Watsonovho testu v
Casti 2.3, pricom sme porovnavali jednostranné aj obojstranné verzie testov. Pre velky
pocet dat n mé Beta aproximacia velmi dobré vysledky, a preto ju odporucame pou-
zivat v pripadoch, kedy vypocet exaktnej verzie Durbin-Watsonovho testu trva prilis
dlho. Henshawova aproximacia ma pri testovani pozitivnej autokorelacie vyborné vy-
sledky aj pre malé n, avSak pri obojstrannom teste je velmi nespolahliva. Pri vysokom

n ma dokonca vacsiu ¢asovi naroc¢nost ako exaktna verzia Durbin-Watsonovho testu.

V §tvrtej kapitole sme simula¢ne porovnali Durbin-Watsonov test, exaktni verziu
Durbin-Watsonovho testu a testy popisané v tretej kapitole, teda Wallisov test, Durbi-
nove testy, Breusch-Godfreyove testy a Box-Pierce-Ljungove testy. Najskor sme nasimu-

lovali data bez posunutych zavislych premennych medzi regresormi, no s autokorelaciou
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v tvare AR(1) procesu pre chyby regresie a vykreslili silofunkcie (obrazky (36)-(38)).
Medzi testami nie je jasny vitaz a s rasticim poctom dat sa silofunkcie jednotlivych
testov k sebe priblizuji. Wallisov test sme v tomto porovnani neuvadzali, pretoze je
urceny na zistovanie pritomnosti autokorelacie stvrtého radu a v tomto porovnani mal
teda malu silu. Aby sme mohli porovnat aj Wallisov test, nasimulovali sme autokorela-
ciu v tvare AR(4) procesu. Silofunkcie testov v tomto porovnani sa rozdelili do dvoch
skupin - na tie, ktoré vedia zistovat autokorelaciu vyssieho radu a tie, ktoré si urcené
iba na zistovanie autokorelacie prvého radu (obrazky (39) a (40)). V dalej Casti sme
pridali jednu az Styri posunuté zavislé premenné medzi regresory, teda sme vytvorili re-
gresné modely v tvare AR(1) az AR(4) procesu. Najlepsie vysledky v tomto porovnani

dosiahli Durbinove testy.
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Priloha A.1 DURBIN-WATSONOV TEST

Priloha

A.1 Durbin-Watsonov test

A.1.1 Klasicky test

DurbinWatsonTest <- function(y,X)
{
X <- as.matrix(X)

n <- length(y)

model <- lm(y ~ X)

e <- model$res

suma <- 0

for (i in 2:length(e)) suma <- suma + (e[il-e[i-1]1)-2

DW <- suma/sum(e~2)

# 2.5Y critical values for k’=5 and n=10-100
critvalDW <- cbind
(c(0.19143,0.69850,0.97854,1.14450,1.25461,1.33358,1.39341,1.44055,1.47884,1.51068),
c(2.74901,1.87124,1.72659,1.69160,1.68527,1.68845,1.69507,1.70284,1.71082,1.71862))

# positive autocorrelation
if (DW < critvalDW[n/10,1]) result <- "Positive autocorrelation" else
if (DW > critvalDW[n/10,2]) result <- "NO positive autocorrelation" else
result <- "inconclusive for positive autocorrelation"
# negative autocorrelation
if (W > 2)
{
DW <- 4-DW
if (DW < critvalDW[n/10,1])
result <- pasteO(result, " and ", "Negative autocorrelation') else

if (DW > critvalDW[n/10,2])

result <- pasteO(result, " and ", "NO negative autocorrelation") else
result <- pasteO(result, " and ", "inconclusive for negative autocorrelation")
}
return <- result

3
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A.1.2  Exaktny test A.1 DURBIN-WATSONOV TEST

A.1.2 Exaktny test

PHI <- function(t,a)
{ return

(1/apply(sqrt(1-2*t (t (matrix(a,nrow=length(a) ,ncol=length(t)))*t*1i)) ,MARGIN=2,prod)) }

f <- function(t,a)

{ (PHI(-t,a)-PHI(t,a))/(t*1i) }

DWexact <- function(y,X,start,part,hranica)

{
X <- as.matrix(X); n <- length(y); s <- length(X[1,]1); m <- n-(s+1)

model <- lm(y ~ X)

e <- model$res

suma <- 0O

for (i in 2:length(e)) suma <- suma + (e[il-e[i-1]1)"2

DW <- suma/sum(e~2)

X1 <- cbind(rep(1,times=n),X)
M <- diag(n) - X1%x*¥solve(t (X1)%*%X1) %%t (X1)

A <- vector(mode="integer",length=n)
for (i in 1:n) if (i==1 || i==n) A[i] <- 1 else A[i] <- 2
A <- diag(A)
for (i in 1:n)
if (i==1) A[i,i+1] <- -1 else
if (i==n) A[i,i-1] <- -1 else
{ A[i,i+1] <- -1
Ali,i-1] <- -1 }

tau <- eigen(M)*%A)$values
tau <- taul[l:m]

a <- tau - DW
dist <- 2

if (is.nan(Re(f(dist,a))))

while (is.nan(Re(f(dist,a)))) dist <- dist-0.1 else
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A.1.3 Beta aproximacia A.1 DURBIN-WATSONOV TEST

while (abs(Re(f(dist,a)))>hranica) dist <- dist+1

all <- (O:(part*dist))/part+start
mid <- (allf[1:(length(all)-1)]+all[2:length(all)])/2
hodnAB <- f(all,a)
hodnMID <- f(mid,a)
integral <- (all[2]-all[1])/6%
(sum(hodnAB[1: (length(hodnAB)-1)]) +4*sum(hodnMID)+sum(hodnAB[2:length(hodnAB)]))

F <- 1/2+1/(2*pi)*integral
pvalue <- Re(F)
if (pvalue<0.05) result <- "Autocorrelation" else result <- "NO autocorrelation"

return <- result

A.1.3 Beta aproximécia

DWbeta <- function(y,X)
{
X <- as.matrix(X); n <- length(y); s <- length(X[1,]1)

model <- 1m(y ~ X)

e <- model$res

suma <- 0O

for (i in 2:length(e)) suma <- suma + (e[il-e[i-1]1)-2

DW <- suma/sum(e~2)

X1 <- cbind(rep(1,times=n),X)
A <- vector(mode="integer",length=n)
for (i in 1:n) if (i==1 || i==n) A[i] <- 1 else A[i] <- 2
A <- diag(A)
for (i in 1:n)
if (i==1) A[i,i+1] <- -1 else
if (i==n) A[i,i-1] <- -1 else
{ Afi,i+1] <- -1
Ali,i-1] <- -1 %}

P1 <- sum(diag(A)) - sum(diag(t(X1)%*%A%x%X1%*)solve (t(X1)%x%X1)))
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A.1.4  Henshawova aproximacia A.1 DURBIN-WATSONOV TEST

Q1 <- sum(diag(A%*%4)) - 2*sum(diag(t (X1)%*%hA%+%AY*YX1YxYsolve (£ (X1)%*%X1))) +
sum(diag((t (X1) %*%A%*%X1%*%solve (t (X1)%*%X1))~2))

E <- P1/(n-s-1)

var <- 2*%(Q1-P1*E)/((n-s-1)*(n-s+1))

K <- (4-E)/E

P <- (16%K-(1+K)~2*var)/((1+K)~3*var)

Q <- KxP

pvalue <- pbeta(1/4*DW, P, Q, ncp = 0, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
if (pvalue<0.05) result <- "Autocorrelation" else result <- "NO autocorrelation"

return <- result

A.1.4 Henshawova aproximacia

DWhenshaw <- function(y,X)

{
X <- as.matrix(X); n <- length(y); s <- length(X[1,]); k <- s+1; m <- n-k

model <- 1lm(y ~ X)

e <- model$res

suma <- 0

for (i in 2:length(e)) suma <- suma + (e[il-e[i-1]1)-2

DW <- suma/sum(e~2)

X1 <- cbind(rep(1,times=n),X)
A <- vector(mode="integer",length=n)
for (i in 1:n) if (i==1 || i==n) A[i] <- 1 else A[i] <- 2
A <- diag(h)
for (i in 1:n)
if (i==1) A[i,i+1] <- -1 else
if (i==n) A[i,i-1] <- -1 else
{ A[i,i+1] <- -1
Ali,i-11 <- -1 %}

K <- A - AY%x%X1%*%solve(t(X1)%*%X1) %*%t (X1)
E <- sum(diag(K))/(n-k)
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B.2  WALLISOV TEST

var <- 2x((n-k)*sum(diag(K%*%K))-sum(diag(K))~2)/((n-k)~2*(n-k+2))

bl <- 8*((n-k)~2*sum(diag(K%*%K%*%K)) -3* (n-k)*sum(diag(K))*sum(diag (K/*%K))+
2*sum(diag(K))~3)/((n-k)~3*(n-k+2)* (n-k+4) *var~(3/2))

b2 <- 12x((n-k)~3*(4*xsum(diag (K/*%hK%*%K%*%K) ) +sum(diag (K%*%K)) ~2) -
2% (n-k) ~2* (8*xsum(diag (K)) *sum(diag (K%*%K%*%K) ) +sum(diag (K%*%K) ) *sum(diag(K)) ~2) +
(n-k) * (24*sum(diag (K%*%K) ) *sum(diag(K) ) ~2+sum(diag(K))~4) -
12xsum(diag (X)) ~4)/ ((n-k) ~4* (n-k+2) * (n-k+4) * (n-k+6) *var~2)

W <- (4%b2-3¥b172)/(3%b1~2-2%b2+6)

Z <= (b1x(W~2-1))/((16*W+b1~2*(W+1)~2)~(1/2))
P <- 1/2%(W-Z-1)

Q <- 1/2%x(W+Z-1)

Ex <- P/(P+Q)
varx <- P*Q/((P+Q)~2*(P+Q+1))
bot <- E-Ex*(var/varx)~(1/2)

top <- (var/varx)~(1/2) + bot

x <- Re((DW-bot)/(top-bot))
pvalue <- pbeta(x, P, Q, ncp = 0, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
if (pvalue<0.05) result <- "Autocorrelation" else result <- "NO autocorrelation"

return <- result

B.2 Wallisov test

WallisTest <- function(y,X)
{

X <- as.matrix(X); n <- length(y)

model <- lm(y ~ X)

e <- model$res

suma <- 0O

for (i in 5:length(e)) suma <- suma + (e[il-e[i-4]1)-2

DW4 <- suma/sum(e~2)

# 2.5% critical values for k’=5 and n=20,40,60,80,100
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C.3 DURBINOV TEST

critvalW <- cbind(c(0.469,1.001,1.234,1.365,1.450),
c(1.428,1.516,1.578,1.622,1.655))

# positive autocorrelation
if (DW4 < critvalW[n/20,1]) result <- "Positive autocorrelation" else
if (DW4 > critvalW[n/20,2]) result <- "NO positive autocorrelation" else
result <- "inconclusive for positive autocorrelation"
# negative autocorrelation
if (DwW4 > 2)
{
DW4 <- 4-DW4
if (DW4 < critvalW[n/20,1]1)
result <- pasteO(result, " and ", "Negative autocorrelation") else

if (DW4 > critvalWln/20,2])

result <- pasteO(result, " and ", "NO negative autocorrelation") else
result <- pasteO(result, " and ", "inconclusive for negative autocorrelation")
}
return <- result

3

C.3 Durbinov test

DurbinTest <- function(y,X,r)
{

n <- length(y); X <- as.matrix(X)

Y <- matrix(ncol=r,nrow=n)
if (r>0) { for (i in 1:1r)
{ nuly=rep(0,i)
Y[,il=t(cbind(t(nuly),t(y[1:(n-i)1))) }
}
Z <- cbind(Y,X)
if (r>0) { Z <- Z[-(1:1),]
y <- y[-(1:r)]

n <- n-r }

model <- 1m(y ~ Z)
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C.3.1 Asymptoticky ekvivalentny test C.3 DURBINOV TEST

e <- model$res

if (r==0) varbl <- O else varbl <- coef (summary(model))[,"Std. Error"][2]"2

suma <- 0
for (i in 2:n) suma <- suma + el[ilx*e[i-1]
phi <- suma/sum(e~2)

h <- phix*sqrt(n/(1l-n*varbl))

if (h=="NaN") return <- "NaN" else

{

if (h > qnorm(0.975, mean = O, sd = 1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE) |
FALSE))

h < gnorm(0.025, mean = 0, sd = 1, lower.tail TRUE, log.p
result <- "Autocorrelation" else result <- "NO autocorrelation"
return <- result

}
}

C.3.1 Asymptoticky ekvivalentny test

DurbinTestA <- function(y,X,r)
{

n <- length(y); X <- as.matrix(X)

Y <- matrix(ncol=r,nrow=n)
if (r>0) { for (i in 1:1)
{ nuly=rep(0,i)
Y[,il=t(cbind(t(nuly),t(y[1:(n-i)1))) }
}
Z <- cbind(Y,X)
if (r0) { Z <- Z[-(1:1),]
y <- y[-(1:r)]

n <- n-r }

modell <- 1m(y ~ Z1)

e <- modeli$res
E <- cbind(0,t(e[1:n-11))
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C.3.2  Test autokorelacie AR(p) C.3 DURBINOV TEST

Z2 <- cbind(t(E),Z1)
model2 <- 1lm(e ~ Z2)

if (coef (summary(model2))[,"Pr(>[t|)"]1[2] > 0.05)
result <- "NO autocorrelation'" else result <- "Autocorrelation"

return <- result

3

C.3.2 Test autokorelacie AR(p)

DurbinTestARp <- function(y,X,r,p)

{
n <- length(y); s <- length(X[1,]); X <- as.matrix(X)

Y <- matrix(ncol=r,nrow=n)
if (r>0) { for (i in 1:1)
{ nuly=rep(0,i)
Y[,il=t(cbind(t(nuly),t(y[1: (n-1)1))) }
}
Z <- cbind(Y,X)
if (r>0) { Z <- Z[-(1:1),]
y <- y[-(1:1)]

n <- n-r }

modell <- 1m(y ~ Z)

e <- modell$res

E <- matrix(ncol=p,nrow=n)
for (i in 1:p)
{ nuly=rep(0,i)
E[,i]=t (cbind(t(nuly),t(el1:(n-i)1))) }
EZ <- cbind(E,Z)

model2 <- 1m(e ~ EZ)

v <- model2$res

F <- (t(e) % %El*hsolve (t (E) %*%E-t (E) hxhZh*%solve (t (2) h*%hZ) %+t (2D %xLED hx%t (E) hxY%e) *
(n-p-r-s)/ (t (v) %*)v*p)
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D.4 BREUSCH-GODFREYOV TEST

if (p*F > qchisq(.95,df=p)) result <- "Autocorrelation" else
result <- "NO autocorrelation"

return <- result

3

D.4 Breusch-Godfreyov test

BreuschGodfreyTest <- function(y,X)
{

n <- length(y); X <- as.matrix(X)

modell <- 1m(y ~ X)

e <- modell$res

E <- ¢cbind(0,t(e[1:n-1]))
X2 <- cbind(X,t(E))

model2 <- 1m(e ~ X2)

R2 <- summary(model2)$r.squared

if (n*R2 > qchisq(.95,df=1)) result <- "Autocorrelation" else
result <- "NO autocorrelation"

return <- result

}

D.4.1 Test autokorelacie AR(p)

BreuschGodfreyTestARp <- function(y,X,p)
{

n <- length(y); X <- as.matrix(X)

modell <- 1m(y ~ X)

e <- modeli$res

E <- matrix(ncol=p,nrow=n)
for (i in 1:p)
{ nuly=rep(0,i)
E[,i]=t (cbind(t(nuly),t(el1:(n-i)1))) }
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D.4.2  Asymptoticky ekvivalentny test D.4 BREUSCH-GODFREYOV TEST

X2 <- c¢bind(X,E)

model2 <- 1m(e ~ X2)

R2 <- summary(model2)$r.squared

if (n*R2 > qchisq(.95,df=p)) result <- "Autocorrelation" else
result <- "NO autocorrelation"

return <- result

D.4.2 Asymptoticky ekvivalentny test

BreuschGodfreyTestEq <- function(y,X,r,p)
{

n <- length(y); X <- as.matrix(X)

Y <- matrix(ncol=r,nrow=n)
if (r>0) { for (i in 1:1)
{ nuly=rep(0,i)
Y[,il=t(cbind(t(nuly),t(y[1: (n-1)1))) }
}
Z <- cbind(Y,X)
if (r>0) { Z <- Z[-(1:1),]
y <- y[-(1:1)]

n <- n-r }

modell <- 1m(y ~ Z)

e <- modeli$res

E <- matrix(ncol=p,nrow=n)

for (i in 1:p)
{
nuly=rep(0,1i)
E[,il=t(cbind (t (nuly),t(e[1: (n-1)1)))
}

LM <- t(e)%*%E%*Y%solve (t (E) %*%E-t (E) %*%Z%*hsolve (t (Z) %*%Z) %x %t (Z) fxKE) %x %t (E) Y Yie*n/
(t(e)%x%exp)
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E.5 BOX-PIERCOV TEST

if (p*LM > qchisq(.95,df=p)) result <- "Autocorrelation" else
result <- "NO autocorrelation"

return <- result

3

E.5 Box-Piercov test

BoxPierce <- function(y,X,r,m)

{

n <- length(y); X <- as.matrix(X)

Y <- matrix(ncol=r,nrow=n)
if (r>0) { for (i in 1:r)
{ nuly=rep(0,i)
Y[,il=t(cbind(t(nuly),t(y[1:(n-i)1))) }
}
Z <- cbind(Y,X)
if (r>0) { Z <- Z[-(1:1),]
y <- y[-(1:r)]

n <- n-r }

model <- 1m(y ~ Z)

e <- model$res

R <- matrix(ncol=m,nrow=1)
for (j in 1:m)

{

suma <- 0

for (i in (j+1):n) suma <- suma + e[il*e[i-j]

R[j] <- suma/sum(e~2)

}
Q <- n*sum(R~2)

if (Q > gchisq(.95,df=(m-r))) result <- "Autocorrelation" else
result <- "NO autocorrelation"

return <- result

3
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E.5.1 Upraveny Ljung-Boxov test E.5

BOX-PIERCOV TEST

E.5.1 Upraveny Ljung-Boxov test

revisedLjungBox <- function(y,X,r,m)
{

n <- length(y); X <- as.matrix(X)

Y <- matrix(ncol=r,nrow=n)
if (r>0) { for (i in 1:1r)
{ nuly=rep(0,i)
Y[,il=t(cbind(t(nuly),t(y[1:(n-i)1))) }
}
Z <- cbind(Y,X)
if (r>0) {72 <- Z[-(1:1),]
y <- y[-(1:)]

n <- n-r }

model <- 1m(y ~ Z)

e <- model$res

R <- matrix(ncol=m,nrow=1)
for (j in 1:m)

{

suma <- 0

for (i in (j+1):n) suma <- suma + e[il*e[i-j]

R[j] <- suma/sum(e~2)

}
suma <- 0
for (j in 1:m) suma <- suma + R[j]1~2/(n-3j)

rQ <- n*(n+2)*suma

if (rQ > qchisq(.95,df=(m-r))) result <- "Autocorrelation' else

result <- "NO autocorrelation'

return <- result

3
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