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35857081

Univerzita Komenského v Bratislave
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky

ZADANIE ZÁVEREČNEJ PRÁCE

Meno a priezvisko študenta: Bc. Bystrík Kubala
Študijný program: ekonomicko-finančná matematika a modelovanie

(Jednoodborové štúdium, magisterský II. st., denná forma)
Študijný odbor: aplikovaná matematika
Typ záverečnej práce: diplomová
Jazyk záverečnej práce: slovenský
Sekundárny jazyk: anglický

Názov: Modelovanie nezamestnanosti pre regióny NUTS 2 krajín EÚ
Unemployment modeling for NUTS 2 regions in the European union countries

Cieľ: Priestorová ekonometria (z ang. Spatial Econometrics) je nástroj
na analyzovanie dát, ktoré v sebe majú zahrnutú priestorovú informáciu.
Diplomová práca bude zameraná na: 1.) zavedenie pojmov, modelov
a odhadov parametrov týchto modelov pomocou MLE, 2.) spracovanie reálnych
makroekonomických panelových dát regiónov NUTS 2 krajín EÚ a rôznych
prístupov k tvorbe váhovej matice.

Vedúci: Ing. Marek Radvanský, PhD.
Katedra: FMFI.KAMŠ - Katedra aplikovanej matematiky a štatistiky
Vedúci katedry: prof. RNDr. Daniel Ševčovič, DrSc.

Dátum zadania: 10.02.2015

Dátum schválenia: 11.02.2015 prof. RNDr. Daniel Ševčovič, DrSc.
garant študijného programu

študent vedúci práce



Pod’akovanie
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Abstrakt

KUBALA, Bystŕık: Modelovanie nezamestnanosti pre regióny NUTS 2 kraj́ın EÚ [Dip-

lomová práca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a

informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a štatistiky; školitel’: Ing. Marek Rad-

vanský, PhD., Bratislava, 2017, 58 s.

Hlavným ciel’om diplomovej práce je predstavit’ teóriu priestorovej ekonometrie a

túto teóriu aplikovat’ na makroekonomické dáta, ktoré v sebe zahŕňajú priestorový

efekt.

V teoretickej časti sa zaoberáme základnými pojmami, akými sú priestorová závislost’

a priestorová rôznorodost’, autoregresný proces, maticou priestorových váh a jej zhoto-

veńım. Predstav́ıme si tri základné modely priestorovej ekonometrie, ktorými sú priesto-

rový autoregresný model, model s priestorovými chybami a Durbinov model . Odvod́ıme

odhady parametrov pre jednotlivé modely pomocou metódy maximálnej vierohodnosti.

V praktickej časti je našou úlohou zostrojit’ maticu vzdialenosti pomocou Haverśınyho

formuly a rôzne typy matice priestorových váh. Nakoniec práce modelujeme nezamest-

nanost’ v rámci NUTS 2 regiónov a podrobne oṕı̌seme dosiahnuté výsledky.

Kl’́učové slová: autoregresný proces, matica priestorových váh, priestorový

autoregresný model, model s priestorovými chybami, Durbinov model, metóda

maximálnej vierohodnosti



Abstract

KUBALA, Bystŕık: Unemployment modeling for NUTS 2 regions in the European

union countries [Master Thesis], Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathe-

matics, Physics and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics;

Supervisor: Ing. Marek Radvanský, PhD., Bratislava, 2017, 58 p.

The main object of the master thesis is to introduce the theory of spatial economet-

rics and apply this theory to macroeconomic data, which include spatial effect.

In the theoretical part we deal with basic terms, which are spatial dependence and spa-

tial heterogenity, autoregression process, spatial weight matrix and the construction of

this matrix. We present three basic models of spatial econometrics, which are spatial

autoregressive model, spatial error model and Durbin model. We estimate the parame-

ters of individual models using the maximum likelihood approach. In the practical part,

we construct a matrix of distance by using Haversine formula and the different forms

of spatial weight matrices. At last, we model unemployment in the NUTS 2 regions

and describe the results achieved in detail.

Keywords: autoregressive process, spatial weight matrix, spatial autoregressive

model, spatial error model, Durbin model, maximum likelihood method
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4.3 Váhové matice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

4.4 Odhad jednotlivých modelov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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Úvod

Priestorová ekonometria je z historického hl’adiska pomerne mladá discipĺına. Prvýkrát

bol tento pojem použitý v sedemdesiatych rokoch dvadsiateho storočia. Záznamy sú

však už o nej ovel’a skôr, a to z 19. storočia. Nástroje priestorovej ekonometrie sa

využ́ıvajú prevažne v zahranič́ı, na Slovensku je ešte stále málo známa. Hlavným z

dôvodov prečo vznikla táto čast’ ekonometrie je, že sa začali zhromažd’ovat’ dáta, ktoré

majú v sebe zakomponovaný priestor. Pri použit́ı klasickej regresie sa neberie do úvahy

tento efekt priestoru a tým pádom nie sú výsledky úplné.

V prvej kapitole si bližšie predstav́ıme priestorovú ekonometriu. Pripomenieme si kla-

sický lineárny regresný model, jeho predpoklady a odhad pomocou metódy najmenš́ıch

štvorcov. Ukážeme si, prečo sa nedá aplikovat’ na dáta, na ktoré sa využ́ıva priestorová

ekonometria. Vysvetĺıme si pojem priestor a predstav́ıme si priestorové efekty, ktorými

sú priestorová závislost’ a priestorová rôznorodost’. Neskôr prejdeme k autoregresnému

procesu a s ńım súvisiacej váhovej matici. Predstav́ıme si rôzne spôsoby, ako ju môžeme

zostrojit’. Nakoniec sa dopracujeme k základným modelom priestorovej ekonometrie,

ktorými sú priestorový autoregresný model, model s priestorovými chybami a Durbinov

model. Na záver tejto kapitoly si na ilustračnom pŕıklade bližšie pribĺıžime danú teóriu

priestorovej ekonometrie.

V druhej kapitole sa budeme zaoberat’ odhadom parametrov pre jednotlivé modely,

ktoré sme predstavili v prvej kapitole. Parametre budeme odhadovat’ pomocou metódy

maximálnej vierohodnosti. Na záver si by sme chceli zadefinovat’ formulu, ktorá nám

bude slúžit’ na overenie priestorovej interakcie v dátach. Obe kapitoly sú prevažne spra-

covaná podl’a kńıh [2] a [7].

V tretej kapitole si poṕı̌seme dáta a priestor, s ktorými budeme pracovat’. Dáta bu-

deme brat’ s ohl’adom na regióny NUTS 2. Modelovat’ budeme nezamestnanost’ v rámci

jednotlivých regiónov s ohl’adom na infláciu, HDP a hustotu obyvatel’stva v rámci

regiónu. V tejto kapitole sa budeme venovat’ i zostrojeniu váhovej matici. Táto čast’

bude pomerne komplikovaná, pretože by sme radi źıskali váhovú maticu vzdialenost́ı

pre jednotlivé regióny. Tento časovo náročný proces sa však dá zjednodušit’ použit́ım

Haverśınyho formuly, ktorú si predstav́ıme.

V poslednej, štvrtej kapitole sa budeme venovat’ zostrojeniu rôznych modelov pre naše
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dáta. Tieto modely sa budú ĺı̌sit’ hlavne výberom rôznych váhových mat́ıc. Pracovat’

budeme v systéme R, kde je pripravený baĺık na spracovanie dát pre priestorovú eko-

nometriu splm. Tento baĺıček si i poṕı̌seme. Na záver tejto kapitoly si interpretujeme

dosiahnuté výsledky.
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1 Úvod do priestorovej ekonometrie

Z historického hl’adiska bol pojem priestorová ekonometria (z angl. spatial economet-

rics) prvýkrát použitý v sedemdesiatych rokoch dvadsiateho storočia. Zakl’adatelom bol

Belgičan Jean Paelinck, ktorý v roku 1979 spolu so spoluautorom L. H. Klaassenom vy-

dali knihu Spatial Econometrics. V tejto publikácíı poukázali na viacero charakterist́ık

priestorovej ekonometrie, ako sú úloha priestorovej vzájomnej závislosti v priestorových

modeloch, nesymetrickost’ v priestorových vzt’ahoch, a.i.

Súčasným najväčš́ım priekopńıkom v tejto oblasti je tiež rodený Belgičan Luc Anselin,

ktorý spravil pokrok v priestorovej ekonometrii, či už po teoretickej, ale i po praktickej

stránke. Táto kapitola je spracovaná z vel’kej časti podl’a jeho knihy [2] a podl’a knihy

[7] od autorov J. LeSage a R.K.Pace.

1.1 Klasický lineárna regresný model

Najviac použ́ıvaná štatistická metóda, ktorá je využ́ıvaná v ekonometrii je bezpochyby

klasický lineárny regresný model (LRM). Tento model môžeme naṕısat’ v maticovom

tvare nasledovne:

y = Xβ + ε, (1)

kde:

• y označuje n× 1 rozmerný vektor závislej premennej

• X označuje n× k rozmernú maticu vysvetl’ujúcich premenných, pričom n > k

• β je k × 1 rozmerný neznámy vektor parametrov

• ε je n× 1 rozmerný vektor reźıdúı alebo i vektor chybových členov.

Našou úlohou je nájst’ čo najlepš́ı odhad parametrov β̂ pomocou dostupných dát X a

y, pričom źıskaná regresná krivka by mala čo najlepšie vystihovat’ lineárny charakter

dát.
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Uvažujme, že pre daný klasický lineárny regresný model platia predpoklady:

1. X0, . . . , Xk−1 sú lineárne nezávislé, t.j. hodnost’ matice X je h(X) = k;

2. E[ε|X] = 0;

3. V ar[εi|X] = σ2, kde i ∈ 〈1, n〉- homeskedasticita reźıdúı;

4. Cov[εi, εj|X] = 0, pre i 6= j - párová nekorelovanost’ reźıdúı;

5. matica X je nenáhodná.

Veta 1.1. Gauss - Markovova veta

Za predpokladov 1.-5. klasického LRM je odhad parametrov β pomocou metódy naj-

menš́ıch štvorcov

β̂MNS = (X ′X)−1X ′y (2)

najlepš́ı lineárny nevychýlený odhad, t.j. žiadny iný lineárny nevychýlený odhad nemá

menšiu varianciu.

Poznámka: Vo všeobecnosti existujú lepšie odhady pre parameter β, ktoré sú však

nelineárne. Ak pridáme d’aľśı predpoklad:

6. ε|X ∼ N(0, σ2I),

tak odhad parametra β pomocou metódy najmenš́ıch štvorcov bude najlepš́ı nevychýlený

odhad.

Pre lepšie pochopenie klasickej lineárnej regresia a jej odhadu v dvojrozmernom pries-

tore prikladáme obrázok (1). Na prvej časti obrázku máme znázornené 50 pozoro-

vaných dát a źıskanú regresnú priamku, pričom vektor parametrov β̂ sme vypoč́ıtali

pomocou metódy najmenš́ıch štvorcov ako je uvedené vyššie. Na druhej časti obrázku

sú znázornené fitované hodnoty, ktoré zodpovedajú regresnej krivke pre každú vy-

svetl’ujúcu hodnotu.

Prvý predpoklad pre klasický LRM je nezávislost’ pozorovańı pre i−tu a j−tu poźıciu.

Avšak pre dáta, ktoré majú v sebe priestorovú závislost’, nie je tento predpoklad o

nezávislosti splnený.
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Obr. 1: Graficky znázornená źıskaná regresná priamka a fitované hodnoty

1.2 Priestor a priestorové efekty

Hlavným podnetom vzniku priestorovej ekonometrie bolo zhromažd’ovanie dát, ktoré

mali v sebe zakomponovanú priestorovú závislost’. Sú to dáta, ktoré sú zozbierané s

ohl’adom na priestor. Pod priestorom si môžeme predstavit’ množinu jednotlivých ob-

last́ı alebo regiónov, ktoré sú od seba oddelené hranicami. Tieto hranice môžu byt’

rôzne, napr. hranice štátov Európskej únie, hranice jednotlivých regiónov Slovenska, a

i. Pri priestorovej ekonometrii nás zauj́ıma, či udalosti v jednom regióne ovplyvňujú

udalosti v iných regiónoch a vice versa.

Jednoduchým pŕıkladom pre dáta s priestorovou závislost’ou sú dáta o populácíı, za-

mestnanosti a vzdelanosti zozbierané na základe administrat́ıvnych jednotiek, ktorými

môžu byt’ štáty, provincie či jednotlivé regióny.
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1.2.1 Priestorová závislost’

Priestorová závislost’ je jednou z vlastnost́ı priestorového procesu, v ktorom pozorova-

nia z rôznych oblastiach yi a yj, j 6= i sú závislé:

E(yiyj) 6= E(yi)E(yj).

Poznámka: Priestorovú závislost’ môžeme matematicky zaṕısat’ aj nasledovne:

yi = f(yj); i = 1, . . . , n; j 6= i.

To znamená, že ide o funkčnú závislost’ medzi tým, čo sa stane v jednom regióne v

priestore a tým, čo sa stane v inom regióne.

Pre jednoduchost’ si predstavme pozorovania pre dva rôzne regióny. Potom priestorová

závislost’ môže nadobúdat’ tvar:

yi = αiyj +Xiβ + εi (3)

yj = αjyi +Xjβ + εj

εi ∼ N(0, σ2), i = 1

εj ∼ N(0, σ2), j = 2

1.2.2 Priestorová rôznorodost’

Po priestorovej závislosti je priestorová rôznorodost’ (z angl. spatial heterogenity) druhým

základný priestorový efektom. Každé priestorové pozorovanie, ktoré je závislé od poźıcie

v priestore, nemôže byt’ homogénneho. Pŕıkladom sú mestské časti, ktoré majú roz-

dielne populácie alebo pŕıjem, regióny, ktoré majú rozličné stupne technologického

rozvoja a i. Tieto aspekty heterogenity môžeme sledovat’ ako variácie vzt’ahov v pries-

tore. Preto je potrebné uvažovat’ regresný vzt’ah, ktorý má nekonštantnú disperziu pre

reźıduá.
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1.3 Modely priestorovej ekonometrie

Predstavme si, že v (3) by sme brali do úvahy 3 rôzne regióny a rovnakú funkčnú

závislost’. V tomto pŕıpade by sme dostali:

yi = αi,jyj + αi,kyk +Xiβ + εi (4)

yj = αj,iyi + αj,kyk +Xjβ + εj

yk = αk,iyi + αk,jyj +Xkβ + εk

εi ∼ N(0, σ2), i = 1

εj ∼ N(0, σ2), j = 2

εk ∼ N(0, σ2), k = 3

Dá sa pozorovat’, že tento systém rovńıc je prakticky nepoužitel’ný, lebo obsahuje viacej

parametrov ako pozorovańı. Vo všeobecnosti, vzt’ah závislosti medzi množinou pozoro-

vańı v rámci n regiónov nám môže vyprodukovat’ až n2 − n vzt’ahov.

Na riešenie, ako sa vysporiadat’ s takto preparametrizovaný problém prǐsiel Ord [11],

ktorý sa inšpiroval prácou Whittla [13], ktorý pre priestorovú závislost’ zaviedol špecifický

parametra ρ. Tento parameter popisuje vzt’ah priestorovej závislosti. Tým pádom

môžeme poṕısat’ závislost’ medzi pozorovaniami premenných y.

1.3.1 Autoregresný proces

Defińıcia 1.2. Nech y označuje n× 1 rozmerný vektor a W je n×n riadkovo norma-

lizovaná váhová matica. Potom priestorový autoregresný proces nadobúda tvar:

y = ρWy + ε (5)

ε ∼ Nn(0, σ2In), (6)

kde ρ je 1× 1 rozmerný neznámy autoregresný parameter a ε je n× 1 rozmerný vektor

reźıdúı.

Z defińıcie priestorového autoregresného procesu (5) vyplýva, že popisujeme vzt’ah

medzi vektorom y a vektorom Wy, ktorý reprezentuje lineárnu kombináciu susediacich
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hodnôt každého pozorovania. Ku váhovej matici W a jej konštrukcii sa vrátime neskôr.

Pre konkrétne pozorovanie i sa dá preṕısat’ autoregresný proces nasledovne:

yi = ρ

n∑
j=1

Wijyj + εi (7)

εi ∼ Nn(0, σ2). (8)

Suma
∑n

j=1Wijyj sa nazýva priestorový posun (z angl. spatial lag). Odhad parametra ρ

źıskame pomocou metódy maximálnej vierohodnosti, ktorý bude podrobneǰsie poṕısaný

v kapitole (2) na zložiteǰśıch modeloch.

1.3.2 Matica priestorových váh W

Matica priestorových váh W obsahuje údaje o susednosti pozorovaných objektov.

Zároveň plat́ı, že matica W je symetrická s nulovými prvkami na diagonále. Je to

z dôvodu, že ak región i je susedným regiónom s j, tak aj región j je susedom regiónu

i a plat́ı predpoklad, že región i nie je sused sám so sebou. Avšak predpokladáme, že

matica W muśı byt’ pozit́ıvne definitná.

Otázkou, ktorou sa budeme teraz zaoberat’ je ako v matici W určit’ susedstvo pozoro-

vaných subjektov a ako zmerat’ vel’kost’ tohto susedstva, t.j. vzdialenost’.

Binárna matica priestorových váh W

Najskôr budeme uvažovat’ pŕıpad, kde vzdialenost’ dvoch susedov bude určená jedno-

duchými binárnymi premennými:

• voĺıme 1, ak dva pozorované subjekty sú susedné

• voĺıme 0, ak dva pozorované subjekty nie sú susedné.

Existuje viacero spôsobov ako určit’ susedstvo pozorovaných subjektov, my si uvedieme

iba niektoré z nich:

Bishop contiguity: Wij = 1 vyplńıme pre subjekty, ktoré majú spoločný iba jeden

bod hranice;

Rook contiguity: Wij = 1 vyplńıme pre subjekty, ktoré zdiel’ajú aspoň určitú čast’

hranice;
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Queen contiguity: je kombináciou Rook a Bishop contiguity. Wij = 1 vyplńıme pre

subjekty, ktoré majú spoločný bod alebo čast’ hranice. V tomto pŕıpade nezálež́ı

na d́lžke spoločnej hranice.

V odvodeńı určenia susedstva môžeme pozorovat’ súvislost’ pohybu figúrok v šachu.

Strelec (z angl. Bishop) sa pohybuje diagonálne, čo predstavuje spoločný rohový bod,

Veža (z angl. Rook) sa pohybuje horizontálne alebo vertikálne, čo môže predstavo-

vat’ čast’ zdiel’anej hranice. Nakoniec dáma (z angl. Queen) sa pohybuje vertikálne,

horizontálne a aj diagonálne, čo v konečnom výsledku predstavuje ich kombináciu na

určenie susednosti.

Priestorové vzdialenosti pre maticu W

Ďaľśı spôsob ako určit’ váhové matice je, že nebudeme brat’ do úvahy len binárnu

susednost’, ale i vzdialenost’ voči regiónom. Opät’ existuje viacero možnost́ı určenia

vzdialenost́ı pozorovaných subjektov, my si vyberieme len dve na ukážku:

• letecká alebo cestná vzdialenost’ dvoch hlavných centier pozorovaných subjektov,

• letecká vzdialenost’ centier centroidov pozorovaných subjektov.

Pod pojmom centrum centroidu rozumieme vnútorný bod daného regiónu, tzv. t’ažisko.

Po źıskańı vzdialenosti jednotlivých regiónov môžeme vytvorit’ maticu W rôznymi

spôsobmi. Jeden z pŕıkladov podl’a [4] je:

wij =
βbij
daij

kde βij je pomer spoločnej hranice regiónu i a j s celkovou d́lžkou hranice regiónu i, dij

je vzdialenost’ medzi dvoma pozorovanými regiónmi i a j a a, b sú kladné konštanty.

Z defińıcie vyplýva, že táto matica nemôže byt’ symetrická. Symetrická by bola len v

pŕıpade, ak by mali všetky susedné regióny i a j rovnaké d́lžky hrańıc. My nebudeme

použ́ıvat’ tento pŕıstup pre naše dáta. Je pomerne komplikované źıskat’ d́lžku hranice

pre jednotlivé regióny. Zvoĺıme si iný pŕıstup k źıskaniu váhovej matici, ktorý bude

poṕısaný v praktickej časti.

Váhová matica, ktorá vstupuje do modelu, muśı byt’ riadkovo normalizovaná.
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V nasledujúcich častiach si predstav́ıme tri najviac využ́ıvané priestorové regresné

modely:

• Priestorový autoregresný model (SAR)

• Model s priestorovými chybami (SEM)

• Priestorový Durbinov model (SDM)

1.3.3 Priestorový autoregresný model

Priestorový autoregresný model źıskame kombináciou priestorového autoregresného

procesu z defińıcie (5) a klasického LRM.

y = ρWy +Xβ + ε (9)

y = (In − ρW )−1Xβ + (In − ρW )−1ε (10)

ε ∼ N(0, σ2In)

V SAR modely sa odhaduje štandardný regresný parameter β a pridružený skalárny

parameter ρ. Nota bene, ak skalárny parameter ρ nadobudne hodnotu 0, tak v priere-

zových pozorovaniach y nie je priestorová závislost’, a teda sa dostávame k štandardnému

regresnému modelu. Podstata modelu SAR oproti klasickej LRM je taká, že do mo-

delu vstupuje priestorová závislost’ ako d’aľśı regresor vo forme priestorového posunu

Wy. Inak povedané správanie pozorovaného regiónu záviśı od správania sa susedných

pozorovaných regiónoch.

1.3.4 Model s priestorovými chybami

Základná motivácia na odvodenie modelu s priestorovými chybami je, že uvažujeme

reźıduá, ktoré vykazujú priestorovú závislost’. V tomto modely nám vystupuje pries-

torová rôznorodost’. Teda prvky variačno-kovariačnej matice mimo diagonály nie sú

nulové. Potom model s priestorovými chybami má tvar:

y = Xβ + u (11)

u = λWu+ ε

y = Xβ + (In − λW )−1ε (12)

ε ∼ N(0, σ2In)
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Parameter λ predstavuje priestorový autoregresný koeficient lineárneho posunu Wu,

avšak v tomto pŕıpade týkajúceho sa reźıdúı. Podstata modelu spoč́ıva v tom, že v

modely nepredpokladáme silnú priestorovú závislost’ medzi pozorovanými subjektmi,

ale medzi reźıduami.

1.3.5 Priestorový Durbinov model

Posledný model, priestorový Durbinov model vznikne kombináciou SAR a SEM mo-

delu. Pri odvodzovańı tohto modelu sa berie do úvahy, že vektor ε sa dá vyjadrit’ ako

lineárna kombinácia matice X a reźıdúı v.

ε = Xγ + v

v ∼ Nn(0, σ2In)

Substitúciou daného ε do modelu SEM a menšou úpravou parametrov dostaneme pries-

torový Durbinov model:

y = λWy +Xβ +WXθ + v (13)

y = (In − λW )−1Xβ + (In − λW )−1WXθ + (In − λW )−1v (14)

v ∼ N(0, σ2In)

Odhady daných parametrov pre všetky tri modely si odvod́ıme v druhej kapitole. Teraz

si vysvetĺıme danú teóriu na ilustračnom pŕıklade.

1.4 Ilustračný pŕıklad

Pre lepšie pochopenie doteraǰsej teórie uvádzame ilustračný pŕıklad, ktorý je z pub-

likácie [7].

Predstavme si, že máme metropolitnú oblast’, ktorá sa skladá zo siedmych regiónov. V

strednom regióne R4 sa nachádza hlavné obchodné centrum. Tri regióny sú na východ

a tri regióny na západ od tohto centra. Cez stred týchto regiónov ide priamo dial’nica,

ktorú všetci obyvatelia využ́ıvajú pri ceste do OC a z OC. Na nasledujúcom obrázku

(2) je zakreslená štruktúra danej metropolitnej oblasti.

Pozorujme vzorku dát z týchto regiónov, ktorá obsahuje cestovné časy do OC (v
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Obr. 2: Metropolitná oblast’ s OC

minútach), vzdialenost’ regiónov od OC (v kilometroch) a hustotu obyvatel’stva jed-

notlivých regiónoch. Za závislú premennú y zoberme cestovné časy a vysvetl’ujúce pre-

menné v matici X budú vzdialenost’ a hustota obyvatel’stva.

y =



Cestovné časy

42

37

30

26

30

37

42



X =



Hustota Vzdialenost’

10 30

20 20

30 10

50 0

30 10

20 20

10 30



d’aleké predmestie R1

okrajové predmestie R2

predmestie R3

obchodné centrum OC R4

predmestie R5

okrajové predmestie R6

d’aleké predmestie R7

Môžeme si všimnút’ symetrickost’ okolo regiónu R4. To znamená, že pre jednoduchost’

nezáviśı, či dochádzame z regiónov, ktoré sú od OC na západ (napr. R2 a R3) alebo z

regiónov, ktoré sú na východ od tohto regiónu (napr. R5 a R6).

Ako by sme mohli očakávat’, pre vzdialeneǰsie regióny, akú sú R1 a R7 máme dlhšie
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cestovné časy oproti bližš́ım regiónom R3 a R5. To znamená, že č́ım je väčšia vzdiale-

nost’ od OC, tým sa nám zvýši i cestovný čas do OC. Môžeme teda povedat’, že máme

narušený predpoklad nezávislosti. Zároveň si treba uvedomit’, že cestovný čas v rámci

regiónu R4 je 26 minút napriek vzdialenosti 0 km, pretože aj v rámci regiónu potrebu-

jeme čas na presun do OC.

Množina pozorovaných cestovných časov predstavuje merania źıskané v konkrétny

deň, t.j. spriemerované cestovné časy do OC za 24 hod́ın pre jednotlivé regióny. V

tomto pŕıpade, niektoré pozorovania môžu byt’ vysvetlené pomocou efektu kongescie

(zahltenia). Preto môžeme očakávat’, že dlhš́ı cestovný čas v jednom regióne vedie

k dlhš́ım cestovným časom v susediacich regiónoch. Je to zapŕıčinené predpokladom

jednej spoločnej cesty, ktorá je využ́ıvaná všetkými obyvatel’mi siedmych regiónov.

Napŕıklad kratš́ı cestovná čas v regióne R5 môže viest’ ku kratš́ım cestovným časom

v regiónoch R6 a R7. Z pohl’adu modelovania, sa daný efekt zahltenia nedá vysvetlit’

premennými Hustota a Vzdialenost’, pretože cestovný čas v konkrétny deň ovplyvňujú

iba cestovné časy susedných regiónov, tzv. efekt spätnej väzby. Naopak vzdialenost’ sa

nemeńı zo dňa na deň a takisto aj hustota obyvatel’stva sa na dennej báze meńı vel’mi

pomaly. Preto tieto premenné nie sú schopné vysvetlit’ denný jav zmeny cestovného

času. Denné pozorované zmeny v cestovných časoch sa budú lepšie vysvetl’ovat’, ak

budeme brat’ do úvahy cestovné časy zo susedných regiónov. To znamená, že cestovné

časy zo susediach pozorovańı yj berieme ako vysvetl’ujúcu premennú pre cestovný čas

v regióne i, yi. Rovnako použijeme yi ako vysvetl’ujúcu premennú pre cestovný čas v

regióne j, yj pre všetky i, j ∈ {1, 2, ..., 7} a i 6= j.

Zadefinujme si jednoduchého suseda prvého druhu k regiónu R1. Je ńım región R2,

pretože je to jediný región, s ktorým má spoločnú hranicu. Rovnako, región R2 má

dvoch susedov prvého druhu, regióny R1 a R3. Zostrojme 7x7 rozmernú váhovú ma-

ticu V , kde riadky matice sú i-te pozorovanie a st́lpce s indexmi j sú susediace regióny k

i-temu regiónu. Zároveň, pre susedov prvého druhu každého regiónu vo váhovej matici
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V vyplńıme na dané miesto 1, inak 0 ako sme poṕısali v sekcii (1.3.2)

V =



R1 R2 R3 R4 R5 R6 R7

R1 0 1 0 0 0 0 0

R2 1 0 1 0 0 0 0

R3 0 1 0 1 0 0 0

R4 0 0 1 0 1 0 0

R5 0 0 0 1 0 1 0

R6 0 0 0 0 1 0 1

R7 0 0 0 0 0 1 0


Diagonálne prvky matice sú nulové, teda regióny nie sú považované za suseda samého

seba. V d’aľsom kroku źıskanú maticu V riadkovo normalizujeme a dostaneme nezápornú

maticu W

W =



0 1 0 0 0 0 0

1/2 0 1/2 0 0 0 0

0 1/2 0 1/2 0 0 0

0 0 1/2 0 1/2 0 0

0 0 0 1/2 0 1/2 0

0 0 0 0 1/2 0 1/2

0 0 0 0 0 1 0


,

kde súčet v riadku je rovný 1.

Źıskanú maticu W priestorových váh vynásob́ıme hodnotami 7x1 rozmerného vektora

y a źıskame vektor priestorového posunu pre každé pozorovanie i, i = 1, . . . , 7:

Wy =



y2

(y1 + y3)/2

(y2 + y4)/2

(y3 + y5)/2

(y4 + y6)/2

(y5 + y7)/2

y6


Na odhad modelu použijeme model SAR.
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Zoberme do úvahy dopad zmeny populačnej hustotu v jednom regióne (napr. R2) na

cestovné časy do OC pre všetky ostatné regióny. Presneǰsie, zdvojnásobme populačnú

hustotu regiónu R2 a urobme predikcie dopadu zmeny cestovných časov do OC pre

všetky regióny.

X̃ =



10 30

40 20

30 10

50 0

30 10

20 20

10 30


Použijeme odhady parametrov vypoč́ıtaných pomocou metódy maximálnej vierohod-

nosti β̂
′
= [0.135, 0.561] a ρ̂ = 0.642. Odhadnutá hodnota parametra ρ udáva pozit́ıvnu

priestorovú závislost’ v cestovných časoch. Predikcie modelu pre vysvetl’ované premenné

matice X budú nadobúdat’ tvar:

ˆy(1) = (In − ρ̂W )−1Xβ̂.

V nasledujúcej tabul’ke porovnajme predikcie modelu ŷ(1) s maticou vysvetl’ovaných

premenných X a modelu ŷ(2) s maticou vysvetl’ovaných premenných X̃. Inak pove-

dané ilustrujme ako model vytvára priestorové prelievanie (spillover effect) pri zmene

hustoty populácie v jednom regióne:

Regióny ŷ(1) ŷ(2) ŷ(2) − ŷ(1)

R1: 42.01 44.58 2.57

R2: 37.06 41.06 4.00

R3: 29.94 31.39 1.45

R4: CBD 26.00 26.54 0.53

R5: 29.94 30.14 0.20

R6: 37.06 37.14 0.07

R7: 42.01 42.06 0.05

Porovnańım dvoch predikcíı ŷ(1), ŷ(2) môžeme pozorovat’, že zmena hustoty populácie v

regióne R2 má priamy efekt na tento región, ktorý spôsob́ı zvýšenie cestovného času pre
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obyvatel’ov regiónu R2 o 4 minúty. Zároveň táto zmena má aj nepriamy efekt, ktorý

ovplyvńı zvýšenie cestovných časov aj v ostatných regiónoch. Taktiež sa dá dobre

pozorovat’ aj priestorový efekt susediacich regiónov. Č́ım sú regióny d’alej od regiónu

R2, tým aj zmena cestovného času ovplyvnená zmenou hustoty populácie regiónu R2 je

menšia. Obecne nám model hovoŕı, že zmena hustoty populácie v regióne R2 okamžite

vedie k nárastu pozorovaných cestovných časov pre všetky regióny.

Porovnańım priestorového regresného modelu a obyčajného regresného modelu pŕıdeme

k záveru, že obyčajný regresný model urob́ı predikcie, ktorých vplyv zmeny hustoty

obyvatel’stva regiónu R2 ovplyvńı cestovné časy iba v regióne R2, ako je znázornené v

nasledujúcej tabul’ke.

Regióny ŷ(1) ŷ(2) ŷ(2) − ŷ(1)

R1: 42.98 42.98 0.00

R2: 36.00 47.03 11.02

R3: 29.02 29.02 0.00

R4: CBD 27.56 27.56 0.00

R5: 29.02 29.02 0.00

R6: 36.00 36.00 0.00

R7: 42.98 42.98 0.00
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2 Odhady parametrov metódou MLE

V tejto kapitole si odvod́ıme odhadovanie parametrov modelov poṕısaných v (1) po-

mocou metódy maximálnej vierohodnosti (MLE). Odhad modelov budeme robit’ na

prierezových dátach (neobsahujú časovú štruktúru).

2.1 Odhadovanie parametrov modelov

2.1.1 Priestorový autoregresný model

Prvý model, ktorý budeme odhadovat’ metódou MLE je priestorový autoregresný model

(SAR):

y = ρWy +Xβ + ε;

ε ∼ Nn(0, σ2In).

Na odhad MLE potrebujeme likelihood funkciu závislej premennej y, ktorú źıskame

ako transformáciu náhodnej premennej ε pomocou Jacobiho transformácie. Potom je

logaritmická vierohodnostná funkcia pre odhad parametrov β, ρ, σ2 definovaná ako:

lnLy(β, ρ, σ
2) = −n

2
ln 2π − n

2
lnσ2 + ln | In − ρW | −

1

2σ2
eT e,

kde e = y − ρWy − Xβ. Na odhad parametrov β a σ2 použijeme podmienky prvého

rádu.

Po zderivovańı logaritmickej vierohodnostnej funkcie podl’a β a σ2 dostávame odhady

parametrov

β̂MLE = (XTX)−1XT (In − ρW )y

σ̂2
MLE =

1

n
eT e,

ktoré dosad́ıme do logaritmickej vierohodnostnej funkcie lnLy(β, ρ, σ
2) a opät’ použijeme

podmienku prvého rádu na odhad parametra ρ:

ρ̂MLE = argmax
d(lnLy(β̂MLE, ρ, σ̂

2
MLE))

d(ρ)
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2.1.2 Model s priestorovými chybami

Ďaľśı v porad́ı odhadneme model s priestorovými chybami (SEM):

y = Xβ + u;

u = λWu+ ε

ε ∼ Nn(0, σ2In).

Postupujeme rovnako ako pri predchádzajúcom modely, na odhad MLE potrebujeme

likelihood funkciu závislej premennej y, ktorú źıskame ako transformáciu náhodnej

premennej ε pomocou Jacobiho transformácie. Logaritmická vierohodnostná funkcia

pre SEM model nadobúda rovnaký tvar ako pri odhade SAR modelu, až na e:

e = y − λWy −Xβ + λWXβ.

Na odhad opät’ použijeme podmienky prvého rádu:

β̂MLE(λ) = ((X − λWX)T (X − λWX))−1(X − λWX)T (y − λWy)

σ̂2
MLE(λ) =

1

n
z(λ)T z(λ),

kde z(λ) = y − λWy − (X − λWX)β̂MLE(λ).

Na odhad parametra λ sa môže použit’ iteračná metóda navrhnutá Anselinom, ktorá

je poṕısaná v diplomovej práci [6].

2.1.3 Priestorový Durbinov model

Posledný v porad́ı odhadneme priestorový Durbinov model:

y = λWy +Xβ +WXθ + v;

Postupujeme rovnako ako pri predchádzajúcich modeloch a dostaneme rovnakú loga-

ritmickú vierohodnostnú funkciu ako pre SAR (SEM) model (až na e):

e = y − λWy −Xβ −WXθ.

Na logaritmickú vierohodnostnú funkciu opät’ použijeme podmienky prvého rádu pre

odhad parametrov β, θ a σ2. Tie potom opätovne dosad́ıme do logaritmickej viero-

hodnostnej funkcii a použijeme pre odhad parametra λ. Odhadnuté parametre kvôli
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výpočtovej náročnosti nebudeme odhadovat’, dostatočne dobre sú oṕısané v diplo-

mových prácach [12], [6].

Odhady pre modely panelových dát nebudeme uvádzat’, pretože sú dostatočne dobre

spracované v diplomových prácach [12], [6].

2.2 Moranov korelačný koeficient

Pre overenie priestorovej autokorelácie na dátach použijeme Moranov korelačný koefi-

cient, Moranovo I. Koeficient hl’adá odchýlky od náhodných usporiadańı v priestore,

t.j. hl’adá zhlukovanie dát. Takéto zhlukovanie porušuje náhodnost’, a tým pádom vyka-

zuje priestorovú autokoreláciu. Moranovo I sa použ́ıva na prierezové dáta a je poṕısané

ako:

It =
n
∑n

i=1

∑n
j=1 (xi,t − x)(xj,t − x)wij

m
∑n

i=1 (xi,t − x)2
,

kde xi,t, xj,t je uvažovaná premenná regiónu i, j, v čase t, x je priemer premennej x, n

je počet regiónov, m je súčet všetkých váh a wij je váha regiónu i vzhl’adom na región

j. Hodnota Moranovho I sa pohybuje v rozmedźı [−1,+1]. V pŕıpade, že sa Moranovo

I nachádza bĺızko 0, tak hovoŕıme, že dáta nevykazujú priestorovú autokoreláciu. V

opačných pŕıpadoch, ak It je bĺızke 1 hovoŕıme o pozit́ıvnej priestorovej autokorelácii,

inak o negat́ıvnej priestorovej autokorelácii.
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3 Popis dát a rôzne konštrukcie váhovej matice

V tejto kapitole budeme aplikovat’ vyššie poṕısané metódy priestorovej ekonometrie na

reálne dáta, ktoré sú zozbierané na základe ekonomických ročných výsledkov a štatist́ık

pre všetky NUTS 2 regióny štátov Európskej únie.

3.1 NUTS 2 regióny

Ako už bolo spomenuté, dáta boli zozbierané vzhl’adom na delenie zavedené Štatistickým

úradom Európskej komisie - Eurostatom v spolupráci s národnými inštitútmi pre

štatistiku, napr. v rámci Slovenska to je Štatistický úrad Slovenskej republiky. Nomenk-

latúra územných štatistických jednotiek (NUTS), v súčasnosti NUTS 2013 platná od

1. januára 2015 je rozdelenie do vyšš́ıch štatistických úrovńı, t.j. regiónov a krajov.

V súčasnosti existujú tri úrovne delenia NUTS a dve úrovne delenia LAU (Lokálna

štatistická územná jednotka, t.j. okresy a obce). Klasifikácia regiónov pomocou NUTS

je hierarchický systém, ktorý zhromažd’uje dáta viacerých štátov. Tieto dáta sú prehl’adneǰsie,

pretože sa nachádzajú na jednom mieste a dá sa s nimi lepšie pracovat’. NUTS sa delia

na 3 úrovne:

NUTS 1: hlavné sociálno - ekonomické regióny (98 regiónov)

NUTS 2: základné regióny na uplatňovanie regionálnych polit́ık (276 regiónov)

NUTS 3: malé regióny pre špecifické analýzy (1342 regiónov)

Obr. 3: Rozdelenie NUTS regiónov (Zdroj: Eurostat)
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Každý z regiónov má jedinečný kód, ktorý slúži na presnú identifikáciu regiónu a je

zostavený nasledovne:

NUTS 1: obsahuje 3 znaky, kde prvé dva sú skratka štátu (napr. AT, DE, SK) a tret́ı

znak je bud’ pismeno alebo č́ıslica (napr. SK0, UKC)

NUTS 2: obsahuje štyri znaky, kde prvé dva sú opät’ skratka štátu, d’aľśı znak je z

predchádzajúceho delenia a posledný je č́ıslica (napr. SK04, UKM3)

NUTS 3: obsahuje pät’ znakov, ktoré sú rozdelené podl’a rovnakej logiky ako pri

predchádzajúcom deleńı (napr. SK042, UKD42)

Naše reálne dáta boli zozbierané, ako sme už spomenuli vyššie, vzhl’adom na úroveň

NUTS 2, t.j. máme 276 pozorovaných regiónov štátov Európskej únie.

Obr. 4: NUTS 2 regióny a ich počet (Zdroj: Eurostat)
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Teraz ked’ už vieme dáta presne identifikovat’, tak si zadefinujeme premenné, ktoré

budeme použ́ıvat’ v modeloch.

3.2 Premenné vstupujúce do modelu

Do nášho modelu nám vstupujú nasledovné premenné, ktorými sú:

HDP - totálny hrubý domáci produkt regiónu, v mil.

Miera nezamestnanosti - celková nezamestnanost’ v danom regióne, v %

Miera inflácie - ročná inflácia daného štátu, v %

Hustota obyvatel’stva - hustota obyvatel’stva daného regiónu na km2

Časové okno, počas ktorého budeme naše premenné pozorovat’ si zvoĺıme medzi

rokmi 2005−2014. Zvolili sme si naǰsiršie okno, ktoré nám dovol’ujú zozbierané štatistiky

pre jednotlivé NUTS 2 regióny. Pre ostatné roky bud’ boli dáta sčasti neúplné alebo

úplne nedostupné. Je to spôsobené aj tým, že zber regionálnych štatist́ık a celková

informatizácia nebola v tom obdob́ı na takom stupni ako v súčasnosti - napr. len rok

pred rokom 2005 vstúpilo do spoločného európskeho priestoru a EÚ 10 štátov.

3.2.1 Hrubý domáci produkt

Prvá pozorovaná ekonomická premenná je hrubý domáci produkt (HDP). Je to základný

makroekonomický ukazovatel’, ktorým meriame celkovú peňažnú hodnotu tovarov a

služieb vyprodukovaných za dané pozorované obdobie v danej ekonomike. My budeme

za obdobie považovat’ 1 kalendárny rok a zozbierané údaje sú vzhl’adom na NUTS 2

regióny. HDP môže byt’ poč́ıtaný viacerými metódami, my si urč́ıme tri základné:

1. Výrobná metóda: tvoŕı ju súhrn všetkých finálnych tovarov a služieb, ktoré boli

za dané časové obdobie vyrobené.

2. Výdavková metóda: poč́ıta sa ako výdaje jednotlivých sektorov na nákup finálnych

tovarov a služieb. Premenné, ktoré vstupujú do výpočtu HDP sú nasledovné:
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náklady - C, invest́ıcie - I, vládne výdavky - G, export - E a import - I. Formula

na výpočet HDP určená týmito premennými nadobúda tvar:

HDP = C + I +G+ (E − I)

3. Dôchodková metóda: je daná ako súčet hrubého národného dôchodku (HND),

amortizácie (A) a nepriamych dańı (N). Potom výpočet HDP nadobúda tvar:

HDP = HND + A+N

V našej práci použ́ıvame HDP vypoč́ıtané podl’a 1. metódy, t.j. ako celková hodnota

všetkých tovarov a služieb zńıžená o hodnotu tovarov a služieb použ́ıvaných na me-

dzispotrebu pri ich výrobe. HDP je merané v miliónoch eur. Na nasledujúcom grafe je

zobrazená ukážka vývoja HDP pre pár vybraných regiónov, na ktorom môžeme pozo-

rovat’ prepad rastu HDP na začiatku roku 2008, kedy bola kŕıza. Priemerné HDP EÚ

sa dostalo na svoju pôvodnú úroveň až o tri roky neskôr a od tohto roku, 2011, je v

neustálom raste.

Obr. 5: Vývoj HDP pre pár vybraných regiónov
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3.2.2 Miera nezamestnanosti

Ďaľsia pozorovaná makroekonomická premenná je miera nezamestnanosti (u). Je to

podiel nezamestnaných osôb (U) ku všetkým osobám schopných pracovat’, t.j. pracovnej

sile (L):

u =
U

L
,

L = U + E,

kde E je počet zamestnaných l’ud́ı.

Pracovná sila L je tvorená l’ud’mi, ktoŕı podl’a zákona môžu pracovat’. Do tejto skupiny

nepatria l’udia, ktoŕı už sú na dôchodku a ani l’udia, ktoŕı si momentálne nehl’adajú

pracovnú poźıciu - môže ı́st’ o l’ud́ı, ktoŕı sú práve na materskej alebo rodičovskej

dovolenke, alebo študujú na strednej či vysokej škole. Tým pádom do pracovnej sily

patria aj všetky nezamestnané osoby. Za nezamestnanú osobu sa považuje pracovná

sila, ktorá sṕlňa nasledovné podmienky:

• vek má minimálne 15 rokov;

• v súčasnosti nepracuje a ani neštuduje;

• nepoberá žiadny z dôchodkov ako sú: starobný, výsluhový, invalidný;

• v súčasnosti nepodniká;

• nie je evidovaná v systéme ako dobrovol’ne nezamestnaná;

• je práceschopná.

Podl’a formy pŕıčiny rozdel’ujeme nezamestnanost’ na tri hlavné typy:

Cyklický: tento typ nezamestnanosti nastáva v cykloch - v týchto cykloch nadobúda

ekonomika mnoho výkyvov. V čase hospodárskej recesie rastie, naopak v čase

hospodárskej expanzie klesá.

Frikčný: taktiež trendová nezamestnanost’ je krátkodobý typ nezamestnanosti. Vzniká

z dôvodu zmeny zamestnania niektorých zamestnancov - takáto zmena potre-

buje čas, aby sa potenciálni zamestnanci spojili s novými zamestnávatel’mi, alebo
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hl’adania si práce absolventami, či návrat do zamestnania po rodičovskej dovo-

lenke.

Štrukturálny: je to typ nezamestnanosti, kedy chýba dopyt po určitom type za-

mestnanca. Je to spôsobené obrovským pokrokom v oblasti technológii, ale aj

presúvańım zamestnaneckých poźıcii do regiónov s nižš́ımi nákladmi na pra-

covńıka.

Miera nezamestnanosti pre naše dáta zozbierané s ohl’adom na regióny NUTS 2 je

zobrazená na nasledujúcom grafe pre pár vybraných regiónov. Opät’ môžeme pozorovat’

dôsledok finančnej kŕızy, kedy nám nezamestnanost’ v roku 2008 začala významne rást’.

Jej rast sa vo vel’kej miere zastavil a zastabilizoval na prelome roka 2013, kedy prie-

merná nezamestnanost’ v EÚ klesla z 10, 95% na 10, 28% a tento trend d’alej pokračoval.

Obr. 6: Vývoj miery nezamestnanosti pre pár vybraných regiónov
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3.2.3 Miera inflácie

Predposledná pozorovaná makroekonomická premenná je miera inflácie (π). Miera

inflácie nám hovoŕı o miere nárastu cenovej hladiny a poč́ıta sa nasledovne:

πt =
Pt − Pt−1
Pt−1

,

kde

Pt : je bud’ deflátor HPD alebo index spotrebitel’ských cien v čase t

πt : je miera inflácie v roku t.

Inflácia sa dá vysvetlit’ aj tak, že 1 peňažná jednotka dnes nie je to isté ako 1 peňažná

jednotka včera alebo zajtra. Premenné, ktoré vstupujú do výpočtu miery inflácie sú

definované nasledovne:

Deflátor HDP: odráža vývoj cenovej hladiny a mieru znehodnotenia HDP, teda infláciu

cien v ekonomike. Vypoč́ıta sa ako podiel nominálneho a reálneho HDP v roku t:

Pt =
HDPn

HDPr
.

Rozdiel medzi nominálnym a reálnym HDP spoč́ıva v tom, že nominálny HDP

je meraný v bežných, trhových cenách za dané obdobie, pričom reálny HDP je

meraný v cenách iného roku (zvyčajne predchádzajúceho).

Index spotrebitel’ských cien: predstavuje ceny platené spotrebitel’mi (alebo domácnost’ami)

a poč́ıta sa pomocou tzv. spotrebného koša. Spotrebný kôš v danom roku (základnom

roku) zachytáva náklady priemernej domácnosti a porovnáva ich s nákladmi

domácnosti v budúcich rokoch.

Inflácia podáva dôležité informácie o vývoji ekonomiky a v rozumnej miere je jej

zdravou súčast’ou. Podl’a rastu cien sa inflácia deĺı na:

• Mierna medziročná zmena cien medzi 1%− 9%

• Cválajúca medziročná zmena cien medzi 10%− 1000%
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• Hyperinflácia medziročná zmena cien vyjadrená viac ako štvorciferným č́ıslom

V pŕıpade poklesu cien, inflácia je záporná, hovoŕıme o deflácii. Mnoh́ı ekonómovia

veria, že deflácia v súčasnej ekonomike predstavuje problém, lebo môže viest’ k deflačnej

špirále. Oproti inflácii, ktorá v čase znižuje reálnu hodnotu peňaźı ju deflácia zvyšuje.

Preto sa spotrebitel’ teoreticky môže rozhodnút’ odložit’ svoju spotrebu na neskôr, č́ım

sa môže ekonomika dostat’ do špirály, ktorá môže viest’ až k jej celému kolapsu.

Naše dáta, v tomto pŕıpade ich máme zozbierané iba vzhl’adom na štáty, t.j. 28 štátov,

pretože v rámci štátu je miera inflácie vypoč́ıtaná z rovnakého spotrebitel’ského koša.

Eurostat zbiera informácie o miere inflácie ako harmonizované indexy spotrebitel’ských

cien - tie sa zostavujú pre medzinárodné porovnávanie inflácie spotrebitel’ských cien.

Obr. 7: Vývoj miery inflácie pre štáty EÚ

Na grafe (7) máme zobrazené miery inflácie pre všetkých 28 štátov EÚ, na ktorých

môžeme pozorovat’ obrovský nárast v roku začatia finančnej kŕızy, 2008, a zároveň

strmý pád v nasledujúcich obdobiach. Pokračujúci pokles aj v rokoch po kŕıze sa dá
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vysvetlit’ zavedenou monetárnou politikou Európskej Centrálnej Banky (ECB), ktorá

sa po recesných rokoch kŕızy rozhodla opätovne naštartovat’ rast HDP. Dosiahla to

ńızkymi úrokovými sadzbami, vd’aka ktorým źıskali finančné inštitúcie lepš́ı pŕıstup k

zdrojom peňažného trhu.

3.2.4 Hustota populácie

Posledná pozorovaná premenná je hustota obyvatel’stva. je to údaj, ktorý hovoŕı o

podiele počtu obyvatel’ov a rozlohe územia:

H =
P

A
,

kde H je hustota, P je populácia daného regiónu a A je jeho rozloha. Na nasledujúcom

grafe môžeme pozorovat’ vývoj hustoty populácie v rozmedźı rokov 2005−2014 pre pár

vybraných regiónov.

Obr. 8: Vývoj hustoty populácie pre štáty EÚ
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3.3 Rôzne pŕıstupy konštrukcie matice W

V nasledujúcej podkapitole sa budeme venovat’ rôznym pŕıstupom k odhadom váhovej

matice W .

3.3.1 Váhová matica typu Queen contiguity

Prvý spôsob, ktorý si zvoĺıme na určenie váhovej matice bude najtriviálneǰśı spôsob

typu Queen contiguity. Tento spôsob prirad́ı 1 pod podmienkou, že regióny majú bud’

spoločnú čast’ hranice alebo spoločný hraničný bod, inak prirad́ı 0. Túto metódu sme

skonštruovali nasledovne:

• zo stránky http://ec.europa.eu/eurostat/web/nuts/history sme si stiahli

údaje o NUTS regiónoch, z ktorých sme filtrovali údaje o regiónoch NUTS 2;

• každému regiónu sme priradili jeho susedov;

• podl’a predchádzajúceho priradenie sme skonštruovali váhovú maticu W .

Váhová matica W typu Queen contiguity je v našom pŕıpade riedka matica - z

celkového počtu 75900 možných susedstiev (už očistených o nulovú diagonálu) máme

vyplnených jednotkou 1168 čo tvoŕı necelých 1, 54%.

Avšak vyskytujú sa nám tu regióny, ktoré z dôvodu nesplnenia obidvoch kritéríı nemajú

žiadneho suseda - je ich 21. Sú to nasledujúce regióny:
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Kód Názov regiónu Kód Názov regiónu

CY00 Kypros EL41 Voreio Aigaio

EL42 Notio Aigaio EL43 Kriti

EL62 Ionia Nisia ES53 Illes Balears

ES63 Ciudad Autónoma de Ceuta ES64 Ciudad Autónoma de Melilla

ES70 Canarias FI20 Åland

FR83 Corse FRA1 Guadeloupe

FRA2 Martinique FRA3 Guyane

FRA4 La Réunion FRA5 Mayotte

ITG1 Sicilia ITG2 Sardegna

MT00 Malta PT20 Região Autónoma dos Açores

PT30 Região Autónoma da Madeira

Ako je možné vidiet’, jedná sa o regióny, ktoré sú bud’ ostrovné európske (CY 00,

EL43,. . . ), ostrovné zámorské (ES70, FRA4,. . . ), alebo autonómne oblasti v afrických

štátoch (PT20, PT30). Tieto regióny sme nútený vylúčit’ z váhovej matice W typu

queen contiguity, pretože narušujú predpoklad pozit́ıvnej definitnosti - tieto riadky sú

lineárne závislé a spôsobujú singulárnost’ váhovej matice. Ďalej budeme pokračovat’ iba

s váhovou maticou dimenzie 255, ktorá má vyplnených 1, 80% susedstiev.

3.3.2 Váhová matica vzdialenost́ı

Ďaľśı pŕıstup k tvorbe váhovej matice už nebude taký triviálny ako predchádzajúci typ

Queen contiguity. V tomto type prirad́ıme každej dvojici regiónov leteckú vzdialenost’

ich úradných centier. Celý tento postup bol rozdelený do nasledujúcich bodov:

1. zhromaždenie údajov o NUTS 2 regiónoch;

2. výpočet vzájomných vzdialenost́ı;

3. preškálovanie váhovej matice.

V nasledujúcich častiach si podrobneǰsie poṕı̌seme jednotlivé body tvorby váhovej

matice vzdialenost́ı:
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1.) Zhromažd’ovanie údajov: Prvým bodom pri tvorbe váhovej matice vzdialenost́ı

bude zhromaždenie si údajov o úradných centrách NUTS 2 regiónov. Existuje via-

cero pŕıstupov ako sa s týmto problémom vysporiadat’. My sme si vybrali ten naj-

jednoduchš́ı, a to použit’ databázu o regiónoch zo stránky http://www.brrg.de/

database.php?language=en&cId=0&dId=47, ktorá žial’ bola z roku 1995. Preto

sme túto databázu overili a údaje chýbajúcich regiónov doplnili.

Druhý spôsob tvorby váhovej matice by bol taký, že každému regiónu urč́ıme

jeho t’ažisko, tzv. centrum centroidu.

2.) Výpočet vzdialenost́ı: Ďaľśım bodom je výpočet vzdialenost́ı úradných miest

NUTS 2 regiónov. Naša databáza obsahuje 276 regiónov, preto je potrebné vypoč́ıtat’

vzdialenosti pre 37950 dvoj́ıc, čo nie je l’ahká úloha. Nami zvolené dva postupy

nám ju ale výrazne zjednodušia.

2.1.) Automatické źıskavanie dát: Prvotná myšlienka nemanuálneho a nie

časovo náročného výpočtu bola naprogramovat’ kód, ktorý by z vopred vy-

branej internetovej stránky dokázal pomocou údajov z našej databázy úradných

miest regiónov NUTS 2 źıskat’ ich vzájomné letecké vzdialenosti, a tieto

zaṕısat’ do pŕıslušného hárku našej databázy.

Ako prvé sme si vybrali stránku do ktorej budeme zadávat’ údaje a zároveň

budeme údaje aj extrahovat’ a ukladat’ do vopred vybraného zošita. Zvolili

sme si nasledovnú stránku: http://www.distancefromto.net/, ktorá sa

nám svojou jednoduchou štruktúrou zdala adekvátna pre naše požiadavky.

Druhá, komplikovaneǰsia čast’ prǐsla hned’ po výbere - naprogramovat’ daný

kód. S týmto problémom som sa rozhodol oslovit’ kolegyňu Bc. Oĺıviu Ku-

nertovú z Fakulty matematiky, fyziky a informatiky, UK BA, ktorá navrhla

a zostrojila funkčný kód. Celý kód na automatické źıskavanie dát z interne-

tovej stránky je priložený v pŕılohe č.1.

Ale výsledok celého nášho úsilia nedosiahol očakávania, pretože pravdepo-

dobne nami vybraná internetová stránka mala ochranu pred robotmi, t.j. po

určitom počte opakovańı zadaného úkonu (cca. 50) nás daná stránka odpo-

jila a museli sme program manuálne obnovit’ aby pokračoval. V pŕıpade, že

by sme zvolili krok zadávania každú sekundu, tak by celkový čas potrebný
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na zhromaždenie údajov presiahol 10 hod́ın. Preto sme sa rozhodli náš kód

použit’ na iných stránkach, na ktorých však nasledoval rovnaký výsledok.

Nakoniec sme sa rozhodli od tohto postupu upustit’ a vymysliet’ iný, značne

jednoduchš́ı.

2.2.) Haverśıniho formula: Druhý spôsob bola snaha źıskat’, vypoč́ıtat’ vzdia-

lenosti pomocou vol’ne dostupných informácii. Tieto informácie sme źıskali

z vol’ne dostupnej databázy, ktorá obsahuje údaje o zemepisných š́ırkach

a zemepisných d́lžkach väčšiny miest na svete. Nachádza sa na stránke

http://www.naturalearthdata.com/. Tieto údaje sme prefiltrovali a upra-

vili na našu databázu úradných miest.

Tvorba databázy rozš́ırenej o zemepisnú š́ırku a zemepisnú d́lžku bola prvý

krok k výpočtu vzdialenost́ı, na ktoré použijeme Haverśıniho formulu. Ha-

verśıniho formula pre dva rôzne body na sfére slúži na výpočet centrálneho

uhla medzi nimi:

hav(
d

R
) = hav(ϕ2 − ϕ1) + cos(ϕ1)cos(ϕ2)hav(λ2 − λ1),

kde

• hav(θ) = sin2( θ
2
) = 1−cos(θ)

2
je haverśıniho funkcia;

• d je vzdialenost’ medzi danými dvoma bodmi, sférická vzdialenost’;

• R je polomer sféry (v našom pŕıpade polomer zeme R = 6378, 137km);

• ϕ1,2 je zemepisná š́ırka (v rad.);

• λ1,2 je zemepisná d́lžka (v rad.).

Použit́ım funkcie arcsin na haverśıniho funkciu dostaneme vzorec na výpočet

vzdialenosti dvoch bodov na sfére:

d = 2R arcsin

(√
sin2(

ϕ2 − ϕ1

2
) + cos(ϕ2) cos(ϕ1) sin2(

λ2 − λ1
2

)

)
.

Vypoč́ıtané vzdialenosti sa môžu mierne ĺı̌sit’ od vzdialenost́ı, ktoré sa dajú

źıskat’ z rôznych verejných zdrojov. Môže to byt’ spôsobené výpočtovým

softvérom (zaokrúhl’ovanie), alebo detailneǰśımi údajmi o zemepisných š́ırkach,

zemepisných d́lžkach a polomeru Zeme.
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3.) Preškálovanie váhovej matice: Posledný bod tvorby váhovej matice je jej preškálovanie,

ktoré vyžadujeme z dôvodu zosilnenia priestorových vplyvov pre bližšie (su-

sedneǰsie) regióny a zoslabenie pre vzdialeneǰsie regióny. Táto podmienka za-

tial’ nie je splnené a bĺızke regióny majú malé priestorové vplyvy. Tie zosilńıme

preškálovańım, ktoré zvoĺıme nasledovne:

ŵij =
1

wij
,

kde wij je vzdialenost’ i regiónu od j regiónu. Toto preškálovanie zosilnilo pries-

torový vplyv bližš́ıch regiónov a zároveň zachovalo pomer všetkých ostatných

vzdialenost́ı.

V tejto podkapitole sme si uviedli tvorbu symetrickej neznormalizovanej váhovej

matice W , ale ako sme už uviedli v (1.3.2) vo výpočtoch použ́ıvame riadkovo normali-

zovanú váhovú maticu, ktorá vo väčšine pŕıpadov už nie je symetrická.
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4 Analýza dát NUTS 2 regiónov

V poslednej kapitole si poṕı̌seme panelové dáta a modely pre panelové dáta. Zároveň si

pribĺıžime model poṕısaný reálnymi dátami NUTS 2 regiónov kraj́ın EÚ predstavených

v (3), vytvorené rôzne váhové matice W , odhady parametrov modelu v štatistickom

softvéri R a interpretovanie dosiahnutých výsledkov.

4.1 Panelové dáta

V našej práci sa budeme venovat’ analýzam panelových dát, t.j. dát ktoré pozorujeme

viac než jedno časové obdobie. V panelových dátach vystupujú dve hlavné zložky:

• počet pozorovańı n;

• časová perióda t.

Hlavný rozdiel panelových dát oproti časovým radom je vel’kost’ jednotlivých zložiek. V

časových radoch je vel’kost’ časovej periódy niekol’kokrát vyššia než počet pozorovańı,

pričom v panelových dátach to je naopak. V pŕıpade, že sa časová perióda t = 1, tak

hovoŕıme o prierezových dátach.

Pri analyzovańı panelových dát sa uvažuje s piatimi možnými modelmi:

1. Model s fixnými efektami;

2. Model s náhodnými efektami;

3. Model s fixnými koeficientami;

4. Model s náhodnými koeficientami;

5. Viacúrovňový model.

V našom pŕıpade budeme pracovat’ iba s modelmi s fixnými a s náhodnými efektami.

V každom modely môžu vystupovat’ bud’ priestorovo, alebo časovo špecifické efekty.

Tieto efekty v ňom môžu byt’ zahrnuté obidva, iba jeden alebo žiaden. Podrobneǰsie

informácie o efektoch v panelových dátach sú spracované v diplomovej práci [6].
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4.2 Model makroekonomických dát

Závislou premennou y nášho modelu budeme označovat’ Unemployment Total, ktorá

nám hovoŕı o miere nezamestnanosti v NUTS 2 regiónoch kraj́ın EÚ a je vyjadrená v

%. Do vysvetl’ujúcej premennej X nám bude vstupovat’ 5 premenných:

GDP: HDP NUTS 2 regiónov kraj́ın EÚ v mil.;

Population: hustota obyvatel’stva na km2;

Inflation: miera inflácie pre štáty EÚ v %

Unemployment Male: miera nezamestnanosti mužov NUTS 2 regiónov kraj́ın EÚ;

Unemployment Female: miera nezamestnanosti žien NUTS 2 regiónov kraj́ın EÚ.

Vzhl’adom nato, že nám všetky premenné okrem GDP a Population vstupujú do mo-

delu v percentách, tak sme sa ich rozhodli zahrnút’ do modelu ako log premenné, t.j.

log(GDP) a log(Population). V našom modely budeme pozorovat’ závislost’ nezamest-

nanosti NUTS 2 regiónov kraj́ın EÚ od hrubého domáceho produktu, hustoty oby-

vatel’stva, inflácie, nezamestnanosti mužov a nezamestnanosti žien. Primárnym ciel’om

našich bude odhad parametrov a ich signifikantnosti pre rôzne modely konštruovaného

s rôznymi váhovými maticami. Skôr ako začneme odhadovat’, tak môžeme predpokla-

dat’ vysokú závislost’ zmeny nezamestnanosti od nezamestnanosti mužov a žien.

Odhadovat’ budeme dva modely, ktoré budú ešte rozdelené podl’a zahrnutia fixných

(FE), alebo náhodných efektov (RE):

SAR: Priestorový autoregresný model

Unemployment Totalit = ρ
n∑
j=1

wijUnemployment totaljt + β1log(GDP )it+

+ β2log(Population)it + β3Inflationit+

+ β4Unemployment Maleit + β5Unemployment Femaleit+

+ µi + δt + εit;
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SEM: Model s priestorovými chybami

Unemployment Totalit = β1log(GDP )it + β2log(Population)it + β3Inflation+

+ β4Unemployment Maleit + β5Unemployment Femaleit+

+ µi + δt + uit

uit = λ
n∑
j=1

wijuit + εit.

4.3 Váhové matice

Pri definovańı modelu sme sa rozhodli, že použijeme nasledovné druhy váhových mat́ıc:

1. váhovú maticu typu Queen contiguity očistenú o regióny bez suseda. Táto matica

obsahuje váhy pre 255 regiónov.

2. váhovú maticu, ktorá každému regiónu so susedom typu Queen contiguity prirad́ı

preškálovanú vzdialenost’. Táto matica obsahuje váhy pre 254 regiónov. Je to

spôsobené tým, že dva regióny CZ01 a CZ02 majú nulovú vzdialenost’, kvôli

úradnemu centru, ktoré majú spoločné (Praha).

3. váhovú maticu typu Queen contiguity prerobenú tak, aby priradila váhu iba suse-

dovi z rovnakého štátu. Táto matica je oproti typu Queen contiguity zredukovaná

a obsahuje váhy pre 250 regiónov.

4. posledný typ váhovej matice prirad́ı preškálované vzdialenosti regiónom rov-

nakého štátu. Táto matica je medzi práve uvedenými typmi váhových mat́ıc

najrozmerneǰsia, obsahuje váhy pre 270 regiónov.

4.4 Odhad jednotlivých modelov

V nasledujúcej podkapitole si uvedieme odhady pre SAR a SEM modely kombinované

s náhodnými a fixnými efektami. Avšak ako prvé si otestujeme pŕıtomnost’ priestorovej

autokorelácie v dátach pomocou Moranovho I. V softvéri R sa táto funkcia nachádza

v baĺıčku spdep a je definovaná ako funkcia moran.test. Do funkcie vstupujú dva

argumenty, premenná a váhova matica, a výsledkom je vypoč́ıtana vel’kost’ Moranovho
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Obr. 9: Vývoj Moranovho I

I, ktoré nám hovoŕı o sile priestorovej autokorelácie. Na danom obrázku môžeme po-

zorovat’ zmenu Moranovho I pre premennú Unemployment Total počas 10 rokov.

Z (9) môžeme pozorovat’, že Moranovo I bolo počas celých 10 rokov nad hodnotou

0.5, preto môžeme hovorit’ o kladnej priestorovej autokorelácii. Odhady Moranovho

I pre zvyšné váhové matice a premenné vyšiel vel’mi podobne ako je naznačené na

obrázku (9). Preto môžeme v našich dátach uvažovat’ o priestorovej autokorelácii.

Ako d’aľsie si odhadneme parametre modelov pre rôzne váhové matice. Nato sa v R

použ́ıva baĺıček splm, v ktorom použijeme funkciu spml, do ktorej vstupujú modelované

premenné, váhová matica a d’aľsie podmienky na špecifikáciu modelu (fixné efekty, ...).

1. typ Ako prvý budeme odhadovat’ model s váhovou maticou typu Queen contiguity

očisteného o regióny bez suseda. Odhady parametrov a ich signifikantnosti 1 sa

nachádzajú v nasledujúcej tabul’ke:

1signifikantnost’ na hladine významnosti: ”***”0.001, ”**”0.01, ”*”0.05, ”.”0.1
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Model Parameter Odhad Signifikantnost’

SARFE ρ 0.0106 ***

log(GDP ) 0.0508 .

log(Population) 0.2895 *

Inflation 0.0032

Unemployment Male 0.5573 ***

Unemployment Female 0.4411 ***

SARRE ρ 0.0101 ***

ϕ 0.7334 ***

const. -0.4133 ***

log(GDP ) 0.0259 **

log(Population) 0.0103

Inflation 0.0029

Unemployment Male 0.5639 ***

Unemployment Female 0.4323 ***

SEMFE λ 0.2308 ***

log(GDP ) 0.0343

log(Population) 0.3288 *

Inflation 0.0016

Unemployment Male 0.5617 ***

Unemployment Female 0.4445 ***

SEMRE λ 0.2527 ***

ϕ 0.7190 ***

const. -0.3300 ***

log(GDP ) 0.0229 *

log(Population) 0.0065

Inflation 0.0013

Unemployment Male 0.5672 ***

Unemployment Female 0.4355 ***

Jednotlivé modely sú označené skratkami, ktoré vznikli spojeńım skratky mo-

delu a skratky efektu, ktorý do modelu vstupuje, napr. SARFE - priestorový
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autoregresný model s fixným efektom. Ako môžeme vidiet’ v tabul’ke na rôznych

modeloch, tak premenné vstupujúce do modelu sú z väčšej časti signifikantné.

Výnimku tvoŕı premenná Inflation, ktorá je v každom modely nesignifikantná.

Preto môžeme povedat’, že inflácia nemá žiaden významný vplyv na vývoj miery

nezamestnanosti. Naopak, ako sme predpokladali miera nezamestnanosti mužov

a žien má významný vplyv na mieru nezamestnanosti.

2. typ Ďaľśı model budeme odhadovat’ s váhovou maticou typu Queen contiguity s pri-

radenými preškálovanými vzdialenost’ami. V tomto pŕıpade tabul’kovú kalkuláciu

neuvádzame z dôvodu podobnosti odhadou parametrov s predchádzajúcim od-

hadom. Avšak na našom pŕıklade môžeme pozorovat’, že zmena konštantných

váh pre regióny na nekonštantné, ktoré znásobia priestorový efekt, nám dá vel’mi

podobné odhady.

3. typ V tret’om type použijeme váhovú maticu typu Queen contiguity prerobenú

tak, aby priradila váhu iba susedovi z rovnakého štátu. Pri výsledkoch môžeme

očakávat’ stratu informácie z vynechania zahraničných susedov, uvid́ıme ako sa

nám to zobraźı na modeloch. V tabul’kovej kalkulácii si zobraźıme iba modely

SARFE a SEMFE na ktorých jediných došlo k zásadným zmenám. Ďaľsie dva až

na miernu zmenu odhadu koeficientov zostali rovnaké:
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Model Parameter Odhad Signifikantnost’

SARFE ρ 0.0241 ***

log(GDP ) 0.0674 *

log(Population) 0.2000

Inflation 0.0032

Unemployment Male 0.5517 ***

Unemployment Female 0.4343 ***

SEMFE ρ 0.1844 ***

log(GDP ) 0.0452

log(Population) 0.2395

Inflation 0.0007

Unemployment Male 0.5642 ***

Unemployment Female 0.4328 ***

Z daného výstupu môžeme sledovat’, že okrem inflácie sa stala úplne nesignifi-

kantnou aj premenná Population.

4. typ Posledným modelom bude model s váhovou maticou, ktorá prirad́ı preškálované

vzdialenosti regiónom rovnakých štátov.
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Model Parameter Odhad Signifikantnost’

SARFE ρ 0.0251 ***

log(GDP ) -0.0156

log(Population) -1.0439 ***

Inflation 0.0094 *

Unemployment Male 0.5848 ***

Unemployment Female 0.4060 ***

SARRE ρ 0.0198 ***

ϕ 1.1825 ***

const. -0.3802 *

log(GDP ) 0.0203

log(Population) 0.0023

Inflation 0.0063

Unemployment Male 0.5814 ***

Unemployment Female 0.4121 ***

SEMFE λ 0.3336 ***

log(GDP ) -0.1750 *

log(Population) -0.7902 **

Inflation 0.0022

Unemployment Male 0.5966 ***

Unemployment Female 0.4123 ***

SEMRE ρ 0.3330 ***

ϕ 1.2134 ***

const. -0.2810

log(GDP ) 0.0179

log(Population) -0.0018

Inflation 0.0021

Unemployment Male 0.5913 ***

Unemployment Female 0.4169 ***

V tabul’ky máme v jednom pŕıpade možnost’ prvýkrát pozorovat’ zápornú od-

hadnutú hodnotu pre parameter log(GDP ), ktorá nám laicky povedané hovoŕı,
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že ak hruby domáci produkt stúpne o 1%, tak nezamestnanost’ klesne o 0.18%.

Detto máme aj pre premennú Population, ktorá hovoŕı to isté, že ak hustota

obyvatel’stva stúpne o 1%, tak nezamestnanost’ klesne o 0.79%. To sú odhadnuté

hodnoty parametrov, ktoré by sme taktiež radi videli aj pri iných modeloch.

4.5 Zhrnutie výsledkov

V kapitole sme sa venovali odhadu parametrov štyroch rôznych modelov konštruovaných

štyrmi rôznymi váhovými maticami. V odhadoch parametrov sme mohli pozorovat’, že

na modelovanú mieru nezamestnanosti mala vždy najväčš́ı vplyv miera nezamestna-

nosti mužov a žien, pričom miera nezamestnanosti mužov mala vždy vyšš́ı vplyv ako

miera nezamestnanosti žien. Inflácia nám vyšla signifikantná len v jednom modely.

Ostatné parametre, ktorými sú hustota a HDP nám vyšli rôzne z pohl’adu znamienko-

vej konvencie, t.z. že v jednom pŕıpade nám modelovanú nezamestnanost’ ovplyvňovali

kladne v inom záporne. Ďaľśım vhodným krokom by bolo overit’ správnost’ modelov a

navzájom ich porovnat’. Touto čast’ou sa však už nebudeme v našej diplomovej práci

zaoberat’.
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Záver

V diplomovej práci sme sa zaoberali priestorovou ekonometriou. Celú prácu môžeme

rozdelit’ na dva okruhy. V prvej a druhej kapitole sme sa zaoberali prevažne teoretickou

stránkou priestorovej ekonometrie. V tretej a štvrtej kapitole sa venujeme praktickej

časti.

V prvej kapitole sme si pripomenuli model klasickej lineárnej regresie, ktorý je v ekono-

metrii najviac využ́ıvaný. Poṕısali sme si predpoklady, pre ktoré je odhad parametrov

daného modelu źıskaný pomocou metódy najmenš́ıch štvorcov najlepš́ı nevychýlený

odhad. Pri prechode na dáta, ktoré majú v sebe zakomponovaný priestorový efekt nie

sú splnené všetky predpoklady a preto nie je správne túto metódu na odhad paramet-

rov pre takéto dáta využ́ıvat’. V tejto kapitole sme si zadefinovali priestorové efekty,

ktorými sú priestorová závislost’ a priestorová rôznorodost’ a zadefinovali sme si auto-

regresný proces. V autoregresnom procese nám vystupuje autoregresný parameter ρ a

matica priestorových váh W , ktoré sme si poṕısali. Na konci kapitoly sme predstavili tri

priestorové modely: priestorový autoregresný model, model s priestorovými chybami a

Durbinov model, model, ktorý je źıskaný spojeńım predchádzajúcich dvoch modelov.

V druhej kapitole sme si podrobne odvodili parametre pre jednotlivé modely pomocou

metódy maximálnej vierohodnosti. Odvodenie týchto parametrov nebolo triviálne, na-

kol’ko sa musela využit’ transformácia náhodnej premennej ε pomocou Jacobiho trans-

formácie. Na konci tejto kapitoly sme si ukázali formulu, ktorou môžeme overit’, či dáta

majú v sebe zahrnutú priestorovú autokoreláciu. Táto formula sa nazýva Moranov ko-

relačný koeficient.

V tretej kapitole sme si podrobne poṕısali dáta, ktorými sú nezamestnanost’, HDP,

inflácia a hustota obyvatel’stva. Dáta sme brali ohl’adom na jednotlivé NUTS 2 regióny.

Hlavnú čast’ tejto kapitoly tvoŕı popis źıskanej váhovej matice W . Proces na naplnenie

jednotlivý vzdialenost́ı medzi regiónmi sa spočiatku zdal komplikovaný a časovo vel’mi

náročný. Nakoniec s pomocou študentky informatiky našej fakulty sa tento problém

dal jednoducho vyriešit’.

V poslednej kapitole sme si v systéme R odhadli parametre pre rôzne modely, ktoré sa

ĺı̌sili rôznymi priestorovými maticami vzdialenost́ı W . Modelovali sme nezamestnanost’

vzhl’adom na nezamestnanost’ mužov a žien, HDP, infláciu a hustotu obyvatel’stvo pre
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jednotlivé NUTS 2 regióny. Spozorovali sme, že najväčš́ı vplyv na mieru nezamest-

nanosti mala miera nezamestnanosti mužov a miera nezamestnanosti žien. Naopak,

inlácia nám okrem jedného modelu vyšla všade nesignifikantná. Ostatné odhadované

parametre boli vo väčšine pŕıpadou signifikantné.

Táto práca poskytla základný úvod do metód priestorovej ekonometrie. Medzi jej

najväčš́ı pŕınos by sme zaradili rôzne pŕıstupy k tvorbe váhových mat́ıc, v ktorých by sa

ešte určite oplatilo pokračovat’. Zároveň táto práca len naznačila možnosti skrývajúce sa

v obore priestorová ekonometria, ktoré by sa oplatilo či už preskúmat’, alebo aplikovat’

na reálne dáta.
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Pŕıloha A

Kód na automatické źıskavanie dát

#!/usr/bin/python

import time

import datetime

import sys

from selenium import webdriver

from selenium.webdriver.support.ui import WebDriverWait

from selenium.webdriver.support import expected_conditions as EC

from selenium.webdriver.common.by import By

import pandas

from random import random

START_URL = "http://www.distancefromto.net/"

def get_cities(filename):

cities = pandas.read_csv(filename, sep="\t")

return cities

def get_city_pairs(cities):

res = []

country_year = cities["Country/Year"]

country_code = cities[’Country Code’]

region = cities[’Región’]

capitals = cities[’Hlavné mesto’]

for i in range(len(capitals)):

rowA = [country_year[i], country_code[i], region[i], capitals[i]]

for j in range(i+1, len(capitals)):

row = rowA[:]

row.append(country_year[j])
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row.append(country_code[j])

row.append(region[j])

row.append(capitals[j])

res.append(row)

return res

def print_city_pairs_to_file(cities, filename):

country_year = cities["Country/Year"]

country_code = cities[’Country Code’]

region = cities[’Región’]

capitals = cities[’Hlavné mesto’]

lat = cities[’LAT’]

lon = cities[’LON’]

res = []

header = ["Country/Year A", "Country Code A", "Región A",

"Hlavné mesto A", "LAT A", "LON A", "Country/Year B",

"Country Code B", "Región B", "Hlavné mesto B", "LAT B", "LON B"]

res.append(header)

for i in range(len(capitals)):

rowA = [country_year[i], country_code[i], region[i],

capitals[i], lat[i], lon[i]]

for j in range(i+1, len(capitals)):

row = rowA[:]

row.append(country_year[j])

row.append(country_code[j])

row.append(region[j])

row.append(capitals[j])

row.append(lat[j])

row.append(lon[j])

res.append(row)
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dfKm = pandas.DataFrame(res)

dfKm.to_csv(filename, index = False, header=False)

def get_measure_button(driver, fromCity, toCity):

WebDriverWait(driver, 10).until(EC.presence_of_

_element_located((By.ID, ’distancefrom’)))

fromElement = driver.find_element_by_id(’distancefrom’)

fromElement.clear()

fromElement.send_keys(fromCity)

toElement = driver.find_element_by_id(’distanceto’)

toElement.clear()

toElement.send_keys(toCity)

buttonMeasure = driver.find_element_by_id(’hae’)

return buttonMeasure

def process_pair(driver, city_pair):

cityRegionA = city_pair[2]

cityA = city_pair[3]

cityRegionB = city_pair[6]

cityB = city_pair[7]

fromCity = cityRegionA + " " + cityA

toCity = cityRegionB + " " + cityB

buttonMeasure = get_measure_button(driver, fromCity, toCity)

buttonMeasure.click()

time.sleep(1)

tryValues = True
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while(tryValues):

distanceKmElement = driver.find_element_by_id(’totaldistancekm’)

distanceKm = distanceKmElement.get_attribute(’value’)

if (distanceKm != ""):

distanceKm = distanceKm[:distanceKm.rfind(" ")]

tryValues = False

distanceKmElement.clear()

else:

driver.get(START_URL)

buttonMeasure = get_measure_button(driver, fromCity, toCity)

buttonMeasure.click()

time.sleep(1)

return distanceKm

def process_pairs(city_pairs):

driver = webdriver.Firefox()

driver.get(START_URL)

i = 0

for p in city_pairs:

distance = process_pair(driver, p)

p.append(distance)

print(i, distance)

i += 1

driver.quit()

return city_pairs

def print_results(results, filename):
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res = []

header = [["Country/Year A", "Country Code A", "Región A",

"Hlavné mesto A", "Country/Year B", "Country Code B",

"Región B", "Hlavné mesto B", "Distance"]]

res = header + results

dfKm = pandas.DataFrame(res)

dfKm.to_csv(filename, index = False, header=False)

if __name__ == "__main__":

print(’Number of arguments: ’, len(sys.argv), ’arguments.’)

print(’Argument list: ’, str(sys.argv))

infilename = sys.argv[1]

outfilename = sys.argv[2]

cities = get_cities(infilename);

city = "Hlavné mesto"

city_pairs = get_city_pairs(cities)

print("City pairs", len(city_pairs))

#print_city_pairs_to_file(cities, outfilename)

results = process_pairs(city_pairs)

print_results(results, outfilename)
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