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Abstrakt v statnom jazyku

MAGDOLEN, Ivan: Analyza rieSeni nelinearnych rovnic pre ocenovanie finanénych
derivatov s premenlivymi transakénymi ndkladmi [Diplomova préca], Univerzita Ko-
menského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovane]
matematiky a Statistiky; skolitel: prof. RNDr. Daniel Sevtovi¢, CSc., Bratislava, 2017,
o7 s.

Modely na oceniovanie finan¢nych derivatov uvazujtuce transakéné naklady sua cha-
rakterizované roznymi nelinedrnymi volatilitami v difaznom ¢lene parabolickej Black-
Scholesovej rovnice. Tieto rovnice vyzaduji numerické rieSenia, kedZe presné rieSenia
nie st zname. V tejto praci analyzujeme rovnicu s difiiznym koeficientom z modelu s va-
riabilnymi transakénymi nédkladmi, ktory bol navrhnuty autormi Seviovic a Zithanska.
Je navrhnuté efektivna numerickd schéma na rieSenie plne nelinearnej rovnice metdédou
kone¢nych diferencii s vyuzitim explicitnej a Crank-Nicholsonovej metody. Rovnicu
tymto sposobom rieSsime a vysledky podrobujeme analyze. Aplikujeme testy konver-
gencie rieSenia a presnosti schémy. Overujeme platnost hornych a dolnych ohrani¢eni

pre toto rieSenie a porovnavame numerické vysledky s vysledkami autorov modelu.

Krladové slova: Nelinearna Black-Scholesova rovnica, variabilné transakcéné néklady,

numerické rieSenie, metdda kone¢nych diferencii.



Abstract

MAGDOLEN, Ivan: Analysis of solutions of nonlinear equations for pricing deriva-
tive securities with variable transaction costs [Master Thesis|, Comenius University in
Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied
Mathematics and Statistics; Supervisor: prof. RNDr. Daniel Sevéovié, CSc., Bratislava,
2017, 57 p.

Models for pricing financial derivatives that consider transaction costs are charac-
terized by different nonlinear volatilities in the diffusion term of the parabolic Black-
Scholes equation. These equations require numerical solutions since exact solutions are
not known. In this thesis, we analyze an equation with the diffusion coefficient coming
from the model with variable transaction costs, proposed by authors Sevcovi¢ and Zit-
nanska. We create an effective numerical scheme for solving fully nonlinear equation
using finite difference method, namely explicit and Crank-Nicholson methods. We solve
the equation this way and analyze the results. We apply convergence tests on the so-
lution and tests of accuracy of the scheme. We also check validity of upper and lower

bounds of the solution and compare results with those of the authors of the model.

Keywords: Nonlinear Black-Scholes equation, variable transaction costs, numerical

solution, finite difference method.
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UVOD

Uvod

Teoéria ocenovania finan¢nych derivatov je zalezitostou niekolkych poslednych desat-
ro¢i. Od publikovania ¢lanku Blacka a Scholesa v roku 1973, v ktorom uviedli v§eobecny
navod na ocenovanie vanilla opcii, boli rozsirenia ich modelu zdujmom ¢ uz akademic-
kej obce ako aj finan¢nych expertov.

Jednou z nevyhod Black-Scholesovho modelu st limitujtice predpoklady pre jeho
platnost. Takymto predpokladom st aj nulové transakéné naklady pri obchodovani,
ktoré prirodzene v readlnom svete nulové nie si. Teoéria ocenovania opcii na trhoch
s nenulovymi transakénymi nakladmi sa zacala rozvijat po roku 1985, ked Leland pub-
likoval €lanok [17], v ktorom uvazoval kongtantné transakiné néklady C. Dalsie modely
boli odvodené v nasledujicich rokoch, pricom rézni autori volili r6zne pristupy pribli-
zenia sa podmienkam redlneho sveta. Spolo¢nym znakom tychto modelov je upravena
volatilita, ktorda vystupuje ako diftzny koeficient v nelinedrnej parabolickej parcidlnej
diferencialnej rovnici (upravenéd Black-Scholesova rovnica) a je funkciou gammy opcie,
t.j. ma tvar 6%(Vsg).

Bakstein a Howison v praci [5] brali do uvahy efekty likvidity pri obchodovani aktiv.
Napriklad znizen4 likvidita na trhu moze sposobit, 7e investor nekupi vSetky akcie za
rovnaku cenu, ¢o vytvara transakéné naklady. Barles a Soner v [7] uvazovali preferen-
cie investora vyuzijic jeho faktor averzie k riziku. RAPM model navrhnuty Kratkom
a rozsireny autormi Jandacka a Seveovit minimalizuje rizik4 vyplyvajtice z vysokych
transakénych nakladov a nechraneného portfolia [15]. Amster et al. v [1] predpokladali
na rozdiel od Lelandovho modelu nekonstantni, linedrne klesajicu funkciu transake-
nych nakladov a Sevéovi¢ a Zithansks v [21] vytvorili model so vSeobecnou funkciou
transakénych nakladov. V neddvnom ¢lanku [2] Amster a Mogni pouzili ideu variabil-
nych transakénych nédkladov na ocenenie opcii s viacerymi podkladovymi aktivami.

V tejto praci budeme analyzovat rieSenie nelinearnej rovnice vyplyvajicej z mo-
delu Sevcovica a Zitianskej [21]. Autori v tomto modeli vysledni rovnicu riesili trans-
formaciou na kvazilinedrnu Gamma rovnicu. Tento pristup vSak znamenéd problém
s po¢iatocnou podmienkou, ktora je Diracova 0 funkcia, ktord sa tazko aproximuje.
V naSom pristupe budeme riesit priamo plne nelinedrnu rovnicu. Vyuzijeme metodu

kone¢nych diferencii a explicitnii a Crank-Nicholsonovu metédu. Tieto schémy potom
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UVOD

naprogramujeme a ziskané vysledky nasledne porovname s vysledkami z prace [21].
Dalej podrobime uvedené numerické schémy roznym testom presnosti, nakolko presné
rieSenie pri nelinedrnej rovnici nie je zname.

V prvej kapitole stru¢ne zhrnieme histériu derivatov, sposoby ich obchodovania a
opiseme zakladné tri typy derivatov. V druhej kapitole uvedieme zakladni teériu oceno-
vania derivatov a predstavime niektoré rozsirenia Black-Scholesovho modelu spominané
vysSie. V tretej kapitole navrhneme numerickd schému metédou koneénych diferencii
na rieSenie problému vychéadzajiuceho z ¢lanku [21] a vo §tvrtej kapitole prezentujeme

numerické vysledky.
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1 UVOD DO DERIVATOV

1 Uvod do derivatov

Vo svete financii rozliSujeme tri zékladné typy finan¢nych nastrojov. St to dlhopisy,
akcie a financéné derivdty. Zatial ¢o idey ocenovania prvych dvoch typov s relativne
priamodiare, tedria ocefiovania derivatov je velmi rozsiahla a neustéle je predmetom
studia ¢i uz akademickou obcou ako aj profesionalmi z investicnych bank. V dvodnej
kapitole kratko zhrnieme histériu obchodovania s derivatmi a predstavime tri zdkladné
typy derivatov. Blizsie ich charakterizujeme a popiSeme sposoby ich vyuzitia pri ob-

chodovani.

1.1 Trh s derivatmi

PodTla definicie, derivaty st finan¢né nastroje, ktorych hodnota je urc¢itym sposobom
odvodend (angl. derived) od iného tzv. podkladového aktiva. Medzi zakladné typy

derivatov patria:
e futurity a forwardy,
e opcie,
e swapy.

Existuje vSak aj velké mnoZstvo roznych variacii tychto derivatov.

1.1.1 Historia derivatov

Napriek tomu, ze za prvé derivaty mozeme povazovat uz niektoré staroveké obchody,
najvacsi rozmach dosiahli az v niekolkych poslednych desatroc¢iach. Ako piSe Chance
v knihe [11], v Biblii v knihe Genezis (predpoklada sa, Ze bola pisana okolo roku 1700
pnl.) sa spomina pribeh Jakoba. Ten prisiel sluzit k Labanovi, ktory mu za 7 rokov
slizenia prislabil svoju dcéru Rachel. "Jdkob si zamiloval Rdchel a povedal: Za tvoju
mladSiu deéru ti budem slizit sedem rokov." Gen 29:18. Laban tento prislub nesplnil,
prinitil ho zobrat si za Zenu dcéru Leu, ¢o moze byt povazované za vobec prvy default
(tzn. nesplnenie kontraktu). Kontrakt medzi tymito dvomi mézeme povazovat ¢i uz za

opciu alebo forward v zavislosti od toho ¢i mal Jakob len pravo alebo povinnost vziat

13



1 UVOD DO DERIVATOV

si Rachel. Tak ¢i tak, ide o kontrakt pri ktorom Jakob za cenu 7 rokov prace mal dostat
v Case splatnosti (maturity) za Zenu Réchel.

Novodoby rozvoj derivatov nastal v Chicagu, kde v roku 1848 vznikla Chicago Bo-
ard of Trade (CBT). Na tejto burze obchodnici s polnohospodarskymi produktmi,
najma obilim, kupovali forwardové kontrakty aby sa poistili proti kolisavym cenam
obilia. Burza v8ak bola zaroven plna Spekulantov snaziacich sa zarobit na cenovych
vykyvoch. Zaroven existovalo vysoké riziko, ze emitent nevyplatil dohodnutu ¢iastku,
¢o sa oznacuje ako riziko protistrany (angl. counter-party risk). V roku 1865, CBT
vytvorila prvé standardizované kontrakty s ohladom na kvalitu, kvantitu, miesto a ¢as
dodania, ktoré mozeme oznacit ako prvé futures kontrakty. Takisto vytvorila tzv. cle-
aring house, ktory bol zodpovedny za sprostredkovavanie transakcii a znizoval riziko
protistrany [18]. V roku 1919 z povodnej Chicago Butter and Egg Board, ktora ob-
chodoval len s kontraktmi na maslo a vajcia, vznikla Chicago Mercantile Exchange.
Tato sa v roku 2007 spojila s CBT a vytvorili CME Group, ktora je najviac¢sou burzou
derivatov na svete, s viac ako 3,5 miliardou kontraktov v roku 2015 [22].

Najvicsi rozmach derivatov nastal v 70-tych rokoch jednak kvoli pokrokom vo vy-
poctovej technike (novsie pocitade zvladali komplikované vypocty na pocitanie prav-
depodobnosti a odhadovanie budicej hodnoty) a zaroveni vdaka préaci Fishera Blacka
a Myrona Scholesa. Tito americki ekonémovia publikovali v roku 1973 ¢lanok s naz-
vom The pricing of options and corporate liabilities 8], v ktorom odvodili vzorec na
ocenovanie opcii, ktory je vysledkom parcidlnej diferencidlnej rovnice zndmej ako Black-
Scholesova. Tento ¢lanok vytvoril zadklad oceniovania opcii a otvoril cestu obchodovaniu
s derivatmi najroznejsich typov.

Na Obrazku 1 mozeme vidiet enormny néarast objemu obchodovanych derivatov
mien a trokovych mier na tzv. OTC (Over The Counter) trhoch'. Zaroven si méZeme
uvedomit akd obrovské je tato suma, niekolko-nasobne vicgia ako celosvetové HDP.

Niektori ekondémovia vsak tieto odhady spochybnujt a povazuja ich za nadhodnotené.

1Za OTC obchodovanie sa oznatuje priame obchodovanie medzi dvoma stranami bez Ziadneho

sprostredkovatela.
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1 UVOD DO DERIVATOV

Derivaty mien a urokovej miery
Obchodované mnozstvo 1988-2009 (v miliardach $)

450000
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100000

50000

Obr. 1: Vyvoj objemu obchodovanych derivitov

Zdroj: http://www.isda.org/statistics/otc.html

1.2 Typy derivatov

Cielom tejto prace je analyzovat ocehovanie derivatov na trhoch s transakénymi
nakladmi. Ako sme spominali, existuji tri zakladné typy derivatov a v tejto Casti ich
stru¢ne popiSeme. Transakéné naklady moézu mat pri obchodovani rozne formy, pricom

najvacsi vplyv maji na ocenovanie opcii.

1.2.1 Futurity a forwardy

V Kapitole 1.1.1 sme spominali biblicky pribeh prvych derivatov a spomenuli sme po-
jem forward. Tieto derivaty si podobné futuritdm, nakolko oba nastroje predstavuja
povinnost kupujiceho kupit resp. predat podkladové aktivum za vopred dohodnuti
cenu v ¢ase splatnosti v budtcnosti. St v8ak medzi nimi uréité rozdiely, ako mdzeme
vidiet v Tabulke 1. Ceny forwardov sa daju relativne Tahko odvodit a nebudeme ich tu
uvadzat. Pokial predpokladame trokové miery konstantné, s ceny futurit rovnaké ako
ceny forwardov. V skutoc¢nosti sa v§ak mozu liSit bertc do uvahy dane, transakéné né-

klady alebo riziko protistrany. Vo v8eobecnosti vSak moézeme povazovat ceny za rovnaké

[14].
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1 UVOD DO DERIVATOV

Tabulka 1: Rozdiely medzi futuritami a forwardmi

Futurity Forwardy

obchodované na burze | obchodované na OTC trhoch

Standardizované nestandardizované

denné vyplacanie vyplatenie na konci kontraktu

1.2.2 Opcie

Ako sme spominali vyS$sie, futurity resp. forwardy predstavuji povinnost dohodnuty
kontrakt uskutoc¢nit. Naopak opcia dava kupujiacemu pravo rozhodnit sa, ¢i kontrakt
vykona alebo nie. Teda kupujici ma préavo predat resp. kipit podkladové aktivum za
vopred dohodnuti cenu (angl. strike price). Opcie sa delia na klasické tzv. vanilla opcie
a exotické opcie. Vanilla opcie rozdelujeme na eurdpske a americké v zavislosti od toho
¢i sa opcia moze vykonat len v ¢ase exspiracie alebo pocas celej doby platnosti. Vanilla
opcie tieZ rozdelujeme podla toho ¢i méa kupujuci pravo kuapit - vtedy hovorime o call
opcii - alebo predat, vtedy ide o put opciu. Ak ozna¢ime cenu podkladového aktiva S
a strike price K, payoff call opcie je max(S — K, 0) a payoff put opcie max(K — S,0).

Tieto si znazornené na Obrazku 2.

Jall ‘
Payoff Ce Payoff Put

K S K

Obr. 2: Payoff call a put opcie

Exotickych opcii existuje vela typov. Uvedieme si niektoré z nich.
Azijské opcie
Su to opcie, ktorych payoff zavisi od priemeru ceny podkladového aktiva pocas

platnosti kontraktu. Rozdelujeme ich podl'a pouzitia aritmetického alebo geomet-

rického priemeru. Taktiez tieto opcie delime na average rate, resp. average strike

16



1 UVOD DO DERIVATOV

podla toho akt premennu zastupuje priemer v payoff funkcii. Tieto funkcie vy-

zeraji nasledovne (A oznacuje priemer):

max(A — K,0) pre average rate call,

max(K — A, 0) pre average rate put,

max (S — A,0) pre average strike call,
(

max(A — S, 0) pre average strike put.

Binarne opcie
Tieto opcie vyplacaju v ¢ase splatnosti bud fixnu ¢iastku alebo ni¢ v zavislosti
od toho ¢ opcia skonéi in-the-money? resp. out-of-the-money. Iny typ binarne;

opcie vyplaca namiesto fixnej ¢iastky hodnotu podkladového aktiva.

Bariérové opcie
Opcia je splatna v momente ak cena podkladového aktiva dosiahne hodnotu ur-

¢itej bariérovej funkcie. RozliSujeme ¢i opcia dosiahne bariéru zhora alebo zdola.

Lookback opcie
Tento typ je podobny average rate opcii s tym rozdielom, ze namiesto funkcie
priemeru sa pouziva funkcia maxima alebo minima. T.j. v payoffe nahradzame
funkciou A(S,t) funkciu M., (S,t) = max(S,t € (Tp, T)). Pri minime nahradime

funkciu minimom.

Kosikové opcie

Su to opcie na vacsi poc¢et podkladovych aktiv, ktoré st vazené urcitymi vahami.

Bermudské opcie Tento typ je podobny vanilla opcidm s tym rozdielom, Ze opcia
moze byt vykonana iba v urcitych ¢asovych intervaloch pocas doby splatnosti.
Takyto sposob vykonavania ich stavia medzi europske a americké opcie (nazov
plynie z polohy Bermudskych ostrovov, ktoré patria Velkej Britanii ale lezia v

blizkosti USA).

2Hovorime Ze opcia je in-the-money ak plati, Ze cena podkladového aktiva je vicsia ako strike price

S > K. Podobne out-of-the-money ak S < K

17



1 UVOD DO DERIVATOV

Poznamenajme, Ze tento zoznam je iba zlomkom existujicich exotickych opcii. Mohol
by byt rozsireny dal$imi viac-¢i-menej pouzivanymi typmi, ktoré moze ¢itatel najst
napr. v ¢lanku [19]. Zakladnym tedriam ocenovania opcii sa budeme venovat v Kapitole

2.

1.2.3 Swapy

Tretim zakladnym typom derivatov st swapy (z angl. swap = vymenit). Je to do-
hoda medzi dvoma stranami o vymene cash-flows v buducnosti. Tato dohoda urcuje
za akych podmienok maju tieto vymeny prebehnit, s ohladom na ¢as a vypocet cash-
flow. Zvycajne sa pocitaju z budicich arokovych mier, viymennych kurzov alebo inych
trhovych premennych [14]. Zd'aleka najviac pouZivanym?® typom swapu je interest rate
swap (IRS). Pri tomto kontrakte si dve strany vzajomne vymienaji cash-flows, pricom
jedna strana plati fixni ¢iastku a druhda plavajucu v zavislosti od aktualnej hodnoty
urokovej miery. Najcastejsie pouzivanou referen¢nou hodnotou trokovej miery je LI-
BOR®*. Strany sa na zaciatku dohodni na hodnote istiny, z ktorej sa platby poéitajt a
nasledne vyplacaju iba percentudlne casti tejto istiny.

Ako priklad mézeme uviest banku, ktord uzatvori IRS kontrakt s inou finan¢nou
inStittciou. KedZe sa trokové miery menia a banka musi platit svojim klientom rozne
uroky z kratkodobych vkladov, je pre fiu vyhodné poistit sa proti vysokym trokovym
mieram prave pomocou IRS s tym, Ze banka bude platit fixna sadzbu a dostavat pla-
vajicu. Naopak finan¢na instittcia, ktord musi splacat dlh s fixnou trokovou sadzbou
vstapi do kontraktu aby mohla dostavat fixnt sadzbu s tym, ze bude vyplacat plava-

vvvvv

ilustruju Tabulka 2 a Obréazok 3: Tymto sposobom si obe strany zabezpecia financo-

fixna sadzba
Banka Finanénd institucia

LIBOR

Obr. 3: Tok platieb

30TC derivatives statistics at end-December 2014 [6]
“London Interbank Offered Rate
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1 UVOD DO DERIVATOV

Tabul'ka 2: Aktiva a pasiva banky a inej finan¢nej ingtitucie

Banka Finanacné inStitucia

Aktiva Pasiva Aktiva Pasiva
Dlhopisy | Vklady klientov | Pozicky klientom | Dlhodoby dlh

fixny drok | plavajici urok | plavajici trok fixny arok

vanie svojich pasiv svojimi aktivami, kedze IRS prevedie fixné sadzby na plavajice a
naopak. V praxi sa IRS nedohaduji priamo medzi dvoma stranami, ale rolu sprostred-
kovatela preberd tretia strana, ktora zaroven zabezpecuje riadne plnenie dohodnutého
kontraktu. Okrem IRS existuju dalSie typy swapov ako napriklad commodity swaps,
volatility swaps alebo credit default swaps.

Uviedli sme teda tri zdkladné typy finan¢nych derivatov a stru¢ne sme opisali prin-
cipy fungovania futurit a swapov. V dalsich Castiach tejto prace sa budeme zaoberat

oceniovanim opcii.
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2 Ocenovanie opcii

V tejto casti uvedieme niektoré zname poznatky z tedrie ocenovania finanénych de-
rivatov. Uvedieme zakladné definicie stochastickych procesov, Itovu lemu a odvodime
Black-Scholesovu rovnicu na ocenovanie opcii. Nasledne odvodime Lelandovu rovnicu,
ktora taktiez slazi na ocenovanie opcii ale berie do Gvahy aj transakéné néklady a zhr-
nieme niektoré modely na ocenovanie opcii s nekonstantnou volatilitou. V Kapitolach

2.1 - 2.4 pritom vychadzame z knihy [20].

2.1 Stochastické procesy

Ceny akcif sa nedaji popisat nejakou jednoduchou matematickou zéavislostou, pre-
toze ich vyvoj je viac-menej ndhodny. Pokial chceme modelovat ceny akcii, potrebu-
jeme uvazovat aj ndhodnu zlozku. Takyto vyvoj, ktory zahiha nahodnost, nazyvame

stochasticky proces a definujeme ho nasledovne:

Definicia 2.1. Stochastickym procesom nazijvame sibor ndhodnych premennijch

{X(t),t € I} s mnoZinou indexov I, ktord méze byt diskrétna alebo spojitd.

Dolezitou vlastnostou, ktora budeme vyzadovat je tzv. Markovouvskd vlastnost. Ak je
tato vlastnost splnena, potom hodnoty stochastického procesu X (¢) v ¢ase s nezavisia

od predoslych hodnét v ¢asoch u < s. Stochastickym procesom je aj Brownov pohyb.

Definicia 2.2. Brownov pohyb {X(t),t > 0} je subor ndhodngjch premennich, ktoré

spliiaji nasledovné tri vlastnosti:

1. vsetky prirastky X (t + A) — X (t) kde A > 0 si normdlne rozdelené ndhodné

premenné so strednou hodnotou u/\ a disperziou oA\,

2. pre kazdé delenie to = 0 < t; < ty < t3 < ... < t, intervalu (0,t,), vietky
privastky, X (t2) — X(t1),..., X (t,) — X(t,—1) si nezdvislé ndhodné premenné s

parametrami z bodu 1,
3. X(0) =0 a funkcia t — X (t) je s pravdepodobnostou 1 spojitd pre kaZdé t.

Brownov pohyb s u = 0,0% = 1 nazjvame Wienerov proces.
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V predoslej definicii nazyvame p drift a o wvolatilita. Zmenu Brownovho pohybu
mozeme chéapat ako sicet zmeny deterministického komponentu pdt a stochastického
komponentu odw(t). Dostavame teda rovnicu, ktort nazyvame stochastickd diferen-
cidlna rovnica (SDR):

dX(t) = pdt + odw(t). (1)

Z tejto rovnice mozeme odvodit rovnicu opisujicu pohyb cien akcii. AvSak musime zo-
brat do tvahy, Ze pri zmene ceny akcie nemozeme uvazovat konstantny drift. Majitelia
akcif totiz neocakavaju rast ceny akcie v absolatnych ¢islach ale v relativnej percentu-
alnej miere. Ak investor ocakava zisk akcie 10%, ktora stoji 10$, bude ocakavat 10%
aj ked bude tato akcia stat 50$. Preto namiesto konstantného driftu musime pouZit
konstantny vynos vyjadreny v tvare uS, kde p vyjadruje vynos akcie. Potom za c¢as dt
vzrastie cena akcie o uSdt. Rovnako aj ndhodn4 ¢ast musi byt proporcionalna hodnote

akcie a teda pre modelovanie ceny akcie pouzivame nasledovna SDR:
dS(t) = pSdt + o Sdw(t). (2)

Teda vynosy akcie dS(t)/S sa spravaju podla Brownovho pohybu. Neskor pomocou

Itovej lemy ukdzeme odvodenie rovnice pre vyvoj ceny akcie.

2.2 Itova lema

Rovnica (1) sa da prepisat ak drift a volatilitu nepovazujeme za konstantné, ale
povazujeme ich za funkcie Casu t a stochastickej premennej X. Takito SDR potom

nazyvame Itov proces a zapisujeme v nasledovnom diferencidlnom tvare:
dX(t) = p(t, X)dt + o(t, X)dw(t). (3)

Ako sme uz spominali SDR opisuju ceny akcii. Nakol'ko ceny deriviatov zavisia jednak
od vyvoja ceny akcie a taktiez od ¢asovej premennej, funkcie typu f(z,t), kde x je
stochastickd premenna spliiajuca SDR a t je ¢as, si pri oceilovani derivatov klacové.
Velmi vyznamnu vlastnost takychto funkcii - diferencovatelnost - opisuje tzv. Itova

lema, ktoru spolu s na¢rtom dokazu uvadzame podla knihy [20].

Veta 2.1. Nech f(z,t) je hladkd funkcia dvoch premenngch, pricom premennd z je

rieSenim stochastickej diferencidlnej rovnice (3). Potom prvy diferencidl funkcie f je
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dang vztahom

of of *f
df = d+(at+— *(z, )82 dt, (4)
dosledkom coho funkcia f vyhovuje stochastickej diferencidlnej rovnici
of of 0*f of
df = (815 u(x,t)a— + 5 o*(x, )8x dt + o(x,t) 8xdw' (5)
Dokaz. Uvadzame ho podla knihy [20]. Po rozvinuti funkcie f do Taylorovho radu
mame
af of o f 0% f 10*f
— - —— ——=(d
df = d + 8tdt+ 590 2(alfzc) 8x8td xdt + 5 8t2( )% + (6)
Po umocneni SDR (3) dostévame
(dz)? = p?(dt)® + 2 pdt o dw + o (dw)?. (7)

Ked7e podla Definicie 2.2 plati F(dw(t)) =0 a Var(dw(t)) = dt, moézeme napisat
dw = dVdt < (dw)? ~ dt.
Po dosadeni do (7) dostavame
(dz)? = o*dt + ¢leny vysSieho radu v dt,

teda ¢leny pri (dz)? v rovnici (6) nemoZeme zanedbat. Dalej v rovnici (6) mame (dt)?

a dwdt ~ (dt)*?, ktoré st vyssieho radu v dt a mozeme ich zanedbat. Z rovnice (6)

dostavame
0 f 8 f 1 0 f
d —dt + —o"—=dt
F= at + 8202
teda rovnicu (4) a po dosadeni (3) aj rovnicu (5). O

Tento vysledok je podobny klasickému pravidlu derivovania funkcie dvoch premen-
nych. Rozdielom je dodato¢ny treti ¢len, ktory vyplyva z povahy stochastickej premen-
nej . Itova lema je klIticovym prvkom pri odvodeni Black-Scholesovej rovnice.

Ako sme uz uviedli, vynosy akcii sa spravaju podla SDR (2). Podla Itovej lemy
plati, ze diferencial funkcie ¢(S,t) = In(5) je rovny

1

dg :—dS+0+ 02 S%(— =

dt.
5 2)
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Po dosadeni rovnice (2) za dS a integrovani dostavame
L,
dg = pdt — 3¢ dt + odw
1
g =3(S0,0) + ut — 502t + ow(t).
Spatnym dosadenim g = In(S)
L,
InS =1InSy+ ut — 39 t+ ow(t)
S = Spexp((p — 1/202)t + ocw(t)). (8)

Rovnica (8) vyjadruje vyvoj ceny akcie v ¢ase t. Funkciu S(¢,w(t)) nazyvame geomet-

ricky Brownov pohyb a definujeme ho nasledovne:

Definicia 2.3. Ak {X(t),t > 0} je Brownov pohyb s parametrami p, o a yo > 0 € R,
tak systém ndhodnijch premenngch {Y (t),t > 0},

Y (t) = yoeX Wt >0, (9)

nazyvame geometricky Brownov pohyb.

2.3 Black-Scholesova rovnica

Ako sme uviedli v kapitole 1.1.1, vyznamnym milnikom v historii derivatov bolo od-
vodenie Black-Scholesovej rovnice v roku 1973. Black so Scholesom pouzili na odvodenie
tejto rovnice myslienku CAPM?®. Robert C. Merton® vyuzil iny pristup a odvodenie za-
lozil na idey vytvorenia samofinancujiceho portfélia. Tento pristup je vSeobecnejsi,
nakolko nie je limitovany predpokladmi CAPM modelu. V tejto kapitole odvodime
Black-Scholesovu rovnicu Mertonovym pristupom podl'a knihy [20].

Pri tomto modeli predpokladame, Ze su splnené nasledovné poziadavky (Black-

Scholesov svet):
1. existuje bezrizikova trokové miera r,

2. akcie nevyplacaji dividendy,

SCapital Asset Pricing Model
6Merton je americky ekoném, ktory ako prvy publikoval ¢lanok objasiiujiici matematickt podstatu

Black-Scholesoveho modelu.
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3. ceny akcii vyhovuju SDR, (2),

4. na trhu neexistuje arbitraz,

5. je mozné kupit alebo predat Tubovolné mnoZstvo akcii a dlhopisov,
6. na trhu neexistuju transakéné naklady alebo dane.

Dalej ozna¢me funkciu stochastickej premennej S (ceny aktiva) a ¢asu, ktora prezentuje
hodnotu finan¢ného derivatu ako V'(S,t). Ak aplikujeme Itovu lemu na tuto funkciu, s
vyuzitim podmienky 3. mozeme jej diferencial napisat ako

ov oV 1, ,0%V v
= (= — 4= — o dw. 1
av (at +uSaS+205652)dt+aSanw (10)

Teraz vytvorime samofinancujice portfélio z akcii, opcii na tieto akcie a dlhopisov.
Podmienka samofinancovatelnosti znamena, Ze na udrzanie hodnoty portfélia nie je
potrebné pridavat dalsie prostriedky a ze kiapa/predaj jednej casti portfolia je vyva-
zeny kipou/predajom inej ¢asti. Dalej od portfolia vyzadujeme aby splitalo predpoklad
nulovych investicii, t.j. jeho celkova hodnota je nulova. Takéto portfolio mozeme zapisat

ako

SQs+VQy + B =0, (11)

kde premenné znamenaju v poradi: cena akcie, mnozstvo akcii v portfoliu, cena opcie,
mnoZstvo opcii v portféliu, hodnota dlhopisov v portfoliu. KedZe zmena hodnoty port-

folia ma byt nulova (samofinancovatelnost), plati
SdQs +VdQy + 6B = 0. (12)

Od dlhopisov ocakavame, ze su troCené spojitou bezrizikovou turokovou mierou r a
nevyplacaju kupony. Zmena hodnoty dlhopisov v portféliu sa da vyjadrit ako sucet

urokov a mnoZstva kapenych/predanych dlhopisov na financovanie portfolia
dB = rBdt + §B. (13)
Diferencovanim rovnice (11) a vyuzitim (12) a (13) dostavame

QsdS + QudV —r(SQs +VQv)dt =0/ + Qv

&ds +dV — %rSdt —rVdt = 0. (14)

Qv Qv
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Ked oznac¢ime pomer —85 = A a dosadime predpoklady (10) a (2) do (14) dostavame

oV o 1, ,0*V ov
il — — — — =0. (1
(81& MS@S 50 S 552 rV A,uS—i—ArS)dt—i—aS(aS A)dw 0. (15)

Na Tavej strane rovnice je deterministicka a stochasticka ¢ast. Rizikovo averzny investor
chce prirodzene eliminovat rizikovost zo svojho portfélia, ktora je predstavovana ¢lenmi

pri dw. Voli teda A = %%. Po dosadeni tejto volby A do (15) dostavame

8V 1, 282 oV
= 1
075 oS 52 S@S rV = 0. (16)

Tato parcialna diferencidlna rovnica sa nazyva Black-Scholesova rovnica a ide o pa-
rabolickt rovnicu druhého radu. Opisuje vyvoj ceny derivatu, ktorého podkladovym
aktivom je akcia.

Pre vypocet ceny $Specifického druhu derivatu ako napriklad eur6pskej call opcie,
je potrebné pridat k rovnici (16) koncovi podmienku. Tato podmienka bude v tvare

payoff-u derivatu, pre eur6épsku call opciu teda V(S,T) = max(S — K, 0).

2.4 Lelandov model

Ako sme uviedli v Kapitole 2.3, Black-Scholesov model vychadza z urcitych pred-
pokladov, ktoré nie sii v redlnom svete splnené. Pre lepSie pribliZenie sa realite exis-
tuji roézne rozsirenia tohto modelu. Predpoklad nulovych transakénych nédkladov je
prikladom nerealneho predpokladu, nakolko pri obchodovani si obchodnici vystaveni
takymto ndkladom ¢i uz z dévodu nedostatocnej likvidity a z toho vyplyvajicim roz-
nym bid a ask” cendm alebo poplatkom za transakcie. V roku 1985 publikoval americky
profesor H. Leland ¢lanok [17], v ktorom odvodil upravena Black-Scholesovu rovnicu

bertic do tvahy transak¢né néklady v tvare

Szzsk - Sbid Sask - Sbid
C= =2
S Sask + Sbid’

teda C' oznacuje néklady investora na nakup a nésledny predaj jednej akcie. Vysledna

rovnica je v podstate klasickd Black-Scholesova rovnica s upravenou volatilitou, ktora je

"Bid cena sa pouZiva na oznacenie najvyssej ceny, za ktord je kupujici ochotny kupit aktivum na
burze. Ask cena je najniZz§ia cena, za ktoru je predavajuci ochotny aktivum na burze predat. Kvoli

principu arbitraze musi platit Pyq < Psk.
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funkciou gammy® opcie 5%(Vsg). V nasledujiicej ¢asti ukidzeme odvodenie Lelandovho
modelu.

Toto odvodenie je podobné Black-Scholesovemu modelu. Opat méame portfolio P z
opcie a akcii, ktorych pocet je dany podla § = —Vs. V tomto pripade vSak pri zmene

portfolia uvazujeme transakéné naklady, teda plati
AP = AV +0AS — S |A5| (17)

Predpokladame, Ze ceny opcie a akcie vyhovuji rovniciam (10) resp. (2). Kedze udr-
zujeme pocet akcii rovny delte opcie, plati Ad = 0sAS = —VsAS = —Vgg(uSAt +
oSAw). Leland ukézal, Ze ¢leny pri At mozeme zanedbat a Aw mozeme aproximovat

strednou hodnotou. Taktiez plati E(|Aw|) = /2At, pretoze Aw ~ &VAt a |P| ma

stredntt hodnotu \/g Teda
2
oS4\ =At. (18)
T

Dosadenim (18), (10) a (2) do (17), vyuzijuc fakt, ze od portfolia o¢akavame, Ze bude

82

A9 = 95?2

mat vynos rovny bezrizikovej miere, teda AP = rPAt = r(V — VgS)At a upravou

dostavame

o1, , 02 \/5 C PPV % B
N Sas( v e gge ) ) Trogg — TV =0

V tejto rovnici sa ¢asto oznacuje Le = \/g %Kt ako Lelandovo ¢islo. Ako sme spominali,

je to Black-Scholesova rovnica s upravenou volatilitou v tvare

2
72(Vsg) =0 (1 — Le agn(ZQj))

Pre eur6pske opcie plati Vg > 0 a teda upravena volatilita mé tvar 6%(Vsg) = (1—Le).
Poznamenajme, ze v pripade Vsg > 0 plati kvoli kladnosti volatility obmedzenie Le < 1,
¢o déva ohranic¢enie na najmensi mozny ¢asovy interval upravy portfolia At. Musi teda
platit At > %S—j Naopak, ak Vgg < 0, v pripade Ze At — 0, 62 — oo. Lelandova

rovnica uz nie je linedrna kvoli ¢lenu sign(Vss).

8Parcwdne derivacie funkcie V(S,t) sa oznauji gréckymi pismenami. Napr. aiv oznacujeme ako

delta a W oznacujeme ako gamma.
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2.5 Dalsie modely s transakénymi nakladmi

V predchadzajucej ¢asti sme odvodili Lelandov model, ktory je rozsirenim Black-
Scholesovho modelu a berie do Givahy aj transakéné naklady. Rozdielom je nekonstantna
volatilita v Lelandovom modeli, ktora je zavisla od gammy opcie. Tento model bol d'alej
rozsireny v ¢lanku [13] pre portfolia opcif. Dalsie modely bertice do tvahy transakené
naklady boli odvodené v ¢lankoch [1], [5], [7], [15], [21]. Spolo¢nym znakom tychto
modelov je nelinearita vyslednych rovnic v dosledku nekonstantnej volatility, ktora je

v tvare 02(SVss). V dalgej Casti budeme tieto modely analyzovat.

2.5.1 Model likvidity

Bakstein a Howison v [5] vytvorili parametrizovany model, ktory berie do tvahy
efekty likvidity pri obchodovani aktiv. Likvidita je definovana ako kombinacia trans-
akénych nakladov investora a vplyvu cenovych zmien. Znizena likvidita na trhu moze
sposobit, Ze investor kupujici vacsie mnozstvo aktiv nekipi vSetky tieto aktiva za rov-
nak cenu pretoze pocet aktiv pontikanych na burze za najnizsiu ask cenu je mensi ako
pocet pozadovanych aktiv. Investor potom dokupi dalgie aktiva za druhu (tretiu, atd’.)
najnizsiu ask cenu. Podobne to plati pre predavajiceho a bid ceny. Teda plati, ze ¢im
VACST objem transakcii, tym vicésia odchylka od priemernej ceny (Sgsk — Skia)/2. Taktiez,
velké obchody mézu z knihy objednavok (order book) vymazat viaceré ponuky napr.
ceny. Tato obmedzen4 likvidita tak vedie k transak¢nym nékladom.

Autori odvodili rovnicu, ktord moze byt chédpand ako Black-Scholesova rovnica s

volatilitou

52(5‘/55) = 0'2 <1 —|—72(1 - 04)2 + QASVSS + /\2(1 - 01)2 (SV55)2

2 2
+2\/;7 sign(SVSS) + 2\/;>\(1 —a)’y |SV55‘)‘

Parameter A oznacuje hibku trhu a parameter v = 7ov/6t modeluje bid-ask spready.

2.5.2 Model s preferenciami investora

Autormi tohto modelu su Barles a Soner [7], pricom tento model berie do tuvahy

preferencie investora vyuzijic jeho funkciu uzito¢nosti. Autori sa zaoberaji funkciou
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uzitocnosti v tvare U(§) = 1 — exp(—¢/e), £ € R s kladnym parametrom e. Tento
parameter spliia vztah % = ~N, pricom v je faktor averzie k riziku a N je pocet
predavanych opcii. Dalej sktimaji spravanie sa hodnoty opcie V' pre parameter ¢ — 0
a taktiez p — 0, kde v tomto pripade p oznacuje proporcéné transakéné naklady.
Vztah investora k riziku je urfeny parametrom a, pricom a = p+/yN. Teda hodnota
tohto parametra v rovnici zavisi od toho aké riziko je investor ochotny podstupit. Pre
vysSie uvedené parametre idice do nuly potom cena opcie V spliia nelinearnu Black-

Scholesova rovnicu s nasledovnou volatilitou:
02 = 02(1 + Ylexp(r(T — t)aQSQVSS)]),

kde funkcia v je rieSenim obycajnej diferencidlnej rovnice

P(A) +1

V(A) =

2.5.3 Risk Adjusted Pricing Methodology

V roku 1998 navrhol Kratka [16] RAPM (Risk Adjusted Pricing Methodology) mo-
del. Jandacka a Sevéovi¢ v lanku [15] ho dalej rozoberali a vylepsili ho. Odstranili
nedostatky Kratkovho modelu, ktory nebol dobre navrhnuty a invariantny na skale
[23]. Podstatou tohto modelu je minimalizovanie rizika plynticeho jednak z transake-
nych nakladov a takisto z nechraneného portfolia. Investor prirodzene preferuje nizsie
transakéné néklady. Tie moze dosiahnut volenim véicsieho intervalu tpravy portfolia,
¢im sa v8ak vystavuje vicsiemu riziku, nakolko takéto portfélio uz nezodpoveda po-
hybom ceny akcie. Transakéné néklady st tu konstantné podobne ako v Lelandovom
modeli. Volatilita tohto modelu m4 tvar

2P\ 3
a?<svss):a2(1—u(svss)é>, M:?,(C;R) |
T

Konstanty C' a R predstavuju transakéné naklady a koeficient rizikovej prémie.

2.5.4 Model s linearne klesajicimi transakénymi nakladmi

Amster, Averbuj, Mariani a Rial v tomto modeli [1], na rozdiel od Lelandovho mo-

delu, uvazovali transak¢né naklady, ktoré nie st konstantné, ale ich vyska zavisi od
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mnozstva vykonanych transakcii. Nerasticost transakénych nakladov moze byt cha-

z v 2 v 2 W . . s e 4 . L 7
pana ako urc¢itd mnozstevna zlava pre investora, t.j. ¢im vacsi objem transakcii vykona,
tym budu jeho jednotkové naklady na transakciu nizsie. Mozno ich popisat linedrnou
nerastiucou funkciou transakénych nakladov v tvare h(z) = a — bx, a,b > 0. Au-
tori dalej v ¢lanku [1]| aplikuji metédu hornych a dolnych rieseni na ziskanie rieSenia
stacionarneho problému. Dalej uviedli podmienky existencie a jednoznacnosti riesenia

rovnice. Volatilita tohto modelu je

~2 _ o, |2 a -
g (SVss)—O' <1 \/;U\/A_t SlgD(SV55)+bSVSS .

Jednym problémom tohto modelu je fakt, Ze umoznuje neredlny pripad zapornosti

transakénych nékladov.

2.5.5 Model s variabilnymi transakénymi nakladmi

Dalsi model bol odvodeny autormi Sevéovi¢ a Zitianska v clanku [21] a umozhuje
funkciu variabilnych transakénych nakladov. Tento model vychadza z Lelandovho mo-
delu, kde st uvazované konstantné transakéné naklady a taktieZ z vysSie spominaného
modelu s linearne klesajicimi transakénymi ndkladmi. M4 volatilitu v tvare

N 2 ~ sign(SV:

52(SVss) = o (1 - \/;C(US Vss] @)i(—ﬁ), (19)
kde C(0S |Vss| VAL) predstavuje mean-value modifikaciu funkcie transakénych nékla-
dov

o0
(&) = / C(&x)ze ™ 2 da.
0

Autori v ¢lanku transformovali nelinedrnu parabolick rovnicu s vyssie uvedenou vola-
tilitou na kvézilinedrnu parabolickd rovnicu a dokézali existenciu klasickych hladkych
rieseni. Taktiez uviedli ohrani¢enia, ktoré riefenie tejto rovnice spliia. Jednym typom

transakcnej funkcie navrhnutym v ¢lanku, je po castiach linedrna neklesajica funkcia

Co, pre 0 <& <&,
C) =14 Co—r(E—¢€), preé <E<¢,, (20)
Co, pre £ > &,

Na rozdiel od linearnej neklesajicej transakénej funkcie z predchadzajiceho modelu

méa tato funkcia vyhodu, Ze nenadobtuda zaporné hodnoty. Mozeme ju chapat v tom
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zmysle, Ze pri mensich objemoch transakcii st poplatky za transakciu konstantné Cj,.
Ked ich mnozstvo prekroc¢i ur¢itu hranicu £_, dostane investor zlavu. Pri prekroceni
hodnoty &, uz naklady za transakciu dalej neklesaji ale zostant konstantné s hodnotou
Cy. Pre mean-value modifikiciu tejto funkcie potom podla rovnice (24) z ¢lanku [21]

plati
[
~ z 9
c) =Co— /{fﬁ e 2dx, pre £€>0. (21)
3

Druhé funkcia uvazované v ¢lanku je exponencidlne klesajica transakéné funkcia. Ma

tvar

C(&) = Cy exp(—ké), pre € > 0,

kde Cy > 0 a Kk > 0 st dané konstanty. Autori v ¢lanku odvodili aj jej mean-value
modifikaciu.

Numericka schéma, ktora autori v ¢lanku vyuzili, riesila transformovani Gamma
rovnicu a nie priamo nelinedrnu Black-Scholesovu rovnicu s volatilitou (19). V dalsej
Casti prace budeme rieSit tito rovnicu priamo, bez transformacie, s vyuzitim numerickej

metody konec¢nych diferencii a rieSenia porovname s rieSeniami uvedenymi v ¢lanku.
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3 NAvrh numerickej schémy

Ako sme uviedli v predchadzajtcej ¢asti v Kapitole 2.5.5, model navrhnuty v ¢lanku
[21] m& volatilitu v tvare (19). V tejto ¢asti navrhneme numericktt schému na vy-
pocet nelinedrnej Black-Scholesovej rovnice s touto volatilitou. Zvolend metoda rieSe-
nia tejto rovnice je metdda koneénych diferencii za pouzitia explicitnej ako aj Crank-
Nicholsonovej metédy. Vyhodou pouzitia druhej schémy je jej vyssi rad lokélnej dis-
kretizacnej chyby, ktory je O(k?) + O(h?) (2 v ¢asovej a 2 v priestorovej premenne;)
oproti explicitnej schéme, ktora ma chybu radu O(k) + O(h?).

Rovnicu budeme riesit pre eurépsku call opciu a okrem koncovej podmienky v tvare
payoff-u budeme potrebovat aj okrajové podmienky, ktoré urc¢uji hodnoty opcie v
krajnych bodoch intervalu S € [0,400). Ked je cena akcie rovna nule, znamena to,
7e tato akcia je bezcenna, Cize aj hodnota call opcie na takiuto akciu je rovna nule.
Plati teda V' (0,t) = 0. V pripade, 7e cena akcie rastie do +o0, call opcia bude urcite
uplatnend a drzitelov payoff bude cena akcie minus diskontované strike price a teda

limg_o V (S, 1) = S — Ke™"™". Budeme teda rieit nasledovnt tlohu:

0%V oV
~2 27 7 o —
o (SVSS)S BYE —1—7'585 rV 0, (22)

oV N 1
ot 2
kde funkcia 52(SVss) je modifikovana volatilita definovana podla rovnice (19) a pri

koncovej a okrajovych podmienkach

VS €[0,00), t € (0,7): V(S,T) =max(S — K,0),
V(0,t) =0,

lim Vs t)

oo § — Ke—r(T—0) L.

3.1 Transformacia povodnej rovnice

V prvom kroku urobime tieto dve transformacie poévodnej rovnice:

1. 7 =T — t, pomocou ktorej bude ¢as plynut opaénym smerom, t.j. od koncovej

podmienky az po ¢ast =0 a

2. v =1In(2).

=
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Mame teda novi funkciu W(z,7) = V(Ke®, T — 7). Pre derivacie plati:

ov__ow

ot or’

ov oW1 ov. oW
= — e S5S—=—

9S ~ 0z S oS~ ox’
32_v_a2wi_a_wi®5282v_32w_aw
082 022 S Ox S2 082~ 022 Oz

Po prvej transformécii dostavame

ow 1., , 0?V ov B
_8T+20 (SVSS)S aSQ—i_TSaS_TV_O
a po druhej
LW (W oW\ oW
or 2 0x? ox Ox B
ow 1 _,0°W o2 ow
or 27 o T (?_T)E”W 0

pricom 7 € [0, T], z € (—o00, +00). Funkcia volatility je potom v tvare

UK e (W — W,)) = 07 (1 - \/gé(aKexy(Kew)Q(Wm — W) |VAE)

sign(Kte (W, — Wm)))
oV At '

Koncova podmienka sa zmeni na zaiatoéni W(x,0) = max(Ke® — K,0) a okrajové

(23)

podmienky st v tvare W (—oo,7) = 0 a W(+o00,7) = Ke®* — Ke™"". Teda nova trans-

formovana uloha, ktort budeme numericky riesit je v tvare

oW 1 LPW (& O\ W
S — 50 +(U——r)—+T‘W:0, (24)

or 0x? 2 oz

kde volatilita 2 je definovana rovnicou (23) a pre Vo € R, V7 € (0,7 plati pociato¢na

a okrajové podmienky

W(z,0) = max(K(e® —1),0),

lim W(z,7)=0, (25)
T—r—00

lim Wiz, 7)=K(e®—e™'7).

T—00

3.2 Navrh numerickej schémy pre explicitnii metédu

Pre vytvorenie numerickej schémy za¢neme s definovanim mriezky, na ktorej sa budua

jednotlivé hodnoty pocitat. Pre ohranic¢enie premennej x definujme priestorovy interval
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r € (—L,L), L > 0. Pretoze S = Ke*, na dostatotné pokrytie vyznamnych hodnot
ceny akcie S postacuje zobrat L & 2. Rozdelme ¢asovy interval 7 € [0, T] na m deliacich
bodov s krajnymi bodmi 7y a 7,01 = 1. Dostaneme tak m + 1 deliacich intervalov.
Dlzku kazdého intervalu oznacme k. Priestorovy interval rozdelme na n uzlovych bodov,
pricom krajné body intervalu st zy a x,,1. Mame teda n+1 ekvidistanénych intervalov,
kazdy s dizkou h, teda (n + 1)h = 2L. Oznaéme x; = —L +ih, i =0,...,n + 1, dalej
7, =7Jk, 7=0,....m+1a I/Vf ako aproximéciu funkcie W v bode z = z; a 7 = 75,
teda W7 ~ W (z;,7;).

Na aproximaciu prvej priestorovej derivacie pouzijeme centralnu diferenciu

W Wi - WL,
i ly) ™~

Ox 2h ’
na aproximaciu druhej priestorovej derivacie diferenciu

2 J o J J
a W (CL' 7_‘) ~ Wi—l 2Wz + Wi+1
oxz2 h? ’

a na aproximaciu ¢asovej derivicie dopredni diferenciu

oW witt
—(.757;,7']‘) ~ : ]{7 : *

or

PrepiSeme rovnicu (24) v bode (z;,7;) a volatilitu oznacime (57)>

w1
T @y
k 2

Wi, - 2}1?? W, (3; _T)Wﬁ%hwf—l e

Po vynasobeni vyrazom h%k a usporiadani mame

. . 1 . . . .

e (et - w?) = S (- o w2, )
~7\2 ] } )

+%hk (—(0;) — 7‘) (W;+1 - W{_l) + rh*kW) =0

2
1 1 59)2 .
+( — @+ Ehk(—("é) - r)>wg+1 —0
. 1 . 1 57)2 , . )
wirt = (G0 + gy (G5 o) e+ (1 @ - vk )
1 .,k 1k((5)? :
+(§(Uf)2ﬁ ~ 357 (T —r ) )Wl
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Volatilitu (8?)2 budeme na kazdej ¢asovej vrstve j a v kazdom bode x; pocitat a jej

tvar je
‘ 2~ ign(...
(@) (K e " (Woy = Wa)) = 02 (1 - \ﬁc(. Sent ) )), (26)
T oV At
kde | | | | |
Wi, —2w!+ Wl Wi, -W/
Sign(_ . ) = Sign( izl h2z + i+1 i+1 o z—l)’
C C | 2072w Wi{l _ 2VVij + I/Vij+1 VWH - M/z'{l
C(...)=C|oKe"|K 2> h? T o VAL ).

Podmienky (25) nadobudnu tvar

W) = max(K (e" — 1), 0),

Wi =0, (27)

Wiy = K(ns! — o),

- S x : e i iopi A s
Pre zjednoduSenie ozna¢me koeficienty pri W;_,, W, W/, ako o, B;, 7;. Explicitni

schému metodou konecnych diferencii moézeme potom zapisat v tvare

Wit = Wi + BIWY + 4] W7, (28)
kde
1 L,k 1k (@)
J _— Z(57)2 __ v
o = 5(e7) h2+2h< 5 ")
4 k
ﬁzj =1- (a\f)QhQ - Tkv

1 L,k 1k (@)
J — Z(57)2 _ - (A
% =500 zh( 2 )

kde (57)? je dana rovnicou (26) a podmienky si v tvare (27).

3.3 Navrh numerickej schémy pre Crank-Nicholsonovu metédu

Tato metoda je kombinaciou explicitnej a implicitnej metody a ako sme spominali,
ma vyssi rad lokalnej diskretiza¢nej chyby ako explicitnd metéda. Uvazujme mriezku
v rovine x7 rovnakid ako pri explicitnej metéde. Na odvodenie Crank-Nicholsonove;j

metody prepiSeme rovnicu (24) v bode (z, Tiyl) = (z,7j + £). Derivacie maji potom

tvar
Wiz Tnt) — W T
Wi, 7j,1) = (=, TJ“)k @) o),
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. sz(xﬂ—j) + Wae (2, Tj+1)
2
Wx(l‘ﬂ'j) + Wx(l‘ Tj+1)

j+%) - 9 : + O(kQ)

+O(K?),

a po dosadeni dostavame

Wit —wy l(aj)g(VVil S AW Wiy W oW W)
k 4 h? h?
~j j j j+1 j+1
-I—%((UEJ)Q B r) (VWH ; Wi, i Wi ; W% ) 4 TWij _0,

h2 <Wij+1 . WZJ> . (a\i)Qk(m] . QW] + W] 1 + W]+1 2Wij+1 + le—;kll)

1
4

1/(57)? j j 1 1 21177
T\ o T R Wiy = Wil + W = Wiy |+ rRRPWE =0,

4\ 2
. k . . k (35’)2 . .
Wit e (- awt ) g (O ) (-
ko : k ((5])? : . ,
=W+ W( 7))’ (W] —2W + Vsz—&-l) T (—2 —r | Wiy = Wiy ) —rkW;.

Ak oznac¢ime

mozeme Crank-Nicholsonovu metédu zapisat ako

AW BIWI 4 CIWES = DIWE 4 EIWY 4 W,

kde
. k k , k
A]: A‘] 2— B]:1 _— A] 2 ‘7:—
(] 4h2( ) Oé +2h2( )? C’L 4h2( ) +a
D= X @y ra B=1- X @i = F G _a
¢ 4h? 2h? t 4p2 "

a poiatotné a okrajové podmienky st (27). Volatilita (57)? je dana rovnicou (26), rov-
nako ako pri explicitnej metode. Casovit vrstvu j+ 1 uz nemo6zeme vypocitat priamo z
diferen¢nej rovnice nakolko nepozname hodnoty erfll a I/foll Z okrajovych podmie-
nok vS8ak pozname hodnoty Wg, a W 2.1 Vj. Vieme teda riesit systém n rovnic (29).
Oznaéme tento system XW/T' = YWY 4+ y. Na kazdej ¢asovej vrstve j najprv vy-
pocitame hodnoty volatility (67)% Vi, ktoré vstupuju do koeficientov A’ az E/. Tym

vyplnime matice X, Y a vektor y. Nasledne vypocitame tento systém s n rovnicami a
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n nezndmymi, ¢im dostaneme hodnoty W; v novej casovej vrstve j + 1.
: : -
B ¢l o o0 - Wi
A, B, ¢ o0 - Wyt
0 Al B} C(j :

Al Bl O,
0o A B ) \wit
- . o (29)
E Fl ... Wi DIWJ — AW
D} E} .- Wi 0
0 Dj
=1 +
Bl Fl, 0
D, F )] \Wi FiW, . = CWi

Poznamenajme, Ze pre kazdu ¢asova vrstvu j plati

) 1 . 1 . 1 .
B = W*+5(0))’k > | =(67) k—a=7(3)) k+a

7

1 .
— ‘_5(32)%

1 o
= 560 = [clea]

pre Vi, teda matica X je diagonilne dominantna a teda regularna, predosly systém mé

teda vzdy rieSenie.
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4 Analyza rieSeni

V predchadzajicej kapitole sme odvodili numerické schémy na rieSenie nelinearne;j
Black-Scholesovej rovnice s difuznym koeficientom (19). Tato rovnica vystupuje v mo-
deli na ocefiovanie derivatov uvazujtic variabilné transakéné naklady podla ¢élanku [21].
V tejto kapitole prezentujeme vysledky numerickych schém, analyzujeme ich presnost

a porovname ich s vysledkami autorov modelu.

4.1 RieSenie metédou konec¢nych diferencii

Na rieSenie numerickych systémov sme pouzili program MATLAB. Ako funkciu
transakénych néakladov C sme pouzili mean-value modifikdciu po castiach linearnej

nerasttcej funkcie (21). Na jej numerické vycislenie sme vyuzili fakt, ze

[orum () o)

kde erf(z) je chybova funkcia, ktora je v MATLAB-e vstavané.

V prvej casti programu sme definovali konstanty numerickej schémy: rozsah pries-
torového intervalu L, pocet priestorovych deliacich bodov n, pocet ¢asovych deliacich
bodov m a kone¢ny cas T'. f)alej konstanty tykajice sa opcie: strike price K, histo-
ricka volatilitu o, bezrizikova urokova mieru r a interval upravy portfolia At*. Tre-
timi kongtantami boli konstanty k funkcii transakénych nakladov z Kapitoly 2.5.5:
Co, K, &1, & . Sposob vypoctu jednotlivych ¢asovych vrstiev sa v danych metoédach
lisil.

Pri explicitnej metode sa pre kazda casovi vrstvu a kazdy bod z; vypocitala pri-

J
79

slugna volatilita (57)2, vd aka ktorej sa vypoéitali koeficienty a?, 57,~ a potom hodnota

T/VZ-jJr1 v novej casovej vrstve j 4+ 1. Pri Crack-Nicholsonovej metdde sa takisto najprv
vypocitali volatility, pomocou ktorych sa ziskali koeficienty A{ az Ef pre ¢asovi vrstvu
7, ktorymi sa vyplnili riedke trojdiagonalne matice X, Y a vektor y. Nasledne sa vy-
riedil systém rovnic XW/T = YWY 4y a ziskal sa neznamy vektor W7 V Tabulke
3 st uvedené vstupy do numerickej schémy v zavislosti od ich typu pouzité pri vypocte.

Na Obrazku 4 st znazornené rieSenia V (S, t) pre call opciu s hodnotami ¢t =0, ¢ = 1/3

a t = 2/3 Crank-Nicholsonovou metdédou. Tiez je znazorneny payoff call opcie, teda

V(S,T).
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Tabul'ka 3: Vstupy do numerickej schémy

cena opcie V

Numericka schéma | Parametre opcie | Funkcia transakénych nakladov
L=1,5 c=20,3 k=0,3
n=251 r=0,011 Cp = 0,02
m=1000 At =1/261 E-=0,05
7 T
t=0
- - ==1/3
6H == t=2/3 .
t=T

Obr. 4: Hodnoty call opcie pre rézne Casy t

V Tabulke 4 st hodnoty opcie v ¢ase 0 pre niektoré hodnoty akcie S ziskané oboma

metodami pomocou kubického splajnu a na Obrazku 5 si tieto metdédy porovnané.

Rozdiel je vypocitany ako Virank— Nicholsonova —

Tabul'ka 4: Porovnanie vysledkov

Veaplicitna- P11 explicitnej metode sme

S | Explicitnd metéda | C-N metoda | Vysledky v ¢lanku [21]
20 0,1547 0,1547 0,127
23 0,9232 0,9234 0,844
25 1,8610 1,8612 1,748
28 3,8525 3,8927 3,474
30 9,5045 29,5046 9,327
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x10™*
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Obr. 5: Porovnanie metodd

pouzili m = 7056, takie k ~ h2.

Tieto vysledky sa lisia od vysledkov v praci [21], tieZ uvedené v Tabulke 4. Pripo-
mefime, Ze v spominanej praci neriesili autori priamo rovnicu (22). Ttto rovnicu najskor
transformovali a riesili kvazilinedrnu tzv. Gamma rovnicu, kde pociato¢na podmienka
je Diracova ¢ funkcia. Ttto autori aproximovali funkciou f(d)/(Gv/7*), kde f(d) je
hustota normélneho rozdelenia. Zjednodusenie nelinearnej parabolickej PDR na kvéazi-
linedrnu znamenalo zmenu pociatocnej (resp. koncovej) podmienky, ktord je v rovnici
(22) jednoducho payoff derivitu v ¢ase maturity. Problém nelinearity rovnice sa teda
urc¢itym sposobom presunul do pociatocénej podmienky, ktori je potrebné aproximovat.
Riesenie teda nezacina v ¢ase 7 = 0 ale v nejakom malom c¢ase 7* > 0. Pre porovnanie
sme ako pociato¢nii podmienku pouzili spojité riesenie v ¢ase 7° = 0.005 s volatili-
tou ¢ (0). Tento pristup vSak rozdiely nevysvetlil nakol'ko vysledky boli podobné ako
v predoslych pripadoch.

Jednou vlastnostou modelu s variabilnymi transakénymi nakladmi je platnost vztahu

%

max (

kde V, . a 'V,

Omazx

. ) 2 _ 9 2 1 2 _ 2
Omin & Omaz, Ktoré su definované ako o7, = o (1 - C, \/;TE&) Olvin = O (1 —

st ceny opcii z Black-Scholesoveho modelu s danymi volatilitami
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Cg\/gﬁ), kde Cy, = Cy — k({4 — &-) > 0. Na Obrazku 6 vidime, Ze numericka
schéma tiato vlastnost spliita pre t = 0 a na Obrazku 7, 7e ju splia pre vietky ¢asy

t € [0,7T), pre hodnotu S = 25. Presnejsie, spliia ju takmer vo vietkych uzlovych

10 T T T T T T

cena opcie V

3 T T T T
25 b
2, .
> .-sns
(8] -~
g 15} Bl R i
© S~ o
c Sw
Q -~
3] Sso
~
~
1 N\
~
~
N
05 b
0 .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obr. 7: Porovnanie rieSenia s linearnym modelom pre S = 25

bodoch x; az na niekolko poslednych, kde V;, . (S,t) > Vre(S,t) a rozdiel je radovo

1075, Toto moze byt sposobené faktom, Ze pre velké S je V(S,t) takmer linearne a
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Vss = 0. Pre call opciu teoreticky V' (.S,t) nie je linearne ale konvexné VS avsak velmi
mala odchylka v numerickej schéme moze zmenit znamienko druhej derivéacie, ¢o sa
prejavi zmenou volatility a poruSsenim nerovnosti.

V uvedenych schémach si derivacie vo volatilite aproximované rovnako ako v rovnici.
Diiring v préci [12] navrhuje hladgiu aproximaciu derivacie v nelinedrnom ¢lene. Podla
neho sa pri jednoduchej aproximacii stava schéma nestabilnou pre malé priestorové
kroky h. Podobny pristup zvolili aj autori v ¢lanku [3], kde druhu derivaciu aproximovali
ako

Ul — 207 + U,

Zaroven predpokladali, Zze vplyv volatility v okrajovych bodoch intervalu moézeme za-
nedbat. Toto je sposobené tym, Ze nelinearna volatilita je funkciou Gammy opcie a pre
dostato¢ne malé alebo velké S je Vsg zanedbatelne malé. Kedze na vypocet druhej
derivacie v bodoch xy a x,, potrebujeme hodnoty v x_; a z,.2, méZzeme ich dodefinovat
ako W/, = 0a W/, , = K(e"+2 — ¢7'%). Druha derivicia v bodoch z; a z, je teda
Wae (1) = (W5 = 2W] + W7,)/4h? a Wy (2,) = (Wi,y — 2W1 + W) _,) /4R2.
Explicitni schému sme upravili a vo volatilite sme druht deriviciu aproximovali
hladsim vyrazom (32). Vysledky s parametrami z Tabulky 3, pricom m = 7056, st v

nasledovnej tabulke.

Tabul'ka 5: Hodnoty explicitnej schémy s hladSou aproximéciou druhej derivacie v nelinear-

nom c¢lene

S| 20 23 25 28 30
Vypotitana hodnota | 0,1544 | 0,9227 | 1,8603 | 3,8519 | 5,5040

Pre ¢as blizky maturite ¢ &~ T" a pre hodnoty ceny akcie blizke strike price S ~ K je
hodnota difazneho ¢lena v rovnici vysoka. To je spésobené faktom, Ze druhé derivacia
v bode S = K teoreticky neexistuje (funkcia V nema v bode (K, T') ani prva derivaciu)

ale numericky sa vypocita ako

W Wt — 2w - WY 02504+ (W +h)  h

1
2 (Tis Tmt1) = 12 - h2 - 2R

pre také ¢ kde z; = K.

41



4 ANALYZA RIESENI

Podobne ako Barles a Soner v praci [7], kde pouzili v ¢ase blizkom maturite mensi
casovy krok kvoli vplyvu nelinearnej volatility sme aj my upravili hodnotu & pre cas
blizky T'. V ¢ase t € [0,99; 1] sme nastavili krok £ = 1/10000 a vo zvysnych ¢asoch na
k = 0,99/900, pricom m = 999. V tomto intervale bol teda krok desatnasobne mensi.
Porovnanie hodnot okolo hodnoty K v rovnakom case t = 0.999 pri hustejSom deleni

s povodnym pristupom mozeme vidiet na Obrazku 8. Pre hodnoty S ~ K v ¢aset =0

0.3 T T T T T

Pévodné dellenie
HustejSie delenie

0.25

0.2f

0.15

cena opcie V

0.1

0.05f

24.8 24.9 25 25.1 25.2

Obr. 8: Porovnanie schémy pri pévodnom a novom ¢asovom kroku

bol rozdiel radovo 104,

4.2 Testovanie konvergencie

Pri rieSeni nelinearnej rovnice, ktorej presné rieSenie nevieme analyticky vyjadrit na-
stava problém s kontrolou rieSenia. Pri zjemhovani mriezky sa chyba uvedenych metod
blizi k nule, t.j. rieSenie konverguje k presnému rieSeniu. Na potvrdenie spravnosti vy-
sledkov sme vyuzili dva pristupy. Jednak sme sktimali rdd konvergencie chyby a taktiez
sme analyzovali presnost rieSenia rovnice (22) s nejakou pravou stranou.

Na zaklade osobnej komunikacie [9] sme analyzovali rad konvergencie numerickych
schém. Idea tejto analyzy spociva vo fakte, ze pri zjemhovani delenia priestorového

intervalu by mal rad chyby v priestorovej premennej pri explicitnej schéme byt rovny
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2. Pre lokalnu diskretiza¢nt chybu explicitnej metody totiz plati err = O(k) + O(h?)°.
Ak predpokladame, Ze chyba e je konstantnym nasobkom dizky deliaceho intervalu h,

mozeme napisat € = ¢ h®. Pre dve rozne hy, hy potom

e =ch{, e=chi
(e

¢ _ (h

€1 hy

o= 10g(€2/€1)
log(ha/h1)’

Pre ziskanie hodnoty chyb €, €o vytvorime referen¢né rieSenie W, s s dostato¢ne ma-
Iymi deliacimi intervalmi, ktoré budeme povazovat za “presné” riesenie. Potom teda
€1 = |W1 — Wier| a €2 = |[Wy — Wiep| a moézeme vypocitat a. Podobne vypoéitame

a pre iné dvojice deleni intervalu. Tato myslienka je ilustrovand na Obrazku 9. Za

Ttix
h 1 ‘/’V’]
(0}
hy | Wy
hs Wiy
Prep| Wres

Obr. 9: Schéma znazorhujica ideu testovania konvergencie

“presné rieSenie” sme uvazovali vysledok schémy s hodnotami m = 27777 a n = 499,
kde k ~ h?. Velkost delenia priestorového intervalu sme potom menili r6znymi volbami
n, pricom hodnota m zostavala fixovana. Pri vypoctoch sme merali tiez vypoctova né-
ro¢nost dlzkou behu programu. Najzlozitejsou ¢astou, ¢o sa tyka dizky behu programu,
bola nelinearna ¢ast rovnice. Program musel zakazdym pocitat volatilitu a ratat integ-
ral (30). Pri Crank-Nicholsonovej metdde bolo tiez ¢asovo naro¢né pocitanie systému
n rovnic. Nakolko st ale matice v systéme trojdiagonélne, vyuzili sme v MATLAB-e
riedku reprezentaciu tychto matic. Tabulka 6 ilustruje vypoc¢itané hodnoty radu dis-

kretiza¢nej chyby o spolu s dlzkami behu programov s danymi struktarami mriezky.

9pozri [4]
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Vypocty boli robené na pocitaci s dvojjadrovym procesorom 2,0 GHz.

Tabul'ka 6: Vypocitané hodnoty a a vypoctova narocnost

niy, Ny |« n | m CPU cas (s)

51, 101 | 2,0476 103 | 27 777 | 190,892

101, 103 | 2,0833 199 | 27 777 | 254,6094

103, 199 | 2,1940 299 | 27 777 | 358,4688

o1, 53 2,0913 499 | 27 777 | 630,9219

Nevyhodou predchadzajiceho postupu je fakt, ze potrebujeme poznat presné riese-
nie. Toto kvoli nelinearite rovnice presne nepozname a iba ho aproximujeme rieSenim
s urcitou dostato¢ne hustou mriezkou, ktort si sami zvolime. Tento nedostatok sa da
odstranit ak v predchadzajicom postupe nebudeme brat do tvahy referen¢né rieSenie

ale budeme porovnavat rieSenia medzi sebou. Opét predpokladame, Ze chyba rieSenia

zavisi od velkosti deliaceho intervalu v priestorovej premennej € = ¢ h® = W, — W,

pricom W je teoretické presné rieSenie. Potom plati

(Why = Why| = |(Why = W) — (Wh, = W)| = c(h{ + h3)

A teda
Wiy =Wy, _ c(h$ + hY)
Wh2 - Wh3 - C(hg + hg)
Ak zvolime hy = h, hy = h/2, hy = h/4, dostavame

Wiy — Why, _ h*+ 52

~ ho he
Whg_Whg 2_a+4_a

= 2%

Na zistenie hodnoty « teda nepotrebujeme poznat hodnotu presného rieSenia ako tomu
bolo v predchadzajicom pripade. Pri explicitnej schéme je rdd chyby v premennej x
a = 2 a teda budeme priblizne takito hodnotu aj ocakavat. Zvolili sme teda tri rozne
velkosti deliacich intervalov, ktorym zodpovedali hodnoty n; = 101, ny = 205, ng =
411 a k nim prislugné rozne hodnoty m aby bolo zachované k < h?2. Dalej sme hod-
notu « vypoditali pre Crank-Nicholsonovu schému. Vysledky pre explicitnt schému st
uvedené v Tabulke 7. Pri Crank-Nicholsonovej metode s rovnakymi hodnotami n a
hodnotou m = 750 vyslo a = 2.004. Vypocitané hodnoty « st teda blizko predpokla-
danej hodnote. Realny rad konvergencie uvedenych metoéd v priestorovej premennej je

preto v stulade s teoretickym vysledkom.
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Tabul'ka 7: Hodnoty « pre fixné a variabilné m

n m o) n m o)
101 | 19000 101 | 25000

205 | 19000 | 2,0313 205 | 25000 | 2,0317
411 | 19000 411 | 25000

Druhym sposobom, ktorym sme testovali presnost numerickej schémy bolo pouzitie

upravenej rovnice s reziduom. Tento postup mozeme vyjadrit v piatich krokoch:
1. zvolenie IT'ubovolnej funkcie,

2. dosadenie tejto funkcie do nelinearnej B-S rovnice,

w

. ziskanie pravej strany, t.j. rezidua,
4. pridanie rezidua do schémy a upravenie podmienok,
5. porovnanie numerického rieSenia s presnym riesenim.

Ako testovaciu funkciu (t.j. lubovolniu funkciu z bodu 1.) na kontrolu presnosti schémy

sme pouzili funkciu V(S,t) = Sb1. Jej derivacie maji tvar

oV % O’V 0,11
— =0, — =115 —="—.
o =" a5 BT g3 T g

Po dosadeni do rovnice (22) mame

1,011
0+ 55202—309 +1,1r8M — S 4 res =0,

a teda

res = —S%1(0,0555% 4 0, 17).

Kedze Vgg > 0, volatilita (19) mé tvar

2~ 1
2 =021- \/ic(()?n SO’lx/At> _>.
o o ( . o Y

Po transforméciach dostavame

oW 1 _,0°W o2 oW
= _Z5 e ) 2 W+ (KeP) 52 1r) = 0.
57 A2 +(2 r x+7‘ + (Ke®)"(0,0550° +0,1r) =0
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V numerickej schéme explicitnou metédou st pociato¢nd a okrajové podmienky v tvare

W = (Bem)M W] = (Be), Wiy = (Beme)t

n

a pridanie rezidua sa prejavi dodatoénym ¢lenom

WijJrl = aiWZJ—l + szWzJ + ’YJWJ—O—I — Tes,

3 3

kde
res = k(Ke*)"1(0,0556% + 0, 1)
a koeficienty o, B/, ~/ st rovnaké ako v (28).
Na Obrazku 10 je znézornené odchylka numerického riesenia od presného rieSenia

V(S,t) = S v ¢ase t = 0, ktoré je v tomto pripade zname. Na osi z st indexy

x 10

25 b

15} b

0.5 h

0 50 100 150 200 250 300

Obr. 10: Chyba numerického rieSenia rovnice s reziduom

deliacich bodov ¢+ = 0,...,n + 1. Vidime, Ze rieSenie pre S = K = 25, ktoré je v
bode z; = 0, i = 127, ma chybu mensgiu ako 107°. Uveden4 explicitnd metoda teda

s pomerne dobrou presnostou pocita rieSenie.

4.3 Diskusia k vysledkom

V predchadzajucich ¢astiach sme navrhli numerickta schému na riesenie rovnice (22)

s volatilitou (19), ktora modeluje ceny derivatov s variabilnymi transakénymi nakladmi.
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Navrhnuté numerické schémy vyuzivaji metodu konec¢nych diferencii, konkrétne expli-
citni a Crank-Nicholsonovu metodu. Existuji aj iné metody ako napr. metoda konec-
nych objemov alebo metdda konecénych prvkov, avsak konec¢né diferencie davaja dobré
vysledky aj v inych pracach ([3], [10]) a tato metoda je navyse relativne jednoducha
na porozumenie aj na implementiciu. Tito schému sme naprogramovali a v pocitaci
vyriesili. Dalej sme vysledky prezentovali a skiimali ich presnost, pricom sme analyzo-
vali viaceré mozné vylepSenia schémy ako napriklad hladsiu aproximéciu derivacie v
nelinedrnom ¢lene ¢i mensi ¢asovy krok blizko ¢asu maturity.

Vysledky ziskané tymito schémami st uspokojivé. Testy konvergencie ¢i uz formou
porovnania s “presnym” rieSenim alebo vzajomnym porovnavanim rieSeni medzi se-
bou potvrdili predpokladany rad konvergencie. TaktieZz testovanie schémy pomocou
pridaného rezidua prinieslo uspokojivé vysledky s maximélnou odchylkou od presného
rieenia radovo 107°. Dalej rieSenie rovnice z modelu s variabilnymi transakénymi na-
kladmi spliialo nerovnost (31), ktora dava horné aj dolné ohranicenie pre vyslednu
funkciu V(S,t). V ¢lanku [21] boli uvedené vysledky numerickej schémy, ktora bola vy-
tvorend z Gamma rovnice. Tato rovnica vznikla po transformacii pdévodnej nelinearne;j
rovnice na kvazilinearnu, s poc¢iato¢nou podmienkou Diracovou § funkciou. V Tabulke
1 v spominanom ¢lanku bolo uvedené, ze danad schéma vysSie spominant nerovnost
nesplitala pre S = 30, pricom K = 25 a t = 0. Vysledky v tejto praci si vo vieobec-
nosti mierne odlisné od vysledkov v ¢lanku a z pozorovania je mozné usudzovat, ze
Viraca(Sy t) > Vianok(S,t). V porovnani s Tabulkou 1 ¢lanku sa vysledky v tejto préci
mierne liSia v zavislosti od S, pricom percentuélny rozdiel je mensi pre vicsie S.

Rozdiely vo vysledkoch mozu byt vysvetlené viacerymi spésobmi. Ako sme spomi-
nali, pociato¢na podmienka v Gamma rovnici je Diracova ¢ funkcia, ktora je zlozité
aproximovat. Tato funkcia nadobtida hodnotu +o0o v bode 0 a hodnotu 0 v8ade inde.
Akakol'vek aproximécia teda sposobuje nepresnost, ktora sa moze prejavit vo vysled-
koch. Na druhej strane riesenie spéosobom danym v tejto praci naraza takisto na prob-
lémy. Pociato¢na podmienka nie je hladka pre S = K avSak v numerickej schéme sa
pocita prva aj druhé derivacia v tomto bode. Rovnica je tieZ nelinedrna, ¢o znamena
vyssiu zlozitost pri vypoctoch a moze sposobit nepresnosti.

Numerické vysledky prezentované v tejto praci a ich analyza mozu byt pouzité pri
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vyhodnocovani cien europskych call opcii podla modelu s variabilnymi transak¢énymi
nakladmi. Samozrejme, po mensich upravach sa daji schémy pouzit aj na put opcie
alebo mozu byt vyuzité iné funkcie transakénych nakladov. Tieto schémy mozu byt

podrobené dokladnejsiemu porovnaniu s vysledkami ¢lanku [21] a skimaniu.
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Zaver

Cielom tejto prace bola kvalitativna a numerickd analyza rieSeni nelinearnych par-
cidlnych diferencialnych rovnic, ktoré vznikaju pri réznych pristupoch k transakénym
nakladom pri oceniovani financénych derivitov na trhoch takymito nakladmi. Hlavnym
modelom, ktorym sme sa zaoberali, bol model s variabilnymi transak¢nymi nakladmi
z ¢lanku [21], ktory mé4 volatilitu v tvare (19).

V prvej a druhej kapitole sme struc¢ne popisali derivaty a zhrnuli zndme poznatky
7 tedrie ocenovania opcii. Taktiez sme opisali existujice nelinedrne modely na ocenova-
nie opcii, ktoré sa vyznacuji réoznymi nelinearnymi volatilitami zavislymi od Gammy
opcie 62(Vss). V tretej a Stvrtej kapitole sme navrhli numerickd schému, ktort sme
vyriesili a analyzovali nase vysledky.

Model s variabilnymi transakénymi nakladmi je charakterizovany nelinearnou rov-
nicou (22) s volatilitou v tvare (19). Autori modelu v ¢lanku [21] tito rovnicu riesili
transforméciou na kvazilineArnu Gamma rovnicu. Touto transforméciou sice odstra-
nili nelinearitu rovnice ale problematickou sa stala pociato¢na podmienka, ktora je
zlozité aproximovat. V nasej praci sme vytvorili efektivhu numericki schému meto6-
dou kone¢nych diferencii na rieSenie priamo nelinedrnej rovnice modelu. V Kapitole

3.1 sme vyuzili dve transformacie 7 = T —t a 2 = In(2), ¢m sme ziskali rovnicu

7
(24) s volatilitou (23) a podmienkami (25). V Kapitole 3.2 sme potom odvodili nume-
rickit schému explicitnou metodou (28) a v Kapitole 3.3 Crank-Nicholsonovou metodou,
ktora je charakterizovana systémom rovnic (29). Nasledne sme tieto schémy naprog-
ramovali vyuzijuc program MATLAB, pri¢om zdrojové kody rieSenia oboch metod sa
nachadzaja v Prilohe.

V Kapitole 4.1 st vysledky prezentované pouzitim grafov a tabuliek. Obe metody
priniesli porovnatelné vysledky, ked sa rieSenia v ¢ase ¢t = 0 li&ili iba rddovo o 1074,
Riegenia v tejto préaci sa v8ak lisia od rieSeni autorov modelu. Rozdiel bol niekolko
percent a z pozorovania sa dalo usudit, Ze chyba je menSia pre vicsie S. Porovnanie
vysledkov sa nachadza v Tabulke 4. Numerické rieSenie takisto splita teoretické horné
a dolné ohrani¢enia (31) a porovnania rieSeni s ich ohrani¢eniami st znazornené na

Obrazkoch 6 a 7. Taktiez sme analyzovali ipravy numerickej schémy vyuzitim hladsej

aproximéacie v nelinedrnom ¢lene a hustejsim delenim ¢asového intervalu pre ¢as blizky
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maturite. V Kapitole 4.2 sme aplikovali testy konvergencie na numericki schému a
testovali presnost rieSenia vyuzijuc rovnicu s reziduom.

Ako sme spominali, v tejto praci sme navrhli rieSenie rovnice z modelu s variabil-
nymi transak¢énymi nakladmi novym sposobom. Vyhodou takéhoto pristupu je jedno-
duchost aplikacie, kedZe nie st nutné zlozité transformacie. Proces odvodenia schém
sme podrobne popisali a uviedli sme konkrétne pocitacové kédy na rieSenie tychto
schém. Vysledky tejto prace mozu byt pouzité na ocenenie opcii vyuzijic predpoklad
variabilnosti transak¢énych nékladov, ¢o je lepSie pribliZzenie sa realite ako klasicky ob-
medzujtci Black-Scholesov model. Tato praca doplia numerické vysledky ¢lanku [21],
kde im je venovany mensi priestor a plne analyzuje, skiima a vyhodnocuje numericky
a vypoctovy aspekt modelu s variabilnymi transakénymi nakladmi. Praca tiez moze
sluzit studentom ¢& uz finan¢nej matematiky alebo numerického modelovania na lepSie
pochopenie praktickych aplikacii numerickych metod vo financiéch.

Praca zaroven vyvolava viacero otazok, ktoré mozu byt dalej skimané. Ako sme
spominali, vysledky v tejto praci sa mierne lisia od vysledkov autorov modelu. Napriek
tomu, Ze sme sa tieto rozdiely snazili vysvetlit, hlb§ie porovnanie oboch pristupov moze
priniest nové zistenia do problematiky. Dalsim zaujimavym pokracovanim prace moze
byt porovnanie cien opcii tohto modelu s inymi nelinearnymi modelmi. V neposlednom
rade dalsie skimanie efektivity a rychlosti navrhnutych algoritmov moze byt praktic-
kym prinosom pre obchodnikov ziadajtcich v prvom rade rychle vypocty cien opcii pri

obchodovani.
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Priloha

MATLAB zdrojovy kéd explicitnej schémy
%$constants for numerics

Lfrom=-1.5; %length of interval

Lto=1.5;

n=251; %number of spatial nodal points
h=(Lto-Lfrom)/ (n+l); %length of spatial interval
x=linspace (Lfrom,Lto,n+2); Sspatial nodal points
m=7056; %number of nodal points in time

T=1; S%maturity

k=T/ (m+1); %time step

t=linspace (0, T,m+2); %$nodal points in time

%$constants for the model
sigma=0.3; %historical volatiltiy
r=0.011; %risk-free rate
deltat=1/261; %rehedging interval
K=25; %strike price

initial=Q@(x) max (K*x (exp(x)-1),0); %$initial condition

$constants for the transaction function (piecewise linear)
kappa=0.3; %as described in article by Sevcovic, Zitnanska
c0=0.02;

chiminus=0.05;

chiplus=0.1;

Chat_integral=Q@ (chi,chipl, chimin) sqgrt(pi/2)*...

(erf ((chipl/chi) /sqgrt(2))—-erf ((chimin/chi) /sqrt(2)));

$definition of the matrix

W=zeros (m+2,n+2) ;

%$initial and boundary conditions
W(l,:)=initial (x);

W(:,1)=0;
W(:,n+2)=Kx* (exp (x(n+2))-exp(-rxt));

for 3 = 1: (m+1)

o4



PRILOHA

for 1 = 2:(n+1l)
chi=sigmaxKxexp (x (1)) xabs...
((Krexp (x(1))) M (=2) % ((1+h/2) xW(F,1-1) +(=2) *xW(F, 1) +. ..
(1-h/2)*W(j,1+1))/h"2) »sqgrt (deltat);

Chat=cO-kappa*chixChat_integral (chi,chiplus, chiminus);

sigmahat2=sigma”2x (1-sqgrt (2/pi) *Chatx. ..
(sign (((1+h/2) *W(j,i-1)+(=2) *W(J, 1)+ (1-h/2)+xW(j,i+1))/h"2)) /...

[

(sigmaxsqgrt (deltat)));% nonlinear volatility

a=1/2x (sigmahat2+k/h"2+k/h* (sigmahat2/2-r));
b=1-sigmahat2+k/h*2-r*k;
c=1/2* (sigmahat2+k/h"2-k/h=* (sigmahat2/2-r));

W(3+1,1i)=a*W(j,1-1)+b*W(j, i) +c*W(j,1+1);
end
if mod(j,1000)==0

disp(j) %$display current iteration every 1000 iterations
end

end

x=Kxexp (%) ;

t=T-t;

MATLAB zdrojovy k6d Crank-Nicholsonovej schémy
$constants for numerics
Lfrom=-1.5; %length of interval
Lto=1.5;
n=251; %number of spatial nodal points
h=(Lto-Lfrom)/ (n+1l); %length of spatial interval
x=linspace (Lfrom,Lto,n+2); S%$spatial nodal points
m=1000; %number of nodal points in time
T=1; %maturity
k=T/ (m+1); S%time step

t=linspace (0, T,m+2); %nodal points in time

%$constants for the model

%)



PRILOHA

sigma=0.3;
r=0.011;
deltat=1/261;
K=25;

initial=Q@(x) max (K* (exp(x)-1),0);

%$constants for the transaction function (piecewise linear)
kappa=0.3; %as described in article by Sevcovic, Zitnanska
c0=0.02;
chiminus=0.05;
chiplus=0.1;
Chat_integral=Q (chi,chipl,chimin) sqgrt(pi/2) ...

(erf ((chipl/chi) /sqgrt (2))-erf ((chimin/chi)/sqrt(2)));

$definition of the matrix

W=zeros (m+2,n+2) ;

%$initial and boundary conditions

W(l,:)=initial (x);

W(:,1)=0;

W(:,n+2)=Kx (exp (x (n+2) ) —exp (-r*t));

diagsA = [zeros(n,l);inf]; S%Spre-definition of diagonals of matrix
diagsB = zeros(n,1l);

diagsC = [inf; zeros(n,1)];

diagsD = [zeros(n,1l);inf];

diagsE = zeros(n,1);

diagsF = [inf; zeros(n,1)];

for 3 = 1:(m+1)

for i = 2:(n+l)

chi=sigmaxKxexp (x (1)) *abs...
((Kxexp (x(1))) " (=2) % ((1+h/2) *W (J,1i-1)+(-2)*W(J, 1) +...
(1-h/2)*W(j,1+1))/h"2) xsqgrt (deltat) ;

Chat=cO-kappa*chixChat_integral (chi,chiplus,chiminus);

$nonlinear volatility sigmahat2
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sigmahat2=sigma”2x (1-sqgrt (2/pi) *Chatx. ..
(sign (((1+h/2) *W(j,i-1)+(=2)*W(J, 1)+ (1-h/2)+xW(j,i+1))/h"2)) /...

(sigmaxsqgrt (deltat)));

alpha=k/ (4xh) x (sigmahat2/2-r);
coeffA=-k/ (4+xh"2) *sigmahat2-alpha; %diagonal entries in matrix
coeffB=1+k/ (2+h"2) *sigmahat2;
coeffC=-k/ (4+xh"2) *sigmahat2+alpha;
coeffD=k/ (4xh"2) xsigmahat2+alpha;
coeffE=1-k/ (2+xh"2) *sigmahat2-r«k;

coeffF=k/ (4+xh"2) *sigmahat2—-alpha;

diagsA(i-1) = coeffh;
diagsB(i-1) = coeffB;
diagsC (i) = coeffC;
diagsD(i-1) = coeffD;
diagskE (i-1) = coeffE;
diagsF (i) = coeffF;

end
$definition of vector and matrices
Yvec=[diagsD (1) W (j,1)-diagsA (1) «W(j+1l,1);zeros(n-2,1); ...

diagsF (n+l) «W(j,n+2)-diagsC(n+l) *W(j+1l,n+2)1;

b
Il

spdiags ([diagsA(2:n+l) diagsB diagsC(l:n)], -1:1, n, n);

<
Il

spdiags ([diagsD (2:n+1l) diagsE diagsF(l:n)], -1:1, n, n);

PS=Y*W(j,2:n+l) '+¥Yvec; S%Sright-hand side

W(j+1,2:n+1)=(X\PS)'; %solution for time j+1

if mod(3j,500)==0
disp(j) %display current iteration every 500 iterations
end

end

x=Kxexp (x) ;

t=T-t;
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