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Abstrakt

MITAS, Mario: Deterministickd tloha optimélneho rozpredaja aktiva dominantnym
vlastnikom [Diplomovéa pracal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matema-
tiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; skolitel: prof.
RNDr. Pavel Brunovsky, DrSc., Bratislava, 2017, 48s.

V praci sme sa venovali rieSeniu tlohy, ktorej zdkladom je deterministické verzia
modelu z prac [1], [2] a [3]. Nasim ciefom bolo analyzovat tlohu z pohl'adu koncového
¢asu, v ktorom dominantny vlastnik dosiahne nulovy stav zasoby aktiva. Ulohu sme
nerie§ili iba pomocou $tandardnych met6d optimalneho riadenia, avSak na hladanie
optimélneho rieSenia sme pouzili aj analyzu fazovych portrétov a taktiez sme tlohu
podrobili analyze pomocou dosazitelnych mnozin. Vymenovanymi metodami sme zis-
kali vztahy pre ucelova fukciu a stavova premennt, ktoré sme optimalizovali ako neli-

nearnu funkciu s jednym ohrani¢enim.

Kruacové slova: Liquidacny problém, optimalne riadenie, Pontrjaginov princip

maxima, fazové portréty, dosazitelné mnoziny



Abstract

MITAS, Mério: Deterministic problem of optimal ligiudation of an asset by its dominant
owner [Master’s thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics,
Physics and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervi-
sor: prof. RNDr. Pavel Brunovsky, DrSc., Bratislava, 2017, 48p.

The purpose of our thesis was to study the problem, which stem from deter-
ministic version of model from papers [1], [2] and [3]. Our aim was to analyse terminal
time of the problem, in which dominant owner reaches depletion of an asset deposits.
We weren’t apply standard methods of optimal control theory on our problem, but
we were use phase portraits and reachable sets for analysis of our problem. With this
alternative approach we computed equations for payoff function and state variable,

which we optimised as nonlinear function with one constraint.

Keywords: Liquidation problem, optimal control, Pontryagin’s maximum principle,

phase portraits, reachable sets
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UVOD UVOD

Uvod

Ak vlastnik potrebuje z nejakého dévodu rozpredat svoje aktiva, musi ich umiestnit
na trh a nasledne odpredat za trhova cenu. Predpokladame tiez, Ze vlastnik predava
také mnozstva aktiva, pri ktorych trhova cena reaguje v kratkodobom horizonte. Na-
rast na strane ponuky aktiva sa premietne znizenim jeho ceny. To znamené, Ze ak
mé vlastnik dostatotné mnozstvo aktiva, moze jeho odpredajom ovplyvnit cely trh s
danym aktivom. Dominantnému vlastnikovi aktiva hrozi, Ze prili§ rychlou likvidaciou
bude negativne ovplyviiovat cenu v kratkodobom horizonte, ¢o v8ak preitho nemusi byt
optimalne. Aby dosiahol ¢o najlepsi vysledok bude teda rychlost predaja regulovat tak,
aby si prili§ neznizil predajni cenu.

Model, z ktorého budeme vychadzat v nasej praci, je blizsie popisany v ¢lankoch [1],
[2] a [3]. Na rozdiel od reality, pre zjednodusenie v nasej praci uvazujeme, ze predéavané
aktivum je nekonecne krat delitelné, aby sme sa vyhli diskretizacii v pouzitom modeli.
Cena aktiva v tomto modeli je dan& geometrickym brownovym pohybom, avSsak my
kvoli tomu, Ze chceme skiimat ako sa sprava koncovy ¢as, zanedbame nahodnu zlozku.
Teda cena aktiva v deterministickej verzii tlohy bude zavisiet iba od driftu geometric-
kého brownovho pohybu. Avsak takto modelovana cena eSte nie je konecné cena, za
ktoru sa aktiva predaju na trhu, musi sa eSte zohl'adnit rychlost rozpredavania aktiva,
¢o cenu zakonite o nieco znizi. Aj ked nakup aktiva model explicitne nevylucuje, pre
vlastnika nie je takato stratégia nikdy optimalna. Teda v tomto pripade v optime vlast-
nik iba aktivum postupne predéva a ni¢ nenakupuje. Jedinym obmedzenim v tomto
smere je zasoba aktiva, ktoré mu este zostava, nemdze predat viac aktiv ako ma k dispo-
zicii a dostat sa tak na zaporni hodnotu mnozstva aktiva. TakZe ked vlastnik dosiahne
nulovy stav aktiva tloha koné¢i. V ucelovej funkcii, ktori maximalizujeme vystupuje
rychlost predaja aktiva vynasobené aktualnou trhovou cenou. Model zohladhuje tiez
¢asové zhodnotenie prijmu z predaja, preto celi ucelova funkciu este diskontujeme.
Nagou tlohou tiez bude zistit, ¢i a za akych podmienok sa da dosiahnut toto optimum,
a ¢i v optime vlastnik odpreda svoje aktiva na kone¢nom ¢asovom horizonte alebo ¢i
ich bude predavat nekone¢ne dlho. Uréime s akymi predpokladmi na parametre tlohy
nastane jedna alebo druhé situécia.

Takto sformulovani tlohu vieme rieSit ako tlohu optimalneho riadenia s diskont-
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nym faktorom, pomocou vyuzitia podmienok Pontrjaginovho principu maxima, ktoré
st odvodené v [4]. VyrieSsenim podmienok PPM sa dostaneme k systému diferenciél-
nych rovnic prvého radu od stavu aktiva x(t) a adjungovanej premennej ¥ (t) (alebo
riadenia u(t)), ktoré nam poskytni kandidatov na optimum nasej tlohy. Aj ked by
sme nasu tlohu mohli preformulovat na standardna ulohu optimalneho riadenia s pev-
nym koncom a volnym c¢asom a potom ju rieit Standardnymi metodami. My sa na
ulohu pokusime pozriet z iného pohladu a budeme ju riesit alternativnymi sposobmi,
pouZijeme analyzu fazovych portrétov a dosaziteInych mnozin. A presvedéime sa ¢i aj

tymito sposobmi dostaneme totozné riesenie ako pri pouziti klasickych metod.



Kapitola 1

Model

Na zaciatok potrebujeme sformulovat matematické zakonitosti predaja aktiva na trhu,
tak aby odrazali aspon ¢ast vlastnosti realneho trhu. V tejto kapitole si preto popiseme
a odvodime matematicky model, ktory je podrobne popisany v ¢lankoch [1], [2] a [3].
Tento model bude sluzit ako zéklad pre tlohu, ktort budeme riesit v d'alsich kapitolach
prace. Idea modelu vznikla na zaklade spekulativnych menovych ttokov, prikladom
takychto Spekulacii investorov je aj tzv. “Black Wednesday”, ked 16 septembra 1992
britska vlada musela odsttpit z ERM (The European Exchange Rate Mechanism).
Krajiny, ktoré boli sicastou ERM systému sa zaviazali udrziavat kurz svojej meny
vo¢i mendm ostatnych krajin participujicich na ERM v urc¢itom rozmedzi, aby sa
obmedzila variabilita menovych kurzov a dosiahla monetérna stabilita, bola to priprava
pred zavedenim spolo¢nej eur6pskej meny. Velka Britania sa do tohto systému pridala
az v roku 1990 a v roku 1992 z neho musela vystupit, ked britskia vlada uz dalej
nedokazala garantovat dodrzanie najnizsej hodnoty kurzu Libry gterlingov dohodnutej
v ERM. Tejto situacii predchéddzalo Spekulativne hromadné nakupovanie cudzej meny
za libry sikromnymi investormi. Teda ponuka libry sa znac¢ne zvysila, ¢o by v pripade
pohyblivého kurzu sposobilo jej znehodnocovanie, ale kvoli zaviazku ERM vlada urcity
¢as udrziavala kurz v dohodnutych limitoch. Teda cena libry bola pocas tohto casu
velmi nadhodnotenéd a ked vlada odstupila z dodrziavania ERM cena libry skokovo
poklesla. Z toho potom profitovali investori, ktory po¢as obdobia nadhodnotenej ceny
Libry nakupili zasoby zahrani¢nych mien. Kvoli Black Wednesday v kone¢nom désledku

Velké Britania utizila stratu 3.4 miliardy libier. Pricom investorom, ktori realizovali
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utok ostala velkd zasoba aktiva v podobe zahrani¢nej meny, prave ich optimélnym

zhodnotenim sa zaoberé tento model.

1.1 Dynamika modelu

Predpokladajme, ze dominantny investor mé zasobu aktiva v objeme Z a predava ho
na trhu rychlostou v, zatial ¢o aktivum, ktoré vlastni, sa zhodnocuje tirokom r. Potom

dynamiku stavu zasob aktiva moézeme vyjadrit ako
dZ = (rZ —v)dt (1.1)

Predpokladajme, Ze v cene aktiva sa prejavuju dva hlavné vplyvy. Prirodzeny vyvoj
ceny, ked trh neovplyviuju prili§ velki obchodnici. A ovplyviiovanie ceny dominant-
nymi investormi, to je situacia, pri ktorej objemy dennych transakcii na trhu s danym
aktivom dosahuju véacésie hodnoty ako je obvyklé. Nas model (z [1], [2] a [3]) simuluje
zlozku ceny bez vplyvov velkych investorov pomocou tzv. geometrického Brownovho
pohybu

dS = \Sdt + ocSdB, (1.2)
kde S je konkrétne cena jednotky cudzej meny vyjadrena v domécej mene, B; je Wie-
nerov proces a A a ¢ su konstanty. Tento stochasticky proces méa exponencidlny drift,
teda v dlhodobom ¢asovom horizonte cena, ak je A kladna rastie (ak je zaporné klesd).
V deterministickej verzii modelu, tj. ked vynechame zlozku s dB;, sa cena odvyja iba
od driftu. Teda linearne rastie alebo klesa, podla velkosti a znamienka parametra .
Na obrazku (1.1) je zobrazeny priklad niekolkych roznych priebehov geometrického

Brownovho pohybu s rovnakymi parametrami.

1.2 Funkcia uzito¢nosti vlastnika

Aktivum za cenu S vSak investor na trhu nedokaze predat, pretoze musime zobrat do
uvahy aj doc¢asny vplyv zvySeného obchodovania s danym aktivom zavisly od zvolenej
rychlosti odpredavania aktiva v. Kone¢ni cenu, za ktord investor preda aktivum na

trhu ozna¢ime S a definujeme ako
S =8 —n, (1.3)

4
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Obr. 1.1: Geometricky Brownov pohyb s parametrami A = 0.2 a ¢ = 0.1.

kde konstanta n (zvykne sa nazyvat aj Kylova konstanta) predstavuje citlivost trhu
na zasahy investorov. Aby sme opisali optimalizac¢ny problém investora, musime urcit
uzito¢nost, ktora bude investor dosahovat predavanim cudzej meny, ktort zhodnocuje
v domécej mene. Aktivum sa zhodnocuje irokom r, takisto zisk utizeny z predaja sa
zhodnocuje trokovou sadzbou, ktoru si oznac¢ime ako p. Uzito¢nost investora z predaja
aktiva si oznac¢ime Rr. V naSom pripade uZito¢nost predstavuje zisk z predaja (teda

vS) prenasobeny diskontnym faktorom

T T
Rr = / e PluSydt = / e P (Sy — nuy)dt. (1.4)
0 0

Pretoze sa cena aktiva sprava nahodne, investor pri optimalizovani volby rychlosti v
musi hladat maximélnu o¢akavani hodnotu uzitku az pokym sa mnoZstvo zasob ak-

tiva uplne nevycerpa. Teda investor hlada optimalnu stratégiu rieSenim nasledujtuceho
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optimalizacného problému

T(Z=0)
max E /0 e f(S(1), Z(1)(S(t) —nf(S(t), Z(t)))dt (1.5)
dS(t) = AS(t)dt + o S(t)dB(t), (1.6)
dZ(t) = (rZ(t) — f(S(t), Z(t)))dt, (1.7)

pricom [ predstavuje volbu rychlosti predaja podla aktuélneho stavu ceny aktiva
a stavu jeho zasob. KedZe cena aktiva sa riadi podla stochastického procesu nemo-
zeme brat rychlost predaja iba ako funkciu zavisli od ¢asu. Investor sa rozhoduje na
zéklade aktuédlnych hodnot ceny a mnozstva aktiva, ktoré sa vsak nedaji vSeobecne

urc¢it pre dany cas t, kedze st nahodné, preto namiesto oznacenia v(t) bude rychlost

predaja funkciou f(S(t), Z(t)) : (0,00) x (0, 00) — (0, 5.

o

1.3 Deterministickd verzia modelu

V nasej praci budeme skiimat hlavne spravanie zjednoduseného modelu (1.5-1.7), kde
zanedbame stochasticku zlozku vyvoja ceny aktiva. V dalsich kapitolach uz budeme
predpokladat iba o = 0, takZe cena aktiva bez vplyvu velkych investorov v determi-

nistickom modeli bude

dS(t) = AS(t)dt, (1.8)

pouzitim pociatoénej podmienky pre zaciatoény stav ceny aktiva S(0) dostaneme

exaktné rieSenie

S(t) = S(0)eM. (1.9)
Podobne ako v [3] pouZijeme substiticie x = n% au= n%, potom deterministicki

verziu tlohy vieme vyjadrit v tvare

T(z=0)
maX/ PPty (1 — w)dt (1.10)
0

de = ((r — Nz — u)dt, u € [0,1] (1.11)

navyse predpokladajme, Ze plati A +r < p a z(0) = 2o > 0. V pévodnom modeli bola

eSte podmienka p > 0, ale v naSej tlohe nie je velmi podstatna, preto ju zanedbame.

6
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Moézeme si vS§imnit, Ze koncovy Cas nie je ur¢eny ako v pripade klasickych typov tloh
optimalneho riadenia, kde je koncovy ¢as bud volny, alebo pevne uréeny konstantou.
V nasom pripade méme iba podmienku nulového stavu zasob v ¢ase T', potom koncovy

¢as endogénne vyplyva z tlohy.

Tvrdenie 1.3.1. Predpokladajme, Ze ndhodnd zloZka rovnice 1.6 je rovnd nule, potom

z ulohy 1.5-1.7 po substiticiach v = n% au= n% dostaneme tlohu (1.10-1.11).

Dokaz 1.3.2. VyuzZijeme substiticiu x = n% , potom pre derivdciu & plati

de  EOs@) - 2() 52 11
it S(t)? ’ '

za dZ(t) dosadime rovnicu (1.7), ale pretoZe uz nemdme cenu a mnozstvo stochastické
mozeme namiesto f(S(t), Z(t)) pouZival ako rychlost predaja pévodné v(t). A za viraz

dS(t) dosadime rovnicu (1.6), potom dostaneme

dx (TZ(t)—’U(t))dtS(t) . Z(t) AS(¢)dt

e dt dt 1.1
po vykrdtend dt a S(t) dostaneme
dx rZ(t) —ov(t) — AZ(t)
B . 1.14
at S(t) (1.14)
Do (1.14) dosadime x a u podla substiticie
d
d_ng =rr—u— Az, (1.15)

rovnica (1.15), ktord sme odvodili je ekvivalentnd s (1.11). Potrebujeme este upravit
ucelovi funkciu (1.5) na tvar, v ktorom vystupuji premenné x(t) a u(t) namiesto Z(t)
a S(t). Vietky cleny v(t) v (1.5) prendsobime jednotkou v podobe zlomku %, potom

dostaneme

T(2=0) v v
max/o e’”t% (S(t) — n%)dt, (1.16)

pretoZe premennd S(t) teraz neobsahuje stochasticky élen, uZ nemazimalizujeme stredni

hodnotu. Po dalsej elementdrnej iprave (1.16) dostaneme

T(2=0) v v
max/o e“"@(tf% (1 - n%)dt, (1.17)
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do funkcie (1.17) si podla substiticie dosadime u = % a za S(t) si dosadime (1.9),

potom dostaneme
T(Z=0) u(t)
max/ e’pt(S(O)e’\t)QT(l —u(t))dt, (1.18)
0

ak Z(t) = 0 potom aj x(t) = 0, preto moZeme nahradit Z(t) premennou x(t) v pod-
mienke na koncovy cas T. KedzZe zlomok @ je zndma konstanta, tak ndm neovplyv-
nugje maximalizdciu ucelove) funkcie, preto ju moZeme v zdpise vynechat, teda po iprave
(1.18) dostaneme

max / e PP (t) (1 — uft))dt. (1.19)



Kapitola 2

RieSenie tlohy metédami teodrie

optimalneho riadenia

Deterministicki verziu nasho modelu (1.10)-(1.11) mo6zeme riesit pomocou teorie opti-
mélneho riadenia, v nasom pripade mame v ulohe stavovi premennt z(t), ktora pred-
stavuje mnozstvo zasob aktiva v Case, a riadiacu premennt wu(t). Pomocou riadiace;
premennej zase naopak ur¢ujeme rychlost predaja aktiva az pokym ho celkom nevycer-
pame. V nasej tilohe vSak nevystupuje klasickd podmienka na koncovy ¢as a koncovy
stav, ale iba podmienka na ukoncenie tlohy v ¢ase, ked tuplne vycerpame rezervy ak-
tiva, ¢o vSak ani nemusi nastat pri niektorych nastaveniach parametrov tlohy. Ulohu
sa k vSsapokusime vyriesit aj inymi ako klasickymi metédami optimélneho riadenia. Pri
hladani optimélneho riadenia budeme analyzovat fazové portréty systému diferencil-
nych rovnic, ktoré odvodime z podmienok Pontrjaginovho principu maxima. Optimalne
rieSenie problému potom budeme hladat aj pomocou mnoziny dosazitelnosti, a tiez od-

vodime za akych podmienok sa vycerpa zasoba aktiva v kone¢nom case.

2.1 Pontrjaginov princip maxima pre tlohu s diskont-
nym faktorom

Pretoze v nasej ulohe mame v tcelovej funkcii premennu zavisiacu od ¢asu, ttato tlohu
klasifikujeme ako tlohu optiméalneho riadenia neautonémneho typu. V tomto pripade sa

vSak jedna o Specialny typ neautonémnej tlohy, kde je neautonémnost zapri¢inena iba
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diskontnym faktorom. Preto po mensej uprave klasickych podmienok Pontrjaginovho
principu maxima (teéria z tejto podkapitoly je prevzata z [4]) méZeme nasu tlohu riesit

ako autonémnu tlohu. Diskontovani tlohu optiméalneho riadenia si definujeme ako:

max /0 e P (a(t), u(t))dt, 2.1)

z(t) = f(z(t),u(t)), t€[0,7T], (2.2)
z(0) = o, (2.3)

9(x(T)) =0, (2.4)

u(t) € U, te0,7] (2.5)

Pre tlohu s voInym ¢asom je koncovy ¢as 1" voIny a pre tlohu s pevne danym ¢asom
je T rovné konstante. Funkcie F': R* x R* =+ R, f : R" x R™ — R", g : R* — R' su

dané, U € R™ je dand mnozina a x je dany poc¢iatoény stav. Predpokladame tiez, ze

dg'(z)

[ <n a ze vektory =5~ st linedrne nezavislé pre vSetky x € C. Aby sme tito tlohu

previedli na autonémnu, zavedieme si substitticiu

Dt) =etot), P =1, (2.6)
H=¢"H. (2.7)

Hamiltonovu funkciu H si definujeme ako

H(w,u, 00, 9) = PO F (x,u) + 47 f(a,u), (2.8)

diferencialna rovnica pre adjungovanii premenni nadobudne tvar
OFT ofT -

9O = =00+ (T = S)(0) 29)

kde Z predstavuje jednotkovi maticu. Princip maxima ostane rovnaky ako pri Stan-

dartnej tlohe, pretoze diskontny faktor nezéavisi od wu:

H(z(t), a(t)°, d(t)) = max H(z(t), u(t), ¥°, (1)), vt € [0,7). (2.10)

uelU

Podmienka tranzverzality bude v tvare

7o Dg(x(T)\T .
T) = ( > , 2.11
d) = (5 ) (211)
kde y = erTx , pre tlohu s voInym ¢asom mame navySe podmienku stacionarity
H(&(T),a(T),¥°,4(T)) = 0. (2.12)
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2.2. PPM PRE NASU ULOHU KAPITOLA 2. OPTIMALNE RIADENIE

Veta 2.1.1. Nech i(t), Vt € (0,T) je optimdlne riadenie a i(t) je jeho odozva pre
lohu (2.1-2.5). Potom existujii také konstantné (¢°, %)) # 0, ¥° > 0 a x € R, Ze
U(t) riesenie adjungovanej rovnice (2.9) a podmienky tranzverzality (2.11) spliia spolu
su(t) a z(t) podmienku mazima (2.10) a pre dlohu s volngm casom plati aj podmienka

stacionarity (2.12).

2.2 Podmienky PPM pre nasu tlohu

Kvoli zjednoduseniu zapisu pouzijeme pri rieSeni tlohy substiticie a = p — 2\ a b =

—r + A. Pre n = 1 potom rieSime tlohu optimélneho riadenia v tvare

max /T(wO) e u(t)(1 — u(t))dt, (2.13)
z(t) = —bx(t) — u, (2.14)

x(0) =29 >0, (2.15)

u e 0,1], (2.16)

pricom plati predpoklad p—r—X = a+b > 0. Podmienka, ze tloha kon¢i ak sa stavova
premennd dostane prvy krat na 0, nie je uplne klasického typu, ale v zdsade by sa dala
preformulovat na klasicka tlohu s volnym koncovym ¢asom. Této tloha je $pecifcka
prave tym, Ze koncovy ¢as nie je celkom volny, pretoZze endogénne vyplyva z tlohy. Ak
dostaneme rieSenie, kde tuplne nevycerpame zasobu aktiva, nemdze byt optimalne, ¢ize
koncovy ¢as je urceny prave tym ako dlho potrva vycerpat zésobu stavovej premenne;j.
V tejto kapitole odvodime systém diferencidlnych rovnic, ktorym sa riadi adjungovana
a stavova premennd, z adjungovanej rovnice a podmienky maxima. Ako uvidime dalej,
okrem hladania optiméalneho koncového ¢asu, potrebujeme najst aj pociatoénia hodnotu
adjungovanej premennej.

Najprv si uréime podobu Hamiltonovej funkcie, podla rovnice (2.8) v nasom pripade
dostéavame

H(e, 0,00, D(0) = TOult) (1 — u(t)) + d(—ba(t) — u(t)). (2.17)

Dalej si odvodime diferencidlnu rovnicu pre adjungovanti premennti, pomocou rovnice
(2.9) dostaneme

: (=), _ 2t =)

g = iU Vo0 = @i @1

11



2.2. PPM PRE NASU ULOHU KAPITOLA 2. OPTIMALNE RIADENIE

Z podmienky maxima (2.10) dostaneme vysledok pre optimalne u(t)

~ ~

H(&(t), a(t)y°, (1) = max, Pout) (L —ult)) +p(t)(=bi(t) — u(t)), vt € [0,77].

ue(0,1

Aby sme mohli vyriesit podmienku maxima musime este ur¢it hodnotu ¢°. Ak by sme
zvolili ¢° = 0, dostali by sme pre optiméalnu hodnotu riadiacej premennej kongtan-
tne hrani¢né hodnoty podla znamienka 1;(15), teda & = 0 (pripadne rovné 1). Co by
znamenalo, Ze naSa tcelova funkcia by dosiahla maximalnu hodnotu 0. Avsak zvole-
nim [ubovolného u(t) z intervalu (0,1) dostaneme kladntt hodnotu ucelovej funkcie,
teda tato mozno nebude optimalna. Predpokladajme teda, ze 1)° = 1, potom hladame
maximum

H(5(2), 4(0), 00, 9(6)) = max a(®)(1— u(t) + DE)(-b3(t) ~u(t),  (219)
funkcia, ktort maximalizujeme je konvexné v zlozke u preto jej derivacia podla u je

nulova v bode maxima, teda dostaneme rovnost

oH . ~

Dy L), T, PO (1) = —2a(t) +1 - 9(t) =0, (2.20)

potom pre optimalne riadenie plati

1

a(t) = 51— (1)) (2.21)

Ak zoberieme do tvahy aj obmedzenia pre riadenie k rovnici (2.21) pribudnt nam dalsie
podmienky, ak riadenie z (2.21) presiahne interval [0,1], to je ekvivalentné s tym, Ze

adjungovana premenné dosiahne hodnotu 1 alebo -1. Riadenie bude potom rovné uz

iba okrajovej hodnote tohto intervalu. Preto @(t) = w(1(t)) bude predstavovat funkciu

;

0 ,ak (1) < —1
a(t) = w((t) = ¢ L1 —9(t))  ,ak(t) € [—1,1] (2.22)
1 cak () > 1

Dosadme si w(e)(t)) podintegralnej funkcie v acelovej funkeii

§ N lemat(1—2(t cak (t) € [-1,1
e~ "w(P() (1 —w(y(t)) = ( ) ety (2.23)
0 , inak

12



2.3. FAZOVY PORTRET KAPITOLA 2. OPTIMALNE RIADENIE

Na podintegralnej funkcii v tomto tvare vidime, ze ak namiesto zapornej adjungovanej
premennej pouzijeme jej absolutnu hodnotu, podla rovnice (2.23) dosiahneme rovnaky
uzitok, avsak spotrebujeme pritom mensie mnozstvo stavovej premennej. Plati tiez,
Je ak adjungovana premenné i (t) dosiahne v ¢ase t € (0,7) okrajovii hodnotu 1,
znamenalo by to, Ze prestaneme Cerpat stavovi premenni skér ako by sme ju tplne

vycerpali. Dosledky tychto tvrdeni si zhrnieme v nasledujicich lemach.

Lema 2.2.1. Ak mdme (t) € (—1,0), potom prislusne riadenie k hodnote tejto ad-

Jungovanej premennej nie je optimdalne.

Lema 2.2.2. Ak pri danom riadeni adjungovand premennd &(O) dosiahne okrajovi

hodnotu skor ako stavovd premennd dosiahne hodnotu 0, toto riadenie nie je optimdlne.

2.3 Fazovy portrét

Pre zjednodusenie zostrojenia fazového portrétu zatial zanedbame okrajové podmienky,
na tieto pripady sa potom pozrieme samostatne. Teda po dosadeni rovnosti (2.21) do

diferencialnej rovnice pre stavovii premenni dostavame rovnicu

i(t) = —ba(t) — %(1 _$()). (2.24)

Z rovnic (2.18) a (2.24) dostavame linearny systém diferencidlnych rovnic pre adjun-
govani a stavovil premenni. PretoZze mame iba dvojrozmerny systém, vieme si ho
Tahko vizualizovat pomocou fazového portrétu, ktory nam moze pomodct pri hladani
pripustnych hodnot poc¢iatocnej podmienky 12(0) pre adjungovaniu premennt. V pred-
chadzajucej podkapitole sme odvodili systém diferencialnych rovnic

1

a(t) = —ba(t) — 5(1 - o(t), (2.25)
D(t) = (a+ b)) (2.26)
V nasom pripade si vytvorime maticu systému (2.25-2.26), ktora bude mat tvar
a0
0 a+b

To aky typ pevného (staciondrneho) bodu ma nas systém zavisi od vlastnych hodnot

matice A, v nasom pripade zavisia od konstant —b a a + b. V predpokladoch tlohy

13



2.3. FAZOVY PORTRET KAPITOLA 2. OPTIMALNE RIADENIE

mame podmienku p > r + A, z ktorej po prechode na nové parametre a, b dostaneme
podmienku

a+b>0, (2.27)

preto prvé vlastné ¢islo (a + b) matice A je vzdy kladné. Pre druhé vlastné &islo —b =

r — X\ vSak nemame ziadnu podmienku, preto sa nasa tloha deli na pripady:
1. Ak b < 0 (teda r > \)- pevny bod je typu sedlo
2. Ak b > 0 (r < A)- pevny bod je typu nestabilny uzol
3. Ak b =0 (r = \)- v tomto pripade tloha nemé pevny bod.

V tejto kapitole sa vSak budeme venovat iba prvym dvom pripadom, pripad b = 0 si
rozoberieme neskor v Kapitole 3.

K obom vlastnym hodnotam najdeme vlastné vektory, ktoré predstavuji priamkové
trajektorie, ostatné trajektorie v8ak uz buda mat iba nelinearny charakter. V pripade,
ze st hodnoty vlastnych ¢isiel v absolutnej hodnote rozne, zaciatky trajektorii blizko
kritického bodu sa dotykaju vlastného vektora prislichajuceho k mensej vlastnej hod-
note. Naopak so vzrastajucou vzdialenostou od stacionarneho bodu sa asymptoticky
blizia k smeru vlastného vektora prisliachajiceho k vicsiemu vlastnému ¢islu.

V pripade prvého vlastného ¢isla —b je prva zlozka vlastného vektora volné a druhé

zlozka je rovna nule, teda prvy vlastny vektor je
Vi = , (2.28)

pre vlastny vektor druhého vlastného ¢isla a + b plati
1
(—a — 2b)vy, + JV2= 0, (2.29)

po uprave tejto rovnice dostaneme

vy = 2(a + 2b)vy, (2.30)
teda druhy vlastny vektor je
1
Vo= . (2.31)
2(a + 2b)
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Dalej potrebujeme nast krivku (tzv. izoklina), na ktorej ostavaju hodnoty stavovej
premennej konstantné v ¢ase. Teda derivacia stavovej premennej podla ¢asu je v tomto
bode nulova, preto si zoberieme diferencialnu rovnicu pre z(t) a jej prava stranu polo-

zime rovnua 0

1 1-
0=—-br— -+ = 2.32
T =5+ 50, (2.32)
po uprave dostaneme predpis izokliny
Y = 2bx + 1. (2.33)

Rovnakym postupom odvodime aj izoklinu, na ktorej ostava v ¢ase konstantna adjun-

govani premenna

0= (a+ b, (2.34)

¥ = 0. (2.35)

Bod, v ktorom sa priamky (2.33) a (2.35) stretavaji sa nazyva pevny bod, v tomto
bode uz zostavaju konstantné v case aj stavova, aj adjungovana premenna. Adjungo-
vana premenna ma v pevnom bode hodnotu 0, ak dosadime (2.35) do rovnice (2.33)

dostaneme hodnotu stavovej premennej v pevnom bode

0= 2w +1, (2.36)
1
S 2.
x 5 (2.37)
Teda pevny bod v nasom pripade bude PB = [z, QZJ] = [—ﬁ, .

Aby sme dokézali nac¢rtnut kompletny fazovy potrét, vSak eSte musime zohladnit
ohrani¢enia na riadiacu premennd, v tychto pripadoch, ked zz(t) dosiahne v nejakom
¢ase t hodnotu 1 alebo -1, zostava konstantne na tejto hodnote. Avsak stavova premenna
sa nadalej meni s ¢asom.

V pripade $(0) > 0 bude diferencialna rovnica pre 9(t) v kazdom ¢ase t > t

W(t) =0, (2.38)
zatial Co
w(t) =1, (2.39)

potom diferencialna rovnica pre stavovi premennt bude
z(t) = —bx(t), (2.40)
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k rovnici pripo¢itajme vyraz bz(t) a obe strany prendsobime e

@(t)e’ + ba(t)e’ =0, (2.41)

obe strany rovnice integrujeme v hraniciach ¢ a ¢, kde ¢ znamena ¢as, v ktorom sa zZ(t)

dostane na hodnotu 1:

/t @(7)e’ + ba(r)e’"dr = 0, (2.42)
[513(7)6’”]Z~ =0, (2.43)
z(t)e — z(f)e = 0, (2.44)

po niekol'kych elementéarnych tpravach dostaneme vysledok

2(t) = z(f)el t>1 (2.45)

kde z(t) je hodnota stavovej premennej v case, ked adjungovani premenna dosiahla
hodnotu 1. Pred ¢asom ¢ sa stavova premenna riadi pévodnou diferencialnou rovnicou
(2.25), teda hodnotu x(t) si vieme vyjadrit pomocou tejto rovnice. Mozeme si v&im-
nut, ze ak adjungovana premenna dosiahne hodnotu 1 este pred tym, ako sa stavova
premenné dostane na 0, uz nulovit hodnotu nikdy nedosiahne. Pretoze ked je b kladné
a Cas t pojde do nekonecna, tak cely vyraz sa bude limitne blizit k 0. Ak je b zaporné
cely vyraz bude divergovat do nekonec¢na. Podla vlastnosti vlastnosti modelu, ak je
u(t) = 0 tcelova funkcia je rovna 0, a teda od Gasu f sa uz neakumuluje ziaden dalsi
azitok. Tato skutocnost plati aj v dalsom pripade, kde je ¢(0) < 0, po tom o t)(t)
dosiahne hodnotu -1 bude v = 1, ¢o tiez v tomto modeli znamen4 nulovi akumulaciu
dalsicho uzitku. To v sulade s lemami (2.2.1) a (2.2.2) poukazuje na to, ze optimélne
riesenie treba hladat v oblasti 0 < ¢)(0) < 1, tak aby (T < 1.

Aj ked je zaporné pociatoéné 1/)(0) neoptimalne, pre potreby fazového portrétu si
ukazeme ako sa premenné spravaju po dosiahnuti 1;(2?) = —1, v tomto pripade dosta-

neme diferencialnu rovnicu pre x v tvare

i(t) = —bu(t) —1  t>1, (2.46)

podobne ako v predoslom pripade, po niekol’kych tipravach dostaneme vyslednt rovnicu

pre stavovu premennt

o(t) = z(f)ettD ¢ ———— t>1. (2.47)
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Obr. 2.1: Fazovy portrét s pevnym bodom typu sedlo, pri parametroch b=1.3, a=-0.4.
Trajektorie predstavuju dvojice (x(t), @Z)(t))

V nasej tulohe teda mézeme dosiahnut dva typy pevnych bodov- sedlo a nestabilny
uzol. Priklad pevného bodu typu sedlo z nasej tlohy mozeme vidiet na obrazku (2.1).
V pripade nestabilného uzla nam podoba fazového portrétu zavisi od toho, ktora z
vlastnych honot a + b alebo —b je véicsia v absolutnej hodnote. Rozdiely mézeme vidiet
na obrazku (2.2). Zatial sa nebudeme venovat pripadu a + 2b = 0, vratime sa k nemu

v Kapitole 3.

2.4 Analyza fazovych portrétov

V predoslej ¢asti sme urcili dva zédkladné typy pevnych bodov, ktoré mézu nastat zvole-
nim vhodnych prarametrov modelu. Oba pripady dékladnejsie prekiimame a pokusime

sa najst vhodnych kandidatov na rieSenie, teda budeme sledovat, ktoré trajektorie sa
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(a) Nestabilny uzol b=-0.4, a=0.6 (b) Nestabilny uzol b=-0.4, a=1

Obr. 2.2: Dva pripady pevného bodu typu nestabilny uzol.

mozu dostat az na nulu v premennej x. Pozornost budeme venovat tiez pociatocne;j
podmienke pre stavovi premennii. Pretoze, ako ukidzeme v tejto Casti kapitoly, aj od
tohto parametra zavisi ¢i tloha bude mat rieSenie ktoré sa moze dostat az na nulovii
hodnotu stavovej premenne;j.

V pripade, ked mame b > 0 stacionarny bod je sedlom. Na obrazku nizsie moéZzeme
vidiet, ze pre kladné z vSetky trajektorie (z(t), 1;(0)) také, ze 1;(0) < 0 prechadzaja
nulou v zlozke z(t), ale podla lemy (2.2.1) nie su optimalne. Taktiez pre $(0) > 0
existuju trajektorie, ktoré prechadzaji nulou v zlozke x(t). Ale v tomto pripade plati, ze
ak sa ¢(t) dosiahne hodnotu 1 skor ako sa dostane na 0 v stradnici z(t), uz sa na nulovi
hodnotu nedokéze dostat. V stlade s lemou (2.2.2) preto musime hl'adat kandidata na
rieSenie medzi trajektoriami, ktoré nedosiahnu 1/;(15) = 1 skor ako z dosiahne nulovi
hodnotu. Tiez plati, Zze pre vSetky zy > 0 existuja trajektorie s kladnym pociatoénym
1;(0), ktoré v x mozu dosiahnut, ale ¢im je zy vacsie, tym blizSie k nule musi byt
pociatoéné QZ(O) aby trajektoria v suradnici x dokazala dosiahnut nulova hodnotu pred
tym, ako ¢(t) dosiahne hodnotu 1. Na nasledujiicom obrazku (2.3) st zelenou farbou
vyznacené trajektorie, ktoré predstavuji kandidatov na optimélne rieSenie. Zatial ¢o
ostatné trajektorie su vyznacené modrou farbou.

Ak je b < 0 podoba fazového portrétu sa vyrazne zmeni oproti predoslému pripadu,
typ pevného bodu sa zo sedla zmeni na nestabilny uzol. Vysledny tvar a smer trajektorii

fazového portrétu sice este zavisi na vlastnych hodnotach diferencialneho systému,
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Obr. 2.3: Fazovy portrét s pevnym bodom typu sedlo, pri parametroch b=1.3, a=-0.4

s vyzna¢enymi kandidatmi na optiméalne rieSenie (zelena farba)

ale trajektorie, ktoré sa dostani v premennej x na hodnotu 0 sa riadia rovnakymi
pravidlami. V pripade, Zze mame kladné poc¢iatocné 7]}(0) existuju trajektorie, ktoré sa
mozu dostat do 0 iba v pripade, ak xg < _L% Pre zaporné pociatocné LE(O) dokazeme
najst trajektorie, ktoré dosiahnu 0 aj ak je zy > }21) Ale to plati iba do uré¢itej hodnoty
pociatoného xy, nad ktorou uz vetky trajektorie smeruji do nekonecna v premennej x
a teda nikdy sa na hodnotu 0 nedostani. Ale v tomto pripade bude optiméalnesie zvolit
1;(0) = (, pretoze sa v tomto pripade najrychlejsie akumuluje uzitok a aktivum sa nam
nikdy takouto rychlostou predaja nevycerpa. Co nam opét sihlasi s lemami (2.2.1)
a (2.2.2), hfaddme nezaporne @Z)(O) také, aby QJNJ(T) < 1. Na dalgich dvoch obrazkoch
(2.4) a (2.5) sa nachadzaju obe podoby fazového potrétu v pripade, ze b < 0, aj s

vyznac¢enymi kandidatmi na optimalne riadenie.
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Obr. 2.4: Féazovy portrét s pevnym bodom typu nestabilny uzol, pri parametroch

b=0.4, a=0.6 s vyznacenymi kandidatmi na optimalne rieSenie
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Obr. 2.5: Fazovy portrét s pevnym bodom typu nestabilny uzol, pri parametroch

b=0.4, a=1 s vyznac¢enymi kandidatmi na optimélne riesenie
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Kapitola 3
Dosazitel n4 mnozina

Aj ked dosazitelné mnoziny nakoniec neboli kltucové pri koneénom vyrieSeni nasho
problému, v praci tuto kapitolu uviddzame, pretoze ndm pomohla lepsie pochopit pro-
cesy, ktoré sa odohravaju v nasej tulohe. Verime, Ze aj napriek tomu bude pre Citatela
dostato¢ne zaujimava a dopomoze mu k lepsiemu pochopeniu problematiky. Tak ako
pri fazovych portrétoch budeme skimat v akych pripadoch sa riesenie lohy moze do-
stat k nulovému stavu zasob. Porovname ich s vysledkami z minulej kapitoly, ktoré sme
ziskali z analyzy fazovych potrétov, a tiez urc¢ime v akych pripadoch stav zasoby aktiva

nikdy nedosiahne nulu.

3.1 Dosazitena mnozina

Dosazitelna mnozina predstavuje mnozinu vSetkych stavov, ktoré mozu byt dosiahnuté
v urc¢itom c¢ase pri vSetkych moznych pripustnych riadeniach. V tejto casti prace bu-
deme sledovat vSetky mozné hodnoty stavovej premennej x a takisto hodnoty tcelove;j
funkcie v rovnakom fixnom ¢ase, vyuzijeme pri tom vztahy, ktoré sme za pomoci teorie
optimalneho riadenia odvodili v predchadzajucej kapitole. Speciéﬂne nés bude zaujimat,
aké hodnoty moze nadobudnit ucelova funkcia vtedy, ak sa stavova premenna dostane
na nulovi hodnotu. Potom optimum tulohy, ktoré hladame, nastane ak najdeme ma-
ximalnu hodnotu dcelovej funkcie za podmienky nulovej hodnoty stavovej premenne;j.
Preto si systém, ktory budeme riesit rozsirime o premennt z°(t), ktord predstavuje

hodnotu ucelovej fukcie v Case t.
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Definicia 3.1.1. Definujme si R(t,xo,1(0)) ako dosaZitelni mnoZinu pre ¢ast a mno-
Zinu pociatocnich hodnot x, @(0) Ak U je mnozina vsetkiych pripustnijch riadent,

potom R(t, zo,1(0)) bude mnoZina:
R(t, 20, 0(0)) = {(z,2°) | 3 u € U, x(t, z0,u(t)) = z, 2°(t, zo, u(t)) = 2°}.

Ako sme uz naznacili v predchadzajicom odstavci zaujimat nas bude predovsetkym
vztah stavovej premennej a mnozstva naakumulovaného uzitku z ucelovej funkcie v
ur¢itom fixnom ¢ase. V predoslej kapitole sme odvodili, Ze stavova premennéa sa riadi

podla rovnice (2.24) s pociato¢nou hodnotou z(0) = z

i(t) = —ba(t) —w(¥(1)) (3.1)

a hodnotu tcelova funkciu si zadefinujme ako

(1) = e w(W(7))(1 — w(i(7))), (3:2)
teda dalej budeme riesit uz rozsireny systém (3.1-3.2). Hodnotu premennej z°(¢) si
zadefinujeme, ako )

) = [ el - u)dr 3:3)
a podiatotna hodnota bude 2°(0) = 0. Dalej sme odvodili aj diferencialnu rovnicu pre
adjungovanu premennt (2.18), ktorej rieSenim je

p(t) = ()l (3.4)

v nasom pripade zatial nevieme uré¢it pociato¢ni hodnotu adjungovanej premennej,
optimalizovat teda musime nielen podla koncového casu, ale aj vzhladom na ¢)(0).

Naga riadiaca premenné sa potom da vyjadrit aj ako funkcia dvoch premennych ¢ a

(0)

u(t) = w((t)) = ht, 5(0)) = 5 (1 B(O)er"). (35)

Nasledujucu definiciu sme sformulovali na zéklade kapitoly 3.4. z knihy [6].

Definicia 3.1.2. Riadenie u(t) nazveme extremdlnym, ak spliia princip mazima (2.10).

Navyse ak je R(t,xo,%(0)) konvernd mnoZina, potom riadenie, ktoré je extremdlne

nds vo fiznom case t zavedie na (z(t,xo, u(t)), z°(t, xo, u(t)) = (x,2°), pre ktoré plati
(z,2°) € OR(t, xo,1(0)). A za tijchto podmienok tieZ plati, Ze vektor (1,4)(t)) predsta-

vuje normdlu k R(t, zg,%(0)) v bode (z,2°).
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Z rovnic (3.1) a (3.5) dostaneme

1

(1,9(0)) = =ba(t, 9(0)) — 5 (1 = D(0)e") (3.6)

Oz
ot

a pouzitim rovnosti (3.3) a (3.5) ziskame vztah pre z°(t, ¢ (0))

(£, $(0)) = max /0 t e‘”% (1 - d()ele+7) (1~ %(1 ~ G ))dr. (37)

Pripustné riadenia vo vztahoch (3.6) a (3.7), s ktorymi budeme d'alej pracovat, splitaji
princip maxima. VyrieSenim tychto vztahov ziskame mnozinu dvojic z(t, h(t,4(0))) a
20(t, h(t,1(0))), tato mnozina podla definicie (3.1.2) predstavuje okraj dosaZitelnej
mnoziny. V tomto pripade nam to vSak staci, pretoze optimum (ak nejaké existuje),

ktoré hladame sa musi nachadzat prave na okraji dosazitelnej mnoziny.

3.1.1 Stavova premenna

Pocitajme najprv diferencialnu rovnicu pre stavovil premennt, po priratani vyrazu

bx(t) dostaneme

or , - ~ 1 ~
S (B 0(0) + ba(t,9(0) = =5 (1= P(0)el 7). (3.8)
Nasledne celt rovnicu prenasobime vyrazom e
or = - bt 7 bt Loy 1 (a+2b)t

obe strany rovnosti integrujeme v medziach 0 a ¢, pre lava stranu potom plati

tox ~ - t

(T PO+ ba(r,(0)) T = [ (m 90| = @t $(0)e” 0, (3.00)

kde x( je zadana pociato¢na hodnota stavovej premennej. Potom pre pravi stranu tiez
plati

1 [t b 1 -~ 13 1rebmqt 1 -~ e(a+2b)7 t
- ™d ~0(0 (a+2b)‘rd _ __[_:| Z0(0 |: :|
2/06 T+2¢<)/Oe Uil P SOl T

- —5(55) 50 (o)

Dokopy teda dostaneme

ot D) 20 =~ (T2) + Loy (2t
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bt b

tiuto rovnicu prendsobime e~ a pripoc¢itame ez, dostavame vysledny vztah pre
stavova premennu

6(a-i—b)t — ek

1<e—bt -1

o1, 50) = 5 () + 590)(

- ) + zpe (3.12)

a+2b

Zatial sme vo vypoctoch nezahrnuli obmedzenie na riadiacu premennu, ktord ma
mat v kazdom ¢ase od 0 po T" hodnotu z intevalu [0, 1]. Pretoze sme vSetky rovnice
previedli zo vztahu stavovej a riadiacej premennej na vztahy medzi stavovou a adjun-
govanou premennou, musime si previest aj tieto obmedzenia na riadiacu premenni na

obmedzenia pre adjungovanu premenni. Pre riadiacu premennt plati

1

ult, D(0) = 5 (1 - 1/?<0)e<a+b>t) e [0,1], (3.13)

po niekol'kych elementarnych tupravach dostaneme
P(0)el@tt ¢ [—1,1]. (3.14)

Kedze funkcia ¥(0)e*™" je rydzo monoténna (ak je ¢(0) kladné rastie, ak je zaporné
klesd), ak ¥(0) # 0, v urcitom ¢ase ¢ € [0, 7] nadobudne hodnotu jedného z okrajov
intervalu a aby boli dodrzané obmedzenia na tejto hodnote uz ostane az do koncového
¢asu T. Stavova premenné sa teda od ¢asu 0 po ¢ bude riadit podla rovnice (3.12),

aviak po prekroceni ¢asu ¢ az do koncového casu T pre ¢(0) € (0, 1] plati

oxr, - ~
5 (& 9(0)) = —ba(t,4(0)), (3.15)

pre 1(0) € [—1,0) mame diferencialnu rovnicu

or, - N
VyrieSime najprv prvy pripad, kde mame 1;(0) kladné, po niekolkych upravach rov-
nice (3.15) dostaneme

2(t,9(0)) = 2 (F,9(0))e" ", (3.17)

pretoze x(f,1(0)) mame definované uz rovnicou (3.12) v bode , po dosadeni do (3.17)

dostaneme
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— <%<1 _beb£> + %?ﬁ(o)(e(ti—);;l> + iUo) e, (3.18)

stavova premennd sa riadi podla rovnice (3.18) iba v ¢ase t € (£,T] a pre interval

t € [0,] plati vztah (3.12).

V pripade, 7e 1(0) je zaporné riesime diferencialnu rovnicu (3.16), podobne ako v
predoslom pripade dostaneme

plat2b)t _ bi—bt

a0 = (5(155) + 0 (U ) rm)e e G )

Dostali sme teda vztah, ktorym sa riadi stavova premenna v pripade, ze t € (£,T] a v

pripade t € [0,7] pre x(t, 1/;(0)) plati rovnica (3.12).

Ak pre pociato¢ni hodnotu adjungovanej premennej plati 1;(0) = 0, riadiaca pre-
menna bude u(t,¥(0)) = 1 pre vietky ¢ € [0, T]. Potom pre stavovii premennt dosta-
neme vztah

or, -~ ~ 1
22 4,9(0)) = ~ba(t,50)) - 3

27
rieSenie je analogické k rovnici (3.16), rozdiel je iba v asovom intervale, pocas kto-

(3.20)
rého sa stavova premennd riadi podla tejto diferencialnej rovnice, nakoniec dostaneme
vysledok:

1— efbt
—9b + .Toe_bt

x(t,9(0)) = (3.21)

3.1.2 TUcelova funkcia

Rozanalyzovali sme vSetky pripady sprévania stavovej premennej v [ubovolnom case,
nas vsak zaujima zéavislost stavovej premennej od ucelovej funkcie, teda podobnt ana-
Iyzu musime urobit aj pre z°(¢,1(0)). Ak sa nam podari zmapovat spravanie oboch
premennych dokédzeme vytvorit dosaZitelni mnozinu. Poéitajme teda integral (3.7),

plati

%(1 _J}(O)e(a+b)t)( 2( — (0)ele+) )> ¢2( )e2atb)t (3.22)

po dosadeni (3.22) do (3.7) dostaneme

xO(t,z;(o»:/Ote— (5 - 7P )drz}l/ote—mm 10 )/Ot @2 g7

e(a-|—2b)t -1

—at 4 ¢ 1 -~ (a+2b)T ¢ le o — 1
=l ol

- 3.23
o 4 a+2blo ( )

L3 (0)
4 —q 4 a-+2b
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Avsak v rovnici (3.23) sme zatial nebrali do avahy obmedzenia na riadiacu premennt,
teda ako v pripade stavovej premennej musime uvazovat, Ze riadiaca premenna po
dosiahnuti hranice intervalu pripustnych hodnét po zvysok trvania tulohy ostane kon-

Stantna. Podobne ako pri stavovej premennej, v pripade, Ze QL(O) € [-1,0)

2t 5(0)) = /0 e(i - }11;2(0)@2@%)7)617 + /t 11— 1)dr —

t 1 1 - t 1€—af -1 e(a—‘,—?b)t~ -1
_ - _—ar __ — 0 (a+2b)7d / Odr = =
/0 7€ 4w (0)e T+ | Odr =7

t

1 -
- Z¢2(0)W (3.24)
Analogicky v pripade, ze ¢(0) € (0,1] dostaneme ten isty vysledok.

V poslednom pripade, ked 7,;(()) = 0, je riadiaca premenné rovna jednej polovici pre
vietky t € [0,T7], teda v tomto pripade mame

20(t,9(0)) = /Ot e“”%(l _ l)dT _ Lot (3.25)

Aby sme dokazali zostrojit dosazitelni mnozinu musime este urcit ¢as ¢, v ktorom
riadiaca premenné dosiahne okraj intervalu pripustnych hodnot. Pre riadiacu premennt

v case £ a 1(0) € [~1,0) plati

o 1 i
_ (4 (a+b)i
u(t, 9(0)) = 5 (1= P(O)e D7) = 1,
€(a+b)t ~1
—1(0)
~ 1
(a+b)t =In(— ,
<—¢(0)>
;_ —In(=9(0))
pu— .2
! a+b (3.26)
V pripade, Ze ¢(0) € (0, 1] dostaneme analogicky
- —In(4(0)
t= b (3.27)
Mbzeme si v&imniat, Ze vieobecne plati pre ¥(0) € [—1,1]
- —n[d(0)]
! a+b (3.28)

Pre ¢(0) = 0 bude c¢as ¢t nekoneény, ¢o nam sthlasi s tym, ze riadiaca premenna je

konstantne rovna jednej polovici.
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Teraz uz mame vsetko potrebné, aby sme si vedeli zostrojit celi dosazitelnii mno-
zinu. Grafické znazornenie dosazitelnych mnozin by mohlo byt vhodnym néhladom
na nasu ulohu, prave preto, Ze sa na tulohu pozera z iného pohladu ako fazove por-
tréty. Budeme sledovat ¢i sa vysledky tychto dvoch pristupov zhoduju a ¢i nam nahl'ad
na ulohu prostrednictvom dosaziteInych mnoZin neprinesie nové poznatky o spréavani
ulohy. Narozdiel od fazovych portrétov si budeme mnoziny dosazitelnosti zobrazovat
v stavovej premennej na osi x a hodnoty ucelovej funkcie na osi y. Zobrazme si najprv
dosazitelnit mnozinu s rovnakymi parametrami, pre ktoré sme zhotovili fazovy portrét
s pevnym bodom typu sedlo v predchadzajucej kapitole (Obr. 2.3). Pripomenme si,
ze v tomto pripade nezalezi na pociato¢nom mnozstve aktiva xy vzdy existuju 12(0),
s ktorymi sa stavova premennd dokéze dostat na hodnotu 0. Konkrétne to plati pre
vietky zaporne a nulové (0), pri kladnych 1)(0) zaleZi na tom ¢ sa adjungovana pre-
menné dostane na hodnotu 1 neskér ako stavova premenna na 0. Na obrazku (3.1)
mozme vidiet dosazitelni mnozinu pri tlohe so spominanymi parametrami. DokéZeme
tu pozorovat rovnaké javy ako pri fazovych portrétoch. Cela l'ava strana "kopca”, ktora
predstavuje hodnoty premennych pri zapornom pociato¢nom &(O) sa po urcitom Case
dostane v premennej x do zapornych hodnét. Takisto cast pravej strany, ktora pred-
stavuje kladné hodnoty (0) sa dostane v 2 do zapornych hodnét. Zvysna cast pravej
strany dosaZitelnej mnoziny sa iba blizi k 0, tak ako nam ukéazali fazové portréty, v
tomto pripade adjungovana premenné dosiahla hodnotu 1 a stavova premenné sa iba
limitne blizi k nule.

Rozoberme si aj pripad natavenia parametrov modelu, pri ktorom sme dostali fa-
zovy portrét s pevnym bodom typu nestabilny uzol. V tomto pripade nam fazové
portréty ukazali, Ze zélezi na pociatoénom mnozstve aktiva. Ak presiahne ur¢ita hod-
notu uz sa stavova premenna nedokaze dostat na hodnotu 0. VSeobecne plati, ze ak
je £ 0) >

}%, tak sa vlastnikovi vyplati predavat aktivum najvyhodnejSou moznou

rychlostou u(t,0) = % a aktivum sa pri tejto rychlo nikdy nevypredéa. V pripade, zZe

zo < —5, tak optimalne riesenie budeme hladat pre ¥(0) € [0,1). Na obréazku (3.2) mo-
zeme vidiet dosazitelné mnoziny v pripade, Ze ro = 3 > _%b = 1.25, podla o¢akavania
dosazitelnd mnozina sa v premennej x posiuva smerom od 0. Na dalsom obrazku (3.3)

je tloha s rovnakym parametrami, ale s xrp = 1 < 1.25. V tomto pripade pri vSekych
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Obr. 3.1: Priklad zobrazenia dosaZitelnych mnozin s ¢asovym posunom t;; = t;+0.5,

s parametrami ro =3, a=—-04ab=1.3

zépornych a pri niektorych kladnych (musia byt blizko 0) ¢(0) sa stavova premenna

dokéZze dostat na nulu.

3.1.3 Hranic¢né pripady

Odvodili sme vztahy, ktoré platia pre va¢sinu zadanych parametrov modelu, avsak pre
ur¢ité kombinacie parametrov tieto vztahy zlyhavaja. Pri integrovani niektorych vzta-
hov nastéava moznost, ked nakoniec vysledny vztah obsahuje zlomky, ktorych menovatel
moze byt nulovy, pretoze model nam nezakazuje takéto kombinacie parametrov. Kon-
krétne takéto singularne pripady nastanu ak zvolime a = 0, b = 0 alebo a + 2b = 0.
Vztahy, ktoré platia pre tieto tri pripady, teda musime odvodit osobitne.

V prvom pripade, ked a = 0 rovnica pre stavovii premenni ostéava nezmenena (3.12),

ale pre ucelova funkciu musime odvodit novy vztah. Povodna funkcia pred integrovanim
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Obr. 3.2: Priklad zobrazenia dosaZitelnych mnozin s ¢asovym posunom t; 1 = t;+0.5,

s parametrami ro =3, a=0.6 a b= —04

vyzera nasledovne

N 1 [t -
R000) = § [ e - B ar (3.20)
0
ak vyuzijeme podmienku a = 0 dostaneme
)= [1-doear =3[ -dorg L e
x(t, =1/, e™Tdr = 2|7 ol :

po niekol'kych upravach dostaneme vyledok v tvare

N 1— 626t>

(6, 0(0)) = 5 (++ 920

1 (3.31)

V dalsom pripade mame b = 0, rovnica ucelovej funkcie pre tento pripad ostava v

tvare (3.23), avSak rovnicu pre stavovi premennti musime v tomto pripade odvodit.

Diferencidlna rovnica pre stavovi premennt je

Oz n 7 1 7 a+b)t
57 60 (0) = =ba(t, 9(0) = S(1 = $(0)el*), (3.32)
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Obr. 3.3: Priklad zobrazenia dosazitelnych mnozin s ¢asovym posunom t;,1 = t; + 1,

s parametrami zo =1, a=0.6 a b= —-04

pri podmienke b = 0 teda dostaneme

ox

1
a(t

$(0)) = =5 (1 = ¥(0)e™), (3.33)

obe strany rovnice integrujme urcitym integralom s hranicami 0 a ¢

/0 %(T,QL(O))dT _ —% /0 (1 — §(0)e™ ) dr, (3.34)
£ (1, (0)) — (0, 9(0) = 5 (1 = SO~ 04+ 9(0)-), (3.35)
vysledny vztah pre z(t,1(0)) potom bude
) g
(£, 9(0)) = %¢(0) - L %t + 2o, (3.36)

Posledny $pecialny pripad je a + 2b = 0, pre tento pripad musime znovu odvodit

oba vztahy pre stavovii premennu aj ucelovi funkciu. Najprv si odvodime vztah pre
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stavovi premennd, prvé upravy, ktoré sme urobili pri odvodzovani pévodného vztahu
su pripustné aj pre tento pripad. Zac¢nime teda az od bodu, kde sme museli obe strany

rovnice integrovat (3.9)

or ~ 1 1~
E(t)ebt + ba(t, 1(0))e" = —56“ + §w(0)e(“+2b)t, (3.37)

v tomto pripade plati

o
ot

1

(1, SO + ba(t, §(0))e" =~ + 2(0), (3.38)

teraz uz mozeme obe strany integravat

t a _ ~ 1 t ~
O 3(0)e" + ba(r, $(0)Tdr = — / & G(O)dr,  (3.39)
o Ot 2 Jo
s0)e] = -2 — gy’ 3.40
a(r )] =3 [5 0] | (3.40)
- - 1/1—e -

2(t, D))" = (0,(0)) = =3 (—— = ¥(0)t), (3.41)
k obom stranam rovnice pripo¢itame z, a potom celd rovnicu prenasobime e~ % a

dostaneme nasledovny vysledok

~ 1/e7 % —1 1- bt bt

2(t,9(0)) = 5( . )+ SUO0)te™ 4z ™. (3.42)

Pre ucelova funkciu plati vztah

- 1 [t - 1 [t -
2V(t,4(0)) = Z_l/ e~ (1 — ?(0)eX ) dr = Z/ e~ —%(0)e ) dr, (3.43)
0 0
po dosadeni podmienky a + 2b = 0 dostaneme
- 1 [t -
2°(t,9(0)) = 1 / e T —*(0)dr, (3.44)
0
(1 00) = 1 [~ 0] (3.45)
’ 41 —a 0 '

a nakoniec dostaneme vztah pre ucelova funkciu

Cle -1 1

(1, 9(0) = ;———— = 7V (0. (3.46)
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Kapitola 4
ZavisSenie optimalizacie

V tejto Casti prace zavisime predoslé vysledky a pomocou vztahov pre stavova pre-
mennt z a hodnoty tcéelovej funkcie 2° najdeme optimalne riegenie. V predoglej kapi-
tole sme odvodili potrebné vztahy a naSou tlohou je najst maximum tucelovej funkcie

za podmienky nulovej stavovej premenne;j.

4.1 Uloha na viazany extrém

NasSa uloha sa déa riesit aj ako optimaliza¢na tloha, kde maximalizujeme tuc¢elova funkciu
za podmienky nulovej hodnoty stavovej premennej v koncovom case T. A v silade s
lemami (2.2.1) a (2.2.2) hladame kladné (0), kde ¢/(T) < 1, potom tlohu mozeme

formulovat ako
— maz, (4.1)

pri podmienke
(T, 4(0)) = 0, (4.2)

tato tloha by sa dala riesit pomocou parcidlnych derivacii Lagrangeovej funkcie, ale
my uprednostnime druhy sposob, pri ktorom si vyjadrime z podmienky (4.2) premenni
@ZJ(O) ako funkciu ¢asu do vycerpania zésob. Cim tlohu zredukujeme na tlohu hladania
extrému funkcie jednej premennej. Z podmienky (4.2) dostaneme

1 e(aer)T bT

o 00) = (50 + Lo

—e T
a+2b ) + 2o =0,
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(a+b)T _ ,—bT 1 =T _ 1
)4 e

1 -
§¢( ) ( a+2b 2 —b
- (a+2b) (e — 1) + 2(a + 2b)bzge "
P(0) = o(T) = —b(elath)T — o=bT) . (4.3)
Teda s pouzitim (4.3) sa tloha (4.1)-(4.2) zmeni na
2T, o(T)) — max. (4.4)
Ucelovi funkciu teraz derivujeme podla koncového ¢asu
z° oY - dozY Do
— (T, p(T)) = —(T = T —(T 4.
o7 (T #(T) = G (T 9(0) + 20 (T D(0) 52T (4.5)
kde pre derivaciu g—;(T ) podla vety o implicitnej funkcii plati
¢ 0x(T,$(0)) /0x(T,(0))
—(T) = — = 4.
SE(T) 4/ S0 (4.6)
potom po dosadeni do (4.5) dostaneme
Oz° 0z  02° Ox ; Ox
9T o(T)) = 25 47
o7 (T oT) = G = o [ e (4.1

V bode, kde sa nachadza extrém alebo infexny bod funkcie musi byt derivicia rovné

0, polozme teda pravi stranu rovnice (4.7) rovna nule

0
oz’ Oz ox _0, (4.8)

(91:0_ 13
OT 9y (0) 9T/ 94(0)

Osobitne si vyjadrime aj derivéacie zo vztahu (4.8). Vychadzame zo vztahov (3.12) a

(3.23), potom ich derivovanim dostaneme:

00 1. 0(0) = 1T (1 - (). (4.9
axO 5 1 - e(a+2b)T -1
20(0) (T,¥(0)) = —E@D(O)Wa (4.10)
O (1,5(0)) = ~ba(T,5(0) ~ (1~ H(T)),
ak vyuzijeme aj podmienku z(7',1(0)) = 0 dostaneme
Ox ~ 1 ~
57 (D ¥(0) = =51 = %(T)), (4.11)
or B le (a+b)T __ e~ 0T
8w(0)( ,¥(0)) = 2 ot (4.12)
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Vyjadrené derivécie teraz dosadime do rovnice (4.8) a dostaneme:

Ox° 0x® Ox ; Ox

aT — 99(0) T/ 9(0) ! 13
1t (1) = (- 30 g ) (30-5m) [ (5 ) =
(4.14)

menovatel zlomku moézeme vykratit s prvou zatvorkou a v menovateli ndm ostane iba

e %" potom dostaneme

1 _aT<1 _ &2(71)) B %&(0)6”(1 _ lg(T)) =0, (4.15)
1T (1= - Zh@er (1-4(r)) =0, (416)
1T (1= 9@ - 20(1) + (D) =0, (.17
e (1-am) =0 (4.18)

dostavame teda rieSenie, kde mame dvojnasobny koren gE(T) = 1. Av8ak eSte musime
urcit ¢ sa v nasom pripade jedné o maximum, preto budeme analyzovat rovnicu (4.7) v
koncovych ¢asoch mensich ako ¢as T spliajuci podmienku Q;(T) = 1. Poznamenajme,
ze Cas, ktory Spfﬁa tato rovnicu je najvacsi mozny cas, za ktory sa stavova premenna
dokéze dostat na nulovi hodnotu. Este raz si napiSme vyraz (4.7) v spojeni s vysledkom

(4.18)

0" 9z°  02° 9z ; Ox 1, -

2
: (4.19)
Prva cast vyrazu je vzdy kladna a druhé cast je kvadraticka, preto je derivacia tucelove;j
funkcie vzdy kladné. Teda tucelova hodnota tucelovej funkcie rastie s rasticim T, pre
koncové ¢asy splitajice podmienku ”@(T) < 1 a ¢as splnajuci podmienku z vysledku
@(T) = 1, je najvacsi pripustny ¢as. Poznamenajme este, Ze v pripade, ak by sme mali
povolené ¢)(t) > 1 by bod ¥(T) = 1 bol iba inflexnym bodom a ucelova funkcia by bola
maximalna pre 7" idice do nekonec¢na.
Pouzitim podmienky z/?(T) = 1 a rovnice pre adjungovani premennu (3.4), dosta-

neme podmienku pre @E(O) pri optimalnom koncovom case
)(0) = e~ (T, (4.20)
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po dosadeni (4.20) do vztahov pre stavovii premennt a ucelovi funkciu dostaneme

implicitné funkcie pre optiméalny koncovy cas T
(

lasb)T @ T 2
lemletTelol _ 17 4 g, ,ak b =0

2(T, e @y = o =

N |—=

—bT_ _ (a+b)T _ ,—bT Y .
<e . 1) —1—%6 (‘”b)T(—e £ )—I—moe o , inak

N[ =

a+2b

\

(4.21)

hodnota tcelovej funkcie v optime je
(

2b

BT, e @07 = i(e’“*l - e—2<a+b>TT> caka+2b=0  (4.22)

—a

i(T + e’2m+b)fﬂ> ,aka=0

, inak

<e_“T—1 _ o~ 2atb)T e<a+2b)T—1)

1
. 4 —a a+2b

optimalne riadenie splha rovnicu

A

a(t) = =(1 — @10y 4 [0, 77, (4.23)

a pre optimalnu spatna viizbu v Gase ¢ € [0, T] plati vztah

(
_ P ela)t

le~latb)Tel—1 —L — Lt + 1 ,akb=10

x(t7 67(a+b)j—‘) f— %(6_1);—:[) _|_ %e—(a"rb)’fte—bt + xoe—bt , ak a + 2b — 0

1 7bt_1 1 — TA (a+b)t _ —bt .
3 <e 5 ) + 56 (a+b) <—e p 2be + xp€ bt , inak
\

(4.24)

V hrani¢nych pripadoch sti vztahy pre premenné z° a z trochu iné ako vo vSeobecnom
pripade, pre ktory sme ukézali, Ze v pripade, ak existuje taky kone¢ny ¢as T, ktory splia
rovnicu 1/;(T) = 1, tak je optimalny. Avsak aj v tychto pripadoch sa da jednoducho
ukézat, ze podobnym sposobom ako vo vSeobecnom pripade vieme odvodit rovnaky

vysledok (4.19).

Poznamka: Na zaver prace sme si uvedomili, Ze sa vdaka vysledkom z Kapitoly 2
sa uloha (2.13)-(2.14) da tranformovat na Standardni dlohu optimalneho riadenia s
volnym ¢asom a pevnym koncom. Vdaka leme (2.2.2) totiz moézeme do podmienok
tlohy priamo pridat podmienku z(7") = 0 a terminalnu podmienku pre koncovy ¢as T
mozeme vynechat, teda koncovy ¢as bude volny. Tato podmienka spolu s tlohou (2.13)-
(2.14) a s predpokladmi modelu z(0) = zo > 0 a u(t) € [0,1]Vt € [0,T] predstavuju

Stadardnu ulohu s volnym ¢asom a pevnym koncom.
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Téato formulacia zjednodusi odvodenie nutnej podmienky (4.19), ktora je bezpro-
strednym dosledkom podmienky stacionarity

A A ~ A A ~ A A

H(#(T), al(T), 0%, $(T)) = a(T)(1 = a(T)) + (D) (~&(T) — (1)) = 0. (4.25)

7 toho vyplyva, Ze rieSenie adjungovanej rovnice, ktoré da optimélne riadenie musi
spliat (4.19). Zostéava viak este dokézat, Ze toto rieSenie je naozaj optimalne, ako sme

to v tejto kapitole urobili.

4.2 Zhrnutie

V predchadzajicich kapitolach sme odvodili vSetky potrebné vztahy, ktoré sme po-
tom v tejto kapitole pouzili na vyriesenie nasej tlohy. V tejto Casti prace si zhrnieme
vSetky dolezité vztahy a vysledky, ku ktorym sme nakoniec dospeli. Zac¢nime zadanim

deterministickej tlohy, ktort sme odvodili z povodného modelu v Kapitole 1.
T (x=0)
max / ety () (1 — u(t))dt
0

(t) = (r — Na(t) —u(t), u € [0,1]

v ktorej predpokladame, Ze parametre tlohy splhaju vztahy: p > 0 a A+ 17 < p.
Substiticiami p — 2A = a a A — r = b sme zredukovali pocet parametrov ¢im sme

dostali tlohu optimélneho riadenia

T (z=0)
max/o e~ "u(t)(1 — u(t))dt,

x(t) = =bx(t) — u,
z(0) = z9 > 0,

u € [0, 1],

a predpokladame, ze a + b > 0. Pomocou metdéd optimélneho riadenia sme potom

odvodili vztah pre riadiacu premennti, ktory spliia princip maxima (2.19)

(

;ak ¥(t) < —1

jen)

a(t) = w(@(t) = 4 L1 —9(t))  , akp(t) € [—1,1]

cak (t) > 1

—_
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potom v Kapitole 3, sme odvodili vztahy pre stavovi premenni a hodnotu tcelovej fun-

kcie, ktort sme si oznacili ako 2°(t). Stavova premenna sa riadi nasledovnymi vztahmi:

(O)& 1t + 1 ,akb=10

¥
x(t,9(0)) = %<€7b271> + Lp(0)te b 4 pe ,ak a+2b=0
o—bt_ platb)t_o—bt _ .
\%( 1) 2¢( )(W) +ZE0€ bt s inak

a pre ucelovi funkciu sme odvodili vztahy:

<t+1/12( )L bet) ,aka=0
20(t, (0)) = i(ff 1 ¢9()) Jaka+2b=0 (4.26)
\i( =1 h2(0 )—e(a:ibz);_l> , inak

Nakoniec sme pre tieto vztahy hladali optimum. Vysledok sme odvodili iba pre
vztahy vo v8eobecnom pripade parametrov tlohy, kde sme si sformulovali maxima-
lizacny problém s viazanym extrémom. Ale rovnaky vysledok dostaneme obdobnym
postupom aj v singularnych pripadoch (¢ =0, b =0 a a + 2b = 0). Teda mame tulohu:
plat20)T _

~ le o7 —1

DEH0) = ;-

pri podmienke

(T, 4(0)) =0, (4.28)

Tato tloha mé iba jedno rieenie a to koncovy ¢as T, ktory spliia podmienku ¢ (T) = 1.
Cize rieSenie, ktoré sme dostali znamena, ze ako pociatocné @E(O) zvolime najvacsie
mozné, pri ktorom sa este stavova premenné dostane na nulovi hodnotu.

Este si pripomenme vysledky analyzy fazovych portrétov z Kapitoly 2. V pripade,
ze b > 0, teda v pdévodnych parametroch A > r, mame fazovy portrét s pevnym bodom
typu sedlo. V tomto pripade nezalezi na po¢iato¢nej hodnote stavu zasob aktiva (zg),
vzdy bude optimalny prave koncovy ¢as splhajici QZJ(T) = 1. Toto riesenie vsak neplati
vzdy, ak mame b < 0 (A < r) nastava pripad pevného bodu typu nestabilny uzol.

Tu uz je hodnota xy klucova, ak je pociatocné z, < +ﬂ optimalny bude cas

20
ako v predoslom pripade, teda T spliiajice zE(T) = 1. Ale ak mame zq > —m,
ziaden kone¢ny ¢as nesplita podmienku @(T) = 1. Optimalne je pre tento pripad zvolit

U(0) = 0, teda u(t) = 1 pre vietky ¢ € [0, 7. To zodpoveda rychlosti predavania aktiva,
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pri ktorej sa najrychlejsie akumuluje uzitok, a v tomto pripade ani pri takto rychlom
predaji nikdy nevycerpame zasoby aktiva.
Ak je ¢as splhajici podmienku @(T) = 1 kone¢ny, platia nasledovné vztahy. Cas T

je urc¢eny implicitnymi rovnicami pre x(T , e*(p*’”*A)T) =0

/

= S, A0
0= %(e(r NF_ 1) n %6—(p—r—/\)Tt€(r—)\)T + gerNT cak p—2r =0
%(e(r NT_ 1) + %ef(ﬁfrfz\)j"(e(P’T’i:i;Te(rf/wT> +$06(T7)‘)T ’ inak
(4.29)
a hodnota tcelovej funkcie v optime
—2(p—r—N)T 1=e20—17T _
<T+€2(p )W> ,akp—?)\—()
“0 ¢ —(p—r=N)T\ __ e(2A—p)T _ — g \YP P
ZE(T,B P >_ %(%;_pl—e%’ MTT) ,akp—2r:0
1fe-nT 1 _o(p—r—NTer—20T_1 :
\Z< np  © v ) p=2r ) , inak
(4.30)
optimalne riadenie bude
1 - .
a(t) = (1 - elatt)(t=T)) te[0,7]. (4.31)
V pripade b < 0, xg > 2b= kedy neexistuje kone¢ne T spliiajice podmienku w( )=
1, bude optimalne zvolit riadenie 4(t) = 5 pre vietky ¢ € [0,00). Hodnota stavovej

premennej v tomto pripade bude spliat vztah
1 — e(rf)\)t
N el e

0= 5w

a maximum ucelovej funkcie bude 1/a.

+ 2V Vvt € [0, 00). (4.32)

PretoZze premenné x(t) a u(t) st iba substittcie, pod’me si ukazat aké st premenné,
ktoré vystupujia v poévodnom modeli. Pretoze x(t) = 77 5 t) ) dostaneme

Z(t) = %@(t) _5 “26 e, (4.33)

premennd S(t) je deterministickd cena aktiva, preto ak pozname pociato¢nii cenu aktiva

vieme ju urcit pre vSetky ¢t a parameter modelu 7 je znama konstanta. Pre rychlost
predaja aktiva plati

———a(t), (4.34)
teda rychlost predaja aktiva v(t) okrem nami vypoéitaného optimélneho riadenia zavisi

aj od ceny aktiva.
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Zaver

V tejto praci sme sa zaoberali problémom optimalneho rozpredévania aktiva. Ttuto
tlohu sme analyzovali z pohladu dominantného vlastnika daného aktiva, teda takého,
ktory velmi velkou ponukou dokaze kratkodobo ovplyviovat vyvoj ceny na trhu. Mo-
del, z ktorého sme vychadzali je odvodeny v pracach [1], [2] a [3], kde tlohu analyzuji
z hladiska maximélne moZnej dosiahnutelnej uzito¢nosti investora. Dany problém v
tychto pracach riesia pomocou rovnice dynamického programovania, ktora vyplyva z
modelu. V naSej praci sme sa na rozdiel od tychto prac pozerali na problém z hla-
diska optimalneho riadenia a skumali sme tlohu z pohladu koncového c¢asu, za ktory
sa dané aktivum vypreda. Model je sice inSpirovany problematikou menovych ttokov,
kde sa zaobera ulohou investora, ktory vlastni po tutoku znac¢ne velku zasobu zahra-
ni¢nej meny, ktora potrebuje zhodnotit v domacej mene. Ale tento model sa da pouzit
aj na situécie, pri ktorych dominantny investor zhodnocuje iné druhy aktiv.

Tuato tlohu by sme mohli riesit ako Standardnu tlohu optimélneho riadenia s pev-
nym koncom a volnym ¢asom. My sme vSak namiesto Standardnych metod optimélneho
riadenia nasu tlohu riesili pomocou analyzy fazovych portrétov a dosaziteInych mno-
7in. Metody pouzité v naSej praci by mohli byt vyuZitelné, ak by z nejakého dévodu
nebolo vhodné pouzit Standardny postup. V naSej praci sme zistili, Ze aj pouzitim al-
ternativnych metod dospejeme k rovnakym vysledkom ako v pripade klasickych metod.
Koncovy ¢as v optime je vZdy konecny v pripade, Ze r — A > 0 a tieZ v pripade, ked
plati r — XA < 0 spolu s xg < _L%. V tychto pripadoch spliia optimélny ¢as podmienku

A

&(T) = 1. Ak je r — X < 0 a pociato¢na hodnota stavovej premennej o > —-

—55» potom

je optimalne zvolit riadiacu premennu u(t) = % pre vietky t € [0, 00). V tomto pripade

sa ani pri riadeni, ktoré ndm najrychlejsie akumuluje tucelova funkciu, zasoba aktiva

nikdy nevycerpa.
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