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Abstrakt v statnom jazyku

PORUBCANSKY, Jakub: Konvergencné modely trokovijch mier zaloZené na Browno-
vom moste [Diplomova praca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matema-
tiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; skolitel: doc.
RNDr. Beata Stehlikova, PhD., Bratislava, 2017, 50 s.

Téato praca sa zaobera modelovanim urokovych mier v eurozéne a krajine, ktora
do eurozény vstupuje. Short rate v eurozéne modelujeme Vasickovym modelom. Te-
oreticky by sa s ¢asom bliziacim sa k vstupu do eurdpskej tnie mali drokové miery
priblizovat. Takuto situaciu popisuje model Brownového mostu, ktorym modelujeme
rozdiel short rateu v domacej krajine a eurozéne. Jeho vlastnostou je, ze v ¢ase vstupu
do eurozény je rozdiel drokovych mier nulovy. Oba modely kalibrujeme metédou mi-
nimalizacie vzdialenosti modelovanych a realnych vynosovych kriviek. Odvodime pod-
mienené pravdepodobnostné rozdelenia short rateov a ich rozdielu, na zéklade ktorych
potom predikujeme budice trokové miery. Kalibra¢ni metodu a predikcie testujeme

na simulovanych aj realnych datach.

KTIacové slova: Brownov most, podmienené pravdepodobnostné rozdelenie, short
) )

rate model, tirokova miera, Vasickov model



Abstract

PORUBCANSKY, JAKUB: Convergence models of interest rates based on Brownian
bridge [Master’s Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics,

Physics and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervi-
sor: doc. RNDr. Bedta Stehlikova, PhD., Bratislava, 2017, 50 p.

This paper deals with modelling of interest rates in eurozone and a country joining
the eurozone. We model the eurozone short rate with Vasicek model. Theoretically, as
the moment of entering the eurozone is approaching, the interest rates should converge.
We model this convergence with Brownian bridge model. It ensures that the spread of
short rates is zero after the country has joined the eurozone. Both models are calibrated
by minimizing the difference between real and modelled yield curves. Then we derive
conditional probability distributions of short rates and their spread. Based on that we
are able to predict future interest rates. Both the calibration procedure and predictions

are tested on simulated as well as real data.

Keywords: Brownian bridge, conditional probability distribution, short rate model,

interest rate, Vasicek model



Obsah

Zoznam obrazkov
Zoznam tabuliek
Uvod

1 Teoéria
1.1 Zéakladné pojmy . . . . .
1.2 Stochastické procesy . .

1.3  Modely okamzitej urokovej miery . . . . . . . .. ...

1.3.1 Odvodenie rovnice pre cenu dlhopisu v jednofaktorovom modeli

1.3.2  Rovnica pre hustotu rozdelenia stochastického procesu . . . . .

2 Model
2.1 Volba short rate modelu
2.2 Odvodenie cien dlhopisov
2.3 Vlastnosti . ... .. ..

3 Kalibracia

3.1 Metdéda minimalizacie vzdialenosti modelovanych a redlnych vynosovych

kriviek . . . . ... ...

3.2 Aplikacia na simulované data . . . . . . .. ... ... ... ... ...

3.3 Aplikacia na redlne data

4 Predikcie

4.1 Podmienené rozdelenie short rate vo Vasickovom modeli . . . . . . . . .

4.2 Podmienené rozdelenie spreadu v modeli Brownovho mostu . . . . . . .

4.3 Podmienené rozdelenie short rate domacej krajiny . . . . . . .. .. ..

4.4 Aplikacia na simulované data . . . . . . .. ...

4.5 Aplikacia na realne data

5 Dalsie vysledky

10

11
11
11
13
13
15

16
17
17
22

25

25
28
30

34
34
35
37
37
39

41



Zaver

Zoznam pouzitej literatiry

47

48



Zoznam obrazkov

© o0 N O Ot ks W N

11

12
13

14

15

16

17
18

19

20

Styri a §tyridsat ndhodne vygenerovanych Wienerovych procesov . . . .
Styri a tyridsat ndhodne vygenerovanych Brownovych mostov . . . . .
Jednoro¢né medzibankové trokové miery pobaltskych krajin a eurozény
Simulacia okamzitych irokovych mier . . . . . . . ... ...
Simulované vynosové krivky . . ... ..o oo
Simulované vynosy dlhopisov pre 7" =12. . . . . . . . . .. .. .. ..
Fitované vynosové krivky (simulované déta, eurozéna) . . . . . . . . . .
Fitované vynosové krivky (simulované data, doméca krajina) . . . . . .
Chybovost nakalibrovanych vynosovych kriviek EURIBORu, vlavo wy; =
7']-2, vpravo wg; = 1. o oo oo
Chybovost nakalibrovanych vynosovych kriviek RIGIBORu, vlavo w;; =
TEVpravo wi; = 1. . ...
Vyvoj modelovanych a redlnych trokovych mier EURIBORu a RIGI-
BORu pre dantd splatnost . . . . . . . ... L
Fitované vynosy EURIBORu (modra) a RIGIBORu (Cervend) . . . . .
Predikcie a 95%-né konfidencné intervaly simulovanych short rateov a
spreadu . . ... L
Predikcie a 95%-né konfidenc¢né intervaly 6 mesac¢nych simulovanych tro-
kovych mier . . . . . . . .. L
Chybovost nakalibrovanych vynosovych kriviek, hore - EURIBOR, dole
- TALIBOR . . . . . o
Vyvoj modelovanych a redlnych trokovych mier EURIBORu a TALI-
BORu pre danta splatnost . . . . . . . ..o o
Fitované vynosy EURIBORu (modra) a TALIBORu (Cervend) . . . . .
Chybovost nakalibrovanych vynosovych kriviek, hore - EURIBOR, dole
- VILIBOR . . . . .
Vyvoj modelovanych a redlnych trokovych mier EURIBORu a VILI-
BORu pre dant splatnost . . . . . . ... L

Fitované vynosy EURIBORu (modra) a VILIBORu (¢ervena) . . . . .

12
13
16
22
23
24
29
30

31

31

32
33

38

38

41

42
42

43



Zoznam tabuliek

Tt = W NN =

© oo N O

10
11

Vstupné parametre simulacie . . . . . . . .. ... ... L. 28
Data pouzité pri kalibrécii . . . . . . . .. ..o 30
Nakalibrované parametre (EURIBOR-RIGIBOR) . . . . ... ... .. 32
Vysledky predikcii (EURIBOR-RIGIBOR) . . .. ... ... ... ... 39
Pocet dni, v ktorych bol model v predikcidch tspesnejsi (z celkového

poctu 99 dni, EURIBOR-RIGIBOR) . . ... ... ... ... ..... 40
Nakalibrované parametre (EURIBOR-TALIBOR) . . . . ... ... .. 41
Nakalibrované parametre (EURIBOR-VILIBOR) . . . . ... ... .. 43
Vysledky predikcii (EURIBOR-TALIBOR) . . . . .. ... ... .... 45
Pocet dni, v ktorych bol model v predikcidch uspesnejsi (z celkového

poctu 102 dni, EURIBOR-TALIBOR) . .. .. ... ... ... .... 45
Vysledky predikcii (EURIBOR-VILIBOR) . .. ... ... ... .... 46

Pocet dni, v ktorych bol model v predikcidch uspesnejsi (z celkového

poctu 102 dni, EURIBOR-VILIBOR) . . . . ... ... ... ... ... 46



UVOD

Uvod

Pri vstupe krajiny do Eurépskej menovej tinie je vymenny kurz povodnej meny v danej
krajine a meny euro zafixovany. Teoreticky by malo platit, Ze bezrizikové tirokové miery
vo vstupujicej krajine a eurozone k sebe konverguji a po vstupe do eurozény sa rov-
najui, inak vznikd moznost arbitraze. V skutocnosti vsak pozorujeme mierne rozdiely
v bezrizikovych turokovych mierach aj napriek tomu, Ze krajina je sicastou eurozony,
a to z dovodu odlisnej rizikovosti krajin. Kazdopadne tieto rozdiely nie si velké a
konvergencia turokovych mier byva viditelna.

Ma teda zmysel takito situaciu podchytit Specidlnym matematickym modelom,
ktory by zachytaval konvergencny charakter trokovych mier. Napriklad v ¢lanku [7]
autori pouzivaju dvojfaktorovy konvergencény short rate model. Jednou stochastickou
rovnicou sa tu modeluje samostatne tirokova miera v eurozéne, konkrétne Vasickovym
modelom. Druhé rovnica potom modeluje trokovi mieru vo vstupujicej krajine, pri-
c¢om je navrhnutd tak, aby bola zabezpecena konvergencia. V nasej praci pouzijeme
model navrhnuty v ¢lanku [1]. Model je tiez dvojfaktorovy, no od predoslého modelu
sa liSi tym, Ze druha stochasticka rovnica nemodeluje tirokovi mieru vo vstupujicej
krajine, ale rozdiel irokovych mier, pricom na zachytenie konvergencie vyuziva princip
Brownového mostu.

Praca je rozdelena na pat kapitol. V prvej kapitole zadefinujeme zakladné pojmy,
ktoré budu citatela sprevadzat pocas celej prace. V druhej kapitole sa uz venujeme
samotnému modelu. Specifikujeme stochastické rovnice modelu a odvodime modelom
implikované ceny dlhopisov. Dalej analyticky odvodime a numericky potvrdime nie-
ktoré jeho dolezité vlastnosti. V tretej kapitole odvodime kalibraciu modelu, ktoru
nasledne otestujeme najprv na simulovanych datach a potom na redlnych datach Lo-
tySska. Stvrtd kapitola je zamerand na predikcie. Odvodime podmienené rozdelenia
okamzitych turokovych mier modelu, na zaklade ktorych potom vieme predpovedat
budiice trokové miery aj s intervalmi spolahlivosti. Aj predikcie otestujeme na simu-
lovanych datach a redlnych datach LotySska. V piatej kapitole si zahrnuté vysledky

kalibracie a predikcii pre dalsie dve krajiny - Estonsko a Litvu.
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TEORIA

1 Teoéria

V nasledujicej kapitole zadefinujeme zakladné pojmy, ktoré budeme casto pouzivat
v praci, a ktoré st nevyhnutné v teérii modelovania tirokovych mier. Dalej popiSeme

vybrané nastroje, ktoré neskor vyuzijeme pri budovani modelu.

1.1 Zakladné pojmy

Pojmy uvedené v tejto podkapitole preberame z knihy [4]. Oznac¢me R(¢,T") tGrokovi
mieru platni v obdobi od £ do T'. Potom cena bezkupénového dlhopisu vydaného v

case t so splatnostou v case T' sa pri spojitom troceni da vypocitat ako

P — FRGTIT—1)

)

kde F' je jeho nominalna hodnota, teda hodnota, ktora dlhopis vyplaca v ¢ase T'. Ak

F =1, dlhopis nazyvame diskontny a jeho cena je
P(t,T) = DT,

Naopak, z ceny diskontného dlhopisu vieme vypocitat irokovia mieru

In P(t,T)

R(t,T) = -

(1.1)

Ak teda v danom case pozname ceny dlhopisov s roznymi splatnostami, pozname aj
urokové miery na tieto obdobia. Tieto trokové miery potom tvoria takzvanu casovi
struktiru arokovych mier nazyvanu aj vynosova krivka, ktora vyjadruje zavislost tro-
kovej miery od maturity dlhopisu.

My sa budeme v tejto préaci zaoberat modelovanim okamzitej trokovej miery (short
rate), oznacime r;. Mozeme si ju predstavit ako tirokovii mieru na nekonecne kratky
cas, teda

T = C[11_H>1tR(t, T).

Od nej sa potom odvija cela ¢asova struktira drokovych mier, a teda aj ceny dlhopisov.

1.2 Stochastické procesy

Short rate ma vo vseobecnosti stochasticky charakter, preto sa na jej modelovanie

pouzivaji najmé stochastické diferencidlne rovnice (SDR). Na porozumenie takychto

11



TEORIA

rovnic najprv zadefinujeme pojem stochasticky proces aj s konkrétnymi prikladmi.

Uvedené definicie uvadzame tak, ako ich je mézné néjst v knihe [9].

Definicia 1. Stochasticky proces je t-parametricky systém ndhodnych premenngch

{X(t),t € I}, kde I je interval alebo diskrétna mnoZina indezov.
Definicia 2. Brownov pohyb { X (t),t > 0} je t-parametricky systém nahodnijch velicin,
pricom

i) vsetky prirastky X (t+A) — X (t) maji normdlne rozdelenie so strednou hodnotou

pA a disperziou (alebo aj varianciou) o?A,

i) pre kazdé delenie ty = 0 < t; < to < t3 < ... < t, su prirastky X(t;) —
X(to), X(t2) — X(t1), ..., X(tn) — X (tn—1) nezdvislé nahodné premenné s para-

metrami podla bodu 1),
iii) X (0) = 0.

Brownov pohyb s parametrami pn = 0, 0% = 1 nazjvame Wienerov proces.

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Obr. 1: Styri a $tyridsat ndhodne vygenerovanych Wienerovych procesov

Definicia 3. Brownov most {B(t),t € [0,T]} je t-parametricky systém ndhodnych ve-
li¢in, pricom
i) pre kazdé delenie 0 < t; < ty < t3 < ... < t, < T, md ndhodny vektor

(B(t1), B(t2), ..., B(t,)) viacrozmerné normdlne rozdelenie s nulovym vektorom

strednych hodnot,
ii) Cov(B(s), B(t)) = min{s,t} — st,

iii) B(0) = B(T) =0

12
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1 2
L1

-1 0
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-2
I

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Obr. 2: Styri a styridsat ndhodne vygenerovanych Brownovjch mostov

1.3 Modely okamzitej tirokovej miery

Stochastické diferencidlne rovnice, ktorymi modelujeme okamzitt tirokovii mieru, maju

vo vSeobecnosti tvar

dr(t) = p(r,t)dt + o(r, t)dw(t). (1.2)

Stochastickost rovnice je dana Wienerovym procesom w(t), volatilitu alebo intenzitu
vplyvu tejto ndhodnosti urcuje o(r, t) a p(r, t) volame trend (drift) procesu. V pripade,
ze na modelovanie urokovych mier pouzivame len jednu rovnicu (jeden zdroj nadhod-
nosti), hovorime o jednofaktorovom modeli. Takéto modely st ¢asto pouzivané kvoli
jednoduchsej manipuléacii napriklad pri odvodzovani cien derivatov trokovych mier.
Ich jednoduchost ma ale za nasledok, ze nedokazu zachytit komplexnejsie situdcie na
trhu. Pridédvanim dalsich rovnic je model ¢oraz komplexnejsi, ale aj zlozitejsi. Modelom
trokovych mier s n stochastickymi diferencidlnymi rovnicami (n zdrojmi ndhodnosti)

hovorime n-faktorové.

1.3.1 Odvodenie rovnice pre cenu dlhopisu v jednofaktorovom modeli

Zostavme portfolio II pozostavajice z jedného dlhopisu so splatnostou v case 77 a A

kusov dlhopisov so splatnostou 7T5. Hodnota takéhoto portfélia je
II=P(r,t,T1) + AP(r, t,T5)
a zmena hodnoty sa da vyjadrit ako
dll = dP(r,t,Ty) + AdP(r,t,T5), (1.3)

kde dP je zmena ceny dlhopisu. Na vyjadrenie tejto zmeny potrebujeme Specialny

néstroj, kedze cena dlhopisu je funkciou ¢asu t a ndhodnej premennej r spliiajicej

13



TEORIA

stochasticku diferencidlnu rovnicu. Uvadzame preto definiciu [tovej lemy podla knihy

[9].

Lema 4 (Itéva lema). Nech f(x,t) je hladkd funkcia dvoch premennych, pricom pre-

mennd x je rieSenim stochastickej diferencidlnej rovnice
dr = p(z,t)dt + o(z,t)dw,

kde w je Wienerov proces. Potom prvy diferencidl funkcie f je dany vztahom

2
df = 8f +<g{+( )aJ;)dt

Aplikovanim Itévej lemy na cenu dlhopisu a dosadenim rovnice z (1.2) dostavame

oP . OP ., 1,  O°P
dP = Edt + Ed?ﬂ + U (7", t) 87’2
OP (‘3P 1, 0*P oP
(815 + p(r,t)— o +30 (r, t)a 2>dt+0(7’,t)8rdw

= pug(r,t)dt + op(r, t)dw.

Potom zmenu hodnoty portfélia z (1.3) vieme zapisat v tvare

dll = (pp(r,t,Th)dt + op(r,t, T )dw) + A (up(r, t, Te)dt + op(r,t, Ty)dw)

= (ILLB(T’, t, Tl) + A,UB(’I“, t, Tg)) dt + (O'B(’f‘, t, Tl) + AO’B(T’, t, Tg)) dw.
Na zostrojenie bezrizikového portfélia potrebujeme eliminovat stochasticku cast, teda

O'B(T, ta Tl)

t, T A t, 1) = A=— ——~"— =,
UB(n ) 1)+ O-B<T7 ) 2) 0 = O'B(T,t,TQ)

Aby nenastala arbitraz, vynos bezrizikového portfélia musi byt rovny okamzitej tro-
kovej miere, Cize

dIl = rlldt,
z ¢oho vyplyva

O-B(r7 ta Tl)
O-B(T7 ta T2>

OB (Ta t? TI)

<”B(T’t’T1) - S T

MB(r,t,T2)> =r (P(r,t,Tl) P(r, t,T2)>

a nasledne
pp(r,t,Ty) —rP(r,t,Tv)  pp(r,t,Tz) —rP(r,t,Ts)

UB(rvthl) UB(rvt7T2)

14



TEORIA

Casy Ty a T, sme na zadiatku nijako nespecifikovali, ¢iZe tento vztah musi platit pre
Tubovolné dva ¢asy T a Ty. Z toho vyplyva, ze existuje funkcia A = A(r,t), pre ktort

plati
r,t,T) —rP(r,t,T)
op(r,t,T) ’

A1) = 12 (1.4)

pre vSetky T. Tato funkciu nazyvame trhova cena rizika. Spéatnou substiticiou za upg
a op a upravenim rovnice (1.4) dostdvame parcidlnu diferencidlnu rovnicu pre cenu

dlhopisu:

P oP 1, P
e + (u(r,t) = M(r, t)o(r,t)) 5 + 50 (r, t)w —rP =0, (1.5)

pre t € (0,7), r > 0, s koncovou podmienkou P(r,T,T) = 1.

1.3.2 Rovnica pre hustotu rozdelenia stochastického procesu

Pytame sa, aké je pravdepodobnostné rozdelenie stochastickej premennej r(t),t > 0
riadiacej sa procesom (1.2), pri danej hodnote ry v ¢ase ¢ = 0. Zaujima nas teda
podmienend hustota procesu r(t) za podmienky 7(0) = 7o, oznac¢ime ju g(r,t). Podla

[9, str. 116] plati, Ze tato hustota je rieSenim tzv. Fokker-Planckovej rovnice:

dg 102 )

o = 29,2 (7°0) = 5 (ng). g(r.0)=35(r—r), (1.6)

kde § (r —r9) je Diracova delta funkcia. Nie je to funkcia v klasickom zmysle, no moé-

zeme ju chépat ako funkciu spliiajicu

0 akr#nr, 0
-

d(r—rg) = d(r—ro)dr=1.

—0o0

oo akr=rg

V spomenutej literatire je uvedeny aj intuitivny dokaz tohto tvrdenia.

15



MODEL

2 Model

Ako sme uz spominali v ivode, nasim cielom je modelovat trokové miery v eurozéne a
v krajine, ktora do eurozény vstupuje. Teoreticky by sa mali irokové miery priblizovat
s casom bliziacim sa k vstupu do eurozény a po vstupe by mali splyniit.

Na obrazku 3 uvadzame medzibankové trokové miery Esténska, Litvy a Lotysska
(TALIBOR [10], VILIBOR [14], RIGIBOR [12]) v porovnani s eurépskou medzibanko-
vou trokovou mierou (EURIBOR [11]), vietky so splatnostou jeden rok. Casové rady
zachytavaju jednoroc¢né obdobie pred vstupom do eurozény (vstup do eurozény: Es-
ténsko - 1.1.2011, Lotyssko - 1.1.2014, Litva - 1.1.2015). Urokové miery sice po vstupe
do eurozoény nesplyni, no viditelne sa priblizuju a ich rozdiel v den vstupu do eurozony

nie je ani v jednom pripade vacsi ako pol percentualneho bodu.

— EURIBOR 0.041 — EURIBOR

— VILIBOR — TALIBOR
0.006 4

0.03+

0.0054

0.024
0.004 4

T
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Obr. 3: Jednoroc¢né medzibankové trokové miery pobaltskych krajin a eurozény

V nésledujucich podkapitolach najprv uvedieme model na modelovanie okamzitych
urokovych mier vo vstupujicej krajine a eurozone, pricom predpokladame, ze tieto
okamzité trokové miery st na trhu nepozorovatelné. Dalej odvodime modelom im-
plikované ceny dlhopisov a popiseme niektoré vlastnosti modelu. Vychadzat pritom

budeme najma z prace [1].
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2.1 Volba short rate modelu

Uvazujeme dve trokové miery - eurépsku a domacu (pre krajinu vstupujicu do euro-
zony). Okamzitt eur6psku tirokovi mieru v ¢ase t ozna¢ime R(t), domécu r(t). Potom
plati vztah

r(t) = R(t) +6(t), (2.1)

kde §(t) je rozdiel (spread) medzi tymito okamzitymi trokovymi mierami v Case t.

Predpokladdme, ze R(t) a rozdiel §(t) sa riadia nezavislymi stochastickymi procesmi

dR(t) = (0 — R(t))dt + o.dw (1), (2.2)

5(t)

db(t) = — 2=

dt + ogdws(t). (2.3)

kde wy(t) a we(t) si nekorelované Wienerove procesy z definicie 2. Model (2.2) sa
nazyva Vasickov model a je jednym z najcastejsie pouzivanych jednofaktorovych mo-
delov na modelovanie short rate. Model predpoklada konstantnd trhovt cenu rizika,
¢ize A(R,t) = A, a konstantni volatilitu o.. Jednou z vlastnosti tohto modelu je, ze v
dlhej dobe short rate konverguje k rovnovaznej hodnote. Takymto modelom sa hovori
mean reversion. Hodnotu, ku ktorej short rate konverguje, vyjadruje v nasom pripade
parameter 6 a rychlost konvergencie vyjadruje parameter «. Model (2.3) na modelova-
nie rozdielu short rateov je zalozeny na Brownovom moste z definicie 3. To znamen4,
ze v Case vstupu do eurozony (oznacime T*) je § rovnd nule, ¢ize modelované tirokové
miery splynt po vstupe do eurozony. Aj tento model predpoklada konstantna trhova
cenu rizika A(d,t) = Ay a konstantni volatilitu o4. Poznamenajme, ze model okamzi-
tej drokovej miery pre vstupujicu krajinu je dvojfaktorovy, kedze donho vstupujia dva

stochastické faktory - jeden z vyvoja eurépskeho short rateu a druhy zo spreadu.

2.2 Odvodenie cien dlhopisov

Eurépska okamzitd tirokovd miera sa riadi procesom (2.2) a nezévisi od procesu (2.3)
pre rozdiel trokovych mier. Ceny dlhopisov v eurozone teda vyjadrime jednoducho

aplikovanim PDE (1.5) na Vasickov model. Dostaneme

P.(t,T) = eAeT=0-ROBT-)

Y
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kde
1 _ e—K/T
B.(7) =
e(7) —
Ao 02 o?
Ae(T) = (Be(1) — 7) (0 T 2/{2) - &BG(TV'

Podrobny postup odvodenia ceny dlhopisu pre Vasickov model mozeme najst napriklad
v praci [2].

Podobne chceme vyjadrit aj cenu doméaceho dlhopisu. Domaca short rate ale zavisi
od oboch procesov (2.2) a (2.3), ¢ize postup odvodenia je zlozitejsi. V nasledujicich
riadkoch postupujeme podla ¢ldnku [1]. Na zachovanie bezarbitraznosti musi vSeobecne

pre cenu bezkuponového dlhopisu splatného v ¢ase T' v penaznej mene ¢ platit
T
P(t,T) _ Eth |:€—ft Ti(S)ds:| 7

kde E:? vyjadruje ocakdvani hodnotu v ¢ase ¢ vzhladom na rizikovo neutralnu mieru
Q; a r; je okamzita trokova miera pre krajinu s menou i. Na zdklade tohto vztahu
mame pre eurdépsku trokovi mieru
T
P.(t,T) = E [e—ft R<S>d5] . (2.4)
Ak T > T* | pre cenu domaceho dlhopisu plati
[ _ T*Rs 8(s)ds+ [ R(s)ds
Pl = 3 [ s .

_ 5@ [ T Ryas - [T 6(s)ds} (2.5)

= @ [ 7o) g [eff* s

Prvy ¢initel v (2.5) sa podobd na cenu eurépskeho dlhopisu v (2.4), s rozdielom v prav-
depodobnostnej miere, vzhladom na ktort robime oc¢akavania. Rovnako ako v ¢lanku
[1] ukédZeme pouzitim Radon-Nikodymovej derivacie, ze tento vyraz je skuto¢ne cena

eurépskeho dlhopisu:

T
E° [c;%e o R(s)ds:|

e

T
P.(t,T) = E* [e—ft R<S>d8} —

B EtQ [%} EtQ [6_ ftT R(s)ds - EQ |:e_ ftT R(s)ds]
. B2 %] o |
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Viac o Radon-Nikodymovej derivacii mézeme najst napriklad v praci [3]. Dostali sme
teda, ze cenu eurépskeho dlhopisu mozeme vypocitat pri ocakdavanej hodnote vzhladom
na europsku rizikovo neutralnu mieru (). aj na domacu (). Vyuzitim tohto poznatku

vyjadrime cenu dlhopisu z (2.5) ako
T T*
P(t,T*,T) = E° [eft RWS] EQ [eft 5(5)0‘8} = P.(t,T)D(t,T%).  (2.6)
Rovnakym odvodenim by sme dostali aj cenu pre cas T' < T™:
" R(s)d " 5(s)d
P,T*,T) = P(t,T) = EC [e—ft (®) ] EQ [e—ft () } — P.(t,T)D(t,T). (2.7
Na odvodenie ¢lenu D(t,T) ndm pomdze Feynman-Kac tvrdenie z [6].

Tvrdenie 5 (Feynman-Kac). Predpokladajme, Ze x, spliia stochasticki diferencidlnu
TOUNICY

dry = pu(w, t)dt + o (zy, 0)dW7, (2.8)

kde WtQ je Brownov pohyb pri rizikovo neutrdlnej miere Q. Predpokladajme, Ze V =
V(X,,t) je diferencovatelnd funkcia v x, at, a %e V(xy,t) splia PDE

ov ov 1 0*V
E + M(l’t, t)% + 50‘(1}7 t)2w - T’(ZEt, t)V(CCt, t) =0 (29)
s okrajovou podmienkou V(Xr,T), kde r(xy,t) je integrovatelnd funkcia z,. Potom

riesenim V (xy,t) je
T
Vi, t) = BQ e Jo rewndvy (x| F | (2.10)

Toto turdenie plati aj obrdtene. Ak vieme, Ze riesenie V (x4, t) je dané rovnicou (2.10)

a zy splia rovnicu (2.8), potom V (24,t) spliia PDE (2.9).

V nasom pripade pouzijeme obrateni verziu tvrdenia. Najprv vsak potrebujeme
formulovat model (2.3) v rizikovo neutréalnej miere. Vo vSeobecnosti plati, ze volatility
st rovnaké v redlnej aj rizikovo neutralnej pravdepodobnostnej miere a drifty procesov

sa menia nasledovne ([8] s. 3):
(rizikovo neutralny drift) = (realny drift) — (trhova cena rizika) x (volatilita).
Takze rizikovo neutralna verzia procesu (2.3) je

db(t) = ( :;f(_t)t - )\dad> dt + o gdiby (t) (2.11)
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a funkcia D(¢,T) je dand rovnicou
T
LquU::E?[e—ﬁ “@“}. (2.12)

Potom z (2.11) a (2.12) podla tvrdenia 5 vyplyva, ze pre 6 = §(t) funkcia D(6,¢,T)
splita PDE

2
oD (5 )aD 128D—ﬁD:O (2.13)

o a5 2% o8
Vsimnime si este, ze rovnica (2.9) je pre r(X:,t) = X; rovnaka ako rovnica (1.5), len
formulovand pre stochasticky proces v rizikovo neutralnej pravdepodobnostnej miere.
Rovnaki PDE by sme teda dostali, ak by sme pouzili (1.5) pre proces (2.3), ktory je

formulovany v redlnej pravdepodobnostnej miere.

RieSenie PDE 2.13 hladdme v tvare
D(6,7) = exp[A(T) — 6 B(7)],

kde 7 = T — t. Parcidlne derivacie funkcie D(4,7) su

%lt) = ATBO) (L A7) 4 6B(1)) = D(7) (—A'(7) + 6B'(1))
aa? = —eAO =M B(r) = — D(7)B(r),
9°D _ JA(T)—6B(1) p2 _ 2
57 = ¢ B*(r) = D(1)B(7).

Dosadenim do PDE a postupnym upravenim dostavame

D(r) (=A'(1) +0B'(1)) + ( + Adad) D(1)B(7) + ;agz)(T)B?(T) 6D =0,

T —t

(—A’<r>+5B'<r>>+( ’ +T+Adad> B(r)+ L0284 (r) — 5 =0,

T —T

(~40) + haoaB(r) + ;0332(7)) + (B/m + T*]f(:;)H - 1) 50,

Na to, aby bol posledny vyraz rovny nule pre vsetky § a 7 musia byt oba vyrazy v

zatvorkach nulové, ¢ize rieSime systém dvoch diferencidlnych rovnic:

(1) + \aouB(r) + 03B () =0, (2.14)
B%ﬁ+T£%?+T—1:Q (2.15)
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so zafiatotnymi podmienkami A(0) = 0, B(0) = 0. V cldnku [1] je uvedené priamo
riesenie tychto rovnic bez postupu. V nasledujicich riadkoch uvedieme vlastny vypocet,

ktorym sa k tomuto rieSeniu dopracujeme. Homogénne riesenie rovnice (2.15) je:

K

B(r)= ———.
O = —7+7
Na néjdenie celkového riesenia pouzijeme metédu varidcie konstant, teda K = K(7).

Dosadenim do povodnej rovnice a ipravami dostavame
2

K(7) :T*T—TT+%+C.
Dosadenim do riesenia a s vyuzitim pociatoc¢nej podmienky mame
T =T1+ %2
T —T+71
Clen A(r) ziskame dosadenim predoglého vysledku do (2.14):

B(r) =

2 2
T"r—T1+ %
) dt + 04 T Tt dr. (2.16)

A(r) =

2 T —T+r

02 (T*T—T7'+7;
T —T+ 71

Vypocéitanim prvého integrélu z (2.16) dostavame

2
T —Tr+ 7 1( (T*—T) ) 1 ;
dr =~ (=~ T = T)X(T* —t) + = (T* —t
/(1@-T+7) ! 4< T —t ( A )+ 3! Fra

a druhého integralu

T'r—Tr+ 2 1/(T =2 (T —T)>2
T 7—+ 2 (( 2 ) o ( 2 ) —(T*—T)QIH(T*—t)+CQ> ]

T —T+7 9

Po dosadeni pociatoénych podmienok nadobudnii konstanty tvar:
a=_(T"-T)>,
co=(T" =T In(T*-T).

Po niekolkych tpravach sa celkové riesenie PDE (2.13) d& zapisat v tvare

D(t,T) =exp|A(t,T) — dB(t,T)],

kde
A@Jﬁ:?luigﬂ—Qﬂ“—ﬂ%T—w—Q;;£;+§H”—ﬂﬂ
L [T =t (T =T . T —t
+2M%l 2 2 _uj_ﬂan”—T”’
B@T):P”—t—(élii;l
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Funkcia D(t,T) nie je definovand pre T = T*, konkrétne posledny ¢len vo funkcii
A(t, T) nie je definovany v tomto bode. Dodefinujeme ju limitou pre 7'— > T*. Vyuzitim
L’Hospitalovho pravidla dostavame
T — ¢ In ( T:_—t )
. * 2 _ . T+-T _
A (T = T)in <T* - T> A (T* —T)~
T* o T —1
( " im (T*—T)*=0.

T (T*=1T)=3 171"

Funkcia méa teda v bode T' = T™* tvar

D*<t) — D(t,T*) — eA*(t)—(s(t)B*(lf)7

kde
2 * 3 * 2
B'(t) = B(t,T") = Jim B(t,T) = 5 [T" ~1].

2.3 Vlastnosti

V tejto podkapitole sa pozrieme na zopar nami odvodenych vlastnosti modelu. Na ob-
razku 4 si vygenerované okamzité dirokové miery s parametrami oy = 0.003, \; =
0.001,0, = 0.002,\. = 0.03,x = 0.2,0 = 0.02, so startovacimi hodnotami §, =
—0.02, Ry = 0.04, pre c¢as vstupu do eurozény T = 12. Na obrazkoch 5a a 5b st
vynosové krivky vstupujicej krajiny a eurozény pre styri vybrané casy.

Mozeme si vSimnuf, ze vsetky Styri vybrané eurdpske vynosové krivky su klesa-

juce, Co je spdsobené tym, ze simulovana eurdpska short rate je po cely Cas prevazne

- M okamditd drokovs miers
— domaca (1}
\ — eurczona ()
[Ty]
] —
o 3 N\/\M
2
E —
o Ia
eTe}
g 8 e
2 o
- - /\O\Nﬂfw J‘\,\I\«\/
[Ty
5 !
o I I I I I
0 5 10 15 20

Obr. 4: Simulacia okamzitych trokovych mier
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Obr. 5: Simulované vynosové krivky

klesajica. Dalej mozeme vidiet, Ze doméce krivky maji komplexnejsie tvary oproti
europskym. Dovodom je, ze model doméacej trokovej miery je dvojfaktorovy, a teda
komplexnejsi oproti jednofaktorovému Vasickovmu modelu. Eurdpske krivky mézu byt
rastice alebo klesajice, no tvar lubovolnej domacej krivky z obrazku 5a nadobudnut
nemozu.

Obrazky s vynosovymi krivkami naznacuji, ze limita vynosov dlhopisov je pre cas
splatnosti idici do nekonecna rovnakd pre doméce aj eurépske krivky (priblizne 0.02).
Oznac¢ime R.(t,T) eurépsku a r(t,7*,T) domécu trokovi mieru (vynos dlhopisu) v
case t s maturitou v 1" pre ¢as vstupu do eurozéony T*. Pouzitim vztahu ceny dlhopisu

a urokovej miery 1.1 dostavame

—In(P.(t,T)D*(t . _WmP(T
lim r(t,7*,T) = lim n(Fe(t, T)D" (1)) = lim y
T— o0 T—o00 T — ¢ T— 00 T —¢t
. D W S
:Tl,groloRe(t?T)_e_ K _2I€2’

pricom sme vyuzili, ze D*(t) nezavisi od T. Teda plati, ze vynos dlhopisu ma vzdy
rovnaki limitu pre ¢as splatnosti idici do nekoneéna (T — o0), nezéavisle na tom, ¢i je
europsky alebo domaci.

Od modelu by sme ocakavali, Ze pre dva dlhopisy so splatnostou v ¢ase po planova-
nom vstupe do eurozény a ¢asom bliziacim sa k vstupu do eurozény pojde rozdiel ich
vynosov k nule. Na obrazku 6a je znadzornenda tato situacia pre dva vybrané dlhopisy.
Analyticky, pre T' > T™ plati

—InD*(t)  A*(t) — 5(t)B*(¢)

P61 T) = Ro(hT) = — == = ——
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Kedze oba cleny v ¢itateli idu do nuly pre t — T™ dostavame

lim r(¢t,7*,T) — R(t,T) = 0.

t—T*

Rovnakym vypoétom sa da ukazat, ze aj urokové miery s fixnou maturitou splyvaju

pre Cas bliziaci sa k casu vstupu do eurozény (obrézok 6b).

\\M\%W =
M Nj\“\u\j FK\MM/WM

—— domdci
— eurdpsky

_ \M“MW\TMWMV\/\ /

YA A -

0.024
L
Ll

vynos
0.016 0020 0024 0028

vynos
0.020

g N — eurbpsky =
S T T T T T T T T
8 0 12 14 0 2 4 6 8 10 12
cas cas
(a) so splatnostou T' = 14 (b) desatroéné dlhopisy

Obr. 6: Simulované vynosy dlhopisov pre T* = 12

Pozrime sa este na rozdiely vo vynosovych krivkach v nejakom ¢ase ¢, kedy d(t) = 0,
¢ize okamzita trokova miera je rovnaka pre eurozénu aj domacu krajinu. Ak T < T™,

pre rozdiel vynosovych kriviek v takomto case t plati

r(t, T*,T) — R.(t, T)| =

lnD(t,T)| _ |A(t,T) - 5(t)B(t,T>‘ _ |A(t’T) |

T —1¢ T —1¢ T—1t
Podobne pre T' > T*
A*(t)
t, T T)— R.(t, T)| = )
P(1, T, T) = Ro(t,7) \T_t\

Cize plati, ze aj ked je rozdiel short rateov v nejakom ¢ase nulovy, vynosové krivky sa

lisia, konkrétne o uvedeny clen.
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3 Kalibracia

Na zaciatku predoslej kapitoly sme uviedli predpoklad, ze short rate je teoreticka ve-
li¢ina, ktord nie je mozné pozorovat na trhu. Co vsak mozeme pozorovat na trhu st
urokové miery s roznymi splatnostami. Tie budu tvorit vstup do kalibracie, na zaklade
ktorej sa odhadne short rate a parametre modelu.

V nasledujicich podkapitolach najprv uvedieme postup kalibracie Vasickovho mo-
delu a odvodime kalibraciu modelu Brownovho mostu. Tie potom aplikujeme na si-
mulované data s cielom overit spravnost tychto metéd. Na zaver sa pozrieme, ako si

kalibracia modelu poradi s redlnymi datami.

3.1 Metéda minimalizacie vzdialenosti modelovanych a real-

nych vynosovych kriviek

Pre kalibraciu Vasickovho modelu pouZijeme postup uvedeny v praci [5]. Kalibréacia
sa tu aplikuje na Vasickov model formulovany v rizikovo neutralnej miere s troma
parametrami:

a =kl — AOe, [=—K, O, (3.1)

Tie tvoria spolu s ¢asovym radom okamzitej irokovej miery vystup kalibréacie.
Postupu kalibracie z tejto prace sa budeme pridrziavat aj pri kalibracii modelu
Brownovho mostu. Model nakalibrujeme minimalizaciou funkcie vyjadrujtcej vazentu
priemernt Stvorcovi chybu medzi modelovanymi a realnymi vynosovymi krivkami, teda
F=— Zzww (ts, Ty, 03) — Rij)2 , (3.2)

i=1j=1

kde m je pocet hodnot na redlnej vynosovej krivke v jednom dni, n je pocet dni, J;
je rozdiel v okamzitej urokovej miere v domacej krajine a eurozéone v i-ty den, t¢; je
c¢as v ktorom vezmeme vsetkych m urokovych mier z i-teho dna a T; ; je ¢as splatnosti
j-tej Grokovej miery v i-ty den. R(t;,T};,9;) a R;; si postupne j-ta modelovand tdrokova
miera a j-ta realna trokovd miera v i-tom dni a w;; je vaha , ktort prikladdme chybe

medzi j-tou realnou a modelovanou turokovou mierou v i-tom dni. Pomocou vztahu

medzi drokovou mierou a cenou dlhopisu upravime funkciu F na tvar
1 n
— Z Z t ) (In P(t;, Ty, 0:) + 7, Rij)* . (3.3)

11]1 ZJ
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Cena doméceho dlhopisu je podla (2.6) resp. (2.7) zlozend z ceny eur6épskeho dlhopisu
nasobenej funkciou D(...). Predpokladdme, ze ceny dlhopisov P.(t;,T; ;) pre eurozoénu
st zname. Vsimnime si, ze funkcia D(...) je linedrnou funkciou parametrov A a 6. V
(3.3) mozu nastat dva pripady:
1L.T,;<T

In P(t;, Ti;,0;) = In(P.(t;, T;5)) + In(D(t;, Ty, ;).

kde
InD(t,T,0) = A(t,T) —0B(t,T) = co(t, T)N\g + c1(t, T)d + co(t, T),

co(t,T):@ [(T*_t)z - (T* — T)? _(T*_T)an(T*_t)],

2 | 2 2 T —T
at,T)=—= lT* —1— <(T;*__732
oot T) = "5 l(T* 5 0 o -y (?;*__134 + g(T* - T)3]
2. Ty >T"

lIl P(ti,T‘ij, 5@) = IH(PE(ti,T;‘j)) + IH(D*(t“ (57,)),

kde
In D*(£,8) = A*(t) — 6B*(£) = c(t)ha + €L ()5 + ci(8),
e 0d [(TF =)
i =T,
Ci(t) = —; [T* _ t],
e Oa (T =1)°
cs(t) 3 l 3 ] )

Oznac¢me 7; = T;; —t; a k; pocet irokovych mier v i-tom dni, ktoré maju cas splatnosti
pred casom T™*. Pre zjednodusenie zapisu budeme v dalsom postupe vynechavat pri
funkcidch zatvorky s premennou, napr. ¢y := ¢y(t;, T;;). Funkcia F' z (3.3) nadobudne

tvar

mn i |31 75

1 n ki ;
F(\g,04,0) Z{Zw; (In P, + ¢o + coMg + c10; +T]RU)2

m

+ > w;] In P, + ¢ + cgAg + ¢10; +T]Rw)2}.

\]

j=ki+1 'J
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Kedze F je kvadraticka v parametroch Ay a d1, ..., d,, ich optimélne hodnoty vzhladom
na parameter o, dostaneme pomocou n + 1 prvych derivacii funkcie F. V maticovom
zapise

X = , (3.4)

i=1 \j=1 'J j=k;+1 'J
k1 wy m ) kn m
g =f= Z%Cocﬁr Z 72]030?- 72 5 CoC1 + Z 72]316 )
j=1 "7 j=ki1+1 "2 j=1 " j=kn+1 "J
i Wi 2 N Wij g
H dzag(‘Hll)HQQa 7Hnn) sz - B (Cl) + Z 2 ( 1) )
=1 Tj j=ki+1 Tj
€r = )\(57
y=1[61,...,0,]"
n k; Wi m Wi
=—-> T;J coln P. + coco + TjRijco) + D T;J cgIn P, + chey + cymiRij) ¢
i=1 (=1 Tj j=ki+1 T3
k1 X m ]
_];1 %2] (In Pecy + cae17Rijc1) — } %:H T}J (In P.cj + cci + 1 Rijct)
= =K1
V= :
kn m
_ng JQ - (In Pocy + coe1TjRijer) — -~ kZH JQ - (In P.c; + e + 1 Rii¢3)
Z (3.4) mame
ex + fy = u, (3.5)
gr + Hy =v. (3.6)

Kedze matica H je diagondlna, lahko vieme néjst jej inverziu, teda z (3.6) dostavame
y=H"'(v—gr). (3.7)
Dosadenim (3.7) do (3.5) potom dostavame rovnicu
(e — fH’lg) r=u— fH v,

odkial vieme vyjadrit nezndmu x. Tymto postupom dostaneme optimélne hodnoty
parametrov \g a d1, ..., 0, vzhladom na o,;. Parameter o, nasledne vypocitame jedno-

rozmernou optimalizaciou funkcie F'.
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3.2 Aplikacia na simulované data

Postup z predoslej podkapitoly aplikujeme na simulované data. Najprv vygenerujeme
eurdpsku okamziti trokovi mieru R pouzitim Vasi¢kovho modelu z (2.2) a spread tro-
kovych mier 6 pomocou Brownového mostu (2.3), obe pre ¢asy t = 1,2, ...,200 a vstup
do eurozény T = 253. Domécu okamziti drokovit mieru dostaneme podla (2.1) ako
sucet europskej a spreadu. Na zaklade nich vypocitame pre kazdy den vynosovu krivku
so splatnostami 7, = 1,2, ..., 12 mesiacov pre eurozénu a 74 = 1, 3,6, 12 mesiacov pre
domécu krajinu. Schvalne sme zvolili mensi pocet splatnosti pre domacu krajinu, pre-
toze podobna situacia nastava aj v redlnych datach. Vstupné parametre modelov si v

tabulke 1.

Vasicek Brownov most

o. =0.02 oq = 0.02
Ae = 0.5 Ag =—0.1
k=2

= 0.02
Ry=0.04 $p=-0.02

Tabulka 1: Vstupné parametre simulécie

Kalibracia Vasickovho modelu

Z parametrov pre Vasickov model v tabulke 1 vyjadrime pouzitim (3.1) rizikovo neut-
ralne parametre a = 0.03, § = —2, 0, = 0.02. Tie chceme spolu s okamzitou trokovou
mierou spéatne odhadniit pomocou kalibracie Vasickovho modelu na simulované eur6p-
ske vynosové krivky. Podobne ako vo funkeii (3.2) aj pri kalibracii Vasickovho modelu
treba zvolit parameter vah. Nasou volbou je wf; = Tj2 (takto zvolené vahy mozeme
néajst napriklad v [5]), teda vacsiu vahu prikladdme chybam pre dlhsie splatnosti.

Kalibraciou Vasickovho modelu dostavame nésledujice odhady parametrov:
a =0.02999999, [ = —1.99999997, o, = 0.01999994,

e maximalna odchylka medzi simulovanou a odhadnutou okamzitou irokovou mierou

(R) je 2.8928374995¢-10,
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e maximalna odchylka medzi simulovanymi a modelovanymi vynosmi je 3.851687e-09.

Na obrazku 7 st odhatnuté vynosové krivky spolu so simulovanymi datami pre styri

vybrané dni.

den 50 defn 100

/

\
\
\

0.020 0025 0.030 0035
L I
0.0120
[

0.0105
I

0.0 0.5 1.0 15 20 00 05 1.0 1.5 20

¥ynosy

den 150 den 200

0.021
|

0.018
|

—

T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 05 10 15 20

0.017 0.018 0021 0023

0.017
|

maturita (v rokoch)

Obr. 7: Fitované vynosové krivky (simulované déta, eurozéna)

Kalibracia Brownovho mostu
Vstupom do kalibracie st doméce aj eurépske simulované vynosové krivky. Pouzijeme
rovnaky parameter vah, teda v (3.2) zvolime w;; = TjQ. Odhadnuté vynosové krivky si

na obrazku 8 a nakalibrované parametre si:
Aq = 0.02999999, o, = 0.020000004,

e maximalna odchylka medzi simulovanym a odhadnutym spreadom trokovych mier

(0) je 1.6704736552¢-13,
e maximalna odchylka medzi simulovanymi a modelovanymi vynosmi je 8.34017e-09.

V oboch pripadoch st odhady skoro totozné s povodnymi parametrami a odhadnuté
vynosové krivky skoro dokonale fituji simulované vynosy, teda metdéda kalibracie z

podkapitoly 3.1 zrejme funguje spravne.
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Obr. 8: Fitované vynosové krivky (simulované data, doméca krajina)

3.3 Aplikacia na realne data

Rovnako nakalibrujeme model aj na realne data, pricom vstupujicou krajinou bude

postupne Estonsko, Litva a LotySsko. Ako vstup kalibracie pouzijeme data, ktoré sme

popisali na zaciatku kapitoly 2, teda ako vynosové krivky v eurozéne vezmeme EURI-

BOR a vo vstupujtcej krajine postupne TALIBOR, VILIBOR a RIGIBOR. Kazdy

sibor dat obsahuje rocné obdobie vynosov pred vstupom domaécej krajiny do eurozény.

Na kalibraciu pouzivame vynosy v prvych 200 dnoch, teda data od zaciatku januara

do polovice oktobra. Pouzité splatnosti vynosov pre jednotlivé krajiny su v tabulke 2.

Obdobie

Ddta

Dostupné splatnosti

4.1.2010 - 15.10.2010  EURIBOR

TALIBOR

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12 mesiacov

1,3,6,12 mesiacov

2.1.2013 - 15.10.2013  EURIBOR

RIGIBOR

1,2,3,6,9,12 mesiacov

1 tyzden 1,3,6,12 mesiacov

2.1.2014 - 15.10.2014  EURIBOR

VILIBOR

1,2,3,6,9,12 mesiacov

1,2 tyzdne 1,3,6,12 mesiacov

Tabulka 2: Data pouzité pri kalibracii
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Obr. 9: Chybovost nakalibrovanych vynosovych krivieck EURIBORu,

, e _ 2 e _
vlavo wi; = 77, vpravo wy; =1

Pri kalibrécii Vasickovho modelu sme otestovali okrem volby vah wg; = 7'j2 ajwy; = 1.
Na obrazku 9 st zobrazené odchylky modelovanych a realnych vynosov EURIBORu. V
pripade volby wi; = 1 je podla ocakdvania rozlozenie chyb rovnomernejsie ako pri wy; =
Tf, kde chybovost klesé s rasticou splatnostou. Z finan¢ného hladiska st dolezitejsie

Ve . . ’ . Ve ’ . 2
dlhsie splatnosti, preto do kalibracie Brownovho mostu pouZzijeme véhy wg; = 7.

0.006 - | 0.006 -

0.004 - 0.004 -

chyba

chyba

0.000- 8 0.000-
114 i 3 6 12 114 i 3
Maturita (v mesiacoch) Maturita (v mesiacoch)

Obr. 10: Chybovost nakalibrovanych vynosovych kriviek RIGIBORu,

vlavo w;; = Tj27 vpravo w;; = 1

Pri kalibracii Brownovho mostu sme opat otestovali vahy w;; = 7']»2 a w; = 1.
Odchylky modelovanych a redlnych vynosov RIGIBORu st na obrazku 10. V pripade
druhej volby st odchylky v prvych dvoch splatnostiach radovo desatkrat nizsie a klesnu
aj odchylky pri splatnostiach 3 a 6 mesiacov. Vzrastie len odchylka pri ro¢nej splatnosti,
no tento narast nie je velky. S ciefom lepsie ukotvit kratky koniec krivky teda pouzijeme
w;; = 1. V tabulke 3 si nakalibrované parametre pre takuto volbu véh.

Rovnako sme analyzovali odchylky aj v pripade EURIBOR-TALIBOR a EURIBOR-
2

VILIBOR, vysledky moZzno néjst v kapitole 5. Aj v nich sa priklaniame k volbe wg; = 7;

a Wi = 1.

Na obrazku 11 s zobrazené modelované a realne tirokové miery EURIBORu a RI-

31



KALIBRACIA

o B

Oe

Ad

04

0.006008  1.376476

0.062558

-349.079  0.000072

Tabulka 3: Nakalibrované parametre (EURIBOR-RIGIBOR)

GIBORu a na obrazku 12 zasa fitované vynosové krivky a realne vynosy pre Styri

vybrané dni. Vidime, Zze odhadnuté irokové miery su ovela presnejsie v pripade euro-

z6ny. Vsimnime si, Ze modelované trokové miery RIGIBORu s dlhsimi splatnostami st

pritahované k EURIBORu rychlejsie ako v skutocnosti (podobnd situdcia nastéva aj pri

VILIBORe a TALIBORe, vid kapitola 5). To sa prejavuje aj na vynosovych krivkach,

ktoré v pripade vstupujicej krajiny vacsinou nezachytavaji skutocny tvar vynosov.

Urokova miera

0.0015

urokova miera
0.003 0.005 0.007 0.009

0.0025

splatnost 1 mesiac

—— EURIBCR model
— EURIBOR redlny
—— RIGIBOR madal
— RIGIBOR redlny

urokova miera

—— EURIBCR model
—— EURIBOR radlny
RIGIBOR model
— RIGIBCR redlny

Urokova miera

50 100
defi

150

0.004

0.002

0.010

0.0086

splatnost 3 mesiace

~y —— EURIBOR model

100
defi

splatnost 12 mesiacov

—— EURIBOR model
— EURIBOR r=dlny
— RIGIBCR model
— RIGIBOR redlny

100
deni

Obr. 11: Vyvoj modelovanych a redlnych trokovych mier EURIBORu a
RIGIBORu pre dant splatnost
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Obr. 12: Fitované vynosy EURIBORu (modréd) a RIGIBORu (Cervend)
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4 Predikcie

Short rate model je uzitocny v praxi najmé vtedy, ked sme pomocou neho schopni aspon
priblizne predpovedat budtci vyvoj trokovych mier. Na predpovedanie budicich tro-
kovych mier v eurozéne a vstupujucej krajine, musime najprv poznat budice okamzité
urokové miery. V nasledujicich podkapitolach najskor odvodime pravdepodobnostné
rozdelenia pre short rate v eurozoéne, spread a z nich plynice rozdelenie short rateu
vo vstupujucej krajine. Nasledne otestujeme prediként silu modelu na simulovanych a

realnych datach.

4.1 Podmienené rozdelenie short rate vo Vasickovom modeli

Na predpovedanie a urcenie konfiden¢nych intervalov budtcej okamzitej tirokovej miery
v eurozéne potrebujeme poznaf jej podmienené rozdelenie. Zaujima nas, z akého roz-
delenia pochadza budica hodnota short rate, ak pozname ti dnesnti. Odvodenie tohto

rozdelenia moézeme najst v praci [2| a jeho tvar pre .4 a; pri danom 7y je
At PO 2L
7"1‘,+At‘7"tf\’]\[<€N 7“t+(9<1—67'i ), %(1—67'§ )) (4.1)

V tvode kapitoly 3 sme poznamenali, Zze Vasickov model kalibrujeme v rizikovo neut-
ralnej pravdepodobnostnej miere s troma parametrami o = kK — A\.o., f = —K, 0,
avsak v rozdeleni vystupuji parametre modelu v redlnej pravdepodobnostnej miere,

pricom plati
a+ Ao,
-3

Parameter k pozname, kedze pozname 3. Na vypocet parametra 6 nam chyba A.. Tento

k= —0, 0 =

parameter odhadneme metédou maximélnej vierohodnosti. Oznacme

[\

- g _
y=e nAt, U2 — 276 (1 —e QHAt) ]
K

Rozdelenie (4.1) aplikujeme na Casovy rad nakalibrovanej okamzitej drokovej miery v

eurozéone Ry, ..., R,, teda

Risi | R~ N (YR +0(N) (1=7), v*),
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kde jedinym neznamym parametrom je € zavisiaca od A. Hustota podmieneného roz-

delenia ma teda tvar:

f(Ri-‘rl ‘ Ri) =

1 [Rix1 —vRi —0(N) (1 — 7)}2
— {_ - } |

Ako sme uz spominali, na odhad parametra A\, pouzijeme metédu maximalnej viero-

hodnosti. T4 spociva v maximalizacii funkcie

Hf z+1|R

no castejsie sa kvoli jednoduchosti maximalizuje funkcia

n—1
i=0
Nas zaujima hodnota A, pre ktortu je tato funkcia maximalna, teda hladame

Ae = argmax I(N)

(A)

(2 LS Ry — s — 000 (1= )
_argmax {H<W> _Tvzg[ i1 — YR — 0(A) ( —’V)]}

| Ein

n 1

a + Ao, 2
= argmax { — E Rit1 —YR; — (1—7) .
A i=0 -

Funkcia je kvadraticka a konkavna v A, jej maximum néjdeme derivovanim. Optimalna

hodnota parametra A sa da po kratkom vypocte a ipravach vyjadrit ako:

Ae = Z i+1 'YR

noe( 1 -7) i Oe

4.2 Podmienené rozdelenie spreadu v modeli Brownovho mostu

V predoslej kapitole sme vyjadrili podmienené rozdelenie eurépskej short rate na pred-
povedanie jej budtcich hodnot. Rovnako chceme vediet predpovedat aj short rate v
domaécej krajine. Najprv vsak musime poznat podmienené rozdelenie pre model roz-
dielu trokovych mier (2.3).

KedZe sa v modeli (2.3) nachddza pri ¢lene dw konstanta, podmienené rozdelenie

bude opat normalne. Zostavime ODR pre strednti hodnotu spreadu:

dE(6;) = — ®”ﬁ+E@mw

T+
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Druhy ¢len je nulovy, pretoze strednd hodnota prirastku Wienerovho procesu je nula,

teda
E(6;)
E — )
dE(6) T tdt
Riesenim ODR dostdvame tvar
T —t
E(d;) = —6
( t) T _ to to»

kde d;, je zndma a ty je ¢as, v ktorom pozorujeme hodnotu d;,. Podmienené rozdelenie

pre rozdiel okamzitych 1.m. ma teda tvar:
Ot | 0 ~ N (m(t), V (1)),

kde

Tt
T —ty
a disperziu V(t) zatial nepozname. Hustota podmieneného rozdelenia je

b Gemm®)
f e o) = 27V (1) p{ 2V (t) }

Na vypocitanie disperzie dosadime hustotu do Fokker-Planckovej PDR (1.6). Pomocou

m(t)

O,

softvéru [13] sme upravili rovnicu na tvar, z ktorého vyplyva, ze disperzia musi spliiat
ODR:

V() (T* —t) +2V(t) = o3 (T* — t), (4.2)

s podmienkou V (ty) = 0. Najprv ndjdeme homogénne riesenie, teda

Vi = 22,
V(t) = —HK.

Celkové riesenie najdeme metddou varidcie konstént, ¢ize K = K(t). Dosadenim do

ODR (4.2) dostaneme

T —t
K'(t) = —02—-2.
(T =)
Jej riesenim je
t—1o
K(t) = —o; :
() UdT* _

Konecny tvar disperzie spreadu okamzitych trokovych mier teda je

Tt
T —ty

V(t) o3 (t —t).
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4.3 Podmienené rozdelenie short rate domacej krajiny

V predoslych dvoch podkapitolach sme odvodili podmienené rozdelenie okamzitej tiro-

kovej miery v eurozéne
2
- —k(t—to) _—k(t—to)  Te (1 _ _—2u(t—ty)
R, | Ry, N(e DRy, +0(1—¢ 0),%(1 e ))

ktori modelujeme Vasickovym modelom (2.2) a podmienené rozdelenie rozdielu domé-
cej a eurdpskej okamzitej arokovej miery

T —t T —t
5,16 NN( 5 2 (4 )
t | Ot T —t, to T*_togd( 0)

ktory modelujeme Brownovym mostom (2.3). Zaujima nés eSte podmienené rozdelenie

okamzitej drokovej miery pre domécu krajinu. Plati vztah
r(t) = R(t) +4(t),
¢ize podmienené rozdelenie pre r(t) bude tieZ normélne. Pre stredni hodnotu plati
E(r(t)) = E(R(t) +6(t)) = E(R(t)) + E (5(¢))
a rovnako pre disperziu
D (r(t)) = D(R(t) +6(t)) = D (R(t)) + D (6(2)) ,

pricom sme vyuzili predpoklad zo zaciatku kapitoly (2), ze R(t) a d(t) sa riadia neza-
vislymi stochastickymi procesmi. Podmienené rozdelenie domacej okamzitej drokovej

miery ma teda tvar

(i (i T —t
Tt | Rtoa 5,50 ~ N (6 ( tO)RtO + 0 (1 — € ( to)) T* _ to 51507
2 *
O¢ (1 _ —2k(t—to) ™ -t , _
o (1-e O>+T*—t00d(t to) ] -

4.4 Aplikacia na simulované data

Rovnakym sposobom ako v podkapitole 3.2 vygenerujeme simulované data s para-
metrami uvedenymi v tabulke 1. Pre ¢éasy ¢t = 1,2,...,200 a ¢as vstupu do eurozény
T* = 253 nakalibrujeme model. Okamzité irokové miery a vynosové krivky predpove-

dame jednorazovo v ¢ase t = 200 na obdobie t = 201, 202, ...252.
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Predikcie short rateov a ich spreadu st na obrazku 13. Predikované hodnoty su

stredné hodnoty prislusnych pravdepodobnostnych rozdeleni odvodenych v predoslych

podkapitolach. Dolni a hornt hranicu konfidenénych intervalov tvoria 2,5%-né a 97,5%-

né kvantily tychto rozdeleni.
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Obr. 13: Predikcie a 95%-né konfidencéné intervaly simulovanych short

rateov a spreadu

Na zéklade nakalibrovanych parametrov, predikovanych hodnot okamzitych tro-

kovych mier a ich konfiden¢nych intervalov vieme jednoducho dosadenim do modelu

predpovedat aj budice vynosy a ich konfiden¢né intervaly (obrédzok 14). Predikovany

vynos pre dany den je vynos, ktory v tomto dni nastane s najvacsou pravdepodobnos-
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Obr. 14: Predikcie a 95%-né konfidenc¢né intervaly 6 mesacnych

simulovanych urokovych mier
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tou za podmienky, Ze ndhodny proces sa riadi modelom. Konfiden¢ény interval vynosu
pre dany den nam zase hovori, Ze budiica hodnota vynosu sa s 95%-nou pravdepodob-
nostou bude nachadzat v tomto intervale, opat za podmienky, Ze ndhodny proces sa

riadi modelom.

4.5 Aplikacia na realne data

Pouzijeme rovnaké data, ako pri kalibracii v kapitole 3. Predpoved spravime kazdy
den pocas obdobia t = 151,152, ..., 248, ¢ize priblizne od zaciatku augusta az po vstup
do eurozény. V kazdom dni nakalibrujeme model na predchadzajicom 150-diiovom
obdobi a vynosové krivky predpoveddame vzdy na jeden den dopredu. Vykonantu pred-
ikciu porovname s benchmarkovou predikcou, ktora pouzije skutocné vynosy zo dna,
kedy predpovedame (teda predikuje, ze vynosy sa nésledujici den nezmenia). Model

je pouzitelny, ak su jeho predpovede v priemere blizsie k skutoénym vynosom ako

benchmark.
priemernd absolitna chyba (MAE)
splatnost EURIBOR RIGIBOR
(mesiace) model benchmark model benchmark
1/4 2.651978e-04 2.020202e-06
1 2.725655e-04 1.757576e-05 3.214218e-04 2.020202e-06
2 1.811462e-04 1.535354e-05
3 1.130801e-04 1.505051e-05 5.971065e-04 1.616162e-05
6 9.437438e-05 2.060606e-05 8.107354e-04 2.424242e-05
9 3.760316e-05 2.464646e-05
12 3.639714e-05 2.888889¢-05 1.4058681e-03 1.717172e-05

Tabulka 4: Vysledky predikeii (EURIBOR-RIGIBOR)

V kalibracii na data EURIBORu a RIGIBORu vychadza vysoka hodnota parametra
0., 0kolo 0.06. Z toho potom plynie aj vysoka volatilita podmienenych rozdeleni pre obe
urokové miery. Nema teda vyznam pocitat konfidenéné intervaly, pretoze tie vyjdu prilis

siroké, ¢im tplne stratia vypovedni hodnotu (podobna situdcia nastava pri TALIBORe

a VILIBORe).

39



PREDIKCIE

V tabulke 4 uvadzame vyslednu chybovost predikcii. Vidime, ze chyby pre EURI-
BOR aj RIGIBOR st pre vsetky splatnosti vyssie ako chyby benchmarkovych predikeii.
Dalo sa to ocakéavat uz pri velkej chybovosti nakalibrovanych vynosovych kriviek v pre-
doslej kapitole. Velkd je najma chybovost v predpovedani tirokovych mier RIGIBORu,
pricom sa zvacsuje pre dlhsie maturity. Naopak v pripade EURIBORu plati, Ze pred-
povede su lepsie pre dlhsie maturity. Tieto zavery sa dalo ocakavat kvoli volbe vah,
ktort sme opisali pri kalibracii v predoslej kapitole a da sa to vidiet aj pri chybach
kalibracie na obrazkoch 9 a 10.

Na zaver este uvadzame pocty dni, v ktorych bol model v predpovedi tspesnejsi ako
benchmark (Tabulka 5). Tu moZno este lepsie vidno, ze model je na predpovedanie
RIGIBORu nepouzitelny, kedze iba dvakrat prekonal benchmark - predpoved zalozent
na urokovych mierach z predoslého dna. Podobné vysledky dostavame aj v pripade

TALIBORu a VILIBORu v kapitole 5.

splatnost (mesiace)
/4 1 2 3 6 9 12
EURIBOR 1 0 8 5 23 40
RIGIBOR 0 0 2 0 0

Tabulka 5: Pocet dni, v ktorych bol model v predikciach tspesnejsi
(z celkového poétu 99 dni, EURIBOR-RIGIBOR)
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5 Dalsie vysledky

V tejto kapitole uvadzame dodatocné vysledky kalibracie a predikcii na datach EURI-
BORu v kombinacii s datami TALIBORu a VILIBORu.

Kalibracia EURIBOR-TALIBOR
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Obr. 15: Chybovost nakalibrovanych vynosovych kriviek,
hore - EURIBOR, dole - TALIBOR

a & Oc Ad 04

0.033946  -0.486528  0.202519  -588.4282  0.000079

Tabulka 6: Nakalibrované parametre (EURIBOR-TALIBOR)
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Obr. 18: Chybovost nakalibrovanych vynosovych kriviek,
hore - EURIBOR, dole - VILIBOR

a B Oc Ad 04

-0.050275  0.257894

0.008317  0.045541  0.055274

Tabulka 7: Nakalibrované parametre (EURIBOR-VILIBOR)
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Obr. 20: Fitované vynosy EURIBORu (modra) a VILIBORu (Cervend)

44



DALSIE VYSLEDKY

Predikcie EURIBOR-TALIBOR

priemernd absolitna chyba (MAE)

splatnost EURIBOR TALIBOR
(mesiace) model benchmark model benchmark
1 2.740040e-04 3.813725e-05 3.155746e-04 3.431373e-05
2 3.492898e-04 2.970588e-05
3 1.395777e-04 2.617647e-05 8.416984e-04 3.529412e-05
4 1.629454e-04 2.127451e-05
5 1.370286e-04 2.264706e-05
6 1.290538e-04 2.333333e-05 7.747391e-04 3.529412e-05
7 4.168777e-05 2.284314e-05
8 1.332151e-04 2.401961e-05
9 8.231152e-05 2.460784e-05
10 8.192626e-05 2.401961e-05
11 2.917638e-05 2.303922¢-05
12 1.687121e-04 2.392157e-05 2.6146098e-03 4.607843e-05
Tabulka 8: Vysledky predikcii (EURIBOR-TALIBOR)
splatnost (mesiace)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
EURIBOR 10 4 11 11 9 2 25 5 9 9 37 2
TALIBOR 2 1 3 0

Tabulka 9: Pocet dni, v ktorych bol model v predikcidch tspesnejsi
(z celkového poctu 102 dni, EURIBOR-TALIBOR)
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Predikcie EURIBOR-VILIBOR

priemernd absolitna chyba (MAE)

splatnost EURIBOR VILIBOR
(mesiace) model benchmark model benchmark
1/4 8.128737e-05 9.803922e-06
2/4 1.755224e-04 1.176471e-05
1 1.045164e-04 1.519608e-05 2.079936e-04 9.803922e-06
2 5.230854e-05 1.735294e-05
3 7.239679e-05 1.715686e-05 4.206773e-04 1.568627e-05
6 1.281567e-04 2.019608e-05 6.463447¢e-04 1.372549e-05
9 3.134128e-05 2.127451e-05
12 3.119520e-05 2.147059e-05 7.165991e-04 1.568627e-05
Tabulka 10: Vysledky predikcii (EURIBOR-VILIBOR)
splatnost (mesiace)
1/4 2/4 1 2 6 9 12
EURIBOR 7 17 12 9 20 22
VILIBOR 0 0 0 1 0

Tabulka 11: Pocet dni, v ktorych bol model v predikcidch tspesnejsi
(z celkového poétu 102 dni, EURIBOR-VILIBOR)
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Zaver

Myslienkou tejto prace bolo modelovat trokové miery v eurozéne a krajine, ktora do
eurozény vstupuje. Urokové miery by mali konvergovat s bliziacim sa vstupom do
eurozony. Na zachytenie konvergencie sme pouzili model z prace [1], ktorého princip je
zalozeny na modelovani rozdielu drokovych mier Brownovym mostom.

Autori tejto prace nespecifikovali model pre eurépske trokové miery. Zvolili sme Va-
sickov model, ktory patri medzi jednoduchsie short rate modely. V spominanej praci su
uvedené modelom implikované ceny dlhopisov pre vstupujicu krajinu aj s postupom
ich odvodenia. Autori vSak neuvadzaju vypocet dvoch diferencialnych rovnic, ktoré
vedu k rieseniu. Spravili sme teda vlastny vypocet, a tym overili spravnost tohto rie-
senia. Okrem toho sme analyticky vyjadrili niektoré vlastnosti modelu, ktoré sme od
modelu intuitivne ocakavali. Model sme kalibrovali minimalizaciou vzdialenosti mo-
delovanych a realnych vynosovych kriviek. Postup kalibracie Vasickovho modelu sme
prebrali z prace [5]. Podobny postup s mensimi modifikdciami sme aplikovali aj pri
kalibracii modelu Brownového mostu. Spravnost kalibracnych metéd sa potvrdila na
simulovanych datach, kde nakalibrované parametre boli takmer totozné s parametrami
pouzitymi na generovanie dat. Kalibraciu sme potom aplikovali na realne data euro-
zony a troch krajin, ktoré prednedavnom vstupovali do eurozény - Litva, Lotyssko
a Estonsko. Nasledne sme odvodili podmienené pravdepodobnostné rozdelenia eurdp-
skeho short rateu, spreadu a z nich vyplyvajice rozdelenie domaceho short rateu, ktoré
su kliucové pri predikciach. Predikcie redlnych trokovych mier mali velki chybovost,
najmé v pripade vstupujucich krajin, ¢o sme ocakavali uz kvoli zna¢nym chybam pri
kalibréacii. Ukazali sme, ze model navrhnuty v préaci [1] nie je vhodny na modelovanie
medzibankovych trokovych mier v troch nami zvolenych krajinéch.

Pocas tejto prace sme pouzivali medzibankové tirokové miery EURIBOR, RIGIBOR,
TALIBOR a VILIBOR. Existuju vsak aj iné typy urokovych mier, na ktorych by sa
mohol model odskusat. Takisto by sa dalo model otestovat aj pre iné krajiny, ktoré v
minulosti vstipili do eurozény. Dalsou moznostou by mohla byt modifikicia samotného
modelu. Vasickov model na modelovanie eurépskych vynosovych kriviek sa da zamenit
za iny, zlozitejsi model, pripadne sa moze upravit aj druhé stochasticka rovnica modelu

na modelovanie spreadu.
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