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Abstrakt v statnom jazyku

RAVINGEROVA, Alexandra: Kontinudcia stacionarnych a periodickych rieseni systé-
mov oby¢ajnych diferencidlnych rovnic v programovacom jazyku Python [Diplomova
préaca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky,
Katedra aplikovanej matematiky a statistiky; skolitel: doc. Mgr. Pavol Bokes, PhD.,
Bratislava, 2017, 68 s.

Tato praca sa zaobera kontinuaciou rieseni dynamickych systémov z teoretického aj
aplikovaného pohladu. Pontkame pohlad do tedérie dynamickych systémov a do bifur-
kacnej tedrie. Z teoretického hladiska sa venujeme zakladnym numerickym principom
kontinuacie. Predstavujeme Auto-07p, program na rieSenie kontinuacnych a bifurkac-
nych problémov diferencidlnych rovnic. Na konkrétnych prikladoch prindsame pod-
robny navod na pouzivanie Auto-07p v spolupréci s programovacim jazykom Python a
interpretaciu ziskanych rieseni. Na zaver prinasame aplikaciu ziskanych poznatkov na

modeli spravania neurénovej skupiny.

KlItcové slova: Python, Auto-07p, Bifurkacia, Kontinuacia, Dynamické systémy



Abstract

RAVINGEROVA, Alexandra: Continuation of stationary and periodic solutions to sys-
tems of ordinary differential equations in the programming language Python [Master’s
Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and In-
formatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: Doc. Mgr.
Pavol Bokes, PhD., Bratislava, 2017, 68 p.

The thesis is focused on continuation of solutions of dynamical systems in terms
of theory and practical use. It provides insight into theory of dynamical systems and
bifurcation theory. It also presents fundamental principles of numerical continuation.
The thesis introduces Auto-07p, a software for continuation and bifurcation problems
in differential equations. Using specific examples the thesis offers a detailed manual
for use and interpretation of obtained results of Auto-07p together with programming
language Python. Finally, the thesis models behaviour of neurons under changing input

current.

Keywords: Python, Auto-07p, Bifurcation, Continuation, Dynamical systems
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UVOD

Uvod

Teéria bifurkacii sa zaoberda myslienkou, Ze riesenie systémov diferencidlnych tloh s
parametrom sa pri zmene parametra meni a v niektorych pripadoch moze mala zmena
parametra viest k rozsiahlej zmene spravania celého systému. Tento systém diferen-
cialnych rovnic méze predstavovat jednotlivé biochemické reakcie v bunkach [16] alebo
popisovat principy fungovania neurénovych systémov v mozgu [6]. Je Tahké predstavit
si, aké siroké uplatnenie maju dynamické systémy a bifurkdcie v prirodnych vedach i
ekondémii. Jednym z hlavnych podnetov pre vypracovanie tejto prace je prave vysoky
potencial rozsirovanie znalosti o zvoleni tému.

Ulohy vysSej zlozitosti je Castokrat ndroéné vieobecne vyriesit. Idedlnym sposobom,
ako si tuto pracu ulahcit je pouzitie spravneho pocitacového softvéru. Na riesenie bi-
furkacnych tloh sa obvykle pouziva samostatny program Auto alebo Specidlne kniznice
k programu MatLab. V nasej praci vyuzivame program Auto v spolupraci s Pythonom.
Jednou z vyhod tohto vyberu je volny pristup k tymto programom.

Cielom préace je vytvorit uceleny a uzitoény tvod do problematiky bifurkacii. Ve-
nujeme sa teoretickym aj praktickym aspektom riesenia kontinuac¢nych a bifurkacnych
uloh. V prvej kapitole popisujeme tedriu dynamickych systémov a bifurkacii. Druhé
kapitola je ivodom do numerickej kontinuacie rieseni. Tretia kapitola je zamerand na
samotny pouzity softvér a praktické aspekty jeho pouzivania. Vo Stvrtej kapitole po-
nikame névod na pracu s programom Auto. V poslednej kapitole ziskané poznatky

aplikujeme na konkrétnu tlohu a interpretujeme vysledky.



1. DYNAMICKE SYSTEMY

1 Dynamické systémy

V tejto kapitole v kratkosti uvadzame tedriu dynamickych systémov a ich bifurkacii.
Venujeme sa vybranym druhom bifurkécii a ich vlastnostiam. Kapitola vychadza z [15]
a [11].

1.1 Zakladné pojmy a vlastnosti dynamickych systémov

Definicia 1.1 (Stavovy priestor). Mnozinu vSetkych stavov, v ktorych sa méze systém

nachadzat nazyvame stavovym priestorom a obycajne oznacujeme X.

Definicia 1.2 (Evolu¢ny operétor). Nech T je ¢iselnd mnozina a nech pre dané ¢t € T

je v stavovom priestore X dané zobrazenie
o X = X,

ktoré transformuje pociatocny stav systému xy € X v case 0 do stavu z; € X v case t

tak, ze plati
T, = p'xg (1)
Takéto zobrazenie nazyvame evolucnym operatorom dynamického systému.
Evolucéné operatory majua dve prirodzené vlastnosti. Prvou z nich je
¢’ =id, (2)

kde id oznacuje identické zobrazenie na X. Pre vsetky x € X plati id x = z, ¢o zna-
mena, ze stav systému sa spontanne nemeni. Druhou vlastnostou evolu¢nych operatorov
je

) +s _ SOt o (,08. (3)

To znamena, ze

x) (4)

pre vietky € X a t,s € T také, ze obe strany rovnice (4) st definované. Vlastnost

(3) v podstate hovori, Ze vysledok evolicie systému pocas (t + s) casovych jednotiek,

10



1. DYNAMICKE SYSTEMY

zacinajucej v bode x € X je rovnaky, ako keby sme najprv nechali systém menit sa zo
stavu z iba pocas s ¢asovych jednotiek a nésledne pokracovali zo stavu p°z po dobu
t casovych jednotiek. Inymi slovami, systém sa riadi podmienkami, ktoré nezavisia od

casu - je to autonomny systém.

Definicia 1.3 (Dynamicky systém). Dynamicky systém je trojica {T, X, '}, kde T
je ¢asovd mnozina, X je stavovy priestor a ¢! : X — X je jednoparametrické trieda
evoluénych operdtorov parametrizovana cez t € T a spliiajiica podmienky (2) a (3).

Ak T =R a 'z je hladké funkcia (x,t), hovorime, zZe systém je spojity.

Definicia 1.4 (Trajektéria). Trajektoria so zaciatkom v xq je usporiadand podmnozina

stavového priestoru X, ktord spliia
O, (xg) = {:c € X :x=¢'n,Vt € T také, 7e p'zg je deﬁnované}
Najjednoduchsi druh trajektorii si pevné body.

Definicia 1.5 (Pevny bod). Bod 2 € X nazyvame pevngm bodom, ak pre vSetky
t € T plati, Ze o'z = 2°. Takyto bod nazyvame tiez ekvilibrium, rovnovazny alebo

stacionarny bod.

Definicia 1.6 (Cyklus). Cyklus je neekvilibriova periodické trajektéria L spliiajica
VteT 3Ty >0:Vog € Ly o 0xy = play.

Najmensie Ty, ktoré splita tto vlastnost sa nazjva peridda cyklu L.

Definicia 1.7 (Invariantnd mnozina). Invariantnd mnozina dynamického systému

{T, X, ¢'} je podmnozina S C X takd, ze ak zq € S, tak ¢'xy € S pre vetky t € T
Definicia 1.8 (Stabilita). Invariantnd mnozina Sy sa nazyva stabilnou, ak

(i) pre lubovolné dostatoéne malé okolie U D S, existuje okolie V' D Sy také, ze

PlreUNVreVaVt>0
(ii) existuje okolie Uy D Sy také, Ze pre t — +oco plati, ze o'z — Sy Vo € Uy

Ak je Sy pevny bod alebo cyklus, definicia je standardnou definiciou stability pev-
nych bodov resp. cyklov.

11



1. DYNAMICKE SYSTEMY

Vlastnost (i) sa nazyva Lyapunovskd stabilita. Ak je mnozina Sy Lyapunovsky sta-
bilna, okolné trajektérie nikdy neopustia jej okolie. Vlastnost (ii) sa nazyva asymp-
totickd stabilita. Existujt invariantné mnoziny, ktoré spliiaju iba jednu z uvedenych

vlastnosti.

Definicia 1.9 (Fazovy portrét). Rozdelenie stavového priestoru na trajektorie nazy-

vame fazovym portrétom dynamického systému.

Kym pre spojité jednorozmerné dynamické systémy je zobrazenie t — 'z, mono-
tonne, dvoj- a viacrozmerné systémy maji bohatsiu klasifikaciu kvalitativneho spra-
vania. Vychodiskovym bodom pre preskiimanie kvalitativneho spravania je klasifikacia
typov pevnych bodov.

Uvazujme dvojrozmerny systém
i=f(z), x=(1,22)" € R

kde f je hladkd spojité funkcia. Nech x = 0 je pevny bod, f(0) = 0 a nech

df (x)
dx

A:

=0
je jeho Jacobiho matica. Matica A ma dve vlastné cisla Aq, A5 - korene charakteristicke;

rovnice
M —oA+A=0,

kde o je stopa a A determinant matice A. Vzhladom na rézne A,y mdézeme definovat
niekolko druhov fazovych portrétov a ich stabilitu. Tieto si zhrnuté v tabulke 1. Grafy

zobrazujuice fazové portréty boli prevzaté z [11].

Definicia 1.10 (Homeomorfizmus). Homeomorfizmom nazyvame bijektivne spojité

zobrazenie h, pre ktoré plati, Ze aj jeho inverzia h~! je spojité zobrazenie.

Definicia 1.11 (Topologické ekvivalencia). Dynamicky systém {7, R"™, ©'} nazyvame
topologicky ekvivalentny k dynamickému systému {7, R" 1"}, ak existuje homeomor-
fizmus h : R" — R", ktory zobrazuje trajektorie prvého systému na trajektérie druhého

systému pri zachovani smeru plynutia ¢asu.

12



1. DYNAMICKE SYSTEMY

Vlastné hodnoty Fazovy portrét Stabilita

ImAy,ImAy =0 A Re), Redy <0 uzol stabilny

ImAy, ImAy # 0 A ReAj, Rels < 0 ohnisko  stabilné
ImAy, ImAy =0 A Red; <0 < Relsy sedlo nestabilné
ImAy,ImAy =0 A Re), Redy >0

uzol nestabilny

ImAi, ImAy # 0 A ReAp, Rehy >0 ohnisko nestabilné

LE S HOF <

Tabulka 1: Prehlad druhov pevnych bodov

1.2 Bifurkacie

Pod pojmom bifurkacia rozumieme v netechnickej reci rozdelenie ¢ohosi na dve Casti.
MbzZe to byt miesto, v ktorom sa rozvetvuje rieka [10]. V medicine je to miesto, kde sa
napriklad priedusnica rozdeluje na dve priedusky [8]. V matematickom kontexte vSak
ma bifurkécia ovela konkrétnejsiu definiciu.

Uvazujme spojity dynamicky systém zavisly od parametrov

= f(z,a), (5)

kde x € R" st fazové premenné a o € R™ parametre. Uvazujme fazovy portrét systému
(5). Ak zmenime hodnotu parametra a, zmeni sa aj tento fazovy portrét. Existuji dve
moznosti - bud je novy fazovy portrét topologicky ekvivalentny s povodnym, alebo

doslo k zmene topoldgie.

Definicia 1.12 (Bifurkacia). Ak pre dynamicky systém (5) existuje parameter o =
ap taky, ze pre a; Tubovolne blizke k ag nie si k nim prislichajice fazové portréty

topologicky ekvivalentné, hovorime, ze nastala bifurkdcia.

13



1. DYNAMICKE SYSTEMY

Hodnotu o parametra «, v ktorom nastala zmena topoldgie systému nazyvame

bifurkacnou hodnotou. Na zobrazenie bifrukacii vyuzivame tzv. bifurkacny diagram.

Definicia 1.13 (Bifurkacny diagram). Bifurkacny diagram dynamického systému je
stratifikicia (rozvrstvenie) priestoru parametrov spolu so zodpovedajicimi fazovymi

portrétmi kazdej vrstvy.

Ak méa dynamicky systém jedno- alebo dvojrozmerny fazovy priestor a zavisi iba
od jedného parametra, jeho bifurkacny diagram mdze byt zobrazeny ako priamy pro-
dukt fazového a parametrického priestoru R x R resp. R? x R, s fazovymi portrétmi
zobrazenymi ako jedno- respektive dvojrozmerné vrstvy a = konst..

V najjednoduchsich pripadoch je priestor parametrov zlozeny z konecného poctu
oblasti v R™. Vnutri kazdej z tychto oblasti je fazovy portrét tlohy topologicky ek-
vivalentny. Oblasti si oddelené bifurkacnymsi hranicami, ¢o su hladké variety v R™
(napriklad krivky alebo plochy). Tieto hranice sa mozu pretinat alebo splyvat a ich
prieniky rozdeluju bifurka¢né hranice na podoblasti. Bifurkac¢na hranica je definovana
fazovym objektom (ekvilibirium, cyklus a podobne) a bifurkacnou podmienkou, ktora
urcuje typ bifurkacie (napriklad Hopfova bifurkécia, transkritickd bifurkacia). Bifur-
kacénd podmienka je obvykle viazanad na vlastnosti vlastnych cisel Jacobiho matice

systému.

Definicia 1.14 (Kodimenzia). Rozdiel medzi dimenziou priestoru parametrov a dimen-

ziou korespondujucej bifurkacnej hranice nazyvame kodimenziou bifurkacie v systéme

(5).

Kodimenziu mézeme ekvivalentne definovat ako pocet nezavislych podmienok, ktoré
vymedzuju bifurkaciu. Kodimenzia jedného typu bifurkacie je rovnaka pre vsetky ge-
nerické systémy zavislé od dostatocného pocétu parametrov.

Minimalny pocet volnych parametrov potrebnych na vytvorenie bifurkacie kodi-
menzie k je prave k. Opacne, v generickom systéme s k parametrami staci sledovat
bifurkacie kodimenzie maximalne k. Ak sa v m-rozmernom systéme nachadza bifurka-
cia kodimenzie k (m > k), tak vieme najst k-rozmerni bifurkac¢ni hranicu, v ktorej sa
tato bifurkacia nachadza. Ak urobime bijektivne zobrazenie na iny podpriestor dimen-

zie k, tak povodny bifurkacny diagram a jeho obraz budu topologicky ekvivalentné.

14



1. DYNAMICKE SYSTEMY

Pre lokélne (a niektoré globalne) bifurkécie stacionarnych bodov preto existuji uni-
verzalne bifurkacné diagramy, ziskané z topologicky normalnych tvarov.
Niekedy je mozné zostrojif jednoduchy systém polynomialny v &;

ktory v 3 = 0 dosahuje ekvilibrium & = 0 spliiajice k bifurkaénych podmienok uréuji-
cich pre toto ekvilibrium bifurkiciu kodimenzie k. Vektor o je vektor koeficientov o;,
i =1,2,...,1 polynémov z (6). Vo vSetkych pripadoch, ktorymi sa budeme zaoberat,
bude v priestore parametrov konec¢ne vela oblasti zodpovedajuicich topologicky neekvi-
valentnym fazovym priestorom. V najjednoduchsom pripade budu vsetky o; dosahovat
konecne vela roznych celociselnych hodnot.

Spolu so systémom (6) uvazujme systém
= f(r,a), zcR" acRk (7)
ktory ma pre a« = 0 pevny bod z = 0.

Definicia 1.15 (Genericita). Systém, ktory spliia konetne vela generickyjch podmienok

sa nazyva genericky systém. Generické podmienky maja tvar nerovnosti
N;[f]#0, i=1,2,..,s,

kde kazdé N; je nejaka algebraickd funkcia niektorej parcidlnej derivicie od f (x, @)

vzhladom na z a « v bode (z,a) = (0,0).

Definicia 1.16 (Topologicky normélny tvar). Dynamicky systém (6) sa nazyva topo-
logicky normdalnym tvarom bifurkdcie, ak pre Tubovolny genericky systém (7) s pevnym
bodom z = 0 spliiajicim v o = 0 rovnaké bifurkaéné podmienky je systém (6) blizko

podiatku pre nejaké hodnoty koeficientov o; lokalne topologicky ekvivalenty k (7).

Ak je zostrojeny topologicky normalny tvar bifurkéacie, jeho bifurkac¢ny diagram
ma univerzalny vyznam, pretoze sa objavuje v bifurka¢nych diagramoch generickych

systémov.

Definicia 1.17 (Indukovany systém). Hovorime, ze systém
y=9.B), yeR"FeR™,

15



1. DYNAMICKE SYSTEMY

je indukovany systémom
t=f(r,a), zeR" aecR"
ak g (y,0) = f (y,p(B)), kde p : R™ — R™ je spojité zobrazenie.
Zobrazenie p pri tom nemusi byt homeomorfizmom, takze nemusi byt invertovatelné.

Definicia 1.18 (Verzalna deformécia). Systém (6) je verzdlnou deformdciou kores-
pondujucej lokalnej bifurkacie, ak Tubovolny systém (7) s pevnym bodom v x = 0,
spltiajici rovnaké podmienky v a = 0, je blizko pociatku lokdlne topologicky ekviva-

lentny k indukovanému systému (6) pre nejaké hodnoty koeficientov o;.

D4 sa dokazaf, ze vo vela pripadoch si topologicky norméalne formy, ktoré odva-
dzame, v skutocnosti verzalnymi deforméciami pre korespondujice bifurkacie. Takéto
bifurkacie sa nazyvaji generické. Dalej sa v tejto kapitole budeme venovat iba tiloham,

ktoré obsahuju generické bifurkacie.

1.2.1 Bifurkacia typu sedlo-uzol

Jednym z najjednoduchsich typov bifurkacii je bifurkacia typu sedlo-uzol, v niektorej
literattire oznacovana aj ako tzv. fold bifurcation alebo out-of-blue-sky bifurcation. Je
to preto, ze z fazového priestoru, v ktorom sa nevyskytoval ziaden stacionarny bod, sa
malou zmenou bifurkacného parametra jeden pevny bod objavi, aby sa ihned rozdelil
na dva, jeden stabilny a jeden nestabilny. Ak sa na dynamiku pozrieme z opacnej strany,
mozeme ju interpretovat ako dva pevné body s réznou stabilitou, ktoré sa navzajom
pritahuji, aby nakoniec anihilovali a zmizli.

Bifurkaciu typu sedlo-uzol mézeme dobre ukazat na konkrétnom pripade, pretoze
ide o genericki formu bifurkacie [11].

Majme obycajnui diferencidlnu rovnicu s parametrom
i =r+ 27 (8)

Pre rozne hodnoty parametra r existuje rozlicné mnozstvo pevnych bodov, ako vidno

aj na Obréazku 1.
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1. DYNAMICKE SYSTEMY

r<0 r=>0 r>0

Obr. 1: Riesenia rovnice (8) pre rozne hodnoty parametra r

05

-0.5

-10
-10 -0.5 0.0 05 10

Obr. 2: Bifurkacia typu sedlo-uzol - Bifurkaény diagram tlohy (8)

1.2.2 Transkriticka bifurkacia

Transkritickd bifurkacia nastava v situacii, ze nelinedarny systém méa dva pevné body.
Jeden z nich je stabilny, druhy nestabilny a blizia sa k sebe, v bifurkacnom bode
sa stretni a pokracuju dalej vo svojich vytycenych trajektériach, ale s vymenenou
stabilitou/nestabilitou.

Bifurkacia je jednoducho ilustrovatelna napriklad na tlohe

i =ry— 1’ 9)

17



1. DYNAMICKE SYSTEMY

05

Obr. 3: Transkritickd bifurkécia - Bifurkaény diagram tlohy (9).

1.2.3 Vidlicova bifurkéacia

Vidlicova bifurkacia (z angl. pitchfork) nastava, ked do bifurka¢ného bodu existuje iba
jediny pevny bod, ktory sa v bode bifurkécie rozvetvi na 3 casti. Podla toho, ¢i bol
pevny bod stabilny alebo nestabilny rozoznavame superkriticki, respektive subkritickt
vidlicovi bifurkdciu. Ak je bifurkacia superkritickd, zo stabilného pevného bodu sa
rozvetvia dve stabilné vetvy a treti pevny bod v povodnom smere sa zmeni na nesta-
bilny. Ak je pévodny pevny bod nestabilny, (ne)stabilitu ostatnych vetiev je mozné
analogicky obratit. Prikladom superkritickej vidlicovej bifurkicie méze byt nasledovné

diferencialna rovnica s parametrom r:

R A (10)

05

Obr. 4: Vidlicova bifurkicia - Bifurka¢ny diagram tlohy (10).

1.2.4 Hopfova bifurkacia

Hopfova bifurkécia je jednou z najdolezitejsich novych typov bifurkécii, ktoré vznikajua

v priestore s dimenziou n > 2. Nastava, ak vo fazovom priestore zo $piraly so stabilnym
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alebo nestabilnym ohniskom vznikne v bode bifurkécie limitny cyklus. V pripade, ze
vzniknuty limitny cyklus je nestabilny a pevny bod pre rovnaké hodnoty bifuracného
parametra stabilny, nazyvame bifurkaciu superkritickou. Ak je stabilita vymenen4,

bifurkacia je subkriticka. Uvazujme dvojrozmerny systém s parametrom a

i=—y+a(a—a’—y) (11)
y:x—i-y(a—xz—yz).
Bifurka¢ny diagram tlohy (11), konkrétne jeho priemet do roviny y = 0 sa nachidza na
obrazku 5. Plnou ¢iarou je oznaceny stabilny pevny bod, prerusovanou ¢iarou nestabilny

pevny bod a bodkovana ¢iara oznacuje maximalnu a minimalnu hodnotu x dosahovant

v limitnom cykle zodpovedajicom k danej hodnote parametra a.

05

Obr. 5: Hopfova bifurkicia - Bifurka¢ny diagram tlohy (11).

Existuju dalsie typy bifurkacii, avsak na tcely tejto prace nam postacuju bifurkacie
popisané v tejto podkapitole. Na hlbsie pochopenie hoklinickych, heteroklinickych a

inych bifurkdcii a ich spréavania odportacame [15] a [11].
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2. UVOD DO METOD NUMERICKEJ KONTINUACIE

2  Uvod do metéd numerickej kontinuacie

Zamerom tejto kapitoly je priblizenie algoritmov, na zaklade ktorych funguje prog-
ram Auto-07p, ktory budeme pouzivat v nasledujucich kapitolach. Neuvadzame preto
zoznam vsetkych druhov problémov, ktoré sa riesia kontinua¢nymi metédami, ani do
podrobnosti neporovnavame jednotlivé druhy metoéd. Uvadzame teoretické zéklady,
vdaka ktorym je mozné riesit tlohy numerickej kontinuacie a principy fungovania vy-
branych metéd, ktoré sa na rieSenie tychto tloh pouzivaji. Vychédzali sme z knihy [2]

a ucebnych textov [4] a [5].
2.1 Zakladné principy numerickej kontinuacie
Uvazujme systém nelinearnych rovnic
F(z) =0, (12)

kde F' : R" — R" je, pre jednoduchu ilustraciu principov, hladké zobrazenie. To
znamena, ze jeho derivacia Tubovolného radu je spojita. Ak existuje regularne riesenie
z ulohy (12), teda det (F’ (Z)) # 0 a pozname jeho dobri aproximdciu xy, moézeme

vypocitat pouzitim Newtonovej metody
Tiv1 = x; — [F'(2)] 7 F(z;), i=0,1,2..., (13)
alebo pomocou iného algoritmu Newtonovho typu
T =xi— A7 F (z), i=0,1,2..., (14)

kde A; je nejakd vhodnd aproximécia Jakobidnu F’ (x;). Vyhodou tohto pristupu je
rychla konvergencia k rieseniu, nevyhodou je, ze musia platif vyssie uvedené predpo-
Klady.

Dalej uvazujme nelinedrny systém s parametrom
H(z,\)=0, xzeR" NeR, (15)
kde o H : R*"! — R™ mame nasledujiice predpoklady

Predpoklad 2.1. H : R — R” je hladké zobrazenie.

20



2. UVOD DO METOD NUMERICKEJ KONTINUACIE

Predpoklad 2.2. Existuje bod uy, € R taky, Ze
(i) H (uo) =0,
(ii) Jacobiho matica H' (uy) ma maximalnu hodnost - rank (H' (ug)) = n.
Za tychto predpokladov mézeme zvolit index i € {1,2,...,n + 1} taky, Ze podmatica
Jacobiho matice H' (ug), ziskana z H' (u) odstranenfm i-teho stipca, nie je singuldrna.
7 Vety o implicitnej funkeii potom vieme, Ze mnozinu bodov, ktoré spliiaji H (z, ) = 0

mozeme lokdlne parametrizovat vzhladom na i-tu siradnicu [2]. Reparametrizéciou

tejto mnoziny potom dostdvame krivku ¢, ktord splita nasledovni lemu.

Lema 2.3. Za predpokladov 2.1 a 2.2 existuje hladkd krivka o € J — c(a) € R™™ pre

nejaky otvoreny interval J, 0 € J, taky, Ze pre vsetky o € J plati
(i) ¢(0) = o,
(i) H (' (a)) =0,
(iii) rank(H' (¢ (a))) = n,
(iv)  (a) # 0.
Definicia 2.4 (Kolmy vektor). Nech A je matica rozmeru n x (n + 1) s hodnostou
rank (A) = N. Potom vektor ¢ (A) € R spliiajiici podmienky
(i) At=0

(i) f[¢f=1

A
(iif) det >0,
tT
sa nazyva kolmy vektor indukovany A.
Definicia 2.5 (Pociatocné tloha). Pociato¢na tloha je tloha v tvare
w=t(H (u)) (16)
u (0) = uo. (17)
Prava strana rovnice (16) je definovand iba pre také body u, ze Jacobiho matica H' (u)

ma plni hodnost. Z tejto podmienky vychadza nasledovna definicia.
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Definicia 2.6 (Reguldrny bod a reguldrna hodnota). Nech f : R? — R? je hladké
zobrazenie. Bod x € R? sa nazyva requldrnym bodom f, ak Jakobiho matica f'(z) ma
plntd hodnost min {p, ¢}. Hodnota y € RY sa nazyva reguldrnou hodnotou f, ak vSetky

x € R? pre ktoré plati f (z) = y st reguldrne body f.

2.2 Metody typu prediktor-korektor

Myslienka metod typu prediktor-korektor je numericky sledovat krivku ¢ z tivodu pod-
kapitoly 2.1 tak, ze pozdIZ nej generujeme postupnost bodov u;, ¢+ = 1,2, ..., ktoré
splfiajii vybrané toleranéné kritérium, napriklad ||H (u;)|| < € pre zvolené ¢ > 0. Pod
ozna¢enim ||a|| rozumieme Euklidovski normu v n-rozmernom priestore ||a|| = f:l a?,
a € R". Predpokladdme, Ze je zadany reguldrny Startovaci bod u, € R"*! tai;y, ze
H (ug) = 0.

Je intuitivne a v [2] dokazané, ze pre dostatoéne malé € > 0 existuje jedind hodnota
parametra s; takd, ze plati s; = argmin ||c (s) — u;||, teda Ze bod ¢ (s;) je zo vsetkych
bodov na krivke ¢ najblizsie k u;. "

Na ilustraciu postupu, ktorym sa generuji body wu; pozdlz krivky ¢ predpokladajme,
ze bod u; € R* ! splia || H (u;)|| < e. Ak u; je regularny bod H, potom, ako sme ukézali
v ¢asti 2.1 existuje jedineénd krivka ¢; : J — R™"*! definovand na maximalnom moznom

intervale existencie J, ktord spliia pociatocni tlohu
uw=1t(H (u)) (18)
u (0) = u;.
Na dosiahnutie nového bodu w41 pozdlz krivky ¢ najprv urobime krok nazjvany pre-

diktor. Ako prediktor su typicky pouzivané jednoduché explicitné metody, Casto je

pouzivany tzv. Eulerov prediktor

kde h > 0 je velkost kroku. Nasledujuci korekény krok, nazyvany tiez korektor ma
vdaka skutocnosti, Ze krivka rieseni ¢ spliia rovnicu H (u) = 0, velki téinnost. Aj pre
slaby odhad prediktora v;;; bude mat iterativny korekény proces rychlu konvergenciu

ku krivke rieseni c¢. Na ilustraciu situacie nech w;; je bod na krivke ¢ najblizsie k v;, 1.
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Tento bod je riesenim optimalizacného problému

[wis1 = viga |l = Hf(glvi)lio lw = visa] - (20)

Ak u; je dostatocne blizke krivke ¢ a krok h je dostatoéne maly, potom bude bod predik-
cie v;41 dostatocne blizko krivky ¢ a minimalizaény problém (20) bude mat jednoznacéné
riesenie w;, 1. OcCividny sposob ziskania dobrého odhadu w; 1 je pouzitie metédy Ne-
wtonovho typu. Predpokladajme, ze pomocou jednej az dvoch iteracii takejto metddy
ziskame bod w1 aproximujuci w;y1 s toleranciou ||H (u;11)|| < e. Bod w;y1 potom
povazujeme za dalsi bod pozdlz krivky ¢ a cely postup opakujeme.

Na zostrojenie efektivnej a robustnej metody typu prediktor-korektor, ktorou je
mozné dobre aproximovat zlozité krivky, je potrebné vziat do tivahy niekolko dolezitych

bodov, medzi inymi aj
 prisposobovanie velkosti kroku h,
o implementécia korekéného algoritmu,
o zahrnutie prediktora vyssieho radu,

e zaobchadzanie so Specidlnymi bodmi, napriklad lokdlnymi extrémami alebo bi-

furkac¢nymi bodmi a ich aproximacia.

Tymito problémami sa dalej zaoberd [2]. Je potrebné poznamenat, ze kontinuac¢né
metody typu prediktor-korektor sa znacne odlisuji od rovnomennych metéd na nu-
merickd integraciu pociatoénych tloh. Zatial ¢o prediktory oboch druhov metéd st
si podobné, korektor v kontinua¢nych metédach je zalozeny na kontraktivnosti mno-
ziny rieSeni {u € R"*: H (u) = 0}, preto tu mdzeme vyuzivat iteracné metédy ako
napriklad Newtonovu metodu. Tiato vlastnost vsak vo vSeobecnosti krivky rieseni po-
dlatocnych tloh nespliiajt, ich korektory limitne konverguji k bodu, ktorého presnost

zavisi na velkosti kroku h.

2.3 Po castiach linearne meto6dy

Zatial ¢o metody typu prediktor-korektor priblizne sledovali presné riesenie krivky c z

podklapitoly 2.1, po ¢astiach linedrne metédy (z angl. piecewise-linear methods) presne
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sleduju po castiach linearnu krivku c,, ktora je aproximaciou c. Na presné popisanie

tejto krivky potrebujeme definovat niekolko pojmov.

Definicia 2.7 (Simplex). Nech vy, vg,...,vj41 € R*™ j < n + 1 st afinne nezdvislé
body, ¢ize také, ze vektory vy — v,k = 2,3, ...,5 + 1 su linedrne nezavislé. Konvexny
obal [v1,v2, ..., vj41] mnoziny {vy,va, ..., vj41} sa nazyva j-simplex v R". Konvexny
obal [wy, ws, ..., wy4+1] Tubovolnej podmnoziny {wy, ws, ..., wg1} C {v1,v2,...,vj11} je

tiez simplex a nazyva sa stenou simplexu [vq, Vg, ..., Vj41].

Definicia 2.8 (Triangulacia). Trianguldcia T v R™! je rozdelenie priestoru R"*! na

(n + 1)-simplexy tak, ze plati

(i) prienik lubovolnej dvojice simplexov v 7 je bud stena tychto simplexov alebo

prazdna mnozina

(i) Tubovolna ohraniend mnoZina v R™™ m4 prienik iba s koneénym poc¢tom sim-

plexov v 7

Definicia 2.9 (Po ¢astiach linedrna aproximéacia). Pre lubovolné zobrazenie H : R"* —
R™ po castiach linedrna aproximdcia H, k H pribuznd k triangulicii 7 v R**! je zo-

brazenie jednoznacne definované vlastnostami
(i) H; (v) = H (v) pre vSetky vrcholy 7

(ii) pre Iubovolny (n+ 1)-simplex ¢ = [v1,v,...,v;11] € T je zuzenie H,|, afinne
zobrazenie.

n+2
Dosledkom toho je, ze ak u = > «a;v; je bod v o, tak pre koeficienty «; plati
i=1

n+2
>a,=1laa; >0pret=1,2,...,n+ 2. Zaroven v dosledku afinity H, vieme, ze
i=1

i+1 i+1

H,(u)=H (&: aivi) = nz: a; H (v;).

Mnozina {u € R"™ : H (u) = 0} obsahuje loment ¢iaru ¢, : R — R™"! aproximu-
jucu c. Sledovanie tejto lomenej cCiary sa deje pomocou krokov podobnych tym v me-

todach linearneho programovania, ako je napriklad simplexova metéda.
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Zaroven tieto metody mozno kombinovat s metédami typu prediktor-korektor. Na-
priklad mézeme vrcholy castiach linearnej krivky ¢, aproximujicej ¢ povazovat za pre-
diktor a ako korektor pouzit opat iteracni metdédu Newtonovského typu.

Je vhodné poznamenaf, Ze v pripade po castiach spojitych kontinua¢nych metdd nie

je potrebny predpoklad na hladkost zobrazenia H.

Specifickymi druhmi problémov, s ktorymi sa stretdvame pri rieseni kontinuaénych
uloh je detekcia roznych druhov bifurkacnych bodov, hladanie periodickych rieseni,
detekcia bifurka¢nych vetiev a prepinanie medzi jednotlivymi vetvami. Z dévodu roz-
siahlosti tejto problematiky sa im v praci nevenujeme, avSak v pripade zaujmu citatela
st, rovnako ako podrobnosti o vysSie popisanych metédach, rozobraté v [2], [4], [5] a

¢iastocne v [11].

25



3. PYTHON A AUTO-07P

3 Python a Auto-07p

V tejto kapitole sa zaoberame softvérovymi rieseniami pouzitymi na rieSenie kontinuac-
nych tloh. V kratkosti popiseme jednotlivé programy, vysvetlime postup ich instalacie

a na zaver priblizime vyznam jednotlivych ¢asti Auto-07p.

3.1 Python

Python [13] je objektovo orientovany interaktivny programovaci jazyk s dynamickou sé-
mantikou. Existuje od roku 1991 a dnes podporuje siroku skalu kniznic, balickov a mo-
dulov a je vhodny na skriptovanie aj spajanie kodu z roznych programovacich jazykov
do jedného celku. Az na velmi Specifické pripady je bezplatny pre vSetky hlavné ope-
racné systémy - Windows, Unix/Linux i MacOS. V tejto praci ndm Python, konkrétne
verzia 2.7.10 pre Windows, umoznuje flexibilnejsie pouzivanie vystupov z Auto-07p. V

podkapitole 3.3 sa budeme venovat postupu instalacie.

3.2 Auto-07p

Auto [1] je softvér na rieSenie kontinua¢nych a bifurkacnych problémov obycajnych
diferencidlnych rovnic, povodne vytvoreny v roku 1976 E. Doedelom. Za dobu jeho
existencie sa na nom podielala rada dalsich vedcov a momentalne 6sma, najaktualnejsia,
je verzia Auto-07p z roku 2007.

Auto-07p dokaze urobit Ciastocnu bifurkacni analyzu tloh algebraickych systémov

v tvare
fu,AN)=0, f,ueR" (21)
a systémov obycajnych diferencialnych rovnic v tvare
u'(t) = f(u(t),r), fueR" (22)

s pociato¢nymi podmienkami, okrajovymi podmienkami, a integralnymi vazbami. Pod
oznac¢enim A rouzmieme jeden alebo viac parametrov. Auto-07p tiez dokaze riesit nie-
ktoré kontinuacné a evolucné ulohy parabolickych parcidlnych diferencidlnych rovnic v

tvare
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kde D oznacuje konstantnt diagonalnu maticu. Stcastou Auto-07p je tiez softvér HOM-

CONT, urceny na bifurkaciu homoklinickych trajektorii.

3.3 Instalacia

Uvedeny softvér bol nainstalovany a pouzivany na osobnom pocitaci s operacnym sys-
témom Windows, verzia 8.1. Pretoze ikony potrebné na spustenie Auto-07p nezod-
povedali ndvodu uvedenému v dokumentécii [3], uvddzame cely postup instalacie. Pri

instaldcii ndm ¢iastoéne pomohol navod v [7].

1. Stiahnutie a instaldcia Pythonu: My sme pouzili balik WinPython, 64-bitovii
verziu ziskany z https://sourceforge.net/projects/winpython/files/WinPython_
2.7/2.7.10.3/. Vyhodou WinPythonu je, Ze v jednej instalacii obsahuje niekolko
prostredi na pouzivanie jazyka Python a najpouzivanejsie balicky ako NumPy,
SciPy a iné, ktoré by sme inad¢ museli stahovat samostatne. Ddlezité je stiahnut

verziu, ktora nie je oznacena zero, v tom pripade spominané balicky neobsahuje.

2. Stiahnutie a in$talacia MinGW: Dalsim krokom je instaldcia MinGW, open-
source prostredia na vyvoj aplikacii v operacnom systéme Windows z https://
sourceforge.net/projects/mingw/. Je potrebné nainstalovat MinGW so vset-
kymi komponentami, ktoré st pri instalacii poniknuté - konkrétne st to C Com-
piler, C+4 Compiler, Fortran Compiler, ObjC Compiler, MSYS Basic System a
MinGW Developer ToolKit.

3. Spustenie MinGW: Vyskusame, ¢i funguje MinGW. V priecinku C: /MinGW/msys/1.0
by sa mal nachddzat sibor msys.bat. Spustime ho a otvori sa ndm takzvany
shell, uzivatelské prostredie, ktoré simuluje prostredie Linuxu. Mal by obsahovat
zapis vo forme meno_pouzivatela@meno pocitaca a reagovaf na Linux prikazy,
ako napriklad pwd na zistenie aktudlneho adresara alebo 1s na vypisanie stiborov,
ktoré sa v aktualnom adresari nachadzaji. PIna adresa aktudlneho adresara msys
je C:/MinGW/msys/1.0/home/meno_pouzivatela. Prostredie msys zatial nezat-

varame.

4. Stiahnutie Auto-07p: Stiahneme aktudlnu verziu Auto-07p z https://sourceforge.

net/projects/auto-07p/. V nasom pripade to bola verzia Auto-07p 0.9.1.
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5. Instalacia Auto-07p: Stiahnuty sibor auto07p-0.9.1.tar.gz presunieme do

aktualneho adresara z kroku ¢. 3 - C: /MinGW/msys/1.0/home/meno_pouZivatela.

V prostredi msys zopakujeme prikaz 1s, ktory nam potvrdi, Ze stubor auto07p-

0.9.1.tar.gz sa nachddza v prie¢inku. Postupne zavolame nasledujtce prikazy

qunzip autoO7p-0.9.1.tar.gz

tar xvfo auto07p-0.9.1.tar - Vysledkom je priecinok auto obsahujuci

dalsi priec¢inok auto/07p
cd auto/07p - Presunieme sa do tohto priec¢inku

./configure - Pripravime Auto na kompilaciu. Pravdepodobne sa vypise
upozornenie, ze nebolo mozné nainstalovat vybrané grafické kniznice. Kedze
vsak mame v plane pouzivat Auto spolu s Pythonom, nie je to pre nas

problém.
make - Skompilujeme Auto-07p

make clean - Odstranime nepotrebné prikazy

6. ijravy Auto-07p: Kym spustime Auto-07p je potrebné urobif nasledujice

upravy:

cd $HOME pripadne cd ../.. - Vratime sa do domovského priecinka
touch .bashrc - Vytvorime skryty subor s ndzvom .bashrc.

Otvorime tento subor vo vybranom textovom editore napiseme do neho reta-
zec source /home/meno_uZzivatela/auto/07p/cmds/auto.env.sh. Miesto
meno_pouzivatela je potrebné pouzit konkrétne pouzivatelské meno. Stbor

ulozime.

V textovom editore otvorime subor s nazvom profile nachazajuci sa v
priec¢inku C:/MinGW/msys/1.0/etc, na jeho koniec pripiSeme textovy reta-

zec . ~/.bashrc a stibor ulozime.

Otvorime v textovom editore siibor auto.env.sh, ktory sa nachadza v prie-
¢inku C:/MinGW/msys/1.0/meno_uZivatela/auto/07p/cmds. Odkomen-
tujeme 0smy riadok odstranenim znaku # na jeho zaciatku tak, aby vyzeral

ako subor na obrazku 6.
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Wi CAMInGW\msys\ 1.0\home\sash\auto\07p\cmds\auto.env.sh - Notepad ++ - B
File Edit Search View Encoding Language Settings Tools Macre Run Plugins  Window 7 X
o = 2 3 & ) % 2 x| EE| = EEEE ==

= bashrc IIJ: ofile [H auto.env.sh E3

a

Me o e b

RUTC_DIR= Jauto/07p
PATH= Jomds :

# the fol
PATH="/c/Fy 2
g export AUTC DIR
10 export PATH

Unix scr length : 396 lines: 14 Ln:1 Col:1 Sel:0]0 Unix (LF) UTF-8 INS

i=s an example

DON'T ADD ANYTHING AFTER THIS LINE

e e S

Obr. 6: Upraveny stbor auto.env.sh

e exit - zatvorime shell a nechame nacitat vykonané zmeny.

7. Overime uspesnost instalacie: Opat otvorime prostredie msys, presunieme sa do
ukazkovych tloh Auto-07p, napriklad na model ab, prikazom cd auto/07p/demos/ab
a zavolame @r ab. Vysledkom by mal byt vystup podobny tomu na obrazku 7.

L MINGW32:~/auto/07p/demos/ab = =

LAB PAR<2> L2-NORM
1 8 . A0ABAE+BA A.00ABAE+BA A.00ABAE+BA A.00ABAE+BA
1.40ABAE+A1 8. 00ABAE+BA 8. 00ABAE+BA 8. 00ABAE+BA
1.580888E+81 0. HBBAE+Ba 0. HBBAE+Ba 0. HBBAE+Ba
1.6HABAE+B1 0. HABAE +Ba 0. HABAE +Ba 0. HABAE +Ba
1.700BAE+A1 A.00ABAE+BA A.00ABAE+BA A.00ABAE+BA
1.80ABAE+A1 8. 00ABAE+BA 8. 00ABAE+BA 8. 00ABAE+BA

Total Time B.156E-81
h

... done

Obr. 7: Vystup demo programu v Auto-07p

3.4 Pouzivané subory a ich vyznam

Vystup kontinuacnych tloh je zapisany v troch standardnych vystupnych siboroch a
vypisany na obrazovku v okne, v ktorom je spustené Auto-07p. Ak neurc¢ime inak, na

obrazovku si vypisané iba Specidlne body riesenia. Druhy tychto Specialnych bodov sa
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nachédzajui v tabulke 2. Na obrazovku sa vypisuju pod uvedenymi dvojpismenovymi

kodmi, vo vystupnych siiboroch fort.7 a fort.8 figuruju pod kédmi ¢iselnymi.

Skratka | Kéd | Typ rieSenia
BP (1) | Bod rozvetvenia (algebraické systémy)
LP (2) | Bifurkaény bod typu sedlo-uzol (algebraické systémy)
HB (3) | Hopfova bifurkécia
(4) | Bod vystupu specifikovany uzivatelom
UZ (-4) | Vystup na uzivatelom urcenej hodnote parametra
LP (5) | Bifurkac¢ny bod typu sedlo-uzol (diferencialne rovnice)
BP (6) | Bod rozvetvenia (diferencidlne rovnice)
PD (7) | Zdvojenie peri6dy
TR (8) | Bifurkacia na tore
EP (9) | Koncovy bod; normélne ukoncenie
MX (-9) | Abnormélne ukoncenie; nekonvergentné riesenie

Tabulka 2: Typy Specidlnych bodov riesenia tlohy

Vystupny sibor fort.7 obsahuje vSetky body bifurka¢ného diagramu. Jeho format
je rovnaky ako format vystupu na obrazovku, avsak obsahuje vsetky vyratané body
riesenia.

Vystupny stubor fort.8 obsahuje vSetky uidaje o vybranych oznacenych rieseniach.
Dovodom je moznost odstartovat dalsiu kontinuaciu aj z tychto specifikovanych bodov.
Byva rozsiahlejsi nez fort.7.

Vystupny subor fort.9 obsahuje diagnostické hlasenia, histériu konvergencie a
vlastné hodnoty. Obsah tohto stboru je odportuc¢ané pravidelne kontrolovat.

Na specifikaciu tlohy, ktori chceme vyriesit sluzia dva druhy vstupnych suborov.
Subor formatu .£90 (napriklad xxx.£90), obsahujici rovnice a k nemu prislichajici
sibor konstant c.xxx. Uvadzame tucely, na ktoré sa konstanty pouzivaju a funkciu

vybranych druhov konstant. Konstanty maja niekolko réznych tcelov:
e definujt rozmery riesenej tlohy
— NDIM - rozmer systému rovnic
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— NPAR - maximélny pocet parametrov
o definuji pozadovani prednost numerického riesenia

— EPSL - relativne kritérium konvergencie pre parametre

— ITMX - maximalny pocet iteracii povolenych na najdenie Specialneho bodu
e definuju velkost kontinua¢ného kroku

— DS - dlzka prvého kroku

— DSMAX - maximalna velkost kroku (DSMAX> 0)

— DSMIN - minimélna velkost kroku (DSMIN> 0)

e urcuju hranice kontinua¢ného diagramu

— STOP - konstanta urcuje Specidlne body (ich druh a poradie), na ktorych sa
ma kontinudcia zastavit

— RLO - horna hranica hlavného kontinuac¢ného parametra

— RL1 - dolna hranica hlavného kontinuac¢ného parametra

 riadia formu vystupu

— unames - vektor priradujici mend jednotlivym stavovym premennym
— IPLT - urcuje druh vektorovej normy
— IID - urcuje mnozstvo diagnostického vystupu, ktoré sa zapise do stiboru

fort.9

o vypoctové konstanty, ktoré ur¢uju aky druh tlohy chceme ratat a ktoré Specialne

body chceme hladat

— ILP - binarna konstanta, ktora urcuje, ¢i detekujeme bifurkacné body typu

sedlo-uzol

— IPS - definuje o aky druh problému sa jedna

Uplny prehlad konStant a ich hodnét je zahrnuty v [3] a vybranym konStantdm sa

venujeme v nasledujucej kapitole.
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4 Priklady pouzitia Auto-07p

Na jednoduchych prikladoch ilustrujeme, ako sa pouziva Auto-07p v spolupraci s Pyt-

honom a ako je mozné interpretovat vystupy z tychto programov.

4.1 Ekolégia - Jednorozmerna bifurkacia s jednym paramet-

rom

Uvazujme populaciu zivocicha alebo rastliny, ktorej spravanie popisuje obycajna dife-

rencidlna rovnica

jzrm(l—é)—a. (24)

Uloha je prevzat z [11], kde bola pouzita ako priklad na preratanie. Zavisla pre-
menna x oznacuje stav populécie v case t, konstanta r je prirodzena iroven jej rastu a K
je zatazitelnost populacie. Parameter « je riadiacim parametrom bifurkacie a oznacuje
uroven lovu, respektive zberu. Mézeme predpokladat, ze ked « presiahne isti hranicu,
stabilny stav populécie sa kvalitativne zmeni. Vzhladom na jednoduchost tlohy by bolo
mozné ju vyriesit bez pouzitia softvéru, avsak my na nom ukazeme zaklady pouzivania

Auto-07p v spolupraci s Pythonom.

4.1.1 Zadanie tlohy do vstupnych stiborov

Prvym krokom k vyrieseniu tlohy je jej zadanie do vstupnych siborov Auto07p. Stbory
upravujeme v Iubovolnom textovom editore. Rovnice tlohy (24) by mali byt zapisané
v stibore pr1.£90 v jazyku Fortran, respektive v analogickych stuboroch vo Fortrane 77
(pri.f) alebo v jazyku C (pri.c). Konstanty pouzité k vyrieSeniu tlohy by mali byt
zapisané v subore c.prl. Najjednoduchsie je upravit subory z niektorej z ukazkovych
uloh Auto 07p v auto/07p/demos.

Upravime preto subory skopirované z auto/07p/demos/ab. Stibor pri.£90 obsahuje
niekolko subrutin. Najprv sa budeme venovat subrutine FUNC, ktord ma obsahovat
diferencidlnu rovnicu (24). Vo Fortrane je potrebné dodeklarovat vsetky pouzivané

premenné, v nasom pripade to bude vyzerat nasledovne:
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DOUBLE PRECISION x, alpha, r, K

Nésledne je potrebné urcit ich typ - konstanta, bifurkac¢ny parameter alebo stavova
premenna. Stavova premennd sa oznacuje ako U(i) a bifurka¢ny parameter ako PAR(j),

kde 7,7 = 1,2, 3, ... Konstantam staci priradit zelanti hodnotu.

Hodnoty r a K sme zvolili bez ujmy na vseobecnosti. Pri vSeobecnejsom rieseni ilohy
by sme aj ich mohli definovat ako bifurkacné parametre, tomu sa vsak budeme venovat
v dalsich castiach tejto kapitoly.

Poslednou castou subrutiny FUNC je zapis diferencidlnych rovnic. K premennej U(i)

prisliicha prava strana diferencialnej rovnice F(1).

F(l) = r*xx(1 - x/K) - alpha

Do subrutiny STPNT doplnime pociatocny stav parametrov a stavovych premennych
v stacionarnom rieSeni, teda tak, aby boli derivacie podla vSetkych stavovych pre-
mennych 0. Kedze mozeme menif aj pociatoéni hodnotu bifurka¢nych parametrov,
takychto rieseni je nekonecne vela a konkrétny vyber mozno urobif tak, aby mal c¢o
najjednoduchsi algebraicky tvar. V nasom priklade sa zd4 prirodzené zacat s popu-
laciou, do ktorej nezasahuju ziadne vonkajsie vplyvy a teda a = 0, ¢o implikuje, ze

horny stacionarny bod rovnice (24) je dany z = 1. Obsah subrutiny STPNT doplnime

nasledovne:
PAR(1) = 0
U(1) =1

Dalej upravime konstanty v stibore c.pri. Tento siibor pouziva Auto-07p na to, aby

vedel, ¢o konkrétne ma s informaciami v pri.£90 robit.
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Konkrétny vyznam parametrov je v kratkosti uvedeny v kapitole 3 a do podrobnosti
v [4]. Vacsina parametrov moze ostat takd, akd bola pri tilohe v auto/07p/demos/ab z

ktorej sme vychadzali. Je potrebné skontrolovat, ¢i sedia poc¢ty a nazvy stacionarnych

premennych,
NDIM = 1 # number of variables
unames = {l:x}

aj nazvy a pocty bifurka¢nych parametrov. V pripade, Ze je parametrov viac, je po-
trebné pomocou ICP uréit, ktory z nich mé byt pouzity na kontinudciu. Uloha (24) ma

iba jeden bifurkacny parameter a preto existuje iba jedind moznost.

NPAR = 1 # (maximal) number of parameters
parnames = {l:a}
ICP = [1] # bifurcation parameters. Note: 11 is reserved for the period

— of periodic solutions.

Skontrolujeme aj ohranic¢enie hodnot, ktoré moéze bifurkaény parameter nadobudat.

RLO = -1 # lower bound on the principal continuation parameter

RL1 = 1 # upper bound on the principal continuation parameter

Urcéime, ¢i hladame stacionarne riesenia obycajnych diferencialnych rovnic, alebo
periodické riesenia Hopfovej bifurkacie a na zaver povolime detekciu tzv. foldov, teda

bifurkacii typu sedlo-uzol.

IPS = 1 # 1: stationary solutions of ODEs with detection of Hopf; 2:
— computation of periodic solutions from a Hopf bifurcation or a
<~ periodic orbit from a previous run

ILP = 1 # 0/1: off/on detection of folds

Oba subory ulozime a pokracujeme ku kontinuacii cez Auto-07p prostrednictvom

Pythonu.
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4.1.2 Spustenie programu

Kombinaciu Auto-07p a Pythonu je mozné realizovat z Iubovolnej platformy, z kto-
rej je mozné spustat Python kod. Mdze to byt Windows prikazovy riadok, pripadne
nejaky druh integrovaného vyvojového prostredia (napr. IDLE, IPython, Spyder, Ju-
pyter, ...) alebo uplne ind alternativa. My sme pracovali v prostredi Spyder, preto
nasledujiice postupy a riesenia nemusia byt platné univerzalne. Spyder bol stucastou
balicka WinPython, ktori sme nainstalovali v kapitole 3.

Prvym krokom po spusteni zvoleného prostredia je naimportovat donho Auto-07p.
Teoreticky by malo byt mozné ho naimportovat po jednoduchom prikaze import auto,
avsak ndm v tomto pripade vyhlasoval chybu ImportError: No module named auto.
Bolo potrebné nastavit cestu k prie¢cinkom s Auto-07p a prvy kod do stiboru plot_prl.py

je nasledovny:

import sys
auto_directory="C:/MinGW/msys/1.0/home/meno_pouzivatela/auto/07p"
sys.path.append(auto_directory+'/python')

import auto

Na mieste meno_pouzivatela sa vyskytne konkrétne meno pouzivatela pouzitého
pocitaca. V tomto momente by malo byt mozné spustit kontinuaciu tlohy pri, predtym
ale treba nastavit aktudlny adresar na ten, v ktorom sa nachadzaji vstupné subory.

Pouzijeme na to prikaz cd v tvare

cd C:/Users/meno_pouzivatela/.../meno_priecinka

V tomto momente mozeme spustit kontinuaciu prikazom

prl = auto.load('prl'")

bl = auto.r('prl'")

V pripade, ze vystupom tohto prikazu bl = auto.r(’prl’) je iba gfortran -0 -c
pr1.£f90 -o prl.o a nie je mozné volat ziadne dalsie prikazy, je pravdepodobné, ze

zvolend aplikacia nevie vytvorit alebo prepisat objekt pril.o a prepojit ho spolu so
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vstupnymi sibormi na spustitelny subor prl.exe. Vtedy sa v aktudlnom adresari na-
chadzaju iba vstupné stibory a siibor s nazvom pri.o. Postup, ktory sa nam v takejto

situacii osvedcil, je nasledovny.
e Vymazeme stibor s priponou .o z priec¢inka so vstupnymi stibormi

e Otvorime konzolu msys, ktora sa nachaddza v adresari MinGW, konkrétne v

MinGW/msys/1.0.
o Zmenime aktudlny adresar rovnako, ako v prostredi Pythonu
e Zavoldme @r pri

Posledny prikaz spusti kontinuaciu, vypisu sa konkrétne body riesenia a do priec¢inku
so vstupnymi sibormi pribudni okrem pri.o aj vystupné sibory fort.7, fort.8 a
fort.9 a aplikacia prl. Teraz sa mozeme vratit naspat do prostredia Pythonu.

V Spyderi zopakujeme postup naimportovania Auto-07p a spustenia kontinuacie

riesenia nasej ulohy. Vystup by vSak mal byt rovnaky ako v konzole msys.

4.1.3 Riesenie a interpretacia

V tomto momente bola na obrazovku vypisana cast vystupu z Auto-07p.

In [2]: bl = auto.r{prl)
Starting prl ...

BR PT TY LAB
1 1 EP 1

1 115 EP 2 -1.

Total Time 8.312E-81
prl ... done

Obr. 8: Vystup z Auto-07p v prostredi Spyder

Vidime podiatoény a koneény bod bifurkécie. Stipec BR oznacuje, o akt vetvu riese-
nia ide - v nasom pripade existuje iba jedind vetva. Stlpec PT oznacuje poradové &islo
zobrazeného bodu dosiahnutého kontinuaciou. TY oznacuje typ bodu, ktory vidime a
moze mat niekolko réznych hodnét, podrobnejsie popisanych v [4] a v 3.4. Konkrétne

EP je skratkou pre ending point, ¢ize koncovy bod.
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Vsetky body kontinudacie su zapisané vo fort.7. Ukazme si, ako sa meni stacionarny
stav x v zavislosti od parametra «. Importujeme do Pythonu metédu pyplot z kniznice

matplotlib a zobrazime dvojice bodov x a « v grafe.

import matplotlib.pyplot as plt
fig, ax = plt.subplots(l, figsize=(6,4))
ax.plot (b1[0]['a'],bl[0]['x"'])

Vystup tohto koédu je na obrazku 9. Na z-ovej osi sa nachddza parameter a a kolmo

nan s vynesené staciondrne rieSenia diferencialnej rovnice (24).
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Obr. 9: Prvy graf bifurkicie nakresleny v Pythone

Pretoze pre prilis velké a neexistuje ziaden stacionarny stav, pri a« = 0,75, x = 0,5
vznika jeden bifurkaény bod a pre a < 0, 75 existuju vzdy 2 staciondrne stavy, mozeme
povedaft, ze ide o bifurkaciu typu sedlo-uzol.

Tato domnienku potvrdzuje aj skutocnost, ze ak vykondme kontinuaciu rovnakej
ulohy, iba s aktivovanou konstantou ILP=1, ktorda zodpoveda hladaniu bifurkac¢nych
bodov typu sedlo-uzol, objavi sa vo vystupe aj bod typu LP, ktory presne tieto druhy
bifrukacii oznacuje. Mozeme pozadovat, aby bol obrazok symetricky. V tom pripade
mame 2 moznosti. Bud ohrani¢ime « tak, aby bolo nezaporné, alebo urobime kontinu-

aciu rieseni aj opa¢nym smerom az po o = —1. Tieto moznosti zavolame ako

b2

auto.r ('prl', RLO=0)

b3 = auto.r('prl', DS='-")
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In [1@]: bl = auto.r(prl, ILP=1)
Starting pri

BR PT
1 1
1 44
1 115

&3 & &
= = &

Total Time
prl ... done
Mote: The following floating-point exceptions are signalling: IEEE_UNDERFLOW _FLAG

Obr. 10: Rozsireny vystup z Auto-07p v prostredi Spyder

kde b2 zodpoveda zmene ohranic¢enia « a b3 kontinudcii opacnym smerom. RLO a DS st
parametre zo suboru c.prl. Prvy spomenuty uz bol vysvetleny, DS zodpoveda kroku
numerickej kontinuacie. Pre porovnanie s obe moznosti vykreslené na obrazku 11.
Modrou je vyznacend cast, ktord sme doplnili pri obrateni kroku kontinuécie. Na vy-

kreslenie a tpravu formy grafov sme pouzili nasledovné prikazy.

fig2, (axl, ax2) = plt.subplots(l,2, sharey=True, figsize=(14,6))
axl.plot(b1[0]['a']l,b1[O0]['x"],"-k',1lw=2)

axl.plot (b3[0]1['a"],b3[0]['x"],"'-b", 1lw=2)

axl.set_xlim(-1.5,1)

axl.set_ylim(-0.5,1.5)

axl.axhline (y=0, color='k'")

axl.axvline (x=0, color='k")

axl.set_xlabel ("$\\alpha$", fontsize=20)

axl.set_ylabel ("$x$", fontsize=20)

ax2.plot (b2[0]1['a"],b2[0]['x"], "-k',1lw=2)
ax2.set_xlim(-1.5,1)
ax2.set_ylim(-0.5,1.5)

ax2.axhline (y=0, color='k")

ax2.axvline (x=0, color='k")
ax2.set_xlabel ("$S\\alphas$", fontsize=20)

fig2.savefig('prl-1.png')

Kedze ide o bifrukaciu typu sedlo-uzol, jedna vetva staciondrnych stavov ma obsa-
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Obr. 11: Dva sp6soby upravy grafu

hovat stabilné a druha nestabilné riesenia. Stabilita stacionarnych stavov je zaznacena
vo vystupnom sibore fort.7 ako znamienko pri poradovom cisle jednotlivych bodov
v stipci PT. Ak je pred &slom —, ide o stabilné, ak +, tak nestabilné rieSenie.

Aby sme tieto informacie zobrazili aj na grafe, potrebujeme sa k tymto znamienkam

dopracovat. Spojime preto kontinuécie bl a b3 do jednej a ulozime ich.

bb = bl + b3
#bb = auto.merge (bb)
#bb = auto.relabel (bb)

auto.save (bb, 'bb'")

V aktudlnom adresari nam vzniknu dalSie vystupné stubory - stbor s.bb s riese-
nim, d.bb s diagnostikou tlohy a b.bb s bifurka¢nym diagramom. Obsah stboru b.bb

naditame do premennej typu list a oddelime nézvy jednotlivych stipcov.

content = None

with open('b.bb', 'r') as f:

content = f.readlines|()

content_csv = [[el for el in content[1l7].split(' ") if len(el) > 0 and el
< 1= "\n']]

content_csv[0] [0] = 'branch'
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column_names = content_csv[0]

Pomocou for cyklu prejdeme cez cely sibor a zapiseme hodnoty na zodpovedajtce

miesta.

for line in content:

dummy = line.split (' ')

dummy = [el for el in dummy if len(el) > 0 and el != '"\n']
if dummy[0] == '0':
continue

for el_i, el in enumerate (dummy) :

if el 1 < 4:

dummy [el_1i] int (el)

else:

dummy [el_1i] float (el)

if len(dummy) > 1:

content_csv.append (dummy)

Naimportujeme kniznicu pandas, zoznam jednotlivych bodov prekonvertujeme na pre-

mennu typu data frame a pre lepsiu manipuldciu ju preindexijeme.

import pandas as pd

df

pd.DataFrame (content_csv, columns=column_names)
df = df[1:]
df.index=df.index-1

Premennt df uz lahko pouzijeme na vykreslenie bifurkac¢ného diagramu aj so zo-
brazenim stability rieSeni. Plna ciara na obrazku 12 oznacuje stabilné a prerusovana

nestabilné stacionarne body.

fig, ax = plt.subplots(l, figsize=(6,4))
ax.plot (df[ (df.PT>0)].a,df[(df.PT>0)].x, "'—--k',1lw=2)
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ax.

ax.

ax

ax.

ax.

ax.

ax.

ax.

plot (df [ (df.PT<0) & (df.a<=0)].a,df[(df.a<=0)&(df.PT<0)].x, " '-k',1lw=2)
plot (df[ (df.PT<0) & (df.a>0)].a,df[(df.a>0)& (df.PT<0)].x, "'-k',1lw=2)

.set_x1im(-1.5,1)

set_ylim(-0.5,1.5)

axhline (y=0, color='k")

axvline (x=0, color='k")

set_xlabel ("$\\alphas$", fontsize=20)

set_ylabel ("$x$", fontsize=20)

fig.savefig('prl-2.png')
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Obr. 12: Bifurkaény diagram ulohy (24) s vyznacenou stabilitou

Vysledny graf mozeme interpretovat tak, ze ak je droven lovu « vyssia nez 0.75,

neexistuje pre dani populaciu ziadny stacionarny stav. Da sa lahko ukéazat, ze & je

vzdy zaporné a tak podla modelu x — —oo. Avsak podla sedliackeho rozumu nemoze

byt velkost populacie zaporna, takze ak z (¢) dosiahne hodnotu 0, tak nebude dale;

klesat a ostane nulova.

Na druht stranu miernejsia tiroven lovu umoznuje dosiahnutie dvoch roznych staci-

onarnych bodov s roznou stabilitou. Stabilny stacionarny stav populécie je vzdy vyssi

nez nestabilny. Cim nizsia je droven lovu, tym je vacsia populacia v stabilnom stave.

Tento trend pokracuje dalej aj pre a < 0, ¢ize v pripade, ked je populacia zvicsovana

z vonkajsich zdrojov - su vysddzané dalsie rastliny alebo vypustané dalSie zvierata.
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4.2 Ekolégia - Bifurkacia s viacerymi parametrami

Model uvedeny v predchadzajicej kapitole ma dalSie dva parametre, » a K, ktorych
hodnotu sme si pevne stanovili. Ako by vsak vyzerala tiloha ak by bola prirodzena tro-
ver rastu populdcie r ind? Bifurkaéné diagramy tulohy (24) s troma réznymi hodnotami

r st na obrazku 13.

A W O N
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Obr. 13: Bifurka¢ny diagram tlohy (24) pre rézne hodnoty r.

Vidime, ze ¢im vyssia je droven rastu populdcie r, tym vacsia moze byt troven zbe-
ru/lovu a a zaroven existovat pevny bod pre populdciu z. Zaroven je velkost populacie

v stabilnom stave bez vonkajsich vplyvov (a = 0) pre rozne urovne r rovnaka.

4.2.1 Zadanie tlohy do vstupnych stiborov

Zmenme tlohu (24) tak, aby obsahovala dva bifurka¢né parametre « a r. Skopirujeme
sibory pr1.£90 a c.prl a ulozime ich ako pr2.f90 a c.pr2.

V textovom editore zmenime obsah pr2.£90. Vymazeme zo subrutiny FUNC riadok
obsahujici r=3 a nahradime ho r=PAR(2). Do subrutiny STPNT doplnime podmienku
PAR(2)=3.

V stbore c.pr2 zmenime hodnoty zodpovedajice poctu a nazvom bifurkacnych
parametrov. Prvé ¢islo v poradi vektora ICP oznacuje hlavny bifurkacény parameter,
podla ktorého je vykonavana kontinudcia. Stacilo by napisat iba ICP=1, avsak ak pou-
zijeme tvar ICP=[1,2] tak sa vo vystupe objavia oba bifurka¢né parametre, ¢o zvysuje

prehladnost.
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NPAR= 2 # (maximal) number of parameters
parnames= {l:a, 2:r}
ICP = [1,2] # bifurcation parameters. Note: 11 is reserved for the

— period of periodic solutions.

4.2.2 Riesenie a interpretacia

Najprv sa pozrieme, ako vyzerd bifurkacia podla r pre a = 0. Podla tvaru tlohy (24)
by malo ist o trividlny problém, kedze bez ohladu na velkost r st pevné body tlohy

rovnaké. Overime to vSak aj v praxi.

b3=auto.run('pr2', ICP=[2,1], DS='-', RL0=-3)

Na grafe 14 vidime, ze skuto¢ne pre akékolvek nenulové r existuju iba 2 pevné body,
r=1aax = 0. Pre r = 0 existuje nekonecne vela rieseni. Je to prirodzené, pretoze
v populécii s nulovym koeficientom prirastku a nulovou troviou lovu v nasom modeli

nedochadza k ziadnym zmenam. Ide vsak o znacne degenerovany pripad, preto sa po-

Obr. 14: Bifurka¢ny diagram tlohy (24) podla r pre oo = 0.

zrieme na bifurkacie pre nenulové a. Prvym krokom je sa k takej hodnote dopracovat
bez dalsieho ratania. Pouzijeme bifurkiciu podla «, ktort pozname z prechddzajicej

tlohy.

gg=auto.run('pr2', DS='-")
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auto.save (qq, 'gq')
gg2=auto.run('pr2')

auto.save (gg2, 'gg2")

Bifurkacie nas dovedta do bodu, kde o = —1. Néasledne odtial oboma smermi vedieme

bifurkaciu podla parametra r.

wl=auto.run(gq, ICP=[2,11])
w2=auto.run (qgq, ICP=[2,1], DS='-")
w3=auto.run (gg2, ICP=[2,1])

wd=auto.run (qqg2, ICP=[2,1], DS='-")

Este je potrebné preskiimat kontinuaciu pre zaporné hodnoty parametra r. Prislicha-
juce vstupné subory, nazvané pr22.£90 a c.pr22, vytvorime skopirovanim stuborov
s tlohou pr2. Pociatoéné hodnoty parametrov zmenime na PAR(1)=-1, PAR(2)=-4 a

U(1)=0.5, inak ponechame stibory nezmenené.

wS=auto.run ('pr22', ICP=[2,1])

wb6=auto.run ('prz22', DS='-', ICP=[2,1])

Uréime stabilitu podla hodnot zaznacenych vo vystupnych stiboroch a riesenie vykres-

lime na grafe (15).

fig, (ax) = plt.subplots(l,1l, figsize=(6,4))
ax.plot(wl['r'],wl['x"], "'-k',1w=2)
ax.plot (w2['x'],w2['x"],"-k',1lw=2)
ax.plot (w3['r'],w3['x"'],":k'",1lw=2)
ax.plot(wd['r'],wd['x"], ":k',1w=2)
ax.plot (wS['r'],wS['x"],":k'"',1lw=2)
ax.plot(we['r'],w6['x"],"'-k',1lw=2)
ax.axhline(y=0, color='k'")
ax.axvline (x=0, color='k")
ax.set_xlabel ("Sr$", fontsize=20)
ax.set_ylabel ("$x$", fontsize=20)

ax.set_x1im(-8,5)
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ax.set_ylim(-1.5,3)
ax.axhline(y=0, color='k'")
ax.axvline (x=0, color='k'")
ax.set_xlabel ("Sr$", fontsize=20)
ax.set_ylabel ("S$x$", fontsize=20)

fig.savefig('pr2-1-2.png')
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Obr. 15: Bifurkaény diagram tlohy (24) podla r pre a = —1.

Bifurkac¢ny diagram pre kladni hodnotu « ziskame tak, ze prva bifurkaciu zastavime
skor, nez sa prehupne do zapornych cisel. Kedze « je maximalne 0, 75, nastavime horné
ohranicenie bifurkacného parametra na mensiu hodnotu, napriklad na 0, 5. Dosiahneme

to tak, ze do volania auto.run priddme parameter RL1=0.5.

gg3=auto.run('pr2', RL1=0.5)
auto.save (gg3, 'gg3')
gg4=auto.run('pr2', RL1=0.5, DS='-")

auto.save (gg3, 'gg3')

Dalsie kroky st analogické ako v pripade o < 0. Vysledny bifurkaény diagram je
zobrazeny na obrazku 16.

Pri » = 4a dochadza k bifurkacii typu sedlo-uzol. Ak je troven rastu populacie v
absolutnej hodnote styrikrat vacsia nez uroven lovu, existuju dva pevné body, jeden
stabilny a jeden nestabilny, limitne sa bliZiace k hodnotam 1 a 0.

V pripade, Ze maji nenulové o a r opacné znamienka, existuji opat dve riesenia s
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Obr. 16: Bifurka¢ny diagram tlohy (24) podla r pre a = 0.5.

opacnou stabilitou. Pri rychlosti rastu populédcie limitne sa bliziacom k nule (r — 0)
blizia sa stacionarne stavy populacie do nekonecna, respektive do minus nekonecna.
Opacne, ak sa rychlost rastu populacie blizi do nekonecna, resp. minus nekonecna,
stacionarne stavy populacie sa blizia k 0 alebo 1.

Pre nenulové a neexistuje pevny bod pre r € (0,4«a) ak o > 0, respektive pre
r € (4a,0) ak o < 0. To znamenad, zZe ak nie je droven rastu populécie styrikrat vicsia
nez uroven jej vylovu, neexistuje pre tuto populaciu ziaden stacionarny stav a velkost

populécie diverguje.

4.3 Chémia - Viacrozmerna bifurkacia s limitnym cyklom

Uvazujme nasledovny teoreticky model pre konkrétny typ autokatalytickych chemic-

kych reakcii nazyvany Brusselator [12], [15].

A —- X
B+X — Y+D (25)
2X+Y — 3X

X = F

Nézov modelu vznikol zlozenim slov oscilator a Brusel, podla Université libre de Bru-
xelles, kde bol navrhnuty. X, Y, A, B, D a F st mnozstva jednotlivych chemickych
latok. Za prepokladu, ze A a B st konstantné, D a E priebezne odstranujeme zo sys-

tému a rychlost priebehu vsetkych reakcii je konstantna, mézeme tlohu zbezrozmernit
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na systém dvoch diferencidlnych rovnic s dvoma parametrami ((27)).
o = 1—(b+1)u+au’v
v = bu—au’v (26)
a>0,b>0
My sa budeme venovat pripadu s parametrom a = 1. Ulohu sme prevzali z [12], kde

bola zadana ako tiloha na precvi¢enie. My na nej ilustrujeme pouzivanie Auto-07p na

vyhladavanie limitnych cyklov.

4.3.1 Zadanie tlohy do vstupnych stiborov

Vstupné subory opéat ziskame skopirovanim z niektorej z ukazkovych tloh v auto/07p/demos
alebo zo suborov pouzitych pri vypracovani predchadzajicich dvoch prikladov. Na-
zveme ich pr3.£90 a c.pr3. Najprv zaddme do subrutiny FUNC v pr3.£f90 dynamicky
systém (27).

uu = U(1)

vv = U(2)

b = PAR(1)

a =1

F(1) =1 - (b+1l)*uu + a*uuxuuxvv
F(2) = b*uu - a*uuxuu*vv

Do subrutiny STPNT doplnime zac¢iatoény bod bifurkacie. Vybrali sme si hodnoty u = 1,
v=1lab=1.

PAR(1) =1
Uu(l) =1
Uu(z) =1

Stbor c.pr3 pozmenime tak, aby bol v siilade so zadanim tlohy. Uloha obsahuje 2

premenné a 1 parameter, ktory by nemal byt mensi ako 0.
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NDIM= 2 # number of variables

unames= {l:u, 2:v}

NPAR= 1 # (maximal) number of parameters

parnames= {l:b}

ICP = [1] # bifurcation parameters. Note: 11 is reserved for the period
— of periodic solutions.

RLO = 0 # lower bound on the principal continuation parameter

RL1 = 4 # upper bound on the principal continuation parameter

Najprv budeme hladat Hopfovu bifurkaciu, teda bod, kedy sa zmeni stabilny pevny

bod na nestabilny a okolo neho vznikne limitny cyklus.

IPS = 1 # 1: stationary solutions of ODEs with detection of Hopf; 2:
— computation of periodic solutions from a Hopf bifurcation or a
— periodic orbit from a previous run

ISP = 1 # 0: do not detect special solutions; 1: detect branch points

— and Hopf bifurcation; 2: detect all special solutions

4.3.2 RiesSenie a interpretacia

Po zadani ulohy do vstupnych stborov prejdeme k samotnému rieseniu tlohy. Postup je
analogicky ako v ¢asti 4.1. Vo zvolenom prostredi Pythonu zmenime aktualny adresar
na ten, ktory obsahuje vstupné subory. Pouzijeme tvodnu sekvenciu kodu na pridanie

Auto-07p a dalsich potrebnych kniznic a spustime kontinuaciu.

bl=auto.run('pr3")

b2=auto.run('pr3', DS='-")

V b1 nastala Hopfova bifurkacia, oznacena vo vystupe ako HB v stipei TY. Z tohto bodu
chceme hladaf periodické riesenia a ich periédu. Spustime preto dalsiu kontinuaciu,
zacinajucu z bodu prvej Hopfovej bifurkdcie v b1, ktora hlada periodické rieSenia.
Zaroven chceme hladaf nielen maximalne, ale aj minimalne hodnoty premennych, ktoré

sa v konkrétnom limitnom cykle dosahujt.
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per=auto.run(bl ('HB1'), ICP=[1,11],IPS=2, IPLT=-1)

per2=auto.run(bl ('HB1'), ICP=[1,11],IPS=2, IPLT=-2)

Prikaz volame dvakrat s rozdielnymi hodnotami IPLT=-i, pretoze minimalna hodnota
periodického riesenia je vyratand vzdy iba pre i-tu premennd.
Vytvorime priemety ndjdenych rieseni do rovin rovnobeznych s u a v. Uvadzame

cast zdrojového kodu na vykreslenie grafu 17, postup pri 18 je analogicky

Obr. 17: Bifurka¢ny diagram tlohy (27)

‘t 1

0.0 0.5 10 15 20 25 30 35 40

b

Obr. 18: Bifurka¢ny diagram tlohy (27)

fig, ax = plt.subplots(l, figsize=(6,4))
ax.plot (b1[0][:18]['L"],b1[0][:18]['u'"], " '-k',1lw=2)
ax.plot(b1[0][17:]1["b"],b1[0][17:]["u"]l, " ":k",1lw=2)
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ax.plot (b2['b'],b2['u']l, "'-k',1lw=2)

ax.plot(per[0]['b'],per[0] ['MAX u'],"'-r',1lw=2)

ax.plot(per[0]['D'],per[0] ['MIN u'],"'-g',1lw=2)

ax.set_x1im (0, 4)

ax.set_ylim (0, 6)

ax.axhline (y=0, color='k'")
ax.axvline (x=0, color='k'")
ax.set_xlabel ("S$Sbs$", fontsize=20)
ax.set_ylabel ("Sus$", fontsize=20)

fig.savefig('pr3-1.png')

Na zéaver zobrazime bifurka¢ny diagram v troch rozmeroch na grafe (19).

fig = plt.figure()

ax = fig.gca(projection="'3d")

ax.plot (b1[0][:18]['u'],b1[0][:18]['v"'],b1[O][:18]["'b"], "'-k',1lw=2)
ax.plot (b1[0][17:]['u'],b1[O][17:]['v"'],b1[O][17:]["D"], " ":k"',1lw=2)
ax.plot(b2['u'],b2['v'],b2['b"], "'-k',1lw=2)

ax.plot (per[0] ['MAX u'],per2[0] ['MAX v'],per[0]['b'], '-r',1lw=2)

ax.plot (per[0] ['MIN u'],per2[0] ['MIN v'],per[0]['D"'],"'—-g",1lw=2)

ax.set_x1im(0,7)

ax.set_ylim(0,7)

ax.set_zlim (0, 4)

ax.set_xlabel ("Sus$", fontsize=20)
ax.set_ylabel ("Svs$", fontsize=20)
ax.set_zlabel ("S$Sbs$", fontsize=20)
plt.subplots_adjust (bottom=0.15,right=0.95)

fig.savefig('pr3-3.png')

Vidime, ze Hopfova bifurkacia, ktora v tlohe nastala je superkritickd, teda limitny
cyklus k sebe riesenia pritahuje a pevny bod v jeho vnitri ich odpudzuje. To znamena,
ze chemicka reakcia pre b > 2 sa v tomto modeli neustali v jednom konkrétnom stave,
ale neustale sa cyklicky meni.

Podla vystupnych suborov vieme povedat, ze v blizkosti bifurka¢ného bodu b = 2
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Obr. 19: Bifurka¢ny diagram tlohy (27).

] | 1 1
20 25 30 35 4.0

Obr. 20: Zavislost periédy limitného cyklu od parametra b

je perioda limitného cyklu velkosti 27 a nasledne sa zvéacsuje, ako vidno na grafe 20.
Rychlost oscila¢nej premeny jednotlivych latok sa teda s rastiicim parametrom b stale

spomaluje.
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5 Aplikacia - Model jednej neurénovej skupiny

V tejto kapitole aplikujeme teoretické poznatky z predchadzajtcich casti prace na zjed-
noduseny model spankového cyklu. Cielom a jednym z vlastnych prinosov prace je
namodelovat a nasledne preskiimaf riesenia, ku ktorym sa vdaka pouzitému softvéru
dopracujeme. Ako napoveda uz nazov kapitoly, model bude obsahovat limitné cykly.
Nagim zamerom bude identifikovat bifurkacné body, zobrazif ich a interpretovat. Vy-
chédzat pri tom budeme z modelu navrhnutého v [14] a z poznatkov zhrnutych v [6] a
[9].

Namodelujeme spravanie jednej skupiny neurénov s rovnakou funkciou. Nésledne

ukazeme, ako sa pri zmene vstupného signalu do populacie neurénov meni ich aktivita.

5.1 Model jednej neurénovej skupiny

V Tudskom mozgu sa nachédza viacero druhov nervovych buniek, neurénov. Vsetky ner-
vové bunky sa vSak skladaju z tela (soma), vstupnych a vystupnych vybezkov. Vstupné
vybezky, dendrity, vytvaraja dendricky strom alebo ide o tzv. bazalne dendrity. Kazdy
neurén ma iba jeden vystupny vybezok nazyvany axon, obaleny izolujicou myelinovou
vrstvou, na konci rozvetveny na tisice vybezkov, ktoré su zakoncené terminalmi.

Spojenie dvoch neurénov, ktoré umoznuje prenos vzruchu z presynaptického termi-
nalu jedného neurénu, cez synapticku strbinu, do postsynaptickej membrany druhého
neurénu, sa nazyva synapsia. Signaly, ktoré neurény prijimaju a vysielaju mozu byt
bud chemického alebo elektrického charakteru. Elektrické signély, nazyvané tiez akéné
potencidly, m6zu mat kladny alebo zaporny naboj. Podla toho sa prenasaju bud excitac-
nymi (kladné), alebo inhibiénymi (zaporné) synapsiami. Signaly, ktoré nest informéaciu
o svetle nie st kvalitativne odlisné od signédlov o tlakovych vinach alebo o pachu. Hlav-
nym rozdielom medzi nimi je cesta, po ktorej sa pohybuja - skupiny neurénov, ktoré
st do ich sirenia mozgom zapojené.

Uvazujme skupinu neurénov s rovnakou funkciou. Nech parameter I;,; oznacuje cel-
kovy vstupny prad, ktory prijimaji dendrity populdcie neurénov. Stavova premenna x
popisuje membranovy potencial populacie, ¢o mozeme interpretovat ako celkova akti-

vitu tejto skupiny buniek [14]. Premennd y je takzvand premennd obnovy, v ktorej si
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zhrnuté pomalsie procesy sposobujice deaktivaciu spojeni medzi neurénmi [6]. Dyna-

miku celého systému popisuje stustava 2 diferencidlnych rovnic s parametrom,

i = [(x,y)+ Iror (27)
. g(xy)
YT T

Funkcie f a g st nelinearne a maju tvar

fz,y)=3z—2>+2—y (28)
(o) =D (29)

kde H,, (x) je hladkou aproximaciou Heavisideovej schodovitej funkcie,
1
Hy (z) = 5 (tanh (100z) + 1), (30)

¢ize plati, ze Hy, (z) =~ 0 pre x < 0 a Hy () = 1 pre x > 0.

Funkcia 7 (x) je tiez aproximéciou schodovitej funkcie s bodom nespojitosti v x = 0,
T(z) =71+ (1o — 1) Hoo (7) (31)

a plati, ze 7(x) = 7, pre x < 0 a 7(x) = 7, pre > 0. Hodnoty konstant ¢ a ~
boli prebraté z [14], kde boli stanovené na ¢ = 3 a v = 5,7. Funkciu H,, sme oproti
tomuto ¢lénku o konstantu posunuli, pretoZe nespliiala podmienku na aproximéciu
Heavisideovej funkcie. Zvysné vztahy ostali rovnaké.

Ak z > 0, neurény povazujeme za aktivne, ak x < 0, tak za neaktivne.

Pomocou Auto-07p a Pythonu najdeme stacionarne aj periodické riesenia a ich bi-
furkacie, vysetrime ich stabilitu a zostrojime bifurkacné diagramy. Zdrojovy kéd je
prilozeny v Prilohe A.

Zistili sme, ze model obsahuje dva bifurkacné body typu sedlo-uzol, jednu Hopfovu
bifurkaciu a dva dalsie bifurkacné body. Pri kontinuacii periodickych rieseni sme zis-
tili, Ze sa meni stabilita periodickych rieseni. Zavery poniknuté v ¢lanku [14] takéto
spravanie nepredpokladali.

7 obrazkov vidime, Ze pri zapornej hodnote parametra [, teda ak ma akény poten-
cial prijimany neurénami inhibi¢ny charakter, je populacia neurénov v nasom modeli

neaktivna.
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Obr. 21: Bifurka¢ny diagram modelu (28), priemet do roviny y = konst.

Nech sa nachadzame v stabilnom stacionarnom stave x << 0. Ak postupne zvysu-
jeme akény potencidl I, tak v momente, ked I;,; prvy krat presiahne nulu, stacionarny
stav preskoci na stabilny stacionarny stav x ~ 0. Ak by sme teraz zacali spéatne [;,; zni-
zovat, tak pri prekroceni hranice I;,; = 0 sa ziaden takyto skok neudeje a systém ostane
v stave x &~ 0. Znamena to, ze aktivita neurénov nezavisi iba od aktualnej hodnoty
akéného potencialu, ale aj od toho, akym sposobom tato hodnota nastala. Vlastnosti,
ze vysledny stav systému je zavisly od predchadzajicich stavov, sa nazyva hysterézia.

Analogicky skok nastava aj v pripade, ze neurénova skupina je stabilne aktivna a
akény potencial sa postupne znizuje.

Okrem hysterézie mézeme v systéme pozorovat aj Hopfovu bifurkaciu. Nastava pri
vymedzenych kladnych hodnotach akéného potencialu. Hodnoty z v tomto limitnom
cykle osciluji na intervale, ktory obsahuje 0, ¢o znamenad, ze pri nezmenenej velkosti
akéného potencialu sa neurény opakovane aktivuju a deaktivuji. Striedaji sa tak mo-
menty vysielania vystupného signalu alebo st necinnosti.

Ak pri takomto limitnom cykle mierne poklesne hodnota akéného potencialu, cyklus
sa stane nestabilnym a Tubovolne mala odchylka od jeho trajektorie bude znamenat

postupny koniec opakovaného vysielania signalu.
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Obr. 22: Bifurkaény diagram modelu (28), priemet do roviny z = konst.

Obr. 23: Trojrozmerny bifurka¢ny diagram modelu (28)
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ZAVER

Zaver

Préaca pontka uceleny pohlad na tému kontinuacie rieSeni systémov obycajnych diferen-
cidlnych rovnic ako po teoretickej, tak i po praktickej stranke. Oboznamuje citatela s
tedriou a zaroven prinasa konkrétne spésoby pouzivané na riesenie Specifickych druhov
uloh a dalej ich aplikuje na model v oblasti neurolégie.

V tvodnych dvoch kapitoldch sme sa zamerali na teoretické aspekty dynamickych
systémov. V prvej kapitole sme postupne predstavili teériu dynamickych systémov a
ich bifurkacii. Vysvetlili sme pojem bifurkacia a uviedli niekolko typov bifurkécii, s
ktorymi sme v dalsich castiach prace skumali.

Druha kapitola sa venovala tedrii numerickej kontinuacie. Ponukli sme zédkladny
vhlad do metdéd pouzivanych na numerické hladanie stacionarnych rieseni pri meniacom
parametri dynamického systému. Venovali sme sa metédam typu prediktor-korektor a
po Castiach linedrnym metédam.

Tretia kapitola slizila na obozndmenie sa so softvérom urc¢enym na riesenie dyna-
mickych systémov. Podrobne sme popisali postup potrebny na instaldciu programu
Auto-07p v operacnom systéme Windows, vratane krokov, ktoré neboli Specifikované
v dokumentécii [3] k samotnému programu. Jednym z prinosov prace je tak ulahcenie
pristupu k tymto softvérovym rieseniam dalsim zaujemcom o riesenie kontinuac¢nych
tloh dynamickych systémov.

S rovnakym zamerom sme vo stvrtej kapitole vyriesili tri rozlicné tlohy a podrobne
citatela previedli celym procesom ich riesenia. Zacali sme vlozenim zodpovedajucich
rovnic do vstupnych stborov a pokracovali specifikaciou zelaného vysledku pomocou
konstant, samotnym spustenim tlohy, az po nasledné zobrazenie a interpretaciu ziska-
nych vysledkov.

S nadobudnutymi znalostami sme v poslednej kapitole modelovali vybranta tlohu o
spravani sa neurénovych skupin a ziskané vysledky interpretovali. Pri modelovani spra-
vania sa jednej neurénovej skupiny s vstupnym napétim ako bifurka¢nym parametrom
sme dospeli k vysledkom mierne odlisnym od prepokladanych zisteni Specifikovanych
v ¢lanku [14], v ktorom bol model navrhnuty. Zistili sme, ze limitny cyklus modelu,
ktory vznikol pri Hopfovej bifurkacii meni stabilitu. Dovodom moze byt numericka ne-

presnost Auto-07p, nezrovnalost v predpokladoch o predpise funkcie H,, na ktorta sme
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ZAVER

v tomto ¢lanku narazili, pripadne podcenenie bohatosti spravania funkcii, ktorymi bol
model popisany. Na zistenie konkrétnych pricin a vyvodenie hlbsich zaverov by bolo
potrebné dalsie skiimanie.

Prinosom préace bolo prehladné a podrobné zoznamenie sa s tedériou dynamickych
systémov a softvérovymi néstrojmi pouzivanymi na riesenie jej tloh. Je prinosna pre
citatelov, ktori sa s danou témou stretavaju po prvy krat a chceli by pohodlne ziskat
ucelené vedomosti i zru¢nosti na riesenie konkrétnych problémov a pouzivanie Auto-07p
v spojeni s Pythonom.

Praca pontka priestor na predstavenie dalsich typov bifurkacii a s nimi stuvisiacich
prikladov pouzivania programu Auto-07p. Takéto rozsirenie moze pomdct uchopit Sirsie
spektrum tloh z prirodnych vied a ekonémie. Taktiez je mozné hlbsie sa venovat modelu
spravania neurénovych skupin a urobit bifurka¢nt analyzu pre zjednoduseny model

spankového cyklu, ktory na tlohu rieSsent v praci prirodzene navizuje.
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Priloha A

Priloha A: Zdrojovy kéd

Subor s funkciami neur.f90

SUBROUTINE FUNC (NDIM,U, ICP,PAR, IJAC,F,DFDU, DFDP)

! Evaluates the algebraic equations or ODE right hand side

! Input arguments

! NDIM : Dimension of the ODE system

! U : State variables

! ICP : Array indicating the free parameter(s)
! PAR : Equation parameters

! Values to be returned

! F : ODE right hand side values

! Normally unused Jacobian arguments : IJAC, DFDU, DFDP (see manual)

IMPLICIT NONE
INTEGER NDIM, IJAC, ICP (%)
DOUBLE PRECISION U(NDIM), PAR(x), F(NDIM), DFDU (%), DFDP (%)

DOUBLE PRECISION x,y, Itot, eps, taul, tau2, gam, ff, g, tau

tau(x,taul,tau2) = taul + (tau2 - taul)*(0.5*xTANH (x%100)+0.5)
ff(x,y) = 3*xx — x*x*x + 2 — y
g(x,y,eps,gam,taul, tau2) = eps=*(gam* (0.5«TANH (x+x100)+0.5)-y)/ (taul +

— (tau2 - taul)* (0.5+%xTANH (x+x100)+0.5))

eps = 3
gam = 5.7
taul =1
tau2 = 2
X = U(1)
Y = U(2)
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Itot= PAR(1)

F (1) ff(X,Y) + Itot

F(2)

eps*g(X,Y, eps, gam, taul, tau2)/tau(X, taul, tau2)

END SUBROUTINE FUNC

SUBROUTINE STPNT (NDIM, U, PAR,T)

! Input arguments

! NDIM : Dimension of the ODE system

! Values to be returned

! U : A starting solution vector
! PAR : The corresponding equation-parameter values
! T : Not used here

IMPLICIT NONE
INTEGER NDIM

DOUBLE PRECISION U(NDIM), PAR(%), T

! Initialize the equation parameters

PAR(1l) = - 10.125

! Initialize the solution
Uu(l) = - 2.5

U(2) 0

END SUBROUTINE STPNT

! The following subroutines are not used here,

! but they must be supplied as dummy routines

SUBROUTINE BCND

END SUBROUTINE BCND
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SUBROUTINE ICND

END SUBROUTINE ICND

SUBROUTINE FOPT

END SUBROUTINE FOPT

SUBROUTINE PVLS

END SUBROUTINE PVLS

Subor konstant c.neur

NDIM = 2 4 number of variables

unames = {l:x, 2:vy}

NPAR = 1 # (maximal) number of parameters

parnames = {l:r}

ICP = [1] # bifurcation parameters. Note: 11 is reserved for the period

— of periodic solutions.

RLO = -10.125 # lower bound on the principal continuation parameter

RL1 = 100 # upper bound on the principal continuation parameter

IPS = 1 # 1: stationary solutions of ODEs with detection of Hopf; 2:
— computation of periodic solutions from a Hopf bifurcation or a
— periodic orbit from a previous run

ISP = 1 # 0: do not detect special solutions 1: detect branch points
— and Hopf bifurcation 2: detect all special solutions

ILP = 0 # 0/1: off/on detection of folds

ISW = 1 # 1: normal value; -1: switch the branch

JAC = 0 # 0: derivatives obtained by differencing; 1: derivatives

— provided by the user
NMX = 500 # maximal number of continuation steps

# CONTINUATION STEP SIZE

DS = 0.005
DSMIN = 0.001
DSMAX = 0.05
IADS = 1
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THL {11: 0.0} # gives zero weight to the 1lth parameter (the period)
THU = {}

# ITERATION ALGORITHMS

EPSL = le-07

EPSU = 1le-07

EPSS = 1le-05

ITMX = 8 # number of iterations for the location of special solutions
ITNW = 5 # number of Newton--Chord iteration

NWIN = 3 # the iteration at which Newton is switched to Chord

# PARAMETERS OF LITTLE USE

IRS = 0 # 0: new run; >0: label of a solution (superceded by Python
— CLUI)

NPR = 500 # write data every NPR-th step (superceded by Python CLUI
— )

NBC = 0 # number of boundary conditions

NINT= 0 # number of integral conditions

MXBF= 10 # maximal number of bifurcations (for algebraic problems only
— )

IID = 2 # 2: regular diagnostic output

IPLT = 0 # 0: sets L2 norm as principal solution measure

# DISCRETISATION CONSTANTS

NTST = 20
NCOL = 4
IAD = 3

Python kéd

cd C:/Users/sash/Documents/python/sleep?

import sys
auto_directory="C:/MinGW/msys/1.0/home/sash/auto/07p"
sys.path.append (auto_directory+'/python')

import auto

import matplotlib.pyplot as plt

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

import pandas as pd
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bl = auto.r('neur', NMX=1000,RL1=10, ISP=2, ILP=1)

auto.save ('bl")

content = None

with open('b.bl'", 'r') as f:

content = f.readlines|{()

content_csv = [[el for el in content[17].split(' ") if len(el) > 0 and el
— = '"\n"]]

content_csv[0] [0] = 'branch'

column_names = content_csv[0]

for line in content:

dummy = line.split (' ")

dummy = [el for el in dummy if len(el) > 0 and el != '\n']
if dummy[0] == '0':
continue

for el_i, el in enumerate (dummy) :
if el i < 4:
dummy [el_i] = int (el)

else:

dummy [el_1i] float (el)

if len (dummy) > 1:

content_csv.append (dummy)

df

pd.DataFrame (content_csv, columns=column_names)
df = df[1l:]

df.index=df.index-1

# PERIODICKE RIESENIA pri Hopfove]j bifurkacii
per = auto.run(bl('HB1'),ICP=[1,11],IPS=2, IPLT=-1)

auto.save ('per')

content = None
with open('b.per', 'r') as f:

content = f.readlines|()
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content_csv = [[el for el in content[18].split (' 'y if len(el) > 0 and
— el !'= " \n']]

content_csv[0] [0] = 'branch'

column_names = content_csv[0]

for line in content:

dummy = line.split (' ")

dummy = [el for el in dummy if len(el) > 0 and el != '\n']
if dummy[0] == '0':
continue

for el _i, el in enumerate (dummy) :

if el i < 4:

dummy [el_1i] int (el)
else:

dummy [el_i] = float (el)

if len (dummy) > 1:

content_csv.append (dummy)

df2 = pd.DataFrame (content_csv, columns=column_names)

df2

df2[1:]
df2.index=df2.index-1

df2.columns = [c.replace(' ', '"'") for ¢ in df2.columns]

# PERIODICKE RIESENIA pri Hopfove]j bifurkacii 2
per2 = auto.run(bl('HBR'),ICP=[1,11],IPS=2, IPLT=-2)

auto.save ('per2')

content = None

with open('b.per2', 'r') as f:

content = f.readlines|()

content_csv = [[el for el in content[18].split ("' "y 1f len(el) > 0 and
— el !'= " \n']]

content_csv[0] [0] = 'branch'

column_names = content_csv[0]

65




Priloha A

for line in content:

df3

dummy = line.split (' ")

dummy = [el for el in dummy if len(el) > 0 and el != '\n']
if dummy[0] == '0':
continue

for el_i, el in enumerate (dummy) :
if el_1i < 4:
dummy [el_i] = int (el)

else:

dummy [el_1i] float (el)

if len(dummy) > 1:

content_csv.append (dummy)

pd.DataFrame (content_csv, columns=column_names)

df3 = df3[1:]

df3.index=df3.index-1

df3.columns = [c.replace(' ', "'") for c¢ in df3.columns]

# 2D grafy

fig, ax = plt.subplots(l, figsize=(8,6))

ax

ax

ax.

ax.

ax.

ax.

ax.

ax.

ax

.axhline(y=0, color='k'")

.axvline (x=0, color='k")

plot (df[(Af['PT"']>0) & (df['r']1<=0)].r,df[(dE['PT']1>0) & (df['r']1<=0)
— ].x,":k'",1lw=3)

plot (Af[(df['PT']1>0) & (df['r']1>0)].r,df[(dE['PT']>0) & (df['r']1>0)].x
— ,'":k',1w=3)

plot (Af[(df['PT']<0) & (df['x']1<=-0.99)].r,df[(dEf['PT"']<0)& (df['x'

<y 1<=-0.99)].x, '-k', lw=2)

plot (Af[(df['PT']1<0) & (df['x"'"]1>-0.99) & (df['x"']<1)].r,df[(dE['PT"'

— ]<0) & (df['x']>-0.99) & (df['x'"]<1)].x,'-k',1lw=2)

plot (Af[(Af['PT']<0) & (df['x']1>=0.99)].r,df[(dE['PT"']<0) & (df['x'

<y 1>=0.99)].x, '-k',lw=2)

plot (df2[df2['PT"'"]>0] .r,df2[df2['PT"']>0] .MAXx,"'."',color="tomato")
.plot (df2[ (df2['PT"']1<0)].r,df2[(df2['PT"]<0)].MAXx,"'."', color='dimgray'

— )
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ax.plot (df2[df2['PT"']1>0] .r,df2[df2['PT"']>0] .MINx, '."',color="tomato")

ax.plot (df2 [ (df2['PT"]<0)].r,df2[(df2['PT"']<0)].MINx,"'.", color="'dimgray'
— )

ax.set_xlim(-4,5)

ax.set_ylim(-2,2)

ax.set_xlabel ("SI_{tot}s$", fontsize=20)

ax.set_ylabel ("$x$", fontsize=20)

plt.subplots_adjust (bottom=0.15,right=0.95)

fig.savefig('2-2-0.png', dpi=150)

fig, ax = plt.subplots(l, figsize=(8,6))

ax.axhline (y=0, color='k'")

ax.axvline (x=0, color='k'")

ax.plot (AE[(AE['PT']1<0)&(dE['y']1<5) & (df['x"']1<=0.99)].r,df[(dE['PT"]1<0) & (
— df['y']<5)&(df['x"']<-0.99)].y, '-k',1lw=2)

ax.plot (Af[(AE['PT']1<0) &(df['y'"]1<5)&(df['x"']1>-0.99)].x,dE[(dE['PT"']1<0) & (
— df['y']<5)&(df['x"'"]>-0.99)].y, '-k',1lw=2)

ax.plot (Af[(AE['PT']1<0)&(dE['y']1>5)].x,dE[(AE['"PT"]<0)&(dE['y"']1>5) 1.y, "'k
— ', 1lw=2)

ax.plot (AE[(AE['PT']>0)&(dE['y']1<3)].x,dE[(AE['PT"']>0)&(dEf['y"]1<3) 1.y, ":k
— ', 1lw=4)

ax.plot (Af[(AE['PT']>0)&(dE['y"']1>3)].x,dE[(AE['"PT"]>0)&(dE['y"]1>3) 1.y, ":k
— ', 1lw=4)

ax.plot (Af3[(df3['PT"]>0)].xr,df3[(dE3['PT"']1>0)].MAXy,"'.",color="tomato")

ax.plot (df3[(df3['PT"'1<0)].r,df3[(df3['PT']1<0)].MAXy,"."',color="dimgray")

ax.plot (df3[ (df3['PT'"]>0)].xr,df3[(dE3['PT"']>0)].MINy,"'.",color="tomato")

ax.plot (Af3[(df3['PT']1<0)].r,df3[(dEf3['PT"']<0)].MINy,"'."',color="dimgray")

ax.set_x1im(-10,10)

ax.set_ylim(-0.4,6.1)

ax.set_xlabel ("SI_{tot}$", fontsize=18)

ax.set_ylabel ("Sys$", fontsize=20)

plt.subplots_adjust (bottom=0.15, right=0.95)

fig.savefig('2-2-1.png', dpi=150)

# 3D graf

fig = plt.figure()

ax = fig.gca(projection="'3d")
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ax.

ax.

ax

ax.

ax.

ax.

ax.

ax.

ax.

ax.

ax

ax.

ax.

ax.

ax

plot (df.x,df.y,-15,":k',1lw=0.5)
plot (df.x, [6]xlen(df.x),df.r, ":k',1lw=0.5)
.plot ([-3]*xlen(df.x),df.y,df.r, ":k',1w=0.5)

plot (df2 [ (df2['PT"']>0) ] .MINx.values,df3[(df3['PT']>0) ] .MINy.values,df2
— [(df2['PT']1>0)].r.values,'.r',color="tomato")

plot (df2[ (df2['PT"']<0) ] .MINx.values,df3[(df3['PT"']<0)].MINy.values,df2
— [(df2['PT"']<0)].r.values,'.',color="dimgray")

plot (AE[(dE['PT']<0)&(df['x"]<-0.5)].x.values,df[(Af['PT"']<0) & (df['x"
— ]1<=0.5)].y.values,df[(df['PT']<0)&(df['x"]<=0.5)].r.values, '-k',1lw
— =2)

plot (Af[(AE['PT'"]<0)&(df['x"'"]>-0.5)&(df['x"]<0.5)].x.values,df[(df['PT
— "]1<0)&(df['x'"]>-0.5)&(df["'x"]<0.5)].y.values,df [ (dE['PT']<0) & (df['x
— '"]1>-0.5)&(df['x"]<0.5)].r.values, '-k',1lw=2)

plot (AE[(AE['PT']1<0)&(df['x"']>0.5)] .x.values,df[(dEf['PT']<0) & (df["'x"'
— 1>0.5)]1.y.values,df[(df['PT']<0)&(df['x"']1>0.5)].r.values, '-k', 1lw=2)
plot (Af[(AdEf['PT'1>0)&(df['y"']1>3)].x.values,df[(dE['PT"]1>0)&(df["y"'1>3)
— J.y.values,df[(df['PT']>0)&(df['y"'"]>3)].r.values, ':k',1lw=3)

plot (Af[(AE['PT']1>0)&(df['y']<3)].x.values,dE[(dE['PT"]1>0)&(df["y"']<3)
— l.y.values,df[(dEf['PT"']1>0)&(df['y']1<3)].r.values, ':k'"',1w=3)

.plot (df2[ (df2['PT"']>0) ] .MAXx.values,df3[(df3['PT"']>0)].MAXy.values, df2
— [(df2['PT']>0)].r.values,'.', color='tomato')

plot (df2 [ (df2['PT']<0) ] .MAXx.values,df3[ (df3['PT']<0) ] .MAXy.values,df2
— [(df2['PT']<0)].r.values,'.',color="dimgray")

set_xlabel ("S$xS$", fontsize=20)

set_ylabel ("$y$", fontsize=20)

.set_zlabel ("S$SI_{tot}S$", fontsize=20)

figl = plt.gcf ()

plt.show ()

plt.draw()

figl.savefig('2-2-2.png', dpi=200)
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