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Abstrakt

Bc. Šostáková, Kataŕına: Modelovanie tenkých kvapalných vrstiev. Diplomová práca,

Univerzita Komenského. Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikova-

nej matematiky a štatistiky. Vedúci diplomovej práce: doc. Mgr. Peter Guba, PhD.

Bratislava: FMFI UK, 2017, 40 s.

V našej práci sa zaoberáme modelovańım dynamiky tenkej slznej vrstvy na povrchu oka.

Tento model predstavuje problém s vol’nou hranicou. Práca poskytuje súhrn základných

riadiacich rovńıc, ktoré vychádzajú zo zákonov zachovania, a rovńıc, ktoré popisujú

charakter rozhrania slzná vrstva/okolité prostredie. Asymptotickou redukciou systému

rovńıc a hraničných podmienok sme odvodili parciálnu diferenciálnu rovnicu, ktorá

riadi dynamiku tenkého kvapalného filmu. Naš́ım ciel’om je numerické riešenie evolučnej

parciálnej diferenciálnej rovnice pomocou metódy čiar. Analyzujeme správanie slzného

filmu v závislosti od parametrov, ktoré reprezentujú zakrivenie, van der Waalsovu inte-

rakciu a efekt zmáčania rohovky. Porovnávame pŕıpady pre dokonalé zmáčanie rohovky,

ktoré predstavuje idealizáciu reálnej situácie, s parciálnym zmáčańım.

Kl’́učové slová: Suché oko, slzná vrstva, vyparovanie, van der Waalsove napätie,

zmáčanie rohovky



Abstract

Bc. Šostáková, Kataŕına: Modelling of thin liquid films. Diploma thesis, Comenius

University. Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied

Mathematics and Statistics. Supervisor: doc. Mgr. Peter Guba, PhD. Bratislava: Fa-

culty of Mathematics, Physics and Informatics, Comenius University, 2017, 40 s.

In this diploma thesis, we focus on modelling of thin tear film dynamics on the surface

of the eye. This model presents a free boundary problem. Our work gives a summary

of basic governing equations based on the Laws of Conservation, and the equations

describing the character of thin film/environment interface. Partial differential equ-

ation governing the thin liquid film dynamics was derived by asymptotic reduction of

the system of equations and boundary conditions. One of our goals is the numerical

solution of evolutionary partial differential equation. The behaviour of thin tear film

depending on the parameters representing curvature, van der Waals force and wetting

of the cornea is analyzed using the method of lines. We compare the case for perfect

wetting of the cornea, which is an idealization of the real situation, with partial wetting.

Keywords: Dry eye, tear layer, evaporation, van der Waals tension, wetting of cornea
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ÚVOD

Úvod

Tenké kvapalné vrstvy sú dôležité vo fyzike, biofyzike, inžinierstve aj v ostatných

pŕırodných vedách. Zvyčajne sa použ́ıvajú alebo vyskytujú na znižovanie trenia, chránenie

materiálu pred poškodeńım a znečisteńım alebo na prenos látok ([13], [12], [2]). Tieto

kvapaliny môžu pozostávat’ z rôznych látok ako voda, olej, alkohol a z iných kom-

plexných látok. Ked’ sú látky vystavené rôznym fyzikálnym faktorom, ich správanie sa

ĺı̌si a vznikajú zauj́ımavé dynamické javy, ako napr nestabilita propagujúceho frontu

(Obr. 1). Na Obr. 1a vid́ıme stekanie po naklonenej rovine s ”prstami”, ktoré sa ustálili

do trojuholńıkovitého tvaru. Pri zmene hustoty kvapaliny môžu vzniknút’ aj prsty,

ktorých hrany sa po čase ustália a stekajú priamo vertikálne - Obr. 1b. Efekt zvu-

kových v́ln, ktoré pôsobili na vrstvu silikónového oleja na horizontálnej platni je zobra-

zený na Obr. 1c. Kvapalina vytvorila lokálne osovo-súmernú perturbáciu a ustálila sa

do kruhového tvaru. Na Obr. 1d je zobrazený efekt nerovnomerného zahriatia vrstvy

silikónového oleja na jednom mieste, pri ktorom sa kvapalina zhustila a vytvorila lo-

kalizovanú depresiu. V práci [13] boli skúmané vplyvy iných fyzikálnych faktorov na

kvapalné vrstvy. Ďaľsie pozorované javy sú tvorba ruptúr, v́ln a chaotické odozvy. V

našej práci sa budeme zaoberat’ najmä tvorbou ruptúr - pretrhnut́ım slznej vrstvy na

povrchu oka.

Syndróm suchého oka

Každý človek potrebuje žmurkat’. Ihned’ po tomto pohybe sa vytvoŕı na rohovke tenká

vrstva kvapaliny, ktorá umožňuje správny lom svetla. Túto vrstvu nazývame tenkou

slznou vrstvou (thin tear film). Táto kvapalná vrstva zvlhčuje oko, chráni ho pred

baktériami, prachom a cudźımi telesami a pomáha odvádzat’ nečistoty [6]. Všeobecne sa

podceňuje zraková ostrost’, ktorá je najvyvinuteǰsou funkciou slznej vrstvy. Rozhranie

slzná vrstva/vzduch má refrakčnú mohutnost’ až 60 dioptríı, čo je podl’a [7] najvyššia

hodnota pozorovaná u zrakového analyzátora. Aj malé porušenie tejto vrstvy môže

mat’ za následok zhoršenú ostrost’.

Syndróm suchého oka je súbor symptómov, pri ktorých dochádza k nedostatočnému

alebo nefunkčnému zvlhčeniu oka a pretrhnutiu slzného filmu (vid’ Obr. 2). Podl’a štúdíı

8
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(a) (b)

(c) (d)

Obr. 1: Rôzne formy prúdenia tenkých kvapalných vrstiev po naklonenej rovine, následky

efektov zvukových v́ln a nerovnomerného zohriatia na tenkú kvapalnú vrtvu na horizontálnej

platni.

z roku 2007 [15], asi 4.91 milióna obyvatel’ov USA trṕı týmto syndrómom. V práci [8]

z roku 2004, autori odhadujú, že syndróm suchého oka postihuje 10–20 % dospelých

l’ud́ı. Suché oko sa vyskytuje aj pri vážneǰśıch ochoreniach ako Sjogrenov syndróm

alebo poruchy Meibomovej žl’azy. Pri Sjogrenovom syndróme, imunitný systém môže

napadnút’ žl’azy na zvlhčovanie prostredia ako slinné žl’azy v ústach alebo slzné žl’azy pri

oku. Žlaza vylučuje nedostatok ślz, čo vedie k rýchleǰsiemu vysychaniu, podráždeniu,

pocitu cudzieho telesa v oku a d’aľśım pŕıznakom suchého oka [16]. Tento tenký film

sa môže rýchleǰsie vyparovat’ aj kvôli poruche Meibomovej žlazy, ktorá sa nachádza na

očných viečkach a tvoŕı ochrannú tukovú vrstvu lipidov. Táto vrstva umožňuje pomaľsie

vysychanie vd’aka vlastnostiam lipidov, ktoré zabraňujú vyparovaniu [2], [16]. Neliečené

symptómy suchého oka môžu mat’ trvalé následky na správnu funkciu oka a môžu viest’

až k oslepnutiu [7].

9
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Obr. 2: Diagnóza suchého oka pomocou zafarbenia kontrastnou látkou. Pri dolnom viečku

vid́ıme pás svetleǰsej farby - miesto, kde sa zmenšuje hrúbka slznej vrstvy [7].

V tejto práci sa budeme zaoberat’ matematickými modelmi, ktoré popisujú dyna-

miku tenkej slznej vrstvy na povrchu oka. Hlbšie pochopenie fungovania tohto procesu

pri zdravom oku môže napomôct’ k pochopeniu procesu tvorby ruptúr a liečby syndrómu

suchého oka.

Štruktúra tenkej vrstvy

Podl’a klasickej defińıcie slzného filmu sa táto tenká kvapalina skladá z troch vrstiev:

(i) lipidová vrstva, (ii) vodná vrstva a (iii) hlienová vrstva [3]. Tieto vrstvy sú umiest-

nené tak ako je ilustrované na Obr. 3. V poslednom obdob́ı je táto defińıcia zpo-

chybňovaná a uvažuje sa, že slzná kvapalina je jedna vrstva, v ktorej sú hlienová a

vodná čast’ zmiešané [2].

Meranie hrúbky slznej vrstvy je komplikovaný proces. Využ́ıvajú sa rôzne metódy,

napr. interferometria alebo optická koherenčná tomografia [16]. Tieto merania udávajú

hodnotu hrúbky vrsty v rozmedźı od niekol’kých mikrónov (10−6 m) po desiatky mikrónov

[2]. Moderneǰsie metódy interferometrie naznačujú hodnoty v intervale 1,5 – 4,7 µm

[10].

Hlienová vrstva je prvá ochranná vrstva na povrchu oka. Je tvorená troma typmi

hlienov - rozpustné, ktoré sa vmiešajú do vodnej vrstvy, hlieny tvoriace gél nachádzajúce

sa medzi mikroklkmi na povrchu oka a dlhé transmembránové hlieny. Medzi hlieno-

10
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Obr. 3: Povrch zdravého oka sa skladá z hlienovej vrstvy na povrchu oka, vodnej vrstvy a z

lipidovej vrstvy pri dotyku so vzduchom, resp. okoĺım.

vou a vodnou vrstvou nie je experimentálne rozĺı̌sitel’né rozhranie. Vodná vrstva je z

98% voda, zvyšok tvoria rozpustné hlieny, soli a d’aľsie látky [6]. Táto vrstva je bežne

považovaná za slzy. Vonkaǰsia, lipidová vrstva sa skladá z nepolárnych lipidov na styčnej

ploche so vzduchom. Na rozhrańı vodnej a lipidovej vrstvy sa nachádzajú polárne li-

pidy. Táto vrstva je vel’mi dôležitá, lebo zmenšuje povrchové napätie na rozhrańı slzná

vrstva/vzduch, spomal’uje vyparovanie vodnej vrstvy a tým stabilizuje slznú vrstvu

voči ruptúram [2].

Lipidová a vodná vrstva boli študované v [11], kde skúmali závislost’ tvorby ruptúr

a bubĺın na hrúbke lipidovej vrstvy. Na Obr. 4 je zobrazená vodná (nal’avo) a lipi-

dová (napravo) vrstva v dvoch časových okamihoch. Vodná vrstva bola zafarbená flu-

oresćınom pre dosiahnutie lepšej viditel’nosti pretrhnutia slzného filmu. Horizontálne

š́ıpky ukazujú na miesta, kde došlo k pretrhnutiu fluoresćınovej aj lipidovej vrstvy. Ver-

tikálna š́ıpka ukazuje na miesto, kde sa pod lipidovou vrstvou vytvorila bublina. Tieto

zábery ukazujú na porušenie slznej vrstvy zdravého oka 15 sekúnd a 21 sekúnd po

žmurknut́ı. Obr. 5 zobrazuje zmešenie hrúbky slznej vrstvy na povrchu zdravého oka.

Oblast’ s menšou hrúbkou filmu je tmavšia (označená hviezdičkou). Z obrázka sa dá po-

11
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zorovat’ prepojenie hrúbky vodnej vrstvy a hrúbky lipidovej vrstvy. Oblast’ ohraničená

prerušovanou čiarou poukazuje na svetleǰsiu oblast’ rohovky v dôsledku šošovkovej flu-

orescencie.

Obr. 4: Pretrhnutie fluorescéınovej vrstvy súviśı s ruptúrami tenkej lipidovej vrstvy (hori-

zontálne š́ıpky). Vertikálna š́ıpka ukazuje na malú bublinu vytvorenú pod lipidovou vrstvou.

Obrázok A zobrazuje vrstvy 15 sekúnd po žmurknut́ı. Obrázok B zobrazuje 21 sekúnd po

žmurknut́ı. Meranie bolo vykonané na oku ženy bez očných ochoreńı.

12
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V našej práci sa budeme zaoberat’ iba pŕıpadom oka bez kontaktných šošoviek.

Slzná vrstva je ohraničená očnými viečkami, ktoré uvažujeme symetricky rozložené.

Pri viečkach sa slzná vrstva zvýši na tzv. menisky, ktoré siahajú po hranicu oka, kde sa

spojivkové bunky menia na kožné bunky. V tejto oblasti nastáva zmena zmočenia povr-

chu [3]. Priemerná výška menisku je v rozmedźı 2.5 – 6 ×10−4m [8]. Budeme uvažovat’

Obr. 5: Tmavé miesto v okoĺı hviezdičky zobrazuje tenšiu slznú aj lipidovú vrstvu.

Prerušovaná čiara poukazuje na svetleǰsiu oblast’ v dôsledku šošovkovej fluorescencie. Me-

ranie bolo vykonané na oku muža bez očných ochoreńı.

vrstvu na povrchu oka ako jednu kontinuálnu vrstvu. Zameriame sa na vyparovanie

tenkého filmu a tvorbu ruptúr na povrchu oka, tak ako je zobrazené na Obr. 6. Zmeny

vo vyparovańı budeme modelovat’ úpravou vlastnost́ı slznej kvapaliny.

Ciel’om našej práce bude najmä dôkladné sformulovanie problému pomocou rovńıc z

dynamiky kvapaĺın a konzistentné odvodenie evolučnej parciálnej diferenciálnej rovnice

pre hrúbku tenkého slzného filmu. Po odvodeńı sa zameriame na numerické riešenie pre

hrúbku slzného filmu a kritický čas tvorby ruptúr v závislosti na vlastnostiach slznej

kvapaliny. Náš pŕınos bude v detailnom odvodeńı parciálnej rovnice vývoja hrúbky

slzného filmu, ktoré nie je l’ahko dostupné v literatúre. Zrekonštruujeme numerické

výsledky z [16] a porovnáme použité metódy. Budeme uvažovat’ aj pŕıpad nedoko-

nalého zmáčania rohovky a numericky modelovat’ vyparovanie slzného filmu v takomto

13
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pŕıpade. Poukážeme na rozdiely medzi vyparovańım dokonale a parciálne zmáčanej

rohovky.

Obr. 6: Pri funkčných očných poruchách dochádza k rýchleǰsiemu vyparovaniu a vzniká

trhlina v tenkej slznej vrstve na povrchu oka.
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1. FORMULÁCIA PROBLÉMU

1 Formulácia problému

Slznú vrstvu možno poṕısat’ ako nestlačitel’nú Newtonovskú kvapalinu s konštantnou

hustotou ρ (kgm−3), viskozitou µ (Pa s), tepelnou kapacitou cp (Jkg−1K−1) a tepelnou

vodivost’ou k (Wm−1K−1). Ohraničeniami pre š́ırku vrtsvy vo vertikálnom smere x sú

očné viečka. Slznú vrstvu modelujeme ako symetrickú vzhl’adom na x = 0 na oblasti

−L < x < L, ktorá sa nachádza medzi povrchom oka (kedy dochádza k roztrhnutiu

kvapalnej vrstvy) a výškou h(x, t), 0 < y < h(x, t). Rozloženie kvapaliny a śıl, ktoré

na ňu pôsobia, sú ilustrované na Obr. 7.

Obr. 7: Povrch oka (natočený horizontálne) bez ohraničenia viečkami v miestach −L a L.

Obrázok ilustruje sily pôsobiace na kvapalný slzný film.

Systém parciálnych diferenciálnych rovńıc pre neznáme funkcie u, p a T , ktorý

reprezentuje lokálne zachovanie hmoty (1.1), hybnosti (1.2) a tepla (1.3), má tvar:

∇.u = 0, (1.1)

ρ

(
∂u

∂t
+ u.∇u

)
= −∇p+ µ∇2u + ρgî, (1.2)

ρcp

(
∂T

∂t
+ u.∇T

)
= k∇2T (1.3)

kde u = [u, v]T je rýchlost’ kvapaliny, g = gî, g = const je gravitačné zrýchlenie

a î je jednotkový vektor v smere x, p = p(x, y, t) je tlakové pole (normálové napätie

v kvapaline), h = h(x, t) je poźıcia styčnej plochy so vzduchom, resp. okoĺım (hrúbka

slznej vrstvy) a T = T (x, y, t) je teplota.

Rovnice (1.1)–(1.3) platia vo vnútri kvapaliny. Hraničné podmienky predṕısané na

15



1. FORMULÁCIA PROBLÉMU

povrchu rohovky y = 0 sú nasledovné:

Nulový horizontálny tok a vertikálny tok

u = 0, v = 0 (1.4)

Konštantná teplota

T = Teye = const. (1.5)

Podl’a [16], teplota na povrchu oka klesne po žmurknut́ı o 1–1.5°C. My v našej práci

zanedbávame toto ochladenie.

1.1 Dynamické podmienky na rozhrańı slzný film/vzduch

Na dotykovej ploche so vzduchom, alebo vol’nej hranici y = h(x, t), sa kvapalina správa

odlǐsne. V tejto časti budeme použ́ıvat’ na označenie vyč́ıslovania premenných na strane

kvapaliny symbol |− a na strane vzduchu symbol |+.

Vzhl’adom na to, že chceme modelovat’ vyparovanie kvapaliny slzného filmu, rozhra-

nie slzná vrstva/vzduch je nestacionárne. Rýchlost’ na styčnej ploche budeme označovat’

uI . Zachovanie hmoty na pohyblivom rozhrańı môžeme vyjadrit’ v tvare:(
ρ(u− uI).n̂

)
|− =

(
ρ(u− uI).n̂

)
|+, (1.6)

kde n̂ je normálový vektor na dotykovú plochu.

Pre normálový a dotykový jednotkový vektor na rozhrańı slzná vrstva/vzduch platia

nasledujúce vzt’ahy (pozri Obr. 8):

n̂ =
1√

1 + h2
x

[−hx, 1]T , t̂ =
1√

1 + h2
x

[1, hx]T (1.7)

Na styčnej ploche slzného filmu a vzduchu môžeme hmotnostný tok na strane kva-

paliny vyjadrit’ v tvare: (
ρ(u− uI).n̂

)
|− ≡ ρ

−uhx + v − ht√
1 + h2

x

. (1.8)

Na strane vzduchu sa vzt’ah zjednodušuje na hmotnostný tok výparov, ktorý budeme

označovat’ symbolom J . Výsledná forma zachovania hmoty na rozhrańı je:

J = ρ
−uhx + v − ht√

1 + h2
x

. (1.9)
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1. FORMULÁCIA PROBLÉMU

Obr. 8: Ilustrácia styčnej plochy kvapaliny a vzduchu.

Konštitučný vzt’ah pre hmotnostný tok výparov J uvedieme nižšie.

Podmienka pre rovnováhu napätia na styčnej ploche má dve časti - normálovú a

dotyčnicovú. Pre stacionárny pŕıpad rozhrania (t.j. bez vyparovania) má normálová

čast’ podmienky tvar:

(¯̄σ.n̂)|+ − (¯̄σ.n̂)|− = γ(∇.n̂)n̂, (1.10)

a dotyčnicová čast’:

(¯̄σ.t̂)|+ − (¯̄σ.t̂)|− = 0, (1.11)

kde γ je povrchové napätie. Povrchové napätie je vo všeobecnosti funkciou polohy a

teploty. V našom modely uvažujeme pŕıpad, kedy γ = const.

Tenzor napät́ı je definovaný prostredńıctvom tlaku p a tenzora rýchlosti deformácie

¯̄e v tvare:

¯̄σ = −pI + 2µ¯̄e, kde ¯̄e =
1

2
(∇u +∇uT ) (1.12)

a µ je dynamická viskozita.

Pomocou tenzora napät́ı ¯̄σ vieme zaṕısat’ silu medzi styčnými kvapalnými elemen-

tami. Túto silu vyjadruje vektor napät́ı, definovaný ako:

t = ¯̄σ.n̂, (1.13)

kde n̂ je normálový vektor na styčnú plochu.
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1. FORMULÁCIA PROBLÉMU

Efekt vyparovania sa v rovnici (1.10) prejavuje v pŕıtomnosti tzv. van der Waalso-

vej interakcie, označenej pomocou napätia Π. Tieto sily reprezentujú vzájomné silové

pôsobenie medzi molekulami. Modifikovaná forma (1.10) má tvar [17]:

p|+ − (n̂.¯̄σ.n̂)|− = γ(∇.n̂)− Π. (1.14)

Na l’avej strane sa člen (¯̄σ.n̂)|+ pre vzduch zjednodušil na konštantný tlak vzduchu

(tzv. aproximácia zriedeného plynu).

Dosadeńım pŕıslušných rovńıc pre normálové vektory, tlak a tenzor napätia, môžeme

odvodit’ vzt’ah medzi van der Waalsovým napät́ım (tzv. spojovaćı tlak, conjoining pre-

ssure) a výškou dotykovej plochy:

Π = Π(h) =
A∗

h3
,

kde A∗ je konštanta (tzv. Hamakerova konštanta).Tento vzt’ah predstavuje pŕıpad doko-

nalého zmáčania rohovky, čo nekorešponduje realite. Pre realistické parciálne zmáčanie

([1],[17]):

Π =
1

h3
[A∗ +B∗(2hh2

xhxx − h4
x)]. (1.15)

Na vol’nej hranici predpokladáme nehybnost’ molekúl v smere vektora dotyčnicového

k slznému filmu:

u.t̂ = 0. (1.16)

Rovnováha tepelného toku je daná rovnicou:

−kn̂.∇T = LmJ, (1.17)

kde Lm je latentné teplo vyparovania. Vo vyššie uvedených rovniciach je zanedbaná

viskozita výparov a ich tepelná vodivost’ (tzv. jednostranný model [5]).

Pre hmotnostný tok výparov kvapaliny slzného filmu budeme uvažovat’ nasledujúci

konštitučný vzt’ah [1]:

KJ = α(p− pv) + TI − Ts, (1.18)

kde K a α sú konštanty, TI je teplota styčnej plochy a Ts je saturačná teplota.
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2. BEZROZMERNÁ FORMULÁCIA

2 Bezrozmerná formulácia

Riadiace rovnice, hraničné podmienky a počiatočnú podmienku prevedieme do bezroz-

merného tvaru zavedeńım nasledujúcich bezrozmerných premenných:

x = lx̄, y = dȳ, t =
l

U0

t̄, h = dh̄, u = U0ū,

v = εU0v̄, p =
µU0

lε2
p̄, T̄ =

T − Ts
4T

, J =
k4T
dLm

J̄ ,

(2.1)

kde 4T = Teye − Ts a ε = d/l reprezentuje pomer typickej vertikálnej a horizontálnej

d́lžky. Bezrozmerný tvar rovńıc je:

∂ū

∂x̄
+
∂v̄

∂ȳ
= 0, (2.2)

ε2Re

(
∂ū

∂t̄
+ ū

∂ū

∂x̄
+ v̄

∂v̄

∂ȳ

)
= −∂p̄

∂x̄
+ ε2

∂2ū

∂x̄2
+
∂2ū

∂ȳ2
+G,

ε4Re

(
∂v̄

∂t̄
+ ū

∂v̄

∂x̄
+ v̄

∂v̄

∂ȳ

)
= −∂p̄

∂ȳ
+ ε4

∂2v̄

∂x̄2
+ ε2

∂2v̄

∂ȳ2
,

(2.3)

ε2RePr

(
∂T̄

∂t̄
+ ū

∂T̄

∂x̄
+ v̄

∂T̄

∂ȳ

)
=

(
ε2
∂2T̄

∂x̄2
+
∂2T̄

∂ȳ2

)
, (2.4)

kde Re = U0l/ν je Reynoldsovo č́ıslo, G = ρgd2/µU0 je gravitačný faktor, ν = µ/ρ je

kinematická viskozita a Pr = µcp/k je Prandtlove č́ıslo.

Hraničné podmienky na ȳ = 0 sú:

ū = v̄ = 0,

T̄ = 1.

Dynamické podmienky (1.9), (1.14) a (1.16)–(1.18) na vol’nej hranici

slzný film/vzduch ȳ = h(x, t) majú po zbezrozmerneńı tvar:

EJ̄ =
(v̄ − ūh̄x̄ − h̄t̄)√

1 + ε2h̄2
x̄

, kde J̄ ≡ − 1√
1 + ε2h̄2

x̄

(T̄ȳ − ε2h̄x̄T̄x̄), (2.5)

p̄− p̄v − 2ε2
(v̄ȳ − h̄x̄ūȳ) + ε2(h̄2

x̄ūx̄ − h̄x̄v̄x̄)√
1 + ε2h̄2

x̄

= − 1

Ca

[
h̄x̄√

1 + ε2h̄2
x̄

]
− Π, (2.6)

ū+ ε2h̄x̄v̄ = 0, (2.7)

K̄J̄ = δ(p̄− p̄v) + T̄I , (2.8)

a van der Waalsovo napätie:

Π =
1

h̄3
[A+B(2h̄h̄2

x̄h̄x̄x̄ − h̄4
x̄)]. (2.9)
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2. BEZROZMERNÁ FORMULÁCIA

Bezrozmerné parametre v týchto rovniciach sú definované nasledovne:

A =
A∗

µU0dl
, B = ε4

B∗

µU0dl
, δ =

αµU0

4T lε2
,

E =
k4T
dLm

, Ca =
µU0

γε3
, K̄ =

Kk

dLm

.

(2.10)

Parameter A je tzv. Hamakerova konštanta, ktorá kontroluje vel’kost’ van der Wa-

alsovho napätia v pŕıpade dokonalého zmáčania rohovky (B = 0). Parameter B je

mierou parciálneho zmáčania rohovky. Parameter δ je mierou rozdielu medzi dyna-

mickým tlakom v slznom filme a konštantným referenčným tlakom p̄v. V tejto práci

budeme skúmat’ iba vplyv parametrov A, B a δ, preto význam parametrov E, Ca a K̂

neuvádzame.
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3. ROVNICE SLZNEJ VRSTVY V LIMITE MALEJ HRÚBKY

3 Rovnice slznej vrstvy v limite malej hrúbky

V tejto časti detailne sṕı̌seme všetky vedúce rovnice v limitnej forme, čo tvoŕı hlavný

pŕınos tejto práce. Je to dôležitá čast’ pre pochopenie dynamiky tenkých filmov.

Pomer strán ε je vzhl’adom na rozmery oka typicky vel’mi malý, preto skúmame

limitu tenkého filmu pre ε→ 0. V takom pŕıpade dostaneme systém:

∂ū

∂x̄
+
∂v̄

∂ȳ
= 0, (3.1)

−∂p̄
∂x̄

+
∂2ū

∂ȳ2
+G = 0, (3.2)

∂2T̄

∂ȳ2
= 0. (3.3)

.

Podmienky pre hranicu y = 0 zostávajú nezmenené. Podmienky vol’nej hranice

y = h(x, t) sa zmenia nasledovne:

EJ̄ = v̄ − ūh̄x̄ − h̄t̄, (3.4)

p̄− p̄v = − 1

Ca
h̄x̄x̄ − Π, (3.5)

kde Π z (2.9) sa nezmeńı.

ū = 0, (3.6)

J̄ = −T̄ȳ (3.7)

a (2.8) zostáva nezmenená.

Pre prehl’adnost’ budeme v d’aľsej časti vynechávat’ čiarky nad premennými. Použit́ım

zbezrozmerneného systému rovńıc a podmienok vieme zaṕısat’ vzt’ahy pre premenné

u, v, T a p, ktoré platia v kvapaline.

Tlakové pole má nasledujúcu formu:

p = pv −
1

Ca
hxx − Π. (3.8)
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3. ROVNICE SLZNEJ VRSTVY V LIMITE MALEJ HRÚBKY

Komponenty rýchlosti sú poṕısané ako:

u =
1

2

(
∂p

∂x
−G

)
(y2 − hy), (3.9)

v = −1

2

∂2p

∂x2

(
1

3
y3 − 1

2
hy2

)
− 1

4
hx

(
∂p

∂x
−G

)
y2. (3.10)

Teplotné pole je dané:

T = 1− Jy, (3.11)

kde

J =
1

K̄ + h

[
1 + δ

(
− 1

Ca
hxx − Π

)]
. (3.12)

Tieto výrazy sṕlňajú všetky rovnice a podmienky okrem kinematickej podmienky

(3.4). Vložeńım u a v, vyč́ıslených v y = h, do podmienky (3.4) dostávame skalárnu

rovnicu vývoja hrúbky slzného filmu. Ak zvoĺıme l podl’a [4] ako l = d1/3D2/3, kde

D =
√
γ/ρg, dostaneme Ca = 1.
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4. EVOLUČNÁ PARCIÁLNA DIFERENCIÁLNA ROVNICA PRE SLZNÝ FILM

4 Evolučná parciálna diferenciálna rovnica pre slzný

film

Po vektorových úpravách sme źıskali výslednú parciálnu diferenciálnu rovnicu pre časo-

priestorový vývoj hrúbky slzného filmu v tvare:

∂h

∂t
+

E

K̄ + h

[
1− δ

(
∂2h

∂x2
+ Π

)]
= − ∂

∂x

[
h3

12

(
∂3h

∂x3
+
∂Π

∂x
+G

)]
, (4.1)

kde

Π =
1

h3
[A+B(2hh2

xhxx − h4
x)] (4.2)

a A, B, G, E, K̄ a δ sú bezrozmerné parametre definované nasledovne:

A =
A∗

µU0dl
, B = ε4

B∗

µU0dl
, G =

ρgd2

µU0

,

E =
k4T

ρU0εdLm

, K̄ =
kK

dLm

, δ =
αµU0

ε2l(Teye − Ts)

(4.3)

Parciálna diferenciálna rovnica (4.1) je prvého rádu v čase a štvrtého rádu v priestore.

Hraničné podmienky a počiatočná podmienka sú zvolené v tvare:

h(±L, t) = h0, hxx(±L, t) = h0
xx, (4.4)

h(x, t = 0) =

hmin ak|x| < L−4xm

hmin +4hm(|x| − (L−4xm))2 ak|x| ≥ L−4xm,
(4.5)

kde xm je š́ırka najdlhšieho úseku medzi horným a dolným viečkom oka a hmin je hrúbka

v strede oka. Tieto podmienky zodpovedajú predṕısanej výške menisku a predṕısanej

krivosti menisku v kontakte s očným viečkom.
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5 Numerické experimenty

Skalárnu parciálnu diferenciálnu rovnicu (4.1) budeme riešit’ aplikáciou numerickej

metódy čiar so semidiskretizáciou v priestore pomocou konečných diferencíı s pres-

nost’ou O(k2), kde k je rozdiel medzi bodmi xi a xi+1 pri rovnomernom deleńı [14].

Tieto aproximácie boli tvorené pre počet deliacich bodov n = 200.

Využit́ım experimentálnych dát [16] sme źıskali nasledujúce hodnoty pre bezroz-

merné parametre: L = 14, h0 = 9, h0
xx = 4, hmin = 1, 4hm = 2, 4xm = 2, G = 0,

E = 14.1 a K = 4930. Naš́ım ciel’om je analýza závislosti riešenia na parametroch A, B

a δ, ktoré sú spojené s efektom vyparovania. Vplyv gravitácie zanedbávame vzhl’adom

na vplyv menš́ı ako má povrchové napätie.

5.1 Redukcia modelu pre pŕıpad konštantného vyparovania

Implementáciu numerickej metódy čiar sme najskôr testovali pre pŕıpad dokonalého

zmáčania rohovky (B = 0), ktorý bol študovaný v práci [16]. Najprv sme sa venovali

pŕıpadu konštantného vyparovania (δ = 0) s dokonalým zmáčańım rohovky bez vplyvu

van der Waalsovej interakcie. Tieto výsledky nám umožnili zhodnotit’ funkčnost’ imple-

mentácie. Výsledky sú zobrazené na Obr. 9 a 10. K pretrhnutiu filmu dochádza v čase

t
.
= 90, ktorý je v súlade s výsledkami [16].
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Obr. 9: Časový vývoj profilu slzného filmu h(x, t). Hodnoty bezrozmerných parametrov sú

A = B = δ = 0. Situácia zodpovedá pŕıpadu konštantného vyparovania slzného filmu bez

van der Waalsovej interakcie.

Obr. 10: Časový vývoj profilu slzného filmu h(x, t). Hodnoty bezrozmerných parametrov sú

A = B = δ = 0. Situácia zodpovedá pŕıpadu konštantného vyparovania slzného filmu bez

van der Waalsovej interakcie.
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5.2 Redukcia modelu pre pŕıpad nekonštantného vyparovania

Profil slzného filmu s nekonštantným vyparovańım pre δ = 10−3, ktoré je spôsobené

zakriveńım povrchu bez van der Waalsovho napätia, je zobrazený na Obr. 11 a 12.

K pretrhnutiu slzného filmu dochádza v čase t = 94. Porovnańım našich výsledkov s

výsledkami v [16] možno identifikovat’ rozdiel v hrúbke filmu ako aj v čase pretrhnutia

slzného filmu. Čas roztrhnutia filmu v práci [16] je t = 82, čo zodpovedá rozmernému

časovému rozdielu zhruba 5 sekúnd. Usudzujeme, že tento rozdiel môže byt’ spôsobený

použit́ım rozdielnych metód priestorovej diskretizácie.

Obr. 11: Časový vývoj profilu slzného filmu h(x, t). Hodnoty bezrozmerných parametrov

sú A = B = 0 a δ = 10−3. Situácia zodpovedá pŕıpadu dokonalého zmáčania rohovky s

nekonštantným vyparovańım slzného filmu bez van der Waalsovej interakcie.
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5. NUMERICKÉ EXPERIMENTY

Obr. 12: Časový vývoj profilu slzného filmu h(x, t). Hodnoty bezrozmerných parametrov

sú A = B = 0 a δ = 10−3. Situácia zodpovedá pŕıpadu dokonalého zmáčania rohovky s

nekonštantným vyparovańım slzného filmu bez van der Waalsovej interakcie.

Obr. 13: Tok výparov QE pre hodnoty bezrozmerných parametrov A = B = 0 a δ = 10−3.

Situácia zodpovedá pŕıpadu dokonalého zmáčania rohovky s nekonštantným vyparovańım

slzného filmu bez van der Waalsovej interakcie.
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Pridańım oboch členov, ktoré ovplyvňujú zakrivenie a hrúbku slzného filmu, spôsobuje

výrazné kvantitat́ıvne zmeny v riešeńı. Proces vyparovania sa spomalil aj dôsledkom

zmeny hrúbky filmu. Po ustáleńı na rovnovážnej hrúbke heq = (δA)1/3 je vyparovanie

lokálne nulové a slzný film sa d’alej vyparuje na hrubš́ıch miestach. Uvedené chovanie

môžeme pozorovat’ na výsledkoch zobrazených na Obr. 14 a 15. K pretrhnutiu slzného

filmu dochádza výrazne neskôr (v čase t = 192). Tieto výsledky sú kvalitat́ıvne zhodné

s výsledkami [1] pre problém vyparovania kvapalných filmov z rovnomerne zakrivených

povrchov.

Pre lepšie pochopenie vyparovania sme zaviedli multiplikátor toku vyparovania:

QE(x, t) ≡= 1− δ
(
∂2h

∂x2
+ Π

)
. (5.1)

Obr. 14: Časový vývoj profilu slzného filmu h(x, t). Hodnoty bezrozmerných parametrov

sú A = δ = 10−3 a B = 0. Situácia zodpovedá pŕıpadu dokonalého zmáčania rohovky s

nekonštantným vyparovańım slzného filmu a nenulovou van der Waalsovou interakciou.

28



5. NUMERICKÉ EXPERIMENTY

Obr. 15: Časový vývoj profilu slzného filmu h(x, t). Hodnoty bezrozmerných parametrov

sú A = δ = 10−3 a B = 0. Situácia zodpovedá pŕıpadu dokonalého zmáčania rohovky s

nekonštantným vyparovańım slzného filmu a nenulovou van der Waalsovou interakciou.

Obr. 16: Tok výparov QE pre hodnoty bezrozmerných parametrov A = δ = 10−3 a B = 0.

Situácia zodpovedá pŕıpadu dokonalého zmáčania rohovky s nekonštantným vyparovańım

slzného filmu a nenulovou van der Waalsovou interakciou.
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Na Obr. 17 a 18 uvádzame výsledky analogické výsledkom na Obr. 14 a 15, ale

pre menšie hodnoty parametrov A a δ. Vid́ıme, že vyparovanie prebieha rýchleǰsie a

k pretrhnutiu slzného filmu dochádza v skoršom čase t = 109. Zauj́ımavá zmena je

predovšetkým v toku výparov QE, ktorá je zobrazená na Obr. 19. V porovnańı s Obr.

16 sa v čase t = 250 výrazne zńıžilo vyparovanie v oblasti približne x ∈ [9, 12] a v

krajných bodoch dochádza k raṕıdnej zmene z nulovej hodnoty na hodnotu QE = 1.

Obr. 17: Časový vývoj profilu slzného filmu h(x, t). Hodnoty bezrozmerných parametrov sú

A = 10−6, δ = 4.5×10−8 a B = 0. Situácia zodpovedá pŕıpadu dokonalého zmáčania rohovky

s nekonštantným vyparovańım slzného filmu a nenulovou van der Waalsovou interakciou.
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Obr. 18: Časový vývoj profilu slzného filmu h(x, t). Hodnoty bezrozmerných parametrov sú

A = 10−6, δ = 4.5×10−8 a B = 0. Situácia zodpovedá pŕıpadu dokonalého zmáčania rohovky

s nekonštantným vyparovańım slzného filmu a nenulovou van der Waalsovou interakciou.

Obr. 19: Tok výparov QE pre hodnoty bezrozmerných parametrov A = 10−6 a δ = 4.5 ×

10−8 a B = 0. Situácia zodpovedá pŕıpadu dokonalého zmáčania rohovky s nekonštantným

vyparovańım slzného filmu a nenulovou van der Waalsovou interakciou.

31



5. NUMERICKÉ EXPERIMENTY

5.3 Pŕıpad nedokonalého zmáčania rohovky

V kapitole 5.1 a 5.2 sme sa zaoberali pŕıpadom dokonalého zmáčania rohovky (B = 0),

ktorý je idealizáciou reálnej situácie parciálneho zmáčania. Nasledujúce časti diplomo-

vej práce obsahujú pôvodné výsledky.

Parciálne zmáčanie rohovky výrazne ovplyvňuje správanie slzného filmu. Uvažujeme

najprv pŕıpad s nenulovou van der Waalsovou interakciou na časovom intervale t ∈

[0, 150]. Na Obr. 20 a 21 je zobrazené numerické riešenie pre A = δ = 10−3 a B = 10−4.

Slzný film sa nevyparuje prioritne z jedného miesta ako v pŕıpade dokonalého zmáčania

rohovky (Obr. 14), ale slzná vrstva sa presúva na meniskus, ktorý sa zväčšuje a spo-

mal’uje vyparovanie. V porovnańı s pŕıpadom dokonalého zmáčania sa čas pretrhnutia

filmu výrazne predlžuje (situácia nie je zobrazená na Obr. 20, 21). Ak sa film roztrhne,

ruptúra sa rýchlo rozširuje vzhl’adom na malú hrúbku slzného filmu v okoĺı ruptúry.

Obr. 20: Časový vývoj profilu slzného filmu h(x, t). Hodnoty bezrozmerných parametrov

sú A = δ = 10−3 a B = 10−4. Situácia zodpovedá pŕıpadu parciálneho zmáčania rohovky s

nekonštantným vyparovańım slzného filmu a nenulovou van der Waalsovou interakciou.
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Obr. 21: Časový vývoj profilu slzného filmu h(x, t). Hodnoty bezrozmerných parametrov

sú A = δ = 10−3 a B = 10−4. Situácia zodpovedá pŕıpadu parciálneho zmáčania rohovky s

nekonštantným vyparovańım slzného filmu a nenulovou van der Waalsovou interakciou.

Pri zmenšovańı parametrovA, δ aB (Obr. 22 a 23) sa presun slzného filmu spomal’uje

a minimálna hrúbka filmu sa zmenšuje. Dochádza k rýchleǰsiemu pretrhnutiu slzného

filmu. Tento jav nám potrvdzujú aj Obr. 24 a 25, kde sú hodnoty bezrozmerných

parametrov A = 10−6, δ = 4.5 × 10−8 a B = 10−5. Na časovom intervale t ∈ [0, 250]

dochádza k ruptúre v čase t = 127, ktorá sa d’alej rozširuje. Porovnańım grafov Obr.22

a 24 v čase t = 125 možno vidiet’ pred́lžnie času na tvorbu ruptúry takmer dvojnásobne.

Na Obr. 24 vid́ıme, že pretrhnutie slzného filmu sa následne rozširuje v smere do

centrálnej časti oka a š́ırka menisku zostáva nezmenená. Táto situácia sa približuje

pŕıpadu s dokonalým zmáčańım rohovky, kedy kvapalina slzného filmu nepropaguje v

priestore.
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Obr. 22: Časový vývoj profilu slzného filmu h(x, t). Hodnoty bezrozmerných parametrov

sú A = 10−4, δ = 10−5 a B = 5 × 10−5. Situácia zodpovedá pŕıpadu parciálneho zmáčania

rohovky s nekonštantným vyparovańım slzného filmu a nenulovou van der Waalsovou inte-

rakciou

Obr. 23: Časový vývoj profilu slzného filmu h(x, t). Hodnoty bezrozmerných parametrov

sú A = 10−4, δ = 10−5 a B = 5 × 10−5. Situácia zodpovedá pŕıpadu parciálneho zmáčania

rohovky s nekonštantným vyparovańım slzného filmu a nenulovou van der Waalsovou inte-

rakciou.
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5. NUMERICKÉ EXPERIMENTY

Obr. 24: Časový vývoj profilu slzného filmu h(x, t). Hodnoty bezrozmerných parametrov sú

A = 10−6, δ = 4.5 × 10−8 a B = 10−5. Situácia zodpovedá pŕıpadu parciálneho zmáčania

rohovky s nekonštantným vyparovańım slzného filmu a nenulovou van der Waalsovou inte-

rakciou.

Obr. 25: Časový vývoj profilu slzného filmu h(x, t). Hodnoty bezrozmerných parametrov sú

A = 10−6, δ = 4.5 × 10−8 a B = 10−5. Situácia zodpovedá pŕıpadu parciálneho zmáčania

rohovky s nekonštantným vyparovańım slzného filmu a nenulovou van der Waalsovou inte-

rakciou.
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5.4 Dynamika minimálnej hrúbky slzného filmu

Detailneǰsie sme skúmali závislost’ dynamiky vyparovania na parametroch A, δ a B.

Na Obr. 26 je zobrazená závislost’ hrúbky filmu od parametrov δ a A pri dokonalom

zmáčańı rohovky (B = 0). Pre rôzne hodnoty parametrov sme zistili, že po čase sa

hrúbka filmu ustáli - hodnota sa dá nájst’ ako (δA)1/3 [16]. Nezáviśı teda na jednotlivých

parametroch. Tento jav potvrdzuje dynamiku slznej vrstvy pre t → ∞ zobrazenú na

Obr. 9–17.

Obr. 26: Graf zodpovedá minimálnej hrúbke slzného filmu pri dokonalom zmáčańı rohovky

(B = 0) ako funkcie času pre rôzne parametre δ a A.
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Obr. 27: Graf zodpovedá minimálnej hrúbke slzného filmu pri parciálnom zmáčańı rohovky

(B 6= 0) ako funkcie času pre rôzne parametre A, δ a B.

Porovnańım dynamiky minimálnej hrúbky pre parciálne zmáčanie rohovky (Obr. 27)

s pŕıpadom dokonalého zmáčania (Obr. 26) si môžeme všimnút’, že hodnota rovnovážnej

minimálnej hrúbky filmu pre B 6= 0 s rovnakými parametrami A a δ je zhodná s

hodnotou rovnovážnej hrúbky v pŕıpade dokonalého zmáčania rohovky 1. Dynamika

vyparovania slznej vrstvy nezáviśı od parametra B a hrúbka filmu sa aj v tomto pŕıpade

ustáli na rovnovážnej hodnote heq. V situáciách pre B = 10−4 a B = 5×10−5 dochádza

k lokálnej zmene v okoĺı času t = 102. Hodnota parametra B ovplyvňuje čas, v ktorom

slzný film dosiahne rovnovážnu minimálnu hrúbku (Obr. 27). Pre vyššie hodnoty efektu

zmáčania rohovky je čas ustálenia minimálnej hrúbky dlhš́ı.

1Potrebný dlhš́ı čas simulácie pre dosiahnutie ustáleného stavu (δA)1/3 pre väčšie hodnoty A a δ.
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Záver

Táto práca sa zaoberá modelovańım dynamiky tenkej slznej vrstvy na povrchu oka. Zo

základných zákonov zachovania sme odvodili evolučnú parciálnu diferenciálnu rovnicu

pre hrúbku slzného filmu a źıskali numerické riešenie pre deformácie profilu filmu v

závislosti od parametrov, ktoré reprezentujú zakrivenie, van der Waalsovu interakciu

a efekt zmáčania rohovky.

V úvode práce je uvedená motivácia pre štúdium správania tenkého filmu s popisom

jeho základnej biologickej štruktúry a objasnenie fyziologických problémov vyplývajúcich

z deformácie profilu slznej vrstvy.

Základné riadiace rovnice, ktoré vychádzajú zo zákonov zachovania, sú uvedené v

kapitole 1. Ďaľsie rovnice, ktoré ovplyvňujú hrúbku slznej vrstvy, popisujú charakter

rozhrania medzi slznou vrstvou a okolitým prostred́ım. Z bezrozmerných rovńıc sme

použit́ım limity tenkej vrstvy (kapitola 3) odvodili evolučnú parciálnu diferenciálnu

rovnicu (kapitola 4).

Numerické riešenie parciálnej diferenciálnej rovnice odvodenej v kapitole 4 je obsa-

hom kapitoly 5. Rovnicu sme previedli na systém obyčajných diferenciálnych rovńıc

aplikáciou metódy čiar. Riešenie systému časových obyčajných diferenciálnych rovńıc

sme źıskali pre sadu rôznych hodnôt parametrov A, δ a B, ktoré charakterizujú zakri-

venie, van der Waalsovu interakciu a efekt zmáčania rohovky. Medzi hlavné výsledky

patŕı identifikácia toku výparov pozd́lž slzného filmu ako funkcia kontrolných paramet-

rov. Zistili sme, že pri parciálnom zmáčańı rohovky (B 6= 0) sa predlžuje čas tvorby

ruptúr v slznom filme, proces vyparovania v centrálnej časti filmu sa spomal’uje a objem

kvapaliny sa sústred’uje v oblasti menisku (vid’ kapitola 5.3). Uviedli sme čas, pri kto-

rom sa minimálna hrúbka filmu efekt́ıvne ustáli na stacionárnej (konštantnej) hodnote

(kapitola 5.4). Naše numerické výsledky potvrdzujú, že rovnovážna minimálna hrúbka

filmu efekt́ıvne nezáviśı od efektu zmáčania rohovky, ale je riadená parametrami A a

δ, spojenými so zakriveńım povrchu. Pôvodný pŕıspevok tejto práce je obsiahnutý v

kapitolách 5.3 a 5.4.
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IMPLEMENTÁCIA NUMERICKEJ METÓDY ČIAR

Implementácia numerickej metódy čiar

so semidiskretizáciou v priestorovej oblasti

function [h, t, Qe, t critical] = count pde(input A, input delta, input B, input n)

global n L xl xu k x A B delta E K G hmin dxm dhm h0xx h0L t0 tf Pi

% Inicializacia konstant

% Pocet deliacich bodov n a polovicna sirka ocneho viecka v bezrozmernej

% forme

n = input n;

L = 14;

% Konstanty van der Waalsova interakcia A, zmacanie rohovky B, konstantnost

% vyparovania delta a rychlost vyparovania E

A = input A;

B = input B;

delta = input delta;

E = 14.1;

K = 4930;

G = 0;

% Hranicne podmienky na urcenie meniskov

hmin = 1;

dxm = 2;

dhm = 2;

h0xx = 4;

h0L = 9;

% Casovy interval

t0 = 0;

tf = 100;

% Mriezka na priestore x

xl = 0;

xu = L;

k = (xu-xl)/(n-1);

x = xl:k:xu;

% Mriezka na casovej premennej t podla podmienky CFL

nout = ((tf-t0)/(kˆ2))/0.45 - n + 1;

tout = linspace(t0,tf,nout);
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% Zaciatocna podmienka pre cas t = 0

for i=1:n

if (abs(x(i)) < (L - dxm))

h0(i) = hmin;

else

h0(i) = hmin + dhm * (abs(x(i))- (L - dxm))ˆ2;

end

end

% Nastavenie tolerancie vypoctu

reltol = 1e-03;

abstol = 1e-05;

options = odeset('RelTol', reltol, 'AbsTol', abstol);

% Riesenie systemu casovych ODR pomocou funkcie ode23s

[t,h] = ode23s(@ode, tout, h0, options);

% Vypocet toku vyparovania Qe

for cas = 1: length(t)

Qe(cas,:) = 1 - delta.*(der2(h(cas,:),k) + Pi);

end

% Vypocet casu pretrhnutia (ruptury) slzneho filmu

t critical = 0;

for cas = 1:length(t)

for priestor = 1:n

if (h(cas,priestor) <= 0)

t critical = t(cas)

break

end

end

if(t critical ~= 0)

break

end

end

end

function ht = ode(t,h)

global n k A B delta E K G h0L Pi

% Hranicna podmienka pre meniskus

h(n) = h0L;
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% Volanie funkcii s navratom 1., 2. a 3. priestorovej derivacie

hx = der1(h,k);

hxx = der2(h,k);

hxxx = der3(h,k);

% Vyplnenie vektorov potrebnych pre vypocet ODR

h = h';

Pi = 1./(h.ˆ3) .* (A + B.*(2.*h.* hx.ˆ2.*hxx - hx.ˆ4));

inside = (h.ˆ3)./12 .*(hxxx + der1(Pi, k) + G);

ht = -E./(K + h).*(1 - delta.*(hxx + Pi)) - der1(inside, k);

% Transpozcia: Funkcia ode23s ocakava na vystupe vektor

ht=ht';

end

% Funkcia pre aproximaciu 1. derivacie s presnostou O(kˆ2)

function [hx] = der1(h, k)

global n

hx(1) = (-h(1) + h(2)) / k;

for i = 2:(n-1)

hx(i) = (-h(i-1) + h(i+1))/ (2*k);

end

hx(n) = (h(n) -h(n-1))/ k;

end

% Funkcia pre aproximaciu 2. derivacie s presnostou O(kˆ2)

function [hxx] = der2(h, k)

global n h0xx

hxx(1) = (h(1) -2*h(2) + h(3) )/kˆ2;

hxx(n) = h0xx ;

for i = 2:(n-1)

hxx(i) = (h(i+1) -2*h(i) + h(i-1))/kˆ2 ;

end

end
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% Funkcia pre aproximaciu 3. derivacie s presnostou O(kˆ2)

function [hxxx] = der3(h, k)

global n

hxxx(1) = (-h(1) +3*h(2) -3*h(3) + h(4))/(kˆ3) ;

hxxx(2) = (-h(2) +3*h(3) -3*h(4) + h(5))/(kˆ3) ;

hxxx(n-1) = (h(n-1) - 3*h(n-2) + 3*h(n-3) - h(n-4))/(kˆ3);

hxxx(n) = (h(n) - 3*h(n-1) + 3*h(n-2) - h(n-3))/(kˆ3);

for i = 3:(n-2)

hxxx(i) = (-h(i-2) +2*h(i-1) -2*h(i+1) + h(i+2))/(2*kˆ3) ;

end

end
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