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Abstrakt

Be. Sostdkovd, Katarina: Modelovanie tenkych kvapalnych vrstiev. Diplomové préca,
Univerzita Komenského. Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikova-
nej matematiky a Statistiky. Vedici diplomovej prace: doc. Mgr. Peter Guba, PhD.
Bratislava: FMFI UK, 2017, 40 s.

V nasej préci sa zaoberdme modelovanim dynamiky tenkej slznej vrstvy na povrchu oka.
Tento model predstavuje problém s volnou hranicou. Praca poskytuje stithrn zékladnych
riadiacich rovnic, ktoré vychadzaju zo zakonov zachovania, a rovnic, ktoré popisuji
charakter rozhrania slzna vrstva/okolité prostredie. Asymptotickou redukciou systému
rovnic a hraniénych podmienok sme odvodili parcialnu diferencidlnu rovnicu, ktora
riadi dynamiku tenkého kvapalného filmu. Nasgim cielom je numerické rieSenie evoluéne;
parcialnej diferencidlnej rovnice pomocou metddy ciar. Analyzujeme spravanie slzného
filmu v zavislosti od parametrov, ktoré reprezentuju zakrivenie, van der Waalsovu inte-
rakciu a efekt zmacania rohovky. Porovnavame pripady pre dokonalé zmacanie rohovky,

ktoré predstavuje idealizdciu redlnej situacie, s parcidlnym zmacanim.

Nicové slova: Suché oko, slzné vrstva, vyparovanie, van der Waalsove napitie
K]' ) ) ) )

zmacanie rohovky



Abstract

Be. Sostédkové, Katarina: Modelling of thin liquid films. Diploma thesis, Comenius
University. Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied
Mathematics and Statistics. Supervisor: doc. Mgr. Peter Guba, PhD. Bratislava: Fa-

culty of Mathematics, Physics and Informatics, Comenius University, 2017, 40 s.

In this diploma thesis, we focus on modelling of thin tear film dynamics on the surface
of the eye. This model presents a free boundary problem. Our work gives a summary
of basic governing equations based on the Laws of Conservation, and the equations
describing the character of thin film/environment interface. Partial differential equ-
ation governing the thin liquid film dynamics was derived by asymptotic reduction of
the system of equations and boundary conditions. One of our goals is the numerical
solution of evolutionary partial differential equation. The behaviour of thin tear film
depending on the parameters representing curvature, van der Waals force and wetting
of the cornea is analyzed using the method of lines. We compare the case for perfect

wetting of the cornea, which is an idealization of the real situation, with partial wetting.

Keywords: Dry eye, tear layer, evaporation, van der Waals tension, wetting of cornea
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UVOD

Uvod

Tenké kvapalné vrstvy su dolezité vo fyzike, biofyzike, inzinierstve aj v ostatnych
prirodnych vedach. Zvyc¢ajne sa pouzivaju alebo vyskytujui na znizovanie trenia, chranenie
materidlu pred poskodenim a znecistenim alebo na prenos latok ([13], [12], [2]). Tieto
kvapaliny mozu pozostavat z roznych latok ako voda, olej, alkohol a z inych kom-
plexnych latok. Ked st latky vystavené roznym fyzikdlnym faktorom, ich spravanie sa
lisi a vznikaju zaujimavé dynamické javy, ako napr nestabilita propagujiceho frontu
(Obr. 1). Na Obr. la vidime stekanie po naklonenej rovine s ”prstami”, ktoré sa ustalili
do trojuholnikovitého tvaru. Pri zmene hustoty kvapaliny mozu vzniknit aj prsty,
ktorych hrany sa po case ustdlia a stekaju priamo vertikdlne - Obr. 1b. Efekt zvu-
kovych an, ktoré posobili na vrstvu silikonového oleja na horizontalnej platni je zobra-
zeny na Obr. lc. Kvapalina vytvorila lokalne osovo-simerni perturbaciu a ustélila sa
do kruhového tvaru. Na Obr. 1d je zobrazeny efekt nerovnomerného zahriatia vrstvy
silikbnového oleja na jednom mieste, pri ktorom sa kvapalina zhustila a vytvorila lo-
kalizovani depresiu. V praci [13] boli skimané vplyvy inych fyzikdlnych faktorov na
kvapalné vrstvy. Dalsie pozorované javy si tvorba ruptir, vin a chaotické odozvy. V
nasej praci sa budeme zaoberat najmé tvorbou ruptir - pretrhnutim slznej vrstvy na

povrchu oka.

Syndréom suchého oka

Kazdy ¢lovek potrebuje zmurkat. IThned po tomto pohybe sa vytvori na rohovke tenkd
vrstva kvapaliny, ktora umoznuje spravny lom svetla. Tito vrstvu nazyvame tenkou
slznou vrstvou (thin tear film). Tato kvapalnd vrstva zvlhéuje oko, chréni ho pred
baktériami, prachom a cudzimi telesami a pomaha odvddzat necistoty [6]. VSeobecne sa
podcenuje zrakova ostrost, ktora je najvyvinutejSou funkciou slznej vrstvy. Rozhranie
slzné vrstva/vzduch m4 refrakéntt mohutnost az 60 dioptrif, ¢o je podla [7] najvyssia
hodnota pozorovana u zrakového analyzatora. Aj malé porusenie tejto vrstvy moze
mat za ndsledok zhorSent ostrost.

Syndrém suchého oka je sibor symptémov, pri ktorych dochadza k nedostatoénému

alebo nefunkénému zvlhéeniu oka a pretrhnutiu slzného filmu (vid Obr. 2). Podla studif
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(b)
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Obr. 1: Rozne formy prudenia tenkych kvapalnych vrstiev po naklonenej rovine, nasledky
efektov zvukovych vin a nerovnomerného zohriatia na tenkd kvapalnu vrtvu na horizontalnej

platni.

z roku 2007 [15], asi 4.91 miliéna obyvatelov USA trpi tymto syndrémom. V préci [§]
z roku 2004, autori odhaduji, ze syndrém suchého oka postihuje 10-20 % dospelych
Tudi. Suché oko sa vyskytuje aj pri vaznejsich ochoreniach ako Sjogrenov syndrém
alebo poruchy Meibomovej Zlazy. Pri Sjogrenovom syndréme, imunitny systém moze
napadnit Zlazy na zvlhéovanie prostredia ako slinné Zlazy v istach alebo slzné Zlazy pri
oku. Zlaza vylu¢uje nedostatok siz, ¢o vedie k rychlejsiemu vysychaniu, podrazdeniu,
pocitu cudzieho telesa v oku a d'alsim priznakom suchého oka [16]. Tento tenky film
sa moze rychlejsie vyparovat aj kvoli poruche Meibomovej Zlazy, ktord sa nachddza na
ocnych vieckach a tvori ochrannt tukovi vrstvu lipidov. Tato vrstva umoznuje pomalsie
vysychanie vd aka vlastnostiam lipidov, ktoré zabraiuji vyparovaniu [2], [16]. Neliecené
symptémy suchého oka mozu mat trvalé nasledky na spravnu funkciu oka a mozu viest

az k oslepnutiu [7].
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Obr. 2: Diagnoéza suchého oka pomocou zafarbenia kontrastnou latkou. Pri dolnom viecku

vidime pés svetlejsej farby - miesto, kde sa zmensuje hribka slznej vrstvy [7].

V tejto praci sa budeme zaoberat matematickymi modelmi, ktoré popisuji dyna-
miku tenkej slznej vrstvy na povrchu oka. Hlbsie pochopenie fungovania tohto procesu
pri zdravom oku moze napomoct k pochopeniu procesu tvorby ruptir a liecby syndrému

suchého oka.

Struktira tenkej vrstvy

Podla klasickej definicie slzného filmu sa této tenkd kvapalina skladd z troch vrstiev:
(i) lipidova vrstva, (ii) vodnd vrstva a (iii) hlienova vrstva [3]. Tieto vrstvy su umiest-
nené tak ako je ilustrované na Obr. 3. V poslednom obdobi je tato definicia zpo-
chybnovana a uvazuje sa, ze slzna kvapalina je jedna vrstva, v ktorej st hlienova a
vodnd cast zmiesané [2].

Meranie hrubky slznej vrstvy je komplikovany proces. Vyuzivaju sa rozne metddy,
napr. interferometria alebo optické koherencnd tomografia [16]. Tieto merania udavaji
hodnotu hriibky vrsty v rozmedzi od niekolkych mikrénov (107¢ m) po desiatky mikrénov
[2]. Modernejsie metédy interferometrie naznac¢uji hodnoty v intervale 1,5 — 4,7 pum
[10].

Hlienova vrstva je prva ochranna vrstva na povrchu oka. Je tvorend troma typmi
hlienov - rozpustné, ktoré sa vmiesaju do vodnej vrstvy, hlieny tvoriace gél nachadzajice

sa medzi mikroklkmi na povrchu oka a dlhé transmembranové hlieny. Medzi hlieno-

10
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Obr. 3: Povrch zdravého oka sa sklada z hlienovej vrstvy na povrchu oka, vodnej vrstvy a z

lipidovej vrstvy pri dotyku so vzduchom, resp. okolim.

vou a vodnou vrstvou nie je experimentdlne rozlisitelné rozhranie. Vodnd vrstva je z
98% voda, zvysok tvoria rozpustné hlieny, soli a d'alsie ldtky [6]. Této vrstva je bezne
povazovana za slzy. Vonkajsia, lipidova vrstva sa skladd z nepolarnych lipidov na stycnej
ploche so vzduchom. Na rozhrani vodnej a lipidovej vrstvy sa nachadzaji polarne li-
pidy. Tato vrstva je velmi dolezitd, lebo zmensuje povrchové napétie na rozhrani slzna
vrstva/vzduch, spomaluje vyparovanie vodnej vrstvy a tym stabilizuje slzni vrstvu
vodi ruptiram [2].

Lipidov4 a vodna vrstva boli studované v [11], kde skimali zavislost tvorby ruptir
a bublin na hribke lipidovej vrstvy. Na Obr. 4 je zobrazend vodna (nalavo) a lipi-
dovéa (napravo) vrstva v dvoch ¢asovych okamihoch. Vodna vrstva bola zafarbend flu-
orescinom pre dosiahnutie lepsej viditelnosti pretrhnutia slzného filmu. Horizontdlne
sipky ukazuji na miesta, kde doslo k pretrhnutiu fluorescinovej aj lipidovej vrstvy. Ver-
tikalna sipka ukazuje na miesto, kde sa pod lipidovou vrstvou vytvorila bublina. Tieto
zabery ukazuju na porusenie slznej vrstvy zdravého oka 15 sekind a 21 sekind po
zmurknuti. Obr. 5 zobrazuje zmesenie hribky slznej vrstvy na povrchu zdravého oka.

Oblast s mensou hribkou filmu je tmavsia (oznacend hviezdickou). Z obréazka sa dé po-

11
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zorovat prepojenie hribky vodnej vrstvy a hribky lipidovej vrstvy. Oblast ohranicen4
prerusovanou ¢iarou poukazuje na svetlejsiu oblast rohovky v dosledku sosovkovej flu-
orescencie.

14 .5 AFTER BELINe O, S DLRAT [ON
FLU ENCE

I 1 mrm

£ANTRAST ¥3.00
FTER BLIME 0,17 3 DURAT IGH

COMTRAET 41,50 COHHTRAST %¥3.00

Obr. 4: Pretrhnutie fluoresceinovej vrstvy suvisi s ruptiurami tenkej lipidovej vrstvy (hori-
zontalne §ipky). Vertikdlna sipka ukazuje na mald bublinu vytvoreni pod lipidovou vrstvou.
Obréazok A zobrazuje vrstvy 15 sekiind po zmurknuti. Obrazok B zobrazuje 21 sekind po

zmurknuti. Meranie bolo vykonané na oku Zeny bez o¢nych ochoreni.

12
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V nasej praci sa budeme zaoberat iba pripadom oka bez kontaktnych sSosoviek.
Slzna vrstva je ohranicend ocnymi vieckami, ktoré uvazujeme symetricky rozlozené.
Pri vieckach sa slzna vrstva zvysi na tzv. menisky, ktoré siahaji po hranicu oka, kde sa
spojivkové bunky menia na kozné bunky. V tejto oblasti nastdva zmena zmocenia povr-

chu [3]. Priemernd vyska menisku je v rozmedzi 2.5 — 6 x10~*m [8]. Budeme uvazovat

B.|B 5 AFTER BLINE I1.528 § DURATION
FLUSRESCENLE

CANTRAST XI1.00 CONTRERET

Obr. 5: Tmavé miesto v okoli hviezdicky zobrazuje tenSiu slznt aj lipidova vrstvu.
Prerusovand éiara poukazuje na svetlejsiu oblast v dosledku sosovkovej fluorescencie. Me-

ranie bolo vykonané na oku muza bez o¢nych ochoreni.

vrstvu na povrchu oka ako jednu kontinudlnu vrstvu. Zameriame sa na vyparovanie
tenkého filmu a tvorbu ruptir na povrchu oka, tak ako je zobrazené na Obr. 6. Zmeny
vo vyparovani budeme modelovat tipravou vlastnosti slznej kvapaliny.

Cielom nasej prace bude najmé dokladné sformulovanie problému pomocou rovnic z
dynamiky kvapalin a konzistentné odvodenie evolucnej parcidlnej diferencidlnej rovnice
pre hribku tenkého slzného filmu. Po odvodeni sa zameriame na numerické rieSenie pre
hribku slzného filmu a kriticky ¢as tvorby ruptiur v zavislosti na vlastnostiach slznej
kvapaliny. Na§ prinos bude v detailnom odvodeni parcidlnej rovnice vyvoja hrubky
slzného filmu, ktoré nie je Tahko dostupné v literatiire. Zrekonstruujeme numerické
vysledky z [16] a porovndme pouzité metédy. Budeme uvazovat aj pripad nedoko-

nalého zmécania rohovky a numericky modelovat vyparovanie slzného filmu v takomto

13
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pripade. Poukazeme na rozdiely medzi vyparovanim dokonale a parcidlne zmacanej

rohovky.

hlienova

WEWH‘\\

\_/

rohovka

"

|
|
|
|
|
|
s
/

lipidova
vrstva

ruptira vzduch

f
vodna
vrstva

Obr. 6: Pri funkénych océnych poruchach dochddza k rychlejsiemu vyparovaniu a vznika

trhlina v tenkej slznej vrstve na povrchu oka.
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1. FORMULACIA PROBLEMU

1 Formulacia problému

Slzni vrstvu mozno popisat ako nestlacitelnii Newtonovski kvapalinu s konstantnou
hustotou p (kgm™?), viskozitou u (Pa s), tepelnou kapacitou ¢, (Jkg7'K™!) a tepelnou
vodivostou & (Wm™K™1). Ohranic¢eniami pre sirku vrtsvy vo vertikdlnom smere z st
oéné viecka. Slznd vrstvu modelujeme ako symetrickt vzhladom na x = 0 na oblasti
—L < x < L, ktord sa nachddza medzi povrchom oka (kedy dochddza k roztrhnutiu
kvapalnej vrstvy) a vyskou h(x,t), 0 < y < h(z,t). Rozlozenie kvapaliny a sil, ktoré

na nu posobia, su ilustrované na Obr. 7.

Vzduch

Kvapalina

i
>
X

Obr. 7: Povrch oka (natoCeny horizontélne) bez ohranicenia vieckami v miestach —L a L.

Obrazok ilustruje sily posobiace na kvapalny slzny film.

Systém parcidlnych diferencidlnych rovnic pre nezname funkcie w, p a T, ktory

reprezentuje lokalne zachovanie hmoty (1.1), hybnosti (1.2) a tepla (1.3), md tvar:

V.au =0, (1.1)
au 2 “
P\ 5 +u.Vu | = =Vp+ uVu + pgi, (1.2)
T
pCp <%—t + u.VT) = kV2T (1.3)

kde u = [u, v]” je rychlost kvapaliny, g = gi, g = const je gravitacné zrychlenie
at je jednotkovy vektor v smere x, p = p(x,y,t) je tlakové pole (normélové napétie
v kvapaline), h = h(z,t) je pozicia stycnej plochy so vzduchom, resp. okolim (hribka

slznej vrstvy) a T' = T'(x,y,t) je teplota.

Rovnice (1.1)—(1.3) platia vo vnttri kvapaliny. Hraniéné podmienky predpisané na

15



1. FORMULACIA PROBLEMU

povrchu rohovky y = 0 st nasledovné:

Nulovy horizontalny tok a vertikalny tok
u=0, v=0 (1.4)
Konstantna teplota

T =T,,. = const. (1.5)

Podla [16], teplota na povrchu oka klesne po Zzmurknuti o 1-1.5°C. My v nasej préci

zanedbavame toto ochladenie.

1.1 Dynamické podmienky na rozhrani slzny film/vzduch

Na dotykovej ploche so vzduchom, alebo volnej hranici y = h(z,t), sa kvapalina sprdva
odlisne. V tejto ¢asti budeme pouzivat na oznacenie vyéislovania premennych na strane
kvapaliny symbol |~ a na strane vzduchu symbol |*.

Vzhladom na to, Ze chceme modelovat vyparovanie kvapaliny slzného filmu, rozhra-
nie slznd vrstva/vzduch je nestaciondrne. Rychlost na styénej ploche budeme oznacovat

w;. Zachovanie hmoty na pohyblivom rozhrani mozeme vyjadrit v tvare:

(p(u—ul).ﬁ,)]’ = (p(u—ul).ﬁ)ﬁ, (1.6)

kde n je normalovy vektor na dotykovi plochu.
Pre normdlovy a dotykovy jednotkovy vektor na rozhrani slzna vrstva/vzduch platia

nasledujice vztahy (pozri Obr. 8):

1 . 1
Y — 1 b= ——[1,h)" (1.7)

m[_ X m[ s Iox

Na stycnej ploche slzného filmu a vzduchu moézeme hmotnostny tok na strane kva-
paliny vyjadrit v tvare:

—uhy +v — Ry
e

Na strane vzduchu sa vztah zjednodusuje na hmotnostny tok vyparov, ktory budeme

(1.8)

(p(u — ur) )

oznacovat symbolom J. Vyslednd forma zachovania hmoty na rozhrani je:

Jo et v b 19)

V14 h?

16



1. FORMULACIA PROBLEMU

B

Vzduch (+)

Kvapalina (-)

h(x,t)

Obr. 8: Ilustricia stycnej plochy kvapaliny a vzduchu.

Konstituény vztah pre hmotnostny tok vyparov J uvedieme niZsie.
Podmienka pre rovnovahu napétia na stycnej ploche ma dve ¢asti - normélovu a
doty¢nicovii. Pre staciondrny pripad rozhrania (t.j. bez vyparovania) méa normélovéa

¢ast podmienky tvar:
(.n)|" — (6.n)]” =y(V.n)n, (1.10)
a doty¢nicova cast:
(a.t)|t — (5.t)]” =0, (1.11)
kde v je povrchové napéatie. Povrchové napétie je vo vSeobecnosti funkciou polohy a

teploty. V nasom modely uvazujeme pripad, kedy v = const.

Tenzor napiéti je definovany prostrednictvom tlaku p a tenzora rychlosti deformacie

€ v tvare:
_ _ -1 T
o=—pl +2ue, kde e= §(Vu +Vu') (1.12)

a i je dynamicka viskozita.
Pomocou tenzora napiiti ¢ vieme zapisat silu medzi styénymi kvapalnymi elemen-

tami. Tuto silu vyjadruje vektor napéti, definovany ako:

7, (1.13)

Qi

t =

kde n je normalovy vektor na sty¢nu plochu.

17



1. FORMULACIA PROBLEMU

Efekt vyparovania sa v rovnici (1.10) prejavuje v pritomnosti tzv. van der Waalso-
vej interakcie, oznacenej pomocou napétia II. Tieto sily reprezentuju vzédjomné silové

posobenie medzi molekulami. Modifikovana forma (1.10) mé tvar [17]:

+ A)|" = (V.a) — 1L (1.14)

Qi

p|" = (n.

Na lavej strane sa ¢len (6.7)|" pre vzduch zjednodusil na konstantny tlak vzduchu
(tzv. aproximdcia zriedeného plynu).

Dosadenim prislusnych rovnic pre normalové vektory, tlak a tenzor napétia, mozeme
odvodit vztah medzi van der Waalsovym napétim (tzv. spojovaci tlak, conjoining pre-

ssure) a vyskou dotykovej plochy:

kde A* je konstanta (tzv. Hamakerova konstanta). Tento vztah predstavuje pripad doko-

nalého zmacania rohovky, ¢o nekoresponduje realite. Pre realistické parcialne zmacanie

([1,017]):

I A* + B*(2hh2hgy — b)), (1.15)

1
= ﬁ[
Na volnej hranici predpokladdme nehybnost molekil v smere vektora dotyénicového

k slznému filmu:
ut=0. (1.16)
Rovnovaha tepelného toku je dana rovnicou:
—kn.NT = L,,J, (1.17)

kde L,, je latentné teplo vyparovania. Vo vysSie uvedenych rovniciach je zanedbana
viskozita vyparov a ich tepelnd vodivost (tzv. jednostranny model [5]).
Pre hmotnostny tok vyparov kvapaliny slzného filmu budeme uvazovat nasledujici

konstituény vztah [1]:
KJ=ap—p,) +17 — T, (1.18)
kde K a « su konstanty, 17 je teplota stycénej plochy a T} je saturacnd teplota.
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2. BEZROZMERNA FORMULACIA

2 Bezrozmerna formulacia

Riadiace rovnice, hrani¢né podmienky a pociatoéni podmienku prevedieme do bezroz-

merného tvaru zavedenim nasledujicich bezrozmernych premennych:

l _ _
r=Ilr, y=dy, t=-—t, h=dh, u=Uyu,

_ Uy _ - T =T kAT -
v = 6[](]U7 b= %pu = AT ) J = W‘]a

(2.1)

kde AT =T,y — T, a € = d/I reprezentuje pomer typickej vertikdlnej a horizontélnej

diiky. Bezrozmerny tvar rovnic je:
ou n 0v
0or 0y
ou _0u _0v op 0*u  0%u
2R - Y o) — & 27 - _ G
e Re 8t+u89‘c+vag 8:E+68:E2+8372+ )

ot 0t 00U op %7 92
Re( E—i—u — + v g)— +e€ + €

=0,

oT oT oT O*T  O°T
2 il 5 i — 2_ i
€R€PT(85+u8x+Uﬁy> (6 8x2+8y2)’

(2.2)

(2.3)

(2.4)

kde Re = Uyl/v je Reynoldsovo ¢islo, G = pgd?/ulUy je gravitacny faktor, v = u/p je

kinematicka viskozita a Pr = uc,/k je Prandtlove ¢islo.

Hrani¢né podmienky na ¢y = 0 su:

|
I
4]
I

vO

1.

N
I

Dynamické podmienky (1.9), (1.14) a (1.16)—(1.18) na volnej hranici

slzny film/vzduch y = h(x,t) maji po zbezrozmerneni tvar:

- (0 —uhs — I . 1 _ o
EJ = (U u t) kde J=— (T* o €2h§;Tj),
1+€2h% 1—|—62h%
= ____ 2 2__ . __
P — P, — 262 (0g — hzliy) + € (hfux hz0z) _ _L{ ha ] T
1+ e2h2 Ca|\/1+ e2h2
a+€2l_7/j17 = U,

a van der Waalsovo napétie:

1 e



2. BEZROZMERNA FORMULACIA

Bezrozmerné parametre v tychto rovniciach su definované nasledovne:

A= A — gi _ oplo
wUodl’ WUodl’ ATIE 2.10)
N IR '
- dL,,’ e’ - dL,,

Parameter A je tzv. Hamakerova konstanta, ktord kontroluje velkost van der Wa-
alsovho napétia v pripade dokonalého zmécania rohovky (B = 0). Parameter B je
mierou parcidlneho zmécania rohovky. Parameter 6 je mierou rozdielu medzi dyna-
mickym tlakom v slznom filme a konstantnym referencnym tlakom p,. V tejto praci
budeme skiimat iba vplyv parametrov A, B a ¢, preto vyznam parametrov E, Ca a K

neuvadzame.
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3. ROVNICE SLZNEJ VRSTVY V LIMITE MALEJ HRUBKY

3 Rovnice slznej vrstvy v limite malej hribky

V tejto casti detailne spiseme vsetky vedice rovnice v limitnej forme, ¢o tvori hlavny
prinos tejto prace. Je to dolezita ¢ast pre pochopenie dynamiky tenkych filmov.
Pomer stran e je vzhladom na rozmery oka typicky velmi maly, preto skimame

limitu tenkého filmu pre ¢ — 0. V takom pripade dostaneme systém:

ou  0v
— — .1
oz * Yy 0 (8.1)
op  0*u _
5 "o T G =0, (3.2)
O*T
i 0. (3.3)

Podmienky pre hranicu y = 0 zostdvaji nezmenené. Podmienky volnej hranice

y = h(z,t) sa zmenia nasledovne:

EJ =t — uhg — hy, (3.4)
1 _
___v:__ha?i_H7 3.5
P=Po=—7 (3:5)
kde II z (2.9) sa nezmeni.
u=0, (3.6)
J =T (3.7)

a (2.8) zostava nezmenena.

Pre prehladnost budeme v d'alsej ¢asti vynechavat ¢iarky nad premennymi. PouZitim
zbezrozmerneného systému rovnic a podmienok vieme zapisat vzfahy pre premenné
u,v, T a p, ktoré platia v kvapaline.

Tlakové pole ma nasledujicu formu:

— py — —hyy — 11 3.8
P=Pe— A (3.8)
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3. ROVNICE SLZNEJ VRSTVY V LIMITE MALEJ HRUBKY

Komponenty rychlosti si popisané ako:

1 dp 2
u= (—ax G) (v — hy), (3.9)
V=5 (§y —g ) —a (%‘G)”' (310

Teplotné pole je dané:
T=1-Jy, (3.11)
kde

1 1
- 1 ——ho—T1) | 12
J +h{ +5( 5o ha )] (3.12)

Tieto vyrazy spiﬁajﬁ vSetky rovnice a podmienky okrem kinematickej podmienky
(3.4). Vlozenim u a v, vy¢islenych v y = h, do podmienky (3.4) dostdvame skaldrnu

rovnicu vyvoja hribky slzného filmu. Ak zvolime [ podla [4] ako [ = d'/3D??, kde
D = \/v/pg, dostaneme Ca = 1.
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J. EVOLUCNA PARCIALNA DIFERENCIALNA ROVNICA PRE SLZNY FILM

4 Evoluc¢na parcialna diferencialna rovnica pre slzny

film

Po vektorovych upravéach sme ziskali vysledni parcidlnu diferencidlnu rovnicu pre ¢aso-

priestorovy vyvoj hribky slzného filmu v tvare:

oh E 0%h 0 |k (03h OII
A S I I N Y ) | = | ===+ —+a 4.1
8t+K+h <8x2+ ) 3x[12<3x3+8x+ ) ’ (4.1)
kde
1
Il = ﬁ[A + B(2hh2hyy — h1)] (4.2)
a A, B,G, E, K aé st bezrozmerné parametre definované nasledovne:
* * 2
A= 4 ) = b ) = pod )
I kAT - kK 5 auly '
~ pUpedLy,’ CdL,,  el(T.e—T,)

Parcidlna diferencidlna rovnica (4.1) je prvého radu v case a stvrtého radu v priestore.

Hrani¢né podmienky a pociatocna podmienka si zvolené v tvare:

h(+L,t) = h°, Raw(£L,t) = RO

xx?

(4.4)

Romin ak|lr| < L — Az,
hz,t =0) = (4.5)

kde x,, je Sirka najdlhsieho tiseku medzi hornym a dolnym vieckom oka a h,,;, je hriubka
v strede oka. Tieto podmienky zodpovedaju predpisanej vyske menisku a predpisanej

krivosti menisku v kontakte s octnym vieckom.
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5. NUMERICKE EXPERIMENTY

5 Numerické experimenty

Skalarnu parcidlnu diferencidlnu rovnicu (4.1) budeme riesit aplikdciou numerickej
metody ciar so semidiskretizaciou v priestore pomocou kone¢nych diferencii s pres-
nostou O(k?), kde k je rozdiel medzi bodmi z; a x;y; pri rovnomernom delen{ [14].
Tieto aproximacie boli tvorené pre pocet deliacich bodov n = 200.

Vyuzitim experimentalnych déat [16] sme ziskali nasledujice hodnoty pre bezroz-
merné parametre: L = 14, h° = 9, h2 =4, hypin = 1, Ahy = 2, Ay, = 2, G = 0,
E =14.1 a K = 4930. Nasim cielom je analyza zavislosti rieSenia na parametroch A, B
a 0, ktoré st spojené s efektom vyparovania. Vplyv graviticie zanedbavame vzhladom

na vplyv mensi ako ma povrchové napétie.

5.1 Redukcia modelu pre pripad konstantného vyparovania

Implementaciu numerickej metédy ciar sme najskor testovali pre pripad dokonalého
zmacania rohovky (B = 0), ktory bol studovany v praci [16]. Najprv sme sa venovali
pripadu konstantného vyparovania (6 = 0) s dokonalym zmda¢anim rohovky bez vplyvu
van der Waalsovej interakcie. Tieto vysledky ndm umoznili zhodnotit funkénost imple-
mentacie. Vysledky st zobrazené na Obr. 9 a 10. K pretrhnutiu filmu dochédza v case

t =90, ktory je v sulade s vysledkami [16].
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25

045

10 15

Obr. 9: Casovy vyvoj profilu slzného filmu h(z,t). Hodnoty bezrozmernych parametrov si

A = B = § = 0. Situdcia zodpoveda pripadu konstantného vyparovania slzného filmu bez

van der Waalsovej interakcie.

Obr. 10: Casovy vyvoj profilu slzného filmu h(z,t). Hodnoty bezrozmernych parametrov st

A = B = § = 0. Situacia zodpoveda pripadu konstantného vyparovania slzného filmu bez

van der Waalsovej interakcie.
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5. NUMERICKE EXPERIMENTY

5.2 Redukcia modelu pre pripad nekonstantného vyparovania

Profil slzného filmu s nekonstantnym vyparovanim pre § = 1073, ktoré je sposobené
zakrivenim povrchu bez van der Waalsovho napétia, je zobrazeny na Obr. 11 a 12.
K pretrhnutiu slzného filmu dochadza v ¢ase t = 94. Porovnanim nasSich vysledkov s
vysledkami v [16] mozno identifikovat rozdiel v hriibke filmu ako aj v ¢ase pretrhnutia
slzného filmu. Cas roztrhnutia filmu v préci [16] je t = 82, ¢o zodpovedd rozmernému
¢asovému rozdielu zhruba 5 sekiind. Usudzujeme, Ze tento rozdiel moze byt sposobeny

pouzitim rozdielnych metéd priestorovej diskretizacie.

3 ;
t=0
t=4
251 =33 §
=75
------- t=150
2 - -
= 15} -
-
1 -
osf -
D 1 |
0 5 10 15

Obr. 11: Casovy vyvoj profilu slzného filmu h(z,t). Hodnoty bezrozmernych parametrov
si A =B =0ad = 1073 Situicia zodpovedd pripadu dokonalého zmécania rohovky s

nekonstantnym vyparovanim slzného filmu bez van der Waalsovej interakcie.
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5. NUMERICKE EXPERIMENTY

Obr. 12: Casovy vyvoj profilu slzného filmu h(z,t). Hodnoty bezrozmernych parametrov
si A =B =0ad = 1073, Situdcia zodpovedd pripadu dokonalého zmécania rohovky s

nekonstantnym vyparovanim slzného filmu bez van der Waalsovej interakcie.

1.001 T T T T T T

0.999

o 0.998 |

0.997

0.996

0.995
0

Obr. 13: Tok vyparov Qg pre hodnoty bezrozmernych parametrov A =B =0a 6§ = 1075.
Situacia zodpoveda pripadu dokonalého zmécania rohovky s nekonstantnym vyparovanim

slzného filmu bez van der Waalsovej interakcie.
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Pridanim oboch ¢lenov, ktoré ovplyviuju zakrivenie a hriibku slzného filmu, sposobuje
vyrazné kvantitativne zmeny v rieSseni. Proces vyparovania sa spomalil aj dosledkom
zmeny hribky filmu. Po ustéleni na rovnovaznej hriibke h., = (§A)'/? je vyparovanie
lokdlne nulové a slzny film sa d'alej vyparuje na hrubsich miestach. Uvedené chovanie
moéZeme pozorovat na vysledkoch zobrazenych na Obr. 14 a 15. K pretrhnutiu slzného
filmu dochadza vyrazne neskor (v ¢ase t = 192). Tieto vysledky si kvalitativne zhodné
s vysledkami [1] pre problém vyparovania kvapalnych filmov z rovnomerne zakrivenych
povrchov.

Pre lepsie pochopenie vyparovania sme zaviedli multiplikator toku vyparovania:

Qe(r,t)==1-9 (% + H) ) (5.1)

15

Obr. 14: Casovy vyvoj profilu slzného filmu h(z,t). Hodnoty bezrozmernych parametrov
si A =6 =102 a B = 0. Situdcia zodpovedd pripadu dokonalého zméc¢ania rohovky s

nekonstantnym vyparovanim slzného filmu a nenulovou van der Waalsovou interakciou.
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h(x,t)

15

Obr. 15: Casovy vyvoj profilu slzného filmu h(z,t). Hodnoty bezrozmernych parametrov
st A =6 =102 a B = 0. Situdcia zodpovedd pripadu dokonalého zmécania rohovky s

nekonstantnym vyparovanim slzného filmu a nenulovou van der Waalsovou interakciou.

14 T T T T T T
124 -
1 — — — — — — — — — — — S —
t=0 .-
nel t=63 : i
" t=125 '
o t=250 ;
R o R t=500 ' T
04t -
02t ; .
D 1 1 L d L 1
i 2 4 B g 10 12 14

Obr. 16: Tok vyparov Q pre hodnoty bezrozmernych parametrov A = § = 1072 a B = 0.
Situdcia zodpoveda pripadu dokonalého zmécania rohovky s nekonStantnym vyparovanim

slzného filmu a nenulovou van der Waalsovou interakciou.

29



5. NUMERICKE EXPERIMENTY

Na Obr. 17 a 18 uvadzame vysledky analogické vysledkom na Obr. 14 a 15, ale
pre mensie hodnoty parametrov A a 0. Vidime, Zze vyparovanie prebicha rychlejsie a
k pretrhnutiu slzného filmu dochadza v skorsom c¢ase ¢t = 109. Zaujimava zmena je
predovsetkym v toku vyparov QQg, ktord je zobrazend na Obr. 19. V porovnani s Obr.
16 sa v case t = 250 vyrazne znizilo vyparovanie v oblasti priblizne x € [9,12] a v

krajnych bodoch dochadza k rapidnej zmene z nulovej hodnoty na hodnotu Qg = 1.

hit )

15

Obr. 17: Casovy vyvoj profilu slzného filmu h(z,t). Hodnoty bezrozmernych parametrov st
A=10"%6=4.5%x10"% a B = 0. Situdcia zodpoved4 pripadu dokonalého zmé¢ania rohovky

s nekonstantnym vyparovanim slzného filmu a nenulovou van der Waalsovou interakciou.
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his f)

Obr. 18: Casovy vyvoj profilu slzného filmu h(z,t). Hodnoty bezrozmernych parametrov st
A=107%6=45%x10"% a B = 0. Situdcia zodpoveda pripadu dokonalého zmé¢ania rohovky

s nekonstantnym vyparovanim slzného filmu a nenulovou van der Waalsovou interakciou.

12 T T T T T T
L —
=0 ,
0st =63 : i
=125 :
=250 :
OB | --mn--- =500 ; .
N !
]
04t -
0zt i i
e L
'D2 1 1 1 1 1 1
0 2 1 B 5 10 12 14

Obr. 19: Tok vyparov Qg pre hodnoty bezrozmernych parametrov A = 1076 a § = 4.5 x
10~% a B = 0. Situdcia zodpoveds pripadu dokonalého zméaéania rohovky s nekonstantnym

vyparovanim slzného filmu a nenulovou van der Waalsovou interakciou.
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5.3 Pripad nedokonalého zmacania rohovky

V kapitole 5.1 a 5.2 sme sa zaoberali pripadom dokonalého zméacania rohovky (B = 0),
ktory je idealizéciou redlnej situacie parcialneho zmacania. Nasledujuice casti diplomo-
vej prace obsahujui povodné vysledky.

Parcidlne zmacanie rohovky vyrazne ovplyviuje spravanie slzného filmu. Uvazujeme
najprv pripad s nenulovou van der Waalsovou interakciou na casovom intervale ¢ €
[0, 150]. Na Obr. 20 a 21 je zobrazené numerické rieSenie pre A =§ = 1073 a B = 107,
Slzny film sa nevyparuje prioritne z jedného miesta ako v pripade dokonalého zmacania
rohovky (Obr. 14), ale slznd vrstva sa presuva na meniskus, ktory sa zvicsuje a spo-
maluje vyparovanie. V porovnani s pripadom dokonalého zmécania sa ¢as pretrhnutia
filmu vyrazne predlzuje (situdcia nie je zobrazena na Obr. 20, 21). Ak sa film roztrhne,

ruptira sa rychlo rozsiruje vzhladom na mald hribku slzného filmu v okoli ruptury.

3 T T
t=0
t=4 :
258} =33 ; E
=75
------- t=150
a1 i
Z1sf -
£ »
1 : i
D 1 1
0 5 10 15

Obr. 20: Casovy vyvoj profilu slzného filmu h(z,t). Hodnoty bezrozmernych parametrov
si A =0 =10"2 a B = 10~%. Situdcia zodpoveds pripadu parcidlneho zméi¢ania rohovky s

nekonstantnym vyparovanim slzného filmu a nenulovou van der Waalsovou interakciou.
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Obr. 21: Casovy vyvoj profilu slzného filmu h(z,t). Hodnoty bezrozmernych parametrov
si A=6=10"3 a B = 10~%. Situdcia zodpovedd pripadu parcidlneho zmécania rohovky s

nekonstantnym vyparovanim slzného filmu a nenulovou van der Waalsovou interakciou.

Pri zmengovan{ parametrov A, § a B (Obr. 22 a 23) sa presun slzného filmu spomaluje
a minimalna hribka filmu sa zmensuje. Dochadza k rychlejsiemu pretrhnutiu slzného
filmu. Tento jav ndm potrvdzuju aj Obr. 24 a 25, kde su hodnoty bezrozmernych
parametrov A = 1075 § = 4.5 x 107 a B = 107°. Na ¢asovom intervale ¢t € [0, 250]
dochédza k ruptiire v ¢ase t = 127, ktord sa d’alej rozsiruje. Porovnanim grafov Obr.22
a 24 v case t = 125 mozno vidiet prediinie ¢asu na tvorbu ruptury takmer dvojnasobne.
Na Obr. 24 vidime, ze pretrhnutie slzného filmu sa nésledne rozsiruje v smere do
centrdlnej casti oka a Sirka menisku zostava nezmenend. Téato situdcia sa priblizuje
pripadu s dokonalym zmacanim rohovky, kedy kvapalina slzného filmu nepropaguje v

priestore.
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Obr. 22: Casovy vyvoj profilu slzného filmu h(z,t). Hodnoty bezrozmernych parametrov
si A=10"% 6 = 107° a B = 5 x 107°. Situécia zodpovedd pripadu parcidlneho zmécania
rohovky s nekonstantnym vyparovanim slzného filmu a nenulovou van der Waalsovou inte-

rakciou

15

Obr. 23: Casovy vyvoj profilu slzného filmu h(z,t). Hodnoty bezrozmernych parametrov
st A=10"% 6 =107° a B = 5 x 10~°. Situdcia zodpoveds pripadu parcidlneho zmécania
rohovky s nekonstantnym vyparovanim slzného filmu a nenulovou van der Waalsovou inte-

rakciou.
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a5t — =63

0.5

Obr. 24: Casovy vyvoj profilu slzného filmu h(z,t). Hodnoty bezrozmernych parametrov st
A =105 6 =45x 108 a B = 107°. Situacia zodpovedd pripadu parcidlneho zmécania
rohovky s nekonstantnym vyparovanim slzného filmu a nenulovou van der Waalsovou inte-

rakciou.

15

Obr. 25: Casovy vyvoj profilu slzného filmu h(z,t). Hodnoty bezrozmernych parametrov st
A =105 6 =45x 108 a B = 107°. Situacia zodpoveds pripadu parcidlneho zmécania
rohovky s nekonstantnym vyparovanim slzného filmu a nenulovou van der Waalsovou inte-

rakciou.
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5.4 Dynamika minimalnej hribky slzného filmu

Detailnejsie sme skimali zavislost dynamiky vyparovania na parametroch A, § a B.
Na Obr. 26 je zobrazend zavislost hribky filmu od parametrov § a A pri dokonalom
zmacani rohovky (B = 0). Pre rozne hodnoty parametrov sme zistili, Ze po Case sa
hriibka filmu ust&li - hodnota sa da najst ako (§A4)'/3 [16]. Nezavisi teda na jednotlivych
parametroch. Tento jav potvrdzuje dynamiku slznej vrstvy pre ¢ — oo zobrazeni na

Obr. 9-17.

10°
—A=4=10"
1ot —A=10" §=10"
A=10% 5=45«10*

=107
X
=
I=
£

103

104

1078

1073 102 107! 10° 10! 102 102

t

Obr. 26: Graf zodpovedd minimélnej hriibke slzného filmu pri dokonalom zmaéacani rohovky

(B = 0) ako funkcie ¢asu pre rézne parametre § a A.
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10°
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Obr. 27: Graf zodpoveda minimalnej hribke slzného filmu pri parcidlnom zmacani rohovky

(B # 0) ako funkcie ¢asu pre rozne parametre A, d a B.

Porovnanim dynamiky minimélnej hribky pre parcidlne zmacanie rohovky (Obr. 27)
s pripadom dokonalého zmécania (Obr. 26) si mézeme vsimnit, ze hodnota rovnovaznej
minimalnej hribky filmu pre B # 0 s rovnakymi parametrami A a § je zhodna s
hodnotou rovnovaznej hribky v pripade dokonalého zmécania rohovky !. Dynamika
vyparovania slznej vrstvy nezavisi od parametra B a hribka filmu sa aj v tomto pripade
ustali na rovnovaznej hodnote he,. V situdciach pre B = 107* a B = 5 x 107 dochddza
k lokalnej zmene v okoli ¢asu t = 10%. Hodnota parametra B ovplyviiuje ¢as, v ktorom
slzny film dosiahne rovnovaznu minimélnu hribku (Obr. 27). Pre vyssie hodnoty efektu

zmacania rohovky je ¢as ustdlenia minimalnej hrabky dlhsi.

1/3

IPotrebny dlhsf ¢as simuldcie pre dosiahnutie ustaleného stavu (§A4)1/3 pre viigsie hodnoty A a 6.
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Zaver

Tato praca sa zaobera modelovanim dynamiky tenkej slznej vrstvy na povrchu oka. Zo
zakladnych zédkonov zachovania sme odvodili evoluéni parcialnu diferencialnu rovnicu
pre hrubku slzného filmu a ziskali numerické riesenie pre deformécie profilu filmu v
zavislosti od parametrov, ktoré reprezentuju zakrivenie, van der Waalsovu interakciu
a efekt zmacania rohovky.

V 1vode prace je uvedend motivacia pre stiudium spravania tenkého filmu s popisom
jeho zakladnej biologickej struktiry a objasnenie fyziologickych problémov vyplyvajicich
z deformécie profilu slznej vrstvy.

Zakladné riadiace rovnice, ktoré vychddzaji zo zakonov zachovania, st uvedené v
kapitole 1. Dalsie rovnice, ktoré ovplyviiuji hribku slznej vrstvy, popisujui charakter
rozhrania medzi slznou vrstvou a okolitym prostredim. Z bezrozmernych rovnic sme
pouzitim limity tenkej vrstvy (kapitola 3) odvodili evoluéni parcidlnu diferencidlnu
rovnicu (kapitola 4).

Numerické rieSenie parcialnej diferencialnej rovnice odvodenej v kapitole 4 je obsa-
hom kapitoly 5. Rovnicu sme previedli na systém obycajnych diferencialnych rovnic
aplikdciou metédy ciar. RieSenie systému casovych obycajnych diferencidlnych rovnic
sme ziskali pre sadu roznych hodnot parametrov A, § a B, ktoré charakterizujui zakri-
venie, van der Waalsovu interakciu a efekt zmacania rohovky. Medzi hlavné vysledky
patri identifikacia toku vyparov pozdiz slzného filmu ako funkcia kontrolnych paramet-
rov. Zistili sme, ze pri parcidlnom zmécani rohovky (B # 0) sa predlzuje ¢as tvorby
ruptir v slznom filme, proces vyparovania v centrdlnej ¢asti filmu sa spomaluje a objem
kvapaliny sa sistred uje v oblasti menisku (vid kapitola 5.3). Uviedli sme ¢as, pri kto-
rom sa minimélna hribka filmu efektivne ustéli na stacionarnej (konstantnej) hodnote
(kapitola 5.4). Nase numerické vysledky potvrdzuji, Ze rovnovazna minimélna hribka
filmu efektivne nezavisi od efektu zmacania rohovky, ale je riadena parametrami A a
0, spojenymi so zakrivenim povrchu. Pévodny prispevok tejto prace je obsiahnuty v

kapitolach 5.3 a 5.4.
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IMPLEMENTACIA NUMERICKEJ METODY CIAR

Implementacia numerickej metédy ciar

so semidiskretizaciou v priestorovej oblasti

function [h, t, Qe, t_critical] = count_pde (input_A, input_delta, input_B, input_n)
global n L x1 xu k x A B delta E K G hmin dxm dhm hOxx hOL t0 tf Pi
% Inicializacia konstant

% Pocet deliacich bodov n a polovicna sirka ocneho viecka v bezrozmernej

% forme
n = input.n;
L = 14;

o\

Konstanty van der Waalsova interakcia A, zmacanie rohovky B, konstantnost

o\

vyparovania delta a rychlost vyparovania E

hd
Il

input_A;

B input_B;

delta = input_delta;
E=14.1;
K = 4930;
G

= 0;

o\

Hranicne podmienky na urcenie meniskov

hmin = 1;
dxm = 2;
dhm = 2;
hOxx = 4;
hOoL = 9;

[

t0 = 0;
tf = 10
% Mriez
x1 = 0;
xu = L;
k = (xu
x = xl:

% Mriezka na casovej premenne]j t podla podmienky CFL

nout =

tout =

4

% Casovy interval

0;

ka na priestore x

-x1)/(n-1);

k:xu;

((t£-t0)/(k"2))/0.45 - n + 1;

linspace (t0,tf,nout);
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% Zacliatocna podmienka pre cas t 0
for i=1:n
if (abs(x(i)) < (L — dxm))
hO (i) = hmin;
else
hO(i) = hmin + dhm » (abs(x(i))- (L - dxm)) " "2;
end

end
% Nastavenie tolerancie vypoctu
reltol = 1e-03;
abstol = 1le-05;
options = odeset ('RelTol', reltol, 'AbsTol', abstol);
% Riesenie systemu casovych ODR pomocou funkcie ode23s
[t,h] = ode23s(@ode, tout, hO, options);
% Vypocet toku vyparovania Qe
for cas = 1: length(t)
Qe (cas,:) = 1 - delta.*(der2(h(cas,:),k) + Pi);
end
% Vypocet casu pretrhnutia (ruptury) slzneho filmu
t_critical = 0;
for cas = l:length(t)
for priestor = 1l:n
if (h(cas,priestor) <= 0)
t_critical = t (cas)
break
end
end
if(t_critical ~= 0)
break
end

end

end

function ht = ode(t,h)
global n k A B delta E K G hOL Pi

% Hranicna podmienka pre meniskus

h(n) = hOL;
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[

% Volanie funkcii s navratom 1., 2. a 3. priestorovej derivacie
hx = derl (h,k);

hxx = der2(h,k);

hxxx = der3(h,k);

% Vyplnenie vektorov potrebnych pre vypocet ODR

h =nh';

Pi=1./(h."3) .x (A 4+ B.x(2.h.» hx. 2.xhxx — hx."4));
inside = (h."3)./12 .*x(hxxx + derl(Pi, k) + G);

ht = -E./(K + h).x(1 - delta.*(hxx + Pi)) - derl(inside, k);
% Transpozcia: Funkcia ode23s ocakava na vystupe vektor
ht=ht';

end

[

% Funkcia pre aproximaciu 1. derivacie s presnostou O(k"2)

function [hx] = derl (h, k)
global n
hx (1) = (-h(1) + h(2)) / k;
for i = 2:(n-1)
hx (i) = (-h(i-1) + h(i+1))/ (2*k);
end
hx(n) = (h(n) -h(n-1))/ k;
end

Q

% Funkcia pre aproximaciu 2. derivacie s presnostou O(k"2)
function [hxx] = der2(h, k)

global n hOxx

hxx (1) = (h(l) -2*«h(2) + h(3) )/k"2;
hxx(n) = hOxx ;
for 1 = 2:(n-1)
hxx (1) = (h(i+l) -2xh(i) + h(i-1))/k"2 ;
end
end
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[

¥ Funkcia pre aproximaciu 3.

derivacie s presnostou 0O(k"2)

function [hxxx] = der3(h, k)
global n
hxxx (1) = (-h(l) +3xh(2) -3%xh(3) + h(4))/(k"3) ;
hxxx (2) = (-h(2) +3xh(3) -3xh(4) + h(5))/(k"3) ;
hxxx (n-1) = (h(n-1) - 3xh(n-2) + 3xh(n-3) - h(n-4))/(k"3);
hxxx(n) = (h(n) - 3*h(n-1) + 3*h(n-2) - h(n-3))/(k"3);
for i = 3:(n-2)
hxxx (i) = (~h(i-2) +2xh(i-1) -2+h(i+1l) + h(i+2))/(2%k"3) ;
end
end
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