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Abstrakt v statnom jazyku

BOBULSKY, Maros: Vlastnosti hodnotovej funkcie tilohy parametrického kvadratického
programovania [Diplomova précal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta ma-
tematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky;

skolitel: prof. RNDr. Daniel Sevéovic, DrSc., Bratislava, 2018, 55 s.

Hodnotova funkcia, o ktorej vlastnostiach je tato praca, vznika ako pomocna tloha pri
transformécii nelinearnej Hamilton-Jacobi-Bellmanovej rovnice na jednoduchsi kvéazilinearny
parabolicky Cauchyho problém pomocou Riccatiho transformécie. Tato funkcia je sama
osebe parametrickd konvexnd optimalizac¢nd tloha. V tejto praci sa budeme venovat
jej vlastnostiam. Jej vstupnymi udajmi st ocakdvané vynosy a kovariancnd matica
aktiv v portféliu investora. Jej priamym vystupom st vahy rozlozenia prostriedkov
do konkrétnych aktiv vediice k maximalizacii zisku. Spominané vstupy vsak tazko od-
hadntit, ¢o znedoveryhodiiuje aj vysledky. Preto zavedieme sposob robustnej obmeny
tejto ulohy. Definujeme filtracné matice, ktoré zneistia vyber spravnych parametrov.
Tento problém riesime pomocou tzv. worst-case optimalizacie, kedy sme opatrni a v
kazdom bode definicného oboru optimalizacie povodnej 1lohy si vyberame za smero-
dajny najhorsi mozny parameter z prislusnej mnoziny parametrov. V nasom pripade
tito mnozinu tvoria filtracné matice. Taktto tilohu nasledne v tejto praci skiimame a

rozoberame jej variacie.

Klicové slova: Hodnotova funkcia, Hamilton-Jacobi-Bellmanova rovnica, Robustna

optimalizacia, Filtracné matice



Abstract

BOBULSKY, Maros: Properties of the value function of a parametric quadratic prog-
ramming problem [Master Thesis], Comenius University in Bratislava, Faculty of Mat-
hematics, Physics and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics;
Supervisor: prof. RNDr. Daniel Sevéovié, DrSc., Bratislava, 2018, 55p.

Value function, the main topic of this thesis, is an auxiliary problem which arises
in transformation of the non-linear Hamilton-Jacobi-Bellman equation for a simpler
quasilinear parabolic Cauchy problem. This transformation is done by means of Riccati
transformation. The value function is itself a parametric convex optimization problem.
In this work we will deal with its properties. Its inputs are the expected returns and the
covariance matrix of assets in the investor’s portfolio. Its direct outputs are the weights
of the redistribution of funds into specific assets in order to maximze expected profit.
However, needed inputs are difficult to predict which causes that also the results are
not very credible. Therefore, we will introduce a robust way of changing this task. We
define filter matrices that make the selection of the right parameters more uncertain.
Then, we solve this problem by the so-called worst-case optimization, when at every
point of the domain of optimization problem we deliberately choose the worst possible
parameter from the relevant uncertainty set of parameters. In our case, this set of
uncertainty consists of filter matrices. Our main goal is to examine this problem and

discuss its variations afterwards.

Keywords: Value Function, Hamilton-Jacobi-Bellman Equation, Robust

Optimization, Filter matrices
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Uvod

Vo svete investovania nie je dolezité len to, ¢o kiipit a ¢o predat, ale aj kolko toho
kipit a kolko toho predat. Hamilton-Jacobi-Bellmanova rovnica (HJB) sa snazi riesit
prave tento problém. Jej rieSenia ponikaju také investicné stratégie, ktoré by v urcitom
konecnom ¢ase mali viest k maximalizécii investorovej funkcie uzitoénosti. Tieto stratégie
st pontikané v podobe optiméalneho vahového rozlozenia nad portféliom aktiv pre kazdy
cast € (0,7).

Hamilton-Jacobi-Bellmanova rovnica je nelinedrna a tazko riesitelnd. Podla Kilia-
novej a Sevcovica v [7] v8ak existuje zjednodusenie v podobe Riccatiho transformécie,
pomocou ktorej vznikne pomocnd diferencidlna rovnica (tzv. Cauchyho problém), kto-
rej riesenie vedie priamo k optimélnej odozve v podobe vah rozlozenia prostriedkov do
jednotlivych aktiv. Tato pomocnd rovnica uz nie je plne nelinedrna, ide o kvazilinedarnu
parabolicki rovnicu, ktord sa d4 numericky efektivne riegit. Sticastou tejto rovnice je aj
takzvana hodnotovd funkcia, ktora je sama osebe parametricky konvexny optimalizac¢ny
problém. Pomocou vyriesenia Cauchyho problému dostdavame funkciu zavisli od casu
a momentalnej hodnoty portfdlia, ktorej hodnotu v danom case pri konkrétnom stave
prostriedkov povazujeme za vstupny parameter spominanej hodnotovej funkcie. Bez-
prostrednym vystupom tejto hodnotovej funkcie st optimélne vahy rozlozenia portfolia.
Takymto sposobom sa dokéZeme dostat k najdolezitejsim vystupnym informécidm mo-
delu bez priameho vypoctu funkcie, ktora riesi HJB.

T4to praca sa bude venovat predovsetkym hodnotovej funkcii ako parametrickému
konvexnému a v naSom pripade dokonca kvadratickému problému, ktora vznika ako
vedlajsi produkt rieSenia HJB pomocou Riccatiho transforméacie. Budeme sa venovat
jej spravaniu vzhladom na vstupny parameter, a to pre zdkladny problém, no obzvlast
pre problém upraveny. Specidlne sa budeme venovat obmene hodnotovej funkcie na
takzvant robustni ilohu. Robustnost tloh je pomerne novy vyraz a predstavuje tlohy,
v ktorych parametre ovplyvinujice tvar ohraniceni nie si iplne jasné, patria len neja-
kej mnoZine neistoty. Existuje niekolko moznych sposobov riesenia takychto tiloh. Tie
popisali napr. Boyd s Vandenberghem v [4]. My sa budeme zaujimat predovsetkym
o tzv. worst-case optimalizaciu, v ktoré sa pre kazdy bod definicného oboru, v ramci

ktorého sa uloha optimalizuje, vyberie vzdy ten najhorsi mozny parameter.



Robustnost v nasom pripade znamens neistotu v parametroch ako je ocakdvany
vynos a kovariancia medzi aktivami. Vyzadovat neistotu v tychto parametroch je
odovodnené. Vramci odhadovania spravania sa ndhodnych procesov v budiicnosti nam
totiz nestaci mat len dobré vypoctové modely. Tie st ndm vlastne nani¢, ak nemdme
spravne vstupné udaje. A v tomto pripade je naozaj na zvazenie, ¢i to, ¢o do opti-
malizdcie dosddzame, ma aj nejakd vypovedni hodnotu. Odhadnitf sprévne napr.
ocakdvané vynosy je velmi narocné. Preto mierna ddvka nedovery v podobe zvaZzenia
viacerych parametrov namiesto jedného nezagkodi a naozaj mé zmysel venovat tomu
viac pozornosti. Ako si neskor ukaZeme, niekedy mierne zmeny vstupov velmi ovplyv-
nia koneéné zloZenie portfélia. Tymto sa dostdvame k cielu tejto prace. Navrhneme
robustnt obmenu hodnotovej funkcie a ti budeme nésledne sktimat, ¢o sa napr. citli-
vosti na vstupy tyka.

V prvej kapitole sa pridrzime uz spominaného clanku Kilianovej a Sevéovica [7].
Opiseme odvodenie hodnotovej funkcie z HJB rovnice, spomenieme niektoré jej zdkladné
vlastnosti a neskor podla ¢ldnku od Kilianovej a Trnovskej [8] zadefinujeme aj robustnt
ulohu a jej mozné obmeny.

V druhej kapitole sa zameriame na vlastny sposob robustnosti. Zadefinujeme takz-
vané filtracné matice, ktoré vstupné data upravia, ¢im pozmenia ich disperziu. Pre
rozne filtre vzniknu rozne disperzie, ¢im dostaneme do tlohy neistotu vo vybere tej
spravnej. Vo vieobecnosti, tdto transformovand tloha, vzhladom na nasu definiciu fil-
tra, nie je vobec trividlna. Preto ju budeme studovat, zjednodusovat, obracat a pomaly
sa zoznamovat s jej vlastnostami. Verime, Ze tato snaha ma zmysel. Filtracia dat je
moznou cestou k ziskaniu len tych informacii, ktoré zavazia a nazavadzaju.

V tretej kapitole sa pokisime navrhntt sposob vyuzitia filtra¢nych matic na redlnom
finanénom trhu. Vacsina vypoctov vyzaduje, aby casové rady popisujice historicku
struktiru vyvoja cien boli rovnako dlhé a poskytované v pravidelnych intervaloch
k rovnakému ¢asovému okamihu. To vSak nemusi byt pravda. Problém moze nastaf
napriklad vtedy, ak pre jednotlivé akcie v portfoliu ¢erpame data z roznych zdrojov.
Jeden poskytovatel moze zverejiovat ceny raz za defi, niekto iny, pre int akciu, aj
kazd hodinu. Déta si preto este pred vypoétom treba upravit, nagkalovat ich na rov-

naké ¢asové kroky. Filtracné matice ndm pri tom pomozu déta zredukovat bez toho,
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aby sme tplne zahodili informdcie obsiahnuté v celom, zatial neskratenom, siibore.
Nadbytoéné tdaje totiz nebude len vyhadzovat, za¢lenime ich do vypoétov na odhad

novych naskédlovanych dét.
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1 Hodnotova funkcia

Ako sme uz v tvode spominali, hodnotova funkcia, ktorou sa budeme v tejto praci
zaoberat , vznik4 pri transformécii Hamilton—Jacobi-Bellmanovej rovnice ako pomocny
optimaliza¢ny problém. Pravdou vsak je, Ze jej koneénd podoba sa da jednoducho vidiet
a odvodit aj z omnoho Tahsieho portfélio optimalizujiceho problému.

Na mysli mame konkrétne Markowitzov model. Ide o deterministicku staticku opti-
malizdciu nad portféliom aktiv, ktorej cielom je maximalizovat vynos pri vopred zvole-
nej hranici rizika, ktord nesmieme prekrocit. Vystupom st vahy prerozdelenia financii
do jednotlivych zloziek portfélia. Priklad mozného vystupu mozeme ndjst na obrazku

1. Matematicky by sme problém mohli zapisat takto:

max ' 6
RN

1
§9TE(9 < 0'2,

N
doo=1,
=1

6> 0.

DN | —

Vektor u € RY, kde pf = E(X?), je vektor ocakdvanych vynosov aktiv a ¥ je ich
kovarianénd matica, X;; = cov(X'X7).
Ak by sme chceli problém (1) riesit, v prvom rade by sme si zostavili tzv. Lagrangeovu

funkciu:

1
L0, 0, N6 =—u"0+ ¢§9T29 + A170 4 €79, (2)

kde p € R, A € R, £ € RY, ¢ > 0 st Lagrangeove multiplikatory.

Rovnaké Lagrangeova funkcia ako (2) vznikne aj pre minimalizaény problém:

1

. T T

— 170+ =070

s T
N

> oi=1, (3)

i=1

6 >0,

12
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Obr. 1: Priklad mozného optimélneho prerozdelenia aktiv pre nemecky index DAX30.

Za predpokladu, ze Lagrangeov multiplikdtor ¢ > 0 je zndmy a pevne dany.

Na parameter ¢ sa moZeme pozerat ako na mieru investorovej averzie voci riziku.
Cim je ¢ vicsie, tym je averzia vyssia. Vysokéd averzia prikladd vicsiu vahu mini-
malizacii rizika na tkor maximalizacie vynosu. Za nasledok to ma zvysenu tendenciu
finanéné prostriedky ¢o najviac diverzifikovat, aby ne¢akané vykyvy jednotlivych aktiv
¢o najmenej ovplyvinovali celkovi hodnotu portfélia. Nazorni zmenu optimélneho pre-
rozdelenia vah pri zvysujicom sa ¢ mozno vidiet na obrazku 2

Ak sa na minimaliza¢ny problém (3) pozrieme ako na funkciu od vstupného para-
metra ¢ > 0, dostdvame priamo hodnotovi funkciu (), o ktorej vlastnostiach je tato
praca.

Hodnotovou funkciou budeme rozumiet problém parametrického kvadratického prog-
ramovania popisany nasledujicou rovnicou:

a(p) = min <—pT9 + EGTZt?) : (4)

gcSn 2

kde p predstavuje vektor ocakavanych vynosov firiem a ¥ ich kovarianéni maticu. T
predpokladdme, Ze je symetrickd a kladne definitnd. Symbolom 6 budeme oznacovat
prislusné vahy rozlozenia prostriedkov v portféliu. Vektor 6 sa pohybuje v ramci S",
¢o je konvexny kompaktny simplex. Inymi slovami, vyzadujeme, aby vSetky vahy boli
nezédporné a ich stéet bol rovny jednej. V tejto praci budeme skimat vlastnosti tejto
funkcie vo vseobecnosti, no predovsetkym vzhladom na parameter .

Predosli definiciu hodnotovej funkcie popisali Kilianova a Sevcovié v [7]. Takmer
celd tdto kapitola sa bude tohto ¢lanku pridizat.

V nasledujicej casti priblizime, z akého problému hodnotova funkcia pochadza.

Uvidime, Ze je nevyhnutnou stcastou potrebnou na dorieSenie daného problému. A

13
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Obr. 2: Optimdlne prerozdelenie véh pre ¢ = 1,4, 6,8 (zlava doprava, zhora dole).

ked'Ze riesenie minimalizacnej tlohy, z ktorej pozostdva, nie je trividlne, mé zmysel

zaoberat sa jej vlastnostami.

1.1 Hamilton—Jacobi-Bellmanova rovnica (HJB)

T4to rovnica vznikla z dynamického stochastického problému hladania optimélneho
rozlozenia vah na koneénom ¢asovom horizonte, kde lohou je maximalizovat ocakavanu
funkciu koncovej uzitocnosti pri nejakych, vopred danych, podmienkach vyplyvajucich z
logiky konstrukcie portfélia. Inymi slovami, vystupom bude vektor rozlozenia vah ako
funkcia od ¢asu a momentalnej hodnoty portfélia, ktord po aplikovani na rozlozenie
prostriedkov v portféliu prinesie najvyssiu ocakavant uzitoénost na konci vopred do-
hodnutého obdobia.

Vychidzame z ¢lanku Kilianovej a Sevéovica [7]. Najprv tiito rovnicu v kratkosti
odvodime. Neskor ukazeme transformaciu, pomocou ktorej sa riesenie ilohy zjednodusi
z plne nelinedrnej rovnice na riesenie kvazilinedrnej rovnice. Spominana transformacia
je tzv. Riccatiho transformdcia a vysledni tlohu budeme nazyvat Cauchyho tlohou.

Jej bezprostrednou sticastou je prave nasa hodnotova funkcia.

14



1.1.1 HJB v zakladnom tvare

Riesime stochasticky dynamicky problém, v ktorom maximalizujeme ocakavant hod-
notu uzito¢nosti portfélia:

max E[U(X7)|X§ = ], (5)
0110,1)

kde {X?} je Itov proces v case [0,T]. Funkcia U : R — R je vopred zvolend funkcia
uzito¢nosti a zy pociatoény stav procesu {X!}.

Funkcia 6 : R x [0,T) — R"™ ktora zobrazuje (x,t) — 6(z,t) reprezentuje neznamu
funkciu, ktord zastresuje stochasticky proces {Xf};>o. Predpokladdme, Ze tento proces

je riadeny stochastickou diferencialnou rovnicou:
0 -X 1 2
dX; = (ee 4 u(f) — 5a(e) > dt + o (8)dWs, (6)

kde W, reprezentuje Brownov pohyb. Funkcie () a o(0)* st funkcie driftu a vo-
latility. V nasom pripade u(f) = pu0 a o(0)®> = 60730. Poznamenajme, Ze vektor
= ({1, ..., ttn), kedze mame n firiem a ¥ = ﬁT, kde ¥ = (7)7,_,. Parameter € € R
je konstanta vyjadrujuca tok prostriedkov do systému. Parameter » > 0 je drokova
miera. Podobne ako v predoslych castiach, 8 € S™.

Podla Bertsekasa [2] a Fleminga so Sonerom [5], hodnotovd funkcia (nie td, o ktorej
je této préca) definovand ako:

V(x,t) = max E[U(X2)| X! = 2]
Oliz,1)

s koncovou podmienkou V' (z,T) := U(z), mdze byt pouzitd na riesenie (5).

Tvrdenie 1.1. (Kilianovd, Sevéovic [7]) Ak sa stochasticky proces X? riadi pomocou
stochastickej diferencidlnej rovnice (6), tak potom hodnotovd funkcia V =V (x,t) riesi

Hamilton—Jacobi—Bellmanovi rovnicu:
1 1
oV + Iengx{(ee_”C + 7+ u(d) — 50(9)2)&6‘/ + 50(9)28§V} =0, (7)
E n

vzhladom na koncovi podmienku V(x,T) := U(z) pre vietky x € R at € [0,T) [6, 10].

Prikladom, ktory riesi (5), a v ktorom sa stochasticky proces riadi podla (6), je prave
optimalizacia prerozdelenia prostriedkov v portféliu zavisla od casu a momentalnej

hodnoty portfélia.
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Majme n firiem, ktorych ceny akcif sa riadia stochastickymi procesmi {Y;'};>o pre

vsetky ¢ = 1,...,n s geometrickym Brownovym pohybom:

dyy - .

j=1
Véhy pre takéto portfélio si oznac¢me 6 = 6(y, t). Hodnota takéhoto portfélia je potom

stochasticky proces {Y{ };50, ktory spliia stochasticki diferencidlnu rovnicu:
dYy = (e + (r+ p(8)Y)dt + o(6) Y dW,. (8)
Nakoniec, povodny stochasticky proces {X?} je len logaritmickou transformaciou pro-

cesu {Y}, kde 0(y,t) = 0(z,t) a pouzila sa substiticia z = n(y).

1.1.2 Riccatiho transformacia

Teraz zavedieme transformaciou podla Kilianovej s Sevéovica [7]. T4 bude maf tvar:

02V (x,t)
t)=1— 2"+, 9
Ide o takzvanu Riccatiho transformaciu. Na funkciu:
02V (z,t)
t) = ty—1=-—2——"~2

sa mozeme pozerat ako na koeficient averzie voéi riziku pre hodnotovi funkciu V(x, t),
ktora predstavuje momentalnu prechodnt funkciu uzitocnosti investora v case t €
[0, T]. Naozaj, vzhladom na predpoklad rastticosti funkcie uzitoénosti, menovatet 9,V (z, t)
je stale kladny. Naopak, citatel 9%V (x,t) je kvoli konkavnosti V(z,t) stdle zdporny,
a teda celkovy vyraz a(z,t) kladny, dokonca vécsi ako 1 (samozrejme len za predpo-
kladu, ze V' (z,t) je naozaj konkdvna funkcia). A éim bude averzia voéi riziku vyssia,
tym vacsi bude aj koeficient a(z,t).

Neskor sa ukaze, ze ¢ = ¢(z,t) z Riccatiho transformécie je presne to isté ¢, ktoré
vystupuje v nasej hodnotovej funkeii (4). A ked'ze p(x, t) rastie rovnako ako a(z,t) (st
to rovnaké funkcie, len posunuté o jednotku), tak so zvysujicou sa averziou voci riziku
bude rdst aj dolezitost minimalizovat predovsetkym ¢len s disperziou (na tikor ¢lena
minimalizujiceho zaporny zisk) v optimalizacii, ktord je stucastou nasej hodnotovej
funkcie (4). To je v silade s tym, ze ak investor nerad riskuje, bude ho zaujimat

predovsetkym mald disperzia vynosov jeho portfdlia.
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Teraz mozeme HJB rovnicu zo vztahu (7) prepisat na:

0=0,V + (ee " +1—a(p)d,V,

(10)
V(z,T) = Ul(x),
kde funkcia a(p) je parametricky optimalizacny problém:
— min (— ¥ 2)
o) = min (—u(6) + £a(0)?) (11)

Ak funkcia variancie §# — o(0)? je ostro konvexnd a funkcia § — () linedrna, tak
ide o konvexnu tdlohu. Tie sa daji velmi efektivne riesit. V nasom pripade hodnotovej
funkcie st tieto podmienky splnené. Kovarianéna matica 3 je kladne definitnd a pu(0) =

1’0 je linearna.

Teraz uvedieme niekolko tvrdeni bez dokazu. Tie mozno néjst aj s dokazom v ¢lanku

Kilianovej a Sevcovica [7].

Tvrdenie 1.2. (Kilianovd, Sevéovi¢ [7]) Predkokladajme, Ze funkcia V splia (10)
a funkcia ¢ je definovand ako v (9). Potom ¢ je rieSenim Cauchyho problému pre

kvdzilinedrnu parabolickid rovnicu:
Op + Ora(p) + Oul(ee™ + 1) + (1= pla(p)] =0, 2z €Rte[0,T),
o(x, T)=1-U"(x)/U'(x) z eR.

Toto tvrdenie plat{ aj opacne. Pomocou riesenia ¢ rovnice (12) vieme néjst rieSenie
HJB rovnice (10). Tymto sposobom preto mézeme nahradif rieSenie povodnej ne-
linedrnej Hamilton—Jacobi-Bellmanovej rovnice (7) rieSenim pomocnej kvézilinedrne;

rovnice (12). O tom hovor{ dalsie tvrdenie, ktoré taktiez uvadzame bez dokazu.

Tvrdenie 1.3. (Kilianovd, Sevéovic [7]) Nech o(x,t) je riesenim Cauchyho problému
(12). Potom funkcia V(x,t) dand vztahom:
0V — g0,V =0, V(z,T) =U(z), reR,tel0,T),

(13)
kde g(z,t) = a(p(z,t) —ee ™ =1

je riesenim Hamilton—Jacobi-Bellmanovej rovnice (7). Navyse plati, Ze:

v
o,V

p=1
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1.1.3 RieSenie HJB rovnice

Vyhodou postupu z konca predoslej podkapitoly (1.1.2) o Riccatiho transformécii je,
ze rieSenie hodnotovej funkcie a(p) mozeme vypocitat explicitne analyticky alebo aj
numericky. To potom dosadime do kvéazilinedrnej rovnice Cauchyho problému (12). T
nasledne vypocéitame pre . Tymto sposobom teda nevypocéitame konkrétne V' (x,t)
ale len (z,t), ktoré ndm v kazdom case a pre kazdy stav hodnoty portfélia poskytne
optimalnu odozvu 6 = 6(z,t) v podobe argumentov minim nadobudajicich sa po
dosadeni do a(p). V konecnom dosledku nés vlastne V(x,t) az tak velmi nezaujima.
Preto nevadi, ze ho nedopoc¢itame. Podstatnou informaciou pre investora st prave vahy
0, ktoré mu v kazdom ¢ase napovedaji, ako sa rozhodnut v prerozdelovani svojich
zdrojov.

Konkrétne riesenie HIB, a teda podla predoglého popisu, riesenie pomocného Cau-
chyho problému (12) mozno ndjst v uz spominanom ¢lénku [7]. Toto riesenie hladaju

v tvare pohybujicej sa viny, ktorda vyzera nasledovne:
o(z,t) =v(x +c(T — 1)), reRtel0,T],

s rychlostou viny ¢ € R a typom viny v = v(€).

My sa tymto rieSenim zatial viac zaoberat nebudeme. Skor sa budeme sustredit na
rieSenie hodnotovej funkcie a(p) a jej vlastnosti. Tie su dolezitou stucastou dopocitania
celkovej HIB rovnice. Této rovnica poskytuje optimdlne vahy pri prerozdelovani zdro-
jov. Jej vstupom su v8ak parametre ako ocakavané vynosy a ich disperzia. Uz pri malych
zmendch vstupnych idajov moze dojst ku kvalitativne rozdielnym vysledkom. Inak po-
vedané, investorovi nepomozu optimalne stratégie, ak vstupné odhady ohladom situdcie
na trhu nie si najspolahlivejsie. V podkapitole (1.3) si preto podla ¢ldnku Kilianove;
a Trnovskej [8] zavedieme tzv. robustni optimalizdciu, pri ktorej okrem minimalizacie
povodnej tilohy, budeme maximalizovat ti¢elovii funkciu cez uréité mnoziny neistoty vo
vstupnych parametroch. Predtym si vSak este opiSeme (v ¢asti 1.2) niektoré vlastnosti

hodnotovej funkcie.
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1.2 Vlastnosti hodnotovej funkcie

Riesime problém parametrického kvadratického konvexného programovania zo zaciatku
tejto kapitoly:
. T P T
=min (—u 0+ =0 E@) 14
a(p) = min ( po+ 3 : (14)

Pomocou C**(R*) budeme oznacovat priestor vietkych funkcif definovanych na (0, 0o),

ktorych k-ta derivacia je Lipschitzovsky spojité.

1.2.1 Spojitost

Teraz si uvedieme niektoré vlastnosti hodnotovej funkcie (14), ktoré mozno néjst v
Kilianové a Sevéovic [7].
Tvrdenie 1.4. (Kilianovd, Sevéovic [7]) Nech ¥ = 0 je kladne definitnd matica a

p € R™. Potom optimdlna hodnotovd funkcia (14) je CY' spojitd. Okrem toho ¢ — a(p)

je ostro rastica a jej derivdcia sa rovnd:
/ 1 VTN )
a/(p) = 50720, (15)

kde 6 = 0(p) € S™ je argument jediného minima (14) pre ¢ > 0. Funkcia (0,00) 3
© — é(gp) € R"” je lokalne Lipschitzovsky spojitd.

Dékaz Najprv si vSimnime, ze zobrazenie (0,00) 3 ¢ — 0(p) € S™ je spojité, ¢o sa
d4 vydedukovat priamo zo zékladnych vlastnosti rydzokonvexnych funkcii minimalizo-
vanych nad kompaktnou konvexnou mnozinou ™.

Ucelovit funkciu v (14) oznacme f(0,¢) := —uT0 + £07%6. Vzhladom na to, ze
|0, £ (8, ¢)| je spojitou funkciou na kompakte S™, tak supgegn |0, f (0, ¢)| = C(p) < .
Rydza konvexnost funkcie f v 6 d'alej hovori, ze v (14) existuje prave jedno minimum,
a to v bode 6 = O(p). Naviac, 9,f(0(p), ) = L0(¢)"S0(p) je spojité vo , kedze
0() je spojité. Pouzijic vieobecnt obalkovi teériu podla Klatteho [9], dostdvame, 7e
funkcia a(p) je diferencovatelnd na intevale (0, 00).

Dalej dokazeme, Ze o(¢) > 0. Funkcia f(6, ¢) je linedrna vo ¢ pre akékolvek 6 € S™.
To ale znamen4, Ze je aj iplne spojitd vo ¢ pre akékolvek 6. Opitovne pouzijiic vyssie

spomenutu obalkovi teériu, dostavame:

() =al0)+ [ "0, (6(6), ©)de.
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7 toho o (p) = ,f(B(p), ©) = %é(gp)TEé(go), ¢o je ostro kladné na S™. Preto funkcia
© — a(p) je C! spojitd a rastica pre o > 0.

Lokdlna Lipschitzovska spojitost o/ () vychadza zo vieobecnych vysledkov dokdzanych
v élanku od Klatteho [9], podla ktorych argument minima 6() je lokélne Lipschitzov-
sky spojity vo ¢, a teda z toho vyplyva, ze aj derivacia o/ () = %é(g@)TEé(cp) je lokélne
Lipschitzovsky spojita. O

Z predoslého vyplyva, ze rovnica (12) je ostro parabolickd parcidlna diferencidlna
rovnica. To znamend, ze existuji pozitivne kladné redlne ¢isla A=, AT € (0, 00) také, ze
o/ () spina:

0< A <d(p) <A <o Vo > 0. (16)

1.2.2 Vyssia hladkost

V tejto casti sa budeme zaoberat hladkostou hodnotovej funkcie a(yp) v zdvislosti od

parametra .

Nech
Zy={p>0] él(go) > 0, pre Yi=1,..,n},
potom
(0,00)=Lyu |J Zum. kde Tp = {p>0|0:(p) =0<iec M},
|M|<n—1

a M varfruje v rdmci vsetkych podmnozin aktivnych indexov, M C {1,...,n}. Symbo-
lom | M| oznacéime pocet prvkov v mnozine M. Vzhladom na to, ze ¢ — 0(¢p) je spojit4,
mnozina Zy je otvorena.

Najprv budeme uvazovat pripad, kedy ¢ € Zy. Lagrangeova funkcia bude vyzerat
ako L(0,\) = (¢/2)07%0 — u76 — A\176, pricom vektorom 1 budeme oznacovat vektor
n jednotiek, 17 = (1,1, ..., 1).

Optimélne riesenie 6§ = (p) a Lagrangeov multiplikdtor A = A(¢) potom moézeme
odvodit do tvaru:

p—1"S "y

A 1
0==—("'u+ 21 A\ =
80( o+ )7 1717
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7 toho potom:

R 1 b
f(p) =a— —b a Q =ap— —+c, 17
(¢) p () =ap p (17)

kde a,b € R" mozu byt vyjadrené ako:

1 ur'x=11
| b=_yly+ 2 Sy 18
A=y Pt qry-igs b (18)
a konstanty a, b, c € R ako:
1 1 1 11721 p)? 1751y
-~ >0 b=’y ly—-2— "7 > =—— (19
T o1y T ot = KTy yryyp =0 € e

To, ze b > 0 vyplyva z Cauchy-Schwartzovej nerovnosti. Kym g a 1 st linedrne
nezévislé, plati ostra nerovnost b > 0.

Teraz, ak ¢ € Ty pre nejaki podmnozinu M C {1, ...,n} aktivnych indexov, potom
minimalizaény problém (11) moze byt zredukovany na menej rozmerny simplex S™~ 1M1,

Takto je funkcia a(¢) hladkd na int(Zy) a teda 6(¢) spolu s a(p) st dané vztahmi:

A 1
0(¢) = an — —buy
90

b
alp) = ayp — % + cus

(20)

pre akékolvek ¢ € int(Zyr), kde apr, by € R" aay > 0,0y > 0acy € R st vypocitané
pomocou (18) a (19), kde déta (a to stipce aj riadky) prindleziace k aktivnym indexom
konkrétneho M si zo ¥ a p vymazané.

Z toho vyplyva, ze funkcia ¢ — a(y) definovana v (11) je C*° hladka funkcia na
otvorenej mnozine J = Zy U, <, int(Znr) C (0,00). Vyplyva to z (17) pre ¢ € Zy
az (20) pre ¢ € Iy, kde M C {1,...,n}.

1.2.3 Druha derivacia

Vzhladom na tvrdenie o O spojitosti je prva derivdcia optimalnej hodnotovej fun-
kcie spojitd. Pri druhej derivécii to uz vsak pravda byt nemusi. Tiito vlastnost teraz
ukazeme na realnych cenach akcii 25 firiem z portfélia nemeckého DAX30. Pouzili sme
denné dédta za rok 2015. Na obrdzku 3 mozeme vidiet druhu derivaciu hodnotove;
funkcie vzhladom na ¢ vypoéitand numericky pomocou CVX. Takisto sme znézornili

pocet nenulovych véh, a teda pocet firiem, do ktorych m4 investor investovat. Mozeme
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Obr. 3: Druhd derivdcia hodnotovej funkcie o’(¢) a pocet nenulovych véh pre 25 firiem

portfélia DAX30 z dennych dét za rok 2015.

si v8imnut, ze naozaj, ¢im vysSia je averzia voci riziku (vicsie ¢), tym viac druhov
akcii, kvoli diverzifikacii rizika, v portféliu mame.

Za povsimnutie stoji aj tvar krivky o”(p). Mozeme vidiet, Ze body nespojitosti v
lavej casti obrazka 3 presne koresponduji s takymi hodnotami ¢ v pravej casti, kedy
sa meni zlozenie portfélia. Inak povedané, intervaly medzi tymito bodmi nespojitosti
su vlastne intervaly Zy,. Funkcia ¢ — a(¢) je na tychto miestach C'*° hladka.

V dalsej casti (1.3) opiSeme niekolko moznych obmien hodnotovej funkcie, ¢o sa od-
hadu vstupnych parametrov i a 3 tyka. Druhd derivacia o/’(¢) ndm neskér pomoze po-

J z ) Y . . ~ .2 s 2’ ~ . ’1.
zorovat a porovnavat, ako velmi tieto zmeny ovplyvinuju vysledné rozlozenie portfolia.

1.3 Robustna optimalizacia

Vstupnymi parametrami v optimaliza¢nej tlohe, ktord je si¢astou hodnotovej funkcie
(4), su ocakdvané vynosy p a disperzia . Tie sa odhaduji na zéklade dét. Aj keby
sme predpokladali, Ze nase odhady st dostatocne presné, vzdy existuje neistota v tom,
aké nakoniec budi. Vysledok optimalizdcie moZe byt na tieto zmeny citlivy. Preto
predpokladajme, ze parametre nepozname presne, pozname len ich tzv. mnozinu neis-
toty, z ktorej pochadzaju. V pripadoch ako tento, kedy parametre nie si presne dané
a pozname len mnozinu do ktorej patria, hovorime o robustnej optimalizacii.

Jeden zo sposobov, ako tento problém vyriesit, je tzv. worst case optimalizacia.

V takom pripade pre kazdu 6 vyberieme tie najhorSie parametre pu a ¥, az potom
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minimalizujeme. Hodnotova funkcia tak nadobudne tvar:

: T ¥ T
= — = 0" 30 21
o) = i (g 070+ S50 2

kde M a P st mnoziny neistoty neznamych parametrov. Tie si musime rozumne zvolit.

Teraz uvedieme niekolko moznosti volby tychto mnozin, ktoré mozno najst v Kilianova
a Trnovska [8].
1.3.1 Diskrétny typ neistoty

(Kilianovd, Trnovskd [8]) Nech mdme diskrétne mnoziny M = {p1, ...,k } a P =
{21,...,%k,}. Uloha (21) potom po tpravach nadobida tvar:

min 01 + gég,

614+ plo >0, i=1,.., K,
—5, + 675,60 <0, i=1,.., K
1T9=1, 6>0.

Taktto konvexnt tlohu uz mézeme riesit. Napr. pomocou softvéra CVX.

1.3.2 Elipsoid neistoty

(Kilianova, Trnovska [8]) Tentokrat bude ¥ = ¥, > 0 presne dané. Neisti si budeme v

ocakavanych vynosoch. Definujeme elipsoid so stredom v p a polomerom ,/7 ako:

M ={p | (p—p0) S5 (10— po) <7}
alebo ekvivalentne:
M = {po +yLu | [ullz <1},

kde L je matica spiﬁajﬁca LLT = %, Této tloha sa d4 upravit na optimalizaéni tilohu
nad kuZelom druheho rddu, ktord je konvexnd, a teda tieZ moze byt rieSend pomocou

CVX:
. P AT
min 01 + 5«9 300,
— 1140 + AL 0]z < b1,

179=1, 6>0.
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1.3.3 Neistota v podobe kvadra

(Kilianovéa, Trnovska [8]) Pre pevne dané 1 predpokladdme, ze odchylky v ocakdvanych

vynosoch kazdej firmy st maximalne 1003 percent. T.j.:

M ={p | |mi— (o)l < Bl(1o)il}-
Opit za predpokladu pevne danej Xy = 0 dostaneme:
min (Blpo| — p10)760 + gGTEOH,

1T9=1, 6>0.
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2 Filtracné matice

V tejto kapitole sa budeme venovat robustnej optimalizcii a jej vplyvom na vlast-
nosti hodnotovej funkcie v porovnani s pévodnou tlohou (4) neobsahujicou neistotu v
parametroch.

Podobne, ako to bolo v predoslej podkapitole (1.3), navrhneme vlastny sposob tvorby
mnozin neistoty. Tie sa, na rozdiel od predoslych moznosti, ktoré boli zamerané skor na
ocakdvané vynosy pu, budi viac venovat neistote v disperzii 3. Pojde o diskrétne typy
mnozin, a teda o tlohu podobnu sekcii 1.3.1. Mnozina matic disperzii P bude vytvarana
pomocou tzv. filtracnijch matic, ktoré budi dita vynosov urc¢itym sposobom triedit
alebo upravovat (napr. zhladzovat). Pre kazdy takyto sposob tipravy potom dosta-
neme novi sadu dat, ktorej kovarianénd matica bude tvorit jeden konkrétny prvok X;
mnoziny vSetkych kovariancii P. Najprv vSak vSeobecne zavedieme pojem filtra¢nych

matic a dlohu (4) prepiseme do prislusného tvaru.

2.1 Robustna tloha pomocou filtrov

Majme portfélio akcii N firiem, pricom vynosy kazdej z nich si ¢asovym radom s n
prvkami, t.j. X! = {X]z bapret=1,.,N (stfpcové vektory). Kovarianéni maticu

N

medzi jednotlivymi prvkami mézeme napisat ako 3 = {Zij}ij=1, kde kovariancia medzi

prvkom ¢ a j je:
Y = cov(X'X7) = E(X'X7) — E(X")E(X?).

Definujme teraz maticu A = A,,x, ako m x n filtra¢ni maticu, ktord povodny n
prvkovy ¢asovy rad X® upravi na filtrovany m prvkovy rad Y ako V¢ = AX". Celkové
ddta sa zmenia na Y = AX, kde Y = Y,,xn je m x N matica (Poévodné X malo
rozmery n X N). Takto novovytvorenym détam vypocitame kovarianciu a oznac¢ime
ako X = cov(Y'Y7),

Predtym, ako prejdeme k diskretizdcii mnoziny P = (X4,...2,...), skisme tito
mnozinu zadefinovat spojito pomocou nejakych rozumnych predpokladov na filtrovanie.

Filtrovanie si moézeme predstavit ako redukciu alebo tipravu dat. Matice A mozu
napriklad ddta X upravit tak, ze vynechaji niektoré hodnoty (napr. kazdi druhi), ¢im

dojde ku kvantitativnej redukeii, alebo mozu ddta upravit tak, ze ich zhladia (napr.
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pomocou priemerovania susednych idajov), ¢im doéjde k redukcii kvalitativnej. Matice,
ktoré takto upravuji data, maji nieco spoloéné. Konkrétne, stucet riadkov je rovny

jednej a vsetky hodnoty st kladné. Toto budeme poZzadovat od vsetkych filtrov.

Definicia 2.1. Za filter pre ddta s n prvkami budeme povaZovat taki m x n maticu
A, ktorej sucty riadkov si rovné jednej, A1 = 1, a sucasne vsetky jej cleny su kladné,
a;; > 0 pre vsetky @ = 1,...,m a j = 1,....,n. Proky a;; oznacuji jednotlivé cleny

A={a;; | i=1,..,m; j=1,...,n}.

Po interpretdcii znac¢enia moézeme optimalizaéni tlohu v hodnotovej funkcii (4)

prepisat na robustnd, a to ako:

o T ® Ty A
a((p)—élel‘lsg( 1 9—1—21227)9(9 ) 6), (22)

kde P je mozina matic spiﬁajflcich podmienky z definicie 2.1.

Tvrdenie 2.2. Ak P je mnozina matic A sl/ﬁajdcich podmienky z definicie 2.1, tak P

je konvernd.

Dékaz. Na to, aby bola mnozina konvexn, musi platit, Ze ak A; € P a sticasne A, € P,
tak aj AA; + (1 — X\)Az € P pre VA € (0, 1).

V nasom pripade to znamen4, Ze takéto konvexné kombindcie musia zachovat vlast-
nost siétu riadkov rovnych jednej. To vsak plati. AA; ma sucty riadkov rovné )\,
(1 — A) Az méa sucty riadkov rovné (1 — A). Po scitani tychto dvoch matic dostaneme
sucty riadkov A + (1 —\) = 1.

Druh4 vlastnost, ktord musi konvexnd kombindcia A; a A, spliiat, je nezdpornost

¢lenov. Kladnd kombinécia dvoch kladnych matic je véak opiit kladnd matica. O

2.2 Transformacia tdlohy s filtrami

Takato tiloha je prilis veobecnd, preto sa ju pokisime prepisat do vhodnejsieho tvaru.

Majme kovarianéni maticu 4. Pre kovarianciu medzi prvkami i a j plati:
A _ iy ivj i ‘
¥ = cov(Y'Y7) = E(Y'Y) = E(Y")E(Y?). (23)
Postupne si rozpiseme cleny.
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Najprv E(Y'Y7):
1 ) .
E(Y'YY) Zyky,g = Y’)TYJ (XZ)TATAXJ. (24)

Dalej strednd hodnota E(Y?) sa d4 napisat ako:

1 1

E(Y) = L17yi = Lamaxi = L (xiyrary. (25)
m m m
Teraz vyrazy (24) a (25) dosadime do (23):
1 ) ) 1 ) )
h = —(X)TATAXT — —(X)TAT11T AXY
m m
= (X)'ATQAXY, (26)
kde
1 1
= —I1-—11" 27
Q@=_—T1-—311", (27)

je m X m matica.

Tvrdenie 2.3. Matica Q) je kladne semidefinitnd.

Dékaz. Chceme ukdzat, ze 7 Qx > 0 pre Vo € R™. Rozpiseme:

m m
:% > ai - %(Z:&)Q >0,

pricom posledna nerovnost vychadza z Cauchy-Schwarzovej nerovnosti, v ktorej prvym

1 1 1 1
2T Qu =27 (—]I — —211T) r=—alz— —233T11Tx
m m

vektorom je vektor x a druhym m-rozmerny jednotkovy vektor 1. O

. ~ ’ . -~ -, “ . A~ ’ )
Kovarianéni maticu korespondujicu s filtraénou maticou A mozeme pisat ako X4 =

XTATQAX. Uvazovana robustna tuloha (22) sa menf na:

o T ® T T 4T
a(@)—gg‘lsr%( w 9+2I£g7g<0 X A QAXH). (28)

Tvrdenie 2.4. Ucelovd funkcia mazimalizdcie v (28) je konvernd v 6.
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Dékaz. Druhé derivécia podla @ je rovnd 2X7 ATQAX . Chceme ukdzat, ze tato matica
je kladne semidefinitna, t. j. 07 XTATQAX6O > 0 pre vietky # € RY. Toto tvrdenie
priamo vyplyva z kladnej semidefinitnosti @, ktord hovori, ze y*Qy > 0 pre vsetky
y € R™. Nam staci zobrat y = AX0. O

Tento poznatok vsak nie je velmi dolezity, vzhladom na to, Ze pred celkovou minima-
lizaciou dochddza k maximalizacii cez matice A. Z toho dovodu je pre néas nasledujice

tvrdenie ovela doleZitejsie.

Tvrdenie 2.5. Ucelovd funkcia mazimalizdcie v (28) je konveznd v A.

Dékaz. Nech X a 0 st pevne dané. Ozna¢me Y = X6. Chceme ukézat, Ze zobrazenie:
F:AcP —YTATQAY eR

je konvexné.

To urobime pomocou druhej derivéicie v smere. Nech B je lubovolnd m x n matica.
Prvi derivéciu zobrazenia F' podla A v A a smere B oznacime ako F’j(A)B. Druht
derivciu F podla A v A a smere (B, B) ako F/;,(A)(B, B). Teraz ukdzeme, Ze pre
aktkolvek maticu B, je druhd derivéicia v tomto smere nezépornd, a teda ide o konvexni
funkciu v danom smere. Ak je ale funkcia konvexna v kazdom smere, celd je konvexna.

Uvazujme zobrazenie ¥V : t — F(A + tB). Prvi derivaciu v smere B mozeme

vypocitat ako:

d
Fy(A)B = EF(A +1B)]i=0
a druhu derivéaciu v smere (B, B) ako:
/ d /
Fya(A)(B, B) = EFA(A +tB)Bli—o
d2 (29)
= @F(A + tB)|s=0-

Zjednodusenie problému spociva v tom, Ze namiesto derivovania podla matice pre-

mennych, ndm staci derivovat podla jednorozmerného t, kedze ¥ : R — R. Vyraz
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F(A 4+ tB) si najprv rozpiSeme, potom ho dvakrat zderivujeme:

F(A+tB) =YT(A+tB)"Q(A +tB)Y
=YT (AT +tBT)Q(A +tB)Y
=(YTAT +tY"B")Q(AY +tBY)
=(YTATQ +tYT"BTQ)(AY +tBY)
=YTATQAY +tYTATQBY +tY"BTQAY + *Y"BTQBY.

Vysledny vyraz zderivujeme:

%F(A +tB) =YTATQBY + YTBTQAY +2Y"BTQBY't.

a dosadime ¢t = 0. Prv4 derivacia F' v smere B nadobuda tvar:
F(A)B =YTATQBY + YT BTQAY
=YT(ATQB + BT'QA)Y

Teraz mozeme F derivovat druhykrat. Opét v smere B. Najprv rozpiSeme:

F\(A+tB)B =YT(A+tB)Y'QBY + Y'BTQ(A + tb)Y
=YT(AT +tBTQBY + YT"BTQ(A + tb)Y
=(YTATQBY +tY"B'QBY) + (YT BTQAY +tY'BTQBY).

Derivovanim:

2

d d
—F),(A+tB)B=—F(A+1tB
=YT"BTQBY +YTBTQBY
=2YTBTQBY = F),(A)(B, B).
Posledny vyraz uz neobsahuje ¢t. Bez dosadzania ¢ = 0 priamo dostavame druhud de-

rivaciu v smere B.

Pre lepsiu ndzornost teraz zvolme substitticiu BY = z. Dostdvame:
2YTBTQBY — 227 Qx > 0.

Platnost poslednej nerovnosti vyplyva z kladnej semidefinitnosti matice @ = 0. Tu

sme v dokézali pomocou Cauchy-Schwarzovej nerovnosti v tvrdeni 2.3.
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Obr. 4: Zhladzovanie perturbovanej funkcie filtrom, ktory rovnomerne priemeruje 5 su-

sednych hodnot.

Druha derivacia v smere B je nezapornd, a teda skimana funkcia F', vystupujica
ako tucelova funkcia maximalizovand v (28), je v tomto smere konvexna. Maticu B
sme vSak volili lubovolne, a teda F je konvexnd vo vsetkych smeroch. Ako sme uz

spomenuli, z tohto faktu vyplyva, ze F je konvexna v A celkovo. O

Platnost predoslého tvrdenia 2.5 rieSenie robustnej optimalizacnej tlohy vystu-
pujuicej v hodnotovej funkcii (28) zna¢éne komplikuje. Hovorf to, Ze sa snazime maxima-
lizovat konvexni funkciu na konvexnom defini¢cnom obore (Tvrdenie 2.2). Takéto tiloha
nie je konvexn, a preto je len velmi tazko vSeobecne riesitelna, ked predpokladdme
spojitost mnoziny neistoty P. Preto sa zameriame hlavne na numerické rieSenia nad
jej diskrétnymi podmnozinami.

V nasledujicich podkapitolach si mnozinu P kvoli zjednoduseniu zmensime. Vy-
tvorime jej diskrétne podmnoziny, ktoré, okrem vlastnosti z definicie 2.1, budu Spl,flaﬁ
niektoré iné, presne stanovené podmienky. Takto sa nam podari tilohu zdiskretizovat

a riesit podla sposobu z diskrétneho typu neistoty v 1.3.1.

2.3 Zhladzovacie filtre

Za zhladzovacie filtre budeme povazovat také, ktoré priemeruji susedné hodnoty, ¢im

realizdcie ¢asovych radov napohlad zhladzuji. Na obrazku 4 moZeme vidiet nézorny
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priklad aplikdcie takéhoto filtra. Tieto filtre budeme zostavovat ako trojdiagondlne
matice (budeme priemerovat len tri susedné hodnoty), so si¢tom riadkov 1 a vSetkymi

hodnotami kladnymi.

2.3.1 Deterministické mnoziny

Mnozinu P matic A zostavime dvomi sposobmi. V kazdom z tychto pripadov vytvorime

1000 matic:

e Na diagonale 1083; k mimo diagonaly na oboch stranach ;9;915), pre k=1, ...,1000.
1 0 0 0
k=1 1000—k k-1 0
2.999 999 2.999
k=1 1000k
0 359 oo 0
0 0 0 1
e Na diagonale nuly. Mimo diagonaly 1038; k¥ na jednej strane, 1 — %89_’“ na druhej,
pre k =1,...,1000.
1 0 0 0
1000—k 1000—k
999 0 L= T505 0
1000—k
0 959 0 0
0 0 0 1

V prvom pripade, matica A v mnozine P je identitou pre k = 1. Postupne, ako sa
k zvysuje, diagonala klesa k nule a vyrazy po stranach sa blizia k jednej polovici.

V druhom pripade je diagonéla stéle nulova. So zvysujicim sa k, jednotka na jednej
strane diagonaly sa postupne presiiva na druht stranu.

Takymto sposobom sme vytvorili dve mnoziny P, ktoré obsahuju filtracné ma-
tice. Ide o diskrétne mnoziny, a preto na vypocet pouzijeme postup uvedeny v 1.3.1.
Pocitame v softvéri CVX a pouzivame tie isté déta ako v casti 1.2.3. Cast hodnotovej
funkcie obsahujticu stredni hodnotu nateraz pre jednoduchost vynechame. Takisto na
chvilu vynechdme parameter ¢, ktory v tomto pripade vystupuje len ako konstanta a

nezmeni celkovii ndzornost obrazkov. Budeme ho povazovat za fixny ¢ = 1.

31



50r
£60 £
8'50, 8’40’
8 8
2 40 230
<30 <
= =)
- = 20+
S 20 S
[0] ©
-;;107 2107
3 ‘ ‘ ‘ S ‘ ‘ ‘ ‘
o 200 400 600 800 1000 o 200 400 600 800 1000

Hodnota k v matici A Hodnota k v matici A

Obr. 5: Percentudlne odchylky od optiméalnej hodnoty disperzie (Klesajtica diagonéla vlavo,

Nulova diagondla s vdhami po strandch napravo)

Takymto sposobom sa pre kazdé zvolené 6 snazime najst najhorsiu moznu disperziu

cez A a nasledne ju minimalizujeme cez . Riesime tlohu:

s P Tk
o(p) = min (k max, 562 9) : (30)

ktora moze byt podla ¢asti 1.3.1 prepisand ako:

. 2
min =0
9cSN, scR 2

TR < 4, Vk=1,..., K.

V maximalizécii cez A v ilohe (28) sa jedno z ohraniceni stava aktivnym a vystupuje
v optimalnej ucelovej funkcii. Nés zaujima, aké odchylky, vzhladom na tito hodnotu v
ucelovej funkcii (v percentéch) by vznikli, ak by sa namiesto najhorsej moznej pouzila
niektord ina filtracia.
Matematicky napisané, vystupom riesenia tlohy (30) su optimélne hodnoty 0,6 a
aktivne k, pre ktoré plati:
0TS = 6. (31)

Zaroven o povazujeme za fixné, o = 1.
My chceme vediet relativnu odchylku od optima vzhladom na vSetky ostatné filtracie

danu funkciou:
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(32)

V nasom pripade nadobuda tvar:

L) — HTXTA’;TQA,;XH —0TXTATQAL X0
0TXTATQA X0
Najviac sa budeme zaujimat o to, kde st odchylky najmensie (a teda ide o maticu
v aktivnom ohranic¢eni vytvérajicu najvacsiu disperziu v datach), a kde si naopak
odchylky najvicsie (a teda ide o maticu, ktora riziko podcenuje).

Pre vsetky funkcie definované ako v (32) je zjavné, ze plati:
mkin O(k) = 0.

Jedno z ohranicen{ totiz mus{ byt aktivnym a plati prei rovnica (31).
Maximum ®(k) moze byt rozne. Nds ale budi omnoho viac zaujimat argumenty

tychto minim a maxim, ako minimé a maxima samotné. Presnejsie:
o argming®(k): toto k presne identifikuje filtracni maticu v aktivnom ohraniceni.

e argmax®(k): toto k presne identifikuje maticu s najvécsou odchylkou v disprezii

v pripade jej realizacie.

Hodnoty funkcii ®(k) vykreslime pre & = 1,...,1000 prindleziace konkrétnym fil-
tracnym maticiam Aj. Vysledky mozeme vidiet na obrézku 5, kde na horizontdlne;
osi je k, ktoré presne definuje o akd maticu A ide. Na vertikdlnych osiach je uvedena
odchylka od optimélnej hodnoty v percentéch (t.j. ®(k).100).

Aktivne ohrani¢enie musi mat odchylku nula. V lavej ¢asti obrazka 5 sa tato hodnota
nadobida pre k = 1, ¢o podla toho, ako sme definovali mnozinu P v prvom pripade,
zhladzovanie tuto disperziu znizovalo. Podobne je to v druhom pripade na obrazku
vpravo. Tam mame aktivne az dve ohranicenia. Pre £ = 0 a k = 1000. To koreSponduje
s maticami, ktoré, aZ na zanedbatelny posun dat, sa daju tiez povazovat za identity.

Zaujimavé si aj miesta, kde je odchylka najvicsia. VIavo pre k = 681, vpravo pre
k = 503. V tychto pripadoch ide o matice, ktoré, podla svojich moznosti, maju ¢o

najrovnomernejsie rozlozené vahy. V prvom pripade mame trojdiagonalnu maticu so
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vSetkymi hodnotami rovnymi priblizne %, v druhom pripade nulova diagonala okolo
ktorej najdeme dvakrat hodnotu blizko %

7 predoslych prikladov to zatial vyzerd tak, Ze najvicsia disperzia sa nadobuda
pre identitu a najmensia pre rovnomerne rozdelené data. Tento predpoklad sa teraz

pokisime overit este niekolkymi numerickymi vypoctami.

2.3.2 Nahodne generovana mnozina filtrov

Mnozinu P zostavime tak, Ze budeme generovat ndhodné trojdiagondlne matice A. Vy-
generovali sme ich 1500. Vypocitame optimaliza¢nt tlohu s diskrétnou mnozinou ne-
istoty (30) a takisto jednotlivé percentudlne odchylky od optimalnej hodnoty tcelovej
funkcie. Teraz by nds zaujimalo, ako sa tieto odchylky spravaji, ked sa matica A
vzdaluje od identity, a ako sa spravaju pri vzdalovani sa od matice s rovhomernym
rozlozenim vah. Vzdialenosti medzi maticami budeme merat pomocou maximovej normy

pre matice ||A — [, resp. ||[A — Ul|s, kde symbolom U sme oznacili trojdiagonalnu

1.

maticu s rovhomernymi vdéhami rovnymi 3:

1000 0

5330 0
1 1 1

0 3 35 3 0
1 1

00 L1 0

0000 .. 1

Maximov4 norma je pre lubovolnt maticu (nazvime napr. M) definovand ako maz(|M|1),
kde | M| je matica v absolitnej hodnote a 1 jednotkovy vektor.

V tomto pripade uz nemame ¢islo k, ktoré jednoznacne definovalo maticu Ay. Matice
boli generovane ndhodne. Tentokrat na opis konkrétnej filtracnej matice pouzijeme jej
normovi vzdialenost od identity (obr. 6 vlavo), respektive od rovnomerne rozlozenej
matice (obr. 6 vpravo). Obrazok 6 tentokrat nezobrazuje priebeh funkcie ®(k), ale
priebeh @(|| - ||»). Na obrdzku 6 vlavo si mozeme vSimnut, ze identita je maticou A v
akt{vnom ohraniceni (matica s nulovou vzdialenostou do identity sa prostrednictvom
funkcie ® zobrazuje na nulu). Ako sa tak vzdialenost blizi k ¢islu dva, ochdylky nie-

ktorych matic A op#t klesaji do nuly. To nie je ni¢ zvlistne. Maximov4 norma je
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Obr. 6: Percentudlne odchylky od optimalnej hodnoty disperzie vzhladom na vzdialenost

filtra¢nej matice A od identity (vlavo) a od trojdiagonalneho, rovnomerne rozdeleného filtra

(vpravo) v norme ||.||cc-

definovanda ako maximum zo stuctov riadkov v absoltutnej hodnote. Ak od nasej matice
odpocitavame identitu a predpokladame sucet riadkov A rovny jednej, tak maximalna
mo’na normovéa vzdialenost je rovnd dvom a nadobida sa pre matice, ktoré maji
na diagondle nulu. Medzi takéto matice patria aj permutacné matice. A ak predpo-
kladame, ze nasa A v aktivnom ohraniceni je identita I, tak v aktivnom ohraniceni
musia byt aj matice permutujice data P. PremieSanie dat totiz disperziu nezmeni.

Na obrazku 6 vpravo moZeme pozorovat, Ze ¢im sme dalej od rovhomerne rozde-
lenych filtrov, tym viac sa ucelova funkcia hodnotovej funkcie (momentélne len dis-
perzia portfélia), upravend tymito filtrami, podobd na hodnotu v optime. Aktivne
ohrani¢enie m4& matica s normovou vzdialenostou %, ¢o opit zodpovedd tomu, Ze jedna
véha sa tlaci k jednotke a ostatné k nule (t.j. identita a permutacné matice).

Naozaj, popisme si lubovolny ity riadok vyrazu |A — U| ztizeny len na diagondlne

111 12 1 121
| Ul ’<O’ 0) (3’3’3)‘ ( 373 3) (3’3’3)

Po séitani dostdvame, ze maximova normové vzdialenost medzi identotou I a rovno-

¢leny. Pre A =1 dostavame:

merne rozlozenou maticou U je:

o)
W

1
I-Ullfg==+=+=>=-.
I1- Ul = 5 +
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2.3.3 Vseobecny 2 x 2 filter

V predoslych ¢astiach sme sa pokusali ukdzat, ze pre identitu I, a takisto aj pre per-
mutacné matice, ziskavame najvicsiu disperziu dat. Takéto matice st preto stcastou
aktivnych ohraniceni tlohy (28). Spominané vypocty vSak boli velmi jednostranne
orientované. Matice A boli pre jednoduchost vytvorené len ako diskrétna podmnozina
mnoziny vSetkych matic spfﬁajﬁcich povodnt vSeobecni definiciu 2.1.

V tejto casti sa pokusime ukézat, Ze to plati aj vSeobecne. Zameriame sa na 2 x
2 matice A. Inak povedané, pre jednoduchost budeme predpokladat, Ze nase dita
obsahuji len 2 ddaje o zmenach cien akcii. Takisto budeme predpokladat, Ze rieSime
optimalizacni ulohu rozlozenia portfélia dvoch firiem. Toto zjednodusenie nam pomoze
vyjadrovat vahy pomocou jednej premennej 6 ako vektor (0,1 — ) pre 6 € (0,1).

Maticu A budeme uvaZzovat v nasledujicom tvare:

kde parametre p,q € (0,1). Takto definovand matica spiﬁa vSeobecné predpoklady z
definicie 2.1.

Nasim prvym cielom je vykreslit hodnotu uéelovej funkcie 67 X7 ATQAX 0 pre pevne
zvolené 6 € (0,1) a pre vSetky mozné kombindcie parametrov p a ¢ v ramci ich
pripustného intervalu (0,1). Ak je nés predpoklad spravny, najvyssie hodnoty sa na-
dobudnii prave pri p, g = 0 alebo p, ¢ = 1, kedy m4 matica A bud tvar identity I alebo
v oblasti rovnomerne rozlozenej matice %llT.

Na obrazku 7 sme vykreslili zavislost hodnoty ¢elovej funkcie hodnotovej funkcie od
parametrov p a q. Ako sme predpokladali, najvyssia hodnota sa nadobuda pre p,q = 0
plati, ze p = 1 — ¢q. Takéto matice A maju prvy aj druhy riadok rovnaky. Patri medzi
ne aj rovnomerne rozdelend matica %llT.

Déta pre tieto vypocty sme si ndhodne niekolkokréat vygenerovali. Vysledné obrazky
vyzerali takmer zhodne. Na obrazku 7 je uvedeny pripad konkrétne pre X; = —0.1829, 0.4502
a Xy = —0.4656, —0.0613. Taktiez nesmieme zabudaf, Ze vahu 6 sme taktiez zvolili

pevne (0 = 0.5).
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Obr. 7: Z4vislost hodnoty ti¢elovej funkcie hodnotovej funkcie od 2x2 filtra¢nej matice [p, 1—

23)

p; 1 — q, q] pre ndhodne vygenerované déta a pevne zvolené vahy (

Pre zvoleni 6 sme ukazali, ze identita I maximalizuje hodnotu tucelovej funkcie
hodnotovej funkcie, konkrétne disperziu (¢len so strednou hodnotu sme do nej opét
nezahrnuli). Teraz skisime prezriet vietky hodnoty 6. Ak by bola identita maximom
vo vSetkych pripadoch, tak aj naslednd minimalizacia cez 6 by v optime vyuzivala ako

aktivne ohranicenie prave tento filter.

Pre kazdd hodnotu € teraz vyberieme maximéalnu hodnotu cez vsetky (p, ¢) € (0,1) x
(0,1). V zmysle obrazku 7, vidy najvyssi bod. Na obrazku 8 sme zobrazili zavislost
tychto hodnot od hodnoty 6. Minimum tejto funkcie je celkovym minimom rieSeného
problému (28) bez ¢lena so strednou hodnotou pre pripad 2 x 2 filtra¢nych matic.

Maximalna hodnota pre kazdi pevne zvolenu vahu sa nadobudla pre identitu I. Na
obrazku 8 to mozno vidiet v hladkosti grafu. Mozno z toho nevidno, Ze ide konkrétne
o identitu, moézeme vsak vidief minimdlne to, Ze v rdmci celého rozpitia pre 6 bolo

aktivne stéle to isté ohranicenie. Stale t4 ista filtracna matica.
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Obr. 8: Maximélna hodnota ucelovej funkcie hodnotovej funkcie cez vsetky pripustné p a g

vzhladom na rozlozenie véh (6,1 — 6)

2.4 Filtre redukujice pocet dat

V tejto casti sa budeme zaoberat filtrami, ktoré vynechavaji data. Ide o obdlznikové

matice typu:

100 0 ... 0
001 0 ... 0
000 ... 1 O

Riesime tlohu (28). Ak by sme si z dét zobrali napriklad len kazdy 6smy idaj, mame
na vyber osem moznosti vytvorenia novych déat. Zélezi na tom, kde z 6smich pozicii
zacneme. Pouzitim vSetkych moznosti sme vytvorili 8 siborov dat. Vyuzili sme na
to 8 roznych matic A a ziskali sme tak mnozinu P, oznacme P®, ked'Ze sme zbierali
kazdy 6smy tidaj. Pre mnozinu P® mézeme vypoécitat robustni optimalizaéni tlohu
(28) podla navodu v 1.3.1.

Hodnotu 8 sme zvolili ndhodne. Rozdiel medzi pouzitim vsetkych tdajov a kazdého

osmeho si mozeme predstavit ako rozdiel medzi tym, ¢ zbierame ddta denne alebo
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Obr. 9: Posun bodu nespojitosti v druhej derivdcii hodnotovej funkcie smerom vlavo so

vzrastajucim poc¢tom preskakovanych udajov.

iba raz za nie¢o viac ako tyzden. Na jednej strane sme sa snazili pouZit ¢o najvyssiu
hodnotu, na strane druhej, tym ze optimalizacnd loha je vypocitana samostatne pre
vela hodnot ¢, vypocty st ndroéné a zabert velmi vela ¢asu. Hodnota 8 ndm prisla ako
dostatocne vysoka na to, aby dobre ilustrovala rieseny problém a zaroven dostatocne
nizka na to, aby jednotlivé vypocty zbehli v rozumnom ¢ase. Dielikovanie pre ¢ sme

volili rovné hodnote 0,1.

Podobne, ako pre P8, sme vypocitali tilohy pre P, P2, ... P7. Kvoli ndro¢nosti vypoctov
pouzivame ceny akcif uz len 10 firiem uvedenych v popise obrazka 12. Opit pocitame
pomocou CVX a znézornime druhé derivacie hodnotovych funkcii. Kvoli jednoduchse;j
prehladnosti, vykreslime len hodnoty pre posuny 1, 4 a 8.

Na obrazku 9 mozeme vidiet, Ze so zvySujicim sa mnozstvom preskocenych tidajov,
sa ndm body nespojitosti v druhej derivécii hodnotovej funkcie postivaji vlavo. Inymi
slovami, uz pri nizsich hodnotdch ¢ sa za¢inaji do portfélia pridavat nové akcie. To

mozno vidiet na obazku 10.
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Obr. 10: Zmena portfélia 10 nemeckych firiem pri zmene zberu dat. Lagl-plna ciara;
Lag8-prerusovand Ciara. Mesatné data si z obdobia rokov 2008-2015. Oznacenie pouzitych
spolo¢nosti: 1. SOBA.F 2. AEC1.F 3. BCO.F 4. XONA.F 5. GEC.F 6. HWP.F 7. INL.F 8.
JNJ.F 9. MDO.F 10. DWD.F
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Obr. 11: Pocet preskocenych udajov.

8 10 12

Obr. 12: 1. SOBA.F 2. AECL.F 3. BCO.F 4. XONA.F 5. GEC.F 6. HWP.F 7. INL.F 8.
JNJ.F 9. MDO.F 10. DWD.F za roky 2008-2015.
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Moze to stvisief s mohutnostou mnozin P*. Cim viac matic obsahujd, tym viac
moznosti vybrat takd, ktord vyrazne zvysi disperziu. Dalsou moznostou je také vysvet-
lenie, ze ¢im viac dat preskocime, tym su susedné hodnoty menej korelované. Autoko-
reldcia casového radu so vzdialenostou ¢clenov klesd. Susedné udaje teda pri velkych
preskoceniach takmer vobec spolu nesuvisia (su nezavislé), a teda vytvéraji vicsiu
disperziu. To, ze to plati, a ze naozaj plati, ze ¢cim viac udaje podelime, tym vacsiu

disperziu moZeme ocakdvat, si ukdzeme na nasledujicom priklade.

Tentokrat vytvorime jednu velkd mnozinu P = Ule P a vypo&itame pomocou
CVX.

Na obrdzku 11 moéZzeme vidiet, Ze nech bolo ¢ akékolvek, pocet preskocenych dat v
aktivnom ohraniceni sa drzi nad hodnotou 5. Inak povedané, maximalna disperzia cez
A sa nadobudala pre matice vynechavajice vacsie mnozstvo dat.

Pre stvorcové matice z predoslej sekcii 2.3 mozno platilo, ze identita je filter, ktory
vytvara najvacsiu disperziu dat, vSeobecne to vsSak neplati. Na obrazku 12 mozeme
vidiet rozloZenie vah tohto portfélia.

V pripade, ze by sme riesili cely problém do konca (t.j. riesili HJB rovnicu) a
zaujimalo by nés rozloZenie vdh vzhladom na aktudlnu hodnotu portfélia v case,
vysledny graf by bol velmi podobny. Na svedomi to ma obvykly tvar vyslednej funkcie
©(x,t), ktord je rastica a rydzomonoténna. Na obrazku 12 sa to prejavi len hori-

zontalnym zuzenim alebo roztiahnutim niektorych casti.
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3 Synchronizacia dat

V predoslych kapitoldch sme opisali problematiku hodnotovej funkcie, dokézali niekolko
jej vlastnosti a na prikladoch demonstrovali jej spravanie v pripadoch robustnej obmeny
pomocou takzvanych filtrdcii. Tie sme volili bud ako déta zhladzujice alebo déita
redukujiice matice. V tejto ¢asti sa blizsie pozrieme na moznu aplikdciu na finanénom
trhu. Uvedieme niekolko moznych pouziti a tie ndsledne porovname. Takisto zavedieme
indikdtor (nazvime ), ktorym sa pokusime vyjadrit efektivitu portfélia ako funkciu
od vstupného parametra .

Pre riesenie optimalizacnej tlohy nad portféliom aktiv st potrebné historické tdaje
cien. Kazdy z nasich ¢asovych radov X* obsahoval n zédznamov o vynose toho daného
aktiva. Vo vseobecnosti sa vSak tieto diiky rovnat nemusia. Problém moze nastaf
napriklad vtedy, ak pre jednotlivé akcie v portféliu ¢erpame déata z roznych zdrojov.
Jeden poskytovatel moze zverejiiovat ceny raz za dei, niekto iny, pre inti akciu, aj kazdi
hodinu. My vsak potrebujeme ceny aktiv vycislené k rovnakym ¢asovym okamihom.

Jeden zo sposobov, ako tento stilad v ddtach dosiahnut, je pouZitie len tych ¢asovych
okamihov, v ktorych mame zaznam o cene pre vsetky aktiva sicasne. Tento pristup

zvolime ako zakladny a s nim porovname metodu, pri ktorej pouzijeme filtrovanie dat.

3.1 Redukovanie dat zhladenim

Ako zdklad pre nasledujice vypocty pouzijeme rovnaké data ako v kapitole 2 v casti
2.4. Pracujeme s cenami akcii desiatich spolo¢nosti nemeckého indexu DAX30, ktoré si
uvedené v popise obrazku 10. Z mesacénych cien za obdobie rokov 2008 az 2015 sme si
vypocitali kovarianéni maticu a ocakavané vynosy. Na ich zédklade sme si vygenerovali
vlastné denné data. Sposob ich vypoctu uvadzame v prilohe A. Pre tento pristup sme
sa rozhodli preto, aby sme mohli mat k dispozicii ceny akcii pre akykolvek vopred
zvoleny casovy interval.

Pouzivame denné data za jeden kalendarny rok. Situdciu teraz trochu skompliku-
jeme. Aby sme dosiahli nestilad v casovych intervaloch zberu dat, pre prvych 5 firiem

v zozname pouzijeme len kazdy druhy udaj, a teda hodnoty akcii za kazdy druhy den.
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Problém nastava v tom, ze v sade prvych 5 aktiv médme o polovicu menej udajov.
Kazdému idaju ako keby prislichali az dva zaznamy v druhej sade. T potrebujeme
zredukovat. Urobime to na zéklade vdZeného priemerovania dvoch susednych déat do
jedného. Robustnost tlohy, a teda celkovo vytvaranie mnoziny neistoty P, bude stivisiet

s hladanim najhorsej moZnej kombindcie vzhladom na parameter p. Matice A € P budui

mat tvar:
1—p p 0 0 0
0 0 1—-p »p 0
0O 0 0 . 1—p p
kde p € (0,1).

Tieto matice s rozmerom 7 X n upravia dizku sady s dennymi datami na polovicu,
tak aby sa dala pouZitf vo vypoctoch spolu so sadou dat s hodnotami len za kazdy druhy
den. V urcitom zmysle ide o kombinéciu sposobov filtrovania spomenutych v kapitole
2. Jednak matice A nie st stvorcové, ¢ize dojde k redukeii poctu, a jednak tieto matice
susedné hodnoty zhladzuju.

Kvoli diskretizacii problému, mnozinu P naplnime takymi maticami A, v ktorych
parameter p postupne prejde cely interval (0, 1). Dielik volime rovny 0.01. Vysledna
mnozina P pozostdva zo 101 matic A. Riesime robustnu tlohu (28). Pouzijeme sposob
pre diskrétnu mnozinu neistoty z casti 1.3.1.

Este pred samotnym vypoctom, je potrebné povedat, Ze déta, s ktorymi pracujeme
s ceny akcii. Filtracné matice sa vSak neaplikuju priamo na ne, ale na ich vynosy.
Okrem tejto upravy je potrebnda este jedna. Dve sady dat spociatku nie su rovnako
velké. Casové rady sa upravia na rovnaki dizku az po ich filtrovani. Okrem toho po-
trebujeme filtrovat len ¢ast dat. Do standardnej tilohy (28) vsak vstupuju vetky data
stucasne. Z toho dovodu je potrebné vynosy vypocitané z dvojdennych dat trochu upra-
vit. Konkrétne tak, aby ich filter nijak neovplyviioval. Takymto sposobom budd moct
do tlohy vstupovat spolu s ddtami, ktoré filtrovat chceme.

Pozadovany efekt dosiahneme tak, ze dvojdenné vynosy zduplikujeme tak, aby ich
prendsobenie vahami p a (1 —p) nakombinovalo do rovnakého ¢isla. Na kratky cas teda

budeme mat vsetky déta rozmeru n. Po aplikovani filtra n — 5.
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Obr. 13: Posun bodu nespojitosti v druhej derivécii hodnotovej funkcie smerom vlavo pri

pouziti redukovania dat pomocou zhladzovacich filtrov.

Posledna pripomienka pred samotnym vypoctom sa tyka skdlovania. Tym, Ze ne-
pracujeme s datami zbieranymi za rovnako dlhé ¢asové obdobia, nesmieme zabudat
na prepocitavanie vynosov a variancii na jednu, vopred dohodnutt, ¢asovu jednotku.
My teraz, ako aj vo vSetkych vypoctoch doteraz, prepocitavame vysledné hodnoty na

roénu bazu.

Na obrazku 13 mozeme vidiet, Ze druh4 derivacia hodnotovej funkcie, v pripade zhla-
dzovania, je posunuté oproti standardnému vypoctu viac dolava. Znamena to to, Ze do
portfélia vstupuje viac aktiv uz pri mensich hodnotach averzie voci riziku reprezento-
vanych parametrom . Model je konzervativnejsi vzhladom na to, Ze sme v kazdom
bode minimalizdcie cez 6 hladali najhorSie mozné navéazenie (p, (1 — p)) susednych
vynosov. Pod standardnym pristupom sme rozumeli sposob, v ktorom sme ceny akcii
zobrali len v tych okamihoch, kedy boli dostupné pre obidve sady dat. Pracovali sme

teda s dvojdennymi vynosmi 10 spolo¢nosti.
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3.2 Analyza odchylok

Podobne ako v kapitole 2, pre kazdé ¢ nds budid zaujimaf najviicSie a najmensie
odchylky disperzii v ucelovej funkcii v pripade, ze by sa v skutoc¢nosti zrealizovala
ind, ako nami zvolena, maticou A v aktivnom ohrani¢eni definovand, disperzia. Mate-

maticky zapisané, hladdme funkcie:

(o) — (éTXTAT@(@)@z&@@))XéT —éTXTAf<p>QA<p>XéT> (33
e OTXTAT (p())QA(p () X O |
a takisto:
9(0) — min (9TXTAT(ﬁ(sD})QA(ﬁ(w))X9T - éTXTAf(za)QA(zo)XéT) e
el OTXTAT (p())QA(p () X0

kde p(¢) je parameter, ktory presne definuje maticu v aktivnom ohranic¢eni A(p(y)).

Pre kazdé ¢ tak zistime, ako najviac by sme sa mohli zmylit v odhadovani disperzie
portfélia v pripade, Ze by sa zrealizoval niektory iny scenar. Tito informéciu poskytne
funkcia ®!.

Vzhladom na to, Ze aspon jedno ohrani¢enie musi byt aktivne, funkcia ®2 by mala
byt celd nulova. Tu nds bude skor zaujimat argument tohto minima. V tomto pripade
parameter p presne definuje konkrétnu maticu A = A(p). To p, ktoré minimalizuje ®2
nam poskytuje presnu informéaciu o matici A v aktivnom ohraniceni.

Na obrazku 14 moZzeme vidiet, Ze pre ¢ medzi hodnotami 7 a 8 sa realizuji najmensie
odchylky. Z tvaru funkcie ®! mozeme ustdit, Ze v pripade volenia investorovej averzie
voéi riziku tak, aby ¢ bolo z tohto intervalu, moZeme ocakdvat najmenej neocakdvanych
vychyliek v optimalizaciou odhadovanej disperzii. Variacia disperzii cez mnozinu P je

tu najuzsia.

Teraz sa pozrime na argumenty minima minimalizovanej funkcie v optimalizacne;j
tilohe ®2. Tie sme numericky vypocitali a zistili, Ze vzdy sa jednd o matice A € P
vytvorené pomocou hodnot p = 0 alebo p = 1. Inak povedané, disperziu v datach
maximalizovalo iplné vypustenie jedného z dvoch tdajov v kazdom pare.

Na obrazku 15 sme vykreslili odchylky od disperzie v optime vzhladom na disperziu

poskytnuti maticami A pre hodnoty p = 0 a p = 1. Tieto krivky nie st ni¢ iné ako
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Obr. 14: Maximélna odchylka disperzie portfélia od optimalnej disperzie definovand vztahom
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Obr. 15: Odchylka disperzie portfélia od disperzie v optime, v pripade, ze by sa zrealizovala

matica A € Pprep=0alebop=1.
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Obr. 16: Odchylka disperzie portfélia od disperzie v optime zdvisla od vstupného ¢ a p.

funkcia ®!, ktord upravime tak, Ze namiesto maximalizdcie cez p, priamo dosadime
najprv p = 0 a potom p = 1.

Vidime, ze najprv je maticou v aktivnom ohraniceni A pre p = 1. Pre ¢ vicsie ako
priblizne hodnota 4 sa vsak situdcia meni. Maticou v aktivnom ohraniceni sa stava A

pre p = 0.

Zaoberali sme sa maximalnymi a minimalnymi odchylkami. Vzhladom vSak na to, Ze
tieto odchylky zavisia len od dvoch parametrov ¢ a p, mozeme, len pre lepsiu predstavu,
vykreslit aj 3D obrazok. To sme urobili v obrdzku 16.

Ak si ho poriadne prezrieme, na obrazku 14 je zobrazeny pomyselny chrbat 3D
vizualizdcie z obrazku 16 vlavo. Obrazok 15 zobrazuje boéné hranice pre p = 0 alebo
p = 1 a ¢ volné. Vpravo je ndhlad zhora, kde najtmavsie modré casti signalizuji
parametre p vytvéarajice aktivne ohrani¢enia v robustnej optimalizaénej tlohe (28).
Je pekne vidno, ako sa vdhy p prestivaji z jednej strany na druhd v momente, ked ¢

prechadza hodnotami blizkymi ¢islu 4.

3.3 Ukazovatel x

Teraz sa pozrime na to, aki uzitoéni informdciu pre investora by sme mohli ¢erpat z

predoslych vypoctov.
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Obr. 17: Ocakdvany vynos portfélia v zavislosti od optimélnych vah 6 = é(cp)

Vi&csi natlak na minimalizéciu volatility portfélia, a teda jeho celkovej rizikovosti,
mé& svoju cenu vo forme nizsich ocakavanych vynosov. Naozaj, zatial ¢o disperzie pri
rasticom ¢ klesaju, klesaji aj zisky realizované za predpokladu, ze portfélio sa bude
vyvijat tak, ako sme odhadli. Priebeh ocakdvanych vynosov portfélia vzhladom na
optimélne rozlozenie vah 6 = é(gp), ako funkcie od ¢, mozno n4jst na obrdzku 17.

Dolezitou tlohou pre investora je zvolit svoju averziu voéi riziku, ktora je reprezen-
tovana parametrom ¢, dostato¢ne vysoku, aby jeho investicie neboli prilis rizikové, no
zaroven dostatocne nizku, aby jeho ocakavany zisk nebol prilis maly. My sa pokiisime
vytvorit vlastny ukazovatel s, ktory tieto aspekty rozhodovania zohladni a pontikne

rozumné rady pre volbu ¢. Definujeme ho ako:

w(p) = 0" p (max (éTXTAT(ﬁ(‘P})QA(ﬁ(w))X 07 — 0TXTAT(p)QA()X éT) ) -
pe(0,1) 0T XTAT (p(0))QA(p(p)) X T )

¢o sa d4 jednoduchsie napisat ako:

~

o) = % (35)

Vytvorime zlomok, kde v citateli bude ocakdvany vynos a v menovateli maximalna
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Obr. 18: Pomer ocakavaného vynosu a maximélnej moznej odchylky v disperzii v zavislosti

od .

mozna odchylka v pripade, Zze sme disperziu dat odhadli chybne. Pre tento podiel plati,
7e ¢im ma vyssiu hodnotu, tym lepsie. Naozaj, ¢itatel chceme ¢o najvicsi, pretoze obsa-
huje ocakdvany vynos. Na druhej strane, menovatel chceme ¢o najmensi, aby rozpéitie
turbulencii v disperzii cez vSetky matice A € P bolo ¢o najmensie. Této poziadavka
celkové k opit zvacsi.

Teraz uz len staci funkciu k() vykreslit a néjst jej maximum. Konkrétne ¢, vystu-
pujiice ako argument maxima, je nasim odportic¢anim pre volbu optimélnej averzie voci
riziku. Graf k() mozno ndjst na obrdzku 18. Optimdlne ¢ vyslo v hodnote priblizne

©="17.3.

3.4 Mozné rozsirenia

V sekcii 3.1 sme opisali pripad, kedy pre urcitu skupinu aktiv ndm chybal kazdy druhy
udaj. To sme vyriesili zredukovanim poc¢tu dat v ostatnych aktivach za pomoci vazeného
priemerovania susednych dvoch vynosov. Vo vieobecnosti vsak dit moze chybat viac.

V takych pripadoch je rozlozenie vah vypoctovo naroc¢nejsie. Numericky sa nam vsak
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potvrdilo (teraz, ako aj v kapitole 2), Zze maximdlna disperzia sa nadobida vyluéne
pre také vahy, kedy sa jedna rovna jednotke a ostatné su nulové. Tento fakt vyznamne
zjednodusuje vypocty. Staci ndm totiz pouzit len filtre redukujiice déta z podkapitoly
2.4, pricom dostaneme rovnaké vysledky, ako keby sme sa snazili nad datami pri filtracii

rozkladat aj nejednotkové vahy.
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Zaver

V kapitole 1 sme zhrnuli dostupnu literatiru o rieSeni Hamilton-Jacobi-Bellmanovej
rovnice pomocou Riccatiho transformacie, definovali vsetky potrebné pojmy a naznacili,
ako funguje robustna optimalizacia. Definicie, tvrdenia a celkovo, formulaciu problému,
sme prebrali z ¢lanku Kilianovej a Sevcovica [7]. Jednotlivé robustné transformécie
vychddzali z nadvizujiceho ¢ldnku Kilianovej a Trnovskej [8]. Prva cast tejto kapitoly
slizila len ako nahlad do problematiky, ktorej sicastou je aj samotnd hodnotové fun-
kcia, o ktorej je zvysok prace. V druhej ¢asti kapitoly 1 sme rozoberali mozné robustné
varidcie, ktoré maju za tilohu zneistif vyber spravnych vstupnych parametrov.

V kapitole 2 sme navrhli vlastny sposob obmeny hodnotovej funkcie na robustnu
pomocou takzvanych filtracnych matic, ktoré sme si zadefinovali v definicii 2.1. Uloha
28, ktora vznikla, nebola trividlna a vyriesit ju vSeobecne je velmi ndro¢né.

Pred samotnym riesenim sme dokdzali platnost niekolkych vlastnosti. Ukézali sme,
ze tloha (28) je konvexnd v parametri #, premennej A a mnozina P, obsahujica matice
A, je v zmysle jej definicie tiez konvexnd. Napriek tomu ide o problém, ktory celkovo
konvexny nie je. Komplikédcie sposobuje to, zZe sa snazime maximalizovat konvexnt
funkciu na konvexnej mnozine. Toto uz konvexné nie je.

V d'algich castiach kapitoly 2 sme sa preto obmedzili na numerické vypocty, v ktorych
sme si mnozinu P zjednodusili. Vytvorili sme si jej diskrétne podmnoziny.

Najprv sme sa zamerali na trojdiagonalne matice A, kladné, so suc¢tom riadkov
rovnym jednej. Ukdzalo sa, Zze bez ohladu na to, aky sposob sme pri vybere tychto
matic zvolili, maximalna disperzia sa nadobudala stale pre povodné nefiltrované data.
Najmensiu disperziu mozeme pozorovat v pripadoch, ked st hodnoty v riadkoch roz-
delené rovnomerne, a teda vSetky su rovnaké.

Neskor sme sa zaoberali obdiinikovymi maticami A, ktoré pévodné data redukovali,
vynechdvali niektoré idaje. Cim viac tdajov sme preskakovali, tym vicsie disperzie
vznikali. To sivisi s mohutnostou mnozin P, ktord rastla imerne s rastom dohod-
nutého poctu preskakovanych dat. Mali sme totiz viac moznosti na vytvaranie ma-
tic A. Dalsfm moznym vysvetlenim je fakt, ze pre velké preskocenia uz data daného
konrétneho ¢asového radu spolu takmer vobec nesivisia (podobaji sa bielemu sumu),

a teda ich disperzia rastie.
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Rast v disperzii sme mohli pozorovat aj na spravani hodnotovej funkcie. Jej jednot-
livé body nespojitosti sa pohybovali smerom vlavo. Kilianova a Sevéovic v [7] poukézali
na to, ze toto spravanie indikuje skorsie zapajanie aktiv do portfélia. Investor je celkovo
konzervativnejsi. Spominané body nespojitosti indikovali konkrétne ¢, pri ktorych sa
zlozenie portfélia menilo.

V poslednej kapitole sme sa snazili vymysliet sposob, ktorym by sa robustna obmena
optimalizacnej tlohy (28) dala pouzit na finanénom trhu. Zhladzovanie a vynechévanie
dét sa moze hodit v pripadoch, ked ceny aktiv nie si k dispozicii v rovnakych ¢asovych
intervaloch alebo rovnako ¢asto. Takéto data treba zosynchronizovat. V rdmci tohto
kroku sa stretdvame s tym, Ze niektoré ¢asové rady musime preriedit. Niektoré tdaje
by sme mohli jednoducho vyhodit. Bolo by ich vSak §koda. Stratili by sme informécie,
ktoré sme dostali zadarmo. Aby sme tomu zabranili, pouzili sme filtracné matice, ktoré
susedné data nemazali, ale konvexne kombinovali.

Po vyriesen{ tilohy (28) sme sa zacali viac zaujimat o vysledné vlastnosti vzhladom
na parameter ¢. Vsimli sme si, ze maximalna odchylka disperzie od disperzie portfélia
v optime, vzhladom na celi mnoZinu neistoty P a parameter ¢, vyzera ako konvexna
mnozina s minimom v rozumnych hodnotach pre ¢. Z toho dovodu sme navrhli in-
dikdtor, ktory by mal pomoct volit najrozumnejsie ¢ symbolizujice investorovu aver-
ziu voci riziku. Nazvali sme ho k a vyjadruje pomer medzi ocakavanym vynosom a
maximéalnou odchylkou v disperzii v pripade, ze by sa realizovala niektord ina filtracna
matica A € P ako td, ktori sme predpokladali. Zo samotnej struktiry indikatora
vyplyva, ze ¢im je vyssi, tym lepsie. Ak sa nan pozrieme ako na funkciu k = k(p), tak

argument jej maxima povazujeme za rozumnu volbu parametra (.
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Priloha A

Generovanie dat

e 7 redlnych cien akcif si vypocitame kovarianéni maticu S a vektor ocakavanych
vynosov . Na ich zéklade vymodelujeme nové data pomocou generovania z

normalneho normovaného rozdelenia N (0, 1).

e Dielik dt vyjadruje tmernd cast dia ako ¢asto chceme generovat novi cenu.

Generujeme teda é—kré,t denne.

e Funkciu sme naprogramovali v matlabe:

function [akcie] = ceny akecii (dt) %1/dt krat denne generujeme data

F=10;
data=xlsread('DA¥X.x1s', "Ceny"', 'B3:K96") ;
vynosy=diff (log(data));

5=1/22%cov (vynosy) ;

mu=1/22%mean (vynosy) ';
sgrtS=chol (5, 'lower');
vyvoj=zeros (F, (1/dt) *26l);
vyvoj(:,1)=data(l,:}";

for i=2:261*(1/dt)
vyvo] (:,1)=vyvo]l(:,1-1) + wyvoj(:,1-1)
end

akcis=vyvo]l'; Svys]
end
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