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Abstrakt

BUCEK, Tomas: Ocenovanie opcii zavislych od cesty pomocou Monte Carlo metod
[Diplomova pracal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fy-
ziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; gkolitel: Mgr. Jan
Komadel, Bratislava, 2018, 96 s.

V tejto praci sa zaoberame ocenovanim opcii zavislych od cesty pomocou Monte
Carlo metod so zameranim na azijské opcie. Najskor uvadzame zakladni metdédu
Monte Carlo. Predstavujeme taktiez model pre cenu akcie - geometricky Brownov
pohyb, ktory je zauzivanym modelom vo svete finan¢nictva. Tento model nam po-
skytuje predpoklad o pravdepodobnostnom rozdeleni vynosu z ceny akcie, ktory
je potrebny pre aplikdciu Monte Carlo metod. balej popisujeme metody redukcie
variancie a teda spresnenia odhadu touto metoédou.

Najskor uvadzame metoédu kontrolnych ndhodnych premennych a metédu pro-
tikladnych ndhodnych premennych. Navrhujeme taktiez moznt modifikaciu metody
protikladnych nahodnych premennych, ktora prispieva ku dalSiemu spresneniu od-
hadu. Empirickymi testami zistujeme aj podmienky efektivnosti metoédy protiklad-
nych nahodnych premennych a nami navrhovanych modifikacii.

f)alej popisujeme fungovanie a aplikidcie metéd redukcie variancie, ktoré zni-
zuju varianciu odhadu pomocou zmeny spdsobu vzorkovania. Z tychto metéd uva-
dzame metodu vrstveného vzorkovania a vzorkovanie podla dolezitosti. Pri vzorko-
vani podla dolezitosti taktiez skimame vplyvy parametrov opcie na hodnotu korena
rovnice vystupujicej v tejto metode.

V poslednej kapitole sa venujeme porovnavaniu uvedenych metéd a ich modifi-
kécii na azijskych opciach s obycajnou metédou Monte Carlo. Venujeme sa taktiez
celkovym porovnaniam presnosti a konvergencie tychto metod na azijskych kupnych

opciach s fixnou realiza¢nou cenou, vyuzivajucich aritmeticky priemer.

Krlucové slova: Geometricky Brownov pohyb, Ocefiovanie opcii, Azijské opcie,

Monte Carlo, Metody redukcie variancie



Abstract

BUCEK, Tomas: Pricing path-dependent options using Monte Carlo methods [Dip-
loma Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics
and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor:

Mgr. Jan Komadel, Bratislava, 2018, 96p.

In our work we investigate pricing path-dependent options using Monte Carlo
methods, focusing on Asian options. At first we present basic Monte Carlo method.
We also introduce geometric Brownian motion which is model for stock price, widely
used in financial world. This model provides us with assumption for probability
distribution of yield of stock price, which is crucial for application of Monte Carlo
methods. Further we present variance reduction methods that reduce the variance
of estimated price of option and therefore provide better accuracy.

First we describe control variate method and antithetic variate method. We
propose potential modifications to the antithetic variate method, which provide
further improvement of accuracy of the estimate. By empirical tests we determine
conditions of effectiveness of this method and proposed modifications.

Further, we describe the idea and applications of variance reduction methods,
which reduce variance through changing means of sampling. From these types of
methods we describe stratified sampling and importance sampling. For importance
sampling we also explore effects of option parameters on value of root of equation
arising in this method.

In last chapter, we address comparing mentioned methods to crude Monte Carlo
method. We also present overall comparison of accuracy and convergence of these

methods on fixed strike call Asian options using arithmetic average.

Keywords: Geometric Brownian motion, Option pricing, Asian options, Monte

Carlo, Variance reduction
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Uvod

Kontrakty podobné opcidm sa obchodovali uz v staroveku. Ich histéria siaha uz
do starovekého Grécka, kedy Thales z Milétu vyuzil kontrakt tohto typu na profit
z moznosti vyuzit lisy na olivy. Od vtedy uz presla dlha doba a opcie sa zacali
vypisovat aj na akcie firiem. V tomto smere bola prevratnym momentom publikécia
dizerta¢nej prace Louisa Bacheliera [1], v ktorej popisal Brownov pohyb ako model
pre cenu akcie. V dnesnej dobe sa pouziva Brownov pohyb na modelovanie logaritmu
ceny akcie, ni¢ menej tento model nam stéle dava predpoklad o pravdepodobnostnom

rozdeleni ceny akcie.

Tento fakt je dolezity pre aplikaciu metod Monte Carlo [6],[4], v ktorych potrebu-
jeme mat predpoklad o pravdepodobnostnom rozdeleni hodnoty, alebo argumentu
funkcie, ktorej strednii hodnotu sa snazime odhadnut. Aplikiacie tejto metody s
vyuZite[né nielen vo finan¢énej matematike, ale napriklad aj vo fyzike. Ideou tejto
metody je opakované ndhodné vybratie hodnoty z daného rozdelenia a nasledny vy-
pocet priemeru. Takto vieme s dostatoénym poc¢tom opakovani odhadnit o¢akévani
hodnotu danej premennej. Konvergencia tejto metody vSak nie je dostatocne rychla
a dosiahnutie presnych odhadov si ziada vysoky pocet realizécii daného rozdelenia.
Snahou metod, ktoré popisujeme a navrhujeme v nasej praci je znizit kolisavost
odhadov tymito metédami. Na dosiahnutie ziadanej presnosti odhadu teda potre-
bujeme mensi pocet realizacii, ¢o modze byt vyhodné aj z ¢asového hladiska.

V prvej kapitole uvedieme niektoré pojmy suvisiace s opciami a popisujeme aj
geometricky Brownov pohyb ako model pre cenu akcie. V dalsej popiseme ako fun-
guje obycajnéd Monte Carlo metdéda a overime ju na ocenovani najjednoduchsieho
typu opcii. V tretej kapitole postupne predstavime rozne metody znizujice kolisavost

odhadu touto metoédou. Ich aplikaciu a funkénost tiez znazornime na najjednoduch-

11



12 UVOD

Som type opcii. V nasledujtcej kapitole sa budeme venovat uz priamym aplikidciam
tychto metod na opcie zavislé od cesty, konkrétne azijské opcie s aritmetickym prie-
merom. Uvedieme taktiez parcialnu diferencialnu rovnicu na ocenovanie tohto typu
opcii, ktorej numerické riesenie budeme povazovat, z déovodu nedostatku trhovych
dat, za ich skuto¢nii cenu. V poslednej kapitole sa budeme venovat porovnaniu uve-

denych metod s obycajnou metoédou a taktiez ich vzajomnému porovnaniu.



Kapitola 1

Zavedenie pojmov

V tejto préaci sa budeme zaoberat ocenovanim financénych derivatov zvanych opcie.

Tie pre kupujiceho predstavuju pravo kupit alebo predat podkladové aktivum (naj-

Castejsie akciu firmy) za dand cenu vo vopred stanoveny déatum. Délezité pojmy

suvisiace s opciami su:

Podkladové aktivum - komodita, na ktorej predaj alebo kipu dava opcia

kupujicemu préavo, nie vSak povinnost.

Maturita - datum, kedy mé majitel opcie moZnost uplatnit pravo, ktoré mu

opcia poskytuje. Vo vSeobecnosti sa oznacuje ako 7'

Realiza¢na cena (Strike price) - cena, za ktori méa majitel opcie pravo kapit

alebo predat podkladové aktivum. Zvac¢sa sa oznacuje pismenom K.

Kiupna opcia (Call) - takto ozna¢ujeme typ opcie, ktory predstavuje préavo

kuapit podkladové aktivum.

Predajna opcia (Put) - typ opcie, ktory dava majitelovi pravo predat pod-

kladové aktivum.

Bezrizikova tirokova miera - miera vynosu bezrizikovej investicie. Najcas-

tejsie sa odhaduje ako vynos 3-mesa¢nych statnych dlhopisov.

Vyplatna funkcia (Payoff) - funkcia, ktora predstavuje momentélnu hodnotu

opcie pre jej vlastnika. V case maturity 7' ma tvar
max (St — K,0), (1.1)

13



14 KAPITOLA 1. ZAVEDENIE POJMOV

pre call opciu a

max (K — S7,0), (1.2)
pre put opciu.

Pre call opciu méa vyplatna funkcia zmieneny tvar, pretoze ak cena podkla-
dového aktiva v ¢ase maturity S bude mensia ako strike price K, tak sa
majitelovi opcie neoplati uplatnit pravo na kupu. Na druhej strane ak Sr
bude vyssia ako K, mdze pravo uplatnit, kapit podkladové aktivum za K a
v okamihu ho predat za Sr. Jeho zisk teda bude mat hodnotu Sy — K. Pre
put opciu to plati opacne. Tieto payoft funkcie v8ak platia len pri vanilkovych

opciach eurépskeho typu.

e Arbitraz - nazyvana aj arbitrdzna prilezitost je situacia na trhu, kedy je

mozné mat z urcitej stratégie okamzity, kladny zisk bez rizika.

e Vanilkové opcie - najjednoduchsi typ opcii, ktorych vyplatné funkcie zavisia
vyhradne od ceny podkladového aktiva v case maturity. Nevyznacuju sa teda

nijakymi Specialnymi vlastnostami.

e Exotické opcie - opcie, ktorych vyplatné funkcie maju komplexnejsie argu-

menty. Prikladom takychto opcii mézu byt opcie zavislé od cesty:

— Azijské opcie - ich vyplatna funkcia ma ako argument priemer ceny pod-

kladového aktiva od vypisania opcie az po jej maturitu.

— Banriérové opcie - tieto opcie vyplatia stanovenii hodnotu ak pocas obdo-
bia do maturity cena podkladového aktiva prekro¢i nejaki hranicu, alebo

prave naopak, moézu v tom momente prestat existovat.

Model ceny akcie

V roku 1827 8kotsky botanik Robert Brown pozoroval opakovane pod mikroskopom
pohyb pelovych zrniek na hladine vody. Nasledne opakoval pozorovanie aj s anorga-
nickymi ¢asticami ¢im vylucil, ze spominany pohyb by stivisel so zivotom. Na pracu

pana Browna nadviazal Louis Bachelier vo svojej dizerta¢nej préci 1], kde pouzil



15

Brownov pohyb ako model pre cenu akcie. Dnes sa Brownov pohyb vo velkej miere
pouziva, nie vSak ako model pre cenu akcie, ale pre jej logaritmus.

Brownov pohyb je teda stochasticky proces tvaru
Xy = ut + oWy, (1.3)
kde W; je tzv. Wienerov proces, ktory ma nasledovné charakteristiky:
1. Wy =0,
2. Wy ma spojité trajektorie s pravdepodobnostou 1,

3. W; méa normalne rozdelenie so strednou hodnotou 0 a disperziou ¢, znac¢ime

Wt ~ N(07t>7

4. ma nezavislé prirastky, teda Wy, (Wi, — Wy,), ..., (Wi, — Wy, _,) st nezévislé

VO<t <ty, <. <ty <ty

Geometricky Brownov pohyb, ktorym sa najcastejsie modeluje cena akcii ma

tvar

Y, = Y x ettt (1.4)

Vo finanénej matematike sa ¢asto vychadza z predpokladu, Ze cena akcii spliia

stochasticku diferenciadlnu rovnicu
dSt == /,LStdt + UWt.

Pokial vSak mienime oceniovat derivaty akcii v rizikovo neutralnej pravdepo-
dobnosti, nahradza sa tzv. drift p bezrizikovou drokovou mierou r. Stochasticki

diferencialna rovnica pre cenu akcie mé potom tvar

dSt == TStdt + O'Wt. (15)

RieSenim tejto rovnice je prave geometricky Brownov pohyb, ktory ma tvar
2\ troW,
S; = Sy x (1= )+ Y (1.6)

kde Sy je aktudlna cena akcie a o je volatilita akcie. Alternativne sa da (1.6) napisat

S, o?
lnS—;: (r—;)t%—aWb

aj nasledovne
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odkial vidime, Ze logaritmicky vynos akcie od dnes do ¢asu t mé podla vlastnosti
Wienerovho procesu normélne rozdelenie so strednou hodnotou <T — §> t a disper-
ziou o’t.

KedZe presni hodnotu volatility akcie nepozname, tak sa zvykne odhadovat ako
vyberovi smerodajné odchylka z historickych dat. Data by nemali siahat prilis do
minulosti, pretoze tie informacie nemaju vysoku vypovedni hodnotu o buducnosti,
ale nemali by byt taktiez velmi chudobné, aby nebola informéacia znova skreslené.

V tejto praci budu pre nas dolezité prave predpoklady o pravdepodobnostnom
rozdeleni prirastkov ceny akcie. Existuje vSak aj odlisny postup, s ktorym prisli
Fisher Black a Myron Scholes v [2]. Ti za ur¢itych predpokladov odvodili z (1.4)
parcialnu diferencialnu rovnicu pre cenu derivatu, ktorého vyplatna funkcia zavisi

len od konec¢nej ceny akcie. Této rovnica mé nasledovny tvar:

oV 1, ,0%V oV
- e - — 1.
5 —I—20 S 532 +7“Sas rV =0, (1.7)

kde V(S,t) predstavuje cenu derivatu.
RieSenie rovnice (1.7) explicitne pozname pre rozne derivaty, od ktorych vyplat-
nej funkcie zévisi koncova podmienka tejto rovnice. Pre vanilkovi call opciu ma tato

podmienka tvar

V(S,T) = max(S — K,0). (1.8)
Riesenie rovnice (1.7) s koncovou podmienkou (1.8) odvodili Black a Scholes

O’2
1n%+<r+7> (T —t)

V(S,t) =S®
(5,2) oVl —t
s+ (r—2) (T —1)
~KeT0g [ 8 2> , (1.9)

oI —t

kde funkcia ® je distribu¢na funkcia normovaného normélneho rozdelenia.



Kapitola 2

Monte Carlo

Hlavnou myslienkou metdédy Monte Carlo je opakovany vyber z nejakého pravdepo-

dobnostného rozdelenia a néasledny vypocet ziadaného parametra. Jednym zo zné-

mych vyuziti tejto metody je napriklad vypocet hodnoty 7w. To mozno dosiahnut

vytvorenim Stvorca so stranou dizky 2 a do tohto Stvorca vpisat kruh s polomerom

1. Nasledne vygenerujeme n realizacii rovnomerného rozdelenia na danom Stvorci.
ax12

Kedze pomer plochy kruhu ku ploche §tvorca je 55~ = 7, tak tito hodnotu moézme

odhadnut ako pomer poc¢tu vygenerovanych bodov, ktoré st v kruhu ku celkovému
poc¢tu bodov. Tento pomer sa zachové ak pouzijeme len stvrtinu Stvorca a Stvrt kruh.
Tento vypocet ilustruje obrazok 2.1.

Vo finan¢nej matematike vSak najcastejsie potrebujeme odhadnit stredni hod-
notu funkcie nejakého procesu ako cenu derivatu, kedZe je to ocenenie, ktoré zaruci
absenciu arbitraze. Uvidime, Ze na toto je metéda Monte Carlo vhodna, ¢o si uka-

zeme na priklade z finan¢énej matematiky. Najskor vsak budeme potrebovat dve vety.

Veta 2.1 (Silny zakon velkych ¢isel). Nech X1, Xo, ..., X,, je postupnost nezdvislijch,

rovnako rozdelengjch ndhodnijch premennych zo strednou hodnotou . Potom

1TL
Pllim =Y X;=p|=1
ey

Veta 2.2 (Centralna limitné veta). Nech Xi, Xa, ..., X, je postupnost nezdavislijch,

rovnako rozdelengjch ndahodnijch premennijch so strednou hodnotou i a disperziou o?.

17
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KAPITOLA 2. MONTE CARLO

(a) 1 000 nadhodnych vyberov bodov.  (b) 10 000 ndhodnych vyberov bodov.

T =3.1264

T = 3.1208

(c) 25 000 ndhodnych vyberov bodov. (d) 50 000 ndhodnych vyberov bodov.

T =3.1370

T =3.1416

Obr. 2.1: Odhad hodnoty .

Potom Vx € R :

lim P s < / L
11m —_—— X = e .
n—oo \/EO' vV 27T

—00

Teda ak n — oo potom pravdepodobnostné rozdelenie X = %EDXZ konverguje k
i=1

. . . 2
normdlnemu rozdeleniu s parametrami (1, >-).

Hladame teda hodnotu parametra

0 = E(f(X)), (2.1)

pricom X je ndhodné premenné, ktorej rozdelenie explicitne poznéame, a z ktorého

vieme generovat realizicie. Takychto realizacii si teda mézme vygenerovat n a na-
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sledne pouzit aritmeticky priemer. Dostaneme teda odhad parametra 6,

Podla Zdkona velkyjch c¢isel potom plati
AN 0, pre n — o0.

Zaroven, podla Centrdlnej limitnej vety vieme, Ze asymptoticky ma 0 pravdepodob-
nostné rozdelenie N/ (9, %) Parameter o2 nepozname, ale vieme ho z vygenerova-
nych realizicii aproximovat ako

2= 1S (Fx)-6) (2:2)

=1

pricom vidime, ze smerodajna odchylka odhadu 0 je \/iﬁ Pokial by sme teda chceli
znizit nepresnost odhadu o jedno desatinné miesto, museli by sme pocet realizacii
zvysit 100—néasobne.

Teraz sa pozrime na konkrétnu aplikidciu metoédy Monte Carlo vo finan¢nej ma-
tematike, kde ju pouzijeme na ocenenie call opcie eurépskeho typu. Vieme, Ze oce-
nenie takej opcie znamena najst diskontovanu strednt hodnotu vyplatnej funkcie

tejto opcie. Funkcia f v (2.1) bude mat teda tvar
f(ST) = G_TT X maX(ST - K, 0), (23)

kde T je maturita danej opcie, K je jej realizacna cena, St je cena podkladového
aktiva v Case maturity a r je bezrizikova drokova miera. Dalej vyuZzijeme nutny
predpoklad, Ze pozname pravdepodobnostné rozdelenie ceny podkladového aktiva.
Ako sme spominali, vo finan¢nej matematike sa pouziva predpoklad, ze cena akcie

S sa riadi geometrickym Brownovym pohybom

o2
Sy =Sy % e(r77)t+awt,

kde W; je hodnota Wienerovho procesu v ¢ase t a o je volatilita ceny akcie. Z

toho vieme odvodit, Ze premenna St mé lognormalne rozdelenie s parametrami
2 2 e e . .

((7" - )T, aQT). Néahodnu premennu St teda vieme simulovat pomocou normova-

ného normélneho rozdelenia nasledovne:



20 KAPITOLA 2. MONTE CARLO

ST _ S() x €<T_L22)T+U\/TZ

Y

kde Z ~ N(0,1).

KedZe mame predpokladané rozdelenie nahodnej premennej Sr, mdZeme pri-
stipit ku samotnej metode Monte Carlo a teda najskor vygenerovat n realizacii
St. Néasledne pre kazdu z nich vypoc¢itame hodnotu diskontovanej vyplatnej fun-
kcie (2.3) a tie spriemerujeme. Vysledok reprezentuje odhad diskontovanej stredne;
hodnoty vyplatnej funkcie a teda ceny danej opcie, podla metédy Monte Carlo. V
tabulke 2.1 vidime vysledky tychto odhadov a ich smerodajné odchylky pre hodnoty
So = 15641, T =1, K = 150, 0 = 0.1730, r = 0.0142, ziskané z trhovych dat a
meniaci sa parameter n. Vyvoj odhadu ceny opcie v zavislosti od poc¢tu simulacii

zobrazuje graf 2.2.

Tabul'ka 2.1: Odhadovana cena v zavislosti od poc¢tu realizacii

Pocet simulécii | Odhadovana cena podla MC | Smerodajné odchylka odhadu
5 000 15.3466 0.2884

10 000 15.1583 0.2000

50 000 15.2097 0.0907

100 000 15.2125 0.0640

1 000 000 15.2946 0.0203

10 000 000 15.2933 0.0064

Cena podla Blacka a Scholesa bola v tomto pripade 15.2961. Vidime teda, Ze sme-
rodajna odchylka sa sprava podla o¢akavani a zniZila sa radovo 10-krat pri 100-kréat
vySSom pocte simulacii. Obrazok 2.2 naznacuje, ze cena odhadovana touto meto-
dou konverguje k tej podl'a Blackovho-Scholesovho modelu. Ak sa vSak pozrieme na
tento vyvoj priblizene, len pre vyssie poc¢ty simulacii zistime, ze odhad v skutoc¢nosti
kolise okolo ceny podla Blacka a Scholesa. Cena teda nekonverguje monotonne ale

osciluje zo zmensSujucou sa smerodajnou odchylkou, tak ako to mozme vidiet na

obrazku 2.2.
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simuléacii. 10 000 000 simulacii.

Obr. 2.2: Vyvoj odhadovanej ceny opcie podla metédy Monte Carlo.
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Kapitola 3

Metody redukcie variancie

Kedze metoda Monte Carlo je asymptoticka treba brat do uvahy, Ze fiou dany odhad
mé isti kolisavost vyjadrent varianciou (2.2). Hodnota tejto variancie, respektive z
nej odvodenej smerodajnej odchylky sa da znizit poc¢tom vygenerovanych realizacii
néahodnej premennej. Z tvaru smerodajnej odchylky <\/iﬁ> vidime, Ze na dosiahnutie
desatnasobného znizenia tohto parametra je nutné navysit pocet realizacii stoné-
sobne. To moze byt ¢asovo naro¢né a preto v tejto kapitole predstavime niektoré
metody, ktoré redukuji varianciu inym, ¢asovo efektivnej$im spésobom. V tejto ka-
pitole budeme pouzitie tychto metod ilustrovat na obycajnych opcidch eurépskeho

typu. Aplikacii metdd na azijské opcie sa budeme venovat v kapitole 4.

3.1 Metbdda kontrolnej ndhodnej premenne;j

Metoda kontrolnej premennej (Control variate method) je jedna z najefektivnejsich
metodd na redukceiu variancie metédy Monte Carlo. Uvedené na redukciu variancie
pri ocenovani prave azijskych opcii v [13] je vSak aplikovatelna aj na opcie eur6p-
skeho typu, na ktorych najskor znézornime jej pouzitie. Tato metoda vyuziva vel-
kost odchylky v odhadoch ceny derivatu so zndmou cenou na korekciu odhadu ceny
derivéatu, ktorého cenu hladame.

Majme vygenerovanych X, Xy, ..., X,,, n nezéavislych, rovnako rozdelenych reali-
zécii ndhodnej premennej X. Nasim cielom je teda odhadnat E(f(X)) = E(Y) =6,
kde f(X) =Y moze byt napriklad diskontovana vyplatna funkcia eurépskej opcie.

23
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Pomocou oby¢ajnej Monte Carlo metédy by sme mali odhad

é_Y1+YQ*|>...+Yn

n

ktory je nevychyleny a s pravdepodobnostou 1 konverguje k E(Y).
Predpokladajme v8ak, ze k dispozicii mame dalsi proces Z = ¢(X), ktorého
strednt hodnotu E(Z) pozname. V tomto pripade moze byt proces Z samotné cena
akcie a F(Z) bude jej stredna hodnota, teda Spe™ . Potom mozeme skonstruovat
nové ndhodné premenné Y;" = Y; — ¢(Z; — E(Z)). Novy odhad parametra 6 pomocou

metody kontrolnych ndhodnych premennych bude mat tvar

n

T S IVi—c(Zi - E(2)] =Y - c(Z - E(Z)), kdec€ER.

n <
=1

Tento odhad bude, tak ako pri oby¢ajnej Monte Carlo metdde, nevychyleny kedze
plati

Novy odhad 6. bude mat nasledovni varianciu:

0% = Var(Y) = Var(Y — «(Z — E(2)))
= Var(Y) — 2cCov(Y, Z) + ¢*Var(Z)

= 0y — 2coyozpyz + o, (3.1)

kde pyz je korelaény koeficient nahodnych premennych Y a Z, 0% je variancia pre-
mennej Y a 0% je variancia premennej Z. Novy odhad ceny 6, podla tejto metody
ma teda hodnotu variancie §7 pricom odhad pdévodnej Monte Carlo metody (zod-
povedajicej parametru ¢ = 0) ma varianciu % Vidime, ze novy odhad bude mat
mengiu varianciu ak bude splnena nerovnost c’oy; < 2coy pyz, ktora plati ak st na-
hodné premenné Y a Z dostatocne kladne alebo zaporne korelované, ¢o si dokazeme
neskor.

Potrebujeme si tiez odvodit hodnotu neznidmeho parametra c. Ten zvolime tak

aby minimalizoval vyraz (3.1), preto musi spliaf podmienku

200% — 20yozpyz = 0.
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Optiméalna hodnota koeficientu ¢, tak aby minimalizoval vyraz (3.1) je

. Oy Cov(Y, Z)

= — pu— 3-2
¢ oz prz Var(Z) (3:2)
Dosadenim (3.2) do (3.1) dostavame
02 =03 — 2c*oyozpyz + (¢F) 0%
2
2 9y 9y 2
=0y —2—pyz0yOzpPyz + _pYZQ-)Z/
o7 gfg
0 (1- ). 33)

Vidime teda, zZe pomer variancii odhadu met6dy kontrolnej ndhodnej premennej

a Monte Carlo metody bude

[\

O

— =1-p}y, 4
=) Py z (3)

Z vyrazu (3.4) mozno pozorovat, Ze efektivita tejto metody zavisi od korelécie

N

medzi pévodnym procesom a tym kontrolnym. Ako uz bolo spomenuté na znamienku
korelacie v8ak nezalezi, pretoze v (3.3) vystupuje v druhej mocnine.

Faktor redukcie variancie 1;2 narasta velmi prudko ak sa absolutna hodnota

~Pyz

korelacie blizi 1 a naopak v okoli hodnoty 0 rastie velmi pomaly. Ak je hodnota
korelacie 0.95, predstavuje to 10-nasobné zmensenie variancie, pri pyz = 0.9 je to
uz v8ak iba 5-nasobné zmensSenie. Znamené to, ze na dosiahnutie signifikantného
zlepSenia oproti oby¢ajnej Monte Carlo metdde je potrebna vysoka korelacia vyssie
spomenutych procesov. Najst vsak taky proces Z, ktorého strednii hodnotu navyse
potrebujeme poznat, nemusi byt trivialny problém. Vyvoj faktora redukcie variancie
ilustruje obrazok 3.1.

Dalsim problémom je, Ze uvedené vztahy platia iba za predpokladu, Ze poznédme
presnit hodnotu ¢*, na ktorej vypocet potrebujeme poznat skuto¢né hodnoty Var(Y")

a Cov(Y, Z). Tieto parametre st vSak nezname, preto sa parameter ¢* snazime pocas

tejto metoédy odhadnut ako

n

> (Yi=Y) (2 -2)
by = = — (3.5)
S (1-7)

Ak v (3.5) predelime ¢itatel aj menovatel n — 1, tak podla Zakona velkych ¢isel

konverguje ¢, — ¢* s pravdepodobnostou 1. Asymptoticky odhad ¢, vSak do nasho

odhadu vnasa dalsiu odchylku.
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Obr. 3.1: Vyvoj faktora redukcie variancie v zavislosti od korelacie medzi zvolenymi

procesmi.

Koneény tvar odhadu metédou kontrolnej premennej je

n

bulen) = = S (Vi — e (Zi — B(2))). (3.6)

i=1

3.2 Metoda protikladnej nahodnej premennej

Pri tejto metode (Antithetic variate method) uvazujme ten isty problém ako v pre-
doslej sekcii. Snazime sa odhadnut cenu derivatu pomocou generovania realizacii
vyvoja ceny jeho podkladového aktiva, v tomto pripade ceny akcie. Tato metoda je
popisana napriklad v [7], [11], [17].

Hladame 0§ = E(Y) = E(f(X)), kde funkcia f moze byt napriklad diskontovana
vyplatna funkcia eurépskej opcie. Dalej predpokladajme, Zze mame len dve realizacie,
Y a Y. Podla klasickej metody Monte Carlo odhadneme E(Y') ako

Y +Y
T

Variancia tohto odhadu potom bude

Var(Y +Y) = Var(Y) 4 2Cov(Y,Y) + Var(Y). (3.7)
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Vidime teda, Ze najlepsiu redukciu variancie dosiahneme minimalizaciou kovarian-
cie dvojice tychto odhadov. Zaroven sa vSak snazime zachovat rozdelenia tychto
nahodnych premennych, aby bol splneny predpoklad geometrického Brownovho po-
hybu. Rozvinieme teda predoslid myslienku a vygenerujeme n takychto dvojic Y; a

Y;, pricom ich voI'ba bude nasledovné
Y = f(X3), Yi = f(=X)). (3.8)

Pre kazdé i maju teda dvojice Y; a Y; rovnaké rozdelenie, ale st zéavislé. Avsak
dvojice (Y1,Y1), (Y2, Y3), ..., (Y,, Y,) st rovnako rozdelené a zaroven nezavislé, ¢o nam

umoziuje pouzit na odhad premenné

Yi+Y; Yy + Y, Y, +Y,
( 2 )( 2 )<_2 ) 39)

ktoré budu taktiez rovnako rozdelené a nezavislé. Odhad parametra 6 podla tejto

metody bude aritmeticky priemer realizacii (3.9)

i _ I~ (Yt
0= — ) 1
A nZ( : ) (3.10)

=1

Zanedbajme vSetky vyhody otocenia znamienka premennych X, X, ..., X,, oproti
generovaniu d'alsich n realizacii z hladiska vypoc¢tovej narocnosti. Inymi slovami, nas
predpoklad je, Zze vygenerovanie n dvojic (Y}, SN/Z) je rovnako vypoctovo naro¢né ako
vygenerovanie 2n realizacii Y;. Ak mame teda vygenerovanych n realizacii Y;, mézme
sa rozhodnut bud vygenerovat dalsich n realizacii Y alebo vytvorit n premennych
Y. Kritériom toho, €o sa rozhodneme urobit moze byt prave porovnanie variancii

odhadov tymito dvomi spdsobmi:

—nVar (Yi + 1) < 2—Var (Y2),
Var (Yi + 1) < 2Var (Y;) (3.11)
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Pretoze Y a Y maji rovnaké rozdelenie plati, ze Var(Y) = Var(Y). Aplikovanim
tohto vztahu do (3.7) a naslednym dosadenim do (3.11) dostaneme

2Var(Y;) + 2Cov(Y;,Y;) < 2Var (Y;),

Cov(Y;,Y;) < 0. (3.12)

Preto, ak (3.8) spliia nerovnost (3.12) potom je vhodnou volbou na zniZenie va-
riancie odhadu. V takom pripade bude tato metéda aj rychlejsia, pretoze doteraz
sme predpokladali, ze vygenerovanie nahodnych premennych Y je rovnako vypoé-
tovo naro¢né ako generovanie nahodnych premennych Y. Tato metoda vsak pouziva
Yi=f (—X;), pricom Y; = f(X;). Preto vygenerovanie premennych Y znamena len
prendsobit uz vygenerované Xi, Xs, ..., Xz hodnotou —1 a vypoéitat f(—X;), ¢o
je samozrejme vypoctovo menej narocné ako generovanie nahodnych premennych.

Tomu kedy tato metoéda nespliia podmienku (3.12) sa budeme venovat v kapitole 5.

Metoda kontrolnej nahodnej premennej je obmedzena existenciou vhodnej kon-
trolnej premennej a naSou vedomostou o jej skuto¢nej strednej hodnote. Na rozdiel
od tejto metody sa vsak zda byt metdda protikladnych ndhodnych premennych uni-
verzalne pouzitelna, kedze znizuje vypoctovi narocnost a zaroven aj smerodajnu
odchylku odhadu, ak samozrejme spliia podmienku (3.12). Na obrazku 3.2 vidime
porovnanie vyvoja cien spomenutych metéd a na obrazku 3.3 vidime vyvoj smero-

dajnych odchyliek uvedenych odhadov.

7 tychto porovnani vidime, Ze pri ocenovani vanilkovej opcie, tieto metody fun-
guju. Obe znizili varianciu odhadov cien, pricom metéda kontrolnej nahodnej pre-
mennej bola uc¢innejsia. Taktiez vidime, Ze metody neskreslili odhad, kedZe kon-
verguji ku Blackovej-Scholesovej cene. Dokonca dokazali eliminovat istu vychylku,
ktora mé obycajna Monte Carlo metoda. Treba vSak poznamenat, Ze pozorované
vychylka nie je sposobené chybou v obyc¢ajnej Monte Carlo metode, ale tym, ze tato
metoda nema moznost eliminovat vychylky nahodne vygenerovanych prirastkov ceny

akcie.
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Obr. 3.2: Vyvoj odhadovanych cien (plné ¢iary) a 95%-tnych intervalov spolahlivosti

(prerusované ¢iary) obyc¢ajnej metody, metddy protikladnych a kontrolnych nadhodnych
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Obr. 3.3: Vyvoj smerodajnych odchyliek oby¢ajnej metddy, metédy protikladnych a kon-

trolnych ndhodnych premennych na vanilkovej opcii.
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3.3 Vrstvené vzorkovanie

V tejto metode (Stratified sampling) sa vyuziva vyber istej Casti realizacii (vzoriek) z
urcitej podmnoziny, alebo vrstvy (po anglicky stratum). Ako si ukdZzeme, pri genero-
vani ndhodnych realizacii z nejakého rozdelenia nebude vzdy ich histogram podobny
hustote tohto rozdelenia, ¢o sposobuje nepresnost pouzitej metdédy. Takiito nepres-
nost sme mohli pozorovat na obrazku 3.2. Vrstvené vzorkovanie ndm pomaha prave
pri takychto problémoch.

Snazime sa odhadnut E(Y'), kde Y € R a nech Ay, ..., Ag st disjunktné podmno-
ziny mnoziny R také, ze P(Y € UK A;) = 1. Potom plati

E(Y)=Y PY € AEY |YeA)=> pEY |Y €A,

kde p;, = P(Y € A;). Ked generujeme realizacie Y7, ..., Y,, ndhodného procesu, tak
vSetky realizacie maja predpokladané rozdelenie premennej Y. Avsak podiel realiza-
cii, ktoré padnu do A; nebude vo v8eobecnosti rovny p;, ale bude k nemu konvergovat
pre n — oo. Pri pouziti tejto metody bude podiel realizacii z A; dopredu dany.
Najjednoduchsim prikladom tejto metody je tzv. proporcionalne vzorkovanie.
V tomto pripade zarucime, ze podiel realizacii, ktoré buda z A; bude zodpovedat
pravdepodobnosti p; = P(Y € A;). Ak je celkovy pocet realizacii n, potom pocet
realizécii z mnoziny A; oznac¢me n; = n x p;. Nech pre vietky ¢ = 1,..., K, st Yj;,
j =1,...,n; nezavislé realizacie podmieneného rozdelenia Y ak Y € A;. Nevychyleny

odhad E(Y | Y € A;) bude aritmeticky priemer realizécii z i-tej vrstvy
Vi + o + Yo,

n;

-

Nevychyleny odhad E(Y) potom bude mat tvar
. K 1 n; K 1 n; 1 K n;
V=2 pi- ) Y= Z%}%ZYM =22 Y
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
Vo v8eobecnosti mézu byt vrstvy dané inou premennou X. Nech tato premenné

nadobuda hodnoty z R, potom vrstvy A; st disjunktné podmnoziny R a plati P(X €

U;A;) = 1. Mdzeme teda pouzit vSeobecnejsi zapis

E(Y)=) P(Xe€AEY [XeA)=) pEY |X €4,

i=1
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kde p;, = P(X € A)).

Dalsim zovieobecnenim je, Ze pocty realizacii z vrstiev ni, ..., nx nemusia byt
proporcionalne k py, ..., px. Ozna¢me teda podiel vzoriek generovanych z vrstvy A;
ako ¢; = **. Potom plati

. K 1 n; K 1 n; 1 K ; n;
V=D pimd Yy=D b Ya=15 ) 00 Vi
i=1 b =1 i=1 j i=1 1 j=1

n X
G ‘=

Minimalizaciou variancie tohto odhadu cez argument ¢; taky, ze ), ¢; = 1 vieme
najst optimalne prerozdelenie realizacii vo vrstvach, ktoré bude z hladiska variancie
odhadu aspon tak dobré ako to proporcionalne.

Citatelovi mohla vyvstat otazka, preco je vhodné uvazovat tuto metdédu. Dovod
je, ze ak generujeme n realizicii z rozdelenia Y, tak podiel realizacii “* vygenero-
vanych z vrstvy A; konverguje k p;, avSak pre n — oo. Histogram vygenerovanych
vzoriek teda nebude tuplne pripominat hustotu rozdelenia Y. Tento fakt si ukazeme
na priklade, kedy za rozdelenie premennej Y budeme povazovat normované normalne

rozdelenie.

3.3.1 Priklad pouzitia vrstveného vzorkovania

Ozna¢me distribuént funkciu normovaného normalneho rozdelenia ako F' a
F(2) =inf{z: F(z) > 2}

oznacuje k nej inverzni tzv. kvantilova funkciu. Pouzili sme proporcionélnu alokaciu

vzoriek a zvolili sme p; = Vi =1,...,1000. Krajné body vrstiev A; dostaneme

1
1000°

pomocou kvantilovej funkcie nasledovne:

1 2
ay (Pl 1000) ; @2 (pl + D2 1000) 3o
azo00 = F~' (p1 + .. 4 proco = 1),
pricom dodefinujeme ay = —o0. Vrstvy si teda definované ako
Ay = (ag, a1), Ay = (a1, a2)..., Arooo = (ag99, @1000)-

Ked teraz chceme generovat n; realizacii z jednotlivych vrstiev A;, staci pouzit

inverzna transforméaciu. Ak U mé rovnomerné rozdelenie na intervale [0, 1], potom

V=a_1+U(a; —a;_1), j=1,...n,
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méa rovnomerné rozdelenie na intervale (a;_1, a;). Tato metdda ale konverguje asymp-

toticky, preto pri nizkom pocte vrstiev moze byt nepresna.

Pocet realizacii sme zvolili 1 000 to znamena, Ze z kazdej vrstvy vyberieme 1
realizdciu. Zaroven sme vygenerovali ndhodne 1 000 realizacii z normovaného nor-
mélneho rozdelenia. Na obrazku 3.4 vidime porovnanie obycajného a vrstveného

vzorkovania.

Vrstvene vzorkovanie Obycajne vzorkovanie
120 T T T 120 T T

100

80

60

401+

20

-4 -2 0 2 4 -4

Obr. 3.4: Porovnanie oby¢ajného a vrstveného vzorkovania.

7 obrazku teda vidime, ze podiel realizacii vygenerovanych z jednotlivych vrstiev
ozaj konverguje velmi pomaly a histogram obyc¢ajného vzorkovania len zdaleka pri-
pomina hustotu normovaného normalneho rozdelenia. Vrstvené vzorkovanie naopak
kopiruje tvar hustoty rozdelenia a vidime, Ze zaistuje spravny pocet vzoriek z danej
vrstvy. Ak si ¢itatel spomenie, v predoslej ¢asti na obrazku 3.2 vzniklo v obycajnej
metdde vychylenie od spravnej ceny. Vrstvené vzorkovanie poméha odstranit ne-
presnosti a vychylky prave takéhoto charakteru, vznikajice pri generovani realizacii

nédhodnych premennych.
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3.3.2 Asymptotické vlastnosti vrstveného odhadu

balej sa pozrieme na problém intervalového odhadu pre p = E(Y) pri vrstvenom

vzorkovani. Oznac¢me

pi = B(Yy) =B(Y | X € 4)),
of = Var(Y;;) = Var(Y | X € 4)).

Nech p; = P(X € A;). Zoberme teraz fixna alokaciu ny,...,ng, n; > 1,Vi=1,.... K
amny + ...+ ng = n. Oznaéme podiel realizacii z i-tej vrstvy ako ¢; = . Pre kazdi

takuto alokaciu bude odhad Y nevychyleny

. K 1 ng K
E(Y) = Zpiﬁ D E(Yy) =) pi=p
i=1 j=1 i=1

Variancia odhadu Y je dana vztahom

n K 2 2
ar(Y Zp ar < 1 J) sz n2 n

kde o7 = Var(Y;;) a

Pre kazdu vrstvu A; st Yjq1, Yo, ... nezavislé, rovnako rozdelené nahodné premenné
so strednou hodnotou y; a disperziou o? a teda plati

[ng:]

V anl Z K

pren — o0 a g, ..., x pevné. Zapis |ng; | znaci zaokriahlenie smerom dole, ktoré sme

— 1) = N(0,07), (3.13)

doteraz nepouzivali, pretoze sme predpokladali ng; celé ¢isla. Pri limite pre n — oo
vSak n nadobida hodnoty, pre ktoré nie je ng; pri fixnom g¢;, celé ¢islo. Aby mal
vyraz (3.13) zmysel, museli sme pouzit dané zaokruhlenie.

Bodovy odhad /n(Y — ) mozeme zapisat ako

[na; ]

VAl x/_sz [ 2 O

Z

[ng:]

o Di
=R anz Z_: )
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Vidime teda, ze vyraz \/ﬁ(ff — 1) je asymptoticky linearnou kombinéciou, s ko-
eficientmi %, nezavislych normalne rozdelenych nahodnych premennych so strednou

hodnotou 0 a disperziou ¢?. Z toho vyplyva

V(Y = p) = N(0,0%(q))
pre n — oo a fixnym poctom vrstiev K. Dosledkom toho je fakt, ze pre odhad
hodnoty E(Y') = u vieme skonstruovat (1 — d)-percentny interval spolahlivosti
?ﬁtﬁ“l(l——é>9ﬁ2, (3.14)
2) /n
kde F~! je kvantilova funkcia normovaného normalneho rozdelenia, pricom tento in-
terval plati asymptoticky. Jedinym problémom zostava neznama hodnota parametra
0%(q), ktory vsak vieme odhadnit ako
K 2
Ll)= T,
i=1 1
kde s? je viberova standardna odchylka realizacii Y 1, ..., Yi,, pre vietky i = 1, ..., K.
Alternativne sa da o%(q) odhadnut nezavislymi realizaciami odhadu Y. Predpo-
kladajme, ze celkovy pocet realizacii n sa da vyjadrit ako mk, kde m a k s celé ¢isla
a m > 2. Nech k; = q;k st taktiez celé cisla pre vsetky i = 1,.., K a teda n; = mk;.
Odhad Y bude teda aritmetickym priemerom nezavislych odhadov Yi, .o, Yo, 2 kto-
rych kazdy alokuje g¢;k realizicii do i-tej vrstvy, s celkovym poctom k realizacii.
Preto bude mat kazdy odhad Y; varianciu @. Interval spolahlivosti pre E(Y') teda

nadobudne tvar

—

a(q
R ) —=
Virpt(1-2) 2k 3.15
(1-3) 7 1)
(q)

ktory je ekvivalentny s (3.14). V tomto pripade v8ak aproximujeme UW ako vyberovu

standardni odchylku Y3, ..., Y,,..

3.3.3 Optimalna alokacia

V pripade proporcionalnej alokacie realizécii do vrstiev plati ¢; = p; a variancia

odhadu splha

K p2 K
*q) =) P > piol. (3.16)
i=1 i=1
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Aby sme vedeli tito varianciu porovnat s varianciou odhadu bez vrstveného vzor-

kovania potrebujeme:

K K
E(Y?) =) pEY? | X € 4)=> pilo] +ul),
=1

i=1

navyse vieme, ze plati
K
= E Ditti,
i=1

potom dostavame

K K K 2
Var(Y) = B(Y?) = > = pio? + > pigi — (Z pw) . (317)
=1 =1 i=1

Podl'a Jensenovej nerovnosti

K K 2
ZPM? > <Z piMi) .
i=1 i=1

Pri porovnani (3.16) a (3.17) vidime, Ze vyuzitie proporcionélnej alokicie moze va-
rianciu iba znizit.

Riesenim tlohy

min {az(q)

K
Y gi=1,¢>0Vi= 1,...,K} (3.18)
=1

viak mozeme najst alokaciu, ktora eSte viac znizi varianciu. Parameter 02(q) dosa-
huje minimum v
* Di0; .
4% = 3 , 1=1,... K.
> Do
=1

V praxi ¢asto nepozname hodnotu o; takze nemozeme hned aplikovat optimalne

pomery realizécii ¢f. Preto je vhodné najskor spustit poc¢iato¢né simulacie, z ktorych
odhadneme hodnotu o;. T potom vyuZzijeme v simulacidch na odhadnutie p =
E(Y), v naSom pripade ceny opcie.

V tabulke 3.1 uvadzame porovnanie Monte Carlo metddy s oby¢ajnym a s vrstve-
nym vzorkovanim. Ocenovali sme opciu eurdépskeho typu s pociatocnou cenou 150,
realizacnou cenou 150, T'=1, r = 0.015 a ¢ = 0.15.

7 tabulky vidime, Ze tato metoda nie je uplne dokonala, pretoze odhad ceny

opcie touto metodou konverguje k tej podla Blacka a Scholesa (10.0620) s rasticim
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Tabul'ka 3.1: Porovnanie metody Monte Carlo vyuZivajicej obycajné a vrstvené vzorko-
vanie, pri roznych hodnotéch poctov realizacii a vrstiev. Cena opcie dosiahnuta rieSenim

Blackovej-Scholesovej rovnice je 10.0620.

Pocet Pocet Obyc¢ajné | Vrstvené Pocet | Pocet Obycajné| Vrstvené
vrstiev | realiza- | MC MC vrstiev | realiza- | MC MC
cii cif
10 1 000 9.6065 12.8292 1 000 1 000 10.0047 | 10.0549
5 000 9.8295 12.9944 5 000 9.6664 10.0625
10 000 9.8610 12.9042 10 000 10.4213 | 10.0747
50 000 9.9610 13.0091 50 000 10.0192 10.0685
100 000 | 10.0474 | 13.0292 100 000 | 9.9517 10.0701
50 1 000 10.4168 | 10.5100 5 000 1 000 - -
5 000 10.1499 | 10.5331 5 000 10.1937 | 10.0624
10 000 10.0590 | 10.5839 10 000 10.0964 | 10.0627
50 000 10.0539 | 10.4866 50 000 10.0423 | 10.0625
100 000 | 10.0799 | 10.4947 100 000 | 10.0387 | 10.0618
100 1 000 9.6611 10.1063 10 000 | 1 000 - -
5 000 10.4547 | 10.2970 5 000 - -
10 000 10.2613 | 10.2336 10 000 10.1702 10.0620
50 000 10.0761 10.2485 50 000 10.0620 | 10.0617
100 000 | 10.0370 | 10.2429 100 000 | 10.0586 | 10.0618
500 1 000 9.9971 10.0431 50 000 | 1 000 - -
5 000 9.6844 10.0817 5 000 - -
10 000 10.1084 | 10.0763 10 000 - -
50 000 10.1391 10.0807 50 000 10.0682 10.0618
100 000 | 10.0664 | 10.0823 100 000 | 10.1669 | 10.0618

pocCtom vrstiev. Délezité preto je zvolit dostatoény pocet tychto vrstiev, ktory sa v
pripade eur6pskych opcii javi byt hodnota medzi 5 000 a 10 000 vrstvami. Celkovy
pocet realizécii potom uz na hodnotu odhadu ceny nevplyva zavaznym spoésobom.
Dolezité je poznamenat aj fakt, Ze pri opakovanom spusteni Monte Carlo metody
vyuzivajucej vrstvené vzorkovanie nekolisu hodnoty odhadov tak ako bez vrstveného

vzorkovania. Tento fakt je sposobeny prave tym, Ze realizdcie si z podmieneného
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rozdelenia. Pri pocte vrstiev vzorkovania 10 000 jednotlivé odhady koli$u az na 4-tom
desatinnom mieste. Odhad touto metédou je teda velmi stabilny.

Rovnaky test ako v tabulke 3.1 sme robili aj pre rozne hodnoty parametrov o
a K, ich vysledky vsak z doévodu prehladnosti uvadzame uz len slovne. Pri ostat-
nych testoch sa ukézalo, Ze bez ohladu na hodnotu volatility ceny akcie nam staci
len 500 vrstiev pri ocenovani opcii, ktorych realizacna cena je nizsia ako aktuélna.
Odhad ceny opcie vtedy dosahoval presnost na 2 desatinné miesta v porovnani s
Blackovou-Scholesovou cenou. Naopak odhad ceny opcii s realiza¢nou cenou vyssou
ako aktualna konvergoval pomalSie a presnost na 2 desatinné miesta dosahoval az

pri 10 000 vrstvach.

3.4 Vzorkovanie podl'a dolezitosti

Ideou tejto metody (Importance sampling) je zniZenie variancie pomocou zmeny
pravdepodobnostnej miery, v ktorej hladdme stredni hodnotu. Tuto pravdepodob-
nostnu mieru sa budeme snazit zmenit takym spdsobom, aby sme pripisali vyssiu
vahu dolezitym vysledkom a tym zefektivnili vzorkovanie.

Predpokladajme, Ze sa snazime odhadniat hodnotu parametra

[e.9]

0 = B(h(X)) = / W) f (o),

—0o0

kde X je ndhodny, vo vieobecnosti vektor, z priestoru R* s hustotou f a h je funkcia

R¥ — R. Odhad pomocou oby¢ajnej Monte Carlo metody ma tvar

kde X1, ..., X, su nezavislé realizicie pravdepodobnostného rozdelenia s hustotou f.

Nech g je Tubovolna ina hustota na R*, pre ktora plati
f(z) >0=g(x) >0, Vo e R.

Potom mézeme napisat
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Vidime teda, Ze parameter § mozme reprezentovat ako strednt hodnotu vzhladom

o=, (1 2.

9()
kde E, reprezentuje strednit hodnotu ak X je z rozdelenia s hustotou g. Ak teda s

na hustotu ¢ nasledovne

Xy, ..., X, nezavislé realizacie rozdelenia s hustotou g, potom odhad pomocou tejto

metody za pouzitia hustoty g bude

;1 f(X)
0, =— h(X5) . (3.19)
o ; 9(Xi)
Pomer vierohodnosti ch gl)) predstavuje vahu urcujtucu dolezitost danej realizacie.

Vidime, ze plati

E,0) = [ h@%g(m - [ w0,

teda odhad ég bude nevychyleny. Kedze oba odhady st nevychylené, tak na porov-
nanie ich variancii nam stac¢i porovnavat ich druhé momenty. Pre tiito metodu bude
mat jej druhy moment tvar

(h(X)%ﬂ Z h?(z) ; ;Eg glafde = B lh?(X)%] . (3.20)

Ey

Tento vyraz porovnavame s druhym momentom odhadu bez pouzitia vzorkovania
podla dolezitosti
E(h*(X)),

ktory moéze mat nizsiu alebo vyssiu hodnotu ako (3.20). Uspesnost tejto metody
teda spoc¢iva vo vhodnej vol'be hustoty g.

Pri ocenovani opcii mézeme predpokladat, ze funkcia h (zvac¢sa diskontovana
vyplata opcie) je nezaporna. Sucin h(x)f(z) potom bude tiez nezaporny a da sa
normalizovat tak, aby bol hustotou nejakého rozdelenia. Nech by tato hustota bola

g. Potom mozeme napisat
¢ x g(x) = h(z)f(x),

kde ¢ je konStanta rovna vyrazu
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pre Tubovolnta hodnotu z. Vidime, Ze odhad pomocou tejto metody ég v (3.19) je
taktiez konsStantny a teda je to odhad s nulovou varianciou. V praxi je vSak tento
odhad nepouzitelny, kedZe na normalizéciu vyrazu h(x) f (x) ho potrebujeme predelit
jeho integrélom, ktorym je samotny parameter 6.

Tento poznatok, aj ked nie je v praxi aplikovatelny, ndm poskytuje néavod na
to, ako zvolit optimalnu hustotu g. Mali by sme sa teda snazit generovat realizacie
z rozdelenia, ktoré je proporcionalne sucinu h(z)f(z). V nasom pripade bude h dis-
kontovand vyplatna funkcia danej opcie a f bude lognormélne rozdelenie Geometric-
kého Brownovho pohybu, reprezentované transformaciou normovaného normélneho
rozdelenia.

Teraz sa pokusime tiato metdédu aplikovat a ilustrovat na opciach eurépskeho
typu. V takomto pripade mé zmysel uvazovat o premennej X ako o prirastku ceny
akcie od casu 0 do ¢asu maturity 7. Ako sme uviedli vyssie, uvazujeme zmenu miery
z povodnej hustoty f (v tomto pripade lognormélne rozdelenie) na hustotu g. Pomer

vierohodnosti pre tito zmenu bude

f(X)

9(X)’
Potom ak E je stredn& hodnota v povodnej miere a E, je stredna hodnota v novej

miere, musi platit vztah

(X)) = &, (100 Z2))

pre vSetky funkcie, pre ktoré je ava strana rovnosti konecna.

Ako sme vraveli, hlavnou myslienkou tejto metédy je vzorkovat na okoli naj-
dolezitejsej cesty, v pripade eurdpskych opcii na okoli najdolezitejsej koncovej ceny
akcie. V tomto pripade budi dolezité koncové cesty, pre ktoré ma vyplatna funkcia
danej opcie nenulovit hodnotu. Preto sa mézme ststredit len na zmenu strednej hod-
noty rozdelenia, z ktorého generujeme prirastky. Vieme, Ze lognormalne rozdelenie
vieme dosiahnut transformaciou norméalneho, takze mézeme uvazovat hustoty oboch

rozdeleni f a g v nasledovnom tvare
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Pomer vierohodnosti pre zmenu miery pri danej realizacii X; nahodnej premenne;j

teda bude
146—%3 X7
5 2
o e enNity (3.21)

1 Xi=m? X2-2pX;—p?
2ﬂ_€ 2 e 2

Koncovi hodnotu ceny akcie mdzme reprezentovat ako

ST _ S(ﬁ(r—%)T—i—a\/TZ’

kde Z je ndhodna premenna s normovanym normalnym rozdelenim. Oznac¢me G(Z2)

diskontovanu vyplatnu funkciu zavisla od 7
G(Z)=e[Sr(Z) — K]T.

Nasou tlohou je teda najst stredntt hodnotu tejto funkcie ak Z ~ N(0,1). My sa
vsak snazime zmenit strednit hodnotu rozdelenia tak, aby boli realizacie stustredené
okolo najdolezitejsej kone¢nej ceny. Pozname aj tvar pomeru vierohodnosti (3.21)
pre takiato zmenu strednej hodnoty z 0 na p. Ozna¢me E, stredni hodnotu ak

Z ~ N(p,1). Potom vieme, Ze plati vztah

E(G(Z)) = E, (G(Z)e—u2+*f>

pre Tubovolné p € R. Nevychyleny odhad parametra 6 teda nadobudne tvar
) IR —HZH-ﬁ
Ou =~ 2 G(Z)e T,

kde Z; st nezavislé realizacie rozdelenia N (u, 1).
f)alej sa budeme snazit najst taka volbu hodnoty parametra p aby sme dosiahli
nizku varianciu odhadu éu. Ak G(Z) dosahuje iba nezaporné hodnoty, ¢o plati pre

F(%) s podmienkou

vyplatni funkciu opcie, tak mdzeme pouzit substiticiu G(Z) = e
ak G(z) = 0 tak F(z) = —oo. Taktiez vieme, ze hladat strednt hodnotu E,(Z) je
ekvivalentné pripoc¢itaniu pu ku Z a hladaniu strednej hodnoty v pévodnej miere,

teda E(Z + p). Preto plati

=E (e”Z*NWZ“f) : (3.22)
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Aby sme nasli vhodny tvar p rozvinieme funkciu F' v nevychylenom odhade v (3.22)

do prvého radu

oF(Z+1) o e_“Z_% ~ P+ (WZ o e—uz—é' (3.23)

7 toho vidime, 7ze ak zvolime deriviciu funkcie F' v bode u ako

Fi(p) = p, (3.24)

tak dosiahneme, ze odhad v (3.22) bude konstanta nezéavisla od Z. Volbou u tak
aby splialo (3.24) dosiahneme odhad z nulovou varianciou ak (3.23) plati presne a
odhad s nizkou varianciou ak (3.23) plati priblizne.

Ako bolo spomenuté vyssie, optimélna hustota vzorkovania podla dolezitosti je
normalizovany suc¢in funkcie, ktorej stredntt hodnotu hl'adame, a pévodnej hustoty.

V naSom pripade bude optimalna hustota imerna

2

ef'O-% (3.25)

¥

z

F(2) je diskontovana vyplatna funkcia a e~2 je imerné hustote normova-

pretoze e
ného normalneho rozdelenia. Ak teda znormalizujeme vyraz (3.25) jeho integralom
od —oo po oo dostaneme hustotu rozdelenia, nie vSsak nutne hustotu normaéalneho
rozdelenia. KedZe sme sa obmedzili len na zmenu strednej hodnoty rozdelenia, tak
nase rozdelenie mézeme zachovat a jeho stredntt hodnotu p zvolit tak aby vysledné
rozdelenie aspon aproximovalo to optimalne. Jednym zo sposobov je zvolit u ako
modus optimalneho rozdelenia, pricom vieme, ze tato hodnota bude bod, v ktorom
dosahuje hustota svoje maximum. KedZe vieme ¢omu je tato hustota tmernéa, tak
zvolime p také, aby splialo

22

p = argmax F(z) — 5 (3.26)
Podmienka prvého radu pre dant optimalizaciu je F'(z) = z, ¢o koreSponduje s
(3.24). NavySe ma zmysel uvazovat len interval (0,00), pretoze inde mé ucelova
funkcia hodnotu —oo. Uéelovéa funkcia v (3.26) je rydzo konkévna na tomto inter-
vale, preto ak méa podmienka prvého radu rieSenie, tak toto riesenie je aj jedinym

optimom.



42 KAPITOLA 3. METODY REDUKCIE VARIANCIE

Riesenie z* predstavuje spominany najdoleZitejsi prirastok ceny aktiva, vzhla-
dom na stcin vyplatnej funkcie a hustoty normovaného normalneho rozdelenia. Vol-
bou p = 2z* teda menime strednti hodnotu rozdelenia na dant optimélnu hodnotu

prirastku vedicu do najdolezitejSej konecnej ceny aktiva.

3.4.1 Aplikacia na opciu eur6pskeho typu

Teraz uvedené postupy aplikujeme na opcie eurépskeho typu, najdenim a pouzitim
optiméalnej strednej hodnoty rozdelenia. Vyuzitim rasticosti exponencialnej funkcie
dostaneme, Ze tloha (3.26) je ekvivalentna maximalizécii funkcie G (z)e‘é, kde G(z)
je diskontované vyplatna funkcia. Faktor diskontacie je konstanta, preto ju moézme
v ramci optimalizécie zanedbat. Tak isto moézme uvazovat funkciu G(z) = (Sr(z) —
K)* len pre tie z, pre ktoré je (Sp(z) > K), teda tie kde je G diferencovatelna.

Preto mézme dostat podmienku prvého radu derivaciou

d _z2 _ dSr(z) _
E(ST(Z) —K)e 7 = 5 (Sr(z) — K)z = 0.

Podl'a predpokladu, ze cena akcie sa riadi geometrickym Brownovym pohybom plati
02
St(z) = Sy x e(r=T)T+oVTz

preto
dST(Z)
dz

Podmienku prvého radu tym padom dostdavame v tvare

o oVT(G() + )

G(2)

=oVT *x Sr(z).

kde G(z) = S7(z)— K. Ak teda mame dané y = G(z), vieme dopocitat z* a nasledne
St(2*), ktoré nam v8ak spétne udava hodnotu Sr(z*) — K = y. Preto optimalny

prirastok z* vieme najst ako koren rovnice

Sr(2(y) =y + K

Sr(z(y) —y—K =0

Po néajdeni korena danej rovnice mdzeme z y* vypocitat optimalny prirastok z*.

Nasledne aplikujeme volbu p = z* tym, Ze k realizdciam normovaného normélneho
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rozdelenia Z; pripoc¢itame dané p. Problémom uz potom zostava iba aproximécia
strednej hodnoty E(G(Z7)), ktorej nevychyleny odhad v novej pravdepodobnostnej
miere ma podla (3.22) tvar
0, = E iG(Z + 1) X e“(zﬁ“)*%.
b i=1 Z

Na zaver uvadzame v tabulke (3.2) porovnanie uvedenej metody s obyc¢ajnou me-
todou Monte Carlo. Ocenovali sme eurépsku kiipnu opciu s parametrami Sy = 150,
K =150, =0.015 a ¢ = 0.15. Mozno si v8§imnut, Ze tato metdéda mé oproti pévod-
nej priblizne 3-krat nizsiu smerodajnt odchylku, ¢o svedéi o stabilite jej odhadov.
Pri nizkom pocte realizacii, kedy je odhadovana cena vzdialené tej skutocnej, mo-

zeme pozorovat aj asymptoticky charakter tejto metody. Za skuto¢ni cenu v tomto

pripade povazujeme cenu podla Blacka a Scholesa, ktora mala hodnotu 10.0620.

Tabul'ka 3.2: Porovnanie metody Monte Carlo s obyCajnym vzorkovanim a metody so

vzorkovanim podla doélezitosti. Cena podla Blacka a Scholesa je 10.0620.

Pocet Monte Carlo Vzorkovanie podla dolezitosti
realizacii

- Cena Smerodajna odchylka | Cena Smerodajna odchylka
1 000 9.5442 | 0.4785 10.0890 | 0.1633

5 000 9.8911 | 0.2124 10.0488 | 0.0728

10 000 9.9300 | 0.1503 10.0810 | 0.0515

50 000 10.0447 | 0.0672 10.0660 | 0.0230

100 000 10.0295 | 0.0475 10.0741 | 0.0163

500 000 10.0346 | 0.0213 10.0670 | 0.0073

1 000 000 | 10.0528 | 0.0151 10.0614 | 0.0052
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Kapitola 4
Azijské opcie

Azijské opcie st uréitym typom opcii zavislych od cesty. Do ich vyplatnej funkcie
vstupuje priemer ceny podkladového aktiva za celé obdobie trvania tohto derivatu.
Priemerovat mézeme spojite alebo diskrétne, v tejto praci sa v8ak budeme zaoberat
iba spojitym spriemerovanim, ktoré budeme diskrétne aproximovat. V zavislosti od
toho, ako vstupuje tento priemer do vyplatnej funkcie, rozdelujeme azijské opcie na

dva typy:

e Fixna realiza¢na cena(Fized strike) - pri tomto type opcii vstupuje do vy-
platnej funkcie priemer ceny podkladového aktiva miesto jeho konecnej ceny.

Vyplatna funkcia pre opcie azijského typu ma tvar:

T
— max <% [ Sidt — K, O), pre call,
0

T
— max <K — %fStdt,()), pre put.
0

e Plavajuca realiza¢na cena(Floating strike) - pre tieto opcie bude do vyplat-
nej funkcie vstupovat priemer ceny podkladového aktiva, prenésobeny kon-

Stantou, ako realiza¢né cena. Vyplatna funkcia mé v takomto pripade tvar:

T
— max (ST —k x %fStdt, 0), pre call,
0

T
— max (k X %fStdt — Sr, O), pre put.
0

Vyhodou priemeru ceny akcie ako argumentu vyplaty je, Ze na rozdiel od eur6p-

skych vanilkovych opcii, vyplata tohto typu opcii nie je nédchylné na nahle vykyvy

45
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ceny podkladového aktiva tesne pred maturitou opcie. Azijské opcie st teda vo
vSeobecnosti odolnejsie na nahle zmeny na trhu, alebo ovplyviovanie ceny akcii
ostatnymi investormi.

Tento typ derivatu sa v8ak obchoduje over the counter(OTC) a teda mimo ofi-
cidlneho trhu, bez pritomnosti tretej strany. Znamena to, Ze investori obchoduju
tieto opcie medzi sebou a neexistuju teda tdaje o ich skuto¢nych cenach, s ktorymi
by sme vedeli nase odhady porovnat. Azijské opcie viak uz boli popisané pomocou
parcidlnych diferencialnych rovnic, napriklad v [16]. Vdaka numerickym rieSeniam
tychto rovnic méame k dispozicii referenéné ceny tohto derivatu a vieme urcit presnost
uvedenych metod na ocenovanie azijskych opcii.

Dalej popiSeme konkrétne aplikacie metod redukcie variancie uvedenych v kapi-
tole 3 na opcie azijského typu. Tak isto upresnime vol'bu niektorych parametrov a
uvedieme aj samotné porovnanie a zhodnotenie metéd. Zaoberat sa budeme fized

strike azijskymi opciami.

4.1 Metbdéda kontrolnej nahodnej premennej

V tejto ¢asti popiSeme aplikaciu metddy kontrolnej ndhodnej premennej na azijské
opcie typu fized strike. Metoda je popisana napriklad v [7], [3]. Alternativnemu
pohl'adu na problematiku sa venuju v [5] alebo v [10], kde uvadzaja reprezentacie
kontrolnych premennych cez martingaly a tymto spésobom odvadzaju kontrolné
premenné aj pre iné typy éazijskych opcii.

Tato metoda je zalozena na tom, ze redukuje odchylku cien opcie pre jednotlivé
realizacie ciest od tej skuto¢nej pomocou nejakého kontrolného procesu. Blizsie sme
tuto metddu popisali v kapitole 3. Berieme teda do tvahy azijské fized strike opcie
s aritmetickym priemerom, ktorych vyplatna funkcia ma tvar

T
1
max T/Stdt—K,O , (4.1)
0
pre opcie typu call. KedZe nedokézeme spojite simulovat realizacie trajektorii geomet-
rického Brownovho pohybu, budeme ho aproximovat realizaciami v diskrétnych bo-

doch a aritmetickym priemerom tychto hodnot. Cim viac aproximac¢nych bodov,
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teda ¢im mensi ¢asovy krok medzi nimi bude, tym bude tato metéda presnejsia. To
vSak zvySuje aj Casovi naro¢nost tejto metddy, preto musime rozumne zvolit pocet
deliacich bodov.

Dalej si musime zvolif kontrolny proces, ktory bude mat vysoku korelaciu s
cenou azijskej fixed strike call opcie s aritmetickym priemerom a zaroven pozname
jeho strednti hodnotu. Jednym z vhodnych kandidatov na tiito kontrolnt premennt
je napriklad rovnaké éazijska fized strike call opcia ale taka, ktorda pouziva miesto
aritmetického geometricky priemer. Cena takejto opcie je totiz vysoko korelovand s

cenou opcie, ktorej cenu hladame a zaroven sa jej cena da explicitne vyjadrit.

Definicia 4.1 (Lognormalne rozdelenie). Ndhodnd premennd X md lognormdlne
rozdelenie ak jej logaritmus Y = In(X) md normdlne rozdelenie. Podobne, ak md

Y

ndhodnd premennd Y normdlne rozdelenie, tak premennd X = e* md lognormdlne

rozdelenie.

Ak zachovame vSeobecny predpoklad, Zze cena akcie sa riadi geometrickym Bro-

wnovym pohybom (1.6), potom plati

St 0'2
IHS—O— (T—?)t—l—UWt, (42)

kde W; ~ N(0,t), ¢o znamena Ze prirastky ceny akcie maji lognormalne rozdelenie.
Ich st¢iny budi mat taktiez lognormalne rozdelenie a preto budeme méct odhadniat
cenu azijskej opcie vyuzivajicej geometricky priemer.

Vieme, ze vyplatné funkcia azijskej fized strike, call opcie s geometrickym prie-

merom ma tvar

1
m m—+1
max (HS.T> - K0/, (4.3)
=0

kde hodnoty z% su diskretiza¢né body ¢asu t; € [0, T]. Dalej si mozeme nésobok

z b
rozpisat

m St St » 2 St2 m—1 Stl m »
II P = = ol = m A4
1=0 Stz Stm71 (Sth ) (Stl SO SO , ( )

kde Sy = Sy, je aktudlna cena akcie. Podla (4.2) a vlastnosti Wienerovho procesu

potom plati
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2
S _ (-5 %40/ T2
Y

Stmfl
St _ (=) Zto\ /T2,
Stm—Q
(4.5)
St _ (-5 h+oy/ T2
St
St _ -5k 4o/ T
So ’

kde premenné Z; st rovnako rozdelené nezavislé nahodné premenné z normovaného

normélneho rozdelenia. Dalej vieme

<H Stz) H Sti H Sti
So Syt m+1 " | Spt!

B 1 ln Stm St’m71 2 % m—1 i m
a m + 1 Stm71 Stm72 St1 S()
1 St St 1
= 1 “ 1 ©
m+1 (H(Stml> +2 H(St'mQ) +
St, S,
+(m—1)ln(s—tl)+mln(so)), (4.6)

pricom kazdy z ¢lenov In (sfl

((-2)2%)

S vyuzitim (4.5) v (4.6) dostavame:

m T
1 (T{)St) ! i'x N oLy
n = 5 r——F | = T0\ —4],
So m—l—liz1 2/ m m

(7’—"72)T 0\/%22'&'
+ ’: :

2 m+1

> ma podla (4.5) normalne rozdelenie s parametrami
1—1

Vyuzitim vedomosti o disperzii sii¢tu rovnako rozdelenych ndhodnych premen-

nych dostavame

a\/E iz,
m; NN(0702T(12+22+...—0—m2)>7

m+ 1 m(m + 1)2
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T <
T 7
J\/;izll (2m + 1)o*T
— = N[0, ———— .

m+ 1 6(m+1)
Potom plati

o2 T - 7 o2
("”—7>T+J\/;;Z i " <7”—7)T (2m + 1)02T
2 m+ 1 2 6(m+1)

Pre vynos z geometrického priemeru cien akcie teda plati

1

m m+1

0]

In zZOT :(/L—TX)T—FO')(\/TX, (4.7)
0

kde X ~ N(0,1),

= 4.
[ 5 , (4.8)
a
2m +1
— S — 4.
ox =0 6im 1) (4.9)

Vztah (4.7) sa d& alternativne zapisat nasledovne

(ﬁ S) gl e (4.10)
=0

odkial vidime, Ze geometricky priemer sa taktiez riadi geometrickym Brownovym
pohybom, avsak s upravenymi parametrami. Tento fakt mozeme vyuzit na ocenenie

tohto typu opcie nasledovnym sposobom

1
m m+1
C9(Sy, K,T) = e x E | max (H Sti) —K,0|],
i=0

~TX 1o VTX
= =T e=rTE [max <Soe(u : ) ox - K, 0)] ,

=W ITC(S, K, T),

kde C9(Sy, K,T) je cena azijskej fized strike call opcie s geometrickym priemerom
a C(Sp, K,T) je cena eurdpskej vanilkovej call opcie pri bezrizikovej irokovej miere

u a volatilite podkladového aktiva ox. Podla Blackovho-Scholesovho vzorca plati

C(SO7 K? T) = Soq)(dl) - KeiuT(I)(dQL
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potom

C9(Sy, K, T) = " 7TC(Sy, K,T)
=T (S, @(dy) — Ke " ®(dy))
=e " (Soe O(dy) — KO(dy)) ,

kde ® je distribu¢na funkcia normovaného normalneho rozdelenia a

n ($2) + (n+ %) T n(§2) + (n-%)T

dy = dy=
' VTox ? VTox

Ukézali sme aky tvar ma stredna hodnota nami zvolenej kontrolnej premennej a
teda ju mozeme implementovat do spominanej metédy. Poslednou neznamou v tejto

metode ostéava premenna

*

~ Cov(Y, Z)

~ Var(2) ’

kde Y je cena aritmetickej azijskej opcie a Z cena geometrickej azijskej opcie. Kedze

presné hodnoty Cov(Y, Z) a Var(Z) nepozname, odhadneme ich pri generovani rea-

lizacii ako vyberovi kovarianciu a vyberova varianciu danych premennych.
Alternativnou volbou kontrolnej premennej moze byt eurépska vanilkova opcia,

kedZe stredni hodnotu jej diskontovanej vyplatnej funkcie a teda cenu taktiez po-

zname z Blackovho-Scholesovho vzorca. Ako vSak ukézeme v empirickych testoch,

cena tohto derivatu je menej korelované s cenou aritmetickej ézijskej opcie ako azij-

ska opcia s geometrickym priemerom.

4.2 Metoda protikladnej ndhodnej premenne;

Metoda protikladnej ndhodnej premennej ma jednoducht aplikaciu. Staci nam vy-
generovat n realizacii vyvoja ceny podkladového aktiva a k nim n opa¢nych ciest. To
docielime tak, ze pre kazdu z n ciest vygenerujeme m prirastkov Z; z normovaného

normalneho rozdelenia a dosadime ich do vzorca pre geometricky Brownov pohyb
0_2
Sy = Sy x =T IHoVIZe (4.11)

kdet =0,1,2,...,m. Takzvané opacné cesty dostaneme jednoduchym prenasobenim

prirastkov Z; hodnotou —1 a opédtovnym dosadenim do vzorca (4.11). Pre kazdu
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dvojicu obyc¢ajnej a opacnej cesty ocenime opciu a spriemerujeme. Vysledok bude
odhad ceny opcie touto metdédou.

Mozno si v8ak v8imnut, ze m prirastkov pre kazdu z n ciest predstavuje akusi n x
m maticu realizacii normovaného normélneho rozdelenia. Aby sme dostali prirastky
pre opacné cesty prenasobime kazdu hodnotu —1, ¢o zodpovedd Hadamardovmu

st¢inu matice Z s maticou A takou, ze

-1 =1 -+ =1
-1 =1 -+ —1
A—
-1 =1 -+ =1

Co ak by sme ale uvazovali maticu A takid, aby minimalizovala varianciu celko-
vého odhadu touto metédou, nie len kovarianciu dvojic realizécii? To je samozrejme
mozné, treba vSak zvazit viaceré aspekty tohto pristupu. Tym hlavnym je, ze ak
nésobime hodnotou inou ako —1 alebo 1, menime tym aj rozdelenie danej ndhodne;j
premennej. Ak je ndhodna premenné z normovaného normalneho rozdelenia, potom
plati:

Z ~N(0,1)=1xZ~N(0,1x%).

Z toho skutoéne vidime, Ze ak [ = —1, rozdelenie sa nemeni. Ak vSak zmenime
parameter [ zmenime aj pravdepodobnostné rozdelenie prirastku, ¢o znamené, Ze
prirastky ceny akcie nebudt mat odhadnuta volatilitu. Vygenerované cesty budu
teda reprezentovat ceny akcii, avSak s inou volatilitou. Mali by sme sa teda obmedzit
na hodnoty parametra [ iba 1 a —1. To ¢ takato tprava danej metody moze viest k
lepSej redukcii variancie popiSeme v cCasti o praktickych testoch.

Dalsimi aspektami tohto pristupu, ktoré je treba zvazit, su ¢asova narocnost
optimalizacie ale hlavne jej pamétové poziadavky. Argumentom optimalizicie je
totiz matica s rozmermi n X m, ¢o zodpoveda vektoru 1 x nm. Hessova matica, ktortu
aproximujeme v optimaliza¢nej tilohe mé teda rozmery nm x nm. Aby sme toto ¢islo
znizili, moézeme optimalizovat napriklad tak, ze vSetky prirastky pre jednu konkrétnu
cestu prenasobime tou istou hodnotou, ¢im zna¢ne znizime dimenziu tlohy.

Alternativne mozeme vyuzit vlastnost geometrického Brownovho pohybu, ktora

vyuziva metdda protikladnych nahodnych premennych, avsak trocha odlisnym spo-
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sobom. Geometricky Brownov pohyb moéZzeme totiz v Tubovolnom bode preklopit,
teda zmenit znamienko jeho vygenerovanych prirastkov. Ak vygenerujeme cestu s
prirastkami {0.5, 0.2}, tak rovnaka pravdepodobnost ma cesta s prirastkami {0.5, —0.2},
ale tak isto aj {—0.5,—0.2} a {—0.5,0.2}. My sme sa teda rozhodli nepouzit iba ma-
ticu, ktorej vSetky prvky maji hodnotu —1 ale tak isto aj jej modifikacie, kde prvych
5 stipcov buda hodnoty —1 a druhych 5 stlpcov bude 1. Rovnako pouZijeme aj
—1-nasobok takejto matice. Tymto dostaneme 4 stibory realizacii vyvoja ceny akcie
namiesto jedného. Ak by sme teda uvazovali porovnanie tejto metoédy a obycaj-

nej Monte Carlo metédy so Stvornasobnym poctom realizécii tak nami navrhnuté

metoda bude vyhodnejsia ak plati

1 YY’YY
Var(—z et T

1"

n <
=1

—_— Y; Y’ Y- Y
16nVar< +Y' + + < (Y,

/

oz Var (ZY+Y +Y +Y, ) <

Var <Y FY 4Y] 4 Y] ) < 4Var (Y (4.12)

Ak je teda tato nerovnost splnené, pouzit nasu metodu je vyhodnejsie z hladiska

variancie a hlavne ¢asovo menej naroéné ako generovat dalsich 3n realizacii cesty

ceny akcie. Hodnoty parametrov, pre ktoré je tato nerovnost splnena sa pokusime
zistit empiricky v kapitole 5.

Uvedenym sposobom sa dé matica rozdelit az na m stpcov a mohli by sme robit

vietky permutécie prenasobenia tychto stpcov hodnotami £1. To by uz bolo prilis

narocné na pamat zariadenia, preto sme sa rozhodli okrem 2-nasobného vyskusat

uz iba 3-nasobné rozdelenie.

4.3 Vrstvené vzorkovanie

V tejto Casti popiSeme aplikiciu vrstveného vzorkovania na &azijské opcie s arit-
metickym priemerom. Alternativnemu spdsobu generovania ciest pomocou Lévyho

procesov a naslednej aplikacii vrstveného vzorkovania sa venuju v [14].
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Aplikacia tejto metddy mé vsak jednu nevyhodu. V praxi totiz nepozname rozde-
lenie ceny opcie, preto ju nemdzeme generovat priamo, pozname v8ak predpokladané
rozdelenie koncovej ceny podkladového aktiva. V pripade ocenovania opcii europ-
skeho typu, bude premenna X reprezentovat koncovi cenu podkladového aktiva a
Y, alebo Y (X) bude diskontovana hodnota vyplatnej funkcie. V pripade éazijskych
opcii bude premenna X taktiez kone¢nou cenou, bude k nej vSak treba dopocitat
zvy$né hodnoty ceny v predoslych diskretizacnych bodoch ¢asu a nasledne ich prie-
mer, ktory je argumentom vyplatnej funkcie. Hodnoty ceny akcie medzi ¢asmi 0 a
T sa daju simulovat napriklad pomocou Brownovho mostu. Ten popisuje proces s
fixnymi hodnotami na zaciatku a na konci. Ak W; oznacuje Wienerov proces v Case

t potom Brownov most mé tvar
t
B, =W, — fWT, t€[0,7]. (4.13)
Inak zapisané, Brownov most je stochasticky proces splhajuci
B, = (W, | Wy =0), tel0,T]. (4.14)
Zo $tatistickej tedrie vieme, ze ak mame vektor (X7, X5) s viacrozmernym nor-

mélnym rozdelenim, potom

X Y M1 ’ Y11 X2 ’ (4‘15)
Xo H2 o1 229

pricom X; a X5 mozu byt vektory. Predpokladajme, Ze 99 mé plni hodnost. Potom

podmienené rozdelenie ndhodnej premennej X; ak Xy = X je

(Xl | X2 = JI) ~ N (,ul + 21222_21(1’ — /,62), 211 — 21222_21221) . (416)

Proces B(t) méa teda normélne rozdelenie so strednou hodnotou 0 a disperziou t(TT_ B,

Teraz potrebujeme uZ len odvodit podmienené rozdelenie B(t) ak mame zadant
hodnotu na oboch okrajoch tohto procesu. Majme dané nejaké body v ¢ase 0 <
u < § < t a dané hodnoty W, = x a W, = y. Pozname zatial iba nepodmienené

rozdelenie
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Kedze (4.16) nam déva informaciu o podmienenom rozdeleni prvej zlozky vektora

za podmienky, Ze pozndme hodnotu druhej zlozky, tak musime najprv vektor per-

mutovat
W 0 s u S
Wyl ~N|[lo| . [u u w]]- (4.17)
W, 0 s u t

Teraz uz mozeme aplikovat (4.16) na (4.17) ¢im dostavame, Ze podmienené rozdelenie

W, ak W, = x a W; = y je normalne so strednou hodnotou

-1

uou x t— _
0— (u,s) = (t=s)zt (s —uy (4.18)
a disperziou
-1

U U U t — _

s —(u,s) _=s)s-w) (4.19)
u t s t—u

Predstavme si teda, ze uz mame dané hodnoty W;, = z1, W, = o, ..., Wi, = x4,

a chceme generovat hodnotu Wy, kde t; < ¢t < t;,1 pre nejaké i € {1,2, ..., k}. Potom
(Wt | Wtj = x]?] = 17 7k> = (Wt | Wti = xi7Wti+1 = xi+1)'

Na dokaz tohto vztahu by sme mohli znova pouzit (4.16), avSak staci si uvedomit
Markovovskil vlastnost Brownovho pohybu a to ti, ze ak mame dané Wy, a W;,_
tak W; je nezavislé od vsetkych Wy, pre ktoré s < t; alebo s > ¢;,1.

V praxi pozname hodnotu v ¢ase 0, aktudlnu cenu akcie, a hodnoty Sr, teda
koncové ceny akcie, vieme vygenerovat vrstvenym vzorkovanim. V tomto pripade
bude jednoduchsie pamétat si hodnoty generované z N(0,T), z ktorych néasledne
vhodnymi transforméciami ziskavame hodnoty Sr. Oznac¢me dané hodnoty ako z7.
Dalej pouzijeme vztahy, ktoré st spomenuté vyssie na to, aby sme dopocitali hodnoty

ceny akcie v diskretiza¢nych bodoch ¢asu na intervale (0,7"). Ako sme ukézali

(Wti | Wti_l =z, Wr = 9CT) ~

N (T —ti)ximr + (i — tic)xr (T —t)(t — tiz1)
T—t; ’ T —t 7

kde t;_; je predosly diskretiza¢ny bod casu, v ktorom pozname hodnotu realizacie

x;_1 a xp je koncova hodnota procesu vygenerovana vrstvenym vzorkovanim. Tieto
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realizécie sme schopni generovat pomocou transformacie

w, - T tra (= ter \/ (T —t)(t; — ;1)

' T —t; 4 T —t ’
kde Z je realizacia normovaného normalneho rozdelenia.
Takymto spésobom vieme rekurzivne dopocitat vSetky hodnoty Brownovho po-

hybu medzi ¢asmi 0 a T'. Tieto hodnoty este potrebujeme dosadit do
Sti _ Sti71 (T’—*)—‘-O’Wf

¢im vypocitame prislusné ceny akcie, aby sme nasledne mohli spocitat ich priemer
a pomocou neho vypodéitat diskontovant cenu opcie pre danu realizaciu cesty ceny

akcie.

4.3.1 Dovrstvenie

Metdda vrstveného vzorkovania moze byt v niektorych pripadoch naro¢na na vy-
pocet a aplikiciu. Idea vrstveného vzorkovania sa vSak da aplikovat inym, ¢asovo a
vypoc¢tovo menej naro¢nym, sposobom.

Tak ako predtym sa snazime odhadnut E(Y') a vieme generovat nezévislé realiza-
cie (X1,Y7), ..., (X,,Ys). Naviac predpokladame, Ze pozname hodnoty p; = P(X €
A;) pre vrstvy Ay, ..., Ag. Ozna¢me

ako pocet realizacii z vrstvy ¢, pricom
1, ak XeA
1{X € A}
0, inak.
f)alej oznacme
j=1
ako stcet tych Y}, pre ktoré X; patri do i-tej vrstvy. Klasicky odhad, teda aritmeticky

priemer hodnét Y7 + ... + Y, m6zeme potom zapisat ako

Y =

n n

?ISO

=1
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pokial N; # 0, Vi = 1,..., K. Silny zakon velkych ¢isiel nam hovori, Ze % — p; a

]% — u; s pravdepodobnostou 1, kde u; = E(Y | X € A;). Princip tejto metody

spoc¢iva v nahradeni pomeru % jeho oc¢akavanou hodnotou p;:

I

3 (4.20)

X K
Y = Zpi
i=1

=

Vidime teda, 7e zatial ¢o obycajny odhad Y déava kazdej realizacii Y; vahu %,
odhad tejto metody prideluje realizaciam z i-tej vrstvy véahy J% Docielime tym
priradenie vy$8ich vah realizaciam z podvzorkovanych vrstiev (IV; < np;) a nizsich
vah realizaciam z prevzorkovanych vrstiev (N; > np;). Ak by sa stalo, ze N; = 0 pre

nejaké ¢, mézeme nahradit vyraz ff— hodnotou 0, aby sme met6du mohli pouzit.
3

4.4 Vzorkovanie podla délezitosti

V tejto casti popiSeme aplikiaciu postupov uvedenych v 3.4 na azijské opcie s arit-

metickym priemerom. Touto metédou sa hlbsie zaoberaju v [8],[9] alebo [15].

4.4.1 Pomer vierohodnosti

Hlavny rozdiel medzi eur6pskymi a azijskymi opciami je prave v tvare vyplatnej
funkcie. V tomto pripade uz nesimulujeme iba koncovii cenu akcie ale aj ceny v
diskrétnych bodoch ¢asu medzi 0 a 7.

Berieme do uvahy vektor premennych Z, ktory reprezentuje prirastky ceny ak-
cie medzi jednotlivymi bodmi ¢asu. Rozdelenie cesty ceny ako takej nepozname,
pozname vsak rozdelenie jej prirastkov. Predpokladéame, Ze tieto prirastky sa riadia
geometrickym Brownovym pohybom, pricom moézeme vyuzit Markovovski vlastnost
tohto procesu. Majme teda diskrétnu cestu ceny akcie S, ¢ = 0,1,...,m a pod-
mienent pravdepodobnost S;, pri danom S;, , = z s hustotou f;(z,-). Ak sa teda
pokuSame o zmenu hustot f; za hustoty g;, pomer vierohodnosti pre danti zmenu

bude mat tvar

ﬁ fi(Sti717 Stz)
gi(Sti—l’ Stz) ‘

i=1
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Ak ozna¢ime E strednt hodnotu v pévodnej miere a E, stredni hodnotu v novej
pravdepodobnostnej miere potom plati
m
fi(Sti717 Stz)
E(h(Sy,, ..., S:,)) = By | h(S,, ..., St,.) H—S ik
i=1 ’L( ti—1> ti)
pre vSetky funkcie h, pre ktoré stredn& hodnota na l'avej strane existuje a je kone¢né.
V tejto praci uvazujeme rovnomerné rozdelenie ¢asovych krokov, navyse cielené
podmienené rozdelenie ceny akcie vieme dosiahnut spétnou transforméaciou z rea-
lizacii normovaného normalneho rozdelenia. Premenné Z;, ¢« = 1,...,m budua preto
nezavislé rovnako rozdelené so spolo¢nou hustotou f. Zmenou miery sa ich nezévis-

lost zachova. Pomer vierohodnosti sa teda zmeni na tvar
11 1(Z) (4.21)
i1 9(Zi)

Pricom ak znova oznac¢ime E strednt hodnotu v pévodnej miere a E, strednd hod-

notu v novej miere tak

E(h(Si,, ..., S, ) = E ( (Sirs s Se ) ﬁf )

ak stredna hodnota na lavej strane existuje a je konecné.

Q

Tak ako v Casti 3.4, aj tu sa zameriame na hladanie a vzorkovanie podla naj-

dolezitejSej cesty a teda vyhradne zmenu strednej hodnoty rozdelenia. Ak méa teda

hustota f tvar f(z) = —% e % , potom g(z) = \/%e “4 Dosadenim do (4.21)

V4 271'
dostévame

lm—[ fZ) _ Szt
1 9(Z)

My v8ak predpokladédme, Ze prirastky najdodlezitejSej cesty nebudu v case kon-
Stantné, preto uvazujeme v kazdom c¢asovom kroku hustotu normalneho rozdelenia
g; so strednou hodnotou p; a disperziou 1. Potom

T f(Z)  Swzeb
—= ez:l =1 .
1 gi(Zi)

4.4.2 Linearizicia odhadu a optimalna cesta

Ak teda oznac¢ime Z vektor realizacii 71, ..., Z,, normovaného norméalneho rozdelenia,

potom za predpokladu geometrického Brownovho pohybu simulujeme cenu akcie
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pomocou vzorca

S, = Sy, TRy (4.22)

kde At oznacuje dlzku casového kroku. Dalej definujeme diskontovant vyplatna

funkciu G zévisla od Z ako

G(Z) = G(Z1, . Z) =T (S(2) - K) ",

kde S predstavuje aritmeticky priemer hodnét Sy, ..., S .

Nagou snahou je teda zmenit rozdelenie Z z N(0,1) na N (i, I) a odvodit tvar
nevychyleného odhadu E(G(Z)). Ozna¢me E, a P, strednt hodnotu a pravdepo-
dobnost ak Z ~ N (p, I). Potom podla predoslej sekcie plati

E(G(Z2)) =E, (G(Z)e—uTer%MTu)

pre Tubovolné p € R™.

Pretoze funkcia G dosahuje iba nezaporné hodnoty, mézeme pouzit transforméciu
G(z) = eF® | pricom plati G(z) = 0 — F(z) = —oo. Taktiez vyuzijeme fakt, Ze
vypocet strednej hodnoty Z v pravdepodobnostnej miere P, je ekvivalentné vypoctu

strednej hodnoty v povodnej miere zo Z + p. Potom plati
E(G(Z)) =E(efP)=E, <6F(Z)6“TZ+%MTM)
—E (eF (Z+u)e—uT<Z+u>+%uTu)
T, 1,T
— E (GF(ZJ'_M)E nZ=5p “) 7 (423)
Aby sme nasli optimalny tvar p rozvinieme funkciu F' do prvého radu

eF(ZJru)efuf% o P WAVEWZ —uT 25T n (4.24)
kde V F (1) oznacuje gradient funkcie F' v bode p. Ak vieme zvolit p tak aby splialo
VF(u) = 4", (4.25)

potom prava strana (4.24) je konstantna vzhladom na Z. Takato volba p teda vy-
tvara odhad s nulovou varianciou ak (4.24) plati presne a odhad s nizkou varianciou

ak (4.24) plati priblizne.
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Dalej postupujeme podla odvodeni zo sekcie 3.4 s tym rozdielom, Ze premenné
@ a z s vektory. Podla tychto odvodeni je vhodné zvolit p také, aby splialo

ZTZ

p = argmax F'(z) — - (4.26)

Z toho nam vznikd podmienka prvého radu VF(z) = 27| ktora koresponduje s
(4.25). Navyse ak ucelova funkcia v (3.26) je rydzo konkavna a podmienka prvého
raddu ma rieSenie, potom toto rieSenie je aj jedinym optimom.

RieSenie optimalizacie (4.26) z* st prirastky optimalnej cesty a volbou p = z*
v rozdeleni, z ktorého generujeme, budeme dostavat cesty ceny akcie prave na okoli

tej optimalne;j.

4.4.3 Aplikacia na opcie azijského typu

V tejto casti uvedieme konkrétne aplikdcie odvodenych postupov na éazijské opcie
s aritmetickym priemerom. RieSenie tlohy (4.26) je ekvivalentné maximalizacii vy-
razu GG (z)e’%ZTZ, kde G je diskontovana vyplatné funkcia azijskej opcie vyuzivajucej
aritmeticky priemer. Vzhladom na optimalizéciu méZzeme zanedbat diskontny faktor
e """ a tak isto brat do tvahy iba z, pre ktoré plati S > K. Pre tieto z ma teda
ucelova funkcia tvar
(S(z) — K)e 2% ?

a je diferencovatelna, preto mozeme napisat podmienku prvého radu ako

3—2 —(S—K)z =0. (4.27)
S vyuzitim (4.22) dostéavame

I _Z 85} = %ZU\/KL‘S“,
i=j

kde At predstavuje dlzku ¢asového kroku. Dosadenim do (4.27) nadobtida pod-
mienka prvého rddu tvar

2

Em: oV AtS;,

] p—
G(z) &
alternativne
o/ AHG(z) + K) oVALS,
2 = v aG) R T “mG(z) g=1,m—1 (4.28)
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Ak teda mame dané y = G(z), vieme pomocou (4.28) vypocitat z1, z (4.22) Sy,
potom zp a tak dalej. Kazdé y teda definuje prirastky z(y) a cestu S, (2(y)), i =
1,...,m. RieSenie podmienok prvého radu je teda ekvivalentné hladaniu takého y,
pre ktoré vyplata opcie pri ceste ceny S, (2(v)), ..., St,, (2(v)) je y. Preto staci najst

koren rovnice

=38 ) —y— K = (4.20)

Na rozdiel od rovnice odvodenej rovnakym postupom pre eurdpske opcie, tu uz
nevieme, ¢i ma dana rovnica riesenie. Vysledky numerickych testov v [8] vSak naz-
nacuju, ze tato rovnica mé prave jeden koren. Tento koren sa da jednoducho najst
pomocou dosadzania hodnot y. Ked mame koren y*, vieme dopocitat z* = z(y*)
a polozit p = z*. Nasli sme teda optimalnu stredni hodnotu rozdelenia, z ktorého
generujeme realizacie Z; a nésledne pouzit tvar odhadu z (4.23) na vypocet odha-

dovanej ceny opcie.

4.5 Vecerova PDR

Jednym z moznych spésobov ocenovania azijskych opcii je aj pomocou modelovania
jej ceny parcidlnou diferencidlnou rovnicou a jej naslednym numerickym riesenim.
KedZe skuto¢né ceny azijskych opcii nemozno ziskat z trhovych dat, budeme ceny
nadobudnuté tymto postupom povazovat za skutocné ceny azijskych opcii.

Ako prvé pri odvodeni parcidlnej diferencidlnej rovnice pre ézijské opcie si mu-
sime predstavit pojem opcie na obchodovaci ucet. Je to kontrakt, ktory dovoluje
jeho drzitelovi menit svoju poziciu v podkladovom aktive. Drzitelovi sa zisky a
straty z jeho obchodovania akumuluji na Gcéte a v ¢ase exspiracie dostéva opciu na
tento ucet s realizacnou cenou 0. Inymi slovami, v pripade, Ze je stav na tcte kladny
moze si ho ponechat a ak je na tcte strata, tak sa zanedba.

Predpokladdme nadalej, Ze cena akcie sa riadi geometrickym Brownovym pohy-
bom a teda plati

dS; = rSidt + 0.S;dW4,

kde r je bezrizikova urokova miera a o je volatilita akcie. Oznacme stratégiu drzitela

a teda pocet akcii ktoré vlastni v ¢ase t ako ¢;. T4 podlieha podmienke udanej v
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kontrakte a to tak, Ze ¢ € [ay, 5;]. D& sa ukéazat, Ze drzitel by nikdy nemal mat

poziciu z vnitra daného intervalu ale v kazdom ¢ase, by malo byt ¢; rovné bud oy

alebo ;. Pri azijskych opciach plati oy = f;, takze drzitel sa nemoze rozhodovat.
Dalgie detaily odvodenia rovnice moze Citatel najst v [16], my uvadzame vysledna

rovnicu pre opcie azijského typu:

1
w +r(q — 2)u, + §(qt —2)*0%u,, = 0, (4.30)

kde z je transformované priestorova premenné, pre ktort plati Z} = )g—f, pricom X/
je stav obchodovacieho uc¢tu drzitela.
Aby rovnica (4.30) zodpovedala &azijskej opcii, musime zvolit stratégiu ¢; nasle-

dovne:
e Fixed strike call - ¢, =1 — %
e Fixed strike put - ¢; =
e Floating strike call - ¢, = + — 1+ K,
e Floating strike put - ¢, =1 —

Funkcia u mé dva argumenty, z a t. Premenné t znaci ¢as, premenna z je transfor-
movana priestorova premenné. Rovnako treba transformovat aj koncovt podmienku.
Ukazku tejto transformécie demonstrujeme na koncovej podmienke a teda vyplatne;j

funkcii pre fixed strike call azijski opciu:

V (57— K,T) = max (57 — K,0),

Sr— K . S_T — K
U<S—T,T> = max (S—T70) s
u(z,T) = max(z,0). (4.31)

KedZe uz mame vSetko potrebné mozme pristupit k samotnému numerickému
rieSeniu rovnice (4.30). Najskor musime zvolit na akom intervale budeme uvazovat
koncovii podmienku. Vhodnou volbou moze byt interval [—1, 1], ¢o zodpoveda opcii s
realizacnou cenou od 0 po dvojnasobok konec¢nej ceny akcie. Dalej je potrebné zvolit
pocet priestorovych a ¢asovych krokov, my sme zvolili pocet priestorovych M = 200

a Casovych N = 504. KedZe predpokladame 252 obchodovacich dni v roku, tak pri
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maturite 1 rok to bude zodpovedat 2 kroky za den. Diskrétne premenné budua teda

mat tvar
Zi:ZO—F?;Xh, tj:jXT,

kde h je dlzka priestorového a 7 dlzka ¢asového kroku.
Teraz mozeme pristupit ku diskretizéacii rovnice (4.30). Zvolili sme implicitnt
Crank-Nicholsonovu schému a prva centralnu diferenciu. Rovnica teda dostava na-

sledovny tvar:

ARG U 7 R VI e R
T R D 2h 2h

1 2 o |1 Ug+1 — 2u] +ul_, Ugﬁ — 2] ol
+5(g —2)°0 [5 ( % + % =0
1
5 (¢ — z:)%0® — hr(qy — 20)] ul_y — [(qj — 2:)%0” + 2v] u]
1 .
+ B [(q — z)?0” + hr(q; — Zi)} uj, g =
1 )
) [(qj —2)%0” — hr(q; — zz)] —i— [ z)20? — ZV] uf“
1 A
~ 3 [(q —z) 262 + hr(q; — z,)} ufill, (4.32)

. .. P . . . o1e . 2 . ,
kde r je bezrizikova turokova miera, o je volatilita akcie a v = h7 Okrajova pod-

mienka (4.31) sa diskretizaciou zmeni na nasledovny tvar
N _
u; = max(0, 2;). (4.33)

Na vyrieSenie parcialnej diferencialnej rovnice (4.30) teda uz staci iba skonstru-
ovat maticu systému (4.32), zahrnut okrajovit podmienku (4.33) a zadat ju do vy-

poctového programu.



Kapitola 5

Praktické testy a porovnanie

V tejto kapitole sa budeme venovat testom spominanych metod. Najskér porovname
jednotlivé metody uvedené v predoslych kapitolach na azijskych, kupnych opciach
s aritmetickym priemerom. V poslednej casti uvedieme celkové porovnanie tychto

metod.

5.1 Aplikaicia metody kontrolnej ndhodnej premen-
nej

Ako prvé predstavime porovnanie dvoch alternativ metdédy kontrolnej premenne;j
uvedenej v 4.1. V prvom pripade volime ako kontrolnt premennu azijski opciu s
geometrickym priemerom, zatial ¢o v druhom vanilkova eurépsku opciu. Na naSe
testy sme pouzili nasledovné hodnoty parametrov aktualna cena akcie Sy = 150,
realiza¢na cena K = 150, maturita 7" = 1, volatilita ceny akcie ¢ = 0.15 a bezrizikova
urokova miera r = 0.015.

Maturita opcie zodpoveda jednému roku pricom vieme, ze priemerne je v roku
252 obchodovacich dni na trhu, preto sme sa rozhodli pouzit pocet krokov m = 252
a teda dlzka ¢asového kroku zodpoveda jednému ditu. Pre ilustraciu sme zvolili vyssi
pocet realizacii vyvoja ceny a to jeden milién. Na obrazku 5.1 vidime porovnanie
vyvoja odhadovanych cien a 95%-nych intervalov spolahlivosti pre spomenuté alter-
nativy metédy kontrolnej premenne;j.

Ako mdzeme vidiet, alternativa vyuzivajica geometricka azijsku opciu ma od

63
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Obr. 5.1: Vyvoj odhadovanych cien (plné ¢iary) a 95%-tnych intervalov spolahlivosti
(prerusované ¢iary) metody kontrolnej premennej s geometrickou azijskou a eurdpskou

vanilkovou opciou.

zaCiatku velmi tuzky interval spolahlivosti, teda je viac spolahliva. NavySe vidime,
ze nou odhadovana cena nekoliSe tak ako pri eurdpskej vanilkovej opcii. To je sposo-
bené tym, ze geometricka a aritmeticka azijska opcia maju vyssi korelaény koeficient,
nez aritmeticka azijska s eurépskou vanilkovou. Preto ak pre nejaki realizaciu bude
cena aritmetickej opcie prilis vysoké, bude prilis vysoka aj cena geometrickej a tato
metoda patricne upravi odhadovani cenu. Obe metody taktiez vedeli odburat vy-
chylku, pravdepodobne sposobent generovanim prirastkov, od skuto¢nej ceny opcie.

Empiricky sme sa pokisili zistit hodnoty uvedenych korela¢nych koeficientov. Pre
rozne nastavenia sme viackrat zopakovali vygenerovanie istého poctu ciest, pomocou
vyberovej kovariancie a variancie sme odhadli korela¢ny koeficient a vSetky vysledky

spriemerovali. Priemerne boli hodnoty korela¢nych koeficientov nasledovné:
o Geometricka vs. aritmeticka azijska - pg 4 = 0.9943,
e Eurépska vanilkova vs. aritmeticka azijska - pg 4 = 0.7193.

Faktor redukcie variancie uvedeny v kapitole 3 mé pre geometricku ézijska opciu

hodnotu 87.97 a pre eurépsku vanilkova opciu 2,07. Znamena to teda, ze oproti
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obyc¢ajnej Monte Carlo metode sa v prvom pripade redukuje variancia az zhruba 88-
nasobne zatial ¢o v druhom pripade iba 2-n4dsobne. Tento fenomén moézme pozorovat
na vyvoji smerodajnych odchyliek odhadov v logaritmickej skale na obrazku 5.2.

10°

Obycajna
Kontrolna s geometrickou
Kontrolna s vanilkovou

Smerodajna odchylka

Pocet simulacii x 10°

Obr. 5.2: Vyvoj smerodajnych odchyliek oby¢ajnej metody, metédy kontrolnej premenne;j

s geometrickou azijskou a eur6pskou vanilkovou opciou.

Mozno si teda klast otazku, preco hladat alebo pouzivat iné met6dy ako metodu
kontrolnej premennej. Pre tento typ opcii je to mozno dobra volba, avsak ako sme
spominali, tato metdda je zalozena na predpoklade, Ze pozname proces dostatocne
korelovany s tym, ktorého strednii hodnotu hladame a navyse, Ze vieme aj expli-
citne vyjadrit jeho strednti hodnotu. Pre iné derivaty nemusi byt Tahké najst takyto
proces. Preto uvadzame aj iné metody, ktoré nemaju tak silné predpoklady na ich

aplikiciu.
5.2 Aplikaicia met6dy protikladnej nAhodnej premen-

nej

Dalej znazornime porovnanie metédy protikladnych ndhodnych premennych s me-
todami uvedenymi vyssie. Toto porovnanie mozeme vidiet na obrazku 5.3. Vidime,

ze metoda protikladnych ndhodnych premennych kolise menej ako oby¢ajnéd Monte



66 KAPITOLA 5. PRAKTICKE TESTY A POROVNANIE

Carlo metoda, neméa vsak tak tizky interval spolahlivosti ako metoda kontrolnych
nédhodnych premennych. Tato metoéda teda neposkytuje tak dobru redukciu varian-

cie, ¢o potvrdzuje aj obrazok 5.4.

574
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5721 ~ - T~ Protikladne premenne
N > Vecer
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Obr. 5.3: Vyvoj odhadovanych cien (plné ¢iary) a 95%-tnych intervalov spolahlivosti (pre-
rusované ¢iary) obyc¢ajnej metody, metody kontrolnej premennej s geometrickou azijskou
opciou, metddy kontrolnej premennej s eurépskou vanilkovou opciou a metoédy protiklad-

nych ndhodnych premennych.

7 obrazku 5.4 vSak vidime, ze metoda protikladnych premennych poskytuje lep-
siu redukciu variancie ako metéda kontrolnych premennych s kontrolnou vanilkovou
eurdpskou opciou. Metoéda protikladnych nahodnych premennych ma vsak obrovski
vyhodu aj v tom, Ze nepotrebuje kontrolny proces, preto je I'ahsie aplikovatelna. Ob-
razok 5.5 ilustruje porovnanie tychto dvoch metod. Na tomto obrazku znova vidime,
ze zalezi aj od danych realizacii prirastkov ciest ceny akcie, ¢i odhad metody sku-
to¢ne konverguje.

Ako sme v8ak spominali v kapitole 3, existuje istd podmienka kedy je metddu
protikladnych ndhodnych premennych vhodné pouzit. My sme sa pokusili empiricky
zistit, kedy je tato podmienka (3.11) porusena. Skonstruovali sme preto pokus, v kto-
rom sme pre kazdu kombindacie parametrov o € {0.05,0.1,0.15,0.2,0.25,0.3,0.35,0.4},
K € {120,135,150, 165,180}, T € {0.5,1, 1.5, 2} 10-krat ocenili opciu pomocou me-
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Obr. 5.4: Vyvoj smerodajnych odchyliek obyc¢ajnej metddy, metédy kontrolnej premen-
nej s geometrickou ézijskou opciou, eurépskou vanilkovou opciou a metédy protikladnych

nadhodnych premennych v logaritmickej skale.
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Obr. 5.5: Vyvoj odhadovanych cien (plné ¢iary) a 95%-tnych intervalov spolahlivosti
(prerusované ¢iary) metody kontrolnej premennej s eurdpskou vanilkovou opciou a metody

protikladnych nahodnych premennych .

tody protikladnych ndhodnych premennych a obyc¢ajnou metédou. Pre kazdé ocene-

nie sme overili platnost podmienky. Z dévodu prehladnosti uvadzame v tabulke 5.1
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iba tie kombinacie parametrov, pri ktorych nastalo porusenie danej nerovnosti aspon
raz. Stlpec porusenie nerovnosti informuje o tom, kolkokrat, z danych 10 oceneni,

bola porusend podmienka (3.11).

Tabul'ka 5.1: Testovanie poruSenia nerovnosti (3.11) metoédou protikladnych ndhodnych
premennych pri réznych hodnotach parametrov. Uvedené st len kombinacie parametrov,

kedy bola porusena nerovnost (3.11) aspon 1-krat.

o K | T | Porusenie o K | T | Porusenie
nerovnosti nerovnosti
0.05 ] 165 | 1 7 0.15{ 180 | 0.5 | 8
165 | 1.5 | 7 180 | 1
165 | 2 6 180 | 1.5 | 4
180 | 2 1 180 | 2 d
0.1 [165|05 |7 02 |165]05 |1
165 | 1 2 180 1 0.5 | 5
180 1 0.5 | 1 180 | 1 4
180 | 1 8 0.25 180 | 0.5 | 2
180 [ 1.5 | 8 180 | 1 2
180 | 2 5 0.3 | 180|052
0.15 165 | 0.5 | 4 - - - -

7 tabulky 5.1 teda vidime, Ze k poruSeniu nerovnosti dochadza v pripadoch,
kedy je realizatna cena vyssia ako aktuédlna. Preto je vhodné pouzit tito metddu pri
oceniovani opcii, ktoré maju vysoku realiza¢ni cenu, kratku maturitu a/alebo nizku

varianciu ceny akcie.

5.2.1 Optimalizacné modifikacie

f)alej sme testovali nase modifikacie metody protikladnych nahodnych premennych
uvedené v 4.2. Metoda protikladnych ndhodnych premennych vyuziva prirastky,
ktoré ndhodne vygenerujeme ale tak isto aj dané prirastky s opa¢nym znamienkom.

Maticu prirastkov Z teda prendsobime pomocou Hadamardovho sti¢inu maticou so
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vSetkymi prvkami —1. V tejto modifikacii metédy sa pokisime dant maticu opti-
malizovat tak, aby minimalizovala vyslednu varianciu odhadu.

Ocakéavania o ¢asovej naro¢nosti optimalizacii variancie sa potvrdili. Zatial ¢o
Casy pre vygenerovanie a samotny vypocet odhadovanej ceny obycajnymi metodami
sa pohybovali rddovo v tisicinach sekundy, optimalizacia hodnét matice A trvala v
priemere tri a pol mintty, ¢o je znac¢ne dlhsi ¢as. NavySe ako sme uz spominali, tato
metdda nie je konzistentna s predpokladom konStantnej volatility ceny akcie, kedZe

ta je v kazdom casovom kroku ina.

Do optimalizacie matice A sme preto implementovali podmienku, Ze druhé moc-
niny jej prvkov musia byt rovné 1. Inymi slovami, prvky matice mézu byt iba 1
alebo —1, ¢im sa v kazdom ¢asovom kroku zachovava predpokladané volatilita ceny
akcie. V tomto pripade sme vSak nezaznamenali Ziadne zlepSenia, kedZe optimaliza-
cia vzdy prehlasila nas pociato¢ny bod a teda maticu s prvkami iba —1 za optimum.
Skisili sme preto zmenit pociatoény bod na maticu, kde prvych % stlpcov st hod-
noty —1 a poslednych % stIpcov st hodnoty 1. Optimalizacia viak znova skonéila pri
matici samych —1. Pri danej optimalizécii je teda zdanlivo takato matica lokalnym

minimom.

Skasili sme teda prvky danej matice obmedzit len na hodnoty z intervalu [—1.05,
— 0.95] aby sme zamedzili vplyvu nésobenia prirastkov tymito hodnotami na vola-
tilitu ceny akcie v danom kroku. Nadalej v8ak plati, Ze takéto nasobenie volatilitu
meni a teda neméame zachovany predpoklad o tom, Ze cena akcie mé odhadnutu
volatilitu a ze tato volatilita je konstantna. AvSak, ak by cena odhadnutéa takouto
metodou nebola prilis odlisna od tej skuto¢nej, mohli by sme tuto metdédu prehlasit
za isté zlepSenie. Za skuto¢nu cenu opcie pokladame cenu, ktort dostaneme nume-
rickym rieSenim parcialnej diferencialnej rovnice, ktora uvadza Vecer v [16]. Ttuto
rovnicu a taktiez spdsob rieSenia sme popisali v 4.5.

f)alej vSak treba poznamenat, ze kvoli narokom tejto optimaliza¢nej tilohy na
pamaét, sme museli znizit pocet realizacii vyvoja ceny akcie na 250 a pocet deliacich

bodov v ¢ase na 50.

7 nami navrhnutych modifikicii metody protikladnych ndhodnych premennych

sme sa rozhodli viaceré vyskusat a porovnat ich. V tabulke 5.2 st uvedené informaécie
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o kazdej z nich, pri¢om ich oznacenia znacime nasledovne:

e Neohranicena - metoda, pri ktorej optimalizujeme varianciu odhadov pomo-

cou matice A a jej prvky nie sl nijako ohranicené.

e Ohranicena - metoda, pri ktorej optimalizujeme varianciu odhadov pomocou

maice A, avsak jej prvky st z intervalu [—1.05, —0.95].

e Neohrani¢ena, po riadkoch - metoda, pri ktorej optimalizujeme varian-

ciu tak, ze kazdy prirastok jednej ndhodne vygenerovanej cesty ceny akcie je

nasobeny rovnakou neohrani¢enou hodnotu.

e Ohranicend, po riadkoch - metoda, pri ktorej optimalizujeme varianciu tak,

ze kazdy prirastok jednej nahodne vygenerovanej cesty ceny akcie je nasobeny

rovnakou hodnotu z intervalu [—1.05, —0.95].

Tabul'ka 5.2: Porovnanie modifikacii metody protikladnych premennych

Protikladné | Neohrani¢ené | Ohrani¢end | Neohranic¢enéd, | Ohranicena,
néhodné riadky riadky
premenné
Variancia 19.57540 10.00858 19.57540 10.22399 18.41823
Cas(s) 0.00786 261.60071 5.84856 19.36474 1.91025
Odhad ceny | 5.759940 6.477015 5.759940 6.407217 5.698640

Cena ziskand numerickym rieSenim Vecerovej parcidlnej diferencialnej rovnice je

5.6986. Ako sme spominali, kvoli pamétovym narokom na optimalizaciu variancie

sme museli obmedzit pocet realizécii ciest ceny akcie na 250 a pocet deliacich bodov

¢asu na 50. Preto aj samotnad odhadovana cena obyc¢ajnej metody nie je az tak

presnd, avSak vzhladom na obmedzeny pocet realizécii je vysledok pomerne dobry.

Ako prvé vidime, Ze neohrani¢ené metody zjavne poniikaja znacnu redukciu va-

riancie. HAcik je vSak v tom, Ze sa tym meni aj odhadovana cena, ktora je znacne

nizsia ako skutocna. Nizka variancia v pripade tychto dvoch metéd zjavne nemé

vyznam, kedZe vysledny odhad je velmi nepresny.
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Ohranic¢ena metoda sa v pripade plnej matice zhoduje s povodnou, teda na da-
nom intervale hodnot nevieme najst zlepsujicu alternativu. Ak vsak robime optima-
lizaciu jednou hodnotu pre kazda cestu vidime, ze sa da dosiahnut zniZenie varian-
cie odhadu. V tomto pripade vidime, Ze cena ziskand ohranic¢enou optimalizaciou
po riadkoch sa zhoduje s cenou podla Vecera. Tento fakt vsak povazujeme za dielo
nahody. Nevieme teda dopredu povedat, aka velka bude odchylka tejto ceny od sku-
toctnej a preto je pouzitie tejto modifikacie tiez diskutabilné. V tomto pripade bola
cena zhodna so skutocnou, pri opakovanych testoch to vsak nebolo vzdy tak. Tak-
tiez sme pri opakovanom testovani pozorovali zaujimavy fenomén, Ze modifikovana
metoda vzdy podhodnotila opciu oproti pévodnej metdde a to vidy o hodnotu z
rozmedzia 0.07 az 0.09. Taktiez mala vzdy nizSiu varianciu a to o hodnotu z inter-
valu [1.1, 1.5]. Toto zniZenie variancie teda nie je razantné a navyse so sebou nesie
istt davku vychylenia, ktoré naopak znizuje presnost odhadu ceny opcie. Takyto typ
modifikacii sa teda neosved¢il ako spolahlivd moznost zniZenia variancie odhadu.

Modifikacie, pri ktorych nasobime vSetky prirastky kazdej realizacie jednou hod-
notou maji nizsiu dimenziu optimaliza¢nej tlohy. Preto sme sa rozhodli zvysit pocet
realizécii a znova ich porovnat s obycajnou metdédou protikladnych ndhodnych pre-

mennych. V tabulke 5.3 méZzeme vidiet vysledok jedného z viacerych pokusov.

Tabul'ka 5.3: Porovnanie metod s optimalizaciou prirastkov kazdej cesty jednou hodnotou.

Skratka MPNP znac¢i metoédu protikladnych ndhodnych premennych.

Pocet realizécii MPNP | Neohrani¢ena | Ohrani¢ena

1000 Variancia 17.95802 | 9.31401 17.47837
Cas(s) 0.00397 | 124.65995 3.88300
Odhad ceny | 5.679547 | 5.681512 5.655019

2000 Variancia 19.15530 | 9.57247 19.10823
Cas(s) 0.00805 | 574.28478 10.96522
Odhad 5.664046 | 5.694589 5.661715

V pripade 1000 realizacii vidime, Ze obe nami navrhnuté metédy pontkaji isté
zlepSenie v ramci hodnot variancie, neohrani¢ena metéda dokonca takmer dvojna-

sobné. Na ¢o je v8ak potrebné znova upozornit je fakt, Ze obe tieto metoédy narisaju
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predpoklad o konstantnej volatilite. Napriek tomu sa neohrani¢ena metdda zdéa byt
lepSia, kedZe fiou odhadnuté cena je blizsie k tej, ktort dostaneme rieSenim Vece-
fovej rovnice, 5.6986. To vSak v ostatnych pripadoch nebola pravda, pretoze v nich
bola tato metoda vzdy horSia ako pdvodna. Ak zohladnime aj ¢asovi naroc¢nost
tejto metody, tak mozeme prehlasit, Ze nie je v tomto pripade lepSia nez povodna.

V pripade 2000 realizacii znova pozorujeme zna¢né znizenie variancie aj lepsi
odhad ceny neohrani¢enou metédou oproti pévodnej. Toto nastalo dokonca vo via-
cerych pripadoch a teda neohrani¢end metéda nevykazovala jednostranna vychylku,
ale zdalo sa, Ze lepSie konverguje ku skuto¢nej cene. Bohuzial nebolo tomu tak vo
vSetkych pripadoch, da sa teda predpokladat, Ze nami pozorované vysledky boli
vzhl'adom na nizky pocet pozorovani iba dielom nahody. A ak znova zohladnime ¢a-
sovi naro¢nost a neistotu konvergencie tejto metody k spravnemu rieSeniu, mozeme
ju vylacit ako kandidéta na urychlenie a spresnenie ocenhovania opcii.

Na ohranicenej verzii tejto metdédy naopak nepozorujeme signifikantné znizenie
variancie. Navyse, tak ako pri nizSom pocte realizacii, znova tato metdéda podhod-
nocovala opciu a to v kazdom z naSich pozorovani. Zda sa teda, Ze tento fenomén
je sposobeny danymi ohrani¢eniami, tie nam vsSak znacne znizuju ¢asové naroky na
optimalizaciu a taktiez odchylku od predpokladaného modelu ceny akcie. Ttito me-
todu sme sa teda rozhodli podrobit este jednému testu a to pri 10 000 realizacidch
cesty ceny akcie. V takom pripade sa uz vSak navrhovana metoéda zhodovala s po-
vodnou. Tento fakt sa dal ocakavat, kedZe s rastiicim poc¢tom realizacii klesala miera
redukcie variancie a odhadovana cena sa blizila k tej, ktortt nam dala metoda proti-
kladnych ndhodnych premennych. Spominany trend mozno pozorovat v tabulkéach

0.2 ad.3.

5.2.2 Nasobné modifikicie

Poslednymi testovanymi modifikdciami metoédy protikladnych ndhodnych premen-
nych je delenie matice, ktorou nasobime prirastky, na rovnako velké segmenty stlp-
cov. Nasledne vytvorime vSetky permutécie nasobenia segmentov tychto matic hod-
notami +1. Znamené to teda, ze dostaneme 4 subory realizacii cesty ceny akcie v

pripade delenia na dva segmenty. Prva bude s vygenerovanymi prirastkami, druha
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bude té z metody protikladnych nahodnych premennych, teda prirastky prenédsobené
maticou samych —1 s pouzitim Hadamardovho suc¢inu. Dalsie dva stibory vzniknua

Hadamardovym stu¢inom matice prirastkov a nasledovnych dvoch matic:

-1 -1 -+ =111 --- 1 11 --- 1 =1 =1 --- =1
-1 -1 -+~ =111 --- 1 11 --- 1 =1 =1 --- —1
-1 -1 -+ =111 --- 1 11 --- 1 =1 =1 --- =1

Pri metode s trojnasobnym delenim budua tieto matice rozdelené na tretiny, ¢im
ziskame az 8 permutécii a teda aj 8 suborov realizicii cesty ceny akcie.

Ako sme avizovali, najskor empiricky zistime pre aké hodnoty parametrov je
splnenéd podmienka (4.12). Pre kazda kombinaciu hodnoét parametrov o, K a T
sme urobili 10 oceneni opcie danou metédou s poc¢tom realizacii cesty 10 000, 252
¢asovymi krokmi, T'= 1, Sy = 150 a r = 0.015. V tabulke 5.4 uvadzame kombinacie
hodnét parametrov, pre ktoré bola porugena nerovnost (4.12) a v stipci PN pocet
poruseni z 10 oceneni.

Ako si mozno v8imnut, nasa metoda sa neosvedcila v pripadoch, kedy je reali-
zaCné cena vyssia ako pociato¢na. Pri vysokej volatilite ceny akcie o > 0.3 doslo k
poruSeniu aj pre realizacnii cenu rovna pociato¢nej. Domnievame sa, ze tento feno-
mén je sposobeny tym, ze pri vysSej volatilite ceny akcie Castejsie dojde k situacii
kedy S > K a teda vyplata opcie bude nezdporna. Avsak v nasej metode k tomuto
priemeru pribudnu esSte tri priemery z ciest ceny akcie, ktoré maju najmenej polo-
vicu prirastkov opac¢nych. S velkou pravdepodobnostou skoncia tieto priemery na
hodnote nizsej ako K a preto bude ich cena nulova. Toto povazujeme za zdroj vyssej
variancie odhadu v takychto pripadoch.

f)alej porovname nami navrhované metody s metédou protikladnych nahodnych
premennych. V tabulke 5.5 vidime porovnanie tychto metdéd s metodou protiklad-
nych ndhodnych premennych pri nastaveni parametrov Sy = 150, K = 150, T' = 1,
o =0.15, » = 0.015 a poc¢tom c¢asovych krokov 252.

Ako prvé vidime, Ze nami navrhnuté metody naozaj poskytuju redukciu variancie
a teda aj zuZenie intervalu spolahlivosti. Mozno si v8ak aj vSimnut, Ze metoda

delenia matice prirastkov na polovicu vykazuje isté vychylenie, teda ak povodna
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Tabul'ka 5.4: PoruSenia nerovnosti (4.12) 2-nasobnou metodou protikladnych ndhodnych

premennych.
o |K |T |PN o |K |T |PN c |K |T |PN
0.05|165|1 |6 0.2 | 165 1.5 |10 0.3 [180 |2 |10
165 | 1.5 | 10 1652 |10 035|150 |1 |1
165 |2 |10 180 | 0.5 | 10 150 | 1.5 | 5
180 | 1.5 | 1 180 |1 |10 150 |2 |8
1802 |5 180 | 1.5 | 10 165 | 0.5 | 10
0.1 | 165 0.5 |10 180 |2 |10 1651 |10
1651 |10 0.25 | 165 | 0.5 | 10 165 | 1.5 | 10
165 | 1.5 | 10 1651 |10 165 |2 |10
165 |2 |10 165 | 1.5 | 10 180 | 0.5 | 10
180 | 0.5 | 3 1652 |10 180 | 1 |10
180 |1 |7 180 | 0.5 | 10 180 | 1.5 | 10
180 | 1.5 | 10 180 | 1 |10 180 | 2 |10
180 |2 |10 180 | 1.5 | 10 04 |[150 |1 |4
0.15 | 165 | 0.5 | 10 180 |2 |10 150 | 1.5 | 9
1651 |10 0.3 | 150|151 150 | 2 | 10
165 | 1.5 | 10 150 |2 |3 165 | 0.5 | 10
165 |2 |10 165 | 0.5 | 10 1651 |10
180 | 0.5 | 9 1651 |10 165 | 1.5 | 10
180 |1 |10 165 | 1.5 | 10 165 |2 |10
180 | 1.5 | 10 1652 |10 180 | 0.5 | 10
180 |2 | 10 180 | 0.5 | 10 180 |1 |10
0.2 | 165 | 0.5 | 10 180 |1 |10 180 | 1.5 | 10
1651 |10 180 | 1.5 | 10 180 | 2 |10
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Tabulka 5.5: Porovnanie metody protikladnych nahodnych premennych (MPNP) s upra-

venymi metédami protikladnych ndhodnych premennych.

Pocet MPNP | 2nasobné 3nasobna Vecer
realizécii MPNP MPNP
10 000 smerodajna | 0.04423 | 0.03851 0.03236

odchylka

cena 5.71291 | 5.72314 5.70101 5.69864
100 000 smerodajna | 0.01384 | 0.01206 0.01021

odchylka

cena 5.71189 | 5.70399 5.700475 5.69864

metoda opciu nadhodnoti, spominand metdéda ju nadhodnoti viac a vice versa. Pri
opakovanom spustani kodu sa vSak tato hypotéza nepotvrdila a nami navrhnutéa
metoda vykazovala mensie vychylenie ako povodné. Dalsim pozorovanim je, ze miera
zvySenia presnosti a teda ziZenia intervalu spol ahlivosti klesa s narastajticim poctom
realizacii. To vSak nie je problém, pretoze tieto metddy sa ziadané prave preto, aby
sme nemuseli generovat vel'ké mnozstvo realizacii.

Ako sme ukazali, tieto metody st vhodné na ocenenie opcii, ktorych realizacné
cena je nizsia ako aktualna cena akcie. Preto sme sa rozhodli urobit rovnaky test
s tym rozdielom, Ze sme polozili K = 135. Vysledky tohto testu vidime v tabulke

Vidime teda, ze navrhnuté metody priniesli redukciu variancie odhadu, navyse vy-

Tabul'ka 5.6: Porovnanie metody protikladnych nahodnych premennych (MPNP) s upra-

venymi metédami protikladnych ndhodnych premennych.

Pocet MPNP | 2nasobna 3nasobna Vecet
realizacii MPNP MPNP
10 000 smerodajna | 0.02295 | 0.01969 0.01735

odchylka

cena 16.3928 | 16.3998 16.4066 16.4239
100 000 smerodajna | 0.00753 | 0.0656 0.00558

odchylka

cena 16.4322 | 16.4261 16.4252 16.4239
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kazuju vyssiu presnost ako oby¢ajné metdda protikladnych ndhodnych premennych.

Navrhnuté metody nie su efektivne iba z hladiska redukcie variancie, ale aj z
¢asového hladiska. Metoda delenia matice prirastkov na tri ¢asti totiz poskytuje
8-néasobne viac realizacii ako povodna metoda. Ak zvolime pocet realizacii 10 000,
tak péovodna metdda disponuje prave takym poctom realizécii, zatial ¢o metdda
delenia na tri casti pracuje az s 80 000 realizaciami. V ramci casovej naroc¢nosti
to teda znamena, ze pri 10 000 realizacidch trva metode protikladnych ndhodnych
premennych ocenit opciu 1.7354 sekundy a modifikovanej metode 7.2370 sekundy.
Modifikovana metdda ma vsak k dispozicii 8-nasobne viac realizacii a ak by poévodna
metoda pracovala s rovnakym poc¢tom, jej ¢as na odhadnutie ceny opcie by bol
18.2394 sekundy. Vidime teda, Ze ak chceme znizit ¢as vypoctu a zaroven spresnit
odhad, je vyhodnejsie vyuzit nami navrhnutt metoédu ako zvySovat pocet realizacii
cesty ceny akcie v povodnej metode. Navyse tato metdda je velmi jednoducha na
implementaciu.

Na obrazku 5.5 mézeme vidiet vyvoj odhadovanych cien spominanymi metédami

aj s ich 95%-nymi intervalmi spolahlivosti.
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Obr. 5.6: Vyvoj odhadovanych cien (plné ¢iary) a 95%-tnych intervalov spolahlivosti (pre-
ruSované Ciary) metod protikladnych ndhodnych premennych a ich modifikiciami delenia

matice prirastkov na 2 a 3 Casti.
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5.3 Aplikacia vrstveného vzorkovania

V tejto casti znazornime aplikiciu vrstveného vzorkovania, ukazeme niektoré vlast-
nosti tejto metddy a porovname ho s obyc¢ajnou Monte Carlo metodou.
Najskor ilustrujeme fungovanie tejto metddy na obrazku 5.7. Pocet realizacii,

vrstiev a taktiez ¢asovych krokov sme zvolili, kvoli prehladnosti, 10.

Prirastky vrstveneho vzorkovania Nahodne prirastky

0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 15

Obr. 5.7: Porovnanie prirastkov vygenerovanych vrstvenym vzorkovanim a nadhodne vy-

generovanych prirastkov.

Tu vidime nedostatky ndhodného vzorkovania. Pri nizSom pocte realizécii totiz
moze dojst k vychylke a vygenerované realizacie nebudi plne reprezentovat rozdele-
nie, z ktorého boli vygenerované. Prave tento fenomén do istej miery potlaca vrstvené
vzorkovanie. Na obrazku 5.7 vidime 10 vrstiev s rovnakou pravdepodobnostou a v
kazdej z tychto vrstiev kon¢i prave jedna cesta prirastkov. To méa za nasledok nie len
lepsi opis hustoty daného rozdelenia ale aj stabilitu oceneni. Nahodné vzorkovanie
totiz nema stabilna alokéciu realizacii a s ndhodnou kolisavostou tejto alokacie stvisi
aj vyssia kolisavost odhadov.

Vychylku vygenerovanych prirastkov mézeme pozorovat aj na odhade ceny opcie.
Odhad pomocou vrstveného vzorkovania bol 6.1942, zatial ¢o odhad oby¢ajnou me-
todou mal hodnotu 6.8004. To je zapric¢inené prave odchylkou nahodného vzorko-
vania, pretoze viacSina jej prirastkov konci v kladnych hodnotach. Na obrazku 5.8

vidime cesty ceny akcie vygenerované prirastkami zobrazenymi na obrazku 5.7.
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Vyvoj cien vrstveneho vzorkovania Vyvoj cien nahodneho vzorkovania
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Obr. 5.8: Porovnanie ciest ceny akcie vygenerovanych vrstvenym vzorkovanim a néhod-

nym generovanim.

V tomto pripade je nutné poznamenat este jeden fakt. V niektorych pripadoch
sa moze stat, ze odhad ndhodného vzorkovania bude mat nizsiu varianciu ako tato
metoda. To je vSak sposobené ndhodnostou a teda nie iplne reprezentativnou aloké-
ciou ndhodnych realizacii. Mozeme to vidiet aj na obrazku 5.8, kde koncové hodnoty
ceny akcie pokryvajui mensi interval ako pri vrstvenom vzorkovani. Napriek nizsej
variancii realizacii, ktora z toho plynie je odhad vrstveného vzorkovania presnejsi
prave preto, ze lepsie reprezentuje rozdelenie koncovej ceny akcie. Aby sme ukazali
vyssiu stabilitu odhadov vrstveného vzorkovania, urobili sme druhy test, v ktorom
pre kazdu dvojicu poctu vrstiev a poctu realizacii robime 10 odhadov. Z tychto od-

hadov uvadzame v tabulke 5.7 priemer odhadov a tak isto ich vyberovi varianciu.

Vidime teda, Ze variancia odhadu je zhruba 3-krat nizsia ako pri nAhodnom vzor-
kovani. NavySe pri opakovanych testoch sa ukazalo, Ze pri vysokom pocte 10 000
vrstiev a 100 000 realizacii bola vo vicsine pripadov metdda vrstveného vzorkova-
nia rychlejsia ako obyc¢ajnd Monte Carlo metoda vyuzivajuca ndhodné vzorkovanie.
V pripadoch kedy bolo vrstvené vzorkovanie pomalsie to bolo najviac iba o 0.1 se-
kundy. Pri milion realizaciach uz boli ¢asy vrstveného vzorkovania horsie, ale najviac
o 2 sekundy oproti obycajnej Monte Carlo metode. Tento ¢as vSak nepredstavuje
drastické zdrzanie, navysSe ak je vykompenzované vysSou presnostou a stabilitou

odhadu. Nevyhodou tejto metddy ale moze byt zlozitejSia aplikicia ako obycCajne;j
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Tabul'ka 5.7: Porovnanie nahodného (NV) a vrstveného vzorkovania (VV) pomocou prie-

meru a vyberovej variancie desiatich odhadov.

Pocet Pocet Odhad VV | Odhad NV | Variancia VV | Variancia NV

vrstiev | realiza-
cii

10 1 000 5.7526 5.7587 0.0123 0.0197
5 000 5.6986 5.6890 0.0030 0.0156
10 000 | 5.7019 5.7137 0.0022 0.0072
50 000 | 5.7022 5.6990 0.0003 0.0015
100 000 | 5.6905 5.6844 0.0003 0.0009

100 1 000 5.8085 5.8581 0.0217 0.0242
5 000 5.6674 5.6428 0.0042 0.0059
10 000 | 5.6808 5.6838 0.0020 0.0067
50 000 | 5.7001 5.7085 0.0002 0.0008
100 000 | 5.6933 5.6925 0.0002 0.0006

1 000 1 000 5.6729 5.6549 0.0230 0.1033
5 000 5.7064 5.7160 0.0044 0.0053
10 000 | 5.6852 5.6920 0.0025 0.0060
50 000 | 5.6950 5.6869 0.0002 0.0016
100 000 | 5.6937 5.6946 0.0002 0.0006

10 000 1 000 - - - -
5 000 - - - -
10 000 | 5.6885 5.6833 0.0021 0.0053
50 000 | 5.6889 5.6943 0.0007 0.0019
100 000 | 5.7046 5.7087 0.0002 0.0009




80 KAPITOLA 5. PRAKTICKE TESTY A POROVNANIE

Monte Carlo metody.

Pre ilustraciu uvaddzame na obrazkoch 5.9 a 5.10 aj rovnaké porovnanie ako na

obrazkoch 5.7 a 5.8 s desiatimi realizaciami a vrstvami avsak 252 ¢asovymi krokmi.

Prirastky vrstveneho vzorkovania Nahodne prirastky

0 0.5 1 15 0 0.5 1 15

Obr. 5.9: Porovnanie prirastkov vygenerovanych vrstvenym vzorkovanim a nadhodne vy-

generovanych prirastkov s 252 ¢asovymi krokmi.
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Obr. 5.10: Porovnanie ciest ceny akcie vygenerovanych vrstvenym vzorkovanim a néahod-

nym generovanim s 252 ¢asovymi krokmi.



5.4. APLIKACIA VZORKOVANIA PODLA DOLEZITOSTI 81

5.3.1 Dovrstvenie

Ideou tejto metody je nahodna generacia prirastkov, avSsak podla toho v ktorej
vrstve dané realizacia skoncila, jej priradime istu vahu. Takto dostant realizacie z
podvzorkovanych vrstiev vyssie vahy a tie z prevrzorkovanych naopak nizsie vahy.
Testy o tejto metode zrejme staci zhrnut slovne. Tato metéda pri réznych poctoch
vrstiev a realizicii mala sice nizs$iu varianciu odhadu ako obyc¢ajnéd metdéda avsak
neboli bliz§ie ku cene podla Vecera. Navyse ak sa rovnal pocet vrstiev poc¢tu realiza-
cii mala tato metoda tendenciu znacne podhodnocovat opciu. Z ¢asového hladiska,
pri rovnakom pocte realizacii trvalo tejto metoéde ocenenie opcie dvakrat tak dlho
ako obycajnej metode. Na ocenovanie azijskych opcii s aritmetickym priemerom sa

preto tato metdda javi nevyhodna.

5.4 Aplikicia vzorkovania podla doélezitosti

V tejto metode sa pokusame najst taku stredni hodnotu rozdelenia prirastkov, aby
minimalizovala varianciu odhadu. Téato stredn&d hodnota méze byt v kazdom case
ind a vektor takychto strednych hodnét sa potom dé interpretovat ako optimalna
cesta.

Na obréazku 5.11 uvadzame optimélnu cestu, obycajné realizacie a realizacie opti-
malnej cesty ziskané transforméaciou prirastkov obycCajnych realizacii. Parametre
opcie boli Sy = 150, K = 150, T" = 1, r = 0.015, ¢ = 0.15 s poctom realizacii
10 a 252 ¢asovych krokov. Ako mozeme vidiet realizacie generované z upraveného
rozdelenia lezia vyssie ako obyc¢ajné. To je vSak ziadané. V tomto pripade bola hod-
nota opcie odhadnuté z obycajnych realizacii 4.5166 a z realizacii optimalnej cesty
5.6317. Cena ziskana rieSenim Vecetovej parcialnej diferencidlnej rovnice bola 5.6986
a teda vidime, Ze napriek nizkemu poctu realizicii je metoda vzorkovania podla do-

lezitosti pomerne presné.

5.4.1 Koren rovnice

Jednou z odlisnosti tejto metdédy od ostatnych spomenutych je nutnost hladania

korena rovnice (4.29). Rozhodli sme sa teda empiricky zistit a spisat ako vplyvaju
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Obr. 5.11: Ilustracia optimalnej cesty, oby¢ajnych realizacii cesty a realizacii optimalnej

cesty ziskanych pomocou oby¢ajnych realizacii.

hodnoty jednotlivych parametrov opcie na hodnotu tohto korena.

Ako prvy moézeme uviest vplyv bezrizikovej trokovej miery r. Ten sme testovali
na intervale [0.015,0.105]. Z testov usudzujeme, Ze pozicia koreha rovnice (4.29)
moze nadobudat rozne typy zavislosti od tohto parametra, pri zmene hodnot pa-
rametrov 7' a K. S klesajucou volatilitou ceny akcie nabera graf tejto zavislosti
konvexny tvar, ni¢ menej tato zmena je takmer nepozorovatelné, preto ju mozeme
aproximovat aj linedrne. Zavislost hodnoty korena od r pri hodnotach parametrov
Sp = 150, K = 180, T' = 2 a 252 ¢asovych krokoch mézeme pozorovat na obrazku
5.12.

Existuju ale aj kombinécie parametrov kedy tato zavislost prestéava byt prostou
funkciou. Takyto vysledok, uvedeny na obrazku 5.13, mdézeme dostat napriklad pri

hodnotéach parametrov Sy = 150, K = 180, T'= 1 a 252 ¢asovych krokov
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Obr. 5.12: Zavislost hodnoty korefia rovnice (4.29) od r pri Sp = 150, K =180, T =2 a
252 ¢asovych krokoch.
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Obr. 5.13: Zavislost hodnoty korefia rovnice (4.29) od r pri Sp =150, K =180, T =1 a
252 ¢asovych krokoch.

Zavislost hodnoty korena rovnice od maturity opcie T' sa zda byt linearny, bez
ohl'adu na zmeny hodnot ostatnych parametrov.

Od hodnoty volatility ceny akcie zavisi hodnota korena rovnice nelinearne, pri-
¢om pre hodnoty blizke hodnote Sy v nasom pripade 150 je tato zavislost linearna.
Toto mézeme pozorovat na obrazku 5.14.

Zavislost hodnoty korena od realizacnej ceny sa taktiez zda byt nelinearna avsak
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Obr. 5.14: Zavislost hodnoty koreha rovnice (4.29) od o pri Sp = 150, T' = 2, r = 0.015,

252 ¢asovych krokoch a meniacom sa K.

pre vysoku volatilitu ceny akcie sa javi byt linedrnou. Ostatné parametre ovplyviuji
zévislost korena od K iba nepatrne. Hodnota korena je blizsie k nule pre hodnoty
vySSie ako pociatoéna cena akcie a naopak, sa nule vzdaluje pre hodnoty realiza¢ne;j

ceny nizsie ako pociatocné cena akcie. Tto zavislost pozorujeme na obrazku 5.15.
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Obr. 5.15: Zavislost hodnoty korena rovnice (4.29) od K pri Sy = 150, T = 2, r = 0.015,

252 ¢asovych krokoch a meniacom sa o.

Pre hodnoty parametrov Sy = 150, K € [120,180], T' € [0.5,2] o € [0.05,0.4],
r = 0.015 a pocet ¢asovych krokov 252 sa pohybovala hodnota korena v intervale
[0.4,70.9]. Maximum bolo dosiahnuté pre hodnoty 0 = 0.4, K = 120 a T' = 2. Na-
opak minimum nastalo pri hodnotach o = 0.5, K = 180 a T' = 0.5. Tato informécia

moze Citatelovi pomoct zazit interval uvazovanych hodndt a hladat koren rovnice
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(4.29) s vySSou jemnostou, ¢im moZeme ziskat presnejSie hodnoty optimélnej cesty

a teda aj presnejsie odhady.

5.4.2 Konvergencia

Teraz pristtpime k testom o konvergencii odhadovanej ceny touto metédou a porov-
name ju s metoédu vyuzivajicou nahodné vzorkovanie. Test bol urobeny tak, Ze obe
metoddy pouzili rovnaké prirastky, metdda vzorkovania podla dolezitosti k nim v8ak
pripocitala vektor optimalnych strednych hodnot a pouzila patricné transformacie.
Pre kazdu hodnotu poctu realizacii sme urobili 10 oceneni a v tabulke 5.8 su uve-
dené priemery odhadovanych cien a variancii danych odhadov. Hodnoty parametrov
opcie boli Sy = 150, K =150, T'=1, 0 = 0.15, r = 0.015 a pocet ¢asovych krokov

252. Cena ziskana rieSenim Vecerovej parcialnej diferencialnej rovnice je 5.6986.

Tabul'ka 5.8: Porovnanie priemerov z desiatich odhadov a variancii vzorkovania podla

dolezitosti a ndhodného vzorkovania, pre kazdi hodnotu poctu realizécii.

Pocet realizacii | VPD odhad | NV odhad | VPD variancia | NV variancia
1 000 5.7275 5.6870 0.00849 0.07022
5 000 5.6987 5.6841 0.00172 0.01393
10 000 5.6830 5.6937 0.00086 0.00705
50 000 5.6936 5.6920 0.00017 0.00141
100 000 5.6990 5.7088 0.00009 0.00070
500 000 5.6985 5.6949 0.00002 0.00014
1 000 000 5.6982 5.6989 0.00001 0.00007

Tato metdda sa zdéa byt priblizne rovnaka ako metoda s ndhodnym vzorkovanim.
To v8ak moze byt spdsobené rovnostou pociatocnej a realizac¢nej ceny. Ak zmenime
hodnotu parametra na K = 120, pricom hodnoty ostatnych parametrov ponechame,

dostaneme vysledky v tabulke 5.9. Cena podla Veceia bola v tomto pripade 30.6793.

Tu uz vidime, Ze metoda vzorkovania podla ddlezitosti pontika ovela stabilnejsie
vysledky ako obyc¢ajna metoda, aj pri nizkom pocte realizicii. Variancia vzorkova-

nia podla dolezitosti dosahuje pri 1 000 realizacidch radovo hodnoty ako oby¢ajné



86 KAPITOLA 5. PRAKTICKE TESTY A POROVNANIE

Tabul'ka 5.9: Porovnanie priemerov z desiatich odhadov a variancii vzorkovania podla
dolezitosti a ndhodného vzorkovania, pre kazdi hodnotu poctu realizacii. Hodnoty para-
metrov opcie st Sy = 150, K =120, T'=1, 0 = 0.15, r = 0.015 a pocet ¢asovych krokov
252.

Pocet realizacii | VPD odhad | NV odhad | VPD variancia | NV variancia
1 000 30.6817 30.6276 0.00938 0.16663
5 000 30.6848 30.7339 0.00197 0.03330
10 000 30.6777 30.6986 0.00097 0.01669
50 000 30.6774 30.6839 0.00020 0.00333
100 000 30.6759 30.6640 0.00010 0.00167
500 000 30.6780 30.6758 0.00002 0.00033
1 000 000 30.6774 30.6704 0.00001 0.00017

metoda pri 50 000 realizaciach. Tato redukcia variancie vSak nie je zadarmo a v
priemere trva ocenenie pomocou vzorkovania podla dolezitosti pri 1 000 realiza-
ciach 2-krat tak dlho ako obycajnej metode pri 50 000 realizaciach. Pouzitie tejto

metody teda zalezi od preferencii pouZivatela.

5.5 Porovnanie metod

Teraz pristupime k celkovému porovnaniu uvedenych metéd. Najskor porovname
obycCajni metoédu, metdodu protikladnych nahodnych premennych, metdédu kontrol-
nej ndhodnej premennej a vzorkovanie podla dolezitosti. Test je totiz konStruovany
tak aby vygeneroval naraz vsetky prirastky a my postupne konstruujeme odhady tak,
aby metody vyuzivali postupne vicsi podiel z tychto prirastkov. Tym bude lepsie
ilustrovanéa konvergencia metéd. Pri vrstvenom vzorkovani vSak nie je moZzné pouzit
tento algoritmus. Tato metoda by v kazdom kroku pouzivala iné prirastky a teda
nebola znazornené jej konvergencia, navySe by jej odhady mali odlisny charakter
ako odhady ostatnych metod.

Hodnoty parametrov sme nastavili Sy = 150, K = 135, T' = 1, 0 = 0.15,

r = 0.015 a 252 ¢asovych korkov. Vysledky prvého testu mozeme vidiet na obrazkoch
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Obr. 5.16: Vyvoj odhadovanych cien (plné ¢iary) a 95%-tnych intervalov spolahlivosti

(prerusované ¢iary) oby¢ajnej metody, metddy protikladnych ndhodnych premennych, me-

t6dy kontrolnej ndhodnej premennej a vzorkovania podla dolezitosti.
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Obr. 5.17: Vyvoj smerodajnych odchyliek oby¢ajnej metdédy, metddy protikladnych na-

hodnych premennych, metédy kontrolnej ndhodnej premennej a vzorkovania podla délezi-

tosti.
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Z obrazku 5.16 vidime, ze sa potvrdili predoslé vysledky a metdda kontrolnej
ndhodnej premennej ma najnizsiu smerodajnu odchylku a je tak isto najblizsie cene
ziskanej rieSenim Vecetovej parcialnej diferencialnej rovnice. Pomerne presna je tak
isto aj metoda vzorkovania podla dolezitosti, avSak jej smerodajna odchylka je vys-
Sia, tym padom aj 8irsi interval spolahlivosti. Naopak nizSiu smerodajnt odchylku
dosahuje metoda protikladnych ndhodnych premennych, avsak jej cena konverguje
pomalsie. Vidime taktiez, ze odhad oby¢ajnej metddy je velmi kolisavy a v tomto
pripade nepozorujeme konvergenciu k cene podla Vecera. Casové narotnosti metod

pri milion realizéciach boli nasledovné:
e Obyc¢ajna metoda - 11.84s,
e Metodda kontrolnej nahodnej premennej - 68.11s,
e Metoda protikladnych ndhodnych premennych - 72.36s,
e Vzorkovanie podla dolezitosti - 59.99s.

KedZe odhady metddou protikladnych ndhodnych premennych mali nizku va-
rianciu a odhady vzorkovanim podla doleZitosti zas vacsiu presnost, rozhodli sme sa
tieto dve metddy skombinovat. Urobili sme rovnaky typ testu pricom sme medzi po-
uzité metddy zahrnuli aj tito kombinaciu. Vysledky testu uvadzame na obrazkoch
5.18 a 5.19.

Z obrazku 5.19 vidime, Ze touto kombinaciou sme znizili varianciu oproti vzorko-
vaniu podla dolezitosti. Oproti metode protikladnych ndhodnych premennych vsak
variancia odhadu vzrastla. Navyse, ako vidime z obrézku 5.18, bola metéda proti-
kladnych nahodnych premennych presnejsia a jej kombinéacia so vzorkovanim podla
dolezitosti vykazuje vychylku od ceny podla Vecera. Tato metoda sa tym padom
nejavi ako vhodné volba na ocenovanie tohto typu opcii.

Druhy typ testov sme konstruovali tak, aby bolo mozné zahrnat aj vrstvené
vzorkovanie. Rozdiel oproti minulym testom je v tom, Ze pre kazdy pocet realizacii
robime nové realizéacie prirastkov, nakol'ko tak musime robit aj v metéde vrstveného
vzorkovania. T4 bude mat prirastky vygenerované tak ako je popisané v kapitole 4,

zatial ¢o ostatné metody budi pouzivat ndhodne vygenerované prirastky, rovnaké
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Obr. 5.18: Vyvoj odhadovanych cien (plné ¢iary) a 95%-tnych intervalov spolahlivosti
(prerusované ¢iary) oby¢ajnej metody, metddy protikladnych ndhodnych premennych, me-
t6dy kontrolnej ndhodnej premennej, vzorkovania podla doélezitosti a kombinéacie vzorko-

vania podla doéleZitosti s metédou protikladnych ndhodnych premennych.

pre kazda metdédu. Test sme robili znova pre nastavenie parametrov Sy = 150,
K =135T =1, 0 = 0.15, r = 0.015 a 252 ¢asovych korkov. Vysledky vidime na
obrazkoch 5.20 a 5.21.

Na obrazku 5.20 mozeme pozorovat,ze tak ako v predoslych testoch, obycajna
metdda koliSe najviac zo vSetkych, zatial ¢o metoda kontrolnej nahodnej premenne;j
je velmi presna. Vidime, Ze vzorkovanie podla dolezitosti vykazuje vyssiu presnost
ako pri predoslych testoch. Zaujimavy je vSak vyvoj odhadu vrstveného vzorkovania.
Ten je pomerne stabilny a odliuje sa od ceny podla Vecefa do jedného centu.
Napriek tejto stabilite odhadu vidime na obrazku 5.21, Ze smerodajné odchylka
tohto odhadu je takmer zhodna zo smerodajnou odchylkou oby¢ajnej Monte Carlo

metody. Tento fenomén sme vSak uz popisali v sekeii 5.3.
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Obr. 5.19: Vyvoj smerodajnych odchyliek oby¢ajnej metédy, metdédy protikladnych na-

hodnych premennych, metody kontrolnej ndhodnej premennej, vzorkovania podla doéleZi-

tosti a a kombinacie vzorkovania podla dolezitosti s metdédou protikladnych nahodnych

premennych pre Sy = 150, K =135, T'=1, 0 = 0.15, r = 0.015 a 252 ¢asovych krokov.
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Obr. 5.20: Vyvoj odhadovanych cien (plné ¢iary) a 95%-tnych intervalov spolahlivosti

(prerusované ¢iary) oby¢ajnej metody, metddy protikladnych ndhodnych premennych, me-

tody kontrolnej ndhodnej premennej, vzorkovania podla dolezitosti a vrstveného vzorko-

vania.
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Obr. 5.21: Vyvoj smerodajnych odchyliek oby¢ajnej metddy, metddy protikladnych na-
hodnych premennych, metoédy kontrolnej ndhodnej premennej, vzorkovania podla délezi-

tosti a vrstveného vzorkovania.
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KAPITOLA 5. PRAKTICKE TESTY A POROVNANIE



Zaver

V tejto praci sme najskor oboznamili ¢itatela so zakladnou Monte Carlo metodou
na odhad strednej hodnoty. Nasledne sme v kapitole 3 uviedli viaceré metédy na
redukciu variancie odhadu touto metédou. Ich pouzitie sme kvoli jednoduchosti
najskor demonstrovali na opcidch eurdpskeho typu a taktiez sme overili ich efektivitu
na tomto type opcii. V nasledujicej kapitole 4 sme predstavili aplikacie danych
metod na opcie azijského typu a taktiez sme uviedli nami navrhované modifikacie

metody protikladnych ndhodnych premennych.

V kapitole 5 sme pristipili k testovaniu a porovnavaniu danych metéd na oceno-
vani opcii azijského typu s aritmetickym priemerom. Pri porovnani vSetkych metod v
sekeii 5.5 sme zistili, Ze najlepSou metdédou na redukciu variancie je metéda kontrol-
nej nahodnej premennej. Jej efektivita je podmienena volbou kontrolného procesu,
ktory ma vysoku korelaciu s procesom, ktorého strednt hodnotu hladame. V pri-
pade &zijskych opcii s aritmetickym priemerom méme k dispozicii azijsku opciu s
geometrickym priemerom, ktorej cenu vieme explicitne vyjadrit a dosahuje vysoké
hodnoty korelacie. To je dévodom drastického poklesu variancie odhadu v pripade
tejto metody avsak pre iné typy opcii moze byt problematické najst podobny proces
so znamou strednou hodnotou. Vzorkovanie podla dolezitosti bolo v poradi druhou
najlepSou metdédou na redukeciu variancie, aj ked v niektorych pripadoch vykazovalo
vychylku od ceny podla Vecera. To moze byt nevyhodou pri pouZiti tejto metody,
kedZe si nemusime byt isti, Ze cena, ku ktorej tato metdda konverguje, je spravna. S
presnostou odhadovanej ceny na tom boli lepsie metdda protikladnych ndhodnych
premennych a vrstvené vzorkovanie. Tie st taktiez lahsie aplikovatelné ako metoda
kontrolnych premennych, aj ked neposkytujia taka znacnu redukciu variancie. Va-

riancia odhadov vrstveného vzorkovania je sice zhodna s obyc¢ajnou Monte Carlo
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metodou ale netreba zabudat, ze v tomto pripade sme generovali z podmieneného
rozdelenia, preto variancia realizacii ceny opcie a variancia odhadu nie st v tomto
pripade rovnocenné. Bliz§ie sme tento fenomén popisali spolu s danou metédou v
sekeii 5.3.

Pre metédu protikladnych ndhodnych premennych sme sa v sekcii 5.2 pokisili
aj empiricky zistit pri akych hodnotach parametrov opcie je jej pouzitie efektivne.
Tato metdda nie je vhodna pri ocenovani out-of-the-money, kiipnych opcii teda tych,
ktorych realiza¢na cena je vysSia ako aktualna cena akcie. Pri predajnych opciach
oc¢akavame opacny vysledok a teda, Ze tato metdda nie je vhodna pre opcie, kto-
rych realizacné cena je nizSia ako aktuédlna cena akcie. V sekcii 5.2.2 sme rovnako
testovali efektivitu nami navrhnutej 2-nasobnej a 3-nasobnej metody protikladnych
nahodnych premennych. Téa sa javila byt nachylnejsia na realiza¢nt cenu opcie a
bola neefektivna v istych pripadoch aj ak aktualna cena akcie bola rovna realiza¢ne;j
cene. Preto tuto metodu popisani v sekcii 4.2 odporicame pouzivat iba na oceno-
vanie kiipnych opcii s nizsou realizacnou cenou ako aktualnou cenou akcie a opacne,
predajnych opcii s vyssSou realiza¢nou cenou ako aktualnou cenou akcie.

Pri metode vzorkovania podla dolezitosti je nutné najst koren rovnice (4.29). V
sekcii 5.4.1 sme rozobrali, ako na hodnotu tohto korena vplyvaji parametre opcie,

aby bolo I'ahsie odhadnut jeho hodnotu a hladat ho s va¢Sou jemnostou.
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