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Regression is for prediction, not explanation.

WERNER STUTZLE
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Abstrakt

DANISKA, Michal: Metédy selekcie premennych v linedrnych regresnjch modeloch
[Diplomova préca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a
informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a sStatistiky; skolitel: doc. Mgr. Radoslav
Harman, PhD., Bratislava, 2018, 97 s.

V tejto praci analyzujeme vlastnosti réznych metéd selekcie premennych v line-
arnom regresnom modeli. Hlavnym porovnavacim kritériom je schopnost algoritmu
zvolit model s ¢o najnizsim odhadom predikcnej chyby na danej sade realnych dat.
Standardné selekéné metédy dopliiame niekolkymi vlastnymi ndvrhmi selekéngch al-
goritmov. V stlade s ocakavaniami boli celkovo najlepsie vysledky ziskané pomocou
relaxovaného LASSO. V kategérii prehladavacich algoritmov bol najnizsi odhad pre-
dikénej chyby dosiahnuty pomocou valida¢cného VS.KL algoritmu, ktory je vlastnym
navrhom. Z hladiska predikcie nebol pozorovany vyznamny rozdiel medzi best subset
metodami a doprednou selekciou. Najlepsie vysledky pri rieSeni best subset tlohy do-
siahol algoritmus VS.KL, ktory je tiez vlastnym navrhom. Detailne tiez popisujeme
formalizmus sweepovania, ktory je zakladom praktickej realizacie niekolkych selekc-
nych metod. Tato cast prace je sformulovand vyrazne odlisne v porovnani s dostupnou

literatiirou a prezentuje aj niekolko dosial nepublikovanych vysledkov.

KlItcové slova: Selekcia premennych, Linearna regresia, Bias-variance tradeoff, Best
subset selekcia, Dopredna a spatné selekcia, Zmiesané celociselné programovanie,
Sweepovanie, Principle Pivot Transform, Vymenny KL algoritmus, LASSO,
Relaxované LASSO.



Abstract

DANISKA, Michal: Algorithms for variable selection in linear regression models. [Dip-
loma Thesis], Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and
Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: doc. Mgr.
Radoslav Harman, PhD., Bratislava, 2018, 97 p.

In this thesis we analyse properties of various methods for variable selection in
linear regression models. The main criterion in the comparative analysis is the ability
of the algorithm to choose the model with the expected prediction error being as low as
possible. In addition to the well-known selection algorithms, we propose three new ones.
As expected, the best overall results were obtained via relaxed LASSO. If restricted to
the non-shrinkage methods, the minimal expected prediction error was achieved in case
of the newly proposed validation VS.KL algorithm. We did not observe any significant
difference between the best subset methods and the forward selection regarding quality
of the predictions. However, if solving the best subset problem, the best results were
obtained by the VS.KL algorithm. We also provide detailed description of the sweeping
formalism, which is crucial for practical implementation of several selection methods.
This part of the thesis is formulated in a considerably different way if compared to
other relevant sources and, in addition, presents several results, which have not been

published yet.

Keywords: Variable Selection, Linear Regression, Bias-Variance Tradeoff, Best
Subset Selection, Forward and Backward Selection, Mixed Integer Programming,
Sweeping, Principle Pivot Transform, KL. Exchange Algorithm, LASSO, Relaxed
LASSO.
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Uvod

Linedrne regresné modely (LRM) si jednym zo zékladnych prostriedkov pouzivanych
pri analyze dat a tvorbe predikénych modelov, ¢i uz v tradiénych aplikaciach statistiky
alebo v oblasti strojového ucenia. Hlavnym doévodom tejto obltibenosti je ich Struk-
tarna jednoduchost, ktord umoznuje odvodit analytické vzorce pre odhady regresnych
koeficientov, intervaly (alebo elipsoidy) spolahlivosti, ¢i predikéné intervaly. Proces tré-
novania LRM (t. j. vipoétu odhadov regresnych koeficientov) je preto vyrazne rychlejsi
a jednoduchsi nez pri inych pristupoch, kedy zvycajne treba aplikovat rézne c¢asovo na-
rocné numerické iteracné schémy.

Dariou za jednoduchost linedarnej zavislosti medzi prediktormi (vstupnymi, vysvetlu-
jicimi premennymi) z1, ..., x, a vysvetlovanou (vystupnou) premennou y je relativne
nizka zlozitost mnoZiny hypotéz! generovanej LRM. Dosledkom je nedostato¢nd schop-
nost popisat data, t. j. vysoka vychylka (bias). Riesenim je rozsirit pévodni mnozinu
premennych {z1,...,z,} pridanim novych premennych {uy,...,u,} vytvorenych roz-
nymi transformaciami poévodnych. Casto ide o mocniny rdznych stuptiov, diferencie,
logaritmy, exponenty, rozne kombina¢né premenné (napr. xzxf), ¢i nejaké dvojhodno-
tové (0,1), tzv. ,dummy”, premenné. Tento pristup je intuitivne odévodnitelny na
zéklade analégie s Taylorovym rozvojom funkcie y(z1, ..., x,), kedy pdvodnii, vo vse-
obecnosti nelinedrnu, zavislost od n premennych z, ..., z, transformujeme na linedrnu

ki ]{?j € Ng.

zavislost, ale od v principe nekonecného poctu premennych tvaru [;_; =7,

Pojem hypotéza tu chipeme v zmysle terminolégie zauZivanej v oblasti strojového uéenia. Ozna-
Cuje jeden konkrétny tvar Statistického modelu pre zavislost vystupnej premennej y od vstupnych
premennych x1, ..., x,. Prikladom méze byt LRM y ~ By + S1x pre nejaké fixované koeficienty Sy, 51.
Mnozina hypotéz generovand LRM oznacuje vsetky linearne regresné modely vytvorené z danej mno-
ziny vstupnych premennych. Pre vyssie uvedeny priklad sa to y ~ 8y + B1x pre By, 51 € R. Zlozitost

mnoziny hypotéz savisi s jej dimenziou, resp. po¢tom nezavislych parametrov modelu.



Za predpokladu, ze pévodnd mnozina premennych {x1,...,z,} obsahovala vSetky
(pre model) relevantné premenné, doplnenim transformovanych premennych {u, ...,
um } ziskame dostatocne zlozitt triedu hypotéz. Vdaka tomu sme schopni natrénovat
LRM vynikajico popisujuici trénovaciu sadu dat, teda s velmi malou trénovacou chy-
bou. Pri malom pocte trénovacich dat? v3ak prili§ zloZity model m4 tendenciu prehnane
sa prisposobit konkrétnej realizacii trénovacej mnoziny. Odhadnuty model je potom vy-
razne ovplyvneny ndhodnym Sumom na tkor deterministickej ¢asti zdrojového modelu
generujuceho data. Tento efekt, nazyvany tiez preucenie (overfitting), vedie k vysokej
predikénej (testovacej) chybe v dosledku vysokého rozptylu (variance) odhadnutého
modelu v zavislosti od konkrétnej realizacie trénovacej mnoziny.

Vo véacsine aplikacii je cielom minimalizovat predikéni chybu. Pouzity model teda
nemoze byt prilis jednoduchy, inak by nedokazal dostatocne dobre popisat trénovacie
data, a nasledne ani kvalitne predikovat. Sticasne model nemoze byt prilis zlozity, inak
by predikéna chyba vzrastla kvoli preuceniu. Toto je hlavnd myslienka konceptu tzv.
bias-variance tradeoff-u.

Existuje viacero metdd ako optimalizovat zlozitost mnoziny hypotéz generovanej
LRM. Této praca sa zameriava na porovnanie algoritmov, ktoré reguluju zlozitost re-
dukciou mnoziny premennych X = {x1,...,2,} U {uy,...,u,}. Cielom je odstranit
(podstatnu) ¢ast premennych z X tak, aby vysledny model nebol prilis zlozity a si-
casne dostatoc¢ne dobre popisoval data.

Jednou z vyhod selekénych algoritmov v porovnani s inymi metédami minimaliza-
cie predikénej chyby je, Ze spolu s neddlezitymi premennymi sa odstrani aj potreba
ich merania a s tym spojené naklady. Navyse, rozdelenie premennych na mnozinu vy-
znamnu a nevyznamnu pre regresiu, doplnené aj o priblizné usporiadanie jednotlivych
premennych z hladiska vyznamnosti, je vitanym pomocnikom pri interpretéacii vysled-
ného regresného modelu.

Vzdy vsak treba mat na pamati, Zze z matematického hladiska je optimalizovanou
ucelovou funkciou predikénd chyba LRM. Akékolvek analyzy vysledku smerujice k in-
terpretacii ¢i popisu struktury (trénovacich) dat preto treba brat s istou rezervou, pre-

toze toto nebolo cielom optimalizacie. Takéto analyzy mozu byt len akymsi druhoradym

2V praxi je skoro vzdy nedostatok dat.



pomocnym vystupom. Podobné upozornenie mozno najst v roznych formach v mno-
hych monografiach o Statistickom modelovani. Kratka a vystizna verzia ,, Regression is
for prediction, not explanation®, pochddzajica od Wernera Stiitzleho® [8], sa mi pacila
natolko, ze som si ju zvolil ako motto celej tejto prace. Analogicky, avSak obsirnejsi
citat mozno néajst aj v knihe [14]: ,The objective of statistical modeling or data ana-
lysis is to obtain information about data that may arise in the future, rather than the
observed data used in the model construction itself*.

Predstavena tloha selekcie premennych je silne analogickd problému optimalneho
navrhu statistického experimentu ([19, 1]). Cielom je vyberom vhodnych bodov néa-
vrhu maximalizovat mnozstvo informécie ziskanej z experimentu, ¢o reprezentujeme
uré¢itym kritériom odvodenym od Fisherovej informacnej matice navrhu. Pri pouziti
vhodného matematického formalizmu sa tak otvaraji moznosti pre vyuzitie modifiko-
vanych algoritmov z oblasti optimalneho navrhu experimentu pre selekciu premennych
v LRM.

Predkladana praca je ¢lenena nasledovne. Prva kapitola matematicky presne for-
muluje tlohu selekcie premennych v LRM a nasledne sumarizuje teoretické poznatky
potrebné pre lepsie pochopenie dévodov selekcie premennych, ako aj detailov praktickej
realizacie selekénych algoritmov. Detailne je predstaveny formalizmus tzv. sweepovania,
ktory umoznuje efektivne realizovat numerické vypocty zakladnych selekénych algorit-
mov.

Detailny popis analyzovanych selekénych algoritmov mozno najst v druhej kapitole.
Okrem standardnych metod je predstavenych aj niekolko vlastnych navrhov algoritmov
pre selekciu premennych v LRM. Tretia kapitola porovnava uvedené selekéné algoritmy
na realnych datach z hladiska vypoctovej narocnosti a schopnosti zvolif model veduci

k ¢o najnizsiemu odhadu predikénej chyby.

3W. Stiitzle bol PhD. gkolitelom T. Hastieho, spoluautora znamej prehladovej monografie The
elements of statistical learning ([10]), z ktorej v mnohom Cerpa aj tdto praca. Citdt je prevzaty z

prednédskovych materidlov [8] Ch. Geyera, dalsicho zo ziakov W. Stiitzleho.



Kapitola 1

Teoretické aspekty selekcie

premennych

1.1 Zakladné pojmy a znacenie

Uvazujeme standardni ulohu najmensich stvorcov (LS) pre linedrnu regresiu. To zna-
mena, ze mame k dispozicii N parov hodnét 1-rozmernej vysvetlovanej premennej y;
a p-tice vysvetlujucich! premennych {x;1,...,z;,} pre 1 <i < N. Zévislost medzi vy-
svetlujucimi premennymi a vysvetlovanou premennou sa snazime modelovat pomocou

linedrneho vztahu

p
yi~Bo+ D xyBi+e, 1<i<N, (1.1)

j=1
kde By je intercept, 5, 1 < j < p, su regresné koeficienty pre kazdt z vysvetlujucich
premennych a ¢; su realizacie nejakej ndhodnej veli¢iny. Pre jednoduchost budeme v
pripade potreby predpokladat, Ze €; st nezdvislé realizacie z rozdelenia N (0, 0?).
Cielom je najst také hodnoty (LS odhady) Bj, 0 < j < p, aby suma Stvorcov odchy-
lok (RSS?) bola minimdlna, t. j.
A A N p 2
RSS = RSS(Bo, .-, [0p) = gmnp RSS(Bos---,53y) = /Bgm%p; (yz- — By — Z:lxijﬁj) :
. T Ao

1V dalsom budeme ekvivalentne zamietiat oznacenie vysvetlovand premennd za viraz cielovd ¢

vystupnd premennd. Podobne synonymom pre vysvetlujicu premenni je vyraz prediktor alebo regresor.
2RSS = Residual sum of squares



Tato tloha sa vyrazne sprehladni v maticovom zapise, kde hodnoty vysvetlovanej pre-
mennej y; vliozime do stlpcového N x 1 vektora y a zodpovedajtce hodnoty vysvetlu-
jucich premennych z;; do N x (p 4+ 1) matice planu X, ktorej nulty stipec vyplneny
hodnotami 1 zodpoveda interceptu. Vektor LS odhadov ,@ = (Bo, cee Bp)T je potom

rieSenim sustavy p + 1 norméalnych rovnic
X'X8 =Xy, (1.3)

£ j.
B=(X"X) Xy, (1.4)

kde (XTX)_ oznacuje pseudoinverziu matice uvedenej v zatvorke. Pre RSS zodpove-

dajiceho linearneho regresného modelu potom dostavame

RSS=RSS(B)=&¢'e=(y-XB) (y-XB) =y

Lo —X(X'X) X'

Y,
(1.5)
kde e =y — XB je LS odhad rezidudlneho vektora a I,;; oznacuje maticu identity
rozmeru (p + 1) x (p + 1). V dalsom budeme dolny index pri matici identity kvoli
sprehladneniu vynechavat za predpokladu, Ze jej rozmery si zrejmé. Matica Px =
X (XTX> ~ XT je projektor na stipcovy priestor M(X) matice X a I—Px je projektor
na jeho ortogondlny doplnok M (X)L. Plati teda é = (I — Px)y.

Plati, Ze pridanie interceptu do modelu je ekvivalentné vycentrovaniu zloziek vek-
tora y a stlpcov x;j,j € {1,...,p}, matice planu X tak, aby ich vyberové aritmetické
priemery T; a g boli nulové®. Této vlastnost je dand tym, Ze po elimindcii prvého stipca
v sustave normdlnych rovnic (1.3) zodpovedajiceho interceptu, dostaneme 5’0 =y a
sustavu p normalnych rovnic pre vycentrované premenné bez interceptu. V dalsich
uvahach preto vzdy predpokladame, ze vsetky premenné boli na zaciatku vypoctu vy-
centrované transformaciami x; — x; —7;,j € {1,...,p} ay = y — 3. Vzhladom na to
uvazujeme dalej len modely bez interceptu, ¢o ma za nasledok, ze v predchadzajucich
uvahach sa nahradi p+ 1 — p.

Vo vseobecnosti mozno problém selekcie premennych slovne formulovat ako proces

vyberu podmnoziny sady dostupnych vstupnych premennych {z1, ..., z,} pouzitej pri

3Centruje sa kazdy stipec jednotlivo. Intercept je z modelu odstraneny, rovnako aj jemu zodpove-

dajuci stipec v matici X.



konstrukecii statistického modelu. Hlavnym cielom tohto tikonu je zvycajne, a z hladiska
tejto prace vyhradne, minimalizovat odhad predikénej chyby z dat odhadnutého mo-
delu. Ak sa totiz z modelu odstrania tie prediktory, ktoré st pre modelovanie vystupne;j
premennej nevyznamné alebo (v pritomnosti inych prediktorov) nadbytoéné, potlaci
sa vplyv Sumu (ndhodnej zlozky v datach) na hodnotu odhadov parametrov urcuji-
cich model. Tento jav detailnejsie rozoberieme v ¢asti 1.2. Dalsim zdrojom motivécie
pre selekciu premennych méze byt napr. aj snaha zlepsit interpretovatelnost modelu ¢i
numerickt stabilitu vypoctu.

7 matematického pohladu je teda selekcia premennych optimaliza¢nou tlohou na
diskrétnej mnozine vsetkych 27 podmnozin mnoziny dostupnych premennych X =
{z1,...,2,}. Oznaéme Q = {1,...,p} mnozinu indexov vsetkych vstupnych premen-
nych a symbolom (p) mnozinu vSetkych jej 2” podmnozin. Pre skratenie matematického
zapisu a vzhladom na bijektivnost zobrazenia j + x;, budeme dalej mnoziny premen-
nych ekvivalentne oznacovat takmer vyhradne pomocou zodpovedajicich podmnozin
indexovej mnoziny €2, teda prvkov mnoziny (p). LRM na mnozine premennych X', kto-
rého regresné koeficienty st dané LS odhadmi 3 (1.4), budeme oznacovat ako tGplny
(FULL) model.

Zvolme Iubovolni mnozinu indexov S C Q a oznaéme Xg maticu tvorend stipcami
x;, j € S, matice planu X. Indexovad mnozina S, reprezentujica podla predchddzajicej
dohody mnozinu premennych Xg = {z;,j € S} C X, urc¢uje submodel Gplného modelu
pri ohraniceniach 3; = 0, j ¢ S. Ide o LRM na mnozine premennych X', ktorého
nenulové regresné koeficienty (;, j € S st ako vektor Bs dané LS odhadom (1.4)
pri nahradeni X za Xg. Pod pojmom submodel budeme dalej rozumiet submodely
tohto Specidlneho tvaru. Symbolom S budeme oznacovat jednak mnozinu (indexov)
premennych v submodeli, jednak samotny submodel, pretoze vzhladom na uvedené
je mnozinou S jednoznacne urceny, ak Xg ma plni hodnost. Matica Xg reprezentuje
maticu planu submodelu S. Specidlnymi pripadmi submodelov st uplny model Spyrr, =
Q a prazdny submodel Syyrr, = 0. Mnozinu vSetkych 2P submodelov (indexovych
mnozin) S budeme oznacovat S. Plati teda S = (p). Oznacenie (p) budeme pouzivat, ak
budeme chciet vyzdvihnit indexovy charakter mnozin S, pripadne explicitne zdoéraznit

zavislost na parametri p.



Matice oznacujeme velkymi tuénymi pismenami (napr. A), ich podmatice, urcené
mnozinami riadkovych indexov o a stlpcovych indexov as, pridanim tychto symbo-
lov vpravo dole (napr. Aq, ,). Vietky riadky/stIpce matice sa vyznadia symbolom e
(napr. A, ; - j-ty stIpec matice A); doplnkovd mnoZina @ oznacuje vietky indexy riad-
kov/ stipcov, ktoré nie st v «; i, j-ty prvok matice znacime bud malymi pismenami s
indexami vpravo dole (napr. a;;) alebo ako 1 x 1 podmaticu (napr. A; ;). Analogicky
zna¢ime vektory malymi tuénymi pismenami (napr. v); indexovou mnozinou « vybrani
cast vektora v ako v, a jeho j-tu zlozku ako v;. Symbolmi 0,,x, a I,, oznacujeme nu-
lovhi maticu rozmerov m X n resp. maticu identity rozmeru m x m. Ak st rozmery
tychto matic zrejmé, zvycajne ich explicitne nepiseme. Velkost mnoziny (pocet jej prv-
kov) vyjadrujeme znakom | | (napr. |a|), ¢, normu vektora symbolom || ||,. Symbol O

vymedzuje koniec dokazu vety alebo lemy.

1.2 Bias-variance trade-off

Cielom statistického modelovania je skonstruovat model, ktory bude schopny pre nové
pozorovania generovat kvalitné odhady (predikcie) 3 skutocnych vystupov y. V tejto
casti ukdzeme, ako mozno vyhodnocovat kvalitu predikcie a popiseme hlavné faktory,
ktoré ju ovplyviuji. Viac informécii k tejto téme mozno najst napr. v [10] (kapitola
7), [7] (¢ast 12.7) a [8].

Nech neznamy model M, ktorym sa riadi zavislost medzi vektorom vstupov x a

vystupom y, ako realizacie ndhodnej premennej Y, ma tvar
Y =f(x) + €, (1.6)

kde € je ndhodnd premennd nezdvisla od x, E(e) = 0, Var(e) = o2 a f(x) je nejaka
nendhodnd (ale ndim nezndma) funkcia. Pozorované data, generované z modelu M, sa

budeme snazit opisat pomocou zavislosti

y = h(x), (1.7)

kde h(x) st funkcie z nami definovanej mnoziny #H. Prikladom moze byt mnozina
linearnych funkcii H = {XT,B , B € IRP} pri jednoduchej linedrnej regresii. Funkcie h(x)

sa zvyknu oznacovat ako hypotézy. Na zdklade mnoziny N pozorovani T = {x;, yi}i]il
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vyberieme jednu funkciu z mnoziny hypotéz H, ktort pouzijeme ako odhad funkcie
f(x) a oznaéime ju f (x). Napriklad, pri linedrnej regresii s H = {XTB , B ERP } mozeme
zvolit f (x) =x" B , kde B je LS odhad regresnych koeficientov vypocitany na zaklade
mnoziny pozorovani T. Pocet stuptiov volnosti pri vybere odhadu f(x) € H definuje
zlozitost mnoziny hypotéz H.

Uvazujme, pre vseobecnost, zZe pozorované vstupy x su nezavislymi realizaciami
nahodného vektora X. Potom mnozina 7T je realizaciou nahodného vyberu T velkosti
N pre ndhodny vektor (X,Y)". Oznac¢me

h* = arhger;l{in Ex {(h(X) - f(X))ﬂ (1.8)

ta funkciu z mnoziny hypotéz H, ktord teoreticky najlepsie aproximuje funkciu f z
modelu M generujiceho data. Oc¢akavana predikéna chyba EPE (expected prediction

error) pre nové pozorovanie (mimo 7) je definovand (porov. [10], kapitola 7)
. 2
EPE = ErEy [(Y — () ] , (1.9)

kde (X,Y)T ¢ T zodpoveda novému pozorovaniu a indexom 7 sme zdoraznili, Ze nas
vyber odhadu ffr zavisi od konkrétnej realizdcie 7 ndhodného vyberu T. Veli¢ina EPE
udéva stredni hodnotu chyby (y — §)* nasich predikcif § pre nové déta (nezahrnuté
v T) v porovnani so skutocne pozorovanymi hodnotami vystupu y este predtym, nez
mame k dispozicii realizaciu mnoziny 7. Ak model M generujici data je dany, EPE

zavisi len od pravidla (algoritmu) pre vyber odhadu fr. Plati
EPE =ExEyxy [(V — (%) + (X) — h*(X) + b*(X) — Ex (i7(X)) +
Er (fr(%)) — fT(X)ﬂ
—Exy [V~ E00)7] + ExEr | (Br0) — Er (b(0)))] +
B [(100) = b2 (0)2] + Ex [ (b0 (0 = Ex (200 )]

=0% + Ex [Vary (f7(X))] + Ex [(Model Bias)*| +

(1.10)

Ex [(Estimation Bz’as)ﬂ .

Prvy ¢len (0?) reprezentuje varianciu vystupnej premennej Y spodsobent ndhodnym

sumom €. Tito zlozku statistickym modelovanim nedokazeme ovplyvnit, lebo je dana
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priamo zdrojovym modelom M. Volbou mnoziny hypotéz H a algoritmu vyberu fun-
kcie  viak vieme menit zvysné tri prispevky. Prvy z nich, Ey [Varv (fT(X))}, je va-
riancia predikcil § = f7(x) v zévislosti od pozorovanej realizécie 7 néhodného vy-
beru T, na zdklade ktorej vyberame f € H. Posledné dva vyrazy suvisia s vychylkou
(bias) f(x) — Ey [fT(X)} priebehu strednej urovne odhadnutej funkcie Ey [fT(X)} oproti
skutocnej zéavislosti f(x). Tato vychylku mozno rozdelit na dve zlozky, oznacené ako
Model Bias a Estimation Bias. Prva zlozka, Model Bias = f(x) —h*(x), je prispevok
k vychylke sposobeny tym, ze hypotézy h € ‘H nedokazu idedlne aproximovat zdrojovu
funkciu f(x). Inak povedané, je to prispevok v désledku toho, Ze zlozitost mnoziny hy-
potéz H nie je dostatotnd na opis zdvislosti f(x)*. Ak f € H, Model Bias je nulovy.
V realite vsak nielenze nepozname f, zvycajne ani nevieme urcit, do akej triedy fun-
kcii patri. Nevieme preto garantovat splnenie podmienky f € H, ¢oho vysledkom je
Ex [(Model Bias)®| > 0. Druhé zlozka, Estimation Bias = h*(X) — Ex (f7(X)), zévisi

od spdsobu vyberu odhadu f € H a je nenulova, ak f(x) je vychylenym odhadom fun-

keie h*(x). Napriklad, ak f(x) = x' 3 pre nejaké fixné 8 € RP, LS odhad f(x) = XTBLS
je nevychyleny (FEstimation Bias = 0°), ale tzv. LASSO odhad f(x) = XTBLASSO (vid.

Cast 2.4.2) je vychyleny (Estimation Bias # 0).

Pre jednoduchost dalej predpokladajme, Ze Estimation Bias = 0. Cim vicsia je
zlozitost mnoziny hypotéz H, tym lepsie riesenie h*(x) v tilohe (1.8) vieme néjst. Preto
prispevok vychylky k ocakévanej predikcnej chybe, Eyx [(M odel Bias)ﬂ, klesa. Avsak
s rastom zlozitosti mnoziny H sa stale lepsie vyberom odhadu f(x) vieme prisposobit
danej mnozine realizovanych pozorovani 7. Odhady f(x) preto budu pri zmenach v
mnozine 7 vyraznejSie fluktuovat, ¢o sa prejavi v ndraste variancie Ey {Val"[r (fT(X))}
Zmenou zlozitosti mnoziny hypotéz H teda nemozno stucasne znizovat prispevok od
bias-u aj variancie, tieto dva efekty st vzajomne protichodné. Toto pozorovanie je
zname ako bias-variance trade-off. Nizka zlozitost mnoziny H sposobuje vysokd vy-
chylku pri nizkej variancii (oblast poducenia - underfitting); vysoka zlozitost, naopak,
nizku vychylku, no vysoku varianciu (oblast preucenia - overfitting). Ocakavané pre-
dikéna chyba, ako stucet oboch prispevkov, ma preto minimum pre mnozinu hypotéz

s netrividlnou zlozitostou. Mnozinu hypotéz H sa snazime konstruovat tak, aby zod-

4Napriklad f(z) = 2% a H = {Bo + B17; Bo, 51 € R}.
5Mysli sa nulova funkcia.
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mnozine 7, pre N — oo varianénd zlozka chyby Ey [Varv (fT(X)ﬂ zanika. Prispevok k
chybe od Model Bias je vzhladom na N konstantny.

Pri redlnom vypocte f(x), a teda ani h*(x), nepozname, preto ocakavanu pred-
ikénti chybu EPE nevieme vypocitat. Mnoziny hypotéz H s optimalnou zlozitostou
preto hladdme minimalizaciou nejakého odhadu ocakavanej predikcnej chyby, ktory
oznacime EPE. Standardny spdsob vypoctu EPE ja taky, ze dostupni mnozinu N
pozorovani O = {xi,yi}i]il ndhodne rozdelime na tri dasti - trénovaciu O vali-
da¢ni OV?! a testovaciu OTest (zodpovedajucich velkosti Nryain, Nval & Nrest, pricom
Ntvain + Nval + Nrest = N). Ucelom trénovania je z danej mnoziny hypotéz H vybrat
funkciu f(x) v istom zmysle najlepSie opisujicu (fitujicu) data z trénovacej mnoziny
O™ain Toto zodpoveds vyberu fT(x) na zaklade mnoziny 7, ako bolo diskutované vys-
Sie. Mdme mnoZinu ¢ mnoZin hypotéz {#W}1_,%, pre kazdi z nich pomocou trénovania
néjdeme optimélny fit f0)(x). Pri validacii sa z {HD}_, vyberie t4 mnoZina hypo-
odhad ocakavanej predikénej chyby EPE. Tento krok reprezentuje vyber optimalnej
mnoziny hypotéz na zéklade minimalizdcie EPE (bias-variance krivky). Vysledkom je
predikény model dany funkciou f(j*)(x). Odhad jeho ocakavanej predikénej chyby sa
vypocita fitovanim dat z testovacej mnoziny. Rozdelenie dat na tri nezavislé mnoziny
je potrebné kvoli tomu, aby sa potlacilo vychylenie trénovacich a valida¢nych odhadov
EPE smerom k nizéim hodnotédm. Toto vychylenie je sposobené tym, ze odhad EPE je
ziskany pomocou funkcie f(x), ktora bola vybrana jeho minimalizéciou.

Odhady ocakavanej predikénej chyby konstruujeme v tvare sumy Stvorcov rezidui
pripadajtcej na jedno pozorovanie

BPE = MSE = "=y = 175 (s — hix) (1.11)

kde M je pocet pozorovani v danej mnozine. Pre LRM mame
MSE i (8) = RSS™(B)/ Niyain = ||y ™" = X8| [3/ Nrvain,
MSEva(8) = RSSY(8)/Nva = [ly*™ — XV BI[3/ Nva, (1.12)
MSEresi(8) = RSS™(B)/Nrest = ||y — X BI[3/ Nrest,

6Pri selekeii premennych v LRM (vid. ¢ast 1.3) st mnoziny hypotéz H*) dané mnozinami linear-

nych funkcii {x'8;8 € R?,||B|lo < k}.
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pri¢om plati konvencia v znac¢eni RSST?(8) = RSS(B) a {XTrain, nyain}, {Xval, yval},
{XTeSt, yTeSt} st matice planu a vektory vystupov pre trénovaciu, valida¢nu a testovaciu
mnozinu.

Ak je dat nedostatok, mozno sa obmedzit len na vytvorenie trénovacej a testovacej
mnoziny. Vyber optimalnej mnoziny hypotéz H* sa vykona len na zaklade pozorovani
z trénovacej mnoziny, a to napr. crossvalidaciou alebo pomocou niektorého z infor-
macnych kritérii (IC). Dve zdkladné informac¢né kritéria - Akaikeho (AIC) a Bayesovo

(BIC) st predstavené nizsie.

1.2.1 Informacné kritéria

Dalej budeme uvaZzovat len mnoziny hypotéz H zodpovedajiice LRM. VSeobecnejsie
vysledky moze Citatel najst napr. v [14], pripadne v [10]. Mame dant trénovaciu mno-
zinu O g N s pozorovaniami, maticou planu X a vystupnym vektorom y ain,
pricom pocet prediktorov je p. Pre skratenie zapisu budeme dalej doplnkové oznace-
nie ,Train“ vynechavat. Len na zaklade trénovacej mnoziny sa snazime urcit, ktory
z 2P submodelov S € S dokéze v istom zmysle ,najlepSie®(nie nutne z pohladu oca-
kévanej predikénej chyby) simulovat spravanie zdrojového modelu, z ktorého st gene-
rované data. Ziadame, aby zvoleny model mal tito vlastnost najmé pre nové, dosial
nepozorované data. Kazdému submodelu S je priradeny LS odhad vektora regresnych
koeficientov B¢ a hodnota RSSs = RSS (Bs) = |ly — XB4]2.

Definujme tzv. Bayesovské informacné kritérium (BIC) a Akaikeho informacné kri-

térium (AIC) vztahmi

RSSq

BICS:ln< RSSS) K

)+1n(N)§, AICS:ln< 5 ) 42, (1.13)

kde k = |S| je pocet prediktorov v submodeli S. Cislo k urcuje zloZitost (pocet stup-
nov volnosti) mnoziny hypotéz Hg = {XTB;,H eRr,B;=0,j¢ S,} zodpovedajticej
submodelu S. Zvolené IC generuje usporiadanie modelov S € § podla hodnot ICg,
pricom plati, ze ¢im nizsia hodnota ICg, tym ,kvalitnejsi“ je model S. Optimalnym
modelom je S* = argglsin ICs. V redlnom pripade (N > 8) BIC vzdy vyberd mo-

dely S* s mensim poc¢tom prediktorov |S*| nez AIC, pretoze penalizicia kvoli zlozitosti

Hs je v dosledku In(N) > 2 pri BIC (vyrazne) vacsia. Tiez vidno, ze v rdmci mnoziny
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Sk = {5 € S;|S| = k} modelov rovnakej velkosti k sa usporiadanie podla ICg redukuje
na usporiadanie podla RSSj.

Aj napriek tomu, ze vzorce pre AIC a BIC st velmi podobné, maji konceptualne
znacne rozdielny pévod. BIC porovnava modely S na zaklade aposteriérnych pravde-
podobnosti P(S|O) tychto modelov po pozorovani realizdcie dat v podobe trénovacej
mnoziny O. Ak pred ziskanim dat bola nasa vedomost reprezentovana rovnomernym
rozdelenim pravdepodobnosti P(S) = 1/|S| = 27P, pre lubovolné S € S, potom pri
istych netrividlnych aproximéciach (vid napr. [10], ¢ast 7.7 alebo [14]) mozno ukézat,
ze aposteriorna pravdepodobnost P(S|O) suvisi s BICg podla vztahu

N
e_EBICS

P(S]0) = (1.14)

ZS’GS e—%BICS/ )

Minimalizaciou BICg sa teda vyberda model S* s najvyssou aposteriérnou pravdepo-
dobnostou v rdmci mnoziny S.

Pre pochopenie konceptu AIC je potrebné uvazovat o Statistickom modeli ako o
zdruzenej pravdepodobnostnej distribucii P (X,Y") ndhodného vektora vstupov X a vy-
stupnej nahodnej premennej Y. Nech zdrojovy model je dany rozdelenim Pg (X,Y).
Minimalizaciou AIC sa snazime vybraf ten model z mnoziny hypotéz, ktorému zodpo-
veda pravdepodobnostné rozdelenie P (X,Y), ktoré je v zmysle tzv. Kullback-Leiblerovej
informdcie (KLI)" najblizsie k Py (X,Y). Vhodne nanormované AIC je len odhadom
KLI, lebo Py (X,Y) nepozname.

BIC a AIC maju nasledovné vlastnosti (porov. [8,; 10]). Ak sa zdrojovy model M
nachadza v uvazovanej mnozine hypotéz, N — oo a p < N, BIC zvoli M s pravdepo-
dobnostou 1. BIC sa teda zameriava na to, aby detailne odhadol struktaru zavislosti
zdrojového modelu. V realite vSak sotva bude nami zvolend mnozina hypotéz pokry-
vat M. Niektoré premenné, pritomné v. .M, moézu chybat; pritomné mézu byt naopak
iné premenné, ktoré su vysoko korelované s vystupom Y, a pritom sa v .M nenacha-
dzaju. Je teda zrejme vhodnejsie zamerat sa na to, aby sme dokazali spravanie M ¢o
najlepsie reprodukovat, aj keby to malo znamenat pouzitie struktirne velmi odlisSného

modelu®. Tomuto pristupu by mal zodpovedat odhad modelu pomocou AIC. Pre LRM

TVid [14].
8Tu sa opit dostdvame k citdtu W. Stiitzleho: ,Regression is for prediction, not explanation®.

7 hladiska predikcie vedomost o vnttornej struktire modelu nie je prioritna, pri interpretacii ano.
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v limite N — oo plati, Ze vyber modelu pomocou AIC zodpoveda tzv. leave-one-out

crossvalidacii.

1.3 Matematicka formulacia ilohy selekcie premen-
nych

Presnejsiu matematickt formuléciu tlohy selekcie premennych v LRM ziskame, ked si
zvolime konkrétny spésob vypoctu odhadu predikénej chyby. Pre tieto ticely budeme
pre zjednodusenie zapisu dalej symbolmi bez indexu (X, y) oznacovat veli¢iny charak-
terizujuce trénovaciu mnozinu, dolnym indexom V' potom ich ekvivalenty na validac¢nej
mnozine (X, yy ). Standardne sa selekcia premennych formuluje ako tiloha

min ||y — X3
o (1.15)

sit. ||Bllo <k,
kde ||B|]o je £o norma vektora 3, t. j. pocet jeho nenulovych zloziek. Cielom je teda néjst
submodel S s minimalnym (trénovacim) RSS v rdmci triedy S = {S € S : |S| = k}
submodelov zvolenej velkosti k < p ?.

Pre tcely vyuzita optimaliza¢nych solverov moze byt vyhodné preformulovanie (1.15)
do tvaru MIO (mized integer optimization) tlohy. Jednou z moznosti je variant navr-
hnuty v [2]

min [ly — XB[3
st. —Myz <3 < Myz, i=1,...,p,

(1.16)
2z €{0,1}, i=1,...,p,

p
Z Zi S ka
i=1

kde z; je indikator zahrnutia premennej ¢ v modeli a My je dostatoéne velka konstanta.

Aby tlohy (1.15) a (1.16) boli ekvivalentné, musi byt splnend podmienka My > [|3||co,

Vysledky ziskané minmalizaciou predikénej chyby mozu byt preto z pohladu interpretacie struktiry

zdrojového modelu zavadzajice.
9Podmienku [|8|lo < k v (1.15) vo vSeobecnosti nemozno nahradit ||8||o = k, pretoZe mdze byt

optimalne niektoré regresné koeficienty v submodeli zvolit nulové.
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kde B je riesenim (1.15). Postup, ako spravne odhadnut My bez znalosti B, ako aj
prakticky implementovat vypocet MIO tlohy (1.16) je uvedeny v casti 2.1.2.

Tento pristup zodpoveda pouzitiu niektorého z informacnych kritérii. V ramci triedy
Sk submodelov s rovnakym poctom premennych k£ sa porovnanie podla hodnoty IC
redukuje na usporiadanie podla hodnoty RSS, kde najnizsia hodnota RSS zodpoveda
,hajkvalitnejsiemu“ modelu. VyrieSenim (1.15) pre k € {1,...,p} sa ziska postupnost
modelov {Sk},_; s minimdlnym RSS v rdmci tried Sg. Z postupnosti submodelov
{Sk};_, sa nakoniec zvoli celkovy vitaz porovnanim hodnét ich informaénych kritérii
alebo (cross)validacnych chyb.

Pokial médme zdujem vhodnym vyberom submodelu minimalizovat valida¢ni chybu
ako odhad predikénej chyby, postup z predchadzajiceho odstavca zvycajne nie je opti-
malny. V rdmci triedy Sy totiz existuje velké mnozstvo dalsich submodelov, ktoré maju
len nepatrne vyssie RSS nez vitazny submodel S, avsak pritom moézu mat (vyrazne)
nizsiu validaént chybu. Uéelom validatnej mnoziny je pomdct s viberom hyperpara-
metrov modelu, ktorym je v nasom pripade najmé mnozina premennych obsiahnutych
v tomto modeli. Z teoretického hladiska by teda selekcia premennych mala byt vyko-
navana na zaklade valida¢nej mnoziny, zatial ¢o trénovacia mnozina by mala poslizit
len na vypocet LS odhadu vektora koeficientov B pre zvoleny submodel. Pokial sa

explicitne chceme obmedzit na triedu submodelov Sy, matematicky dostavame tlohu

mﬁinHYV - Xy All5
sit. B {argminlly — X583 |S € S} (1.17)
18lo < k.

Pripominame, ze symbolmi Xy a yy s indexom V' oznac¢ujeme maticu planu resp. vy-
stupny vektor pre pozorovania z validaénej mnoziny, kym symboly bez indexu (X, y)
st rezervované pre trénovaciu mnozinu. Spomenuté obmedzenie, reprezentované pod-
mienkou ||B]|o < k, vSak vo vseobecnosti nie je potrebné aplikovat. Validaéna chyba
totiz narozdiel od RSS moze pridanim premennej do submodelu narast (preucenie). Z
hladiska selekcie premennych ma teda dobry zmysel aj formulacia

min [[yv — Xv B3
p (1.18)

st. Be€ {argmin||y — XsB|5 |S € S},

16



pretoze vo vseobecnosti je globalne minimum validac¢nej chyby dosiahnuté pre submodel
s velkostou |S| < p.

Ohranicenie pre vektor 8 v tvare argmin je v praktickom vypocte fazko aplikova-
telné, preto by bolo vhodné nahradit ho normalnymi rovnicami (1.3). Tu vsak treba
pamétat na to, ze pre submodel S treba v (1.3) dosadit za X maticu planu Xg sub-

modelu S. Pre kazdy submodel teda dostdvame ind sadu |S| < p normélnych rovnic
XiXsBs = X3y, (1.19)

kde B4 je vektor dlzky S| obsahujici regresné koeficienty §; prislichajice premennym

obsiahnutym v modeli S. Tito sadu vSak mézeme doplnit p — |S| podmienkami

pre koeficienty tych premennych, ktoré nie si zahrnuté v S, ¢o je ekvivalentom pod-
mienky ||8||o < k pre fixovany submodel S velkosti |S| = k.

Podmienky (1.19) a (1.20) mozno kompaktne formulovat v tvare

w=X"X8-X"y, (1.21)
w;B; =0, i=1,...,p, (1.22)
w, 8 € RP. (1.23)

Podmienka komplementarity (1.22) zabezpecuje, Ze pre lubovolny (ale fixny) submodel

S musi platit w; = 0 pre j € S, pretoze 3; € R, j € S. Dostavame tak sistavu rovnic
0=XsXB8—-Xly, (1.24)

ktora vdaka rovnosti X8 = XgBg (v dosledku (1.20)) prejde na normdlne rovnice
(1.19) pre submodel S. Stucasne, kedze pre j ¢ S je podmienka komplementarity (1.22)
splnend vdaka 3; = 0, zodpovedajtice w; mozu byt lubovoIné. Splnenie normalnych
rovnic (w; = 0) je teda spravne pozadované len pre j € S. Premenné w; budeme
dalej oznacovat ako slacky. Ukazuje sa, ze kombindcia podmienok (1.21) a (1.22) nie
je len peknou formou zapisu, ale je aj zakladom formalizmu pre efektivny vypocet
veli¢in B g, RS Ss v pripade postupnosti viacerych submodelov S. Tento formalizmus,
tzv. sweepovanie, je zadkladnym kamenom viacerych algoritmov selekcie premennych v

LRM pouzitych v tejto praci a je detailne popisany v nasledicej podkapitole.
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Ekvivalentnym prepisanim pripustnej mnoziny v (1.18) pomocou podmienok (1.21)-

(1.23), dostavame

min BTX Xy B — 2y XvB + yiyv

st. w  =-X'y+X'Xg,
Y p (1.25)
U}]/Bj :07 ]: ]-7"'7pa
w,3 €RP,

kde sme sticasne rozpisali i¢elovii funkciu ||yy — Xy-B][2 do tvaru kvadratickej funkcie,
¢im sme sa zbavili £, normy. Navyse, y, vy je len aditivna konstanta, ktora neovplyv-
nuje polohu minima, preto ju pri vypocte optimalneho vektora ,@ netreba uvazovat.
Pokial chceme kontrolovat aj velkost submodelu, t.j. chceme riesit ulohu (1.17), staci

do (1.25) doplnit podmienku ||B][o < k.

1.4 Sweepovanie

Akakolvek z formulécii tilohy selekcie premennych v LRM z predchadzajicej casti ma
exponencidlnu zlozitost, pretoze vo vseobecnosti vyzaduje vypocet RS.S alebo validac-
nej chyby pre 2P réznych submodelov plného modelu s p vysvetlujicimi premennymi.
Ani pri pouziti roznych trikov nie je mozné exponencialny charakter vypoctovej zlo-
zitosti potlacit, preto pre zhruba p > 100 nie sme schopni porovnat vsetky mozné
submodely a garantovat tak optimalitu vysledku. Musime sa uspokojif s tym, zZe nami
ziskany vitazny submodel bude len aproximaciou skuto¢ne optimalneho. Sticasne je po-
trebné dbat na ¢o najvyssiu rychlost vypoctu ucelovej funkcie (RSS, valida¢nej chyby)
pre kazdy zo submodelov, aby celkovy cas vypoctu bol udrzatelny v prijatelnych me-
dziach. Toto je zabezpecené vyuzitim formalizmu sweepovania.

Matematickd podstata sweepovania je ukrytd v kombindcii podmienok (1.21) a

(1.22). Zavedenim novych (skaldrnych) premennych u a v = —1 mozno (1.21) pre-
pisat do tvaru
w XX X7
- Y1 (7). (1.26)
u y'X y'y)\v

Nova rovnica prislichajica slackovej premennej u bola doplnena s cielom vytvorit na
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pravej strane symetrickd pozitivne semidefinitnd (p + 1) x (p + 1) maticu
A=X,"X,= XX Xy : (1.27)
y'X yly
kde X4 = (X,y) je ,rozsirend matica planu“. Podmienka komplementarity (1.22) je
reprezentovand rozdelenim mnoziny 2p+2 premennych {wy, ..., wy,, u, 81, .., 5y, 7} na
mnozinu p + 1 béazickych (nezévislych) premennych a ich doplnok - p 4+ 1 nebéazickych
(zavislych) premennych. Hodnoty bézickych premennych volime, nebazické premenné
st nimi jednoznacne uréené. V rovnici (1.26) st bazickymi premennymi {1, ..., 8,7},
pretoze vektor (WT u)T je jednoznacne urceny ako obraz vektora (BT 7>T v linearnom
zobrazeni reprezentovanom maticou A. Premennd v zostava vzdy v bazickej mnozine,
pricom jej hodnotu vzdy volime v = —1. K nej doplnkova premenna u je preto vzdy
nebazicka. Z kazdej dvojice komplementarnych premennych j3;, w; je vzdy prave jedna
bazicka, pricom jej hodnotu volime ako 0. Vychadzajic z diskusie v predchadzajicej
casti to znamenad, ze hodnoty nebazickych premennych g; st LS odhadmi regresnych
koeficientov pre submodel dany indexovou mnozinou {i|w; = 0}.

Rovnica (1.26) reprezentuje submodel {i|w; = 0} = (), teda model bez premennych.
Netrivialny submodel vytvorime presunutim niektorych z premennych (; na lavii stranu
rovnice a im komplementarnych w; na pravi stranu. Oznac¢me indexovi mnozinu pre-
suvanych premennych ako « a doplnkovii mnozinu @. Pre zjednodusenie zapisu, bez
ujmy na vseobecnosti, nech « = {1,...,k} ,a={k+1,...,p+ 1} st ucelené bloky po
sebe nasledujucich indexov pre nejaké dané k a sucasne nech A, , je regularna matica.

Sustava (1.26) tak prejde do tvaru

Wqo = Aa,a/Ba + Aa,a IBE )
f)/
(1.28)
=A5.8,+Aza B
u v

Vdaka invertovatelnosti A, , mozno z prvej rovnosti vyjadrit 3, ako funkciu w,, B4, 7.

Dosadenim vysledku za 3, do druhej rovnice a po naslednych ipravach ziskame ststavu

Ba Wa
o (Aa7a>_1 - (Aa,a)_l Aa,a
Wy | = . ) ﬂa , (1.29)
Aau (Aa,a)_ Aa,a - Aa,a (Aa,a>_ Aa,a
u g
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ktora pri volbe bazickych premennych
wWo=0, B;=0 ~y=-1 (1.30)

reprezentuje submodel S = {i|w; = 0} = «, a preto musi na lavej strane platit 8, = B -
Pre doplnkové indexové mnoziny plati @ = SU {p + 1}.

Matica vytvorena na pravej strane (1.29) je v oblasti linedrnej algebry znama ako
principal pivot transform (PPT) [25, 26, 3, 24] matice A vzhladom na indexovii mno-
zinu « a oznacuje sa ppt(A, a), t. j.

ppt(A, o) = O ~(Aae)” Ana : (1.31)
Aso(Auo)™ Ags—Asa(Aua) 'Aus
PPT ma mnoho zaujimavych vlastnosti, tie podstatné pre potreby tejto prace si zo-
sumarizované v casti 1.4.1.

Pri volbe A v tvare (1.27) ma PPT Specidlny vyznam pri analyze LRM, ako pr-
vykrat upozornil Efroymson v [4], ktory k myslienke ekvivalentnej PPT dospel zrejme
nezévisle od Tuckera [25]. Pouzity formalizmus bol neskdr oznaceny ako sweepovanie
[9], Co je termin, ktory je dodnes v Statistickej literatire takmer vyhradne pouzivany
namiesto PPT. Hlavnym vysledkom je, ze z matice ppt(A, ) mozno velmi jednoducho
extrahovat veli¢iny (XSXS)_1 B g, RSSg pre model S = a podla schémy z nasledujicej
vety.

Veta 1.4.1. Nech X je N x p matica plinu, y je vistupny vektor dizky N a A je
(p+1) x (p+ 1) matica dand vztahom (1.27). Potom plati:

(XEXS)_l _Bs

S (1.32)
Bs  RSSs

PPE(A, S)sufpr1}.50{pt1} =

kde ppt(A, S)sufpt+1},sup+1} Je hlavnd podmatica matice ppt(A,S) urcend indexovou

mmnozinou submodelu S a indexom p + 1 vystupnej premennej y.

Dokaz:
Na zaklade (1.31) ihned mame

PP(A, S)ss = (Ags) ! = ([XTX} S’S)_l — (X3Xs) (1.33)
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kde druhda rovnost plati vdaka tomu, ze index p + 1 zodpovedajici premennej y sa

nikdy nenachddza v S. Dalej, vyuzijtc (1.5), dostavame

ppt(A, S)p+1,p+1 =Apiipn —Apiis (AS,S)_I Aspi1
-1
=y'y -y Xs (X§Xs) Xy (1.34)
Yy = RSSS

=y |T- X (XIXs) X

a pomocou (1.4)

ppt(A, S)spr1 = —PDL(A, S);H,s = (AS,S)il Asp1 (1.35)
—1 A :
= — (XIXs) Xfy=-Bs

g

Pozndmka: V poslednej casti dokazu je takisto vhodné si uvedomit, Ze po dosadeni hod-
not (1.30) za bazické premenné v (1.29) je vysledkom —ppt(A,S)ept1, t. J.
—1-nésobok posledného stipca matice ppt(A,S). Porovnanim lavej a pravej strany
dostavame By = —ppt(A, S)spr1 = BS a u = —RSSg. Prva z uvedenych rovnosti je
konzistentna s myslienkou, na zaklade ktorej sme vybudovali PPT, t.j. Ze nebazické

zlozky B; zodpovedaji LS-odhadu regresnych koeficientov v submodeli S = {i|w; = 0}.

Doteraz sme uvazovali len transforméacie ppt(A, S) matice A reprezentujicej prazdny
submodel. Takato operacia zodpoveda vytvoreniu submodelu S pridanim naraz vset-
kych jeho premennych do prazdneho modelu. V dalsej casti vSak ukazeme, ze submodel
S je maticou ppt(A,S) reprezentovany jednoznacne, nezavisle od sposobu jeho kon-
strukcie (postupnym) priddvanim/odoberanim premennych reprezentovaného zlozenim
zodpovedajicich PPT transformécii. Vdaka tomu a vete 1.4.1 sme schopni pri relativne
nizkych vypoctovych nakladoch pocitat veli¢iny (XSXS)_1 B g, RS Sg pre postupnost
submodelov S vytvorend postupnym priddvanim/odoberanim premennych. Tito vlast-
nost sweepovacieho formalizmu vyuzijeme pri konstrukcii niektorych algoritmov pre

selekciu premennych v LRM, ¢im sa znac¢ne urychlia.

1.4.1 Algebraické vlastnosti PPT

V tejto casti je prezentovanych niekolko vlastnosti PPT vo forme liem a viet, ktoré

st uzitocné z hladiska aplikdcie PPT (sweepovania) pri analyze LRM. Vety obsahovo
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vychddzaju prioritne z prehladového ¢lanku [24] a ¢iastocne z kratkej kapitoly o swee-

povani v knihe [15], ich vysledné formulacie a konstrukcie dékazov s vSak v mnohych

pripadoch vlastnym dielom. Kompletne vlastnym vysledkom s vety 1.4.12 a 1.4.20.
V predchadzajicej casti bola PPT zavedend len vzorcom (1.31). S cielom vyhnit sa

pripadnym nejasnostiam uvadzame na tomto mieste presnejsiu definiciu.

Definicia 1.4.2. Nech je dand stvorcovd matica A € C™*" a indexovd mnozZina « €
(n). Nech hlavnd podmatica A, o je requldrna. Potom definujeme PPT matice A vzhla-

dom k indexovej mnoZine o vztahom

ppt(Aa Oé) = Aa,a (Aa,a>_1 AE,E - Aa,a (Aa,a)_l Aa,& (136)

Veta 1.4.3. (O jednoznacnosti a reverzibilite PPT)
Nech A € C", o € (n), A, je requldrna. Pre dané vektory x,y € C" definujme

vektory u™Y v*¥ € C" vztahmi u®¥ = y,, vz’ = xg, v2¥ = x,, v2¥ = ya. Potom

(67

B = ppt(A, a) je jedind matica, pre ktord plati

y=Ax & v® =Bu", Vx,yeC" (1.37)
Navyse plati ppt(B, a) = A, t.j.

ppt( , @) o ppt( ,a) = id. (1.38)

PPT je teda samoinverzné zobrazenie.
Pozndmka: Po vhodnom preindexovani tak, aby indexova podmnozina o = {1,2, ..., |a|—
1, |a|} tvorila uceleny blok, mozno podmienku (1.37) prepisat do prehladnejsieho tvaru
, vx,yeC" (1.39)
Ak dosadime B za x a w za y, dostaneme uz skor odvodeny sivis medzi vztahmi (1.26)
a (1.29).

Dokaz: Bez ujmy na vseobecnosti, pre zjednoduSenie zapisu preindexujme premenné

v sulade s predchadzajicou poznamkou. Ddékaz oboch implikacii vztahu ekvivalencie
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(1.39) sa lahko overi dosadenim (1.36) za B a vyuzitim regularity A, , (analogicky ako
pri odvodeni vztahu (1.29)). Platnost vztahu reverzibility (1.38) sa ukdze dvojnasobnou
aplikdciou definicie PPT (1.36) - najprv na maticu A a potom na vysledok prvej
operacie.

Jednozna¢nost mozno dokézat sporom. Nech 3B’ # B spliiajica (1.39). Potom musi

platit
Xa Xa «@ Aa aXa + Aa aXa
0= - —B-B) | |=B-B) | i
Ya Ya Xa Xa
(1.40)
Aa a Aa a
=(B-B) ’ Tlx, VxeCn.
0 I
Aoza Aaa
Diagonélne bloky blokovo hornej trojuholnikovej matice U = ’ " | st regu-
0 I

larne, preto aj U ako celok je regularna a nasledne Ux, x € C" generuje cely priestor
C". Podmienka (1.40) teda méze byt splnend len ak B’—B = 0, ¢o je spor s pévodnym
predpokladom B’ # B. [J

Veta 1.4.3 hovori, zZe matica B parcidlne invertovanej sustavy
v®Y =Bu®™, Vx,yeC" (1.41)

je (za predpokladu regularity A, ,) jednoznacne urcend volbou A a «. Bez ohladu na
to, akym spdsobom vytvorime maticu B spliiajticu (1.41), vzdy mame garantované,
ze tdto matica musi byt B = ppt (A, ). PretoZe v redlnej tlohe je matica A vopred
zadana a nemennd, kazdej mnozine « je takto jednoznacne priradend matica ppt (A, a),
ktori preto v takychto pripadoch budeme dalej oznacovat B*. Ak navyse matica A
je reguldrna, su regularne aj vsetky jej hlavné podmatice A, o, Yo € (n) (vid napr.
lema 1.4.6). Matice B st potom korektne definované pre Yo € (n), pretoZze existuji
ppt (A, ), Va € (n). Nizsie navyse ukdzeme (lema 1.4.11), ze okrem nepodstatnych
patologickych situdcii implikuje regularita matice X "X injektivnost zobrazenia o
B® pre a € (p) a A dant vztahom (1.27), t.j. @ # o/ = B® # B Indexovii mnozinu
a (submodel S) moZno teda ekvivalentne reprezentovat maticou B¢ (B¥).

Vztah (1.38) garantuje reverzibilitu procesu PPT. Navyse, invertovanie vysledkov
je velmi jednoduché vdaka tomu, Ze inverznym zobrazenim k ppt( ,«) je to isté zo-

brazenie. Prvéa aplikdcia zobrazenia ppt( , ) reprezentuje pridanie bloku premennych
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X, do nebézickej mnoziny (vymenou za y, ), druha aplikdcia zodpovedd spatnému pre-
sunu X, do bazickej mnoziny. Vychadzajic z interpretacie efektu PPT na maticu A
v tvare (1.27) pri vztahu (1.29) zodpovedaji tieto presuny pri sweepovani v LRM
priddvaniu/odoberaniu premennych do/z submodelu. Prvou operaciou PPT (prvym
sweepom) pridame premenné do prazdneho modelu a vytvorime submodel S = «, dru-
hou operaciou (identickou s prvou) premenné z S odoberieme, ¢im sa naspét vratime
do prazdneho modelu. V priddvani/odoberani premennych zrejme lezi povod nézvu
,Sweepovanie“ (z angl. sweeping), pretoze vlastne vmetame/vymetame (sweep in/out)

premenné do/z submodelu.

Lema 1.4.4. Nech A, B, C,D si redlne matice rozmerov m X m, m X n,n X m,n X n.

Nech A je regularna matica a M = . Potom
C D
A B
det = det(A)det(D — CA'B). (1.42)
C D

Ak navyse tzv. Schurov doplnok D — CA™'B je requldrna matica, tak je requldrna aj
M, pricom plati

-1

A B I —A'B) (A~} 0 I 0

C D 0o I 0 (D-CA'B)!)|-CcA! I
(1.43)

A"+ A'B(D-CA'B)"'CA~' —A~'B(D-CA'B)~!

—(D—-CA'B)"'CA™ (D — CA™'B)!

Ak navyse matica M je symetrickd a pozitivne definitnd, tak matice A a D — CA~'B

st tieZ symetrické a pozitivne definitné, a teda podmienka ich reqularity je splnend.

Doékaz: Vdaka regularite matice A mozeme definovat matice

A 0 I 0 I ~A'B
N = , L= , U= . (1.44)
0 D-CA'B —CA"! I 0 I

pre ktoré plati identita

N = LMU. (1.45)



Determinant blokovo diagonalnej matice je rovny suc¢inu determinantov diagonalnych
blokov!?, preto na lavej strane dostdvame det(IN) = det(A)det (D — CA™'B). De-
terminant trojuholnikovej matice je sic¢inom prvkov na jej diagondle, preto det(L) =
det(U) = 1 a nésledne det(LMU) = det(L) det(M) det(U) = det(M). Porovnanim la-
vej a pravej strany mame (1.42). Platnost vztahu pre blokovi inverziu (1.43) sa Tahko
potvrd{ overenim rovnosti MM~ = I. Alternativne si z (1.45) vdaka regularite ma-
tic L, U (det(L) = det(U) = 1 # 0) mozeme vyjadrit M = L™!NU™!, a nasledne
M~! = UN"'L.

Pre symetrickii a pozitivne definitnt M plati B = C', preto L = U". Pretoze L
je regularna, matice M a N st kongruentné, a preto aj N je pozitivne definitnd, co
je prave vtedy, ked st pozitivne definitné jej diagonalne bloky A a D — CA~!C".
Symetria A aj jej Schurovho doplnku je zrejma. [

Veta 1.4.5. Nech A € C™", a € (n) a je dany rozklad o = U¥_, oy tak, aby maticovd
postupnost

A=A, AD=ppt (AT ;) =1,k (1.46)

bola dobre definovand, t.j. aby hlavné podmatice AS‘O{) boli requldrne. Potom je requ-

ldrna aj podmatica A a plati ppt (A, ) = AW, Specidlne, ak o = {1,...,n}, tak A
je requldrna a plati ppt (A, a) = A~1 = AP,

Poznamka: Vysledok PPT teda nezavisi na tom, ¢i vykoname postupnost PPT napr.
pre jednotlivé indexy z « alebo len jednu PPT pre celil indexovii mnozinu «. Nizsie
ukazeme (lema 1.4.6), Ze podmienka regularity postupnosti matic A(sz_il) nielen impli-
kuje regularitu matice A,, ,, ale je s nou navyse ekvivalentnd. Dokonca tieto podmienky
su ekvivalentné regularite matic Ag?a, Vi € {0, ..., k}. Takto ziskavame novy nastroj

na overovanie regularity matic - staci zvolit rozklad UF_, a; vo forme jednoprvkovych

mnozin a; a sledovat (ne)nulovost diagonalnych prvkov a0V i=1,... k.

Qi,0 )

Dokaz: Opat, bez ujmy na vSeobecnosti, prezna¢me indexovii mnozinu tak, aby

= {17"'7|a1|}7 Qg = {|061| —|—1,.,.,|041| + |Oég|},.,,, Q= {|Oé| - ’ak| +17,|Oé|}

10¢0 mozno overit napr. aplikdciou Laplaceovho vzorca pre vypocet determinantu na oba ¢leny

A O A O I o
rozkladu = .
0 D 0 I 0 D
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tvorili ucelené bloky indexov, pre prehladnost usporiadané za sebou. Potom vdaka

- . o k ;
disjunktnosti mnozin {«;};_, mame

Yal Xal
Ya Xa
Ax=y oAD" | =" oAD| vy =] x4, |-
qu Yal
XaUaz YaiUaz (1.47)
o XOé
Lo AW Yol = , Vx,y € C".
Xa Ya

Vyuzijic jednoznaénost matice B spliiajicej podmienku (1.37) (veta 1.4.3) dostavame,
7e musi platit A® = ppt (A, a). Dékaz regularity potrebnjch matic je obsahom na-

sledovnej lemy. U]

Lema 1.4.6. UvazZujme znacenie ako vo vete 1.4.5. Potom plati

g,

4 k )\ F
{A(zfl)};l st requldrne < A, o je requldrna < {Ag}a};o su requldrne. (1.48)

Dokaz: Ocislujme jednotlivé tvrdenia v leme v poradi 1,2,3. Na dokaz 3 = 2 staci
zvolit i = 0, pri 3 = 1 vyuZijeme, Ze kaZd4 hlavnd podmatica (A(~1)) reguldrnej

matice (A{7Y) musf byt reguldrna'!

V 2 = 3 si treba uvedomit, Ze regularita A, , = A®) implikuje regularitu hlavnych

%

podmatic AL aj Aa\al oy - Preto AL) = [A(()?l)al] je reguldrna matica rovnako
-1

ako jej Schurov doplnok (v rdmei matice A{)) A a\al s —Aa\a1 o [A((lll)al} Asl)@\al

Aa\)w1 o\as - Na zéklade (1.42) potom ajj g})a musi byt regularna. Indukciou sa regu-

larita dokaze pre zvysné Afj}a

(0)

Q,

1 = 2 dokazeme sporom. Oznac¢me 7; = Uf i1 0. Nech AY) je singuldrna. Potom,

kedze podla predpokladu matica A(O) . Je reguldrna, musi byt singularny jej Schurov

doplnok (v rdmci matice A(()S ), ktory sa zhoduje s ALV ).~ V rédmci neho sa nachadza

regularna hlavna podmatica A((Xlz) oy Preto musi byt singularny jej Schurov doplnok (v

ramci matice AT1 7'1) ktory sa zhoduje s AT2 - Indukciou dostaneme postupnost stale
sa zmensujucich matic, ktoré majua byt singularne, az skonc¢ime pri ATk = Aa’Z ’ik,

ktora je ale podla predpokladu regularna, c¢o je spor. [J
Ako $pecidlny dosledok dostévame, 7ze ak pociatoénd matica A = A je reguldrna

(zvolime a = {1,...,n} = Q), tak st regularne aj vsetky matice B® = ppt (A, a), Va €

1Vidno to napr. z (1.42) - det(A) # 0 je nutnou (no nie postac¢ujticou) podmienkou pre det(M) # 0.
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(n). Preto musf platit aj b$; # 0, Vj € Q, Va € (n), ako dosledok regularity vSetkych
hlavnych podmatic (teda aj diagonalnych prvkov) regularnej matice. Tiez dostédvame,
ze ak sweepujeme postupne jednoprvkové indexové mnoziny a; =4, ¢ = 1,...,n, ekvi-

valentnym kritériom pre regularitu A je ali™y #0, Vie{l,...,n}.

il

Veta 1.4.7. (o zjednodusovani a komutativnosti PPT)
Nech A € C™", oy, a0 € (n) a hlavnd podmatica A.,Gas 0100, J€ Tegquldrna. Potom

plati
ppt (ppt (A, o), 1) = ppt (ppt (A, 1) , ) = Ppt(A, D), (1.49)

kde symbol I\ oznacuje symetricki diferenciu dvoch mnozin, t. j. cnDag = (ag \ ag) U

(@2 \ ).

Dokaz: Najprv dokdzeme druht z rovnosti, prva bude jej trividlnym désledkom.
Vytvorme rozklady a; = (a1 \ ag) U (ay Naw) a ag = (ag \ o) U (o N ag). Podla vety

1.4.5 mame
ppt (,04) =ppt(,05 \ o) oppt (, 05 Nea;) =ppt(,;Ney)oppt (, o4\ ),

kde © # j € {1,2}. Druhd rovnost musi platit kvoli neexistencii poradia mnozin v

rozklade, pretoze rozklad je mnozina. Potom mame

ppt (ppt (A, o), a2) = ppt (,0) o ppt (,on) A
=ppt(,a2 \ 1) oppt(,a1Nag)oppt(,arNaz)oppt(,ar\az)A
=ppt(,as\ar)oppt(,a1\ ) A=ppt(,(az\ag)U(a;\az))A

= ppt (A, Aay).

(1.50)

V tretej rovnosti sme vyuzili (1.38) (reverzibilita PPT) a nasledne opat vetu 1.4.5,
pretoze mnoziny a; \ ag a g \ @ tvoria rozklad mnoziny oy Aas.

Poznamenévame, ze vsetky pouzité operacie PPT st na zdklade podmienky regu-
larity Aq,Uas,01ua. Vdaka leme 1.4.6 dobre definované. Prvi rovnost v tvrdeni vety
hovoriacu o komutativnosti poradia operéacii PPT zodpovedajicich vSseobecnym, nedis-
junktnym indexovym mnozinam «q, as mozno zdévodnif napr. komutativnostou ope-

racie symetrickej diferencie. [J
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Veta 1.4.8. Nech oy, ..., ar € (n) st lubovolné. Oznacme

1) 0, akjé¢ o

1, akjeq

indikdtor pritomnosti indexu j v indexovej mnoZine o; a o = {j| Sk Ig) je nepdme}
mnozinu tych indexov, ktoré sa machddzaji v neparnom pocte indexoviych mmnozZin z

postupnosti ay, . .., ax. Potom plati

ppt (, o) o...oppt(, 1) A =ppt(A, a). (1.51)
Doékaz: Indukciou pomocou vety 1.4.7. [J

Veta 1.4.9. Nech A € C™*", a € (n) a A, je requldrna. Potom

det (ppt (A) Oé)) = det AE,E/ det Aa,a' (152)
2. Ak navyse Agg je reguldrna, tak aj A je reguldrna a plati

ppt (A, ) = ppt (A*l,a) (1.53)

[ppt (A, 04)]_1 = ppt (A, @) = ppt (A’l, a) ) (1.54)

Dokaz:
1. Oznacme B = ppt (A, a). Potom

det By o = det [(Aga) ™| = 1/det Agq
a Schurov doplnok podmatice B, , je
Ba,a - Ba,a (Ba,a)il Ba,a = Aa,a-

Dosadenim do (1.42) (M = B, A =B, ,) dostavame zelany vysledok.
2. Ak matice A,,,Agg su reguldrne, tak podla bodu 1. je reguldrna aj matica
B, a teda jej inverzia B™! = [ppt (A, )" je dobre definovand. Regularita B si-

casne implikuje regularitu hlavnej podmatice Bz g, teda Schurovho doplnku Azgz —
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—1 . . . , ’ s .
Az (Asa)  Angz, preto aj matica A je regularna a ma dobre definovani inverziu

A~ Vztah (1.53) mozno dokézat priamo, vyuzijic
A~ =ppt(A,aU@) =ppt(,a)oppt(,@)A.

Potom
ppt (A‘l,@) =ppt(,a)oppt(,a)oppt(,a)A =ppt(A,a),

kde v druhej rovnosti sme vyuzili reverzibilitu operacii PPT (1.38).

Pri vztahu (1.54) upozornujeme na to, Ze sa invertuje matica ppt (A, «), nie PPT
operacia, ktora je samoinverzna. Prvi rovnost mozno overit vynasobenim oboch stran
maticou ppt (A, a) danou blokovou schémou (1.36), ¢im ziskame na oboch stranédch

identitu I. Druha rovnost vyplynie z (1.53) po preznaceni o = a. O

1.4.2 Nesymetrizované sweepovanie

Nesymetrizované sweepovanie je v statistickej literature ekvivalentné oznacenie pre
PPT dané definiciou (1.36). V uzsom zmysle slova pod tymto oznac¢enim budeme roz-
umiet aplikdciu postupnosti PPT operdcii na symetrickt pozitivne definitni'? (p +
1) x (p+ 1) maticu B = A dant vztahom (1.27). Tento stav zodpovedd prazdnemu
submodelu S = (), ktory neobsahuje ziadne vysvetlujice premenné, t.j. y ~ €. V
i-tom kroku postupnosti sa novy submodel S® vytvori pridanim/odstranenim éasti

premennych do/z modelu SV, Tento krok reprezentujeme PPT operaciou
B5"” = ppt (B, ay) , (1.55)

kde a; = SOASE1) Pridévajt sa premenné z mnoziny o;\ SC~D = S0\ SG-D odobe-
, . . . -1
raji sa tie z o N.SCEY = §E=D\ SO Veliciny RSSgw), Bgw), (X;i)Xs(i)) st potom

ulozené v hlavnej podmatici (Bs(i)> v stlade so schémou (1.32) z

SOU{p+1},5OU{p+1}
vety 1.4.1. Detailnejsie struktiru matice B® reprezentujicu submodel S charakterizuje

nasledovna lema.

12Matica A je v pripade neplnej hodnosti rozsirenej matice planu X 4 len semidefinitné. Pre korektné
fungovanie algoritmu sweepovania je vsak potrebna regularita matice A, t.j. jej pozitivna definitnost.

Niekolko navrhov, ako postupovat v semidefinitnom pripade je uvedenych v casti 1.4.4.
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Lema 1.4.10. Nech matica B® = ppt (A, S) reprezentuje submodel S v silade s pro-
cedirou nesymetrizovaného sweepovania aplikovanou na maticu A = (X, y)T (X,y).
Nech Xg je matica planu submodelu S, Pg je projektor na priestor M(Xs) a Xg je zlo-
zend zo zvysnych stlpcov matice plinu X zodpovedajicich premenngm R ={1,...,p}\

S, t.j. plati® X = (Xg,XR) a

XIXs XIXp Xiy
A= [XpXs XpXp Xgpy |- (1.56)
y Xs y'Xgp vy

Potom pre maticu B® plati

-1 -1 —1
(X3Xs) —(X{Xs) XiXp - (XiXs) Xiy
-1
B® = | X[ X (X{Xs) XL(I-Ps)Xp XL(I-Pg)y |. (157
—1
v Xs (X5Xs) y' (I-Pg)Xp y  (I-Pg)y

Dékaz: Priamym dosadenim blokovej matice (1.56) do defini¢ného vztahu pre PPT
(1.36) podobne ako v dokaze vety 1.4.1 a vyuzitim Pg = Xg (ngsf1 XI. O

V schéme (1.57) lahko identifikujeme veli¢iny BS = (XgXS)_l Xly a RSSs =
y' (I - Pg)y. Vzhladom na pozitivnu semidefinitnost hlavnych podmatic (Xng> _1,
XE(I-Ps)Xp = [I-Ps)Xg [(I-Ps) Xz a nezédpornost y' (I—Pg)y =

RSSg > 0 mame vzdy zabezpedené, Ze diagonala matice B® obsahuje iba nezdporné

prvky. Za predpokladu regularity A v kombinacii s lemou 1.4.6 dostdvame dokonca
S .
B, >0, je{l,....,p+1}. (1.58)

Porovnanim (p + 1)-vého stlpca a riadka sme schopni ur¢it, aky submodel S matica
B* reprezentuje. Tieto vektory s totiz takmer identické, liSia sa len znamienkom pri
indexoch z mnoziny S. Nejednoznacnost by mohla nastat len v pripade (B S)j =0 pre
nejaké j € S. Vtedy vsak je jedno, ¢i j zaradime do S alebo nie.

Zo vztahu (1.57) je tiez zrejmé, ze vykonanim operdcie nesymetrizovaného swee-

povania sa povodne symetrickd matica A vo vSseobecnosti zmeni na nesymetricki (aj

neantisymetricki) maticu B¥. Na druht stranu, B® nie je tiplne vSeobecna. Zmenou

13Pre zjednodusenie zapisu uvazujeme, Ze mnoziny S a R tvoria ucelené bloky indexov.
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znamienka pri blokoch — (XgX5>_1 XIXpa— (Xng)_l X1y v pravej hornej ¢asti
sa B® transformuje na symetricki maticu. Vzdy vsak plati, Ze podmatica Bg ¢ musi byt
symetrickd, pretoze reprezentuje symetricku (a pozitivne definitnii) maticu (XEXS) _1.
Strata symetrie je danou za jednoduchi formu inverznej PPT operacie (1.38). Symet-
riu matice B® mozno zachovat pri pouZiti symetrizovaného sweepovania (Cast 1.4.3).
V tomto pripade vsak pridavanie a odoberanie premennych je nutné realizovat dvomi
odlisne definovanymi operaciami.

Pri analyze sweepovacieho algoritmu je vhodné, hoci nie nevyhnutné, vedief, ¢i
existuje jedno-jednoznacny suvis medzi postupnostou submodelov {S(i)}],C 0 2 matic

1=

)k . .. N ey . v .
{BS< )}, o V diskusii pod vetou 1.4.3 sme zdovodnili, Ze z jednoznacnosti PPT vy-

1=
plyva, Ze S — B® je dobre definované zobrazenie. Teraz ukdzeme, ze v standardnej

situdcii je toto zobrazenie navySe injektivne, a preto popis postupnosti submodelov

pomocou {S(Z)}k alebo {Bs(i)}k

1=

_0 je ekvivalentny.
Lema 1.4.11. Nech matica A je dand vztahom (1.27). Nech XX je requldrna, pricom

Ziadny zo stlpcov x; matice pldnu X nie je ortogondlny s vektorom y, t. j.

x|y =Xey)) y#£0, j=1,....p. (1.59)

Potom zobrazenie S — B® = ppt (A, S), S € S = (p) je injektivne, t.j. S # S' =
BS £ BY.

Co znamenaji podmienky lemy? Regularita XX je ekvivalentnad plnej hodnosti
matice planu X, teda podmienke, zZe v mnozine vysvetlujucich premennych nemame
redundatné premenné, ktoré by sa dali vyjadrif ako linearna kombinacia inych pre-
mennych. Podmienka (1.59) pozaduje, aby vstupné premenné z; mali potencial byt
uzitocné pre modelovanie vystupu y, teda ovplyviovat predikcie. Vzhladom na to, Ze
premenné su Standardizované tak, aby ich priemery z;, ¥ boli nulové, (1.59) vlastne
ziada nenulovu korelaciu medzi kazdym zo vstupov a vystupom. Trividlnym prikladom
symetrickej pozitivne definitnej matice A, ktord spliia podmienku regularity, ale kvoli
nesplneniu (1.59) nie je zobrazenie S + B¥ injektivne, je matica identity I,,;. Plat{
totiz BS = ppt (I11,5) = I11, VS € (p), a teda BS = BY, VS, 5" € (p).

Doékaz: Sporom. Vdaka regularite XX st vietky matice B pre S € (p) dobre
definované. Nech existuji 2 submodely S # S’ tak, aby BS = BY = B. Bez ujmy
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na vseobecnosti mozeme predpokldat S N S" = (). Ak by to tak nebolo, vyuZijeme,
ze z rovnosti BS = BY musi platit aj ppt (BS,SHS’) = ppt (le,SﬂS’), ¢o su
matice v dosledku jednoznacénosti PPT zodpovedajtce maticiam B\ a B\%. Pritom
S\S" # S'\S,lebo S # S’. Cely spor by sa potom dalej vytvoril pre dvojicu submodelov
S\ S, 8"\ S aim zodpovedajtcich matic BS\Y" a B\,

Porovnanim schém (1.57) pre B a BY dostévame, 7e musi platit

BSUS/,W =0, BW,SUS' =0. (1.60)

Na overenie tohto tvrdenia si treba rozdelit maticu B na bloky podla rozkladu S, .5’,
S U S’ indexovej mnoziny €. Vyuzijeme, Ze podla rozkladu (1.57) pre B je dana dvojica
transponovanych blokov sii¢astou nejakej symetrickej podmatice, podla rozkladu (1.57)
pre B% m4 byt ale rovnak dvojica blokov vzédjomne antisymetrické. To je ale si¢asne
mozné splnit len vtedy, ak kazdy blok z uvedenej dvojice je nulova matica 0. Napr.
z rozkladu pre B dostaneme B S505 = — (BW’JT, ale z rozkladu pre B¥ plynie
Bsgog = (BWS)T. Preto nutne By g5z = (Bmﬁ)T =0.

Analyzujme dalej rovnosti (1.60). Napriklad podmienka B s 50 = 0 je ekviva-
lentna dvojici podmienok Bg g5z = 0 a By, 55z = 0. Matica Bg gz je sucastou bloku
Bss = ng = —(Ags)”" Agz, preto 0 = Bygoer = — (Ags)™" Ag50s- Vyndsobe-
nim oboch stran maticou Agg dostaneme 0 = A g5z = (Amﬁ)T a analogicky aj
0=Ay55 = (AW, S/)T. Podmienka nulovosti istych blokov matice B (1.60) tak

znamenda nulovost tych istych blokov v povodnej matici A
ASUS’,SUS/ =0, ASUS’,SUS/ =0. (1.61)

KedZze p+1 € SUS (5,5 € (p)), ako dosledok musi Specidlne platit aj Agus pi1 =
(X.,Susf)Ty = 0, resp. X]Ty =0,5 € SUS D 0. Tym sme ale dospeli k sporu s
predpokladom (1.59) o nenulovej korelacii kazdého z prediktorov z; s vystupom y. O

Ukézali sme, Ze sweepovanie (PPT) reprezentuje efektivny néstroj pre vypocet
RSSg0, Bsﬁ)a (X;i)XS(i)>_1 postupnosti submodelov S Pri konstrukcii tejto po-
stupnosti je dolezité vediet ¢o najjednoduchsie vypocitat zmenu RSSg — RSSs pri
prechode z aktualneho submodelu S = S® do kandidatneho S’. Pri tom nam pomoze

nasledovna veta.

32



Veta 1.4.12. (Vztah pre priamy vgpocet RSS)

Nech X4 = (X, y) € RN*®0D e rozsirend matica pldnu, v ktorej (p + 1)-vyf stlpec
zodpovedd vystupnej premennej y, A = X X4 a S,5 € {(p) si indexové mnoZiny
lubovolngjch dvoch submodelov. Oznacme AS = SAS" mnozinu tych indexov z S, S’,
ktoré memaji spolocné a B® = ppt (A, S) maticu reprezentujicu submodel S. Nech

podmatica BiSAS je requldarna. Potom plati

det BiSU{p+1},ASU{p+1}

RSSg = (1.62)

Dékaz: Mnozina AS zahflia prave tie indexy, ktoré treba sweepovat, aby sme z B
presli do BY = ppt (A, S") = ppt (BS,AS) reprezentujicej systém S’. Podla (1.36)
preto plati

RSSs = B5+1,p+1 - B§+1,As (Bis,As)il BiS,erl' (1-63)
Sucasne, vyuzijuc vztah (1.42) pre determinant blokovej matice, kde zvolime A =

S — RS —_ RS — RrS 4 p
Bisasy B=Bag,i1, C=Byi1as, D =B, ., dostdvame rovnost

s s s s s -5
det BRgugpt13,a50(p+1} = det BAg g det |:Bp+1,p+1 —Byiias (BAS,AS> BAs,erJ -

(1.64)
Vyraz v argumente druhého determinantu na pravej strane je podla (1.63) rovny
RSSgs, co je skalar, a preto det RSSss = RSSs. Vydelenim rovnosti (1.64) vyra-
zom det Bis, Ags ktorého nenulovost je zabezpecend podmienkou regularity zo znenia

vety, dostavame pozadovany vysledok. [J

Désledok 1.4.13. Specidlne, pre pripad pridania jedinej premennej j € Q\ S (Q =
{1,...,p}), t. 4. 8" =S U{j}, dostdvame

2
RSS. — det (Bs{j,pﬂ},{j,pﬂ}) _ BY By 11— (B?:p—f—l)
S det (BSjJ) B}S:J

(1.65)
RSS (Bf’p“)Q
== ST T 39

B?;

kde sme vyuzili B1§+1,p+1 = RSSs a BJS,erl = Bz§+1,j pre j € Q\ S. Podla ocakdvania'*

RSSs < RSSg, kedZe pri nesymetrizovanom sweepovani de- >0preje{l,....p+

MPretoze S’ O S
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1} D Q\S (vztah (1.58)). Najnizsie RSSg (najvicsi pokles RSSs—RSSs) dosiahneme,

S 2
ak do S priddme premenni x;«, kde 3% = argmax( L )
JEQ\S 7 J

Analogicky vztah ako (1.65) plati aj v pripade, ak odoberame jedini premenni j € S,

tj. S" = S\ {j}. Kedze viak pre j € S plati BS -B? dostdvame RSSs <

Jp+l T p+1,57

RSSY, co je ocakdvany viysledok, lebo teraz S O S'. Bez ujmy na vseobecnosti predpo-

kladajme, Ze S = {1,...,k}*. Potom

RSy = BB “BL Bl oo - (8s)| (B5),
B}‘q,j ((XEXS)_1>
2 \? 7 (1.66)
— RSSs + (2 S)j

(ox) ),

-1
kde sme vyuzili, Ze podla schémy (1.57) pre j € S plati Bij = ((ngs) ) >0a
J»J

B1§+17] = prH = (Bs)j- Najnizsie RSSs (najmensi ndrast RSSg — RSSg) teda

A 2

. . Bs).
dostaneme vtedy, ked odoberieme premenni s indexom j* = argmm(;%l.
jes ((xIxs) ™)
ViV

Pozndmka: Vztah (1.62) ma vyznam najmé z teoretického hladiska, podobne ako
Cramérovo pravidlo pri rieseni ststav linearnych rovnic. V pripade pouzitia vhodnych
algoritmov pre vypocet determinantu vsak moze byt vyuzity aj pri praktickej realizacii
numerickych vypoctov.

Na zaver tejto casti eSte spomenieme, Ze (nesymetrizované) sweepovanie sa v Statis-
tickej literature zvyc¢ajne zavadza pomocou sweepovacieho operatora O, = ppt( ,{r})
(r € Q je lubovolné), definovaného len pre jednoprvkové indexové mnoziny a = {r}.
Po6sobenim operatora O, sa pridava/odstranuje r-t4 premennd z/do modelu a matica

A sa transformuje na maticu A* = O, A podla predpisu:

1 a;
* * ir .
a,, = —, a, =-——, 1#£ T,
a?"?“ a”r?” (1 67)
* rj ; ® Ay Qo .o
arj = J 7£ Ty aij =5 — y 4] 7£ .
Qpy rr

véimnime si Ze transformaén’ vzt’ah at. = a;; — Qirdrj \Y I'i ade 1,9 rje identick’
; iJ ] a ’
Tr

s predpisom symetrickej gaussovej eliminacnej procediry pre pivot a,,.. Ekvivalenciu

5 Tento predpoklad zabezped, Ze indexy 1,...,k v maticiach B9 aj (XgXS)f1 si vzdjomne zod-

povedaju.
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definicie (1.67) s blokovym predpisom (1.36) mozno ukazat indukciou. Tato formuldcia
umoznuje jednoduché overenie vlastnosti samoinverzie (reverzibility) O, 0 O, = id a
komutativnosti 0,00, = O,00,, Vr,s € () operacii sweepovania priamym dosadenim

transformacnych vztahov (1.67).

1.4.3 Symetrizované sweepovanie

Ak nam zalezi na tom, aby sa v procese sweepovania zachovala symetrickost trans-
formovanej matice, mozeme analogické vysledky ako v predchadzajicej casti ziskaft
aj procesom symetrizovaného sweepovania [16, 15]. Musime vSak definovat osobitne

operéciu pre priddvanie premennych (PPTT) a osobitne pre ich odoberanie (PPT ™).

Definicia 1.4.14. Nech je dana stvorcovd matica A € C™™" a indexovda mnozina
a € (n). Nech hlavnd podmatica A, . je requldrna. Potom definujeme transformdcie

PPT* a PPT™ matice A vzhladom k indexovej mnoZine o vztahmi

- (Aa,a)_l (Aa,a>_1 Aa,a
» T | a0,
pthr(Aa Oé) = Aa,a (Aa,a) AE,E - Aa,a (Aa,a) Aa,a (168)
IA.7 o = @7
a
o (Aa,a)_l - (Aa,a>_1 Aa,a
1 1 , o 7é @>
ppti(Aa a) = _Aa,a (Aa,a) Aa,a - Aa,a (Aoc,a) Aa,a (169)
A, a = 0.

Zo vztahov (1.68) a (1.69) je zrejmé, ze ak pociatoénd matica A bola symetricka,
budi symetrické aj transformované matice ppt* (A, «) a ppt™ (A, «), ¢o bolo cielom.
Pre symetrizované sweepovanie plati nasledovna analégia vety 1.4.3.

Veta 1.4.15. (O jednoznacnosti a reverzibilite PPTY /PPT™)

Nech A € C™", a € (n), bez ujmy na vseobecnosti nech a = {1,...,|a|} a A, je
reguldrna. Potom BT = pptT(A,«) a B~ = ppt™ (A, «) st jediné matice, pre ktoré
plati

)
»
Q

—Xa «
—A o “B 7|, wxyecn (1.70)

Ya Xa

y

<

Ql
»
&l

167Znacenie PPTT, PPT™ nie je Standardné, vzhladom na vzdjomny stvis symetrizovaného a nesy-

metrizovaného sweepovania sa nam vsak zdalo byt vhodné.
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=A & =B~ , Vx,y e C" (1.71)
Ya Xa Ya Xa

Navyse plati pptT(B~,a) = ppt~ (BT, ) = A, t. j.

ppt*(,a)oppt™(,a) = ppt(,a) oppt™(,a)=1id (1.72)

ppt* () = [ppt( ,Oz)]g = ppt~ () oppt™(,a)oppt (),
ppt (@) = [ppt™( ,a)f, (1.73)

id = [ppt*( ,a)]4 = [ppt( ,a)]4.

PPT™ a PPT™ siu teda vzdjomne inverzné zobrazenia, pricom jedno mozno ziskat troj-

nasobnym zloZenim druhého.

Dékaz: Platnost (1.70), (1.71) a jednoznacnost matic B+, B~ spliiajicich tieto
podmienky sa dokéze analogicky ako v dokaze vety 1.4.3. Vztah reverzibility (1.72)
a rovnosti (1.73) mozno dokazat napriklad priamym dosadenim definiénych vztahov
(1.68) a (1.69). Alternativne si mozno uvedomit, Ze siustava zodpovedajica matici

pptt (,a)oppt™ (,a) A ma tvar

Ya Xa

=ppt" (,a)oppt” (,a)A
Ya Xa
Z dovodu jednoznacnosti musi preto platit ppt™ (,«) o ppt™ ( ,a) A = A. Podobne

staci sledovat vymeny vo vektoroch na lavej a pravej strane ststavy pri dokaze rovnosti

(1.73). Napriklad trojndsobnou aplikdciou ppt~ ( , o) dostaneme sustavu

—Xa Yo

3
= [ppt™ ()] A
Ya Xa

a vyuzijic jednoznaénost ihned mame [ppt~ (, a)]> = ppt™ (,a). O
Vyssie uvedend veta plati pre vseobecné av € (n), podmienka o = {1,...,|a|} bola

pridana len kvoli sprehladneniu zapisu. Vzhladom na formalnu analégiu operacii symet-

rizovaného a nesymetrizovaného sweepovania uvedieme dalsSie vety bez dokazu. Mozno
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ich dokazat podobne ako v ¢asti 1.4.1. Obsah tychto viet je intuitivne zrejmy, ak analy-
zujeme vplyv PPTT a PPT™ operdcii na vymeny premennych vo vektoroch v zodpove-
dajicej ststave. Lubovolni operaciu ppt? ( ,«), o € {+, —}, vieme v dosledku jedno-
znacnosti matic sustav (1.70), (1.71) faktorizovat ako zloZenie elementarnych (jedno-
indexovych) transformécii ppt? (,{r}), r € a. Tieto zobrazenia vzdjomne komutuju,
pretoze v sustave vymienaju len premenné x, < y,., s ostatnymi nehybu. Takto sa zdo-
vodni komutativnost ppt? (,{r}) a ppt® (,{r'}) pre r # ' a 7,0’ lubovolné. Vztah
komutativity (1.72) pre r = r’ bol stcastou vety 1.4.15. Pri dokaze vety 1.4.17 o ekvi-
valentnych podmienkach regularity je mozné opat vhodne vyuzit vlastnosti Schurovho

doplnku matice.

Veta 1.4.16. Nech A € C"*", ay, a2 € (n) a hlavnd podmatica A, Uas.010as, Jj€ T€GU-

larna. Potom plati

ppt™ (,on) oppt™ (L, a) A =pptT (,an \ @) oppt” (a0 \ ) A (174)

=ppt™ (a2 \ar)opptt (,ar\a)A=ppt™ (,a)oppt? (,a)A.

Veta 1.4.17. Nech A € C"", o € (n), k € N, a; C o, Vi € {1,...,k} a A, Je

requldrna. Potom maticova postupnost
AO =A  AD=ppt (A(H), 042-) ci=1,... .k (1.75)

kde o; € {+,—}, Vi € {1,...,k}, su lubovolné, je dobre definovand, t. j. hlavné pod-

matice AU~V sii requldrne. Navyse plati

Q0

ok N
{A(zfl)}'_l st requldrne & A, o je requldrna < {Afj’)a}__o su requldrne. (1.76)

Q0

Specidlne, ak 'k =n, a; ={i}, a o3 =+, i =1,..., k, plati

A je regularna & az(-ffl) #0, Vie{l,...,n}, (1.77)
a
det A = ﬁ al(-ffl), (1.78)
i=1
AM™ = pptt (A, Q) = —A7!, (1.79)

kde Q ={1,...,n}.
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Veta 1.4.18. Nech A € C™", a € (n) a A je requldrna. Potom plat{

ppt” (A, a) = —ppt” (A7, @), (1.80)

[ppt” (A, )] " = —ppt” (A, @) = ppt” (A", a), (1.81)

kde o0 # o’ € {+,—}.

Analyzujme teraz situdciu, ked si opericie PPTT a PPT~ postupne aplikované
na symetrickii pozitivne definitni (p + 1) x (p + 1) maticu B = A dant vztahom
(1.27), reprezentujticu prazdny submodel S(® = ). V i-tom kroku postupnosti sa novy
submodel S® vytvori pridanim/odstranenim casti premennych do/z modelu SC¢—1).

Tento krok reprezentujeme zlozenim PPT™ a PPT™ operécii
B%" = ppt*(,a]) oppt~(,a; B, (1.82)

kde a;” = S\ SOV je mnozina pridévanych a o; = S\ S mnozina odoberanych
premennych.

Vyssie uvedent postupnost PPTT a PPT™ operdcii oznacime ako pripustni, ak v nej
operacia odobratia premennej nasleduje vzdy az po pridani danej premennej a nikde
sa nevyskytuju dve operacie pridania alebo odobratia rovnakej premennej za sebou.
Vdaka vete 1.4.16 tymto dosiahneme, ze v kazdom itera¢nom kroku i € {0,...,k}
mo7no transformovand maticu zapisat v tvare BS" = ppt* (A, S%). Vzhladom na ko-
mutativitu PPT* a PPT™ operdcii by sme sa k rovnakej finilnej matici ppt*(A, S*))
dopracovali pri lubovolnom preusporiadani postupnosti tychto operacii, avsak trans-
formované matice v jednotlivych medzikrokoch by nemuseli reprezentovat ziaden z
mnoziny submodelov § = (p).

Pozitivna definitnost a teda aj regularita matice A vdaka vete 1.4.17 zabezpecuje,
ze Tubovolnd transformécia ppt?( , «) je v kazdom iteracnom kroku dobre definovana.
Transformované matice BS" st vdaka symetrickosti povodnej matice A tiez symet-
rické. Struktiru matic BS" = pptT (A, S©) vytvorenych procedirou symetrizovaného

sweepovania popisuje nasledovna lema.

Lema 1.4.19. Nech matica B® = pptt (A, S) reprezentuje submodel S v silade s

procedirou symetrizovaného sweepovania aplikovanou na maticu A = (X, y)T (X,y).
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Uvazujme dalsie znacenie ako v leme 1.4.10. Potom pre maticu B plati
-1 -1 -1
-(X3Xs) T (XIXs) XiXe (X3Xs) Xy
—1
B® = | X[Xs(X{Xs) Xj(I-P9Xp Xj(I-Pyy |- (1.83)
-1
y X5 (X5Xs) y I-Ps)Xp  y' (I-Pg)y

Dékaz: Priamym dosadenim blokového zépisu (1.56) matice A do defini¢ného vztahu

pre PPT* (1.68) a vywztim Ps = X (X{Xs)  X{. O

o p T -1 , v , . .. S
Veliciny RS S, Bg, (Xs XS) su teda ulozené v hlavnej podmatici (B )Su{p+1},Su{p+1}
(p+1) x (p+ 1) matice BY podla schémy!?
-1 A
—(XIX
(B9) [ i s) s (1.84)
SU{p+1},5U{p+1} ﬁ; RS S

Na zéklade znamienok diagonalnych prvkov matice B vieme jednoznaéne urécit, aky
model S tato matica reprezentuje. Vychadzajic z pozitivne definitnej pociatoc¢nej ma-
tice A totiz musi platit bjsj <0,j€eS8a b;-qj >0, 7 € Q\S. Dévodom je negativna
definitnost — (XEXS)_l a pozitivna semidefinitnost X}, (I — Pg) Xz (nachadzajicich
sa na diagondle blokovej schémy (1.83)) v kombindcii s vetou 1.4.17, ktord zabezpe-
Cuje bfj # 0, j € Q, v pripade reguldrnej (t. j. pozitivne definitnej, nie semidefinitnej)
pociatocnej matice A.

Aj pre symetrizované sweepovanie mozno odvodit vztah pre priamy vypocet RSS

vo forme podielu determinantov.

Veta 1.4.20. (Vztah pre priamy vgpocet RSS)

Nech X4 = (X, y) € RN*®D e rozsirend matica pldnu, v ktorej (p + 1)-vy stlpec
zodpovedd vijstupnej premennej y, A = X X4 a 5,5 € S = (p) st indexové mnoziny
lubovolngjch dvoch submodelov. Oznacme AS = SAS" mnozinu tych indexov z S, S’,
ktoré nmemaji spolocné a B® = pptt (A,S) maticu reprezentujiicu systém S. Nech

podmatica BiSAS je requldrna. Potom plati

RSSe — det Bisu{pﬂ},ASu{pH} (1.85)
s det B a5 ' ‘

ITEkvivalentne by sme vo formalizme symetrizovaného sweepovania mohli priddvanie premennych
reprezentovat operdciou PPT™ a odoberanie operaciou PPTT. Potom by sa v schéme (1.84) zamenila

Bs za —Bg.
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Dékaz: Rozdelme mnozinu AS na dve disjunktné podmnoziny - g = S’ \ S (prida-
vané premenné) a g = S\ 5" (odoberané premenné). Vdaka regularite matice BXg ag
st (veta 1.4.17) dobre definované transformacie ppt™ (BS , ao) = pptT (A, SU ) =
BS'YS a ppt- (BS'US,oq) = pptT (A,[S'US]\ oy) = BY. Platnost identit tychto

transformovanych matic s maticami B5'Y a B¥ je désledkom vety 1.4.16. Plat{ teda

+ ! - !/
BS pptt (,a0) BS'US ppt—(,a1) BS . (1.86)
Na dokaz vety vyjadrime RSSs = B;f;l,p 41 spatne najprv pomocou blokov matice
BY'YS a nasledne B®, v stlade so schémou (1.86).
’ / ! !’ 71 / v .
Pretoze p+ 1 € ay, plati By, = BY5% | — BY55 (Bgffl) B U5, do je
Schurov doplnok matice BS'% v rdmci matice Bi;%?p—l—l},alu{p—‘rl}' Podla (1.42) preto
plati
det BY'V7
s s’ U{p+1}01U{p+1}
By ipn =det By = TR (1.87)
det B -2

Analogicky, kedze (a; U {p+ 1}) Ny = 0, plati

BSUS _BS _pBS (BS )‘1 BS

Q1,001 1,01 Q1,00 «@Q,x0 «p,01?

-1
S'US _ RS _ RS S S
B Uit hanutrrt = Bhugribautrrt ~ Bawiina (Boa)  Bioauipy
- , . S / . . S . S
¢o su Schurove doplnky matice By , v ramci matic B ., aoua; = BAsas @

S . S . ’ Ve, 7 ’
B.oUaiu(p 1100001 0{p+1) = BAsUlp+1},a80(p+1}- OPatovnym vyuzitim (1.42) dostavame

s
sus _ detBRgag
detBo ) = — o
’ det BZ, .,
S
det BS'YS o det BA gugp11},A80(p+1}
a1 U{p+1},a1U{p+1} — det BS )
@Q,x0
¢o po dosadeni do (1.87) déva
S
detBASU{p+Sl},ASU{p+1} det BS
BY _ det B o, _ P asupr1yasu{p+1} (1.88)
prhptl m det Bis AS
det BE, . ’

To uz je hladany vysledok, pretoze Bg/ﬂp 41 = RSSg. Pripominame, Ze vSetky deter-
minanty vystupujice v menovateloch vyssie uvedenych zlomkov st nenulové, nakolko
regularita B s.as implikuje regularitu matic Bglluoi a BY o.0”

Specidlne pre pripad pridania/odobratia jedinej premennej sa daji odvodit vztahy

identické s (1.65) a (1.66) z dosledku vety 1.4.12. LiSi sa iba sposob odvodenia v pripade
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odoberania premennej, kde zmena znamienka pri druhom ¢lene nastane z dévodu B;q ;=
9

- ((ngs)_l) <.

4:d
1.4.4 Pripad neplnej hodnosti matice planu X

V predchadzajucich castiach sme videli, aky podstatny je predpoklad regularity matice

X TX. Bez neho nie je mozné garantovat uskutocnitelnost postupnosti transformécii

BS(i+1) BS(Z+1) _

= ppt (Bs(i),ai) v procese nesymetrizovaného sweepovania, resp.
ppt~ ( , QO ) o ppt* ( Lo ) B5" v procese symetrizovaného sweepovania. Vdaka leme
1.4.6 a vete 1.4.17 totiz vieme, Ze v pripade singuldrnej matice XX mozno v kaz-

(2) . ,
S . pre nejaké

af,al
K3 3

dej matici BS" najst aspon jednu singularnu hlavni podmaticu B
af € (p). Ak potom napr. pri nesymetrizovanom sweepovani nastane situdcia o C o,

S0

transformaciu ppt (BS “. ai> nie je mozné vykonat kvoli singularite podmatice By, .

Pri praktickej realizacii sa v lepsom pripade vypocet na tomto mieste zastavi, v horsom
sa vdaka naakumulovanym numerickym nepresnostiam bude matica Bgfl)al javit nume-
ricky ako regularna, avsak bude velmi zle podmienena. Transforméacia teda prebehne,
avsak prvky novej matice B® (i“), ako aj vsetkych jej pripadnych dalsich transformacii
BS(Z”),BS(HS)7 ..., budi mat pévod prevazne v réznych numerickych nepresnostiach,
a preto su z hladiska Statistickej analyzy bezcenné.

Regularita X "X je ekvivalentna plnej hodnosti matice planu X. Znamena to, ze pri
tvorbe modelu nevyuzivame prediktory z;, ktoré by boli linedrne zavislé. Toto je zvy-
cajne splnené, ak hodnoty vstupnych premennych pre jednotlivé pozorovania vznikli len
meranim. Pri tvorbe LRM vSak mnozinu prediktorov zvy¢ajne dopliiame aj mnozstvom
umelych doplnkovych premennych, vytvorenych transformaciou pévodnych. Lahko na-
hliadneme, Ze napr. pridanim novej premennej v tvare diferencie z; — x; sa linedrna
nezavislost stipcov matice X porusf. Napriek tomu méozeme cheiet, aby diferencie boli
zaradené do mnoziny premennych, z ktorych budeme selektovat. Napriklad preto, ze
z hladiska bias-variance trade-off-u moéze byt vyhodnejsie mat v modeli diferencie na-
miesto niektorych pévodnych premennych.

V tejto praci sme na regularizaciu matice X' X, resp. A = (X, y)T (X,y), vyuzivali

nasledovné tpravy:

1. Vytvor QR-rozklad matice X. Z matice X odstran vsetky stipce, ktoré nie s
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pivotové!® v matici R z QR-rozkladu.

2. Vykonaj nahodnu perturbaciu matice X:
Tij = T+ ug, wi; ~ Uk, k), 1€ {1,...,N}, je{l,...,p}, (1.89)

kde U(a, b) oznacuje rovnomerné rozdelenie na intervale (a,b) a k > 0 je zvolené

malé ¢islo.
3. Rovnomerne zdvihni diagonalu matice A:
A— A+ (1.90)
kde A > 0 je zvolené malé ¢islo.

Operéacie 1-3 mozno pre ucely regularizacie lubovolne kombinovat (pri zachovani pora-
dia).

V prvom kroku (QR-rozklad) st ponechané tie stipce x; z X, ktoré nelezia v li-
nearnom obale (zlava) predchadzajtcich stpcov x1, ... ,Xj—1. Vysledok tejto hrubej
predselekcie teda zdvis{ na usporiadani stlpcov v matici X. NavySe, nijako neberie do
uvahy korelaciu medzi x; a vystupom y. Findlny selekény algoritmus preto moze byt
Napr. ak y ~ 21 — 23 a QR-rozkladom sa z mnoziny {z1,x2, 1 — x2} vyberie {z1, 25},
budt vo vSeobecnosti na konstrukciu dobrého modelu potrebné obe premenné 1, xs,
pricom by stacila len jedna diferencia x; — xs.

Pripo¢itanim ndhodnej zlozky k matici X dosiahneme linedrnu nezavislost jej stipcov
(pre p < N), tento dodatoény Sum vsak moze zhorsit predikénu chybu vysledného
modelu. V tretom kroku sa pripoc¢itanim kladnej diagondly z kladne semidefinitne;j

matice A vytvara kladne definitna, pricom jej vlastné hodnoty sa postvaji ako A(A) —

Amax(A)
)\min (A) )

A(A) + A, ¢im vieme vyrazne zlepsit ¢islo podmienenosti matice cond(A) =
ak Apin(A) =~ 0. Vplyv tohto kroku na podmienenost matic BSU), si vyzaduje dalsiu

analyzu.

18Matica R je hornd trojuholnikov, pri¢om jej stipce koregponduju so stipcami X. Pivot tu oznacuje
prvy nenulovy prvok (zlava) v Tubovolnom riadku matice R, pivotovy stipec je taky, v ktorom sa

nachadza niektory z pivotov.
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Volitelné parametre s, A nastavujeme pre zlepsenie numerickej stability ¢o najvacsie,
avsak sucasne tak malé, aby relativna odchylka napr. RSSqu ziskanych ako prvok
Bff:i’p 41 oproti skutocnym hodnotdm bola prijatelne nizka. Pri pouziti len prvého
kroku (QR-rozklad) nevznikaju dodatocné'® nepresnosti pri vypocte RSSgu), avsak
mnozina dostupnych submodelov je obmedzena predvyberom premennych na zaklade

pivotizacie v QR-rozklade.

1.5 (Gaussova eliminacia v linearnej regresii

Pri linedrnej regresii sa bezne mozeme stretnit s Gaussovou elimindciou (GE) pri rie-
seni stustavy normalnych rovnic (1.3). GE vsak mozno pouzit aj na efektivny vypocet
RSSg postupnosti do seba vnorenjch submodelov S~V ¢ S@ resp. S© ¢ SG-1),
bez nutnosti urcenia vektora odhadov regresnych koeficientov B g(y, Ci projekcili §y =
sz(i)y = XS(@BS@) vektora y do stipcového priestoru M(Xgi). V pripade potreby
sme schopni vektor B st extrahovat dodatocnou spéatnou substitticiou, pre vypocet len
RSSg) tento krok ale nie je potrebny. Nevyhodou je, Ze, narozdiel od sweepovania,
postupnost submodelov S® moze byt vytvarana vihradne bud len priddvanim premen-
nych alebo len ich odoberanim. Kombinaciu pridavania a odoberania premennych, ani
rozlozent do viacerych krokov, nie je mozné realizovat. Pri¢inou je, ze procedira GE
neumoznuje rekonstruovat predchadzajice kroky vyhradne len z parcialne eliminovanej

sustavy rovnic.

Veta 1.5.1. Nech A = X, "X, je (p+ 1) x (p+ 1) matica, pricom X, = (X,y) je
rozsirend matica planu. Nech matica B vznikla z A elimindciou premenngch z inde-
zovej mnoziny (submodelu) S € (p) podla pravidiel Gaussovej elimindcie bez spitnej

substiticie®®. Potom

RSSS = Bp—‘,—l,p—i—l- (191)

Nech navyse A je requldrna. Nech matica B' vznikla z B spdtnou substiticiou premen-

nijch z mnoziny S*'. Potom

Bs =B, (1.92)

9Mysli sa okrem numerickych chyb pri séitavani a ndsobeni.
*Podmatica Bg s je teda hornd trojuholnikovd a Bg ¢ = 0.
21 ; _ _

Plati teda By g =T a B/§,S =0.

43



Nech matica C vznikla z A~ elimindciou premenngch z indexovej mnoZiny S € (p)

podla pravidiel Gaussovej elimindcie bez spdtnej substiticie. Potom
RSSQ\S - l/Cp+17p+1, (193)
kde Q ={1,...,p}.

Dékaz: Technicky nendro¢ny, ale trochu dlhsi dékaz pre vztah (1.91) mozno najst
napr. v [20] na s. 333-335. Pre dékaz (1.92) si sta¢i uvedomit, ze GE so spétnou sub-
stiticiou na mnozine S € (p) transformuje blok Ag,,; = Xly rovnako ako pri rieSenf
sustavy X§XgB8 = Xy, pretoze Ags = X§Xg. Blok By, preto musi obsahovat
rieSenie tejto sustavy, t. j. (Xng)il Xly = B. V dékaze (1.93) je vhodné vyuzit
vztah pre inverziu blokovej matice (1.43). O

Na zéklade vztahov (1.91) a (1.93) mozno skonstruovat dve verzie algoritmu. V
prvom pripade (vztah (1.91)) elimindcia Iubovolne zvolenej mnoziny stipcov S ma-
tice A zodpoveda vytvoreniu submodelu S pridanim zodpovedajicej skupiny premen-
nych do prazdneho modelu Syyrr. Matica A reprezentuje prazdny submodel Sxurr
s RSSsy,, = y'y. V druhom pripade (vztah (1.93)) sa elimindciou stipcov S in-
verznej matice A~! odoberaji premenné S z tiplného modelu Srpyry, = {1,...,p}, ¢im
ziskame submodel Q) \ S. Matica A~! reprezentuje tplny model Spyrr 8 RSSs,,,, =

yT [I ~X(XTX) X7

y.
GE je vyhodna z hladiska vypoctovej zlozitosti, ak nas zaujima RSS¢u postupnosti

22 alebo odoberanim?® premen-

submodelov S generovanych postupnym priddvanim
nych. RSS nového submodelu Tahko ziskame po eliminacii stipca zodpovedajiceho
prave pridavanej/odoberanej premennej. Vypoctova vyhoda tohto algoritmu sa strati,
ak by sme chceli pomocou GE pocitat RSSg len pre jediny submodel a nie ich postup-
nost. Vtedy je vyhodnejsie pouzit pristup pomocou QR alebo Choleského rozkladu, ¢o

zvycajne vedie ku kratsiemu vypoc¢tu s numericky presnejsim vysledkom.

22Takyto postup zodpoveda tzv. doprednej (forward) selekcii (vid ¢ast 2.2.1).
ZT4to schéma zodpoveda tzv. spitnej (backward) selekcii (vid ¢ast 2.2.2).
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Kapitola 2

Selek¢né algoritmy

2.1 Best subset selekcia

Best subset selekcia reprezentuje naivny pristup (hrubt silu), kedy pocitame sumu
stvorcov odchylok RSSg pre kazdy z 2P moznych submodelov S tplného modelu
Srurr = {1,...,p} s p vysvetlujicimi premennymi. V teoreticky idedlnom pripade
je vysledkom postupnost {Sk},_; submodelov S, = argmin RSSs s najniz$§im RSSg
pri danej velkosti |S| = k pre kazdu velkost k& = 1,.. .?]e;k\/'iﬁazny model sa nakoniec
vyberie spomedzi { Sy }}_; na zéklade porovnania hodnot zvoleného informac¢ného kri-
téria alebo (cross)valida¢nej chyby submodelov {Sk}i_;. Tento postup je v sulade s
usporiadanim submodelov S € S podla AIC/BIC, pretoze usporiadanie podla tychto
IC sa v ramci mnoziny submodelov S, = {S € S : |S| = k} rovnakej velkosti k redukuje

na usporiadanie podla RSSs. Pri redlnom vypocte sme schopni vo vacsine pripadov

ziskat len odhady teoreticky optimélnych modelov {Si},_;, ktoré budeme oznacovat

{S™}a

2.1.1 Branch and bound algoritmus

Best subset selekcia priamym prehladavanim vsetkych 2P submodelov S € § je kvoli
exponencialnej zlozitosti v rozumnom case neuskutocnitelna uz pre relativne malé hod-

noty p (rddovo desiatky). Vypoctovo efektivnejsiu modifikiciu tohto pristupu repre-
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zentuje branch and bound algoritmus podla Furnivala a Wilsona [5]'. Tento si sice
zachovava exponencidlnu zlozitost, no umoziiuje urychlit vypocet radovo 1000-krat?.
Redukcia problému na troven porovnavania RSSs v rdmci mnoziny S umoznuje

vyuzif znamu nerovnost

RSSg < RSSq (2.1)

medzi RSS modelu S a jeho submodelu S C S. Pri usporiadani modelov S € S
do vhodnej stromovej struktury, reflektujicej vztah model-submodel, sa totiz mozno
vyhnit vypoctom sivisiacim s regresiou pre modely v celej vetve stromu, pokial RSSg
modelu S (velkosti |S| = m) v baze vetvy je vac¢si nez dosial najnizsie hodnoty RSS
pre modely velkosti 1, ..., m. Vzhladom na to, Ze v danej vetve si len modely S’ C S,
plati (2.1), a teda ziadny zo submodelov S’ nemédze mat nizsie RS'S nez dosial najnizsie

pre model rovnakej velkosti |.S’].

Algoritmus

2

(BSFULL )j
((XTX)il)m

aby f; bola najvicia pre z; a postupne klesala az na minimum pre z,°.

1. Preindexujeme vysvetlujice premenné x; podla hodndt f; = tak,

2. Vytvorime 2 stromy - regresny a inverzng. Regresny strom (obr. 2.1) je tvoreny
vSetkymi 277! modelmi neobsahujiicimi najmenej vyznamnt premennt z,,. V ko-
reni je prazdny model Syyrr, kazdy syn nejakého vrchola reprezentuje model,
ktory sa od otcovského lisi pridanim nejakého prediktora. Pocet prediktorov v

modeli teda rastie od korena smerom k listom stromu. Inverzny strom (obr. 2.2)

1Origindlny ¢lanok je dost tazko &itatelny, pedagogicky lepsie je myslienka algoritmu popisand

napr. v [20], s. 442-446.
2Pri vypoétoch na poéitaéi s procesormi P8400, $pecifikovanom v kapitole 3, bolo mozné pomocou

branch and bound algoritmu kompletne prehladat mnozinu S pre p =~ 50 priblizne za 2 hodiny. Podobne
dlho trvali vypocty v pripade p ~ 90, ak sme sa obmedzili na hladanie optimalnych submodelov Sy

pre k < 20.

3Porovnanim so vztahom (1.66) mame, ze f; = RSSspii\{jy — BSSspy.,, udéva velkost narastu
RSS po odobrati premennej z; z Gplného modelu Srurr. VeliCina f; okrem toho stvisi s F-Statistikou
F; = WM pre testovanie hypotézy Ho : 8; = 0 o vyznamnosti premennej x; v tplnom
modeli. Uvedené usporiadanie podla f; teda zodpoved4 usporiadaniu premennych od najvyznamnejsej

(1) po najmenej doleziti (zp).
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Obr. 2.1: Regresny strom pre p = 4 (rozsirend schéma). Znacenie vrcholov (napr. 23.1):
modely vo vetve zacéinajicej v tomto vrchole vznikntd pridanim kombinécie premennych s
indexami pred ¢iarkou (2, r3) do modelu s premennymi za ¢iarkou (z1). Pridanie premennej
je znazornené plnou hranou. Prerusovand hrana znamend nepridanie premennej, spija teda
vrcholy zodpovedajice rovnakému modelu (oznac¢enému v dolnom riadku). Zlicenim vrcholov
spojenych prerusovanymi hranami (a odstranenim tychto hrén), ziskame redukovany regresny
strom, kde kazdy vrchol zodpoveda prave jednému modelu. Indexy v krizku nad hranami
oznacuju poradie, v akom prechddzame medzi modelmi v redukovanom regresnom strome pri

Branch and bound algoritme. Prevzaté z [20], s. 443, obr. 12.5.

je tvoreny zvysnymi 2°~' modelmi obsahujticimi z,. Modely v inverznom strome
st podla velkosti usporiadané opacne, v koreni je tplny model Spyrr, a smerom

k listom pocet prediktorov klesa.

3. Modely vo vrcholoch oboch stromov prechadzame pomocou zodpovedajicej po-
stupnosti operacii sweepovania sucasne v poradi, ktoré je vyznacené zakruzkova-
nymi ¢islami na obr. 2.1 a 2.2. Pre prechod medzi dvoma nasledujticimi vrcholmi
staci vzdy odobrat alebo pridaf prave jednu premennt, ¢im sa moze naplno pre-
javit vypoctova efektivita formalizmu sweepovania. V regresnom strome vyché-
dzame z matice A (1.27) reprezentujicej prazdny model Syyrp. V inverznom
strome zaCiname s maticou ppt™ (A, Srurr) (ppt (A, Srury)), zodpovedajiicou

tplnému modelu Sgyry, vo formalizme (ne)symetrizovaného sweepovania.
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Obr. 2.2: Inverzny strom (tiez dudlny strom alebo strom ohraniceni) pre p = 4 (rozSirena
schéma). Odobratie (neodobratie) premennej je zndzornené plnou (prerusovanou) hranou.
Zlucenim vrcholov spojenych prerusovanymi hranami, ziskame redukovany inverzny strom,
kde kazdy vrchol zodpovedd prave jednému modelu. Kazdy z modelov obsahuje premennt
xp = x4, ako lahko vidno v dolnom riadku. Indexy v krazku nad hranami oznacuju pora-
die, v akom prechiddzame medzi modelmi v redukovanom inverznom strome pri Branch and
bound algoritme. V nakreslenej schéme rozsireného regresného aj inverzného stromu teda
prechddzame cez rovnakid postupnost vrcholov (pricom vsak rovnaky vrchol v schéme zodpo-
vedd réznym modelom v regresnom a inverznom strome). Avsak kym vo vrchole regresného
stromu vzdy volime Tavi hranu, v inverznom strome pravit. Dualita teda spoéiva v tom, ze
ak v jednom strome je hrana plné (pridanie/odobratie premennej z modelu), v druhom je

prerusovand (ziadna zmena v modeli). Prevzaté z [20], s. 444, obr. 12.6.

4. Orezévanie vetiev. Prisli sme do nejakého vrcholu (napr. 23. = SyyrL) v regres-
nom strome. Zaujima nas, ¢i ma zmysel prehladavat nejaki vetvu redukovaného
regresného stromu (napr. {®), ®}) pod nim. Modely v tejto vetve (.2,.23) st nad-
modelmi modelu z daného vrcholu (Sxurr), jeho RS Ss,,, ndm teda ako ohrani-
¢enie nepomoze. Pre tcely ohranicovania bol ale skonstruovany inverzny strom.
Zodpovedajuci vrchol v inverznom strome (.234) je totiz kvoli inverznému uspo-
riadaniu stromu nadmodelom pre modely z jeho vetvy (.4,.24,.34,.234), ktoré

st dalej nadmodelmi pre modely (.2,.23) z vetvy regresného stromu. Ak teda
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svve

zacCiatku vetvy v inverznom strome (.234), nema zmysel dani vetvu prehladavat

Vv regresnom ani inverznom strome.

5. Vysledok: Po prehladani celého (regresného a sucasne inverzného) stromu zis-

evv s

velkosti |S| = k pre kazdu velkost k =1,...,p.

Pozndmka: Branch and bound algoritmus by bolo mozné realizovat aj len na jedinom
strome so vSetkymi 2P submodelmi S € S, ktory by bol inverzne usporiadany (t. j. s
uplnym modelom Sgyry, v koreni a najmensimi modelmi v listoch). Pri takejto schéme
by sa ale velmi ¢asto stavalo, Ze splnenie podmienky orezania vetvy by zlyhalo len kvoli

modelom najmensich velkosti ([5], s. 9).

2.1.2 MIO formulacia

Alternativne mozno hladat best subset riesenie na zaklade formulacie tlohy selekcie
premennych v tvare MIO tlohy (1.16) navrhnutej v [2]. Ulohy zmieSaného celodi-
selného programovania (MIO) moZno efektivne riesit pomocou Specidlnych solverov.
Jednym z nich je aj GUROBI, ktory bol vyuzity v pévodnom clanku [2]. Zodpoveda-
juca implementacia MIO pristupu k rieseniu best subset selekcie s vyuzitim GUROBI
je volne dostupné prostrednictvom balicka bestsubset [13] pre programovaci jazyk
R. Pri rieSeni minimaliza¢nych MIO tloh ukladd GUROBI v kazdom okamihu dosial
vyhodou vsak je, ze okrem toho poskytuje sticasne aj garantovany dolny odhad hlada-
ného minima. Sirka intervalu medzi tjmito dvoma ohrani¢eniami, oznac¢ovana ako MIO
medzera, ndm umoznuje odhadniit, nakolko je aktualny vysledok dobrou aproximéaciou
globélneho minima. Ako je vSak v ¢lankoch [2, 12] viackrat spomenuté, je bezné, ze
GUROBI najde velmi kvalitny horny odhad minima, nie je vSak schopné v realnom
¢ase sa k nemu priblizit spodnym odhadom, a preto MIO medzera zostdava velka. Aj
napriek velkej hodnote MIO medzery tak mozu byt ziskané vysledky (horny odhad)
dostatocne blizko globalnemu minimu.

V élanku [2] je uvedenych niekolko spdsobov ako v (1.16) spravne urcit neznamu
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konstantu M, tak, aby bola zabezpecena ekvivalencia medzi tlohami (1.16) a (1.15).
Jeden z nich, pouzitelny v pripade N > p (¢o predpokladame), je zalozeny na rieSeni

systému tloh kvadratického programovania

o =g = -
st. |ly — XB||? < UB, st. |ly —XBl|3 < UB,
kde j = 1,...,pa UB je nejaké konecné horné ohranicenie minima tlohy (1.15). Potom

pre optimélne rieSenie ulohy (1.15), reprezentované odhadom regresnych koeficientov
B, plati u; < Bj < u;“, pre j =1,...,p. Ak oznacime M{] = max {|u]_|, |u;L|}, mozeme
hladant konstantu M zhora odhadnit hodnotou My = max; M. Za horny odhad UB
mozno dosadit napriklad RSSg-1) odhadu optimalneho modelu S*~1 mengej velkosti
|S®E=1)| = k—1 alebo vysledok iného selekéného algoritmu. Zavery ¢lanku [2] naznacuju,
ze najlepsie vysledky z hladiska presnosti a rychlosti konvergencie mozno dosiahnut, ak
je MIO vypocet inicializovany pomocou priblizného odhadu minima ziskaného specidl-
nym optimaliza¢nym algoritmom zaloZenym na gradientnych metédach prvého radu.
Gradientny algoritmus startuje z viacerych bodov, na inicializaciu MIO vypoctu je po-
uzity najlepsi ziskany vysledok. Startovacie body mozu byt zvolené nahodne, pripadne
ndhodnou perturbéaciou nejakého zadaného bodu. Vysledky prezentované v kapitole 3
boli ziskané tak, ze pri rieSseni MIO tlohy (1.16) pre velkost submodelu & boli startova-
cie body generované perturbaciami submodelu S* 1 vypoéitaného ako odhad optima
pre velkost k& — 1. Blizsie detaily tu neuvadzame, ¢itatel ich moze ndjst v ¢lanku [2].
Pre nase ucely postacuje, ze bali¢ek [13] poskytuje algoritmus pre rieSenie MIO tlohy

(1.16) detailne implementovany podla instrukcii z uvedeného ¢lanku.

2.2 Dopredna a spatna selekcia

2.2.1 Dopredna selekcia

Dopredna selekcia (forward stepwise selection) je heuristicky pazravy algoritmus, ktory
sa vyhyba exponencidlne zlozitému problému prehladévania vsetkych 2P moznych sub-

modelov. Za¢ina sa s prazdnym modelom S = Syyrr. V k-tom kroku (k € {1,...p})
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sa vytvorf novy model S®) = &= {;*} pridanim prediktora z -,

-k

gt = —argmin  RSSgu-1ygy (2.3)

JjESpuLL\SF—D

ktory sposobi najvacsi pokles RSSgx oproti RSSgx-1). Vysledkom je postupnost p+1
do seba vnorenych modelov S c M c ... c S® pricom |S®| = k. Vitazny model,
ktory by mal minimalizovat ocakavani prediként chybu sa z tejto postupnosti vyberie
pomocou nejakého informacného kritéria alebo (cross)validécie.

Tento algoritmus nezarucuje ndjdenie optimélnej mnoziny {Si},_; submodelov Si
s najnizsim RSSg pri danej velkosti |S| = k pre kazda velkost k € {1,...,p}. Pri
konstrukeii kontraprikladu staci vytvorit situdciu, kedy optimalne modely {Sy},_; nie

st do seba vnorené. Napriek tomu dopredna selekcia je v praxi mnohokrat postacujica.

Vyber spravneho prediktora

Ako néjst prediktor z;«, j* € Spurr \ S®*) ktorého pridanim do S*) dosiahneme naj-
nizsie RSSgwm g7 Mohli by sme skonstruovat regresiu pre vsetkych p — k pripustnych
modelov S®U{j} a na zéklade hodnot RSSgw, (j} vybrat optimalny model. To by ale
nebolo vypoctovo efektivne. Vyhodnejsie je tento krok realizovat s pouzitim QR roz-
kladu matice planu X. Rovnakou postupnostou ako pridavame premenné do modelu,
Gramm-Schmidtovou ortogonalizaciou vytvarame ortonorméalnu bazu zo zodpovedaju-

cich stipcov matice X.

Majme submodel S*) velkosti |[S*)| = k dany indexovou mnozinou {iy, ..., i} (pre-
diktormi {;,, ..., x; }). Pomocou Gramm-Schmidtovej ortogonalizacie bola zo stlpcov
Xi,,--.,X;, matice X vytvorend ortonormalna baza q;,,...,q;,, t. j.

Pridanim prediktora wz;,,, sa ako dalsi v poradi zortogonalizuje stlpec x;,_, na q;,_,,

maticovo dostaneme X1 = Qri1Ry11. Cielom je volbou i, minimalizovat
-1
RSSS(k)U{iHl} :yT [I = Xt (X;—+1Xk+l) Xl—cr—&-l

I- Qi (Q;&Qkﬂ)il QII-H

Yy

=y' y

(2.4)

k
=y 1-QunQl,]y=y" [I - qijqif] Y =¥ i, 9,y
j=1

=RSSqm) — (qu@'kH)Q;
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kde sme v druhej rovnosti vyuzili regularitu (k + 1) x (k + 1) matice Ry a v tretej
rovnosti sme aplikovali identitu QZHQ;CH = I41, vyplyvajicu z ortonormality stlpcov
N x (k + 1) matice Q1. KedZe RSSqw nezavisi od volby ik, 1, novy prediktor treba
zvolit tak, aby sa maximalizoval vyraz (quik +1)2, t. j. dlzka projekcie vektora y do
priestoru* M (X;)" N M (Xji1).

Okrem QR-rozkladu mozno postupovat aj metdédou sweepovania, pricom spravny
prediktor x;, ktory treba pridat, sa uréi pomocou vztahu (1.65). Nevyhodou je zhorse-
nie numerickej presnosti vysledkov v porovnani s QR-rozkladom. Pri doprednej selekcii
sa neprejavi hlavny benefit sweepovania, ktorym je moznost jednoducho reprezentovat
pridavanie aj odoberanie premennych. Naopak, pri QR-rozklade je priddvanie premen-
nych jednoduché, avsak spatné odoberanie znac¢ne komplikované.

Pozndmka: MoZno sa stretnit® aj s modifikaciou doprednej selekcie, pri ktorej sa kon-
Strukcia postupnosti {S®}?_, ukonéi v okamihu, ked F-Statistika® porovnania modelu
S*) a tiplného modelu Spury, uZ je dostatoéne mald. T. j. kym nemozno na zvolenej
hladine vyznamnosti povazovat regresné koeficienty pri vSetkych dosial nepridanych
premennych za nulové. Vitazny model sa potom nevybera podla informac¢ného kritéria,

ale je nim priamo S**).

2.2.2 Spatna selekcia

Komplementarnym algoritmom k doprednej selekcii je spatnd selekcia (backward step-
wise selection). Zacina sa s Gplnym modelom Spyrr a postupnost do seba vnorenych

submodelov S©@ c SM ¢ ... c S® sa generuje postupnym odoberanfm premennych.

Konkrétne, pre k € {1,...,p} plati S®=D = Sk \ [} kde

J" = argmin RS Sgwm 5}- (2.6)
jesk)

4Uvedeny priestor méa v reguldarnom pripade dimenziu 1, ide teda o projekciu do urc¢itého smeru.
SNapr. v [20], s. 414.
6Spomenuts F-statistika je dand vztahom

RSSS(’"*) - RSSSFULL)/(p - k*)

I
RSSSFULL/(N - p)

(2.5)

Zodpoveda testovaniu hypotézy Ho : 5; =0, 7 € Spurr \ S (%) o vyznamnosti mnoziny premennych

{l'j|j € SFuULL \ S(k*)} v tplnom modeli SFULL-
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KedZe prechddzame od modelu S® k jeho submodelu S*~V RSS odobratim T
neklesne, v praxi vzrastie. V kazdom kroku algoritmu teda hladame takd premennt
x«, pri odobrati ktorej vzrastie RSS ¢o najmenej. Je to teda ta premennd, ktora je (v
zmysle F-$tatistiky”) najmenej dolezitd pre regresiu v modeli S*).

Na identifikaciu prediktora, ktory treba odstranit, existuje opat velmi rychly po-
stup. Predpokladajme, Zze sme v situdcii, ked chceme odstranit prediktor z modelu
S®) = {iy,... ix} (s premennymi xy,,...,x;) velkosti |S®)| = k, mdme k dispozicii
LS odhad regresnych koeficientov Bsﬂc) tohto modelu a maticu (Xg(k)XS(k))_l. Sub-
model ¢+~ = S\ {5} vytvoreny odstranenim premennej x;, j € S®), zodpoveda
podmienke (Bgx)) ;= ejT Bgww = 0. Pre odhad regresnych koeficientov submodelu S*~1)

potom plati

-1

Bonry =p X Xaw) e el (XiwXew) T
Bst-1 =Bgm — (XgmXgm | € |e; (XgmXgw ) €| € Bgw
-1 2 (2.8)
T T .
N (Xs(k)XS(k)) €;€, ﬂs(k) o N
=B — % = B — ABgw s0-1),
Ve,
3
-1
kde sme kvoli sprehladneniu zaviedli oznacenie vfj = {(X;MXSUC)) } a korekény

ij
¢len oznacili ABgk) g-1). Z rozmerovych dovodov pouzivame mierne nekonzistentné

znacenie, kde vektor Bs(k—l) nemd dizku k — 1 ale k a plati (Bs(k—l)) =0.
j
Nasledne
. T N
RSSS(k—l) = [y — Xs(k)ﬂs(k—l)} {y — Xs(k)ﬂs(kq)}
~ A T A A~
= [(y - Xs<k>5s<k>) + XSw)AﬂS(;@)} [(y — Xg(k)ﬁs(m) + Xk Aﬁsw)}
a 5 A T T R
=|| (y - Xs<k)ﬂ5<k>) |5+ (Aﬁsm,s(k—l)) X Xgw AB g st

AT ~1 N
T T T
,35<k)ejej (Xs(k)Xs(k)) €eje; Bk

(v5)
J
A 2
AT N
Bsmese, Bsw (ﬁs““)) :
=RSSsm + — RSSgu + 22,
(O (3
J JJ
(2.9)
"V tomto pripade je F-statistika dand vzorcom
e (RSSsr — RSSgm) /1 @7)

J RSSgw /(N —k)

kde S” = S®)\ {j} pre nejaké fixné j € S*). Toto zodpoveda testovaniu hypotézy H : B;i =00

vyznamnosti premennej x; v modeli S (k)

23



kde sme v tretej rovnosti vyuzili (y_Xs(k)Bs(k))TXs(k)Aés(k)7s(k71) = 0, nakolko
rezidudlny vektor y — Xgw) B sk patri do ortognalneho doplnku M (Xs(m)L a su-
casne Xs(k>ABs<k),s(k—l> € M (Xgwm ); v piatej rovnosti sme vyuzili definiciu vfj Kedze
RSS gk nezavisi od volby odoberaného prediktora x;, submodel SE=1 s minimélnym

RSSgw-1) ziskame z S® yyhodenim premennej x;-,

-k

. 2
(ﬁsm) A .

j* = argmin L = argminFy, (2.10)

jes®  Ujj jes®

kde Ff, dand vzorcom (2.7), je F-Statistika zodpovedajica testovaniu hypotézy
Ho : B; =0 o vyznamnosti premennej x; v modeli S®*). Odvodili sme teda rovnaky
vysledok ako pri (1.66).

Opit, vitazny model mozno z postupnosti S©@ < SO < ... c S® yybrat pomocou
urcitého informacného kritéria alebo (cross)validdcie. Alebo sa konstrukcia postupnosti
{S®NP_ ukondi v okamihu, ked F-Statistika (2.5) porovnania modelu S**) a tiplného
modelu Spyrr, = S® uz je dostatoéne mald a vitazom je S**).

Pre vypoctovi efektivnost tohto algoritmu je vyhodné, aby sme po zvoleni x; mali
lahko k dispozicii LS odhad Bs(k—l) a maticu (X;k,l)Xs(k_l))_l pre model S¢—1D =
S®N\ {5}. Uvedené veli¢iny st totiz potrebné vo vzorci (2.10) a ich dodatoéné dopocita-
vanie by spomalovalo celkovy vypocet. Nastastie, pri pouziti formalizmu sweepovania
st oba tieto objekty po kazdom prechode do nového modelu updateované pri nizkych

vypoctovych nakladoch.

2.2.3 Kombinovana stratégia

Pri doprednej aj spatnej selekcii je povolené vyhradne len pridavanie premennych alebo
len ich odoberanie. M6zeme vsak umoznif prechody medzi modelmi oboma spdsobmi
- odoberanim aj priddvanim premennych (ale v réznych krokoch). Ktora z akcif sa vy-
kond a ktora premennd sa pridd/odoberie, sa opét da riadit F-Statistikami. Na tejto
myslienke je zalozeny algoritmus stepwise regression algorithm, ktory ma zarucenu kon-
vergenciu do netrividlneho modelu (]20], s. 418-420).

Rovnako je vSak tento pristup vhodny na prehladdavanie mnoziny submodelov S po-
mocou algoritmov stochastickej optimalizdcie (napr. simulované zihanie, genetické al-

goritmy). Vdaka sweepovaniu mozno vypoctovo lacno pridavat aj odoberat premenné,
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a teda prechadzaf medzi submodelmi. Tato idea je zakladom nami navrhnutého vy-

menného KL algoritmu pre selekciu premennych.

2.3 Vlastné navrhy selekénych algoritmov

2.3.1 Vymenny KL algoritmus - VS.KL

Je to vlastny, zatial prototypovy, navrh algoritmu, ktory vychadza z KL vymenného
algoritmu z oblasti optimédlneho névrhu experimentu [19, 1], kde je cielom zvolit také
body merania (hodnoty p-tic {z;1,...,%;}), aby sa pri danom pocte merani N maxi-
malizovala informacia ziskana z experimentu, stuvisiaca s Fisherovou informac¢nou ma-
ticou. Pismena VS v oznaceni VS.KL su skratkou z Variable Selection, KL odkazuje
na sposob vyberu kandidatnych premennych pre vymenu.

Algoritmus sa skladd z dvoch ¢asti. Vnutorna cast, reprezentovana funkciou VS.KL. in,
sa snazi najst submodel S, = argmin RSSs s minimalnou hodnotou RSSg v ramci
mnoziny submodelov Sy velkosti Ske Sé {1,...,p}. Vonkajsia Cast (funkcia VS.KL.seq)
vytvara postupnost {S (’“)}Zzl odhadov submodelov {S;}}_, ziskanych postupnym vo-
lanim funkcie VS.KL.in pre zvySujice sa k. Pri inicializdcii vypocétu modelu S* je
vyuzita znalost predchddzajiceho modelu S*~V. V kazdom I-tom kroku (napr. v kaz-
dom (I = 1), kazdom druhom (I = 2), ...) sa navySe vypocet inicializuje aj z tiplne
nahodného zakladu, aby sa znizilo riziko zachytu v lokalnom minime.

V nasledujiicom popise algoritmu sa kazdy model S reprezentuje zodpovedajiicou
maticou B® = ppt* (A, S) (B® = ppt (A, S)) v stilade s procedtiru (ne)symetrizovaného
sweepovania, pricom RSSg = Bg S 1pl Priddvanie/odoberanie premennych sa tiez re-

prezentuje zodpovedajucimi operaciami sweepovania.

function VS.KL. 1n(int K, L, k,my, mg, m3, matica A, model Siy, double tyay)
RS Sprst RSSSIN, SBEST < SIN
while cas vypoctu < t,.« do
(D restart: Vytvor model S velkosti k ako zjednotenie Sy (ndhodny vyber m;
premennych z prvej polovice ,najdolezitejsich“ (vid usporiadanie v 2)) premennych

v SpesT), Su (ndhodny vyber my premennych z mnoziny Sggst \ S1) a S (ndhodny
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vyber mg premennych z Sgpyrr, \ (St U Sir). Doplil premenné do velkosti k£ doprednou
selekciou.

@ Zorad indexy i € S do postupnosti {zr}lrsz‘1 vzostupne podla RSSs ()
(vztah (1.66)) a j ¢ S do postupnosti {js}i’;‘f' vzostupne podla RSSguqjy (vztah
(1.65)).

for 7 in 1 : min{ K, |S|} do

for sin 1 : min{L,p —|S|} do
S = (S\{ix}) U{js} ir €85, s €5
if RSSg < RSSs then
S« 5’ prejdi na @
end if
end for
end for
if RSSg < RSSgrsT then
RS Sgrst < RSSg, Sppst < S
end if
prejdi na D
end while
return RSSprst, SBEST

end function

function VS.KL.seq(int K, Ky, Ly, Ly, p, my1, m1a, M3, Moy, Maa, Moz, matica A,
double th, T Tonax: Finax)
SO 9
for kin1:pdo
if kmodl==1O0OR [ ==1 then
Sin 0
S < VS.KL.1n(Ky, Ly, k,mar, myg, mas, A, S, )
RSSs/, S < VS.KL.1IN(Ky, Lo, k, ma1, mag, mag, A, S, £2.)
end if

SIN — S(k_l)

S + VS.KL. IN(Kl,Ll,k’,mH,mm,mlg, A, SIN; t?nax)
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RSSs, S < VS.KL.IN(Ky, Lo, k,may, mag, maz, A, S, t1 )
if (kmodl==1O0OR[==1) AND RSSg > RSSys then
Sk« S RSSgw + RSSg
else
Sk < S RSSguw <+ RSSg
end if
end for

return {S(k) }Z:O, {RSSgm }Z:o

end function

Vo funkcii VS.KL.seq je funkcia VS.KL.in voland v bloku 2-krat po sebe s roznymi
nastaveniami parametrov. Prax totiz ukazuje, ze (v analdgii s ideou simulovaného zi-
hania) je vhodné pri prvom volani funkcie VS.KL.in zvolit relativne vysoky pocet
my3 ndhodne vybratych novych premennych pri restarte (cca my3 ~ 0.1 % k), aby bolo
umoznené kvalitne nahrubo preskimat mnozinu Si. Vysoky podiel novych nahodne pri-
danych premennych vsak sicasne sposobi, ze pri restartovani nie je VS.KL. in schopny
jemnejsie prehladat okolie aktualne najlepSieho modelu Sggst, preto sa po kratkom
case konvergencia k optimalnemu submodelu Sy vyrazne spomali, prakticky zastavi.

Vysledny model Sggst prvého behu VS.KL. in preto vlozime ako vstup druhého vo-
lania funkcie VS.KL.in, kde mo3 &~ 0 alebo priamo mo3 = 0, teda pri restartovani
nepridavame ziadne nové premenné nahodne, ale iba pomocou doprednej selekcie. Aj
napriek tomu restartovanie dobre funguje, lebo mnozina ponechanych ms; + mos < k
premennych je ndhodna. Pritom sa ale stale drzime v okoli aktualne najlepsieho mo-
delu, takze sa opét rychlo rozbehne konvergencia k (lokdlnemu) minimu chyby RSSs.
Ked vyraznejsi pokles RS Sggst opat ustane, moézeme uz predpokladat, ze sme dokon-
vergovali do blizkosti nejakého lokdlneho minima. Opisany priebeh je ilustrovany na
obr. 2.3. Jasne vidno, ze po pociatocnom rychlom poklese RSSggst pri ms = 10 > 0
bolo potrebné na docielenie dalsieho poklesu nastavit ms = 0. Toto viedlo k obnoveniu
rychlej konvergencie do oblasti nejakého lokalneho minima.

Dalsie zlepsenie (skonvergovanie do blizkosti lepsieho lokdlneho ¢ dokonca globél-

neho minima RSSg, ) je mozné docielif viacnasobnym spustenim tohto bloku dvoch
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Obr. 2.3: Typicky priebeh konvergencie RSSggsT v zévislosti od doby vypoctu ¢ pri pouziti
funkcie VS.KL.in. Vysledky boli ziskané na datach z casti 3.1 pre k =80, p = 382 a N =
21792 (vsetky data boli pouzité na trénovanie). Prezentovana zavislost zodpoveda postup-
nosti piatich volani funkcie VS.KL.in s parametrami (K, L, mj, mo, m3) = (5,10, 25,25, 10),
(20, 20, 30, 30, 10), (20, 20, 35, 35, 0), (30, 30, 35,35,0) a (40, 40, 35, 35,0), aplikovanymi v uve-
denom poradi. Doba behu kazdého volania bola tp,,x = 200s, jednotlivé etapy st oddelené
zvislou prerusovanou ¢ervenou ¢iarou. Pri prvom volani sme zacinali s Sy = (0 (ndhodna
inicializdcia Spgrsr), vstupom Siy kazdého dalsieho volania bol vystupny model Spgrst 2

predchadzajicej etapy.

volani s ndhodnym zaciatkom. Nikdy vSak nebudeme vediet, ako daleko sme od global-
neho minima. Pri vypoctoch na malych modeloch s p < 50 (a za istych podmienok pre
p S 100) je ale mozné néjst optimalne modely {Sy},_, prehladdvanim celej mnoziny
2P submodelov & s pomocou branch and bound algoritmu z céasti 2.1.1. V takychto
pripadoch vymenny KL algoritmus pri nasich vypoctoch zatial vzdy nasiel optimalne
submodely Sy ziskané branch and bound algoritmom, alebo sa chyba RSSg nim zvo-
lenych modelov od RSSg, liSila zanedbatelne mélo. Pritom vypocet pomocou VS.KL
trval v porovnani s branch and bound vyrazne kratsi cas (rddovo minity az desiatky
minit).

Samotna idea vymenného algoritmu pre selekciu premennych nie je nova. Znamy

je algoritmus sequential replacement pochadzajici od Millera [18]. V rdmci neho sa
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postupne testuji moznosti vymeny kazdej premennej z modelu S (jednotlivo) za kazdu
z premennych mimo S. AvSak tento algoritmus je deterministicky, ¢o v praxi zvycajne
zhorsuje konvergenciu. Vypocet je navyse oproti VS.KL pomalsi, pretoze sa v kazdej

iteracii testuje vyrazne viac kombinacii premennych nez K x L najperspektivnejsich.

2.3.2 Validac¢né verzie selekénych algoritmov

Ako uz bolo diskutované v ¢asti 1.3, submodel S, velkosti k£, minimalizujuci trénovaciu
chybu RSSg v rdmci mnoziny Sy, nemusi byt optimalnou volbou z hladiska minima-
lizacie ocakavanej predikénej chyby. Pre véicsinu velkosti & totiz existuje velmi vela
modelov S s len nepatrne horsim RSSs oproti RS Sgk. Tieto modely by ale mohli viest
k nizsej validac¢nej chybe, ktora je pre nas podstatnejsia. VS.KL algoritmus ¢i doprednt
(alebo spatni) selekciu preto moézeme modifikovat tak, aby namiesto tlohy (1.15) riesili
(1.17). Pri tejto dprave staci v schémach algoritmov nahradit RSSg validacnou chybou
MSEY! = ||yVel — XV213||2, kde B je LS odhad regresnych koeficientov pre model S
vypocitany na trénovacej mnozine. Zakladom je stale formalizmus sweepovania, ktory
ném v kazdom kroku umoziiuje extrahovat potrebny vektor ako 8 g = —ng 41 (pre
nesymetrizované sweepovanie) alebo B g = ng 11 (pre symetrizované sweepovanie).
Validaénd chyba MSEY je vypoéitand dosadenim vektora B s (doplneného nulami

pre zlozky j ¢ S) do kvadratickej formy
AT T N T ~ T
MS Egal _ ,35 (XVa1> X Val ,Bs _9 (y\/a1> X Val ,35 + (yVal) yVal. (2'11)

. . , . v . , v Val
Vo formalizme nesymetrizovaného sweepovania vyuzivame pri vypocte M SESU{j},

j¢ S, a MSng}i}, i € S, vztahy

~ b3 1 R . b
_ J,p+1 _ Lp+l S
Bsugy = |~ | — 5 les | Bs\riy = <BS>S\{Z} ~ s B3\ iy (2.12)
/BS 757 BS,] 1,1

ktoré sa lahko odvodia z (1.36). Prakticky identické vzorce mozno odvodit aj pri sy-
metrizovanom sweepovani.

Vypocet MSEY! dosadzovanim B ¢ do kvadratickej formy (2.11) sposobuje zvysSenie
vypoctovej narocnosti validacnych verzii algoritmov oproti pévodnym metodam. Na

druhej strane, tento sposob vypoctu chyby je numericky stabilnejsi. Aj v pripade vy-

29



poctu RSSg vedie analogicky postup k (vyrazne) presnejsim vysledkom nez poskytuje

5
hodnota By, ;.

2.4 Penalizacné metédy

Best subset selekcia, dopredna/spatna selekcia aj vymenny KL algoritmus st algoritmy
diskrétnej optimalizacie prehladavajice mnozinu 2P submodelov S. Spolu s MIO ich
preto budeme sihrnne oznacovat ako prehladavacie algoritmy. Konceptualne odlisny
pristup k problému selekcie premennych predstavujt tzv. penalizacné® metédy (shrin-
kage methods), pri ktorych dochadza k identifikécii nedodlezitych prediktorov vynulo-
vanim (alebo vyraznym potlacenim) zodpovedajicich regresnych koeficientov Bj vdaka
dodatocnej penalizacii. Pri tychto metédach je vsak nutnou podmienkou ich tispesnosti
naskdlovanie pozorovanych hodnot prediktorov, t. j. stipcov x; matice pldnu X tak, aby
hodnoty v kazdom stlpci mali priblizne rovnaky rozsah®. Inak by vplyv penalizdcie na

premennd s mensimi (absolitnymi) hodnotami bol vyrazne vyssi nez na premennt

.....

LASSO.

2.4.1 Ridge Regression

Riesime LS problém s dodato¢nou penalizaciou na koeficienty 3; v tvare kvadratu £y
normy, teda s ucelovou funkciou
2
P LA
Yi — Bo — Z i | + A Z B (2.13)
i=1 j=1 j=1

kde A > 0 je tuning parameter, na ktorého spravnom nastaveni zavisi kvalita ziskaného
vysledku. Penalizacny Clen zamerne neobsahuje intercept [y, nakolko ten suvisi s 7, ¢o
je vo vSeobecnosti nenulova hodnota, ktortt nemame dovod penalizovat. Pri volbe A = 0
dostavame klasicki LS tlohu, v limite A — oo je rieSenim trividlny model obsahujuci
len intercept [y. Nenulovy koeficient pri hociktorej z premennych by totiz viedol k

divergujicej hodnote tucelovej funkcie.

8Skupinu prehladdvacich algoritmov budeme ekvivalentne oznacovat aj ako nepenalizacné met6dy.

9Zauzivané je Standardizovat vietky stipce x; tak, aby priemer stlpca bol nulovy a Standardna

odchylka bola rovna 1.
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Uvedena formulécia je tiloha na volny extrém. Ekvivalentne ju vsak mozno formu-
lovat aj v tvare tlohy na viazany extrém
N p 2
ﬁigggt Z:; (y — o — ; xijﬁj) 7 (2.14)
kde medzi parametrami ¢ a \ existuje jednojednoznacny suvis.

Vyhodou je, ze vdaka pouzitiu ¢, normy existuje analytické riesenie problému. Na-
vyse, A > 0 zlepsuje stabilitu riesenia stustavy norméalnych rovnic. V désledku bias-
variance trade-off existuje optimalne A > 0, ktoré vedie k minimalizacii testovacej
chyby MSE™t Toto mozno vysvetlit nasledovne. Pri A = 0, ¢o zodpoved4 klasickej
ulohe LS, mame vdaka velkému poc¢tu premennych v modeli nizky bias, no vysoku
varianciu. Pri A — 0o, ¢o zodpoveda trivialnemu modelu, je odhad jedinej premennej v
modeli - interceptu g - len slabo citlivy na zmeny v datach, ma teda nizku varianciu.
Samotny model je vSak prilis jednoduchy na to, aby dobre popisoval data, ma preto vy-
soky bias. Oba tieto extrémne pripady teda vedi k vysokej testovacej chybe M SETest,
ktora je suc¢tom prispevkov od biasu a variancie.

Nasim cielom je zvolift parameter A ¢o najblizsie k optimalnemej hodnote mini-
malizujicej MSET*'. Za tymto tc¢elom sa navzorkuje pripustny interval (0, c0), &m
ziskame mnoZinu {1, ..., A\ } a v tychto bodoch vypoéitame validaéni chybu M SEVal
ako odhad MSE™. Zvoli sa A v okoli minima postupnosti {]\/[ SEval()\l-)}Zl.

Nevyhodou je, Ze ridge regression nedokéze koeficienty ; menej dolezitych premen-
nych dplne znulovat, iba ich minimalizovat. V tomto zmysle teda nedochadza k selekcii

premennych, lebo vysledny model obsahuje maximalnu mnozinu prediktorov X'.

2.4.2 LASSO

Obdobou ridge regression s pouzitim penalizacie v tvare £ normy je algoritmus LASSO,

~ LASSO
pri ktorom je odhad regresnych koeficientov 3 (A1 riesenim optimaliza¢ného

problému na volny extrém

ﬂe[Rp+l

N P 2 p
min (yi — o — Z%’jﬁj) +AY 15l (2.15)
=1 =1 j=1

~LASSO
OExplicitnym oznac¢enim ,LASSO“ zdoraziiujeme, ze odhad 3 (\) sa vo vSeobecnosti 1iSi od

LS odhadu Bg = A5, kde S = {j|3LASSO()) £ 0}.
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Uvedenu tlohu mozno tiez ekvivalentne preformulovat ako optimaliza¢ni tlohu na

viazany extrém v tvare

P
=1 IBil<t iz j=1

N P 2

pre nejaké t = t(A) jednoznacne dané hodnotou A. Optimélnu hodnotu A uréujeme iden-
tickym postupom ako pri ridge regression. Plati'!, Ze pre A > Apax = max; [x]y|/N,
kde N je pocet pozorovani v regresii, je LASSO penalizacia tak silna, ze ﬁ}ASSO()\) =0,
j=1,...,p, teda vysledkom LASSO selekcie je trividlny model bez premennych (len
s interceptom). Pri hladani optimélnej A je preto postacujice sa obmedzit na interval
A € [0, Amax)-

Pouzitie £; normy ma sice za nasledok, ze pre riesenie neexistuje analytické vyjadre-
nie a je ho potrebné hladat mierne komplikovanejsim sposobom, napr. pomocou linear-
neho programovania. Napriek tomu ma LASSO oproti ridge regression vyznamnu vy-
hodu v tom, ze dokaze vyhadzovat premenné z modelu, t. j. ziskat riesenie s BAJLASSO =0
pre nevyznamné prediktory. Vyuzijic formuldciu (2.16) mozno tiito vlastnost zdévodnit
nasledovne. Odhliadnuc od fy, mnozina pripustnych rieseni >37_, |3;] < ¢ je Specidlny
typ symetrického polyédra v RP, centrovaného v pociatku, ktorého vsetky vrcholy lezia
na suradnicovych osiach. Je preto vysoko pravdepodobné, Ze optimalne riesenie bude
lezat na hrane tohto polyédra. Tie st ale charakterizované nulovymi hodnotami nie-
ktorych koeficientov ;. (vid [6], obr. 6.7, s. 222). Cfm vySsia je hodnota A, tym mensie
je t, teda pripustny polyéder sa zmensuje. S rastiicim \ sa postupne zviac¢suje mnozina
indexov j, pre ktoré ﬁAJLASSO = 0 (mnozina odstranenych prediktorov), az nakoniec
dostaneme trivialny model, kde jedinym prediktorom s B]LASSO # 0 je intercept.

LASSO je jedina penaliza¢nd metéda zalozena na /¢, norme, ktord dokdze selekto-
vat premenné (t. j. priradit nevyznamnym prediktorom nulové koeficienty), a pritom
zachovat konvexnost riesenej tlohy. Konvexnost sa zachovava pre p > 1, selektujuci
algoritmus vznika pre p <1 (porov. [11], s. 2).

Mnozinu tych indexov, ktorym pri danej A algoritmus LASSO priradil nenulové

koeficienty 6]I~4ASSO(/\), budeme oznacovat «y. Inak povedané, ) je mnozina indexov

1vid [11], s. 17
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tych premennych, ktoré LASSO vybralo do modelu pri danom \. Plati teda
BIASSOM) #0, 5 €an, GO =0, ¢ an. (2.17)

Pri splneni podmienky, Ze stlpce matice X st v tzv. vieobecnej polohe'? a X > 0 | plati
(vid [23, 12]):
1. Optimalne riesenie BLASSO()\) tlohy (2.15) je jednozna¢né a pre jeho nenulovi
cast B (\) plati

B0 = (X Xa,) (XL y — ), (2.18)

~ LASSO
kde s je vektor znamienok koeficientov 8, (M), t. j.

s; = sgn (B}ASSO()\)) ,J € ay. (2.19)

A LS
2. Matica pldnu X,, submodelu ) mé plnt hodnost. Preto LS odhad sz tohto

submodelu je tiez jednoznac¢ny a plati

~ LS -1
Ba, = (X0 Xan) XLy (2.20)

~LS LS
Vektor B,, doplneny nulami pre zlozky j ¢ ay budeme oznacovat B (A). Plati
L

teda By (\) = B a Bea()) = 0.

Dosledkom penalizacie velkych koeficientov v LASSO tlohe (2.15) je, ze zlozky
B]LASSO()\) LASSO odhadu st ako odhady skuto¢nych hodndt 3; vychylené smerom
k nulovej hodnote. Kvoli tomuto stlacaniu (shrinkage) smerom k mensim absolitnym
hodnotdm sa vektor BLASSO(A) Casto oznacuje aj ako shrunk LASSO odhad. Naopak,
pri konstrukeii odhadu BLS()\) je pomocou LASSO zvolena len mnozina aktivnych in-
dexov «,. Vektor Bzf je riesenie LS problému pre submodel «y, ¢o je optimalizacna
tiloha na volny extrém v priestore R} ¢m sa eliminuje vychylenost (shrinkage). Vek-
tor BLS(/\) sa preto oznacuje ako unshrunk LASSO odhad. Kvoli vicsej volnosti (vacse;
pripustnej mnozine) pri vypocte Bzf ma vsak unshrunk odhad BLS()\) vysSiu varianciu

~ LASSO

nez shrunk odhad S (A). Opét je teda vidno, ze bias (vychylku) odhadu mozno

znizit len za cenu zvysenia variancie.

12Presnti definiciu pojmu ,,véeobecna poloha“ mozno néjst v [23] alebo v [11] na s. 19. V pripade

N > p je zrejme postacujicou podmienkou plnd hodnost matice X.
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2.4.3 Relaxované LASSO

Shrunk a unshrunk LASSO odhady reprezentujui navzajom opacné poly bias-variance

trade-off krivky pre celkovii chybu odhadu vektora 8. Je preto zmysluplné uvazovat

o odhade, ktory by bol kompromisom medzi oboma uvedenymi s cielom priblizif sa

minimu trade-off krivky. Jednym z moznych rieseni je tzv. relazované LASSO [17], pri
~ relax ~ LASSO

ktorom sa odhad 8 (), ) konstruuje ako konvexna kombinécia odhadov B (A)
a BLS()\). Konkrétne

~ relax ~LASSO A~ LS
B (A\v) =18 (A)+ L =7)8 (), (2.21)
kde v € [0,1]. Specidlne, pre hrani¢né hodnoty v € {0,1} méme Brelax()\, =1) =

BLASSO()\) a Brelax()\,’y =0) = BLS()\), teda shrunk resp. unshrunk LASSO odhad.

Relaxované LASSO je definované len v pripade, ak stlpce matice X st vo vSeobecnej

~ LASSO
polohe. V opac¢nom pripade totiz nie je zabezpecend jednoznacnost odhadov g (A)

a BLS()\) pre VA € [0, 00).
. . .. ~LASSO LS . o ,
Nenulové zlozky B,,  (A) a B,, () mdzeme vyjadrit pomocou vztahov (2.18) a

(2.20), z ¢oho po tprave dostavame

A relax

B ) = (X Xa,) XLy =9 (X, X0,) s

(2.22)
A~ LS -1
= By — N (X Xa,) s,

~LASSO ~LS A relax
Kedze B5 (\) = PBa(A) = 0, trividlne tiez plati B4 (A7) = 0. Vyraz

a QX
-1 LS ~ LASSO
A (X;Xak) s = B;(A) - BI;A (M) vyjadruje stlacenie (shrinkage) koeficientov

~ LASSO A LS
B.,  (A)smerom k nule oproti B, (\). Parameter v teda mozno interpretovat aj ako
koeficient regulujici troven stlacenia.

Optimélne hodnoty parametrov A, sa volia z vopred zvolenej diskrétnej mnoziny

(mriezky) tak, aby sa minimalizovala (cross) valida¢na chyba. Pre kazdd hodnotu A

~ LASSO
sa riesenim tlohy (2.15) ziska vektor koeficientov ,BL (A), z ktorého sa identifikuje

A LS
mnozina aktivnych indexov a,. Nésledne sa pomocou (2.20) vypocita B, a pomocou

A relax

(2.22) skonstruujeme B, ~(A,7) pre niekolko vopred zvolenych hodnot ~. Pomocou
A relax
ziskanych vektorov 8 (A, ) nakoniec vypocitame (cross) valida¢ni chybu pre kazda

vopred zvoleni kombinaciu hodnét A,y a vyberieme t1i s najnizsou chybou.
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2.5 Stupne volnosti selek¢nych algoritmov

Predchadzajica rozprava mohla vyvolat dojem, ze ideadlom vo svete selekénych algorit-
mov je best subset selekcia a zvysné metddy si len istou formou heuristickej nahrady,
aproximéacie z dévodu vypoctovej naroc¢nosti ¢i rovno nerealizovatelnosti best subset
selekcie. Nie je to vsak tak. Ani v pripade, Ze by sa podarilo prekonat problém vypoc-
tovej narocnosti, by best subset selekcia nebola vzdy tou najlepsou metédou. Dokonca,
nebola by najvhodnejsim algoritmom zrejme v prevaznej vacsine pripadov.

Dovodom tejto skutocnosti je opat bias-variance trade-off, konkrétne fenomén pre-
ucenia. Pre jeho lepsie vysvetlenie je vhodné definovat pocet stupnov volnosti selekc-

ného algoritmu A (porov. [11], ¢ast 2.5; [10])

1 Y .
df(4) = — > _cov (y:, 5i). (2.23)
=1

kde ¥y je vektor predikovanych hodndt na trénovacej mnozine pre optimalny model
vybrany danym selekénym algoritmom. Teraz uz mame konkrétnu veli¢inu, ktort si
mozeme predstavit pod pojmom zloZitost vystupujicu v trade-off krivke. Veli¢ina df (A)
popisuje schopnost selekéného algoritmu A prisposobit (adaptovat) sa trénovacej vzorke
dat. Cim lepsie st totiz predikcie § schopné kopirovat realiziciu y v trénovacej vzorke,
tym vyssie su kovariancie cov (y;, 3;), a tym vyssi je pocet stupnov volnosti df(A).

Pre selekény algoritmus ALS| ktory vzdy vrati LS predikcie pre fixny submodel S
velkosti |S| = k mozno ukézaft, ze df (A%S) = k. Toto je konzistentné s klasickou defi-
niciou poc¢tu stupnov volnosti, ako po¢tu nezavislych parametrov definujicich mnozinu
pripustnych rieseni. AXS hlada LS odhad BES v priestore R¥, preto pocet stupiiov vol-
nosti (dimenzia R¥) je k. Pri best subset selekcii ¢i doprednej selekcii je vSak hodnota

df (A) (vyrazne) vyssia. Ak aj zafixujeme velkost hladaného submodelu hodnotou £,

p

k) roznych kombinacii premennych v modeli S. Mnozina pripust-

stale mbézeme volit z (
nych vektorov 8¢ ma teda vyrazne vyssiu dimenziu, ¢o sa odrazi na vyssej adaptabilite
k trénovacim datam, a teda aj hodnote df (A).

Pre shrunk LASSO sa d4 dokazat [27, 22|, Ze pri fixovanej hodnote A je pocet nenu-
lovych koeficientov ky vo vektore BLASSO()\) nevychylenym odhadom df (LASSO())),
t. j. df (LASSO(A)) = E (k). Napriek tomu, ze LASSO vybera tiez z velkého poc¢tu mo-

delov ((,:; )), vysledny pocet stupiiov volnosti je nizky vdaka ohranic¢eniu 335_, |3;| < t.
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—— Best subset (MIO)

—o— Dopredna selekcia

—v— Relaxované LASSO (y=0)
Relaxované LASSO (y=0.5)

—A— LASSO

0 | | |

15 20 25 30
k

Obr. 2.4: Priklad zavislosti po¢tu stupnov volnosti df od pouzitého selek¢ného algoritmu a
pozadovanej velkosti modelu k = |S|, resp. k = |ax|, pre K =0,...,p, kde p = 30. Zobrazené
su vysledky pre best subset selekciu (pomocou MIO pristupu), doprednu selekciu, LASSO,
relaxované LASSO s v = 0.5 a v = 0 na zdklade numerického vypoctu na simulovanych

datach s N = 70. Podla [12], obr. 4. Spracované na zaklade dat dostupnych v [13].

Pri relaxovanom LASSO df narasta s poklesom v a dosahuje maximum pre unshrunk
LASSO (y = 0). Aj v tomto maxime je vSak hodnota df vyrazne niz$ia nez pri best
subset selekcii ¢i doprednej selekcii. Dévodom je, ze unshrinkage sa realizuje len na
fixovanom submodeli S = «) danom volbou A. Popisané spravanie je ilustrované na
obrazku 2.4.

Vysledkom uvedeného je, Ze v situacidch s nizkym poctom trénovacich prikladov
N, alebo malou hodnotou signal-to-noise ratio (SNR), sa algoritmy s vysokou adapta-
bilitou (vysokym df - best subset selekcia, dopredné selekcia) prehnane prispdsobuji
konkrétnej realizécii trénovacich dat. Vysledny model je potom zvoleny z velkej casti
na zaklade ndhodného Sumu, co vedie k vyssej testovacej chybe nez by bolo mozné
dosiahnuf vyberom vhodnejsieho modelu. V tychto situaciach sa preto javi vyhodnej-
sie z hladiska minimalizacie vyslednej testovacej chyby realizovat selekciu premennych

pomocou menej adaptivnych algoritmov, ako napr. LASSO, ¢i relaxované LASSO.
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Kapitola 3

Numerické vysledky

Prezentované selekéné algoritmy boli implementované v programovacom jazyku R.
Branch and bound algoritmus [5] od Furnivala a Wilsona bol realizovany pomocou
funkcie regsubsets z balicka leaps. Tato funkcia umoznuje vykonat aj dopredni
alebo spétnt selekciu, ¢o sme vsak nevyuzili'. Ndhradou bola vlastna funkcia zalo-
zend na sweepovani matice A (1.27) a vyuziti vztahov (1.65), resp. (1.66). Program
selek¢éného algoritmu zalozeného na MIO formulacii (1.16) rieSenej solverom GUROBI
(Cast 2.1.2) bol prevzaty z balicka bestsubset [13]?, bol vSak mierne upraveny tak,
aby jeho vystupom bol aj dolny odhad tcelovej funkcie, t. j. optiméalnych hodnot
RSSqw), k=1,...,p. Z balicka bestsubset bola prevzatd aj funkcia implementujica
relaxované LASSO. Klasicky ,nerelaxovany“ LASSO algoritmus bol vsak realizovany
prostrednictvom funkcie glmnet z balicka glmnet, pretoze s objektom ziskanym ako
vystup funkcie glmnet mozno lTahsie vykonat doplnkové analyzy vysledku. Valida¢né
doprednd selekcia, VS.KL a valida¢ny VS.KL algoritmus st nové selekéné metédy na-

vrhnuté v ramci tejto prace, preto museli byt implementované vlastnymi funkciami.

!Jednym z dévodov bolo, ze funkcia regsubsets vyzaduje ako vstup maticu planu X plnej hod-
nosti. V praxi tak bolo nutné vykonat predselekciu premennych pomocou QR-rozkladu matice X.
Okrem toho, submodely {S (k)}zzl ziskané ako vystup funkcie regsubsets pri doprednej alebo spét-
nej selekcii neboli vzdy do seba vnorené, t. j. nebolo vidy splnené ) ¢ S*+D k=1 ... p—1.
Tuato charakteristickd vlastnost sa nepodarilo zabezpecit ani volbou parametra nested = TRUE, ktory
by mal garantovat, Ze funkcia regsubsets vykondva dopredni/spatni salekciu v silade s popisom

algoritmu v casti 2.2.
2Bali¢ek [13] je interaktivnym doplnkom élanku [12] umozilujicim jednoducho reprodukovat v

¢lanku prezentované vysledky.
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Vsetky vlastné implementéacie algoritmov vyuzivaji formalizmus sweepovania v jeho
symetrizovanej forme.

Casovo narocné vypoéty (MIO, branch and bound, VS.KL, valida¢na verzia VS.KL)
boli uskuto¢nené na vykonnom pocitaci s 24 procesormi Intel Xeon X5670 (2.93 GHz),
128 GB RAM a 64-bitovym OS (macOS 10.13.4). Iba v pripade MIO formulacie bol
vypocet paralelizovany (vdaka vnitornej implementacii solveru GUROBI). Na tomto
pocitaci bol jazyk R nainstalovany vo verzii 3.4.3 a solver GUROBI vo verzii 7.5.2 (oba
64-bit). Jednoduchsie vypocty trvajice rdadovo sekundy (dopredna selekcia a jej vali-
dac¢nd verzia, LASSO a relaxované LASSO) boli vykonané na pocitaci s dvojjadrovym
procesorom Intel Core 2 Duo P8400 (2.26 GHz), 3 GB RAM, 32-bitovym OS (Ubuntu
12.04) a jazykom R nainstalovanym vo verzii 3.2.2 (32-bit). VSetky vlastné funkcie boli
pred pouzitim skompilované pomocou funkcie cmpfun z balicka compiler.

V kazdej tlohe bol najprv kazdy zo stipcov matice planu X ako aj vystupny vektor
y Standardizovany tak, aby v ramci trénovacej mnoziny mal nulovy priemer a jed-
notkovu standardni odchylku. Vycentrovanim premennych odstranime intercept, ako
bolo diskutované v casti 1.1. V casti 2.4 sme strucne zdovodnili naskélovanie vSetkych
premennych na (aspon priblizne) rovnaky rozsah ako nutni podmienku tispechu penali-
zacnych met6d (ridge regression, LASSO). Rovnaka skdla premennych je vsak dolezita
aj pre numericku stabilitu procesu sweepovania, a tym aj vSetkych na nom zalozenych
algoritmov (VS.KL, dopredna selekcia a ich validacné verzie). Cielom je dosiahnuf,
aby prvky matice A (1.27) boli rddovo rovnaké, a tym sa potlacili numerické chyby pri
aritmetickych operaciach s nimi pri operacii PPT. Z rovnakého dévodu je ziaduce, aby
boli rddovo rovnaké aj prvky transformovanych matic ppt (A, ). Nech prvky a;; ma-
tice A st rovnakého radu d, t. j. |a;;| ~ 10%. Potom v hrubom pribliZen{ plati, Ze prvky
(ACW)_1 st radu —d a prvky Az (ACW)_1 A,z st rdadu d. Radovo rovnaké prvky v
maticiach ppt (A, a) teda dosiahneme, ak —d = d, resp. d = 0. Preto by prvky po-
¢iatoCnej matice A mali byt radovo jednotky. Pri vyssie uvedenej standardizacii buda
prvky a;; = ijxj, J=1,...,p,1esp. pir1pt1 = y 'y na diagonéle matice A nadobudat
hodnoty Nrain — 1. V tlohe z ¢asti 3.1 madme Nyaim ~ 10° > 1. VysktiSanim niekolkych
moznosti sa ukazalo, ze radovy rozsah prvkov matic ppt (A, «) bol najmensi (v ramci

uvazovanej mnoziny moznosti), ak pociatocnd matica A bola transformovand podla
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vztahu A — A /v/Nipain. Tato transformécia bola pouZitd vZdy, ak bolo potrebné vy-
wzit procediru sweepovania. Ziskané vysledky boli vSak spitne normované® tak, aby
zodpovedali stIpcom X; a vystupu y s nulovym priemerom a jednotkovou standardnou
odchylkou na trénovacich datach.

Ukézalo sa tiez, ze hoci pri PPT transformacii ppt (B, ) matice B = ppt (A, S),
S € (p) explicitne konstruujeme inverziu (Baya)_l, nie je vhodné ju priamo pouzit na
vypocet zvysnych blokov matice ppt (B, ). Vo vSeobecnosti vyrazne presnejsi vysledok
ziskame, ak napriklad blok (Boé,a)f1 B, nebudeme pocitat vynasobenim matice B, 5z

inverziou (Ba,oé)f1 zlava, ale rieSenim sustavy
BOC,Ot [C7 D] - [I\ah Ba,&} . (31)

Ako vysledok dostaneme C = (Boo) ' a D = (Baa) ' Bag. Dovod virazného zlep-
Senia presnosti vysledku spoc¢iva zrejme v tom, Ze pri rieSeni ststavy (3.1) sa vytvara
vhodnd faktorizacia matice (B%a)*l, pricom postupné nasobenie matice B, 5z vznik-
nutymi faktormi je numericky presnejsie nez priame vynésobenie maticou (Bgq) ™
Spravnost vysledkov ziskanych sweepovanim bola po vyssie uvedenych upravach
skontrolovana porovnanim s vystupom funkcie 1m, ktora je Standardom pre vypocet
LS odhadov veli¢cin v .LRM (napr. BLS, RSS). Pre data z casti 3.1 boli relativne
odchylky medzi vysledkami funkcie 1m a algoritmov zalozenych na procedire swee-
povania nasledovné*: v pripade prvkov vektora Bgs na trovni ~ 107% — 1078, v pri-
pade RSSs = ppt[(A,S)], ;g na trovni ~ 10~ — 107" pre takmer vSetky submo-
dely S € S. Pokial sa vsak RSSs vypocitalo dosadenim B;S do kvadratickej formy
lly — XsBs][3, relativna odchylka klesla na troven ~ 10~7 — 1078, Tuto skutocnost
bude v budicnosti potrebné reflektovat vhodnou tpravou numerickej realizacie swee-

povacej procedury. Hodnoty RSSg prezentované v tejto praci boli ziskané presnejsim

LS
variantom vypoctu pomocou dosadenia B4 do kvadratickej formy ||y — XsBs|[3-

3Tahko sa ukéZe, Ze pri spétnej transformécii sa regresné koeficienty 3 nemenia a RSSs =

V/Ntrain [P (A, S)]p+1,p+1-

4Prezentované st vysledky pre pripad, kedy neplnd hodnost matice planu X bola napravand pred-
selekciou premennych pomocou pivotizacie z QR-rozkladu a pripoéitanim A = 107% k diagondle po-
iato¢nej matice A. Pritom hodnota diagondlnych prvkov bola Nry.in ~ 10°. Pripo¢itanie A = 1073

zhorsilo relativne odchylky o 3 — 4 rady.
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Branch and bound algoritmus je pre modely Spyry s relativne malym poétom pre-
diktorov (p < 50, za istych podmienok p < 100) schopny pocas radovo hodin néjst
globédlne optimalne submodely Sy, = argmin RSSs, k = 1,...,p. Tuto vlastnost sme
vyuzili pre ohodnotenie schopnosti VSSE{Sf algoritmu ndjst globalne optiméalne sub-
modely Sk, alebo ich aspon dostato¢ne dobre aproximovat z hladiska hodnoty RSSs.
Vytvarali sme umelo simulované data s p ~ 50 prediktormi a N ~ 10% pozorovaniami
a porovnavali sme vysledky VS.KL a branch and bound. VS.KL takmer vzdy nasiel
optimalne submodely Sy ziskané branch and bound algoritmom, alebo sa RSSg nim
zvolenych modelov od RSSg, 1isil zanedbatelne mélo. Pritom vypocet pomocou VS.KL
stacilo maf spusteny len niekolko mintit az desiatok minit. Avsak, narozdiel od branch
and bound, VS.KL nevie garantovat optimalitu svojich vysledkov. Diskusia z ¢asti 2.5
ako aj praktické vysledky v 3.1 ozrejmuju, preco ,posadnutost® hladanim submodelov
S minimalizujucich RSSg v ramci mnoziny Sy nie je z hladiska minimalizacie pre-
dikénej chyby modelu relevantna. Vzhladom na to, ako uz aj tak zna¢nu rozsiahlost

predkladanej prace, neuvddzame detailné vysledky porovnania VS.KL a branch and

bound algoritmu.

3.1 Data a pouzité parametre algoritmov

Redlne data pre ucely porovnania selekénych algoritmov boli poskytnuté firmou Tan-
gent works. Predstavuju casovy rad vyvoja ceny elektrickej energie s diskretizac¢nym
krokom 1 hodina. Okrem datumu, ¢asu a ceny energie v tomto ¢ase nemame k dispozicii
ziadne iné tudaje. Cielom je predikovat cenu energie na den dopredu (t. j. o 24 hodin).
Pre tento ucel bol vytvoreny autoregresny model z predchadzajicich cien energie az o
168 hodin (tyzden) dozadu, ich réznych transformacii, diferencii, kombinacii a dummy
premennych oznacujucich napr. vikendy a sviatky. S blizsimi detailami procesu gene-
rovania sady vysvetlujucich premennych v autoregresnom modeli sme, bohuzial, kvoli
firemnému tajomstvu neboli obozndmeni. Celkovo bolo takto vytvorenych p = 431
premennych + intercept, pricom vsak hodnost matice planu X bola len 383. Pocet
pozorovani bol N = 21792. Kazdy zo stipcov X ako aj vektor y boli standardizované

tak, aby v ramci trénovacej mnoziny mali nulovy priemer a jednotkovi standardnt
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Obr. 3.1: Casovy rad {yi}ﬁ\il standardizovanej vystupnej premennej. Cervenymi zvislymi
¢iarkovanym Ciarami je zndzornené rozdelenie dat do trénovacej (train), validacnej (val) a
testovacej (test) mnoziny. Tieto mnoziny su suvislé bloky dat dizky Npain = 18656 a Nya =

Nrest = 1400, pricom medzi blokmi si medzery zodpovedajice 168 pozorovaniam.

odchylku, ¢im sme eliminovali intercept a zostala matica X rozmeru N X p a hodnosti
382. Priemernd cena energie pred standardizaciou bola 48.50 a jej standardné odchylka
26.25. Casovy rad $tandardizovanej premennej {y;}¥, je znazorneny na obr. 3.1.
Cena energie y; v ¢asovom okamihu 7 je modelovana autoregresne pomocou predché-
dzajucich hodnot az do radu y;_163. Aby nevznikol informac¢ny prekryv medzi trénova-
cou, validacnou a testovacou mnozinou, nie je vhodné rozdelif pozorovania do tychto
mnozin ndhodnym vyberom. Preto tieto mnoziny boli zvolené ako stvislé, po sebe idtice
bloky dat, ale s minimalnym odstupom 168 pozorovani medzi po sebe nasledujicimi
blokmi. Do trénovacej mnoziny bolo zaradenych prvych cca 85% (N = 18656) dat
a do validacnej a testovacej mnoziny zhodne po Ny, = Nrest = 1400 pozorovaniach
v stlade s obr. 3.1. Na validaciu a testovanie tak bolo vyc¢lenenych celkovo menej nez
15% z celkového objemu dat. Hlavnym dévodom tohto sposobu rozdelenia bola snaha
vyhnit sa v ramci validacie aj testovania tisekom s prudkymi zmenami ceny energie ;.
Kvalita predikcii natrénovaného modelu je v tychto tisekoch vyrazne znizena, preto by
vyber optiméalneho submodelu na zaklade validacnej chyby, ¢i odhad predikénej chyby

na zaklade testovacej mnoziny mohol byt vyrazne vychyleny.
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Netiplna hodnost matice planu X bola riesend vyberom pivotiza¢nych premennych
z QR rozkladu a pripoéitanim A = 107% k diagondle matice A. UvaZované boli sub-
modely velkosti k& € {4, ...,350} uplného modelu Sgyyy, velkosti |Spyrr| = 382. Solver
GUROBI pouzity na riesenie selekénej tlohy v tvare MIO formuldcie mal nastaveny
casovy limit t,.x = 500s pre kazdu velkost submodelu k. Pre submodely s velkostami
k € {4,...,200} prebiehal vypocet paralelizovane priemerne na 10 — 12 procesoroch,
pri k € {201,...,350} priemerne na 20 procesoroch. Pri oboch verzidch algoritmu
VS.KL boli nastavené parametre K; = 5, Ky = 20, L; = 10, Ly = 20 ako konstanty a
my1 = my = min([k/3],0.39k]), mi3 = min(max(k — mq; — mi2,0), max([k/8],5)),
Mo = Moy = min([0.43k], [0.499%|) sa menili v zavislosti od velkosti submodelu k.
Blok dvoch volani funkcie VS.KL s ndhodnym pociatoénym modelom Sj sa spustal

pre kazdé k. Pri standardnom VS.KL algoritme bolo pre k € {4,...,200} pouzité

o = 2. = 150s, 3 =t = 100s a pre k € {201,...,350} bolo nastavené
tl  =200s, 2, =250s, t3, =t =150s. Celkova dlzka vypoctu % #  VS.KL

algoritmu pre fixovanti hodnotu k je teda len mierne vyssia nez limit ¢, = 500s pri
rieSeni MIO 1lohy. Vzhladom na minimalne 10-ndsobnu paralelizaciu MIO vypoctov,
boli ale vysledky VS.KL algoritmu ziskané pri priblizne desatinovej vypoctovej zatazi
oproti MIO tlohe. Pri validacnom VS.KL algoritme boli ¢asové limity rovnaké pre cely

= 200s, t3 = t* = 150s. Doba behu

max max

uvazovany rozsah k, konkrétne t1 = ¢

max max

zvysnych algoritmov bola radovo sekundy, maximélne desiatky sekind.

3.1.1 Nepenalizacné algoritmy

Priebeh trénovacej chyby RSSs/Npain pre postupnost submodelov {S®*)13%9 zvolenych

jednotlivymi algoritmami ako optimdlne v rdmci mnoziny Sy submodelov velkosti & je
zobrazeny na obr. 3.2. V celom rozsahu k£ = 30, ..., 350 boli najnizsie hodnoty trénova-
cej chyby dosiahnuté pomocou VS.KL algoritmu, mierne horsie vysledky priniesol MIO
pristup nasledovany s vac¢sim odstupom doprednou selekciou. Dolny odhad skuto¢ného
globélneho minima chyb {min RSSs/Nrain|S € Sk}ig ziskany pomocou solvera GU-
ROBI je takmer v celom rozsahu k prakticky nevyuzitelny, lebo vyrazne podhodnocuje
polohu minima. Krivka globalnych minim trénovacej chyby bude totiz zrejme lezat

tesne pod krivkou ziskanou pomocou VS.KL. S rastom velkosti submodelu & sa krivky
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pre VS.KL, MIO a doprednu selekciu (DS) postupne priblizuju (obr. 3.3), usporiada-
nie RSSX(%KL < RSSg/{kI)O < RSSg(f) sa vSak zachovava. Hodnoty {RSSS(k>}25:(]4 st v
pripade valida¢nych verzii algoritmov doprednej selekcie a VS.KL vyrazne vyssie a vo
vSeobecnosti nie monoténne nerasttice, pretoze v tychto pripadoch sa submodely S*)
vyberaji minimalizaciou validacnej a nie trénovacej chyby.

Obr. 3.4 a 3.5 ilustruju priebeh informacnych kritérii BIC a AIC vypocitanych na
zaklade trénovacej chyby RS Sk submodelov {S (k)}ii zvolenych ako optimélne algo-
ritmami VS.KL, MIO a doprednou selekciou. Jasne je vidno, Ze velkost k& modelu S*)
minimalizujiceho AIC je pre vsetky tri selekéné algoritmy vyrazne posunuta smerom
k vyssim k. To ilustruje, ako AIC bezne nadhodnocuje velkost modelu. BIC vybera
vyrazne mensie modely, s po¢tom premennych mensim zhruba o 100 nez pri AIC. Ako
sa ukaze nizsie z analyzy validacnej a testovacej chyby submodelov, mensie modely
vyberané pomocou BIC st z hladiska predikcie lepsie, hoci st stale velkostne nadhod-
notené oproti modelom s najnizsim odhadom predikénej chyby. Pre AIC aj BIC plati,
ze velkosti optiméalnych modelov £* st v zavislosti od pouzitého selekéného algoritmu
usporiadané v poradi ky g k1 < ko < kpg- Vyssie uvedené plati, aj ak uvidzime va-
rianciu polohy minima krivky BIC/AIC z d6vodu, ze hodnota IC je ndhodnd veli¢ina,
ako aj kvoli tomu, ze RSSqw ziskana selekénym algoritmom je len hornym odhadom
skutoéného minima trénovacej chyby {min RSSs/Nrwim|S € Sk}, k=4,...,350.

Priebeh valida¢nej chyby M S Ey, = ||y —XVal Bg(sk) |13/ Nya1 pre postupnosti mode-
lov {S (k)}ii ziskané pomocou nepenaliza¢nych selekénych algoritmov je zndzorneny
na obr. 3.6. Validacna mnozina bola rozdelena na 10 rovnako velkych casti (so 140
pozorovaniami), pricom pre kazda z tychto ¢asti bola vypocitand hodnota validacénej
chyby s pouzitim LS odhadov regresnych koeficientov BI;(SM‘% priradenych submodelom
S®) . Priemer ziskanych 10 hodn6t (hodnota M S Evy,i(S™®)) a ich standardna odchylka
AM S Eyy (S®) stt prezentované vo forme krivky {M SFEva(S (k))}iz a pasu spolahli-
vosti s hranicami M S Exy, (S®) £ AMS Evy, (S®).

Vzhladom na velmi Siroké pésy spolahlivosti nepozorujeme signifikantny rozdiel me-

dzi krivkami validac¢nej chyby v pripade doprednej selekcie, VS.KL a MIO. Znac¢na

5Pri vietkych uvazovanych nepenalizaénych selekénych algoritmoch (dopredna selekcia, VS.KL, ich
~LS
validaéné verzie a MIO) je submodelu S priradeny LS-odhad vektora B¢ v LRM s maticou planu

Train

. ~LS
Train / v A v . ~ v .
Xs a vystupom y , €o zdbraznujeme znakom ~ a oznacenim LS v symbole B¢ .
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Obr. 3.2: Horny graf: priebeh trénovacej chyby RSSg)/Ntrain Pre postupnosti optimal-

350
nych modelov {S (k)}k ziskané algoritmami VS.KL, doprednou selekciou, ich valida¢nymi

verziami a rieSenim MIO tlohy (1.16) pomocou solvera GUROBI (MIO - horny odhad).
Krivka MIO-dolng odhad reprezentuje spodné ohranic¢enie pre skuto¢ne optiméalne hodnoty
{min RSSs/N1vain|S € Sk}i‘r’:% poskytnuté solverom GUROBI pri rieSeni MIO tlohy. Dolny

graf: detail priebehu trénovacej chyby pre k € {51,...,350}.

neistota urcenia validacnej chyby vychadzajuca jednak z ,roztraseného“ priebehu jej

krivky, jednak z velkej sirky pasov spolahlivosti, nds vedie k opatrnosti pri vybere

350

optimélneho submodelu S*") z postupnosti {S (k)} A len na zaklade minimalizacie va-

lidac¢nej chyby. Na druhej strane, takto ziskané vysledky sa pri pohlade na tvar kriviek
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Obr. 3.3: Rozdiel ARSSqwk)/Nrrain = (RSSS(k) — RSSS‘{(%KL) /N7rqin minimalnych hod-
not trénovacej chyby ziskanych pri MIO formulacii a doprednej selekcii oproti hodnotam

vypocitanym pomocou algoritmu VS.KL.
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k=4
zvolené ako optiméalne algoritmami VS.KL, MIO a doprednou selekciou. Detail pre k €

Obr. 3.4: Priebeh BIC na zdklade trénovacej chyby RSSg¢x) pre submodely {S(k)}

{51,...,350} je vpravo. Poloha minima k* je vyznacend c¢iarkovanou ¢iarou, k* = 163 pre

VS.KL, k* = 174 pre MIO a k* = 215 pre doprednt selekciu.
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Obr. 3.5: Priebeh AIC na zaklade trénovacej chyby RSSgqk) pre submodely {S(k)}

k=4
zvolené ako optimélne algoritmami VS.KL, MIO a doprednou selekciou. Detail pre k €
{51,...,350} je vpravo. Poloha minima k* je vyznacend zvislou ¢iarou, k* = 280 pre VS.KL,

k* = 295 pre MIO a k* = 330 pre doprednu selekciu.

validacnej chyby zdaji byt v porovnani s inymi alternativami rozumné. Preto pri do-
prednej selekcii, VS.KL a MIO volime S**) z postupnosti {S (k)}iz tak, aby minimali-
zoval chybu M S Ey, (S™®). Pocet premennych k* ako aj validaéna chyba M S Evy, (S*7))
takto vybranych submodelov S**) st uvedené v tabulke 3.1.

Je mierne prekvapujuce, ze v pripade doprednej selekcie, VS.KL a MIO sa validacna
chyba pocinajic zhruba velkostou submodelu k& = 100 stabilizuje. Vyrazny pokles
chyby v oblasti £ < 50 — 100 mozno prisudif postupnému eliminovaniu bias-u tym, ako
sa postupnym pridévanim premennych zvy$uje komplexnost modelov S®). S dalsim
pridavanim premennych (rastom k) by validacné chyba v dosledku narastu variancie
mala opéf zacat rast, hoci len pozvolne, podobne ako vidno pri valida¢nych verziach
doprednej selekcie a VS.KL algoritmu. Pozorovand stabilizacia (absencia narastu va-
rianc¢nej zlozky chyby) by mohla mat povod v relativne velkom pocte pozorovani Nryain

v trénovacej mnozine, ktora navyse obsahuje viacero oblasti s vyrazne odlisnym charak-
350

terom vyvoja vystupu y (vid obr. 3.1). Submodely {S(k)}k_l

% vybrané optimalizaciou
trénovacej chyby (RSS) su pravdepodobne ekvivalentné z hladiska schopnosti simulo-

vat vplyv nendhodnej zlozky zdrojového modelu (potlacit bias), no ich relativne nizka
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Obr. 3.6: Validatnid chyba MSEv.(S®) a jej pas spolahlivosti MSEv,(S®) +

350
AMSEva (S (k)) pre postupnosti submodelov {S (k)} ziskané pomocou nepenaliza¢nych

selekénych algoritmov. Polohy a hodnoty minim kriviek valida¢nej chyby si uvedené v ta-

bulke 3.1.

zlozitost im zrejme nedovoluje vyraznejSie sa prisposobit konkrétnej realizacii nahod-
nej zlozky (Sumu) v détach. V Sirokom rozsahu velkosti submodelov k& = 100, ..., 350
tak zrejme nedochadza k vyraznejsSiemu preuceniu. Vysledkom je Siroké minimum v
priebehu validac¢nej chyby, ktoré sa javi ako stabilizované platd, pretoze k opatovnému
narastu chyby dochadza az pre velkosti £ mimo zobrazeného rozsahu k£ < 350. Mi-

nimum validacnej chyby (~ 0.03) je vyrazne nizSie neZ sme pozorovali pri trénovacej
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Tabulka 3.1: Pocet premennych k3, v submodeli (kVal) minimalizujicom valida¢ni chybu,
zodpovedajice minimum M S Ev,) (S (k{‘,al)) a testovacia chyba M S Erpest (S (k{‘,al)) pre tento sub-
model, pocet premennych k% v submodeli S (kTest) minimalizujticom testovaciu chybu a zod-
povedajice minimum M S Erpeg (S (kjrest)) pre nepenaliza¢né selekéné algoritmy v stulade s obr.

3.6 a 3.7 (DS - dopredné selekcia, val. - validacny).

algoritmus | k¥, | MSEva(S®a)) | MS Erpg (S*va)) | ks | MS et (SFTest))
DS 73 0.027500 0.069292 147 0.062148
VS.KL 113 0.028619 0.064328 70 0.058707
MIO 166 0.029514 0.068952 106 0.059616
val. VS.KL | 93 0.015667 0.056707 38 0.052657
val. DS 77 0.019565 0.078271 28 0.055535

chybe (~ 0.075). Dévodom je, ze vyvoj vystupu y je vo validacnej oblasti znacne sta-
bilizovany, bez vyraznejsich vykyvov v porovnani s trénovacou oblastou.

Pri valida¢nych verziach VS.KL a doprednej selekcie sa dosahuje vyrazne nizsia
valida¢na chyba v celom rozsahu k = 4,...,350, pricom aj medzi vysledkami oboch
algoritmov je Statisticky vyznamny rozdiel. Toto je zrejme dosledok nedostatocnej vel-
kosti validacnej mnoziny (Nva = 1400), nésledkom ¢oho sa mohli valida¢né algoritmy
prilis prispdsobif konkrétnej realizacii dat z validacnej mnoziny, teda overfitovat ich.
Oba validacné algoritmy poskytuji teoreticky ocakévany priebeh validac¢nej chyby s
pozvolnym narastom napravo od minima v doésledku narastu variancnej zlozky chyby.
Valida¢na chyba M .S Evy, (S®) ziskand algoritmom VS.KL by mala aproximovat mini-
mum kvadratickej formy ||y V® — XVal8[|2 v rdmci mnoZiny LS-odhadov {BI;S|S € Sk}
pre LRM konstruovany na trénovacej mnozine.

Test

LS
Krivky testovacej chyby MSFErg = |ly™" — X™'8ou||3/Nrest Pre postupnosti

350
modelov {S (k)} ziskané pomocou nepenaliza¢nych selekénych algoritmov st znazor-

nené na obr. 3.7. Analogicky ako pri validacii bola rozdelenim trénovacej mnoziny na 10
rovnako velkych ¢asti (so 140 pozorovaniami) vypocitand Standardnd odchylka hodnot
testovacej chyby AM S Ere (S®)). Pomocou nej je uréeny pas spolahlivosti pre testo-
vaciu chybu s hranicami M S Eres (S®) & AM S Erest (S®). Je zaujimavé, Ze spodna
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Obr. 3.7: Testovacia chyba MSFEr(S™)) a jej pas spolahlivosti MSEre(S®) +

50
AM S Erpest (S (k)) pre postupnosti submodelov {S(k)} ziskané pomocou nepenaliza¢nych

3
k=4

selekénych algoritmov. Polohy a hodnoty minim kriviek valida¢nej chyby st uvedené v tabulke

3.1.

hranica tohto pasu osciluje pri vSetkych algoritmoch okolo rovnakej tirovne 0.04.
Medzi krivkami testovacej chyby pre doprednu selekciu, VS.KL a MIO nevidno
statisticky vyznamny rozdiel. Rovnako nie je velmi vyznamny ani rozdiel medzi tes-
tovacimi chybami M S Eres (S*a)) submodelov S*a) zvolenych tymito algoritmami
na zaklade minimalizacie valida¢nej chyby (vid tabulka 3.1). Este mensie rozdiely by

boli pozorované, ak by sa submodely S® podarilo zvolit tak, aby zodpovedali minimu
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kriviek M S Eret(S™) pre jednotlivé algoritmy. Pre k& > 150 sa testovacie chyby pre
doprednu selekciu, VS.KL a MIO stabilizuji v okoli irovne 0.07, ¢o mozno zdovodnit
rovnako ako v pripade analogického spravania pozorovaného pri validacii. Vyrazne vys-
Sia troven testovacej chyby (0.07) v porovnani s valida¢nou chybou (0.03) je spésobend
dynamickejsim charakterom spravania vystupu y v testovacej oblasti.

Oproti validacii sa vyrazne zmenil charakter kriviek pre validacné verzie dopred-
nej selekcie a VS.KL, ktoré teraz namiesto ukazkového ,U*“ tvaru vykazuji vyrazne
chaotickejsi priebeh. Toto spravanie je sposobené zrejme relativne malym poctom po-
zorovani Ny, vo valida¢nej mnozine, ¢o vedie k overfitingu valida¢nych dat. Napriek
tomu, pri £ < 170 je az na niekolko kratkych tsekov testovacia chyba pri validac-
nom VS.KL algoritme znacne nizsia v porovnani s trojicou nevalida¢nych algoritmov
a dokonca je vyrazne uzsi aj pas spolahlivosti. Toto je velmi slubny vysledok, ktory
umoznuje oznacit validaény VS.KL algoritmus za perspektivneho kandidata pre testo-
vanie jeho selekénych charakteristik na inych sadach dat. Vyrazné zhorsenie testovacej
chyby pre k 2 170 mé zrejme pévod v tom, ze submodely s takymto velkym poctom
premennych st uz dostatoéne komplexné na to, aby nastalo preucenie na validacnej
mnozine s nie velkym poctom pozorovani Ny, = 1400.

Kvalitu valida¢ného VS.KL algoritmu v porovnani s inymi nepenalizaénymi algorit-
mami podporuje aj s viraznym odstupom najnizsia testovacia chyba M S Erpes (SHFa))
submodelu S*va)) vybraného minimalizéciou valida¢nej chyby (vid tabulka 3.1). V dal-
sej casti ukdzeme, ze pomocou algoritmov typu LASSO mozno ziskat modely s este
nizsimi hodnotami testovacej chyby a to navyse pri zanedbatelnych vypoctovych na-
rokoch. Napriek tomu, vychddzajic zo zéverov clanku [12], sa moze valida¢ny VS.KL
algoritmus uplatnit pri datach s vysokym signal to noise ratio (SNR), kedy je pri
selekcii vplyv variancie marginalny oproti bias-u. Vysledky valida¢ného VS.KL algo-
ritmu sa mozu tiez zlepsit v pripade, ze okrem trénovacej mnoziny bude velky pocet
pozorovani aj vo valida¢nej mnozine. Vypoctové naroky sa s narastom poctu pozo-
rovani nezmenia, pretoze pri validacnom VS.KL algoritme pracujeme len s maticami
A — (XTrain yTrain)T (X’I‘rain yTrain)’ (XVal>T XVal 5 vektorom (XVal)TyVal’ ktorych

rozmery zavisia len od poctu prediktorov p.
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3.1.2 Penaliza¢né algoritmy
LASSO

Vyhodou algoritmu LASSO je, ze vdaka pritomnosti regularizacného c¢lena v LASSO
tlohe (2.15) ovlddaného parametrom A moze mat vstupnd matica planu X aj neplni
hodnost. Narozdiel od vsetkych ostatnych selekénych metdéd sme preto nemuseli vy-
konaf predselekciu premennych pomocou QR-rozkladu matice X. Naopak, pomocou
LASSO sme prediktory vyberali z povodnej sady velkosti p = 431. Navyse bolo po-
trebné pridat aj intercept [y, pretoze vycentrovanim premennych sa z LASSO tlohy
(2.15) vo vSeobecnosti neodstrani®.

Hodnoty penalizacného parametra boli uvazované v rozsahu A € [107¢,10']. Kon-
krétne, bola vytvorend mriezka 200 hodndt {Ai}fiq tvaru \; = 10%¢, kde hodnoty expo-
nentu u; boli rovnomerne rozdelené v intervale [—6, 1], t. j. u; = —6+(7/199)(i—1), i =
1,...,200. Obr. 3.8 zndzornuje priebeh trénovacej chyby MSFEm.m(A\) =
~ LASSO

| ‘yTrain _ XTrain/B

~ LASSO
cientami 3 (M) pre takto zvolené hodnoty A. Horné ohranicenie A < 10 je sprévne,

(M13/N1rain LASSO optimalnych modelov s regresnymi koefi-

pretoze pri A — 10 je LASSO penalizacia uz dost silna na to, aby optimalnym riesenim
LASSO tlohy (2.15) bol prazdny model, ¢o sa dalsim rastom A uz neméze zmenit. Toto
je v obr. 3.8 reprezentované konstantnou troviou trénovacej chyby MS Erpin(A) =
(nyain)T yrain /N e = (Nvain — 1) /Nvain, zodpovedajicou prazdnemu modelu, pre
A — 10. Nizsie ukdZeme, Ze dolné ohranicenie A > 1079 je tiez dostatocne nizke, pretoze
lezi nalavo od hodnoty minimalizujicej valida¢na a testovaciu chybu.

Pre postupnost 200 LASSO optimélnych modelov reprezentovanych regresnymi ko-

LA 200
eficientami {BL %0 ()\Z)} bola vypocitand validacnd chyba MSEv,(\) =
i=1
~LASSO
||y Vel — XvalﬁL (A)]|3/Nvar. Rozdelenim valida¢nej mnoziny na 10 rovnako velkych

casti bola rovnako ako pri nepenalizacnych metédach stanovend aj Standardna od-
chylka AMSEv,(\). Priebeh MSEv,(A) spolu s padsom spolahlivosti M S Evy, () +
AM S Ev, () je zobrazeny na obr. 3.9. Validaéna krivka ma velmi podobny tvar ako
sme pozorovali pri trénovacej chybe, odlisuje sa len pritomnosfou nevyrazného minima

pre Apin = 5.111 x 1074 Rozdiel MSEva(\) — MSEva(Amin) je velmi maly v po-

6Pre vietky uvazované hodnoty A vSak optimalna hodnota interceptu SEASSO(N\) ~ 10718, &m sa

ukézalo, ze jeho pridanie nebolo potrebné.
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Obr. 3.8: Trénovacia chyba MSErm,(\) = |[yT@in — XTaing

()‘)H%/NTrain pre

A € [1075,10Y. Platé pri A — 10 zodpovedd prazdnemu modelu s MSErm()\) =
.\ T .

(yTram) yTraln/NTrain = (NTrain — 1) /NTrain- Na opaénej strane MSETrain()\ = 10_6) ~

0.086.

rovnani 8 AMS Eva(Amin) pre A zo Sirokého okolia bodu Ay,,. Pre dal$iu analyzu bol

preto vybrany LRM urceny koeficientami BLASSO()\) zodpovedajicimi nielen Ay, ale
aj hodnotam
)‘j% = Imax {AlMSEVaI()\) S MSEVal()\min) + j 001 (SMSE\/&]} s (32)

kde j = 1,2 a IMSEv, = MSEva(A = 10) — MSEva(Amin) je rozpitie medzi mini-
mom validacnej chyby a jej maximom M .S Evy, (A — 00) = MSEy, (A = 10). Hodnoty
Amin, A1%, A2 a im zodpovedajuce chyby st uvedené v tabulke 3.2. LASSO modely
urcené koeficientami BLASSO()\) pre A = Amin, A\1%, Ao sa len malo lisia hodnotou va-
lida¢nej chyby, st vSak priepastne rozdielne z hladiska poctu |a,| nenulovych zloziek
vektora BLASSO(/\), t.j. po¢tu premennych v modeli. Hodnoty |a,| st pre Apin, A% a
Aoy, uvedené v tabulke 3.2 a pre celt uvazovani postupnost {)\i}?ici st znazornené na
obr. 3.10.

Testovacia chyba MSErqe(\) = [[yTt — XTeStBLASSO()\)H% /Nrest, Zndzornend na
obr. 3.11, m4 kvalitativne prakticky identicky priebeh ako sme pozorovali pri validacii.
Vyznamnejsi rozdiel je len v navyseni celkovej tirovne testovacej chyby oproti validacii,

¢o je sposobené prudsimi zmenami vystupu y v testovacej oblasti, ako uz bolo disku-

tované pri nepenaliza¢nych algoritmoch. Minimum testovacej chyby ako aj jej hodnoty
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Obr. 3.9: Validatnd chyba MSEv,(\) = [ly¥® — XValg (M|5/Nval & jej péas
spolahlivosti M S Ev,a(A) £ AMSEv, (M) pre A € {)\i}?gi a zodpovedajice koeficienty
~LA
{,BL 580 ()\z)} . Monoténny narast MSEv,(\) je zakonéeny platé pri A — 10 zodpo-
i=1

vedajiucim prazdnemu modelu, podobne ako v priebehu trénovacej chyby. Tato cast vsak
nie je zobrazend, aby bolo mozné detailnejsie zobrazit okolie minima krivky. Cervené zvislé
¢iarkované ciary vyznacuju hodnoty Amin, A19; a Agy, ktoré st spolu s im zodpovedajtucimi

chybami M S Ev,1(A) uvedené v tabulke 3.2.

Tabulka 3.2: Hodnoty Amin, A1y, Aoy, im zodpovedajica validaénd chyba M.SEvy,(A) a

testovacia chyba M S Emest(A) pre LASSO s pouzitim vSetkych p = 431 prediktorov. ||

, .. ~LASSO . . , .
oznacuje pocet nenulovych zloziek vektora (M), t.j. pocet premennych v LASSO opti-

mélnom modeli pri hodnote A. Uvedend je aj poloha minima testovacej chyby A&t a jej

velkost M S Eges; (AT,

min

A | | MSEva(A) | MSEre(N)
Amin | 5.111 x 1074 | 170 | 0.027863 | 0.053739
Atz | 3.037x 1073 | 83 | 0.028998 | 0.059360
Aae | 1.664 x 1072 | 40 | 0.030187 | 0.067424
ATest | 4347 % 1074 | 176 | 0.027913 | 0.053698

min
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Obr. 3.10: Pocty premennych |ay| v LASSO optimélnych modeloch pre A € {\;}2%). Zvis-
Iymi ¢ervenymi prerusovanymi ¢iarami st vyznacené Apin, A9, Aoy, ktorym zodpovedajice

hodnoty || st uvedené v tabulke 3.2.

pre A = Amin, A\1%, Ao st uvedené v tabulke 3.2. Pomocou A, sa podarilo polohu mi-
nima testovacej chyby odhadniuf velmi presne. Aj napriek relativne plytkému minimu
valida¢nej chyby malo teda zmysel presne sa riadif jeho polohou pri vybere optimal-

= 170).

neho modelu. Optimélny model obsahuje relativne vela premennych (|ay

min

Toto pre LASSO charakteristické spravanie, pozorované aj v ¢lankoch [2, 12], ma p6vod

~ LASSO
vo vychyleni koeficientov 8 (M) smerom k nulovej hodnote, pretoze penalizéciou v

.....

zloziek B;. Porovnanim vysledkov LASSO a valida¢cného VS.KL algoritmu dostdavame
M S Erest Amin) < M S Erpest (S®a)) < M S Erpet (A1) Validacny VS.KL je teda z hla-
diska odhadu predikénej chyby schopny konkurovat selekcii pomocou LASSO, je vSak
znacne vypoctovo narocnejsi. Dokonca, moze byt vhodnejSou alternativou v pripade,
ak z nejakého dovodu” sa chceme obmedzit na submodely s relativne malym poétom
prediktorov. Toto zodpoveda vysokym hodnotam A pri LASSO, kedy vsSak velka vy-
chylenost odhadov B " v§razne zvysuje odhad predikénej chyby. Napriklad, ak po-
rovname model S*a) zvoleny validaénym VS.KL algoritmom a LASSO model pre
A = Aig s podobnymi poctami parametrov Ay, = 93 a |ay,, | = 83, niZsiu testovaciu

chybu (odhad predikénej chyby) sme ziskali pri valida¢nom VS.KL algoritme.

"Napr. minimalizécia ndkladov na meranie vstupnych premennych, ¢ interpretovatemost vysled-

ného LRM.
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~LASSO
Obr. 3.11: Testovacia chyba MSEres(A) = |[yTest — XTGStBL (M]13/N1est a jej pés

spolahlivosti M S Erpest(A) £ AMSEqest(A) pre A € {/\i}?g? a zodpovedajice koeficienty
{BLASSO ()\z)} . Monoténny nérast MSFErest(A) je zakonéeny platé pri A — 10 zodpo-
vedajicim prézlgrllemu modelu. Tato Cast vSak nie je zobrazend, aby bolo mozné detailnejsie
zobrazit okolie minima krivky. Cervené zvislé ¢iarkované ¢iary vyznacéuji hodnoty Amin, A1y a

Aoz, ktoré st spolu s im zodpovedajicimi chybami M .S Epest () a minimom testovacej chyby

uvedené v tabulke 3.2.

Napriek tomu, ze LASSO nevyzaduje plni hodnost matice planu X, je relevantné
porovnat nepenaliza¢né algoritmy a LASSO za rovnakych podmienok, t. j. pri selekcii
z mnoziny p = 382 prediktorov vytvorenej predvyberom z pévodnej mnoziny 431 pre-
mennych pomocou pivotizacie z QR-rozkladu matice X. Aplikdciou LASSO na takéto
déta (s maticou X plnej hodnosti 382), dostavame velmi podobné priebehy validacnej
a testovacej krivky (MSEva(A) a MSErt())) ako v pripade p = 431 prezentova-
nom vyssie. Minimalne st aj rozdiely v hodnotach Ay, A1y, Ay, im zodpovedajucich
chyb M SEva (), MSEresi (), ¢ po¢toch premennych v modeli |a, |, ktoré uvadzame
v tabulke 3.3.

Relaxované LASSO

Relaxované LASSO, narozdiel od klasického LASSO, potrebuje ako vstup maticu planu
A relax
X plnej hodnosti. Stcastou vypoctu koeficientov B (A, ) je totiz aj vypocet LS
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Tabulka 3.3: Hodnoty Amin, A19, Aag, im zodpovedajica validaénd chyba MSEv,i()), tes-
tovacia chyba M S Erest () a poCet premennych v modeli |ay| pre LASSO pri pouziti p = 382
prediktorov zvolenych predvyberom pomocou QR-rozkladu matice planu X. Doplnena je aj

poloha minima testovacej chyby ALt a jej velkost M S Eqes; (ALE).

min min

A | | MSEva(A) | MSEre(N)
Amin | 5.543 x 104 | 157 | 0.027980 | 0.053524
At | 2.801 x 1073 | 89 | 0.029135 | 0.057792
Ase | 1.804 x 1072 | 34 | 0.030316 | 0.067739
ATest | 6,010 x 1074 | 150 | 0.027986 | 0.053510

min

odhadu Bzf pre submodel dany mnozinou indexov «, nenulovych zloziek vektora
BLASSO()\). Relaxované LASSO sme preto aplikovali na mnozinu p = 382 prediktorov
vytvoreni predvyberom premennych pomocou pivotizacie z QR-rozkladu matice planu
X. Uvazovali sme mriezku 50 hodndt {);}72, rozmiestnenych v intervale A € [10~5,10']
podla vzorca \; = 10", kde hodnoty exponentu u; boli rovnomerne rozdelené v intervale
[—6,1], t. j. u; = =6+ (7/49)(i — 1), i = 1,...,50. Mriezka hodnot {v;}2, parametra

7 bola tvorend 10 bodmi rovnomerne rozmiestnenymi v intervale [0, 1].

. . ~relax
Priebeh trénovacej chyby M S Eryain(A, ) = |[y T — XTrain g (A ~)[|2 / Npain mo-

50,10
i=1,j=1

delov zvolenych relaxovanym LASSO pre kombinacie parametrov {(\;,v;)} je
znazorneny na obr. 3.12. Tuto zavislost je potrebné interpretovat dvojuroviovo, pretoze
hodnoty (\;, ;) dvojrozmernej mriezky si na jednorozmernej z-ovej osi usporiadané
v blokoch (A;;y1 = 1),..., (A, 710 = 0) s fixovanym \; a postupne klesajticimi hodno-
tami 7®. Hlavny trend zdvislosti M.SErain(A,7) je tak prioritne dany zdvislostou od
parametra A. Tato ma charakter postupného poklesu s klesajiucim A, analogického ako
v zéavislosti M S Erp.im(\) pre klasické LASSO. Nie je to prekvapivé, pretoze kazdy z
10-prvkovych blokov (), {fyj}]l.ozl) na z-ovej osi zac¢ina kombindciou (\;,y; = 1), ktorej
zodpovedd LASSO odhad regresnych koeficientov Brelax(/\i,v =1) = BLASSO()\Z»). \Y%

ramci blokov (), {7]-};0:1) trénovacia chyba M .S Eruim (A, ) klesé s poklesom ~ viac,

8Dvojrozmernému grafu sme sa snazili vyhnit napriklad aj preto, Ze pri vykreslovani validacnej a

testovacej chyby by bolo komplikované zobrazit intervaly spolahlivosti pre MSE(A, ).
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Obr. 3.12: Trénovacia chyba MSFEr.m(A,7y) = [y — XTraing (A '1)|13/N1paim pre
A € [1079,10']. Parametre {)\;}22,, {v}12, st usporiadané po blokoch (A, {fyj}}il) s fixova-

nou hodnotou A = A;. Hodnoty A klesaju v smere zlava doprava, v klesd od v1 =1 do v19 =0

smerom doprava v ramci kazdého z blokov.

¢i menej vyrazne, v zavislosti od toho, ako silne LASSO penalizacia vychylila odhad
koeficientov BLASSO()\i) smerom k nule oproti LS odhadu BZi Inak povedané, nakolko
penalizacia s parametrom \; znizila pocet stupnov volnosti mnoziny pripustnych LRM
(zlozitost triedy hypotéz) pre regresiu trénovacich dat oproti LS tulohe. Pre A — 10
opat kvoli silnej penalizacii dostavame prazdny model.

~ relax

Obr. 3.13 zobrazuje validaéni chybu M S Eva (), v) = ||y =XY218 (A, )2/ Nyal
a jej pas spolahlivosti MSEva (A, v) £ AMSEva(A,7y) ziskany obvyklym spésobom.
Hlavny trend (zévislost od \) je velmi podobny ako pri trénovacej chybe. Vyrazne
odlisny je vSak priebeh M S Eva (A, ) v zavislosti od v v rdmci blokov (), {’yj}]lil) S
fixovanou hodnotou A = \;. V lavej casti (velké A) chyba M.SEva (A, ) prudko klesa s
tym, ako sa poklesom 7 menia koeficienty Brelax()\, v) z LASSO odhadu BLASSO()\) na
LS odhad BLS()\). Vzhladom na silnt penalizaciu je pocet stupnov volnosti pri LASSO
v tejto oblasti nedostato¢ny na kvalitny popis dat, hlavnym prispevkom k chybe v
pripade LASSO je preto vychylenie odhadu BLASSO(A) smerom k nule (bias). LS odhad
BLS()\) konstruovany na mnozine premennych a; je nevychyleny, vdaka malému poctu
|ax| premennych v modeli st¢asne nedochédza k preuceniu, varian¢énd zlozka chyby pre

LS je preto velmi nizka. Prechodom od LASSO odhadu smerom k LS odhadu sa preto
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Obr. 3.13: Validacna chyba M SEva(\,7) = ||y — XV237 (X, 7)[|2/Nval a jej pas spo-
Tahlivosti M .S Evai(\,7) &£ AM S Evai(A, ) pre relaxované LASSO a A € [1076,10!]. Minimum
MSEvar (AYah, 7¥ah ) = 0.027578 sa nadobiida pre (A3, 742l ) = (1.9307 x 10-2,1/3). Pocet

min’ Vmin

premennych v zodpovedajicom modeli je |y vai | = 106.

znizuje cast chyby spdsobena bias-om bez toho, aby to vyvolalo vyznamnejsi narast
variancnej zlozky:.

V pravej ¢asti priebehu pozorujeme presne opaéné spravanie. Cim viac poklesom -y
vplyva LS odhad ,@LS()\) na hodnotu koeficientov Brelax()\, 7v), tym viac narastd chyba
M SEva (A, 7). V tejto oblasti je penalizacia velmi slaba, preto je pocet premennych | |
v modeli velky. Pocet stupnov volnosti pri LASSO je uz postacujici na kvalitny popis
dat, preto zlozka chyby sposobena bias-om klesa k svojmu minimu v rdmci uvazovanej
uz ale vedie k preuceniu a nafiknutiu variancénej zlozky chyby. Prechodom od LASSO
odhadu smerom k LS odhadu sa preto prispevok chyby sposobeniej bias-om prakticky

nemeni, kym varian¢nd zlozka vyznamne narastie.
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Pre hodnoty A medzi tymito dvoma extrémami pozorujeme bias-variance trade-off
medzi poducenim pri LASSO a preucenim pri LS. Vysledkom je, ze zavislost
M S Eva (A, 7y) ako funkcia vy mé tvar ,U“, ktoré je vychylené na jednu, ¢i druhi stranu,
podla toho, ¢i prevazuje variancna zlozka chyby alebo prispevok od bias-u. Minimum
chyby sa dosahuje pre 0 < v < 1, teda pre model, ktory je kompromisom medzi LASSO
a LS.

Pri klasickom LASSO je vo validac¢nej krivke casto pozorované velmi plytké mi-
nimum, ¢o vyrazne zvysSuje neistotu pri vybere modelu minimalizujiceho prediként
chybu na zaklade validacie. Relaxované LASSO nam vyber znac¢ne ulahcuje, lebo pre
kazdé A ihned vidime, ktora zlozka chyby prevazuje, resp. aka je velka. Aj napriek rela-
tivne Sirokému intervalu spolahlivosti validaénej chyby M .S FEy, (A, ) sa tymto vyrazne
zvysuje miera nasho presvedcenia o vhodnosti vyberu konkrétneho LRM na zdklade

priebehu valida¢nej krivky. V tomto konkrétnom pripade je zrejmé, ze nalavo od po-

Val Val

lohy minima validac¢nej chyby (Amin, ymm) je prevazujucim efektom poducenie, napravo

preucenie. V bloku priamo obsahujicom minimum st tieto efekty vyvazené, pretoze za-
vislost MSEva(AY2l ~) mé tvar ,U“ s rovnako vysokymi stranami. Potlacenie bias-u
¢iastocnym prechodom od LASSO odhadu BLASSO()\) k LS odhadu BLS()\) mé za né-
sledok, Ze v optimalnom modeli je len [a,va | = 106 premennych, ¢o je vyrazne menej
(zhruba 2/3) nez pri klasickom LASSO.

Priebeh testovacej chyby MSFEre(A,v) = [[y™ — XTeStBrelaX()\,’y)H% /Nrest (vid

obr. 3.14) velmi detailne kopiruje tvar valida¢nej krivky. Preto aj poloha minima

Val Val

min> Vmin

validac¢nej chyby ()\ > je dobrym odhadom polohy minima testovacej chyby

Test Test
(Amin ) ’ymin

), st to susedné mriezkové body. Ziskana hodnota odhadu predik¢nej chyby
M S Erpes ()\X?L, ferl?rll) je mierne niZSia oproti klasickému LASSO, a tym aj oproti vset-
kym nepenalizacnym metédam. Vo vSeobecnosti by relaxované LASSO malo vzdy pri-
niest aspon tak dobré vysledky ako klasické LASSO, lebo je jeho zovSeobecnenim.
Vzhladom na vyssie uvedené sa relaxované LASSO zda byt univerzalne odporucitel-
nym selekénym algoritmom v pripadoch, kedy matica planu X ma plni hodnost. Ak

tato podmienka nie je splnend, mozno pred pouzitim relaxovaného LASSO vykonat

predselekciu napr. pomocou QR-rozkladu matice X alebo klasickym LASSO.
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Obr. 3.14: Testovacia chyba MSEres(N,y) = |[yTet — XT3 (N 9)]3/Nrest 2 jej

pas spolahlivosti M S Etest (), Y) £ AM S Eest (N, v) pre relaxované LASSO a A € [1076,101].
Minimum M S Erpest ()\Eﬁff, Eﬁflt) = 0.052557 sa mnadobuda pre ()\Eﬁff, El‘fflt) =
(1.9307 x 1073, 2/9). Poéet premennych v zodpovedajiicom modeli je |ayrese | = |ayvar | = 106,
kedze ALt = AVal = Chyba pre parametre ()\XI?L,VX%) stanovené na zaklade validdcie je

MS Erese Aok, 738 ) = 0.052617.
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Z.aver

Povodnym zamerom predkladanej prace bolo porovnat standardné metody selekcie
premenych v linedarnom regresnom modeli, ako napr. dopredna a spatna selekcia ¢i
LASSO, z hladiska minimalizécie predikénej chyby nimi zvoleného modelu. Prirodze-
nou sucastou tejto ulohy je aj snaha o odhad minima ocakavanej predikénej chyby
dosiahnutelnej akymsi teoreticky idedlnym selekénym algoritmom. Otazka vhodného
pristupu k hladaniu globalneho minima odhadu predikcnej chyby vsak dosial nie je
uspokojivo vyriesena. Viaceri autori hladaju odpoved v tzv. best subset pristupe, pri
ktorom je iplnym prehladanim mnoziny submodelov vytvorena postupnost LRM, ktoré
minimalizuju trénovaciu chybu pre kazdy pripustny pocet premennych v submodeli. Z
tejto postupnosti je nasledne ako optimélny submodel zvoleny ten, ktory minimalizuje
(cross)valida¢ni chybu alebo niektoré z informaénych kritérii. Iné met6dy selekcie (do-
predné selekcia, LASSO, ...) st povazované len za heuristické aproximéacie best subset
pristupu v pripade, ked tplné, alebo aspon dostatoc¢ne dokladné, prehladanie mnoziny
vsetkych pripustnych submodelov nie je z dovodu vypoctovej narocnosti prakticky re-
alizovatelné. Ako je vsak teoreticky a aj pomocou numerickych simulacii zdévodnené v
¢lanku [12], tento pohlad vo vSeobecnosti nie je spravny. M4 svoje odpodstatnenie iba
v pripade vysokého signal to noise ratio (SNR), t. j. v situdcii, kedy ndhodn4 zlozka
v datach (Sum) je vyrazne nizsia nez deterministicky prispevok modelu popisujiceho
zéavislost medzi vstupmi a vystupom.

V ¢lanku [12] bolo ukdzané, ze univerzalnym selekénym algoritmom, ktory, v po-
odhadovanej predikénej chyby, je tzv. relaxované LASSO. Avsak este predtym, nez sme
sa s citovanym ¢lankom oboznamili (januar 2018), zamerali sme sa na best subset pri-

stup. Snahou bolo vytvorit selek¢ny algoritmus, ktory by sice negarantoval najdenie
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submodelov danej velkosti minimalizujicich trénovaciu chybu ako v pripade best sub-
set, tieto vysledky by vSak velmi dobre aproximoval, a pritom by bol dostato¢ne rychly
pre praktické vypocty, a to aj pre modely s radovo stovkami premennych. Vysledkom
je tzv. VS.KL algoritmus. Vychadzajic z podstaty delenia dat na trénovaciu a vali-
dacni mnozinu, ako aj v snahe o implementaciu zaverov z ¢lanku [12], boli nasledne
modifikaciou algoritmov VS.KL a doprednej selekcie vytvorené ich validacné verzie.

Vyznam tejto prace teda treba chapat v dvoch rovinach - teoretickej a prakticke;j.
Hlavné teoretické vysledky st nasledovné:

Citatel je obozndmeny s vyhodami a eleganciou formalizmu sweepovania, ako $pe-
cidlneho pripadu tzv. principal pivot transform (PPT). Vlastnosti podstatné pre apli-
kaciu sweepovania pri selekcii premennych v LRM st detailne popisané vo forme viet a
liem, vo vacsine pripadov aj s potrebnymi dokazmi. Tato ¢ast prace vyznamne cerpa z
prehladového ¢ldanku o PPT [24] a kratkych kapitol v knihédch [20, 15], pritom vsak nejde
len o kompilat uz skor publikovanych vysledkov. Niektoré vety a dokazy (napr. lema
1.4.6) boli totiz vyznamne preformulované, aby lepsie vyhovovali potrebam tejto prace.
Okrem toho, pokial je ndm zname, dosial nepublikovanym vysledkom je formulacia a
dokaz viet 1.4.12 a 1.4.20 pre elegantny vypocet hodnoty RSS modelu vygenerovaného
Iubovolnou kombinéciou pridania a odobrania premennych z aktualneho modelu. Spe-
cialne pedagogické tusilie je venované intuitivnemu odvodeniu formalizmu sweepovania
a jeho vlastnosti na zaklade stivisu so ststavou rovnic a ohraniceni (1.21) - (1.23). V
dostupnej literature je totiz sweepovanie zavadzané definitoricky, bez toho, aby bol
blizsie objasneny sivis s poévodnou ulohou selekcie premennych v LRM. Z vlastnych
pozorovani vychadzaju aj uvedené odportucania podstatné pre dosiahnutie uspokojivej
numerickej presnosti pri praktickej realizacii vypoctov na baze swepovania.

Druhym hlavnym teoretickym vystupom je navrh algoritmu VS.KL, ktory je he-
uristickou nahradou best subset pristupu s cielom vyrazne znizif vypoctovi narocnost
pri zanedbatelnom zhorseni kvality vysledkov. VS.KL bol vytvoreny spojenim hlavnej
myslienky vymenného KL algoritmu pouzivaného v oblasti optimalneho navrhu statis-
tického experimentu ([19, 1]) a formalizmu sweepovania. Podobnd metéda, hoci zrejme
inak motivovand, bola uz v minulosti navrhnutd Millerom [18] pod ndzvom sequential

replacement. Nami navrhnuty algoritmus sa vsSak vyrazne liSi detailami implementa-
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cie, najma mechanizmom restartovania, ktory vyrazne zlepsuje rychlost konvergencie
a stabilitu vysledku. Ako naznacuji doterajsie numerické vysledky, VS.KL. dokaze pri
malom pocte premennych (maximélne 50-100) a vhodnom nastaveni parametrov do-
siahnut prakticky identické vysledky ako referen¢ny branch and bound best subset
algoritmus od Furnivala a Wilsona [5], a to za vyrazne kratsi ¢as vypoctu. Pri va¢Som
pocte premennych, kedy uz branch and bound pristup nie je prakticky realizovatelny,
VS.KL dosahuje nizsie RS'S pri vyrazne nizsej vypoctovej naroc¢nosti nez alternativna
metdda zalozena na zmieSanom celoc¢iselnom programovani (MIO).

Dalsimi vlastnymi navrhmi selekénych algoritmov st validaéné verzie VS.KL a do-
prednej selekcie. Tieto metody sa snazia vytvorit postupnost submodelov minimali-
zujicich validacni (a nie trénovaciu) chybu pre kazdy pripustny pocet premennych,
pritom vsak regresné koeficienty su dané ako LS odhady B vypocitané z trénovacej
mnoziny. Na zaklade doterajsich vysledkov mozno usudzovat, ze validacny VS.KL al-
goritmus mé potencial byt za istych okolnosti konkurenciou pre relaxované LASSO ako
referencni metédu, pokial nebude kladeny déraz na dobu vypoctu.

Medzi teoretické vystupy mozno zaradit aj detailny popis prehladavacich selekénych
algoritmov (best subset, doprednda a spatné selekcia), pri ktorom je kazdy krok jasne
matematicky formulovany. V tejto casti nadvdzujeme na vyborny a najma vynimocne
velmi podrobny vyklad v knihe [20], ktory v pripade potreby rozvijame o dalsie detaily.

Praktické vystupy su reprezentované porovnanim numerickych vysledkov aplikacie
uvedenych selekénych metdd na sadu redlnych dat s viac ako 400 premennymi a 20000
pozorovaniami. Pri komparativnej analyze sme uprednostnili redlne data pred simu-
lovanymi, pretoze v tomto pripade sa selekéné algoritmy vystavené ovela narocnejsej
ulohe. Musia si totiz poradit s tym, Ze zdrojovy model sa vo vSeobecnosti v ¢ase po-
stupne vyvija.

Potvrdila sa nizka vypoctova narocnost penaliza¢nych metéd (LASSO a relaxované
LASSO) a doprednej selekcie, v pripade ktorych vypocet trval len niekolko sekiind,
maximalne desiatok sektind, a to na pocitaci s relativne slabym vypocétovym vykonom.
aj optimalny model velmi presne odhadnit na zaklade validacnej krivky. Relaxované

LASSO vytvorilo model len s mierne nizsim odhadom predikénej chyby nez klasické
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LASSO, avsak tento model obsahoval vyrazne nizsi pocet premennych (106 oproti
157). Navyse, vdaka tvaru validacnej krivky bol optimélny model pri relaxovanom
LASSO zvoleny s vyrazne vyssou mierou presvedcenia o vhodnosti vykonanej volby.
Jedinym pozorovanym nedostatkom relaxovaného LASSO je skutoc¢nost, ze, narozdiel
od klasického LASSO, nemoze byt priamo aplikované na data s linedrne zavislymi
prediktormi. Ukazali sme vSak postup, ako tento problém obist predvyberom mnoziny
linedrne nezavislych prediktorov.

V kategorii prehladavacich metéd sa model s najnizsim odhadom predikénej chyby
podarilo zvolit pri validacnom VS.KL algoritme. Ziskany odhad je vSak mierne horsi nez
v pripade LASSO metdd. Vysledky validacného VS.KL algoritmu by sa mohli zlepsif,
ak by bola zvolena vacsia validacna mnozina. V nasom pripade obsahovala len zhruba
7% dét. S vyraznym odstupom za valida¢nym VS.KL nasledovali vysledky VS.KL, MIO
a doprednej selekcie, medzi ktorymi, s prihliadnutim na vyrazne roztraseny charakter
valida¢nej a testovacej krivky a sirku pasu spolahlivosti, nie je z pohladu predikcie vy-
znamny rozdiel. VS.KL algoritmus vSak vynikal pri hladani modelov minimalizujtcich
trénovaciu chybu, tesne nasledovany MIO pristupom, ktory je vsak vyrazne vypoctovo
narocnejsi. Dopredna selekcia zvolila najma pri nizsich velkostiach modely s vyrazne
horsimi trénovacimi chybami. Najhorsie modely z hladiska odhadu predikénej chyby
boli zvolené validacnou doprednou selekciou.

Na zaklade uvedeného a s prihliadnutim na predbezné vysledky na inych sadach dat
mozno suhlasit so zadvermi ¢lanku [12], Ze najuniverzéalnej$im algoritmom pre selekciu
premennych v LRM s cielom minimalizacie odhadu predikénej chyby je relaxované
LASSO. Bolo by vsak vhodné dalsimi analyzami preverit potencial valida¢ného VS.KL
algoritmu, najmé v pripade dostatocne velkej valida¢nej mnoziny a vysokého SNR.
Pre aproximativne riesenie best subset tlohy pri radovo stovkach prediktorov mozno

odporucat pouzitie VS.KL algoritmu.
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