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Abstrakt

DZUGASOVA, Nina: Dynamické modelovanie $irenia infekénych ochoreni [Diplomova
pracal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky,
Katedra aplikovanej matematiky a statistiky; skolitel: prof. RNDr. Daniel Sevéovié, DrSc.,
Bratislava, 2018, 62 s.

Matematické epidemiolégia je odvetvie, ktoré skiima $irenie infekénjch ochoreni. Sire-
nie infekcie sa d& popisat a predpovedat matematickymi modelmi, ktoré pouzivaju Siroké
spektrum parametrov sliziacich na detailnejsi opis nakazy a jej Sirenia. V tejto praci su
predstavené zakladné parametre modelov predpovedajucich Sirenie osypok. Uvadzame za-
kladny, najcastejsie pouzivany, najstarsi a najznamejsi SIR (z angl. vnimavy — infekény —
iminny) model zostaveny z obyc¢ajnych diferencidlnych rovnic a vySetrujeme jeho stabi-
litu. Z neho st odvodené dalsie dynamické deterministické modely, akymi st SEIR model,
a tiez SEIR model so sekundarnou vnimavostou. Jednym z cielov tejto préace je modifi-
kovanie SEIR modelu so sekundarnou vnimavostou o niekolko parametrov a otestovanie
jeho funkénosti. Tento model je nazvany SEIR2 modelom. Dalej vysvetlujeme vyznam
jeho pouzitia a porovname ho s ostatnymi modelmi. Vo vSetkych modeloch sa pokusame
o ¢o najlepsie nastavenie hodnot parametrov. V SEIR2 modeli skimame dopad znahodne-
nia uréitych parametrov. Dalsim z cielov tejto prace je rozsirit SEIR2 model o priestorovii
struktiru rozdelenim populacie do geografickych celkov, v ktorych sa uplatnuju urcité

charakteristiky typické pre kazdy z celkov.

Klacové slova: Osypky, Ockovanie, Reprodukéné ¢islo, SEIR model, Priestorova

heterogenita, Obycajné diferencidlne rovnice



Abstract

DZUGASOVA, Nina: Dynamical modelling of the spread of infectious diseases [Diploma
Thesis], Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informa-
tics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: prof. RNDr. Daniel
Sevéovi¢, DrSc., Bratislava, 2018, 62 p.

Mathematical epidemiology is a branch of biomathematics, which studies the spread of
infectious diseases. This spread can be described and predicted by dynamical mathema-
tical models that use wide range of parameters which serve for more detailed description
of infection and its spread. In this thesis we present basic parameters used in models
predicting measles’ spread. We introduce the basic, most commonly used, the oldest and
the most famous SIR (Susceptible — Infectious — Removed) model which consists of ordi-
nary differential equations and we analyze its stability. Out of this model other dynamical
deterministic models are derived such as SEIR model and SEIR model with secondary
susceptibility. One of our objectives is to modify SEIR model with secondary susceptibi-
lity by several parameters and test its functionality. We name this model SEIR2 model,
explain the meaning of using it and compare it with other models. We try our best to
adjust parameters in all models. In SEIR2 model we examine the impact of randomness
of particular parameters. Another objective of this thesis is to extend SEIR2 model with
spatial heterogeneity by dividing population into geographical units in which particular

characteristics typical for every unit are applied.

Keywords: Measles, Vaccination, Reproduction Number, SEIR Model, Spatial
heterogeneity, Ordinary Differential Equations
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UVOD

Uvod

Infekéna choroba je ochorenie sposobené réznymi mikroorganizmami ako st virusy a bak-
térie. Po vniknuti choroboplodnych zarodkov do organizmu sa po inkubacnej dobe, ktora
je pre kazdu infekénti chorobu rézna, prejavi vlastnéa choroba. Po jej prekonani si vytvara
¢lovek kratkodobt alebo celozivotni odolnost, tzv. imunitu.

Jednou z najnakazlivejsich infekénych chordb st osypky. Siria sa vzdusnou cestou a
ochorie na ne kazdy nezaockovany clovek, ktory sa stretne s chorym. Nezaockované vni-
mavé osoby velkou mierou napomahaju Sireniu infekcie. Preto je pre dosiahnutie kolek-
tivnej imunity potrebné aspon 95%-né zaockovanie populdcie, ktoré sa povazuje za mini-
malnu hranicu kolektivnej imunity pre osypky.

Podla Uradu verejného zdravotnictva SR. [13] bolo na Slovensku v roku 2017 hlasenych
7 pripadov osypok, z ktorych 5 0sdb bolo zaockovanych. Vsetci patrili do vekovej skupiny
30-45 rokov, ktorej bol zisteny nizsi podiel s pozitivitou protilatok. V minulosti totiz
neboli dostato¢ne dobré podmienky pre uskladnovanie vakcin, ¢im doslo k c¢iastoénému
znehodnoteniu a nestabilite vakcin. V dosledku toho sa zistil len 86-95% podiel pozitivnych
protilatok v tele zaockovanych. V januéri 2018 bolo hlasenych zatial 6 pripadov osypok.

V susednej Ceskej republike je situdcia s osypkami o nieco horsia. Podla Ministerstva
zdravotnictva CR [6] bolo v aprili 2018 hldsenjch az 70 pripadov osypok, povicsine u deti,
z ktorych 39 o0sdb bolo nezaockovanych a niekolko z nich bolo zaoc¢kovanych len jednou
davkou vakciny z dvoch povinnych. Jednym z dévodov stcasného zvyseného vyskytu
infekcie v CR je nizka zaoc¢kovanost obyvatelstva — len 90%.

Inym doévodom moze byt v poslednych rokoch zaznamenany narast poctu odporcov
ockovania, ktori propagujui napriklad myslienku o vzniku autizmu v nasledku ockovania.
Odborny ¢asopis Vaccine publikoval meta-analyticki stadiu [11] zamerani na zistenie
stvislosti medzi ockovanim a vznikom autizmu. Tato stvislost vSak nepotvrdil. Odborné
informécie o faktoch a mytoch ockovania moéZeme najst aj na stranke [7].

Dolezitym poznatkom je, ze virus osypok sa na Slovensko a do Ceskej republiky pre-
nasa hlavne migrujticimi osobami alebo nezaockovanymi cestovatelmi do krajin s velkym
rizikom nékazy. Napriklad tento rok sa na zvySenom ochoreni osypkami podiela aj import
z Ukrajiny, odkial pochadza zatial 21 pripadov.

Sttdiom infekénych choréb sa zaoberd matematickd epidemiolégia, odvetvie, ktoré
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UVOD

hlada a sktima faktory ovplyviiujice zdravie obyvatelstva. Jej cielom je modelovat alebo
predpovedat Sirenie infekénych choréb v populécii pomocou matematickych modelov. Je
sucastou SirSej oblasti nazyvanej biomatematika alebo matematickd bioldgia, ktord mo-
deluje prirodzené biologické procesy pomocou matematickych technik a néastrojov.

Za zakladatela epidemioldgie mozeme povazovat gréckeho lekara Hippokrata. Bol pr-
vym vedcom, ktory skiimal vztahy medzi vyskytom ochorenia a vplyvom prostredia. Za-
viedol aj terminy endemicky (pre choroby, ktoré sa vyskytuju v uréitej oblasti alebo
prostredi) a epidemicky (pre choroby, vyskytujice sa hromadne v ur¢itej dobe).

Matematicka epidemioldgia, na rozdiel od klasickej, skiima vyskyt chordb na teoretickej
urovni. Pri modelovani pouziva rozne modely, ktoré sa mozu odlisovat ciefom, ako napri-
klad zakladné modely sltiziace na pochopenie zakonitosti, az po komplexnejsie modely
sluziace na popis alebo predpovedanie Sirenia infekénych ochoreni v zavislosti od roznych
parametrov a sucasnej situacie.

Najpouzivanejsim modelom v epidemioldgii je SIR (Susceptible — Infectious — Removed)
model, ktory zostavili uz v roku 1927 dvaja lekari Kermack a McKendrick [4]. My sa vSak
v tejto praci zaoberame najmi SEIR (Susceptible — Exposed — Infectious — Removed)
modelom so sekundarnou vnimavostou predstavenym v ¢lanku [8] z ¢asopisu Nature.

Tato praca cerpé velkou mierou z diela autorky profesorky Hudeckovej, profesora
Sevcovica a kol.: Biomatematické modelovanie a vyhodnocovanie indikdtorov ochoreni
preventabilngch ockovanim [2].

Systém obyc¢ajnych diferencidlnych rovnic, z ktorych pozostava SEIR model so sekun-
darnou vnimavostou rozsirime o niekolko parametrov, vysvetlime vyznam ich pouzitia
a nazveme ho SEIR2 modelom. Otestujeme jeho funk¢énost a porovnédme ho s ostatnymi
spominanymi dynamickymi modelmi. Tiez preskiimame, aky dopad by malo znahodne-
nie niektorych parametrov ako napriklad reprodukéného cisla alebo pociatocnej miery
vnimavosti.

Nakoniec pomocou prace [2] a [9] rozsirime SEIR2 model o priestorova Struktiru,
otestujeme funkénost modelu a porovname ho so skutoénostou. Predstavime modelovy
priklad, kedy na tzemie Slovenska, konkrétne do Bratislavského kraja, pride niekolko
infekénych os6b a budeme sledovat, ¢i sa infekéné choroba rozsiri do ostatnych krajov,

a C¢i vobec vznikne epidémia.
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1. ZAKLADNY SIR MODEL

1 Zakladny SIR model

Ulohou matematickej epidemioldgie je modelovaf Sirenie infekénjch chordb a snazif sa
tymito modelmi ¢o najviac priblizit skuto¢nej situécii. Jednym zo sposobov ako to docielit
je pouzit metédu, ktord deli populaciu do urc¢itych skupin, tzv. kompartmentov, na zéklade
ich epidemiologického statusu. Zakladny kamen tejto myslienky polozili uz v roku 1927
dvaja lekdri W. O. Kermack a A. G. McKendrick vo svojej praci [4], v ktorej popisali
epidemiologicky model dnes nazyvany SIR model.

SIR model je kompartmentovy model, podla ktorého sa populacia deli do nasledujicich

troch epidemiologickych celkov:

e Susceptible (z angl. vnimavi): skupina Iudi, ktorych moéze nakazit infekény ¢lovek

a stanu sa tak infekénymi,
e Infectious (z angl. infekéni): skupina Iudi, ktori boli infikovani a mézu $irit nakazu,

e Removed/Recovered (z angl. odolni, imdnni, rezistentni): skupina Tudi, ktori si vy-
tvorili imunitu vdaka ockovaniu alebo prekonanim infekcie, nie st uz infekéni ani

nemozu byt infikovani.

Osoba patriaca do istej skupiny musi spliat uréité predpoklady. T¥mto sposobom mé
kazda so skupin osobité vlastnosti, ¢o ndm umoznuje jednoduchsie modelovanie situacie.
SIR model je v epidemiolégii najstarsim, najpouzivanejSim a najcastejsie spominanym
modelom. Je to dynamicky a deterministicky model tvoreny systémom nelinearnych oby-
¢ajnych diferencidlnych rovnic. MéZeme v fiom definovat dva typy prechodov medzi epi-
demiologickymi skupinami a to infikovanie a vyliecenie. Nazorna ukazku dynamiky medzi
epidemiologickymi skupinami mozno vidiet na Obrazku

novonarodeni (u)

vnimavi infekéni imanni

(S) () (R)

Obr. 1: Schéma SIR modelu.

Pri kontakte vnimavej osoby s infekénou dochadza k infikovaniu a presunu vnimavych

12



1. ZAKLADNY SIR MODEL

do skupiny infekénych s parametrom 3. Prechod medzi skupinami infekénych a odolnych
nazyvame vylieCenie, ktoré zavisi iba od parametra . Do skupiny vnimavych vstupuju
novonarodené deti s parametrom p, a s tym istym parametrom zo systému, teda z kazdej
skupiny, odchadzaju zomreli. KedZe miera natality a mortality je rovnaké, zachovava sa
velkost populacie. Samozrejme, tieto miery mdzu byt aj rozdielne, ale vzhladom na ciele
tejto prace, ak nie je povedané inak, budeme uvazovat len konstantni populaciu.
Vyznam jednotlivych parametrov si vysvetlime v spojeni s celym systémom diferen-

cidlnych rovnic popisujticich SIR model:

Systém diferencialnych rovnic pre zakladny SIR model \
—L = ———— —uS(t
dI(t) _ pI(t)S(t)
= —~I(t) — pl(t 1.1
LD PROS) o1y — (o) (11)
dR(t
O _ 10 - ure).

Velkost populacie je oznacend pismenom N. Parameter u predstavuje mieru natality
a mortality, teda vyraz uN reprezentuje pocet novonarodenych osdb a vyrazy uS(t), ul(t),
uR(t) predstavuju osoby odchadzajuce zo systému v désledku prirodzeného timrtia.

Vyraz vI(t) predstavuje pocet vylieGenych osob, kde parameter v oznacuje mieru vy-
liedenia sa, t.j. rychlost akou sa infek¢éné osoba stdva iminnou. Prevratend hodnota tohto
parametra potom oznacuje dizku infekénosti nékazy.

Parameter [ je prenosovy parameter, ktory predstavuje riziko, s akym sa nakazi vni-
mavé osoba od infek¢nej za jednotku ¢asu. D4 sa vyjadrit aj ako sucin pravdepodobnosti
(p) prenosu ochorenia z vnimavej osoby na infekéni a priemerného poétu ich kontaktov
(m), teda

B = pm. (1.2)

BI()S(1)
N

Potom vyraz oznacuje pocet novonakazenych osdb za jednotku casu.

Sirenie infekéného ochorenia budeme sledovat na intervale [0, T], kde T bude predsta-
vovat jeden rok. K diferencidlnym rovniciam je potrebné definovat aj pociatoény stav,
z ktorého vychadzame. Za pociatocny cas si zvolime ¢ = 0. Potom pociatocny stav budu

vyjadrovat hodnoty S(0), 7(0) a R(0). Na zaciatku im pridelime konkrétne hodnoty

13



1. ZAKLADNY SIR MODEL

a budeme sledovat ich vyvoj v Case.

1.1 SIR model zohladniujici ockovanie

Dal$im zaujimavym a realistickejsim modelom je SIR model s pridanim oc¢kovania, kde
nam pribudne miera pokrytia vakcinou oznacend parametrom f. Hovori o tom, aka ¢ast
obyvatelstva zaockujeme a pocita so stopercentnou tcéinnostou vakeiny, t.j. kazdéa zaocko-
vané osoba si vytvori uplnt imunitu. Schému SIR modelu s o¢kovanim méZeme vidiet na

Obrazku 2

novonarodeni ()

vnimavi P infekéni Y imuanni
(S) M (R)
u zomreli (u)

zaockovani (f)

Obr. 2: Schéma SIR modelu so zahrnutim ockovania.

Z dovodu zjednodusSenia a prehladnosti modelov v dalsom nebudeme pisat zavislost pre-
mennych S(t), I(t) a R(t) od ¢asu, t.j. budeme pisat len S, I a R. Systém diferencialnych

rovnic pre SIR model s ockovanim vyzera nasledovne:

Systém diferencialnych rovnic pre SIR model s oc¢kovanim N
s BIS
— =u(l—f)N —— —uS
al  pIS
dR

(. J

V tomto pripade deti, ktoré si po narodeni zaockované (;1fN) sa dostavaju priamo do
skupiny imtnnych a ostatné nezaockované deti (u(1 — f)N) ostavaji vnimavymi. Zvy$né

vyrazy v systéme diferencialnych rovnic st oproti systému [1.1] nezmenené.
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1. ZAKLADNY SIR MODEL

1.2 Reprodukéné éislo

Dolezitym parametrom, ktory nevystupuje priamo v systéme diferencialnych rovnic, no
charakterizuje infekéné ochorenia je reprodukéné ¢islo Ry (z angl. reproduction number).
Vyjadruje priemerny pocet nakazenych osob, ktoré v plne vnimavej populacii nakazi jedna

infekéné osoba. Podla [3] mo6zeme reprodukéné ¢islo vyjadrit vztahom:
Ry = mpd, (1.4)

kde m je priemerny pocet stretnuti vnimanej osoby s infekénou za jednotku casu, p je
pravdepodobnost prenosu ochorenia medzi tymito dvomi osobami a d je priemerné doba
infekcénosti.

Teraz si ukdZzeme, akd je spojitost reprodukéného ¢isla s matematickou epidemiolégiou

a $irenim ochorenia. Intuitivne mozeme povedat, ze ak prirastok poc¢tu infekénych osob

.....

dl  BIS
C P a0
BS
_— >
N f}/ + /"L7
N
Ry = B > —. (1.5)
y+upu S
Moézeme si vSimnut, ze podla sa da vztah prepisat ako Ry = fd. Ak definujeme
d = -1, dostavame vtah [1.5,
T+u

Pre plne vnimava populaciu plati S = N, teda prava strana nerovnice je rovna
jednej. Ak teda predpokladame, Ze tato nerovnica vznikla za podmienky epidémie, tak
vidime, ze Ry > 1.

V matematickej epidemioldgii sa reprodukéné ¢islo pouziva ako identifikator Sirenia
ochorenia, teda ak je Ry > 1, choroba sa rozsiri a vznika epidémia a ak je Ry < 1, choroba
sa nesiri. Cim vyssia je jeho hodnota, tym je choroba a jej irenie menej kontrolovatelné.
Typické hodnoty reprodukénych ¢isel niektorych ochoreni ndjdeme v Tabulke .

Ak by v populacii nebol nikto zaockovany, teda vSetky osoby by boli vnimavé, ochorenie
s reprodukénym éislom 4 by sa $irilo exponencidlne ako na Obréazku [3] V redlnom Zzivote
to ale funguje inak. Niektori Iudia uz mohli dané ochorenie prekonat alebo mozu byt

zaoCkovani, ¢im sa stavaji iminnymi a nakaza sa na nich neprenesie. Priemerny pocet
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1. ZAKLADNY SIR MODEL
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Obr. 3: Schéma Sirenia infeké¢ného ochorenia s Ry = 4 v plne vnimavej populacii.

infikovanych Iudi vtedy nebude rovny reprodukénému ¢islu. Toto ¢islo bude nizsie a podla
[14] sa nazyva efektivnym reprodukénym cislom R, (z angl. net reproduction number).
Vyjadrit ho mézeme ako:

S

kde % je proporcia vnimavych jedincov v populécii o velkosti N. Pri imunizujtcich cho-
robach, akymi st napriklad osypky alebo ovcie kiahne je bezné, Ze s priebehom epidémie
rastie mnozstvo imunnych oséb a dochédza tak k spomaleniu Sirenia ako vidime aj na
Obrézku [ kde reprodukéné ¢islo mé sice hodnotu 4, ale priemerny pocet infikovanych
osob je len R, = 1.

Tiez si modzeme vSimnut, Ze tri vnimavé osoby z Obréazka [ sa nenakazili aj napriek
tomu, zZe je epidémia. Zabranili tomu iminne osoby, ktoré svojou vlastnou imunitou vy-
tvaraju pre vnimavych tzv. kolektivnu imunitu. Ak chceme, aby sa ochorenie prestalo §irit,
musi byt efektivne reprodukéné ¢islo mensie ako 1. To dosiahneme vtedy, ak proporcia

vnimavych (%) bude mensia ako Rio, teda:

S
R0N<1,
S< 1
N Ry
1—£21—i,
N Ry

alebo naopak, z poslednej nerovnice, ak proporcia iminnych bude aspon 1 — Rio. Tato
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1. ZAKLADNY SIR MODEL
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Obr. 4: Schéma Sirenia infekéného ochorenia s Ry = 4 v populécii s 25%-nym zastipenim

vnimavych os6b.

hodnota sa nazyva hranicou kolektivnej imunity, ktora sa v praxi snazime dosiahnut ocko-

vanim a zamedzif tak Sireniu ochoreni.

Hranica kolektivnej imunity
© o o o o o
N w = ol o ~
T T T T T T

o
-
T

1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30
Reprodukéné Eislo (RO)

o

Obr. 5: Graf zavislosti hranice kolektivnej imunity od reprodukéného éisla Ry.

Na Obrazku [f] si mézeme vSimnut, Ze ¢im vécsie je reprodukéné ¢islo, tym je Sirenie
menej kontrolovatelné a tym vyssiu kolektivnu imunitu treba dosiahnuf na zamedzenie
epidémie. Typické hodnoty hranic kolektivnej imunity niektorjch ochoreni ndjdeme

v Tabulke [11
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Ochorenie | Reprodukéné ¢islo (Ry) | Hranica kolektivnej imunity (%)
Mumps 4-7 75-86
Ov¢ie kiahne 5-7 80-86
Ruzienka 6-7 83-86
Cierny kasel 12-17 92-94
Osgpky 17-20 94-95

Tabulka 1: Typické reprodukéné ¢isla a hranice kolektivnej imunity vybranych ochoreni.

1.3 Osypky

Osypky (measles, morbilli) patria k velmi nakazlivym virusovym infekénym ochoreniam,
ktoré napadaju vyhradne ¢loveka. Virus osypok sa prenasa vzdusnou cestou — kvapdcko-
vou infekciou, pri kaslani a kychani. Zriedkavo sa prenasa aj pomocou kontaminovanych
predmetov alebo prostrednictvom tretej osoby. P6vodom nakazy je RNA virus, ktory vstu-
puje cez o¢né spojivky, sliznicu nosa a nosohltana a nakazi kazdého, kto neméa protilatky
a stretne sa s chorym. Preto je toto ochorenie vysoko nakazlivé a ¢asto sa mu pripisuje
vysoka hodnota reprodukéného c¢isla, niekedy aj Ry = 20.

Po zhruba 10 diovej inkubacnej dobe sa ochorenie zac¢ina kataradlnym stadiom s naj-
vyssou kontagiozitou, ktoré trva priblizne 3-4 dni. V tomto stadiu méa infikovany c¢lovek
zvyCajne zvySenu teplotu, kasel, upchaty nos a zapdalent nosovu sliznicu a o¢né spojivky.
Typické st osypkové vyrazky, ktoré sa za¢nl zjavovat za uSami a na krku a Siria sa dalej
Zévaznost ochorenia je imerna intenzite vysevu, ktory moze mat zavaznejsi priebeh
v dospelom veku. Ochorenie sa vSak vyskytuje povicsine u deti.

Osypky sa diagnostikuju potvrdenim protilatok IgM a IgG v krvi a na zaklade typického
klinického obrazu. Najuc¢innejSou prevenciou pred osypkami je ockovanie. Pri ockovani sa
pouziva ockovacia latka MCV (Measles-Containing Vaccine).

Na Slovensku sa zacalo plosne ockovat v roku 1969. Pouzivaju sa pri tom 2 davky vak-
ciny MCV, prva v 15.-18. mesiaci a druhd po doviseni 11 rokov. Oc¢kovanim st nepriamo
chrdnené aj vnimavé osoby pomocou vyssie spominanej kolektivnej imunity. Vdaka vyso-
kej kolektivnej imunite sa infekcia nesiri a zabranuje sa tak vypuknutiu epidémie.

V Tabulkéch [2| a|3| uvddzame hlasenti zaockovanost na narodnej a regionalnej trovni. Hoci
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Osypky 1. davka
(MCV1)

BA | TT | NR | TN | ZA | BB | PO | KE | SR spolu

Priemerna zaockovanost

1999-2014 (%)

97,51 99,0 | 98,8 | 97,7 | 98,8 | 98,4 | 98,6 | 98,2 | 98,3

Medién 99,4 | 99,8 | 99,7 1 99,2 | 99.6 | 99,3 | 99,1 | 99,1 | 99,3
Modus 99,6 | 99,9 | 99,9 | 99,7 | 99,8 | 99,5 | 99,3 | 995 | 99,5
Minimum 92,8 1 96,0 | 95,8 | 92,1 | 95,0 | 94,2 | 954 | 94,6 | 94,5
Maximum 99,8 [ 99,9 | 99,9 | 99,7 [ 99,9 | 99,6 | 99,4 | 99.5 | 99,6

Tabulka 2: Hlasend zaockovanost na regionédlnej a narodnej irovni SR, MCV1 — ro¢niky naro-

denia 1999-2014, administrativne kontroly oc¢kovania 2003-2016. Zdroj: [2].

Osypky 2. davka
(MCV2)

BA | TT | NR | TN | ZA | BB | PO | KE | SR spolu

Priemerna zaoc¢kovanost

1990-2004 (%)

98,3 199,6 | 99,2 | 99,0 | 99,3 | 98,8 | 98,7 | 98,3 98,9

Medién 99,2 [ 99,7 | 99,5 | 99,2 [ 99,5 | 99,0 | 98,6 | 98,8 | 99,1
Modus 99,4 | 99,8 | 99,7 | 99,6 | 99,6 | 99,3 | 98,5 | 99,1 | 99,5
Minimum 95,5 | 98,8 | 95,4 | 97,7 | 98,3| 97,8 | 97,3 |955| 97,5
Maximum 99,6 | 99,9 | 99,8 | 99,7 | 99,8 | 99,4 | 99,7 | 99.6 | 99,6

Tabulka 3: Hldsena zaockovanost na regiondlnej a narodnej tirovni SR, MCV2 — ro¢niky naro-

denia 1990-2004, administrativne kontroly ockovania 2003-2016. Zdroj: [2].

priemernd zaockovanost v jednotlivych krajoch neklesla pod hranicu 95%, vyskytuju sa
aj okresy s pomerne nizkym podielom zaockovanych deti, a to hlavne pri prvej davke
vakciny (MCV1).

Od roku 1999 sa na Slovensku nevyskytol Ziaden endemicky pripad, iba niekolko impor-
tovanych. V stcasnosti st osypky na Slovensku eliminované. Aj napriek tomu st hrozbou,
pretoZe v poslednej dobe vznikaji skupiny Iudi (antivakcinatorov), ktori ockovanie od-
mietaj, ¢im sa znizuje kolektivna imunita a navyse sa predpoklada, ze aj po zaockovani
dochadza po urcitej dobe k poklesu hladiny protilatok, a tym k ubtidaniu imunity.

V takomto pripade by mohol mat napriklad prichod infekénych imigrantov neziaduci az
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1. ZAKLADNY SIR MODEL

katastrofalny nésledok. To vSak rozoberieme neskor v casti[5.1]

NavySe treba eSte poznamenat, ze podla [12] je dolnd hranica epidémie, ak je infi-
kovanych 5 obyvatelov na 100000 obyvatelov. To je 0,005% celkovej populacie, ¢ize ak
populacia Slovenska je 5,4 mil., tak za stav epidémie v homogénnom modeli povazujeme,
ak sa nakazi aspon 270 obyvatelov. V jednotlivych krajoch Slovenska je priblizne 600000

obyvatelov, teda ak sa nakazi aspori 30 Iudi, povazujeme to za epidémiu v danom kraji.

1.4 Stabilita SIR modelu

Pre vySetrenie stability SIR modelu s oc¢kovanim budeme vychédzat zo systému dife-
rencidlnych rovnic [1.3] Najprv najdeme stacionarny stav (S*, I*, R*). Vetky 3 rovnice

polozime rovné nule:

8IS

Pl =N = == —nS =0, (L.7)
p1S B
N vl —pul =0, (1.8)
vl + pufN — pR = 0. (1.9)

Za predpokladu, Ze I # 0 mozeme rovnicu[l.§|vydelit po¢tom infekénych I a vyjadrit

z nej vnimavych S ako:

5 = NITH (1.10)

g
Dosadenim do rovnice (1.7 a vyjadrenim infek¢énych / mame

. 1-f 1
I _“N(’Hu ﬁ)' (1.11)

Podobne po dosadeni do rovnice [1.9 a po vyjadreni iminnych R ziskame

r=v((52-3) +1) (112)

Teda za predpokladu I # 0 dostavame stacionarne riesenie

- (L) aC ) )

Teraz mézeme zo systému diferencialnych rovnic vyrobit Jacobiho maticu parcial-

nych derivacii
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1. ZAKLADNY SIR MODEL

BI
-NTH X 0
0 gl —

ktora po dosadeni stacionarneho riesenia [1.13| vyzera nasledovne:

/Blt(,yﬂ 1)—# —(y+p) 0
J(S*, I*, R*) = ﬁu(w E) 0 0

0 Y —

Matica (J(S*, I*, R*)—1I\), kde I je identita a A je vlastné ¢islo, vyzera po prendsobeni

(—1) nasledovne

ﬂu(ﬁ—%)ﬂHA (y+p) O
(IS IR+ 10 = | (L - 1) A0

Ytu B

0 -y pEA

Charekteristicky polyném matice J(S*, I*, R*) napiSeme pomocou Laplaceovho pra-
vidla. Spravime rozvoj podla tretieho riadka, kde nam ostane iba (u + A)-ndsobok de-
terminantu lavej hornej blokovej 2 x 2 matice, pretoZe y-ndsobok po vynechani druhého
stlpca a treticho riadku vypadne z dévodu nulovosti determinantu matice, ktord tam

ostane. Charakteristicky polyném preto vyzera nasledovne

(1 + ) (m(ﬁ—l) +u+A)A+<w+u>5u(ﬁ—l)] 0

y+p o B y+p o B

a polozili sme ho rovny nule pre vypocet vlastnych hodndt A, A2 a A3 matice J(S*, I*, R*).

Jedna vlastnd hodnota bude \; = —pu a dalsie dve vlastné hodnoty dopocitame nasle-
dovne
1—f 1
Mo+ + (L - D (3L - 5) —o
A (511(% - %) +M))\+ (7+u)ﬁu(— - —) =
) e (e 2) <) a6 (- %)
2,3 = 5 .

V nasledujicom vyuzijeme Vetu 7.1. z knihy [I] od Philipa Hartmana:
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Veta 1.1. Nech fje C* hladké zobrazenie a nechf = f(&) je systém diferencidlnych rovnic,
kde & je m-rozmerny vektor. Pre staciondrny stav & plati f(&) = 0 a Jacobiho matica
systému diferencidlnych rovnic v staciondrnom stave je rovna E = f'(&y). Ak potom vsetky
vlastné hodnoty Jacobtho matice E maju zaporni redlnu zloZku, tak staciondrny stav &y
je stabilny. Ak aspori jedna vlastnd hodnota matice E md kladni redlnu cast, staciondrny

stav & je nestabilng.

Vychadzame z predpokladu, Zze I # 0, preto mame dve moznosti. Prvou moznostou
je I < 0. Taky stav dosiahneme podla pouzitim stopercentného pokrytia vakcinou
(f = 1) a velmi malej hodnoty prenosového parametra . Vlastné hodnoty st vtedy
Al = —jLa A3 = :i:2\/m, Cize 2 zaporné a jedna kladné. Stacionarny stav je
nestabilny a navyse v modeli SIR nemdZeme pripustit zaporné pocty infekénych Tudi.
Preto tak(to moznost nemé zmysel uvazovat. Nezdpornost hodnét S, I a R si ukdZeme
nizsie v Casti[LAl

Druhou moznostou je I > 0. Takyto stav je podl’a dosiahnutelny pri malej hodnote
pokrytia vakcinou, ¢ize napriklad f = 0 a pri vysokej hodnote prenosového parametra (.
V takom pripade vieme dostat 3 zaporné vlastné hodnoty, a tym stabilny stacionarny

stav. Vtedy v8ak pocet infekénych skonverguje do nuly ako vidno aj na Obrézku [6]

x10°

Pocet osob

1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 _ 200 250 300 350 400
Cas (den)

Obr. 6: Graf opisujuci Sirenie ndkazy pomocou SIR modelu s nulovym pokrytim vakcinou f = 0.

Teraz budeme predpokladat I = 0 a dopocitame nové staciondrne riesenie. Z rov-

nice [I.7] vyjadrime pocet vnimavych a z rovnice [I.9] vyjadrime poéet imtnnych, z ¢oho
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1. ZAKLADNY SIR MODEL

automaticky ziskavame nové stacionarne riesenie

wﬁlﬁRﬂ::«1—fﬂm0JN>. (1.14)

Kongtantu N mozno zvolit Tubovolne, v nekonecnom c¢ase to vzdy dokonverguje do N

nasledovne:

S(t)+ I(t) + R(t) = uN — u(S(t) + I(t) + R(t)),
y(t) = uN — py(t),
(e + py(t)e = pNet,
(y(t)e'') = uNe,
y(t)e' = Net' + ¢,

y(t) = N + ce ™.
Dosadenim ¢asu t = 0 dopoc¢itame konstantu ¢ = N — y(0) a dostdavame vysledok
(S(t) + 1(t) + R()) = y(t) = N + (N — y(0))e ™",
ktory v nekonecnom casovom horizonte skonverguje nasledovne

lim (S() + I(t) + R(t)) = N.

t—00

1.5 Nezapornost

Poéty S, I a R ostéavaja v kazdom case nezaporné. Budeme vychadzat zo systému dife-
rencidlnych rovnic pre SIR model s ockovanim. Zoberieme si najprv druhd rovnicu

zo systému a napiSeme prvych k + 1 derivécii funkcie infekénych 7(¢), kde k € Ny:

() = 1080 = (v + w1 (1),

(I($)S(1) + 1(D)S(1) = (v + w)I(2),

(L($)S(t) + 21 (t)S(1) + 1()S(t) = (v + w1 (2),
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Nech hodnota infekénych v case t; je nulova. Potom aj hodnoty vsetkych derivacii
tejto funkcie st nulové, pretoze prva derivacia zavisi od hodnoty danej funkcie a kazda
dalsia derivacia zavisi od predoslych derivacii. Kedze vSetko z vymenovaného je nulové,

tak (k + 1)-va derivacia je taktiez nulova
B (s~ (*
Ty = P 70 (1) k=D _ 10y — 0.
()= ( > (7)) ) = 0+ 1) =0

Ak teraz pre kazdé k € Ny plati, Ze I*)(4) = 0, potom aj funkcia I(t), ktorti vieme

aproximovat pomocou Taylorovho rozvoja, bude nulové

[(t) _ i [(k)<t0) (t o tg)k = 0.

k!

Dospeli sme k zaveru, ze ak by bol pocet infekénych v nejakom c¢ase nulovy, musela
by byt funkcia () po cely ¢as nulova. Cize ak v redlnom svete nemame Ziadnu infeként
osobu, nemé sa kym prendsat choroba, nenakazi sa ziadna dalSia osoba, a tym padom
pocet infekénych nevzrastie. Na druhej strane tento poznatok hovori aj o tom, ze hodnota
I(t) = 0 je pomyselnd hranica, pod ktort sa pocet infekénych nedostane, a preto mdzeme
povedat, Ze tento pocet je nezdporny.

Ak budeme vychadzat z prvej rovnice systému dospejeme k nezapornosti poctu
vnimavych. Nech S(0) > 0 a nech v nejakom ¢ase f, je hodnota S(#) = 0. Potom z prvej

diferencialnej rovnice dostaneme derivaciu v c¢ase ty rovnua

S(to) = p(1 = )N,
ktora je nezaporna. Tym vSak dostavame spor, lebo to by znamenalo, ze v ¢ase ty — ot
musela byt funkcia S nekladnd, avSak predpokladali sme kladnt funkciu. Dospeli sme k
zéveru, ze ak funkcia S(t) za¢ina z kladnych hodnot, tak ostava kladnd a v ziadnom case
nedosiahne nulovi hodnotu.

Jediny ¢as kedy funkcia S(¢) méze nadobudat nulovi hodnotu je v ¢ase t = 0. Vtedy je
jej derivacia taktiez nezapornd, ¢im sa dostava do kladnych hodnét a plati pre nu vyssie
popisana vlastnost, a to nezapornost poc¢tu vnimavych osdb S(t). Nezapornost funkcie
S(t) mozno vidiet aj na Obrazku [6]

7 tretej rovnice systému dostaneme analogicky nezapornost poctu odolnych osdb.

Nech pocet odolnych os6b R(0) > 0 a nech v nejakom ¢ase %, je hodnota R(#) = 0. Potom
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z tretej diferencidlnej rovnice dostaneme derivaciu v Case t, rovnu
R(to) =71 + ufN,

ktora je kladné vdaka nezdpornosti poc¢tu infekénych osob /. Rovnakymi ivahami ako pri
pocte vnimavych dostavame spor, ¢ize funkcia R(t) je nezdporna.

Pre dokazanie stability a nezapornosti v zlozitejsich modeloch, napriklad v SEIR modeli
alebo v SEIR modeli so sekundérnou vnimavostou, ktoré si popisané v nasledujicich

kapitolach, by sme mohli pouzit podobné tvahy.
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2 Kompartmentovy SEIR model

Okrem zakladného SIR modelu existuje aj rozsirenejsi SEIR model, ktory okrem troch
epidemiologickych skupin S, I a R uvaZzuje aj skupinu vystavenych nikaze E (po angl.
Exposed). Tento model dokaze zohladnit oneskorenie infekénosti ochorenia, ¢o znamena,
ze infikovana osoba sa najprv presiva zo skupiny vnimavych do skupiny vystavenych
nakaze a az po urc¢itom oneskoreni zacne byt tdto osoba infekénou a prestva sa do skupiny
infekénych (Obrazok . Takymto sposobom dokézeme modelovat Sirenie choroby

so signifikantnou dobou, kedy je ¢lovek infikovany, no zatial nie je infekény.

novonarodeni ()

vnimavi imanni
(S) (R)
u

zomreli (1)

Obr. 7: Schéma SEIR modelu.

Systém diferencialnych rovnic SEIR modelu bez zohladnenia oc¢kovania m4 tvar:

Systém diferencialnych rovnic pre SEIR model N

ds BIS

N -

a " N S

df  pIS
— =—— —wFk —ukE 2.1
dl

— =whl —~I —pul

dt w Y K,

dR

— =~I — uR

dt ry /"L Y

(. J

kde parameter % predstavuje dobu, pocas ktorej st osoby infikované, no zatial neinfekcné.
Parameter w teda reprezentuje isté oneskorenie infekénosti choroby. Okrem vyrazu wF
vystupuji v systéme uz len vyrazy a parametre zname zo zakladného SIR modelu

predstaveného v dasti
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3. SEIR MODEL SO SEKUNDARNOU VNIMAVOSTOU

3 SEIR model so sekundarnou vnimavostou

My sa v8ak budeme zaoberat komplexnejsim modelom podobnym SEIR modelu, ktory
bol prezentovany v praci [§] a nazveme ho SEIR modelom so sekundarnou vnimavostou.
Je to v8eobecny model, ktory dokaZe zohladnif nedokonalost ockovacej vakciny, onesko-
renie infek¢nosti po nakaze, mieru ochrany ockovania pred nakazou alebo zvySent mieru
vnimavosti po predoslej ndkaze. Pomocou tohto modelu sa dé sledovat dopad nedokona-
lej vakciny, ktord zabezpecuje len ¢iastoéni alebo tplnt imunitu. Tiez dokaZe zohladnit
znovunakazenie, kedy sa infikovana osoba moze stat znova vnimavou a neprestuva sa hned
do skupiny imtnnych. SEIR model so sekundarnou vnimavostou sa dé aplikovaf na Siroku

skalu vakein a ochoreni.

3.1 Parametre modelu

Na zaciatok predstavime vSetky parametre modelu a vysvetlime ich pritomnost v modeli.
Néjdeme ich v Tabulke . Vela parametrov ostéava rovnakych ako v SEIR modeli z ¢asti
no pribudni aj dalSie vyznamné parametre, ktoré blizsie Specifikuji ochorenie.

Tu treba poznamenat, Ze parametre sme prebrali z prace [§], kde bola dizka infekénosti
oznacend prevratenou hodnotou, teda . V tejto praci parameter v zna¢i rychlost vylie-
Cenia sa a jeho prevratena hodnota % je dlzka infekénosti. Napriek tomu je v praci 18]
(Table 1) chyba, kde namiesto parametra «y je pouzid jeho prevratend hodnota.

Parameter [ (po angl. latency) vyjadruje oneskorenie vzhladom na dizku infekénosti %
alebo inak povedané, vyjadruje spomalenie rychlosti vyliecenie sa . Infikovana osoba sa
zdrzi urcita dobu v skupine vystavenych nékaze a az po oneskoreni sa dostane do skupiny
infekénych. Absencia oneskorenia je reprezentovana ¢islom 10710, pretoZe nulova hodnota
je v modeli nepripustna (vid rovnice [3.5, [3.6] a[3.11).

Parameter b hovori, s akou pravdepodobnostou sa dokize osoba nakazit znova, aj
ked uz prekonala prvi infekciu. Uvazovany interval je [0,2], kde b = 0 znamend nulovi
pravdepodobnost sekundarnej nakazy, a teda predstavuje tplni prirodzent imunitu. Ak sa
po primarnej infekcii nezmeni riziko znovunakazenia, b polozime rovné jednej. Ciastoént

prirodzend imunitu reprezentuje parameter b s hodnotami v intervale (0,1). Napriklad

.....
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3. SEIR MODEL SO SEKUNDARNOU VNIMAVOSTOU

) Zékladna | Uvazovany
Parameter | Popis

hodnota interval

Stvisiace s ochorenim

Rychlost vylie¢enia sa . )
¥ 5 pevné
(% predstavuje dlzku infekénosti)

l Oneskorenie relativne k dlzke infekénosti 2 1071 — 100
Ry Zakladné reprodukcéné cislo 17 1—20

b Pravdepodobnost sekundéanej nakazy 1 0—2

o Pravdepodobnost iimrtia na nakazu 0 0—-0.1

Stvisiace s ockovanim

Q Efektivnost vakciny 0.7 0—-1

Pokrytie vakcinou 0.5 0-—-1

Percento zaockovanych

so stopercentnou imunitou

Relativna infekénost

zaockovanych infekénych

Demografické

16
365000

I Prirodzena ro¢na miera tmrtnosti pevné

Tabulka 4: Hlavné parametre SEIR modelu so sekunddrnou vnimavostou.

1 modZeme pozorovat pri pohlavnych chorobéach, kedy sa riziko sekundarnej nékazy po
priméarnej nakaze zvysi.

V zdkladnom SIR modeli sme neuvazovali moznost timrtia na nakazu, tu nam ho
predstavuje parameter o. V porovnani s minulostou v dnesnej dobe neumiera tolko Tudi
na nasledky chordb, a preto uvazovany interval nie je prilis Siroky.

Dalsim novym parametrom je efektivnost vakciny o, ktory zohladiiuje ti¢innost vakciny,
teda aké percento Iudi si po zaockovani vytvorilo imunitu. Z1é uskladnenie alebo nespravne
podanie vakciny sposobuje neuc¢innost a nasledné znizenie efektivnosti vakciny.

Niektori Tudia si po zaockovani nie st schopni vytvorit iplnd imunitu, a preto cast
populacie, ktora to dokaze, oznacime parametrom i. Osoby s tplnou imunitou sa vzapati

stant iminnymi. Ostatné osoby ziskavaju len ¢iastoéni imunitu a mézu byt infikované.
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3. SEIR MODEL SO SEKUNDARNOU VNIMAVOSTOU

Dolezité je poznamenat, Ze horna hranica intervalu hodnot i je «, pretoZe sa nam nemoze
stat, Ze percento [udi s Gplnou imunitou prekroéi efektivnost vakciny «.

So skupinou zaockovanych infekénjch os6b sme sa doteraz nestretli. Tato skupina ma
iné vlastnosti ako skupina nezaockovanych infekénych, ¢oho dosledkom je pridanie dalSieho
parametra do modelu. Tento parameter nazyvame relativna infekénost zaockovanych in-
fekénych a oznacujeme ho pismenom c.

Odhadovanie prenosového parametra [ pre niektoré ochorenia byva velmi narocné,
preto mu neprikladame ziadnu Specialnu hodnotu, ale vypocitame ho z rovnice pre repro-
dukéné ¢islo

By

RO:(%JFM)(’WL!H'U). .

Vyjadrenim (3 z rovnice dostavame vzfah pre prenosovy parameter

B = (%) (%Jru) (v +p+o). (3.2)

3.2 Struktira modelu

SEIR model so sekundérnou vnimavostou je dynamicky kompartmentovy model $irenia
infekénej choroby so zohladnenim ¢inku oc¢kovania. Deli sa na 2 vetvy - nezaockovanych
U (po angl. unvaccinated) a zaockovanych V (po angl. vaccinated). Okrem skupin S, E,
I a R, pouzitych v SEIR modeli z ¢asti [2| je pridand skupina poinfekénych Sy, znovu
vnimavych, jedincov. Epidemiologické skupiny maji navyse dolny index U alebo V podla
toho, ¢i je to skupina nezaockovanych alebo zaockovanych s vynimkou skupiny iminnych
R, kde sa logicky dostanu iba zaockované osoby.

Schematicky je SEIR model so sekundarnou vnimavostou znazorneny na Obréazku
Sipky s plnou ¢iarou reprezentuji presuny os6b medzi skupinami a §ipky s prerusovanou
¢iarou predstavuju vplyvy infekénych osdéb na vnimavych.

Oproti SEIR modelu pribudol aj parameter (,q.., ktory je mensi ako /3, pretoze riziko
nakazenia zaockovanej vnimavej osoby od infek¢éného jedinca je mensie ako riziko nakaze-
nia nezaockovanej vnimavej osoby. Na vypocitanie hodnoty 3,4 si definujeme premennii
& oznacCujicu znizenie rizika infekcie, teda rozdiel medzi rizikom infikovania zaockova-

nych osdb s Gplnou imunitou (i) a zaockovanych osob s ¢iastoénou imunitou (1 — ). Pre
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vystaveni
(Ev)

vnimavi infekéni [~
(Su) (I

odolni
(R)

infekeni | :
(v)

poinfekéni
(Sv2)

vystaveni
(Ev)

\4
vnimavi
(Sv)

vaacc

Obr. 8: Schéma SEIR modelu so sekundiarnou vnimavostou.

zachovanie celkovej efektivnosti vakciny o potom musi platit rovnica
a=i+(1—-1)aq,

z ktorej vieme dopocitat zniZenie rizika infekcie &. Nakoniec, prenosovy parameter [,qcc

pre zaockované osoby s ¢iasto¢nou imunitou ma hodnotu

5vacc = (1 - d)ﬁ (33)

Z kazdého kompartmentu v SEIR modeli so sekundarnou vnimavostou odchadza urcity
pocet 0s6b v dosledku prirodzenej imrtnosti p, no z kompartmentov Iy a Iy navyse od-
chadzaju osoby s mierou o. Zavedieme novi premenni B (po angl. birth, narodenie),
ktora nam za kazdé timrtie privedie novonarodeného jedinca do skupiny vnimavych, a za-
bezpedi tak konstantnost populécie. Pre B plati vztah [3.8 Celkova populécia je oznacena

pismenom N a v kazdom case plati:
N=Sy+Sv+Ey+Ey+1Iy+1Iyv+ Sys+ Sve + R.

Kedze epidemiologickych skupin méame v SEIR modeli so sekundarnou vnimavostou 9,

systém diferencidlnych rovnic bude pozostéavat tiez z deviatich rovnic. Pre nezaockovanych
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3. SEIR MODEL SO SEKUNDARNOU VNIMAVOSTOU

mame:
as 1
d_tU = —NﬁsU(IU‘f‘C]V)_MSU+(1_f)Ba (34)
dE 1
d_tU = N(BSU + 08Su2) (I + clv) — %EU — 1By, (3.5)
dl
d_z,f] = %EU — Iy — (u+0)ly, (3.6)
ds 1
dtUz = ~vly — NbﬁSUz([U + cly) — pSu, (3.7)
kde
B =uN +o(Iy + Iy). (3.8)

Pre zaockované osoby mame:

dsS 1 .
d_tv - _NﬁvaccSV([U + C[V) - ,USU + (1 - Z)fB, (39)
dF 1
d_tv == N(ﬁvaccSV + bﬁvaccSVQ)([U + C[V) - %EV - /JJEV7 (310)
dl
L VRN S 311
dS 1
2 - ’VIV - _bﬂvaccSVQ(IU + CIV) - ,U/SV27 (312)
dt N
dR
— = ifB-uR. (3.13)

3.3 Rozsirenie SEIR modelu so sekundiarnou vnimavostou

Za prinos tejto prace povazujeme rozsirenie SEIR modelu so sekundarnou vnimavostou
a aplikaciu tohto modelu na roézne pripady. Vyssie spominany model z casti [3| sme modi-
fikovali tak, Ze urcité percento (f) nezaockovanych infekénych Iudi po prekonani infekcie
ziska iplntl imunitu a presunie sa do kategorie iminnych. Podobne pre zaockované osoby,
ale s parametrom 60,,... Parameter # pomenujeme ako percento iminnych po prekonani
infekcie. Schéma pridaného presunu Iudi je znidzornend cervenou farbou na Obréazku @
Ostatné osoby, ktoré si po prekonani infekcie nevytvoria iplnt imunitu, sa prestivaju do
skupiny poinfekénych.

Zavedenim parametrov 6 a 0,,.. Ciasto¢ne zabranime neustalemu kolovaniu niektorych
0s6b v modeli z dévodu viacnasobného nakazenia sa.

Pridanim niekolkych vyrazov vyjadrujucich vyssie opisané presuny osob medzi epide-
miologickymi skupinami sa v systéme diferencidlnych rovnic SEIR modelu so sekundarnou

vnimavostou zmenia 3 rovnice (3.7] a , ¢im dostavame systém:

31



3. SEIR MODEL SO SEKUNDARNOU VNIMAVOSTOU

NEZAOCKOVANI
(Unvaccinated)

ZAOCKOVANI
(Vaccinated)

Obr. 9: Schéma SEIR modelu so

Y(1-8)

infekéni

(lu)

vnimavi B
(Su)

odolni

(R)

Y6vacc

infekéni

(lv)

vnimavi Bvacc | vystaveni v/l

(Sv) 1 EY

\ 4

poinfekéni

(Sv2)

sekundarnou vnimavostou s pridanim parametra 6 a 0ygec, t.j. SEIR2 model.

!
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3. SEIR MODEL SO SEKUNDARNOU VNIMAVOSTOU

Systém diferencialnych rovnic pre SEIR2 model \
ds 1
d_tU = —NﬁSU(IU + Cfv) — /LSU + (1 —f)B,
dE 1
SV —(BSy + bBSys)(Iy + cly) — 2 Ey — pEy,
dt N )
dl
d—;] = %EU = ’y[U — (,u + O')[U7
dSye 1
7 = (1 = Q)’}/IU + Iy — NbﬂSU2<]U ale Cfv) — uSya,
as 1 .
d—tV = — 7 BuaceSy Iy + ely) = pSu + (1 = i)fB, (3.14)
dE 1
d_tv - N(ﬁvaccSV + bﬁvaccSVQ)(IU ol CIV) - %EV - ,U/EV7
dl
d_tv = %EV —vlv — (p+o)ly,
dSVg 1
dt — (]- - Qvacc)’y]V + ’YIV - NbﬁvaccSVQ(]U 2 CIV) - MSV27
drR .
E = ZfB + Q’YIU + evacc’}/IV - luRa
B = [LN + O'(.[U + [V)

(. J

Spocitanim vsetkych diferencialnych rovnic dostavame nulu, ¢o znaci zachovanie kon-
Stantnej populacie. Nastavenim hodnot 6 a 6,,.. na nulu by sme dostali pévodny SEIR
model so sekundarnou vnimavostou. Vyssie opisany a nami rozsireny SEIR model

so sekundirnou vnimavostou nazveme SEIR2 model.

3.4 Porovnanie SEIR modelov so sekundarnou vnimavostou
Teraz porovname vysledky Styroch pripadov SEIR modelu so sekundarnou vnimavostou:

e 1. pripad: s nulovymi parametrami (6§ = 0,,.. = 0) - povodny SEIR model

so sekundirnou vnimavostou,
e 2. pripad: s nenulovymi parametrami (6 = 0.5 a 0,4, = 0.6) - SEIR2 model,
e 3. pripad: s 1 nulovym parametrom (0 = 0 a 0,40 = 0.6),
e 4. pripad: s 1 nulovym parametrom (6 = 0.5 a 0,4.. = 0).

Na vypocet riesenia systému diferencidlnych rovnic sme pouzili program Matlab. Pa-

rametrom sme pripisali zékladné hodnoty z Tabulky . Zvolili sme si priblizne velkost
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populécie Bratislavy a zaockovanost 80%. Preto pociatoény stav iminnych sa da vyjadrif

nasledovne

R(0) =0.8% N,

kde N = 600000 obyvatelov. Ostatné pociato¢né stavy pre nezaotkované (Unvaccinated)

a zaoCkovené (Vaccinated) osoby sme zvolili

* (1 - 08) * N, EU(O) = 0, IU(O) = 5, SUQ(O) = O,

«(1=08)xN, Ey(0)=0, Iy(0)=10, Sy2(0)=0.

IS INGURTSG

Na Obrézkoch [10] az [14] st nezaoc¢kované osoby zakreslené odtiefimi ¢ervenej farby
a zaockované osoby odtietimi modrej. Ciernou farbou st oznaceni imtnni. Sirenie ndkazy

sme sledovali v obdobi 365 dni, pocas ktorého vznikla vo vSetkych pripadoch epidémia.

! = I ' T T T T T
------- Eu
—lu //
— — Su2 ///
[ E/V ) _
/
— — Sv2 )
/
51 ) |
/
/
/
84r / |
. /
§ /
£3F // |
/
/
/
2 /
/ AR
/// ................................
1F Y |
V4
0 - e T | | I |
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Cas (deri)

Obr. 10: Graf vysledkov SEIR modelu so sekundérnou vnimavostou s 6 = 6,4, = 0.

V 1. pripade pozorujeme narast poctov infekénych osdb, ktoré v maxime dosahuju
priblizne hodnoty 6330 nezaockovanych a 8470 zaockovanych oséb, ¢o dokopy dava cez
2% populacie. Vyvoj poctu osob vystavenych nékaze je podobny ako vyvoj infekénych,
kam sa prestvaju s oneskorenim [ = 2. Prenosové parametre maja hodnoty § = 3.4

a Byace = 1.02, preto sa na Obrazku (10| vela zaockovanych poinfekénych os6b neprestuva
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do vystavenych nakaze a ich pocet ostava vyssi ako pocet nezaockovanych poinfekénych.
Krivka popisujica pocet nezaockovanych poinfekénych je ku koncu klesajuca z dévodu,
Ze parameter 3, s ktorym osoby vystupuju von z epidemiologickej skupiny, je ovela vyssi
ako parameter v, pomocou ktorého naopak do nej vstupuju.

Pocet vnimavych pre prvy pripad je zakresleny na Obrazku [I1] Krivky st podobné pre
zaockované aj nezaockované osoby, najprv jemne rastu v doésledku pribiadania novoroden-
cov do systému a nésledne, po vypuknuti epidémie, za¢nt prudko klesat, pretoze vnimavi
jedinci st vystaveni nadkaze a neskor sa presivaji do skupiny infekénych.

4
10 Xlo T T T T T T T

—3Su

Pocet os6b

1 1 1 1 1
0 50 100 150 | 200 250 300 350 400

Cas (derl)

Obr. 11: Graf vysledkov SEIR modelu so sekunddrnou vnimavostou s 8 = 6,,4.. = 0 pre vnimavé

osoby.

Na Obréazku [12| (2. pripad) mdzeme oproti prvému pripadu vidiet prudka zmenu
v naraste po¢tu iminnych. KedZe iminnych zac¢ne pribudat, poinfekénych ostane menej,
a znizuje sa tak riziko znovunakazenia a vzniknutia dalSej epidémie. V oboch prvych
pripadoch st pocty vnimavych velmi pomaly rastiice ako mozno pozorovat na Obrazku
Lol

V 2. pripade ziskava polovica nezaockovanych infekénych po prekonani infekcie tplni
imunitu, ¢im sa presivaji do skupiny iminnych. Rovnako sa tak prestuva 60% zaockova-

nych infekénych. Takyto presun spésobi narast poc¢tu imunnych, pokles poctu infekénych
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18000 . . : : : : .
-------- Eu _ -
——lu ~
16000 F| — — su2 s ]
44444444 EV /
[ IV /
14000 || — — Sv2 // .
/
12000 | // .
/
B 10000 | / -
8 /
- /
'8 8000 | / g
o /
/e m——
6000 /!, i
"o
e
4000 y A -
/
a
2000 F .
0 L e 1 1 1 1 -
0 50 100 150 . 200 250 300 350 400

Cas (deni)

Obr. 12: Graf vysledkov SEIR2 modelu s 8 = 0.5 a 0,4.. = 0.6.

a zanik epidémie ako moZeme pozorovat na Obrazku Maximéalny pocet nezaockova-
nych infekénych je priblizne 2020 a zaockovanych infekénych 2620, ¢o je nieco cez 0.7%
celkovej populéacie. Prenosové parametre ostavaju rovnaké ako v prvom pripade.

Ked si predstavime parameter 6 a 6,,.. ako mieru zaockovanych so stopercentnou imu-
nitou, tak takato situacia je dobrym prikladom toho, ako vplyva ockovanie a kolektivna
imunita na sirenie infekénej choroby. Po ich aplikacii ostane maximalny pocet infekénych
v populécii mensi.

Na Obrazku [13| vidime, ze pocet vnimavych sa na konci sledovaného obdobia ustélil
priblizne na hodnote 3600 osdb, no aj napriek tomu sa choroba uz nesiri.

Na Obrazku [14] sme zv1ast vykreslili poéty iminnych osob pre 1. a 2. pripad, prvy pri-
pad plnou a druhy pripad prerusovanou ¢iarou. KedZze v prvom pripade udia po prekonani
choroby nemdzu ziskat Gplnt imunitu pomocou parametrov 6, tak pocet infekénych ne-
ustéale klesa s prirodzenou tmrtnostou. V druhom pripade pocet iminnych zacne po case
rast, ked infekéné osoby vyzdraveju a ¢ast z nich sa stdva imtnna. Priblizne v 300. dni,
ked uz infekénych Tudi je menej, zaznamenavame menej prudky narast imannych.

Porovnanie 3. a 4. pripadu je na Obrazku , kde grafy (a), (c) na lavej strane popisuji
3. pripad a grafy (b), (d) na pravej strane popisuju 4. pripad. Aby sme si pripomenuli,
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—3Su

Pocet os6b

1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 | 200 250 300 350 400
Cas (derl)

Obr. 13: Graf vysledkov SEIR2 modelu s § = 0.5 a 0,4.. = 0.6 pre vnimavé osoby.
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Obr. 14: Graf vysledkov SEIR modelu so sekundarnou vnimavostou pre imtnne osoby pre 1.

aj 2. pripad
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Obr. 15: Grafy popisujuce vyvoj poctov osdb v jednotlivych epidemiologickych skupinich pre 3. a 4. pripad s pouzitim SEIR2 modelu.
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3. pripad predpoklada nulovi hodnotu # a nenulovi 6,,. = 0.6 a 4. pripad naopak
predpokladéa hodnoty 6 = 0.5 a 0,,.. = 0. Tiez je dobré povedat, Ze pociato¢ny pocet Tudi
vo vetve zaockovanych je priblizne 13-krat viac ako vo vetve nezaockovanych.

Obrazok nam poskytuje zaujimavé pozorovanie, a to také, ze v oboch pripadoch
je maximalny pocet zaockovanych infekénych skoro rovnaky. V 4. pripade je tento pocet
len o 100 osdb vyssi, no na druhej strane vznika prili§ vela zaockovanych poinfekénych,
ktorych je v 370. dni az 67000 a ich pocet stéle stipa, a ktori sa mozu sekundérne nakazit.
V 3. pripade je maximélny pocet poinfekénych len 16250, ¢ize aj ked ¢asti zaockovanych
infekénych nedodame stopercentnii imunitu pomocou parametra 6,,.., ich pocet az tak
radikdlne nevzrastie, no vznikne vela poinfekénych osob.

Na druhej strane s vetvou nezaockovanych to tak nie je. V 3. pripade médme maximéalne
4500 nezaockovanych infekénych, ¢o je 2-krat viac ako v 4. pripade, kde ich je len 2200.
Pri nezaockovanych poinfekénych v 3. pripade pozorujeme podobné spravanie ako pri
zaocCkovanych poinfekénych v 4. pripade. Ich pocet prudko rastie a v 730. dni dosiahne
pocet 24250 osdb. Nezaockovani infekéni st viac ovplyvneni pouzitim alebo nepouzitim
parametra 6, teda percentom totalne iminnych.

Grafy vnimavych (c) a (d) st velmi podobné, ale z dévodu viésieho po¢tu zaockovanych
infekénych aj poinfekénych v 4. pripade st aj krivky vnimavych v grafe (d) o nieco vyssie.

Vyvoj po¢tu odolnych osdb pre 3. a 4. pripad je na Obrazku [16} Odolnych je v 3.
pripade viac, pretoze percento stopercentne imunnych 6,,.. je nenulové a zaockovanych je

viac ako nezaockovanych, preto sa viac ludi stdva odolnymi.
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Obr. 16: Graf vysledkov SEIR2 modelu pre iminne osoby pre 3. a 4. pripad.

Koédy SEIR2 modelu z programu Matlab st odprezentované v Prilohe A.
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3. SEIR MODEL SO SEKUNDARNOU VNIMAVOSTOU

3.5 Zakladny SEIR model zo SEIR2 modelu

Nami rozsireny SEIR model so sekundarnou vnimavostou (SEIR2 model) je mozné apliko-
vaf na roézne ochorenia a mozno mu nastavit vela parametrov tak, aby sme ho prisposobili
svojim potrebam. Parametre sa daju vybrat aj tak, aby vznikol zédkladny SEIR model.
V tejto kapitole ukézeme ako to docielit.

Pre dosiahnutie zadkladného SEIR modelu nam staci jedna vetva SEIR2 modelu. Vybe-
rieme si hornt vetvu nezaockovanych osob, preto pokrytie vakcinou musi byt nulové, teda
parameter f = (0. Pre zabranenie sekundarneho infikovania 0s6b nastavime parameter b
na nulu a percento nezaockovanych imunnych 6 na jedna, aby sa infek¢né osoby po vylie-
eni presuvali do skupiny odolnych s parametrom ~ (ako v SEIR modeli) a nie do skupiny
poinfekénych. Percento zaockovanych iminnych 6,,.. zvolime nulové. Tiez treba vynulo-
vat pravdepodobnost imrtia na nédkazu o. Pre istotu pripiSeme aj parametrom i a ¢ nulu,
aby zaockovani infekéni nemohli nakazit nezaockovanych vnimavych. Aby sme dostali nu-
lovy prenosovy parameter [3,,.., musime podla rovnice zvolit stopercentnt efektivnost
vakciny @ = 1. Prenosovy parameter § vypocitame z rovnice [3.2] Takto dostaneme SEIR
model popisany diferencialnymi rovnicami , ktory nezohladiuje oc¢kovanie.

SEIR model teraz aplikujeme na populaciu Slovenska s poc¢tom obyvatelov priblizne
5,4 miliénov. Ur¢ime si 10%-nt vnimavost populécie, ¢o znamend, Ze ostatnych 90% ludi
bude odolnych voéi infekénému ochoreniu. Ostatné parametre (7, i, [, Ry) zvolime podla
Tabulky . Do populacie privedieme 5 infekénych osdb a na Obrazku |17]sledujeme ako sa
podla SEIR modelu vyvijaja poc¢ty Sy, Ey, [y, Sapy a R v ¢ase pocas jedného roka.

Podla Obrazka avizujeme vypuknutie epidémie po 116.-tom dni od prichodu in-
fekénych os6b do populacie. Pocet infekénych sa vySplha v 246.-tom dni na 24470 osob,
¢o je 0,45% populacie Slovenska. Poinfekéné osoby sa v modeli nevyskytuji, ¢o sme aj
cheeli docielit. Tiez v modeli nevidime Ziadne zaockované osoby z dolnej vetvy SEIR2 mo-
delu. Aj preto pocet vnimavych na Obrazku|17(b)|s pribidanim novonarodenych jedincov
najprv jemne stipa a neskor zacne v dosledku vypuknutia epidémie rapidne klesat. Po
eradikacii virusu, ktory epidémiu zapri¢inil, zacne pocet vnimavych znova postupne rast.

Tomuto by sa dalo zabranit ockovanim minimalne novonarodenych deti, ¢im by sa zvy-
Sila kolektivna imunita a nemuselo by v budtcnosti dojst k vypuknutiu dalSej epidémie.

KedZe v pripade daného SEIR modelu neuvazujeme ockovanie, infekéné osoby sa stavaju
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Obr. 17: Grafy popisujice vyvoj poc¢tov oséb v jednotlivych epidemiologickych skupinach s
pouzitim SEIR modelu.
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3. SEIR MODEL SO SEKUNDARNOU VNIMAVOSTOU

odolnymi jedine vyzdravenim, ¢im ziskavaju v tomto pripade stopercentnti imunitu. Vy-
voj poc¢tu odolnych na Obrazku je preto opa¢ny ako vyvoj vnimavych. Najprv klesa
s prirodzenou tmrtnostou a neskor zacne rast, ked do skupiny odolnych prichadzaja vy-
zdraveni infekéni jedinci. Po odsledovanom 1 roku zaznamenavame narast poctu odolnych

0s0b na 96, 8% populécie a pokles vnimavych na 3%.
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4. NAHODNOST PARAMETROV

4 Nahodnost parametrov

V tejto kapitole ukdzeme a vysvetlime, aky dopad mé zmena a ndhodnost urcitych para-
metrov SEIR2 modelu na $irenie infekéného ochorenia a tiez blizSie popiseme niektoré
z tychto parametrov.

Na variiciu parametrov budeme pouzivat Beta rozdelenie na intervale (0,1) s para-
metrami o = 3 = 2, tieZ oznacované ako Beta(2,2). Hustota pravdepodobnosti (PDF)
a distribu¢na funkcia (CDF) tohto rozdelenia je znézornena na Obrazku Néhodnost
jedného z parametrov modelu vyrobime pomocou generovania 100 ndhodnych ¢isel z Beta
rozdelenia na urcéitom intervale podla toho, v akom rozmedzi sa mé tento parameter po-
hybovat. Pri kazdom z tychto 100 ¢isel nechdme model vypocitat vyvoj po¢tu osdb v
epidemiologickych skupinach, z ktorych nasledne ziskame aritmeticky priemer, minimum
a maximum v kazdom c¢ase. Priemerny vyvoj vykreslime do grafu modrou farbou
a pomocou minima a maxima znazornime cervenou farbou interval, v ktorom sa hodnoty
pohybuju.
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Obr. 18: Hustota pravdepodobnosti a distribu¢né funkcia Beta rozdelenia s parametrami

a=p=2.

Parameter, ktory determinuje najvicsiu skalu vyvojov infekénych chordb, a ktory je
v modeli velmi podstatny, je reprodukéné ¢islo Ry. Preto sme sa rozhodli tento parameter
znahodnif a sledovat, aké velké vychylky nahodnost tohto parametra sposobi. Rozne hod-
noty parametra R, urcuju rozne infek¢éné ochorenia. Niekolko z nich je zaznamenanych
v Tabulke . Reprodukéné ¢islo budeme volit ndhodne z intervalu (14, 20), ¢o zodpoveda

napriklad ¢iernemu kaslu a osypkam pri roznej kolektivnej imunite. Nahodny vyber
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4. NAHODNOST PARAMETROV

z daného intervalu dostaneme pomocou Beta rozdelenia:

Ry =14 + 6 * Beta(a = 2,8 = 2).
Hodnoty ostatnych parametrov zvolime podla Tabulky [4| a pociato¢né poéty osdb

v jednotlivych epidemiologickych skupinach nasledovne

Su(0) = (L—=p)*(l—o0)*N,
Ey(0) = 0, 1Iy(0)=5, Sp2(0) =0,
Sp(0) = px(1—0)#N, (@1)
Ev(0) = 0, Iy(0)=5, Sv2(0)=0,
R(O) = o N,

kde o = 0.8 je percento pociatocnych odolnych 0s6b z celkovej populacie N = 5400000
a p je percento pociatoc¢nych zaockovanych, ktoré sme nastavili na hodnotu 0.93. Teda

model aplikujeme na populéciu Slovenska a privedieme do nej 5 zaockovanych a 5 neza-

ockovanych infekénych osob.
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Obr. 19: Grafy (a) nezaockovanych a (b) zaockovanych infekénych osé6b pomocou SEIR2 modelu

pri ndhodnom vybere parametra Ry € (14,20) pomocou Beta rozdelenia.

Na Obrazku [19|je znédzorneny priemerny pocet zaockovanych infekénych pocas 3 rokov
(1095 dni) a interval, v ktorom sa tieto po¢ty pohybuji. Zmenou hodnoty reprodukéného

¢isla sa vyrazne meni raz infek¢énej choroby, ¢o sposobuje, Ze interval je Siroky a nestuvisly.
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Vidime v lom aj vysoku ¢ervenud krivku, ktora v 270. dni siaha az na pocet 27500 infek-
¢nych oso6b a pripada hodnote Ry = 20. Priblizne v 700. dni vidno aj krivku dosahujicu
vrchol len 7600 infekénych oséb, ta naopak opisuje Sirenie infekénej choroby s reproduk-
¢nym dislom Ry = 14. Mald hodnota reprodukéného ¢isla moze tiez popisovat vyssiu
kolektivnu imunitu, ¢im sa znova utvrdzujeme v tom, ze s lepSou kolektivnou imunitou
dokézeme dosiahnut pomalSie Sirenie choroby.

Zaujimavé je sledovat aj vypuknutie epidémie. Na grafe to sice nie je tak dobre vidiet,
avSak plati, ¢im mensia je hodnota reprodukéného ¢isla, tym neskor sa zacne Sirit nédkaza.

Podobny graf dostaneme po zndhodneni pociatoéného percenta odolnych osob (o).
Doteraz sme mali pevne stanovenych 80% odolnych a reprodukéné ¢islo bolo ndhodné
z intervalu (14,20). Teraz budeme pomocou beta rozdelenia ndhodne vyberat percento
podiato¢nych odolnych 0sdb (0) z celkovej populécie Slovenska (V). Toto percento sa bude
pohybovat v intervale (77%, 83%), reprodukéné ¢islo bude pevné s hodnotou Ry = 17
a sledované obdobie bude 3 roky (1095 dni). Ostatné parametre ostavaji na péovodnych

hodnotéch z Tabulky [l a podiatoéné podmienky st zadefinované pomocou rovnic .1
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Obr. 20: Grafy (a) nezaockovanych a (b) zaockovanych infekénych oséb pomocou SEIR2 modelu
pri ndhodnom vybere pociatocného percenta odolnych 0sob z intervalu o € (77%, 83%) pomocou

Beta rozdelenia.

Vysledkom tohto nastavenia parametrov a pociato¢nych podmienok je Obrazok
ktory je velmi podobny predoslym grafom. Interval je velmi Siroky a vrchol dosahuje

pri hodnote 6750 nezaockovanych a 28000 zaockovanych infekénych osob, ¢o zodpoveda
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77% podiatoénych odolnych. Priemerna dizka epidémie je priblizne 800 dni. Pocdiatoéné
zaoCkovanost a odolnost voc¢i ndkaze je ddlezitou stucastou modelu, a taktiez dolezitym
faktorom, ktory urcuje rychlost $irenia epidémie.

Pri Obréazkoch [19] a [20] si mozeme vSimnut, Ze interval pre nezaockovanych infekéngch
je percentualne o nieco Sirsi nez interval pre zaockované osoby. Nezaockovani st viac
nachylni k infikovaniu sa pri zmene parametrov Ry a o ako zaockovani.

V SEIR2 modeli s aj parametre, ktoré po znadhodneni neovplyvnia vyvoj Sirenia ndkazy
tak zasadne ako vysSie spominané pripady. Jednym z nich je napriklad pravdepodobnost
sekundérnej nédkazy b. Parametre znova nastavime podla Tabulky 4| a pociatoéné pocty
podla Ak hodnotu parametra zvolime nahodne pomocou Beta(2,2) z intervalu (0, 2),
krivka poc¢tu infekénych osob na Obrazku [21) m4 interval spolahlivosti v celku tzky. Vyssi
vrchol (7300 osdb pre nezaockovanych a 24500 pre zaockovanych) nadobtda pri vyssej
hodnote parametra b, kedy pravdepodobnost sekundarnej ndkazy je dvojnasobnd, ¢im
vzniké viac infekénych Tudi. Minimum je priblizne poloviény pocet, len 3200 nezaockova-
nych a 11000 zaockovanych infekénych osob, ¢o je 0.26% celkovej populécie. Teda mozeme
povedat, Ze pri takomto nastaveni parametrov a bez sekundarnej nakazy (b = 0) aj tak

vznika epidémia.

4
8000 25 % 10 ‘
7000 -
2 |
6000 -
25000 815}
3 3
5 4000 kol
Q 0
o S 1|
a 3000 o
2000 -
05F
1000 +
0 . " . . . . 0 . n . . . .
0 100 200 300 _ 400 500 600 700 800 0 100 200 300 _ 400 500 600 700 800
Cas (deri) Cas (deri)

(a) (b)

Obr. 21: Grafy (a) nezaockovanych a (b) zaoc¢kovanych infekénych os6b pomocou SEIR2 modelu
pri ndhodnom vybere pravdepodobnosti sekundarnej ndkazy z intervalu b € (0, 2) pomocou Beta

rozdelenia.
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5 Priestorovo heterogénny SEIR2 model

Doteraz sme sa stretli len s homogénnymi modelmi, ktoré pracovali s tzv. priemernou
osobou. Pre kazd osobu sme pouzivali rovnaké parametre - napr. dizka infekénosti, prav-
depodobnost nakazy a rovnaka pravdepodobnost stretnutia sa s ostatnymi osobami. Aby
sme model priblizili realite, rozdelime populéciu do K geografickych celkov (krajov) po-
dla miesta trvalého bydliska. Takyto model sa nazyva priestorovo Struktirovany alebo
priestorovo heterogénny. Rozdelenie mozeme zvolit rozne. My sa vSak zameriame na Slo-
vensko (Obrazok a rozdelime populaciu do 6smich krajov (Bratislavsky, Trnavsky,
Nitriansky, Trenc¢iansky, Zilinsky, Banskobystricky, Presovsky a Kogicky). Priestorova he-
terogenita ndm umozni analyzovat vplyv roznych vlastnosti jednotlivych krajov pri $ireni

ochorenia. Zahrnieme aj rozdielne miery pokrytia vakcinou.

2ilinsky kra) Presovsky kraj

Trentiansky kraj
Kosicky kraj

Trnavsky

kraj Banskobystricky kraj

Eratislavsky
kraj
Nitriansky kraj

Obr. 22: Mapa Slovenska.

Rozdelenie populacie Slovenska do 6smich krajov bolo predstavené na SIR modeli

v préaci [2]. Podobny postup aplikujeme na nd$ SEIR2 model. Pre zahrnutie priestorovej
heterogenity rozdelime populéciu do epidemiologickych podskupin. S;, E;, I;, Sy, R, st

poc¢ty vnimavych, vystavenych nakaze, infekénych a imtnnych pre kraj j,kdej =1,... K.
Tieto kraje nie st izolované, ale st poprepdjané tym, ze Tudia cestuju za pracou, na na-
vstevy a dovolenky alebo kvoli studiu. Kedze zohladiiujeme aj pohyb obyvatelstva, inte-
rakcie medzi infekénymi a vnimavymi nastavaju nielen v ramci jedného kraja, ale aj medzi
jednotlivymi krajmi. Takymto spésobom sa infekénd choroba mdzZe preniest z Kosického

kraja, cez Banskobystricky, Nitriansky, Trnavsky az do Bratislavského kraja a naopak.

47



5. PRIESTOROVO HETEROGENNY SEIR2 MODEL

Napriek tomu, Ze uvazujeme pohyb obyvatelstva budeme predpokladat konsStantnu

velkost celkovej populacie N(t) v kazdom case

N(t) =D Ni(t) =Y N;(t+1),

j=1 j=1
kde N;(t) je velkost populacie v ¢ase ¢t v kraji j = 1,..., K. Stahovanie obyvatelstva
medzi krajmi nepriptstame, teda velkost populacie N; pre kazdy kraj sa v ¢ase nemeni.

Co sa nam ale radikdlne zmeni je prenosovy parameter 3 na maticu B, tiez nazjvani
WAIFW - Who acquired infection from whom, v preklade Kto ziskal infekciu od koho.
Téato matica obsahuje prenosové parametre zohladriujice kazdy kraj. KedZze krajov je

osem, matica vyzera nasledovne

511 612 e 518
B81 682 U 588

Prvok g3 hovori s akou pravdepodobnostou sa osoba z j-teho kraja nakazi od osoby
z k-teho kraja.
Pocet novonakazenych jedincov za jednotku ¢asu (v nasom pripade jeden deii) v j-tom

kraji bude

= N
pretoze vnimavé osoba z j-teho kraja sa moze nakazit od infekénych o0sdb zo vsetkych
krajov k=1,..., K.

Systém diferencialnych rovnic pre priestorovo heterogénny a nami rozsireny SEIR mo-

del so sekundarnou vnimavostou (SEIR2 model) vyzera nasledovne
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Systém diferencialnych rovnic pre priestorovo heterogénny SEIR2 model

dSy; _ ZK: BirSvi (Tv + clv)
dt pt Ny,

- — By — nky;,

dBy; i (B Suj + bBiwSuzy)Luw + clvi) v
Ny, [
b=l
dy _ 7

= By —vIy; — (0 + o) Iy,

dt {
dSu2; u B Svaj (Lo + clvi)
— (1= Oy Iy — 1Sy
dt ( 9)’7 Uj ; Nk :uSU2]7
K
dSv; Boaceie Svi (Luk + clvk,) .
B — Sy + (1 —4)fB 5.1
== g St + (1~ B, 6.1
dEy; - (Buaceik Svi + bBuacciuSvaj) Lok + clvi)
_ _YE. — LEv
dt ; Nk Z Vj /’L Vi
dly;
= = By — Iy — (u+ o)y,
dt {
dSva; " bBuaceikSvai (Luk + clvi)
—(1— Ton — _ _
dt ( gvaCC)'V 1% kz:; N, MSV2J>
dRj
d_tj = 1fB 4+ 0vIy; + OpaccvIv; — 1R,
B = /JJN -+ O'([Uj —+ ]Vj)7

kde j =1,2,... K.

Povodne sa hodnota parametra /3 pocitala podla vztahu teraz vsak potrebujeme
celi maticu takychto parametrov. Preto hodnoty prvkov matice B (WAIFW) ur¢ime
podla vztahu

B = pM,

kde p je uz zndma pravdepodobnost prenosu infekéného ochorenia a M je matica kontak-

tov, ktora je rovnako ako matica B rozmerov K x K

myp Mg -+ g

Moy Mag -+ Mg
M =

Mgy Mgy -+ 1Ngg
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a prvok my; vyjadruje pocet kontaktov, ktoré ma osoba z j-teho kraja s osobou z k-teho
kraja za jednotku casu.

Na stanovenie hodnot prvkov matice M pouzijeme myslienku prezentovant v [9] a [2],
kde autori na stanovenie hodnét matice M pouzili data o pracovnej migracii na Sloven-
sku. Potrebujeme poznat pravdepodobnosti vzajomného stretnutia Iudi z dvoch réznych
krajov, a tiez priemerny pocet dennych kontaktov Iudi z réznych krajov aj v ramci jed-
notlivych krajov.

Priemerny pocet kontaktov uréime z hustoty obyvatelstva v jednotlivych krajoch Slo-
venska, ktort sme ziskali z [10]. Cim vidsia hustota obyvatelstva, tym vyssia pravdepo-
dobnost nakazy, preto pre Bratislavsky kraj subjektivne zvolime hodnotu reprodukéného
¢isla 18 a pre Banskobystricky kraj 12. Na zaklade hustoty osidlenia dour¢ime reprodukéné
¢isla v ostatnych krajoch. Nésledne dopocitame priemerny pocet dennych kontaktov (m)
pomocou vztahu pre Ry a vztahu pre (3, kde pravdepodobnost prenosu ochorenia
p = 0.95. Vypocitané hodnoty priemernych dennych kontaktov v jednotlivych krajoch
(m;) st uvedené v Tabulke [5|

Kraj BA |TT NR TN ZA BB PO | KE
Hustota obyvatelstva na km? | 314,9 | 135,49 | 107,15 | 130,63 | 101,48 | 68,82 | 91,73 | 118,24
Ry 18,0 | 13,6 12,9 13,5 12,8 12,0 | 12,6 | 13,2
m; 3,79 | 2,87 2,72 2,85 2,70 2,63 | 2,65 |2,78

Tabulka 5: Hustota obyvatelstva krajov Slovenska z roku 2007, odhadnuté hodnota reproduk-

¢ného cisla a vypocitany priemerny pocet dennych kontaktov pre osem krajov Slovenska.

Pravdepodobnosti stretnutia sa Tudi z roznych krajov ur¢ime pomocou tudajov o pra-
covnej migracii na Slovensku z roku 2007 [5]. V Tabulke@ st po¢ty pravidelne migrujtcich
obyvatelov Slovenska za pracou. Stipce udavajt kraje trvalého bydliska a riadky kraje pra-
coviska. Na diagondle st pocty obyvatelov danych krajov, ktori ostavaji v svojom kraji
a nemigruja za pracou do iného kraja. Séitanim riadkov v jednotlivych stipcoch ziskame
priemerné pocty obyvatelov krajov j =1,...,8 za rok 2007, ¢o oznacime ako N;.

Ak pocet Tudi cestujtcich za pracou do kraja j z kraja k je Ty, tak pravdepodobnost,
Ze sa stretne osoba z j-teho kraja s osobou z k-teho kraja sa da vyjadrit ako
_ 7
- N; + Zi:l,k;ﬁj T — Zi:l,k;ﬁj Ty
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5. PRIESTOROVO HETEROGENNY SEIR2 MODEL

Kraj BA TT NR TN ZA BB PO KE
BA | 605017 | 30 600 | 12100 | 7 500 8 400 6 100 8 500 2700
TT 1800 |519483 | 2300 1 500 1 800 500 1 700 600
NR 600 3 600 | 686 686 | 3 400 300 3 800 400 100
TN 200 1 600 900 583 348 | 2200 200 400 100
ZA 200 300 300 3000 |679272 | 1500 1 500 700
BB 600 0 3 000 1200 2000 | 641 587 700 300
PO 200 0 1200 0 1200 0 775 544 | 3000
KE 200 0 300 100 300 1300 12 300 | 765 931

Tabulka 6: Udaje o pracovnej migracii medzi krajmi z roku 2007. Zdroj: [2] - vlastné spraco-

vanie.

Nakoniec dopocitame pocet kontaktov, ktoré ma osoba z j-teho kraja s osobou z k-teho

kraja za jednotku casu

Mk = Qi My,

¢im dostavame hodnoty prvkov matice kontaktov M. Po prenasobeni matice kontaktov

pravdepodobnostou prenosu ochorenia p = 0.95 ziskavame vyslednti maticu

0.0022
0.0009
0.0007
0.0022
0.0006
0.0007

0.0133
0.0074
0.0011

0

0

0

2.5389
0.0041
0.0011
0.0111
0.0039
0.0010

0.0126
2.6818
0.0112
0.0044
0
0.0003

ol

3.1992 0.1618 0.0640 0.0397 0.0444 0.0323 0.0449 0.0143
0.0093 2.6740 0.0118 0.0077 0.0093 0.0026 0.0088 0.0031

0.0011
0.0101
2.5370
0.0074
0.0039
0.0010

0.0140
0.0009
0.0056
2.3746
0
0.0044

0.0015
0.0018
0.0056
0.0026
2.4995
0.0416

0.0004
0.0005
0.0026
0.0011
0.0097
2.5919




5. PRIESTOROVO HETEROGENNY SEIR2 MODEL

5.1 Priklad

Okrem matice kontaktov je potrebné v priestorovo heterogénnom modeli prispdsobit aj
iné parametre. Napriklad vyssie spominané reprodukéné ¢islo ma kazdy kraj iné. Podobne
moze byt v danych krajoch rozdielna zaockovanost, teda pokrytie vakcinou (f), ale aj
rozna pociatocnad vnimavost populacie S;(0) pre kraje j = 1,..., K. Pre lepsiu predstavu
uvedieme priklad, ako takyto model funguje pri ur¢itych parametroch.

Ako sme uz vyssie spominali, priestorovi heterogenitu aplikujeme na Slovensku repub-
liku, ktora sa deli na osem krajov a do Bratislavského kraja privedieme piatich infek¢énych
imigrantov. Takto zistime ako sa infekéna choroba siri v danom kraji, ¢i vznikne epidémia,

no tiez zistime, ¢i sa infekéna choroba rozsiri aj do ostatnych krajov Slovenska.

Parameter | Popis Hodnota

Suvisiace s ochorenim

~ Rychlost vyliecenia sa %
l Oneskorenie relativne k dizke infekénosti 2
Ry Zékladné reprodukéné ¢islo (18, 13.6, 12.9, 13.5, 12.8, 12, 12.6, 13.2)
b Pravdepodobnost sekunddnej nékazy 1
o Pravdepodobnost tmrtia na nakazu 0
Stvisiace s ockovanim
« Efektivnost vakciny 0.7
Pokrytie vakcinou (0.975, 0.99, 0.988, 0.977, 0.988, 0.984, 0.986, 0.982)
i Percento zao¢kovanych so 100% imunitou 0
c Relativna infekénost zaockovanych infekénych 1
Demografické
1 Prirodzena roéna miera amrtnosti 36;800

Tabulka 7: Hodnoty parametrov pre priestorovo heterogénny SEIR2 model.

Pocet obyvatelov v jednotlivych krajoch nastavime podla Tabulky @ s¢itanim riadkov
v jednotlivych stipcoch. T¥m pouZijeme priemerné poéty obyvatelov jednotlivich krajov

za rok 2007. Parametre nastavime podla Tabulky (7| a poc¢iato¢né pocty osdb
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5. PRIESTOROVO HETEROGENNY SEIR2 MODEL

v jednotlivych epidemiologickych skupinach nastavime nasledovne

Spi(0) = (1 —=f)* (1 —05) = Nj,
Ey(0) = 0, Iy;(0) =0,  Suz(0) =0,
Sv;(0) = fix(1—0;)xN,

Ey;(0) = 0, [Iy(0)=0, Svy(0)=0,
R;(0) = o« Nj,

kde j = 1,...,8 st indexy jednotlivych krajov a 0=(0.8, 0.8, 0.8, 0.8, 0.8, 0.8, 0.8, 0.8).
Prvok o; je potom podiel poc¢iato¢nych odolnych osdb z populacie N; v danom kraji.

Do Bratislavského kraja privedieme 5 zaockovanych infekénjch oséb, teda pocet
I71(0) = 5 a na Obrazkoch [23] a [24] sledujeme $irenie choroby v ramci celého Slovenska
a jednotlivych krajov.

Najskor vznikne epidémia v Bratislavskom kraji, kde maximalny pocet infekénych do-
siahne hodnoty 1224 zaockovanych a 332 nezaockovanych, ¢o je spolu 0,26% populacie
Bratislavského kraja. Nasledne sa choroba rozsiri do Trnavského, Nitrianskeho, Bansko-
bystrického kraja a postupne do vSetkych krajov Slovenska podla ich rozmiestnenia
a v nasom pripade aj podla migracie za préacou.

Hodnoty infekénych v jednotlivych krajoch zavisia najmi od poctu populéacie, hod-
noty reproduk¢éného cisla a od pokrytia vakcinou v danom kraji. Ovplyvnuje ich vsak aj
mnozstvo inych kombinacii parametrov.

Okrem postupného rozsirovania infekcie si mézeme vSimntf aj nastupy dalsich vin
epidémie, ktoré sa casom s rastiicim poctom poinfekénych a odolnych oséb utlmuju.

Vyssie popisand volba parametrov je len prikladom pouzitia priestorovo heterogénneho
SEIR2 modelu a neopisuje sucasni situaciu na Slovensku. Po komplexnejSom uvazeni
vSetkych vplyvov by sa dali parametre navolit tak, aby model aspoii priblizne opisoval

redlnu situaciu ¢i uz na Slovensku, v inej krajine alebo v celej Eurépe.
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Obr. 23: Sirenie infekénej choroby pomocou priestorovo heterogénneho SEIR2 modelu pre zao¢kovanych po prichode 5 zaockovanych infekénych

do Bratislavského kraja.

o4



“elen] oypysae[sTyeIg OP YPAUY

-ojur oLuraoxpoez G opoypud od yoLursoypoezou o1d nEpow Z[HS 0YLUUSS01930Y 040103so11d novowod Aqoioyd (oupyeyur oruLag g *I1qQ

0009

000G

(uep) sey

000 000¢ ~

0
0
0S
-
(@]
(@l
@
00T 5
D
N
Q
(@]
(@l
—40ST 3
<
Q
>
rAl
(@]
0
- 002 =
ol
-~
¢
Ml
— 0S¢ S
Z
- 00¢€
_ 0S¢

95



ZAVER ZAVER

Zaver

V préci sme predstavili niekolko dynamickych deterministickych matematickych modelov,
ktoré popisovali Sirenie infekénych choréb pomocou systémov diferencidlnych rovnic
a snazili sa predpovedat vplyv réznych parametrov na $irenie infekcie.

Prvym modelom bol zakladny SIR model , z ktorého sa odvadzajua ostatné modely.
V casti sme vysSetrili stabilitu SIR modelu a dospeli sme k stacionarnemu stavu [I.14]
Nezéapornost po¢tov 0sob v epidemiologickych skupinach S, I a R sme dokézali v ¢asti[1.5

V préci sme sa zaoberali hlavne SEIR modelom so sekunddrnou vnimavostou, ktory
bol predstaveny a popisany v praci [8]. Na rozdiel od zdkladného SEIR modelu uvazuje
mnozstvo inych charakteristik, ktoré st v modeli zakomponované pomocou parametrov
(vid. Tabulka [4).

Jednym z prinosov tejto prace je rozsirenie tohto modelu o parametre 6 a 0,,.. predsta-
vujice miery stopercentne iminnych po prekonani infekcie. Takymto spdsobom zabranime
neustalemu kolovaniu niektorych Tudi v modeli kvoli viacndsobnému nakazeniu sa, ¢o je
realistickejSie, pretoze ¢lovek po prekonani osypok ziskava minimalne ¢iastocénti imunitu
a jeho riziko sekundarnej infekcie je znizené. Tento model sme nazvali SEIR2 modelom
a jeho systém diferencialnych rovnic [3.14] ndjdeme v ¢asti [3.3] Porovnanie vysledkov mo-
delu pri réznych hodnotach 6 a 6,,.. mozno najst v casti[3.4

V casti sme ukézali ako sa daju SEIR2 modelu nastavit hodnoty parametrov tak,
aby sa z neho stal zakladny SEIR model.

Dalsim z prinosov tejto prace je rozsirenie SEIR2 modelu o priestorovia strukturu,

v ktorej sa uplatnuju urcité charakteristiky typické pre kazdy z celkov a priblizuji model
k realite. Heterogenitu sme sa rozhodli aplikovat na tzemie Slovenska a upravif systém
diferencialnych rovnic tak, aby popisoval kazdy z 6smich krajov . Parametre modelu
sme prisposobili podla migracie Iudi za pracou. Napriklad prenosovy parameter [ sa zmenil
na maticu WAIFW (Who Acquired Infection From Whom), ktorti ndjdeme v casti [f|

V poslednej ¢asti uvadzame modelovy priklad sirenia osypok po prichode 5 infek¢nych
os6b do Bratislavského kraja. Obrazok 23| znazornuje vyvoj po¢tu zaockovanych infek-
¢nych v jednotlivych krajoch. Pri tomto konkrétnom nastaveni parametrov vznikla
v kazdom kraji epidémia.

Pochopenim vyznamu parametrov SEIR2 modelu a spravnym nastavenim ich hodnét

o6



ZAVER ZAVER

je mozné tento model pouZit pre Siroku $kalu infekénych chorob.

Touto pracou sme sa navyse utvrdili v tom, Ze ockovanie je jedno z najicinnejsich
preventivnych opatreni v boji proti infek¢nym chorobam, akym st napriklad osypky. Na
Slovensku je sice sucasnéd zaockovanost voc¢i osypkam vysoka a situdcia vo vyskyte ocko-
vanim preventabilnych ochoreni priazniva, ale aj napriek tomu je nutné neustavat v usili

o zachovanie vysokej hladiny zaockovanosti.
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Priloha A

Program pre SIR model:

Y%pociatocne podmienky SIR modelu

ocko=0.7;

S0 = (

1—o0cko)*600000—100;

10 = 1;
RO = ocko*600000;

07

global
global
global
global
global
global
global
global

options = odeset(’RelTol’,1e—20, AbsTol’ ,[1le—15 le—15 le—15]);

[TT,Y]

® parametre SIR modelu

N; N=S0+I0+R0;

pi; pi = 0.016/365;

mu; mu = 0.016/365;

r0; r0 =20;

gamma; gamma = 1/5;

beta; beta = r0x(gammatmu) ;
T; T = 365;

£ f = 0;

= ode45(@sir ,[0:T],[SO I0 RO],options);

Funkcia sir je nasledovna:

function dy = sir(t,y)

global
global
global
global
global
global

pi;

dy = zeros(3,1);

dy (1)
dy (2)
dy (3)

end

Program pre SEIR a SEIR2 model:

% pociatocne podmienky SEIR2 modelu

= Nxpix(1—f)—betaxy(1)*y(2)/N-muxy(1);

= gammaxy (2)+Nxpi*f—muxy (3) ;

ocko=0.8;
Su0 = (0.07)*(1—ocko)*5400000;
Eu0 = 0;
Iu0 = 5;

betaxy (1) x*y(2)/N-gammaxy (2)—mux*y (2) ;
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Su20 = 0;
Sv0 = (0.93)*(1—o0cko)*5400000;
Ev0 = 0;
Ivo = 5;
Sv20 = 0;

RO = ockox5400000;

% parametre SEIR2 modelu

global N; N = Su0+Eu0+Iu0+Su20+Sv0+Ev0+Iv0+Sv20+R0;

global gamma; gamma = 1/5;
global 1; 1 = 2;

global r0; r0 = 17;

global b; b = 1;

global sigma; sigma =

|
o

global alpha; alpha = 0.7;
global f; f = 0.5;

global i; i = 0;

global ¢; ¢ = 1;

global mu; mu = 0.016/365;

global alphaVlna; alphaVlna = (alpha—i) / (1-1i);

global beta; beta = ((r0 * 1) / gamma) x (gamma/l + mu) * (gamma + mu + sigma);

global betaVacc; betaVacc = (1—alphaVlna) * beta;

global T; T = 365;
global theta; theta = 0.5;
global thetaVacc; thetaVacc = 0.6;

options = odeset( RelTol’,1e—20,  AbsTol’ ,[le—

le—15]);
[TT,Y] = oded5(@seir ,[0:T],[Su0 Eu0 Iu0 Su20

Funkcia seir je nasledovna:

function dy = seir (t,y)

global N;
global gamma;
global 1;
global r0;
global b;
global sigma;
global alpha;
global f;
global 1i;
global c;
global mu;
global alphaVlna;
global beta;

15 1le—15 le—15 le—15 le—15 le—15 le—15 le—15

Sv0 Ev0 Iv0 Sv20 RO],options);
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global betaVacc;
global T;

global theta;
global thetaVacc;

dy = zeros(9,1);

YUNVACCINATED
B = mutN + sigmax*(y(3)+y(7));
dy (1) = —betaxy (1) *(y(3)+c*xy(7))/N — muxy (1) + (1—f)x*B;

1)
dy(2) = (betaxy(1l) + bxbetaxy(4))=*(y(3) + c*xy(7))/N — gamma/l*y(2) — muxy(2);

dy(3) = gamma/l+y(2) — gammary(3) — (mufsigma) sy (3);

dy(4) = (1—theta)*gammaxy(3) — bxbetaxy(4)*(y(3)4+cxy(7))/N — muxy(4);

Y%VACCINATED

dy (5) = —betaVacckxy(5) *(y(3)+c*xy(7))/N — muxy(5) + (1—1i)=*f*B;

= (betaVaccxy(5)+bxbetaVaccxy(8))*(y(3) + c*xy(7))/N — gamma/l*y(6) — muxy(6);

)
) = gamma/lxy(6) — gammaxy(7) — (mutsigma)x*y(7);

dy (8) = (1—thetaVacc)+*gammaxy(7) — bxbetaVaccxy(8) *(y(3)+cxy(7))/N — muxy(8);
) = i*xf«B — muxy(9)+thetaxgammasxy (3)+thetaVaccxgammaxy (7) ;
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