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Abstrakt

GIBASOVA, Klaudia: Statistické postupy pre porovngvanie Markovovych refazcov
[Diplomové pracal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky
a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; kolitel: Doc. RNDr. Ka-
tarina Jankova, CSc., Bratislava, 2018, 54 s.

V nasej praci sa venujeme sekvencnej analyze a porovnavaniu parametrov Marko-
vovych refazcov cez sekvenéné testovanie aj za pomoci simulécii. Venujeme sa retazcom
s nezavislymi pozorovaniami a potom retazcom, pri ktorych pozorovania vykazuji Mar-
kovovsk zavislost. Cielom je porovnat vysledky aproximécii operacnej charakteristiky

so simulaciami.

Klticové slova: Sekvenéna analyza, Markovove refazce, Opera¢nd charakteristika



Abstract

GIBASOVA, Klaudia: Statistical methods for comparison of Markov chains [Diploma
Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and In-
formatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: Doc. RNDr.
Katarina Jankova, CSc., Bratislava, 2018, 54 p.

In our work, we perform sequential analysis and comparison of Markov chains pa-
rameters through sequential testing using simulations as well. We deal with a chain
of independent observations and then chains in which observations show Markov’s
dependence. The aim is to compare the results of the approximation of operating cha-

racteristics with simulations.

Keywords: Sequential analysis, Markov chains, Operating characteristic



Obsah

Uvod 7
1 Markovove retazce 9
1.1 N&hodny proces, ndhodny retazec . . . . . . .. . ... ... ...... 9
1.2 Zaklady o Markovovych retazcoch . . . . . . ... ... ... ..., .. 9
1.3 Statistické postupy v Markovovych refazcoch vo véeobecnosti . . . . . 11
2 Sekvencna analyza pre nezavislé a zavislé pozorovania 14
2.1 Sekvencna analyza nezavislych pozorovani . . . . . ... ... .. ... 16
2.2 Sekvencnd analyza zavislych pozorovani . . . . . . . . .. ... ... .. 20
2.2.1 Sekvencna analyza zavislych pozorovani v pripade zlozenych hy-
Potéz . . .o 24
3 Sekvencné testovanie 26
3.1 Sekvencné testovanie parametra ak si pozorovania nezavislé . . . . . . 26
3.2 Tustraény priklad na sekvenéné testovanie v pripade zavislych pozorovani 31
3.3 Bonus Malusmodel . . . . .. ... . ... ... ... ... 34
3.4 Sekvenc¢né testovanie parametra Markovovho refazca . . . . .. .. .. 34
3.4.1 Nesekvencné testovanie parametra Markovovho refazca . . . . . 41
3.5 Prechod k jednoduchsej hypotéze pri sekvenénom porovnani 2 Marko-
vovych refazcov . . . . ... 42
3.6 Sekvencné testovanie pre porovnanie parametrov 2 Markovovych refazcov 44
Zaver 49
Literatura 51

Priloha A 52



Uvod

Sekvencénd analyza vznikla v obdobi okolo druhej svetovej vojny, kedy ju Abraham
Wald a d'alsi ako Statistickd vyskumnd skupina pouzili na efektivnejsiu kontrolu kva-
lity v priemysle pocas vojny. Nezavisle od nich vyvinul vtedy podobny pristup Alan
Turing na testovanie hypotéz o tom, ¢ mozu byt rozne nemecké kédované spravy pop-
repdjané a ¢i je mozné ich analyzovat spolu. Odvtedy sekvenénd analyza nasla svoje
vyuzitie napriklad v medicinskych testoch, kedy kazdé pozorovanie naviac znamena
podstatné navysenie nakladov na testovanie. Hlavnou vyhodou sekvenéného testovania
oproti klasickému je, ze vyuziva minimélny pocet pozorovani potrebnych na prijatie jed-
nej z hypotéz. V dnesnej dobe, kedy sa vsetko snazime optimalizovat, zniZovat ndklady
na prevedenie a ¢o najviac urychlovat vSetky procesy mé sekvenéné testovanie svoje
miesto. Preto md zmysel venovat sa sekvenénym testom a testovaniu ich vlastnosti,
¢i s postacujice a nakolko st testy doveryhodné. V mnohych statistickych analyzach
sa predpokladé, Ze pozorovania vytvarajui postupnost nezavislych rovnako rozdelenych
ndhodnych premennnych. To ¢asto nie je odraz reality, ale aspoii umoziuje uskutocnit
vypocty. Istym priblizenim realite, ktoré zachovava mnohé postupy pri vypoctoch je
predpoklad, Ze pozorovania st realizaciami Markovovho refazca. S takymto predpokla-
dom sme v nasej praci pocitali.

Sekven¢nou analyzou sa zaoberal ako prvy Wald [7]. V zdroji [2] bola rozobraté sek-
vencéna analyza pre postupnosti, kde st vSetky pozorovania navzdjom nezavislé. Sek-
vencnej analyze s jednym Markovovym retazcom venovali pozornost v [5] a porovnaniu
dvoch refazcov sa venovali v [6].

Nagim cielom bolo zaoberat sa nezdvislymi Markovovymi retazcami, ktorych funkcie
matice prechodov st rovnaké. LiSia sa len v parametri a na porovnanie hodnot para-
metra pouzit sekvenéné pristupy a nésledne vysledky z roznych pristupov porovnaft
pomocou sekvenénej analyzy a simuldcii.

Pre rozne priklady sme zostrojili sekvenéné testy a snaZili sa dospiet k aproximovanému
tvaru operacnej charakteristiky. Nasledne sme aproximacie porovnali s vysledkami si-
mulécii a ocakavali sme, ze ich hodnoty budu priblizne rovnaké. Tiez sme simulacne
ratali odhad stredného rozsahu vyberu.

Prv4 kapitola sa venuje zakladnému prehladu o Markovovych refazcoch. V druhej ka-



pitole sme zhrnuli teoretické vysledky zo sekvenc¢nej analyzy pre Markovove refazce s
nezavislymi a so zavislymi pozorovaniami. Na zaver sme prevazne na priklady s Bonus
Malus modelom aplikovali teériu z druhej kapitoly. V jednom priklade sme sekvenény
test porovnali s vysledkami nesekvenéného testu z hladiska stredného rozsahu vyberu,

pravdepodobnosti chyby 1. a 2. druhu.



1 Markovove retazce

V tejto praci budeme riegit 1lohy, ktoré pouzivaji modely s Markovovymi refazcami.
Takéto modely st vhodné v pripade zavislych pozorovani, Markovova vlastnost ulahé¢i
mnohé vypocty. Cielom tejto kapitoly je zhrnit zdkladné poznatky o Markovovych
refazcoch a v kratkosti uviest statistické postupy, ktoré je mozné pri takychto retazcoch
pouzit. Tedria o zékladoch Markovovych refazcoch a o odhadovani matice prechodu je

¢erpand zo zdroja [3]. Tedria o chi kvadrét teste bola ¢erpand zo zdroja [1].

1.1 Nahodny proces, ndhodny retazec

Ak chceme matematicky opisat ndhodny jav, je primerané pouzit pojem pravdepo-
dobnostného priestoru (€2, .5, P) a ndhodnej premennej. Je to funkcia na mnozine €2,
ktorti vieme charakterizovat pravdepodobnostnym rozdelenim. Rozsirenim nahodne;
premennej je ndhodny proces. Nahodny proces namiesto jednej premennej predstavuje

postupnost nadhodnych premennych pozorovanych v ¢ase.

Definicia 1.1. Ndhodny proces je systém {X;}ic1, kde pre kazdé i € 1 je X; : Q@ — R

ndhodnd premennd.

Pre pevné w € Q dostaneme jednu realizaciu (7, w) ndhodného procesu ako funkciu
premennej ¢ € I. Je prirodzené si pod mnozinou I predstavovat c¢as. Ak st v tejto
mnozine prirodzené alebo celé ¢isla, tak hovorime o nadhodnom procese s diskrétnym
¢asom. Hodnoty, ktoré nadobidaji nidhodné premenné X; budeme nazjyvat stavmi
a mnozinu stavov budeme oznacovat S. My uvazujeme konecni alebo spocitatelnt

mnozinu stavov. Takyto ndhodny proces sa nazyva refazec.

1.2 Zaklady o Markovovych refazcoch

Definicia 1.2. Postupnost ndhodnijch premennych (X, )nen $ diskrétnou mnoZinou

stavov S je Markovovv refazec, ak spl/ﬁa nasledujicu podmienku:

P(Xn+1 - jjj‘Xn = E;anl = E -;XO = ﬂo) = P<Xn+1 = Ean = CFZ);

n—1°"

pre véetky n € N a pre vsetky T;,, L5, , ..., T;, ,,T;,T; € S a ak:



P(Xo=Ty,.... Xp =T}

in

) > 0.

Teda za podmienky , ze X,, = T; je X,,;1 nezavislé od Xy, ..., X,,_1. Ak podmienend
pravdepodobnost P(X,11 = T;|X,, = T;) nezévisi od n, potom aj pre kazdé n € I, s >
Oa iriv 7—‘] €S

P(Xn+s = TY]|Xn = T;) = pij(s)’

nezévisi od n. V tomto pripade hovorime, Ze retazec je homogénny. V tejto praci sme
pracovali len s homogénnymi refazcami. Ak je I = [0, c0), tak mézeme retfazcu priradit

systém matic
{P(s);s > 0}, kde p;;(s) = P(X, =T;|Xo =1;), pre T;,T; € S.

Plati, ze p;;j(0) =0 ak ¢ # j a p;(0) = 1.

Matica P(s) je matica prechodu za cas s, ak je s > 0 pevné. Ak je P(s) =
(pij)ij=1,2,.,s matica prechodu pre s > 0 Markovovho retazca s mnozinou stavov S
tak plati, ze ZfFl pij(s) = 1. Stochastickd matica je matica s nezdpornymi prvkami,

ktorej stucet prvkov v kazdom riadku je rovny 1.

Definicia 1.3. Nech {X, },>0 je Markovov retazec. Rozdelenie pravdepodobnosti T' =
{1, }j=12,..s je také, ze P(Xo =T;) = I'y, prej = 1,2, ..., s, budeme nazyvat pociatoénym

rozdelenim retazca { X, fn>o-

Veta 1.4. Matice prechodu P(s),s > 0 a pociatocné rozdelenie I' jednoznacne urcéuji

konecnorozmerné rozdelenia ndhodného procesu { X, }n>o-

Kazdy Markovov retazec jednoznaéne uréuje pociatocné rozdelenie a systém matic
prechodu za ¢as s. Pretoze budeme pracovat len s refazcami s diskrétnym casom,
na urcenie kone¢norozmernych rozdeleni procesu stac¢i pociatoéné rozdelenie a matica
prechodu za jednu ¢asovi jednotku, z ktorého lahko uréime maticu prechodu vyssieho

radu, teda staci pouzivat p;; = pi;(1) a P = P(1) = (pij)ij=12,.s-
Veta 1.5. Nech v Markovovom retazci pre véetky T;, T; € S existugi limity

— i S
T, = lim, o Pij
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nezdvislé od i = 1,2,...,s, pricom my, > 0 pre nejaké j € {1,2,...,s}. Potom je

{71, }j=12,...s Tozdelenie pravdepodobnosti a plati:

S
T, = ZWTJ%’ (1)
i=1

pre vsetky j = 1,2,....;s. Ak je {wr, }j=12,..s také rozdelenie pravdepodobnosti, Ze plati

S
T, = Zizl TT,Pij,

pre kazdé j = 1,2,...;s, tak x1; = limsopj;, existuje teda jediné rozdelenie s vlast-

nostou (1).

Rozdelenie, ktoré spfﬁa podmienku (1) je staciondrne rozdelenie Markovovho retazca
s maticou prechodu P. Keby sme staciondrne rozdelenie pouzili ako pociatotné rozde-
lenie, tak pravdepodobnost, ze retazec bude v ¢ase n v stave T}, by bola rovnakd pre
vietky n. V koneénom retazci takéto rozdelenie existuje, nemusi vsak byt jediné. Roz-
delenie, ktoré naviac spiﬁa predpoklady vety 1.5 je jediné a je to takzvané ergodické

rozdelenie Markovovho retazca.

1.3 Statistické postupy v Markovovych refazcoch vo vieobecnosti

Pri modelovani diskrétnych Markovovych refazcov je nutné poznat maticu prechodu.
V tejto podkapitole si strucne uvedieme, aké Statistické metédy sa pouzivaju na odha-
dovanie matice prechodu podla [3] a uvedieme si aj klasicky postup pre test o matici
prechodu Markovovho retfazca. Je to test zalozeny na x? rozdeleni, postupovali sme
podla [1].

Nech je X,, Markovov retazec s kone¢nou mnozinou stavov S = (1, ..., s). Po¢iatocné
rozdelenie je I' a nepozndme maticu prechodu P. Budeme sa ju snazit odhadnit na
zéklade realizécif refazca v ¢ase. Premennd Dr,1; predstavuje pocet pozorovanych pre-
chodov zo stavu T; do stavu T za casy 0, ...,n a dr,1; je realizacie ndhodnej premennej
Drz,r;. Matica D = (DTiTj)i,j:LQWS je matica pocetnosti pozorovanych prechodov za
casy 0,1, ...,n.

Priklad: UvaZovali sme jednoduchy Markovov retazec, ktory nadobtida len stav A

alebo B. Mali sme 20 pozorovani, ktoré tvoria postupnost stavov.
A A B,A,B,B,B,A,A,B,A,A,A,B,B,A,B,A,B,B

11



Pocetnosti pozorovanych prechodov sme si vedeli zapisat do matice

D=
5 4

Na odhad prvkov matice P je mozné pouzit napriklad metédu maximdlnej vie-
rohodnosti. Dalsie metédy, ktoré sa pouzivaji na Statistickd analyzu Markovovych
retazcov, st napriklad chi-kvadrat metédy. Teraz si uvedieme konkrétny test pomocou
chi kvadrétu pre nesekvencné testovanie, ktory bol uvedeny v ¢lanku [1].

V tomto pripade budeme testovat, ¢ st pravdepodobnosti prechodu medzi vy-
branymi stavmi rovné predpisanym hodnotdm. Uvazujeme Markovov retazec s koneénym
poctom stavov, matica prechodu md rovnaky tvar pre kazdy cas. Takyto refazec je
mozné popisat pociatoénym rozdelenim a pravdepodobnostami prechodu. Pravdepo-
dobnosti prechodu si podmienené pravdepodobnosti prechodu do stavu 7Tj, ak sa
refazec predtym nachddzal v stave T;. Uvazujeme stavy T}, = 1,2,....5 a n pPozoro-
vani. Matica prechodu P = {p;;}, kde p;; je staciondrna pravdepodobnost prechodu zo
stavu 7; do stavu 7}. Tiito pravdepodobnost mozeme odhadnit pomocou metédy ma-
ximalnej vierohodnosti, ktora je podrobne uvedend v ¢ldnku [1] a dostaneme vysledny
tvar odhadu:

. dy
Dij = di’ (2)

kde d;; predstavuje pocet, kolkokrét z n pozorovani presiel retazec so stavu T; do stavu
T;. Druhd premennd d;* predstavuje pocet prechodov zo stavu 7T; do Iubovolného zo
stavov 11, ..., Ts. Tento odhad budeme potrebovat na zostavenie testovacej Statistiky,

ak chceme testovat hypotézu:
HO: pq;(0) = pf;(6o)

pomocou chi kvadrat metédy. V zdroji [1] sa uvadza nasledujica testovacia statistika,

ktora tvrdi Zze za platnosti HO ma:

U= Y0, Ty di
J

asymptoticky x? rozdelenie s s(s — 1) stupiiami volnosti. Rozdelenie chi kvadrat dosta-
neme, pretoze premenné d;(p;; — p?j)2 su asymptoticky nezavislé pre rozne ¢.. Potom
sa test riadi nasledovnymi pravidlami pri zvolenej hladine vyznamnosti «, ¢o je ekvi-

valentné s pravdepodobnostou chyby 1. druhu, ktora je uvedend na strane 15.

12



Test
e zamieta HO, ak U > X5(371)7
e nezamieta HO, ak U < X?(s—n-

Takto zostrojeny test vychadza z pevného poctu pozorovani. V dalsom budeme
uvazovat aj sekvenéné testy, kde pocet pozorovani bude ndhodny. Takéto testy po-
rovname s uvedenym x? testom. Parametre, ktoré treba brat do tivahy st rozsah alebo

stredny rozsah vyberu, chyba 1. druhu a chyba 2. druhu.

13



2 Sekvencéna analyza pre nezavislé a zavislé pozo-
rovania

Mnohé statistické analyzy predpokladaji, Ze pozorovania vytvaraji postupnost nezavislych
rovnako rozdelenych nahodnych premennych. Toto ¢asto neodraza realitu, avsak aspon
umoziuje uskutoénit vypocty. PribliZenim realite, ktoré zachoviva mnohé vypoctové
postupy, je predpoklad, Ze pozorovania su realizdciami Markovovho refazca. Teda
nahodné premenné nie su nezavislé, avsak ak pozname realizdciu nahodnej premenne;j
X,,_1 mozeme predpokladat, ze X,, nezavisi od ndhodnych premennych X, Xs, ..., X,,_o.
Preto sme sa v druhej kapitole zaoberali teoretickymi vysledkami zo sekvencénej analyzy
osobitne pre nezdvislé aj zavislé pozorovania. Pod zdvislostou v tejto praci uvazujeme
vzdy Markovovski zévislost.

Uvedieme zékladné postupy a tvrdenia sekvenénej analyzy. Vznik sekvencnej analyzy
bol motivovany minimalizovanim poc¢tu pozorovani potrebnych na konstrukciu testu s
predpisanymi chybami. Oproti beZznému testovaniu je to vyhodné z hladiska ndkladov
na test. Sekvencné testovanie vyuziva minimélny stredny pocet pozorovani potrebnych
na to, aby bol test schopny prijat jednu z hypotéz pri zvolenej pravdepodobnosti chyby
1. a 2. druhu, v pripade jednoduchych hypotéz. Automaticky sa Setria naklady na
vykonanie pozorovani, kedZe v tomto pripade by postacujiica vzorka mohla byt ovela
nizsie ¢islo v porovnani s klasickym testom.

Najskor sa budeme zaoberaf situdciou, ak st pozorovania nezdvislé. Potom uve-
dieme tedriu v pripade Markovovsky zavislych pozorovani, ak pracujeme s jednym
Markovovym refazcom aj, ak pracujeme s dvoma refazcami.

Ked testujeme hypotézy beinym nesekvenénym sposobom, uvazujeme nahodny

vyber pevného rozsahu X, Xs, ..., X,,. Mozeme testovat nasledujiice hypotézy.

HO: vyber je z rozdelenia s hustotou H1: vyber je z rozdelenia s hustotou

f(z,00) f(@,01)
Potom vysledky Neyman-Pearsonovej lemy umoziuji pouZit testovaciu statistiku:

n f(Xr,01)
HT:l f(XrﬂclJ)’

14



F(Xr0
r.t1) > ¢, inak HO nezamie-

kde HO zamietame na hladine vyznamnosti «, ak [[_, m

tame.

Konstantu ¢ uréime tak, aby
Plzamietame HO | HO plati]= .

V tomto pripade parameter o predstavuje takzvani pravdepodobnost chyby prvého
druhu. Podobne sa v pripade jednobodovej alternativy definuje aj pravdepodobnost
chyby druhého druhu g.

P[nezamietame HO | H1 plati]= p.

Definovanie pravdepodobnosti chyb prvého a druhého druhu je uvedené napriklad v
zdroji [4].

Wald [7] testovanie hypotéz beznym sposobom modifikoval na sekvenény pripad a
navrhol test zalozeny na podiele vierohodnosti, kde X, X5, ... je postupnost nezavislych

rovnako rozdelenych ndhodnych premennych. Znenie hypotéz ostalo rovnaké, teda:

HO: vyber je z rozdelenia s hustotou H1: vyber je z rozdelenia s hustotou

f(z,00) f(z,01)

Voli sa B < A, pricom B, A € R a testovanie prebieha podla nasledujiiceho scenéra.
Vezmeme n pevnych pozorovani zi, s, ..., x, a

e prijmeme HO ak HT 1 fgf’zé) < B,

)
(wrﬁl; > A

r=1 f zr,00

e prijmeme H1 ak J["
e inak pokracujeme vo vybere a prejdeme k x1, zo, ..., T, £, pOzorovaniam.

Kladné konstanty A, B volime tak, aby test spiﬁal predpisané pravdepodobnosti
prvého a druhého druhu. Uréenie tychto konstant je uvedené v [7]. V sekvenénej analyze

sa zvykne volit
B = 1L A= 18

ak chceme mat chyby prvého a druhého druhu o, 3.

Sekvenény test vo vseobecnosti nemusi skoné¢it s pravdepodobnostou 1. Rozsah
vyberu bude v tomto pripade ndhodna premennd, ktorej rozdelenie je dané postup-
nostou X1, X, ... . Tieto skutoénosti si presnejsie definované v nasledujticich definicidch,

ktoré sme cerpali zo zdroja [2].
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Definicia 2.1. Rozsah vyberu N = min{n € N : HLI% ¢ (B,A)}. Stredny

rozsah vijberu je E[N, ).
Veta 2.2. Ak je E[N,0] < oo, tak lim, . P(N > n,0) =0, teda test konci s pravde-

podobnostou 1.

Sekvenény Waldov test skonéi s pravdepodobnostou 1, viac je o tom mozné najst v
[2]. Pretoze nés bude v d'alsom zaujimat, ako sa pri testovani menia pravdepodobnosti
prijatia nulovej hypotézy alebo alternativy v zavislosti na parametroch, tak nasleduje

definicia popisujtica pojmy, ktoré budeme d'alej pouzivat.

Definicia 2.3. Operacnd charakteristika testu je funkcia L : © — [0,1] definovand
predpisom L(0)=P[prijat HO; 6]. Podobne silofunkcia testu je funkcia P : © — [0, 1]
definovand predpisom P(0) =P|prijat HI; 6).

Zakladny predpoklad sekvencného testovania, ktoré je zalozené na vlastnostiach
ndhodnej prechadzky je nezavislost pozorovani ndhodnych premennych X, Xs, ..., X,,.
Nahodné premenné X, ..., X,, su zdruzene nezavislé a funkcia hustoty pravdepodob-

nosti ndhodného vektora (X, ..., X,,) ma tvar:

fzo, 1,y 203 0) = f(20;0) f(21;0)...f(2,;0)

Bezne sa s tymto predpokladom pocita, pretoze je casto splneny. Ako priklad mozu
poslizif produkty vyrdbané strojovou vyrobou a vo velkom mnozstve. Ak nevieme
poradie v akom dané produkty vychadzali zo stroja, mézeme predpokladat, ze vybrand
vzorka bude nahodna. Ak vS8ak uvazujeme aj poradie vyrobenych produktov, tak ma
zmysel uvazovat zdvislost. Jeden z dovodov zdvislosti pozorovani je fakt, Ze stroje
podlichaji istym zmendm a preto za sebou idice produkty vykazuji istd zdvislost.
Stroje pracuji dlho a preto v istych ¢asovych intervaloch mézu vykazovat podobné
odchylky, ¢o by sa nestalo, keby boli skutocné nezavislé.

My si najskor zhrnieme tedriu pre nezavislé pozorovania a potom uvedieme teoretické

vysledky pre zavislé pozorovania.

2.1 Sekven¢na analyza nezavislych pozorovani

V nasledujicej podkapitole si zhrnieme teoretické vysledky zo sekvencnej analyzy o

nezavislych pozorovaniach. Ako sme uz spominali, predpoklad nezavislosti je v realite
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tazko splnitelny, ale z matematického hladiska sa s takymito retazcami lahsie pracuje.
Nasledujuce vysledky zo sekvenénej analyzy pre nezavislé pozorovania uviedla autorka
v [2].

Miame X, X5, ... postupnost nezavislych rovnako rozdelenych ndhodnych premennych

s hustotou f(z, ). Testujeme hypotézy:
HO:0=6  H1:0=60", 6 #4¢" (3)

V takomto pripade moze testovacia Statistika vyzerat nasledovne, ak berieme pevny

pocet pozorovani n.
f(X.07)
f(X:,07)

7’70 -
~in Hff(m@ -3 )

7, =In (4)

Na zdklade vyberu X, Xs, ..., X,, sa testuje podla nasledovnych pravidiel:

e prijimame HO, ak >-"'_, Z, < InB = In{Z. =1,

e prijimame HI, ak > | Z, > InA = ln% = aq,

e inak pokracujeme vo vybere a priddme x,,.1 pozorovanie.

Nasledujui pomocné tvrdenia, ktoré vyustia do znenia Waldovej identity, ktorad je po-
trebna na odvodenie tvaru operacnej charakteristiky a stredného rozsahu vyberu. Nahodna

premennd N je rozsah vyberu sekvencného testu.

Lema 2.4. Pre lubovolné 0',0" také, 7e E[Z,,0] < oo, E[Z,,0"] < oo a lubovolny

sekvencny test s hypotézou HO oproti H1 uvedené v (3) plati :

EMIL, ,}(}){(99 )| HO prijimame; 0]: Le)

E[TY, J});{’% )| H1 prijimame; §']= P(e Y

Veta 2.5. Nech X1, Xs,... st nezavislé rovnako rozdelené s hustotou f(x,0). Nech
U(X1) je lubovolnd Statistika takd, Ze E[U(X,);60] < oo. Nech ndhodnd premennd N je
rozsah vyberu sekvenéného testu, pricom E[N,0] < oo pre kazdi 6. Potom

1. Waldova tdentita:

Ak E[U(X1);0] =0 a E[U(X1)% 0] < oo tak
2. Waldova indentita:
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N
E[(Z1 U(X,))?%0] = E[U(X,)%0].E[N;0).
Dalej si zadefinujeme momentovi vytvarajicu funkciu. Jej uzitoénost spociva v tom,
ze na to, aby nahodnd premenna mala vSetky momenty koneéné, staci, aby bola tato

funkcia kone¢énd v nejakom okoli 0. Naviac z nej vieme tieto momenty lahko dopocitat.

Definicia 2.6. Nech X je ndhodna premennd. Potom funkcia M : R — [0; 00] defino-

vand ako:

je momentovd vytvdrajica funkcia ndahodnej premennej X .
Zhrnieme si niektoré jej vlastnosti.

Veta 2.7. Nech X je ndhodnd premennd spliiajica M(t) = EletX] < oo, pre t = +b,
b > 0. Potom M(t) < oo, pret € (—b,b),

M(t) je spojitda a konvexnd pre t € (—b,b),

M(t) md deriwdciu lubovolného rddu v (—b,b),

E[X?] < 00,¥2 > 1 a plati E[X?] = M@,

Specidlne v sekvencnej analyze je uzitotna nasledujica vlastnost, pretoze ju vyuzijeme

pri hladan{ riesenia rovnice uvedenej neskor.

Lema 2.8. Nech X md M(t) = Ele'*] < oo, pre Vt € R.
Potom, ak P[X > 0] >0, P[X < 0] >0, tak
ak E[X] # 0, tak existuje prdve jedno ty # 0 také, zZe M(to) =1,
ak E[X] =0, tak M(t) =1 a z toho vyplyva, Ze riesenim je t = 0.
Predchadzajice tvrdenia boli potrebné, aby sme mohli uviest znenie zdkladnej iden-
tity sekvencnej analyzy.
Zikladna (Waldova) identita sekvenénej analyzy

Nech Zi, Zs, ... st nezavislé a rovnako rozdelené ndhodné premenné také, ze
M(t) = Ele!?] < oo, M(t) > 1.

Nech N je rozsah vyberu sekvenéného Waldovho testu konéiaceho s pravdepodobnostou
1. Potom
Ele™~M(t)™] =1, (6)
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N

kde Sy = > Z,. Wald tuito identitu pouzil na odvodenie aproximéacie operacnej cha-
r=1

rakteristiky a stredného rozsahu vyberu.

Budeme predpokladat:
P[Z,>0;0] >0,P[Z, <0; 0] >0 =3ty #0, M(ty) =1 = Elelo~;0] = 1.

Podrobnejsim rozpisanim predoslej rovnice sa dostaneme k aproximovanému tvaru
operacnej charakteristiky:.

E[etSN: ] = E[e!S~ |prijfmam HO; §]. P[prijimam HO; 6]+
+E[e'5N| prijfmam H1; 6]. P[prijimam H1; 6] =
= Ele!5¥|Sy < b;0].L(0) + E[e|Sy > a;0].(1 — L(#)) =1

Cleny v predchadzajicej rovnici si mézeme aproximovat. Toto zjednodusenie je mozné,
pretoze ak si predstavime Sy ako celé ¢islo, tak podmienka Sy < b bude splnena najskor
v hodnote Sy = b. V skutocnosti Sy nie je celé ¢islo, ale hranica b sa vic¢sinou presahuje

len zanedbatelne, preto stacf uvazovat nasledovné tvary:
E[e™%%|Sy < b; 6] ~ el E[e5N|Sy > a; 6] ~ efoe (7)
Takto sa dostdavame k rovnici:
1~ e L() + etoe(1 — L(6))
Odtial je uz zrejmé vyjadrenie aproximéacie operacnej charakteristiky

L(0) ~ 5<% ak E[Z.;6] # 0

etob_etoa I
Keby sme si podobne dopodrobna rozpisali tvar E(N,#), dospeli by sme k aproximo-

vanému tvaru:

E(N, ) ~ MHOLLLO) ok E[Z,;6] £ 0,

pretoze E[N, 0] = }‘;[[?f ’g}] z Waldovej identity.
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2.2 Sekvencéna analyza zavislych pozorovani

Zé&vislymi pozorovaniami sa zaoberali autori v ¢ldnkoch [5],[6]. Ked sa zaoberdme sek-
vencénou analyzou v pripade pre zdvislé pozorovania, uvazujeme Markovovski zavislost
kedy to, v akom stave sa refazec nachadza v ¢ase n, zavisi len od toho, v akom stave
sa refazec nachddzal v ¢ase n — 1. Pre takéto procesy vyzerd zdruzené rozdelenie prav-

depodobnosti pre pozorovania xg, xo, ..., ,, nasledovne:

p(ﬂfmﬂ?z, "-axn;e) = p(ﬂfoﬂ)p(ﬂfllﬂfo; 9)---p($n|$n—1;9)

Predpokladdme, Ze za sebou idiice pozorovania tvoria Markovov refazec. Je mozné
rozsirenie, ak uvazujeme, ze zdvislost medzi pozorovaniami je dand Markovovou vlast-
nostou vyssicho rédu. Tymto pripadom sa my vsak zaoberaf nebudeme. Dalej uvazujeme,
7e je zndmy tvar matice prechodu, ktord moze byt zdvisld od jednorozmerného alebo
viacrozmerného parametra 6 = (6*,6%,....0%) € © c RF k > 1. Ulohou je testovaf
hypotézu

Hy:0=40, Hy:0=0,, 0o # 0, (8)

~ . ) ’ . ) ’ .
Uvazujeme postupnost pozorovani S : xg,x1, T, ..., x,. Vierohodnost pozorovani pri

jednotlivych parametroch ma nasledujici tvar:

Fin(S) = p(wolf:) [ T—y p(wr|zr1,0:) (i = 0,1)

Nech

_1ny P(zolf1) 1y P@r|zr—1,01)
Z(] =In p(z0|00) Zr =In m, T Z 1.

Potom Waldov test zalozeny na podiele vierohodnosti, ktory testuje hypotézy v (8)
e prijima Hy, ak Y ", Z, < In B,
e prijima Hy, ak )", Z, > In A,
e inak pokracuje vo vybere a prejde k pozorovaniam xg, 1, Ta, ..., Tp, Triq-
Pri nezavislych pozorovaniach boli operacna charakteristika a stredny rozsah vyberu
odvodené pomocou Waldovej identity. Pre Markovovsky zdvislé refazce bola v [5] od-

vodend analégia Waldovej identity, ¢o je vyraz (6) pre premenné typu

Zy = h(X’r—laXr)a r>1
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a nasledne boli odvodené operac¢na charakteristika a stredny rozsah vyberu sekvenéného
testu. Uvazujeme len pripad, kedy pozorovania tvoria koneény Markovov refazec. V
[5] uviedli zaujimavé vysledky, napriklad, ze ndm staci poznat najvicsie vlastné ¢islo
matice prechodu spojené s asymptotickou formulou, pretoze ho pouzivame namiesto
M (t), ¢o je momentova vytvarajica funkcia pouzitd v nezdvislom pripade. Je to kvoli
tomu, ze za urcitych predpokladov maju takmer rovnaké vlastnosti.

Teraz uvedieme vysledky potrebné na odvodenie analégie Waldovej identity. Tato cast
tedrie bola cerpand z ¢lanku [5].

Uvazujeme Markovov refazec, ktory sa moze nachadzat v s koneénych moznych stavoch

11, Ty, ..., T; a jeho matica prechodu je P = (p;;), kde
pij = P{Xys1 = Tj| X, = Ti} pre (r 2 0).

Teraz uvedieme zndme vysledky z tedrie matic a Markovovych retazcov, ktoré budeme
potrebovat:
(7) Pre kazdu stochasticki maticu P, pre kazdé n z prirodzenych ¢isel, mézeme maticu

P™ vyjadrit pomocou vlastnych éfsel Aj, Aa, ..., s nasledovne:
P" = Z /\?Sit;,
i=1

kde s;, t; st stfpcové a riadkové vektory prislichajice vlastnej hodnote \; stochastickej
matice P. Vektory su naskalované tak, aby t;si =1, pre (i = 1,2,...s). Ak oznacime

Po pociatoéné rozdelenie pravdepodobnosti a p, pravdepodobnost v n-tom stave tak

Pn = P"po = >, a;Als;, kde a; = t;po

1

(ii) Matica P m4 vzdy vlastnt hodnotu A\, = 1 a prislusny vektor t; = (1,1,...,1) a
a; = 1, teda pre regularny Markovov refazec je tdkdto vlastnd hodnota jednonisobnd
a zvysné vlastné hodnoty si v absolitnej hodnote mensie ako 1.

(iii) Uvazujme postupnost ndhodnych premennych {Z,} takych, Ze
Zy = hij; ak X, 1 = ,—Ti;Xr = j}y (7’ > 1)
S, =21+ 2y + ...+ Z,.

Ozna¢me P(t) = (pijethif), ktora vznikla upravenim povodnej matice prechodu a jed-

nonasobné vlastné hodnoty tejto matice budi \;(¢), pre i = 1,2, ..., s. Naviac
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Pi(t) = tysi(t),  ai(t) = t;(t)po,

Teraz uz vektory s;(t), t;(¢) prislichajii vlastnej hodnote \;(t) upravenej matice pre-
chodu. Potom si vieme stredni hodnotu rozpisat podrobnejsie v tvare:

O, (t) = E[e""] = t, P"(t)po = Y _ cvi(t) N} (£)u(2) 9)

i=1

Vsade predpokladdme, ze Markovov retazec je kladny a Ze podmienené rozdelenie
Z, dané X, = T; je nedegenerované aspon pre jedno T;. Tiez predpokladame, ze
Ele?| X, 1 = Tj] existuje pre vietky T; a pre vSetky redlne t. Dalej je v ¢lanku 5]
mozné najst lemy, ktoré tvrdia nasledovné.

Pretoze A1 (t) > |\:i(t)|, pre i = 2,3, ..., s asymptoticky pre N — oo :

D (t) = ar ()Y ()¢ (1) (10)
Lema 2.9. Ak si \j(t), \; (t) konecné pre i=1, 2, ..., s, potom je X (t) > 0, pre ¥ t
eR

Lema 2.10. Pre Markovove refazce, ktorijch pociatoéné pravdepodobnostné rozdelenie

Po je rovnaké ako pravdepodobnostné rozdelenie v staciondrnom stave sy plati

pre N — 00 :  E[Sy] = NX;(0)
E[S%] — .
Nasledujica lema tvrdi, ze test potrebuje na prijatie niektorej z hypotéz konecny

pocet pozorovani a pravdepodobnost, Zeby sa pocet pozorovani bliZil k nekoneénu je

takmer nulovd, teda pravdepodobnost Ze test skonéi je 1.

Lema 2.11. UvazZujme hranice b < 0,a > 0. Ozna¢me N ako najmensie celé cislo,
pri ktorom sucet Sn nelezi vo vnitri intervalu (b, a), teda Sy ¢ (b,a). Potom pre s

konecéné
N{P[N < Ny| — 0, pre Ny — oo.
Nasledujica lema nam zarucuje existenciu jediného riesenia.

Lema 2.12.

o Ak M\i(t) — o0 pret — £o0

o ak sui \(t), \; (t) konecné pre ¥t pre i=1, 2, ..., s

e a ak ) (0) # 0, potom existuje jediné to # 0, pre ktoré plati A (to) = 1.
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V casti 3.2 si na konkrétnom jednoduchom priklade slovne rozoberieme, ¢o tieto
lemy tvrdia. Teraz nasleduje analégia Waldovej lemy.
Analégia Waldovej indentity
Nech Sy = Z1 + Zs + ... + Zy a nech N oznacuje najmensie celé ¢islo, pre ktoré
Sy ¢ (b,a) potom
Ble™ AT ()8t XN)] = an(t), (11)

pre Vt € R: A\ (t) > 1. Kde B(t|Xn) je j-ty prvok t;(t), ak Xy = Tj.

Lema 2.13. Ak pre vsetky redlne t z uzavretého intervalu I, vietky derivdciie \(t) a
vietky proky vektora ty(t) existuje Ai(t) > 1, potom je rovnica (11) diferencovatelnd

vzhladom na t € T lubovolny pocet krdt.

Pouzitim analégie Waldovej identity a lemy, bola odvodend pravdepodobnost, ze Sy
dosiahne jednu hranicu skor ako druhi. Ak sa hranica dosiahla prave vtedy, ked sa
ukoncilo testovanie, volime ¢ = ¢, v analégii Waldovej identity. Majuc stdle na paméti,
ze testujeme hypotézy v (8), vieme odvodit aproximovany tvar operacnej charakteris-
tiky, ak vychddzame z tvaru identity (11). Test skonci, ak sa nadobudne hodnota a

alebo b a vieme, ze B = e®, A = e®. Potom

B[SV (4)B(t X)) = au(t)
"MV () E,P[Sy = b] + e [N (1) E, (1 — P[Sy = b]) = ay(t)

a kedze t = tq vieme, ze plati \;(t) = 1. Bolo uz jednoduché vyjadrit tvar operacnej
charakteristiky, ktory je uz aproximovany, ked'ze sme uvazovali, Ze presne dosiahneme

hranice ukoncenia testu.

e™E. — ay(t) S
P[Sy =b] = etE—_e;Eb = Plprijatia  HO] = L(6) (12)

kde E, = E[B(t|Xn)|Sy = al, E, = E[B(t|Xn)|Sx = b]. Zvycajne je véak tvar £, a F,
zlozity, ked'ze zavisi od X, ktoré nie vzdy pozname. Preto je postacujtice pouzivat ap-
roximovant formu operacnej charakteristiky. Této forma priptsta, Ze sa test rozhodne,
ktori hypotézu prijat, ak testovacia Statistika bude priblizne na hraniciach, nemusi byt
plne presne. Napriek tomu je to zanedbatelny rozdiel oproti skutoénej hodnote a tak
je mozné pouzit tento tvar:

At —1

L) ~ G (13)
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Stredny rozsah vyberu E(N, ) bol odvodeny zderivovanim analégie Waldovej identity
podla ¢ pri t = 0.

E[Sn] + a1(0) — E[8'(0]Xy)]
A1(0)

E(N,0) ~ L (X1(0) #0) (14)

2.2.1 Sekvenc¢na analyza zavislych pozorovani v pripade zlozenych hypotéz

V ¢éldnku [6] sa autori zaoberali pripadom, ked je potrebné testovat zlozené hypotézy
a venovali sa tomu, za akych podmienok je moZné prejst na jednoduché hypotézy so
znamienkom rovnd sa. Uvazovali, ze 7 = (X!, X2, r > 0) je dvojrozmerny Markovov
retazec, definovany na priestore stavov S = {1, ..., s}. Matice prechodu Pj,i = 1,2

maju rovnaky tvar, ligia sa len v parametri 6. Cielom bolo testovat:
HOZ¢91<92 H12¢91>¢92, (15)

za predpokladu, ze 6, < 65. V nasledujicej ¢asti sme zhrnuli vysledky uvedené v [6].

Uviedli predpoklady potrebné na to, aby postacovalo testovat jednoduchi hypotézu:
HO*91:9?,92:93 H1*01:63,92:9? (16)

Nech su P;(t), i = 1,2 matice, ktoré vznikli upravenim matic prechodu pre prvy a
druhy retazec, ak by sme cheeli testovat hypotézy v (16) a Q(t) je odvodend od ma-
tice prechodu prislichajicej testom v (15). Teda Q(t) = (g;;(61,62)) je matica pre
dvojrozmerny Markovov retazec T = (X, X2, r > 0).

Zrejme plati, ze Q(t) = Po(t) @ Pi(t). Potom autori tvrdia, ze plati:
7(t791792) = M(t791)>‘(t702)7 (17)

kde 1, A st najvacsie vlastné ¢isla upravenych matic prechodu Py (t) a Py(t) a y(t, 61, 602)
je najvicsie vlastné ¢islo matice Q(t). S takto volenymi maticami a vlastnymi hodno-
tami sa d4 overit, Ze vyslo

)‘(t7 62) = :ul(_ta 02)7 (18>

pre V¢ € R. Vidime zavislost funkeif (¢, 01, 62), A(t, 02) na tvare funkcie pu(t, ;).
Nasledujuce tvrdenia naznacili, ze v pripade zlozenej hypotézy si vlastné ¢islo matice
prechodu (¢, 61, 6;) vieme vyjadrit pomocou vlastnych ¢isel matic prechodu z jednodu-

chej hypotézy, dokonca ho vieme vyjadrit len pomocou jednej premennej a to u(t,6;).
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Vdaka tomu staci overit, ¢i je derivdcia funkcie u(t, 6;) v bode t = 0 monoténna a bude
zarucené, Ze pri hladani nenulového riesenia rovnice vo vete 2.15 budi dvojice (6, 6;)
splitat bud’ nerovnost 6; < 6y alebo 6; > 6. Tieto vysledky zaruéili, Ze nasledne je
mozné uvazovat len zjednodusené hypotézy v (16). Takze ak si splnené predpoklady
spomenuté nizsie, vieme aj zlozenu hypotézu (15) riesit za pomoci vysledkov uvedenych

v Casti 2.2.

Lema 2.14. Ak oznacime ¢(t,05,01) ako najvicsie vlastné ¢islo matice Q*(t), ktord je
definovand podobne ako Q(t) akurdt s vymenenymi hodnotami 6y, 0y. Potom ¢(t,0s,0,) =
fy<_t7 927 91)

Predchadzajuca lema naznacila, ze znamienko pri ¢ rozhodne medzi hypotézami
(01,602) a (62,01). A tiez, ze ak t = to je koren rovnice v(t,0;,6;) = 1, tak potom
t = —tp je koren rovnice 7(t, 0, 1) = 1. Preto jedind hodnota pri ktorej je y(t,6,0) = 1
jet=0.

Veta 2.15. Nech je ty jediné nenulové rieSenie rovnice
’y(t, 01, 82) =1.
Potom pre kazdi dvojicu (61,0;) € © : tyy (0,61, 6,) < 0.

Veta 2.16. Nech je pu(t,0) diferencovatelnd vzhladom nat, vt = 0 pre V0. UvaZujeme
také dvojice (01,605), Ze 61 < Oy. Potom nutnd a postacujica podmienka toho, Ze to md

rovnaké znamienko pre vietky body (61,05) je, Ze 11’ (0,6) je monoténna v 6.

Désledok 2.17. Nech /' (0,6) je monotdnna v 6. Nech © = {(6,,0,) € ©*|L(t) = c},
kde je L(t) operacnd charakteristika, t = t(6,02) je jediné nenulové riesenie rovnice
v(t,01,02) = 1 a c je konstanta. Potom dvojice (6,,05) € © spliiaji len jednu nerovnost

a to bud 01 > 0y alebo O > 0.
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3 Sekvencné testovanie

V nasledujicej kapitole sa budeme venovat aplikdcii tedérie zhrnutej v 2. kapitole.
Najskor si zostrojime test, v ktorom uvazujeme jeden retazec ako postupnost nezavislych
rovnako rozdelenych nahodnych premennych. Potom si uvedieme, ¢o je Bonus Malus
model ¢asto pouzivany v poistovniach na modelovanie nehodovosti poistencov. Dalej
uvedieme testy parametrov Markovovho retazca, v ktorom uvazujeme jeden refazec a
aj test v pripade porovnavania dvoch parametrov v dvoch Markovovych retazcoch.
V tejto praci sme nepouzivali redlne data. Pozorovania sme ziskavali generovanim

z prislusnych rozdeleni v Matlabe. Vzhladom na to, Ze nds zaujimalo, ako sa testy
spravaju pri zadanych testovacich parametroch, bolo potrebné vediet, aké st skutoéné
parametre rozdeleni. TakZe v nasom pripade nebolo nutné pouzivat redlne déta, ked'ze
nasim cielom bolo skimaf priebeh testu a porovnavat vysledky a nie vyvodzovat zévery

pre pociatocné udaje.

3.1 Sekvencné testovanie parametra ak sii pozorovania nezavislé

V tejto casti si na jednoduchom priklade vyskusame tedriu z druhej kapitoly konkrétne
pre nezavislé pozorovania. Uvazujeme postupnost X, X», ... nezavislych, rovnako roz-
delenych ndhodnych premennych s Exponencidlnym rozdelenim s parametrom 6. Chceme
testovat hypotézu:

HO:0 =46, H1:0=06, 0y < 64 (19)

Vieme, 7e hustota exponencidlneho rozdelenia md tvar: f(0) = fe=%, pre z > 0,
inak je f(6) = 0. Nasim cielom bude zostrojit test na testovanie parametra a vypocitat
opera¢nu charakteristiku L(#) pre viaceré hodnoty 6. Zostrojime si testovaciu statistiku:
S Zi = In T, faegy = InTTL, fmms = S, Infre 0=,
Na zaklade vyberu Xy, X5, ..., X,
e prijfmame HO, ak Y 7, Inft — X;(61 — 6o) < In7Z;
e prijimame HI, ak > | lng—é — X0, —0y) > In
e inak pokracujeme vo vybere.
Pre takto zostrojeny test si mozeme graficky znézornit simulacne vypocitant pravde-

podobnost prijimania H1 pri meniacich sa hodnotéach nulovej a alternativnej hypotézy,
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ak skuto¢nd hodnota parametra bude § = 5 a pravdepodobnosti « aj 8 si 5 %.

skutocna theta=5

thetal
thetad

Obr. 1: Pravdepodobnost prijatia hypotézy H1 pri § = 5, ak alfa=beta=5 %

Na obrazku 1. vidime, ze ak hodnota v nulovej hypotéze je blizka skuto¢nej hodnote
5, tak "test sa nevie dobre rozhodnut”, ktori hypotézu prijat. Zatial, ¢o ked nulova
hypotéza obsahuje hodnoty parametra vzdialené od skutoénej hodnoty a pozrieme sa

ako dopadol test napriklad pri testovani hypotéz
HO:0=5 H1:6 =10,

tak test takmer iste prijme hypotézu HO.

Dalej bolo nasfm cielom vypoéitat hodnotu operacnej charakteristiky L(6). Tento
vypocet bolo mozné vyratat dvoma sposobmi. V dostupnej literatire st odvodené
vzorce na aproximaciu operacnej charakteristiky, alebo vieme hodnoty operacnej cha-
rakteristiky zratat aj simula¢ne. PouZili sme obidva sposoby a graficky sme ich znézornili,
aby sme vedeli porovnat vysledky.

Najskor sme sa na to pozreli cez aproximdciu, ktorej tvar je mozné ndjst v [2].
Potrebovali sme néjst také t(0) # 0 : E[e!9%; 0] = 1,

pricom Z = lnfg 31) In g;iizéi = lnz—l — X (0, — 6y).

E[et(G)Z; 0] _ J"OOO et[l X (01— 90)]€ —0X X — f 9_1 t e~ tX(01-00)go—0X 1 X —
(61 —00)+0] ) 0 o
(9_1)t9[ —t(91 00)—0 ]0 (é)te—i—t(ﬁ —00) L.

Hladali sme nenulovy koren ¢() rovnice: (g—;)tﬁ =0+t(0; — b)).
Nésledne bolo mozné dosadit do aproximécie pre operacni charakteristiku:

L(0) = (10%5;(3(;)&, kde a = ln— b= ln . Toto sme naprogramovali a vysledky
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zobrazujeme pre o = [ = 5%. Na obrdzku 2. si zobrazené aproximované hodnoty
opera¢nej charakteristiky L(6) pre 6 € [0.25,15.5] za predpokladu, ze sa testuju hy-
potézy

HO:9=5  HL:6=10. (20)
A na obrazku 4. s zobrazené hodnoty operacnej charakteristiky L(6) pre 6 € [0.25, 15.5]
za predpokladu, ze sa testujui hypotézy

HO:0=1  HI1:0=13. (21)

Ako sme spominali v druhej kapitole, operacna charakteristika vyjadruje pravdepodob-
nost prijatia HO pri danej hodnote 6.

Druhou moZnostou bolo zratat operaéni charakteristiku v roznych hodnotéch si-
mulacne. To znamend, ze sme pri rovnakych parametroch ”zbehli”test 200 krat a prav-
depodobnost prijatia HO, pri danej hodnote parametra 6 vieme vyjadrit ako (pocet
prijati hypotézy HO0)/200. Na obrdzku 3. si zobrazené simula¢ne zréatané hodnoty
operaé¢nej charakteristiky L(6) pre 6 € [0.25,15.5] za predpokladu, ze sa testuju hy-
potézy (20). A na obrdzku 5. st zobrazené opit simulacne zratané hodnoty operacnej
charakteristiky L(6) pre 6 € [0.25,15.5] za predpokladu, Ze sa testuju hypotézy (21).

Mobzeme vidiet, Ze vysledok cez aproximéciu a simuldciu je dost podobny. Sklon aj

thetal=5 a thetal1=10
1 T T T

| L | | L L
o 2 4 (53 8 10 12 14 16
theta

Obr. 2: Aproximované operacnd charakteristika pri 6y = 5,601 = 10 ak alfa=beta=5 %

tvar krivky sd rovnaké, akurat aproximécia je hladkd krivka, zatial ¢o simuldcia nie
je. Hodnoty sa nachadzaji v rozmedzi 0-1, ¢o st rozumné vysledky, kedZe operacnd
charakteristika vyjadruje pravdepodobnost. Takze s takymto tvarom vyslednych grafov

sme boli spokojni.
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operacna charakteristika simulacne pr thetal=5 a thetal1=10
1 T T T T T T

Obr. 3: Simulécia operacnej charakteristika pri 6y = 5,67 = 10 ak alfa=beta=5 %

thetal=1 a theta1=13
1 T T T T T T T

16

Obr. 4: Aproximované operacnd charakteristika pri 6y = 1,60, = 13 ak alfa=beta=5 %

operacna charakteristika simulacne pri theta0=1 a thetal1=13
1 T T T T T T T

Obr. 5: Simulédcia operacnej charakteristika pri 6y = 1,6; = 13 ak alfa=beta=5 %

Dalej sme si vedeli overit, ¢ je vysledny graf spravny, pretoze by malo platit , ze

L(6y) = 1—a. Takze na obrézkoch 2. a 3. sme oc¢akavali, ze opera¢né charakteristika pri
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hodnote parametra # = 5 sa mala nachddzat vo vyske 0.95. Vidime, Ze tieto ocakavania
sa naplnili a podobni tivahu bolo mozné zopakovat aj pri obrazkoch 4. a 5. avsak teraz
pri hodnote parametra 6 = 1, kde to opit ukéazalo uspokojivé vysledky.

Nakoniec sme este simula¢ne vypocitali hodnoty strednej doby rozsahu, ktoré su

zobrazené na obrazkoch 6. a 7.

stredna doba rozsahu simulacne pri thetal=5 a thetal1=10
30 T T

25 - -

20 -1

10+ .

theta

Obr. 6: Simulécia strednej doby rozsahu pri g = 5,6, = 10 ak alfa=beta=5 %

stredna doba rozsahu simulacne pri thetal=1 a thetal1=13

16

Obr. 7: Simulécia stredného rozsahu vyberu pri 6y = 1,60; = 13 ak alfa=beta=5 %

Mobzeme si vsimntt, Ze pri hypotézach na obrézku 6. bolo v priemere potrebnych
ovela viac pozorovani na prijatie jednej z hypotéz, zatial ¢o na obrazku 7. vidno, Ze
pocet hypotéz, ktoré boli potrebné, nepresiahol ani &fslo 10. Mozeme to pripisat tomu,
ze rozdiel medzi testovanymi parametrami bol pri obrazku 7. viac ako dvakrat vacsi
v porovnani s hypotézami na obrazku 6. Dalej sme videli, ze najviac pozorovani bolo

potrebnych pri hodnote parametra 6 priblizne v strede medzi hodnotou z nulovej hy-
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potézy a alternativnej hypotézy, ¢o je tiez vysledok podla ocakévani, pretoze v tejto
oblasti nie je zrejmé, ktori hypotézu ma test prijat. V tejto praci sme stredny rozsah
vyberu pocitali iba simulac¢ne, pretoze do aproximovaného tvaru nebolo mozné priamo

dosadit, pretoZe nebolo mozné vsetky premenné analyticky vyjadrit.

3.2 Ilustracny priklad na sekvencné testovanie v pripade zavislych

pozorovani

V ¢lanku [5] je vypracovany konkrétny priklad na testovanie hypotéz s rovnostou. My
sme ho pouzili, avsak rozobrali podrobnejsie, aby bolo zrejmé, ktoré z liem uvedenych
v Casti 2.2 sa tam pouzili a na akom mieste konkrétne. V ¢lanku bol priklad ukoncéeny
tak, ze pouzili zjednoduseny tvar rovnice A(t) = 1. S touto aproximdciou tam dalej
pracovali a robili zavery, aky tvar by mali parametre r,q ak by ¢ nadobtudalo hod-
noty 0,1, —1. My sme pouzili presny tvar rovnice A;(t) = 1. Vysledky sme dostali pre
konkrétne hodnoty parametrov v hypotézach ry,r1,qo,q1 a pre zvolené hodnoty r,q
dopocitali aproximovanu operacni charakteristiku.

Nasleduje priklad z ¢lanku [5]. Autori uvazovali Markovov retazec s dvoma stavmi

prechodu a dvoma parametrami r, g. Matica prechodu mala nasledovny tvar:

1—r T
P—
q l—gq
Nagim cielom bolo testovat hypotézu:
HO:r=r4,q=q Hl:r=r,q=q (22)

V tomto priklade malo pociatocné rozdelenie pravdepodobnosti nasledujuci tvar:

-9
po=| "7
r
r+q
V ¢clanku zostavili sekvenény Waldov test. UvaZovala sa postupnost pozorovani S :

T, X1, ..., Tn_1. Vierohodnost pozorovani mala tvar:
n—1 .
Pin(S) = p(wo, 0:) szl p(zj|zj-1,0;), pre i = 0,1,
kde 0; = (r;, ;) a p(z;|zj_1,0) = pij a je to pravdepodobnost prechodu zo stavu 7;
do stavu Tj pri parametri 6. V testovani sa pokracuje, pokial je splnend nasledujiica

nerovnost:
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InB < InPy,(S) < InA,

kde
Sy = z":l Z, = lan(S) = IpBEped) | | 1 PEnlonoif)

(fvl\xo 90) p(xn|wn71790)

pricom n;j;¢,5 = 0,1 je pocet prechodov 70 stavu Ti do stavu 7). Pouzili sme nasle-
dujice znacenie: Z, = h(X,_1, X,) = hi;, X,—1 = T;, X, = T}. Pre d'alsie vypocty bolo

’ LY ’ .
potrebné zostavit upraveni maticu prechodu:

(1 =r) (=) r()
IR, (1=
(@) (1—g)(=ny
Danej matici sme vedeli vypoéitat vlastné hodnoty a vlastné vektory.

Ma(t) = 51(-r) (=) +(1-q) (=2 ;’;)i\/[(l—r)(}I—Z;)t—(l—q)(tZ;)] +4rq(53)1]

P(t) = (pije™)ij—01 =

ey | B0 (- 006 - (0GR R+ araC)

(ny
V kapitole 2 bola uvedena rovnica (9), ktord tvrdila ¢y (t) = E(e!V) =t (¢t) PV (t)po
Staéi ndm vsak uvazovat vysledky aproximdcie a teda ¢y (t) ~ MV (t)ay (£)1)1(t). Vieme,
ze thsy = 1 a Yy(t) = t1/(t)po a tieto hodnoty s zname, teda bolo mozné do tejto
aproximdcie dosadit. Cielom bolo dopracovat sa k operac¢nej charakteristike. Na to bolo
potrebné hladat nenulovy koren rovnice A (t) = 1. Existenciu nenulového riesenia sme
vedeli zaruéit, len ak boli splnené predpoklady uvedené v Leme 2.9 a 2.12 ohladom
derivacii vlastnej hodnoty A;(t). Predpokladali sme, ze prva aj druhd derivacia si
kone¢né a pozreli sme sa na priebeh A/(¢). A este sme skontrolovali, ¢i A} (0) # 0 .
Vsetky spomenuté predpoklady boli splnené. Potom podla Lemy 2.12 takyto nenulovy
koren existoval.

Nésledne sme pre konkrétne hodnoty parametrov nasli nenulovy koren rovnice

a nasledne dosadili do aproximovaného tvaru pre operacnu charakteristiku, ¢o je rovnica

(13), za predpokladu, ze sme testovali
HO: To = 02, qo = 0.5 H1: r = 05, q1 = 02,

32



Tabulka 1: Aproximované hodnoty opera¢nej charakteristiky pri roznych hodnotéch para-

metrov (r,q), ak HO: 79 = 0.2, g9 = 0.5, H1: r; = 0.5,¢1 = 0.2, ak o = 5%.

rq |Lraq)
0.2 0.5 ]0.95
0.2 0.9 1.00
0.2 0.8]0.99
0.5 0.20.05
0.5 0.7 0.96
0.5 0.8]0.99
0.7 0.5 0.04
0.7 0.7]0.52
0.7 0.8]0.93

pri viacerych kombindcidch r, q. Vysledky st zobrazené v Tabulke 1. V tabulke mozeme

vidiet, Ze hodnoty operac¢nej charakteristiky vysli podla ocakdvani. Overit, Ze vysledky

st spravne mozeme, ak sa pozrieme na hodnotu operacnej charakteristiky, ak za r, ¢ do-

sadime parametre z nulovej hypotézy. To vidime, ze ma hodnotu 0.95, ¢o koresponduje

s tym, Ze sme zvolili pravdepodobnost chyby 1. druhu rovnt 5%.

Cielom prikladu bolo podrobne uviest vypocty, ktoré st potrebné aby sme dostali

apoximaciu operacnej charakteristiky. Preto nie si v tomto priklade uvedené simulacie.
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3.3 Bonus Malus model

V d'alsich prikladoch budeme uvaZzovat Bonus Malus model pouzivany v poistovniach.
Casto sa predpokladd, ze pocet poistnych udalosti vodi¢a ze pevné casové obdobie
je ndhodné premennd X s Poissonovym rozdelenim. Poistoviia poistencov kazdoroéne
prerozdeluje do tried podla predpokladanej nehodovosti. Poistenec plati bud zdkladné
poistné (trieda 2), zvyhodnené poistné (trieda 1) alebo zhorsené poistné (trieda 3).
To, v akej triede sa za posledné roky nachadzal, tvori postupnost, ktord je Markovov
refazec, pretoze kazdy ¢len postupnosti zavisi len od predchddzajiceho, lebo len pocet
poistnych udalosti za minuly rok ovplyvni v akej triede sa poistenec nachadza tento
rok. Za predpokladu, ze pocet poistnych udalosti ma Poissonovo rozdelenie, vieme, ze
P(X =k) = 6*9%, E[X] = 0, D[X] = 6. Takto vytvorenému Markovovmu retazcu

vieme napisat maticu prechodu (p.u.=poistna udalost):

1 2 3
1 Op.u. Ipu. > 2pa.
P=2 Op.u. 1/2pu. > 3pu. |=

3 \ neprechod. Op.u. > 1p.u.

1 2 3
1{e e, 1—e — ety
= 9| 0 6—9292 + e—%% 1—e % — 6—9292 _ 6_92§
3 0 e~ s 1 — e

Takze napriklad, ak sa minuly rok nachédzal v triede 1 a mal 3 poistné udalosti, tak

tento rok bude v triede 3.

3.4 Sekvenéné testovanie parametra Markovovho retazca

Uvazujeme Markovov retazec (X, 7 > 0) definovany na priestore stavov S = (1,2, ..., s)
s maticou prechodu P. Budeme pracovaft so zjednodusujticim predpokladom, Ze matica

prechodu je zavisla len od jedného parametra 6, vlastne ze stredna hodnota po¢tu nehod
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v kazdej triede je rovnaka .

et e %0 1—e?—e?%
— -6 _-0 —062 -0 -6 —062
P=1e? e%+eS 1-e’—ef—e% (23)
0 e=? 1—e?

Nasim cielom je otestovat hypotézu
H019:90 H1:9:91, 90<91 (24)

Tento Markovov refazec je postupnost (Xo, Xi,...) ndhodnych premennych s husto-
tou p(z,0). Predpokladdme, ze mame n + 1 pozorovani ziskanych sekvencéne. Potom

rozhodovacie pravidlo testu S(b, a) je, Ze pokracujeme vo vybere, pokial

b< Su1<a,
Snt1 =2 o Zr, a=In-b=In—=E.

Ak predpokladame, Ze pozorovania su z Poissonovho rozdelenia, potom mozeme
vyuzit Bonus Malus model s maticou prechodu P (23) a vykreslit si vysledky pri

roznych hodnotach skutoéného parametra 6. Najskor si zostrojime testovaciu statistiku:

Py = p(Xol0:) [Tj—, p(X;1Xj-1,0:), (i=0,1) a
Z, = In2EdXe=r0) e (> 1),

P(Xr|Xr—1,00)’
Pln _ p(Xo0l61) 1p1,1101 1011 [P1211011n12  [P3,2101 1032 (93,3101 1ngs
Testovacia Statistika p(X()l@o)[m,lwo] [m,al@o] "'[p3,2|90] [p3,3|90] )

P —01
ln = nylnt; + nyalnt _909 + .. —|—n331n — _90,

kde n;; je pocet prechodov zo stavu i do stavu j. Pokracujeme vo vybere kym
InB < ln% < [nA.

o Ak Z Z, < InB, tak prijimam HO,

e ak Z Z,. > InA, tak prijimame HI,

° mak pokracujeme vo vybere.

S takto vytvorenym testom sme mohli d'alej pracovat. Pozreli sme sa na to ako prijima
hypotézu H1 pri meniacej sa hodnote nulovej a alternativnej hypotézy, ak sa skutoéna
hodnota 6 nemenila. Na nasledujucich obrazkoch bude zobrazeny vysledok simulacie,

kedy sme test spustili vzdy 200 krat pri zadanych parametroch. Vysledky si zobrazené
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pre skutoéni hodnotu parametra 8 = 0.4, pricom v nulovej a alternativnej hypotéze sa
menila theta v rozmedzi [0.1, 1.5] stale vSak tak, aby bol splneny predpoklad testu, ze

0y < 01. Vypocty sa lisili len v roznej hodnote a a 3.

skutocna theta1=0.4

pravdepodob. prijatia H1

theta : : thetal

Obr. 8: Pravdepodobnost prijatia hypotézy H1 pri § = 0.4, ak alfa=beta=2.5 %

skutocna theta1=0.4

i

pravdepodob. prijatia H1

theta L 1.5

thetal

Obr. 9: Pravdepodobnost prijatia hypotézy H1 pri § = 0.4, ak alfa=beta=10 %

Potom sme zostrojili maticu P(t) = (p;;e'7), kde hy; = ln% a nasli vlastné
hodnoty matice P(t), ktord je zavisla od t, 0y, 6;. Dalej sme nasli nenulovy korei rovnice
A1(t) = 1, pricom A (t) je najvacsia vlastnd hodnota upravenej matice prechodu.

Cielom bolo opét pozriet sa na vypocet operacnej charakteristiky. Opit to bolo
mozné dvoma sposobmi a to cez aproximovany tvar a simulacie. Nasledujice grafy su

zobrazené pre nemeniace hodnoty nulovej (6p = 0.9) a alternativnej ( 0, = 1.5) hy-

potézy. Najskor sme vyjadrili aproximovanu operacni charakteristiku pre 6 z intervalu
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skutocna theta=0.4

pravdepodob. prijatia Hi | ak alfa=beta=20%

Obr. 10: Pravdepodobnost prijatia hypotézy H1 pri § = 0.4, ak alfa=beta=20 %

[0.1,2.2]. Nasledujici aproximovany tvar bol uvedeny v kapitole 2.2.

A0 1

L) = o — g

= Pprijat HO; 6] (25)

Dalsim pristupom bolo vyjadrit hodnoty opera¢nej charakteristiky simula¢ne. To znadi,
ze pri danych parametroch spustime test, v nasom pripade aspon 200 krat, a vy-
jadrime kolkokrat sa z tych 200 krat prijala hypotéza HO, ¢o koresponduje s vyznamom
operacnej charakteristiky. Na obrazkoch 11. a 13. vidime zobrazené aproximované hod-

noty operacnej charakteristiky za platnosti hypotéz:
HO:0=0.9 H1:0=1.5 (26)

ak o = § = 2.5% a v druhom pripade zas ak o = § = 20%. Na obrédzkoch 12. a 14. je
zas uvedeny vypocet pre rovnaké hodnoty parametrov nulovej a alternativnej hypotézy
tentokrat vsak ziskany simulacne.

V tomto pripade sme spokojni s vyslednymi grafmi, pretoze opit vystup simuldcie
aj aproximacie ma rovnaky sklon a tvar, liSi sa len v tom, ze simulacia nie je taka
hladka funkcia ako v aproximovanom pripade. Vypocty sme robili pre rozne hodnoty
pravdepodobnosti chyby 1. a 2. druhu a je vidiet, Ze tieto hodnoty ovplyvnili sklon
vyslednych grafov.

Aj v pripade tohto testu bolo mozné overit si vysledky, ak sme sa pozreli na opera¢ni
charakteristiku v hodnote parametra z nulovej hypotézy. Na obrazkoch 11. a 12. sme

otakdvali hodnotu L(0.9) ~ 0.975 a na obrazkoch 13. a 14. L(0.9) ~ 0.8, ¢o sme opiit
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Ltheta, pri thetal=0_9 a thetal1=1.5

theta

Obr. 11: Aproximované hodnoty operacnej charakteristiky pre 6 z intervalu [0.1,2.2], ak
alfa=beta=2.5 %

Ltheta simulacne pri thetal=0.9 a thetal1=1.5

theta

Obr. 12: Simuldcia operacnej charakteristiky pre 6 z intervalu [0.1,2.2], ak alfa=beta=2.5
%

videli, ze sedi s predpokladmi.
Este sme sa pozreli na tvar simuldcie stredného rozsahu vyberu.

Ak si porovndme obrdzky 15. a 16. je vidiet, Ze na druhom obrézku bolo potrebnych
v priemere menej pozorovani na prijatie hypotézy, pretoze sme s va¢sou pravdepodob-
nostou povolili prijatie nespravnej hypotézy. Dalej sme videli, ze najviac pozorovani
bolo potrebnych pri hodnote parametra 6 priblizne v strede medzi hodnotou z nulovej
hypotézy a alternativnej hypotézy, ¢o je tiez vysledok podla ocakdvani, pretoze v tejto
oblasti nie je zrejmé, ktord hypotézu m4 test prijat.

K tomuto prikladu je mozné najst aj kédy z Matlabu a to v prilohe A. Je tam kdd

naprogramovaného sekvencéného testu, aproximacie aj simulacie operacnej charakteris-
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Ltheta, pri theta0=0.9 a thetal1=1.5

theta

Obr. 13: Aproximované hodnoty operacnej charakteristiky pre 6 z intervalu [0.1,2.2], ak
alfa=beta=20 %

Ltheta simulacne pri thetaO=0.9 a theta1=1.5

theta

Obr. 14: Simuldcia opera¢nej charakteristiky pre 6 z intervalu [0.1,2.2], ak alfa=beta=20 %

tiky a vykreslovanie grafov pri roznych hodnotéch 6.
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stredna doba rozsahu simulacne pri thetald=0.9 a thetal=1.5
Ta T T T T

20 -

10 .

theta

Obr. 15: Simulacia stredného rozsahu vyberu pre 6 z intervalu [0.1,2.2], pri 6y = 0.9,60; = 1.5
ak alfa=beta=2.5 %

stredna doba rozsahu simulacne pri thetal=0.9 a thetal1=1.5
15 T T T T

10 .

theta

Obr. 16: Simulacia stredného rozsahu vyberu pre 6 z intervalu [0.1,2.2], pri 6y = 0.9,0; = 1.5
ak alfa=beta=20 %
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3.4.1 Nesekvenéné testovanie parametra Markovovho retazca

Ak sme cheeli vysledky z ¢asti 3.4 porovnat s nesekvenénym pristupom, bolo potrebné

uvazovat hypotézu:

Na fiu bolo mozné aplikovat teériu z kapitoly 1.3 o chi kvadrat teste. Potom sa dali
porovnat vysledky tohto testu so sekvenénym testom z 3.4 z hladiska stredného rozsahu
vyberu a pravdepodobnosti chyb prvého a druhého druhu, pretoze testy boli zostavené
pri rovnakych parametroch. Opitf sme uvazovali Markovov refazec s 3 stavmi a jeho

matica prechodu je uvedend v (23). Pre takyto test bola testovacia statistika,

« (03 —pY.)?
U= Zz 123 4= YJJ NX§(371)>

kde d;; predstavuje pocet, kolkokrdt z n pevnych pozorovani presiel refazec zo stavu
T; do stavu Tj. Druha premennd d;* predstavuje pocet prechodov zo stavu 7; do
Tubovolného zo stavov T}, Ty, Ts. Takyto test nebol problém naprogramovat v Mat-
labe. Utvorili sme program, ktory pri zvolenej pravdepodobnosti chyby 1. druhu menil
pocet pozorovani, az kym sme nedostali Zeland pravdepodobnost chyby 2. druhu. Na-
koniec sme urobili porovnanie so sekvenénym testom. Pre zvolent pravdepodobnost
chyby 1. druhu « st v tabulke 2 zobrazené hodnoty pravdepodobnosti chyby 2. druhu
[ a priemerny pocet pozorovani, ktory bol potrebny na to aby test prijal alebo zamietol
nulovi hypotézu. Vidime, ze nesekvenény test potreboval viacej pozorovani, aby vyvo-
dil rovnaké zdvery ako test robeny sekvencéne. To sme aj ocakdvali, kedZe sekvencny
test ma byt efektivnejsi z hladiska ndkladov na pozorovania a minimalizovat ich stredny
pocet, potrebny na prijatie hypotéz s predpisanou pravdepodobnostou chyby 1. druhu.
Ak sme volili @ = 2.5% nepodarilo sa presne trafif hodnotu 8 = 0.025 ale vidime, Ze

priblizne 40 pozorovani bolo potrebnych, aby S8 bola mensia ako 2.5%.
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Tabulka 2: Porovnanie vysledkov sekvenéného a nesekvenéného testu pre Markovov retazec

s jednym parametrom

sekvencny test | nesekvencény test

a=0.20 a=0.20 a=0.20
8 =0.20 £ =0.23 B =0.185
E(N,0) =8 E(n,0) =39  E(n,0) =40
a = 0.025 a=0.025

B =0.025 B =0.025

E(N,6) = 31 E(n,6) = 133

3.5 Prechod k jednoduchsej hypotéze pri sekvenénom porov-

nani 2 Markovovych retazcov

V tejto casti bolo cielom na konkrétnom priklade ukézat, aké predpoklady treba spl-
nit, aby stacilo namiesto testovania (27) testovat hypotézy v (28), ak chceme retazec

~ Y
sekvencéne porovnat.

H0291<92 H1291>92, (27)

za predpokladu, ze 6; < 6s.
HO*91:9?,02:08 H1*91:08,02:9? (28)

Uvazovali sme 2 nezavislé Markovove retazce { X!, 7 > 0},7 = 1,2 definované na rov-
nakom priestore stavov S = {1,2}. Maju rovnaky tvar matice prechodu, 1isi sa len v

hodnote parametra 6.

e ? 1—¢e?
P
e 40 1—ef—Qge?

Dalej bolo potrebné zostavif upraventi maticu prechodu pre kazdy retazec P(t,6) =

(pije™i); j—01, kde p;; predstavuje pravdepodobnost prechodu retazca so stavu i do

stavu j a h;; = Z,, pricom Z, = ln%. Takze opétf aj tdto matica mala rovnaky tvar
]

pre oba retazce, rozdiel bol len v hodnote parametra 0.

_ g0
P(tye): © _ g0 ) l_eflo )
(6—9 +9679)(e 92 +9e=% yo(1— o0 _ 9679>(1—e %2 e 9(2) )t

_ 90 _ 00 _ g0 _
e 1 10e 01 1—e 19 %

—09 —09
oy (1 (=
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P, = P(t,61), P, = P(t,0,). Oznacili sme Q(t) = P, @ P1. Vo vztahu (17) bolo
uvedené, Ze staci vynasobit vlastné ¢isla matic Py, P, aby sme dostali vlastné éislo

matice Q(t). Vlastné ¢islo u(t, 6;) ma tvar:

08 1~ e — g
p(t,00) = e () 4 (1 — e — fe ) (——
1—e % —fe b

e 0"
B 670(2) . . 1— 679(2) — 06793
e () (e e (A =0 e

)+

_90 _90 _90 _90
—0,(¢ %\t —0 Loyl e e oy l—meTm
4((e 1(6,—99))((1—6 t—fe 1)(1—6*9?—86*99”_(1_6 )(m))

) )
e %2 4 e

) —0
(e + e 1)(6—9? + e 01

)t]l/Q‘
(29)

Vdaka rovnici (18) sme vedeli, Ze plati vztah \(¢,6s) = p(—t, 0). Vdaka tomu platili
aj vysledky z Lemy 2.14. KedZe vlastné ¢isla matic P; a P, si zavislé, v teoretickej Gasti
bolo uvedené, ze vo Vete 2.16 a v Dosledku 2.17 stacilo overit, ¢i je 4/(0,6) monoténna
funkcia. To bola nutna a postacujica podmienka, ze nenulové riesenie ¢ ma rovnaké
znamienko pre kazdu dvojicu (6y,6,). Nésledne stacilo uvazovat jednoducht hypotézu
(28). Tento priklad sme zakonéili tak, ze sme overili, ¢i je derivacia vlastného ¢isla v
bode t = 0 naozaj monoténna. Po tdpravach vyzerala rovnica nasledovne.

2(1 — e ) [—e 0 + 07 — 4[—e? — 20720 + fe7Y)

2¢/(—0e9)2 —4[e=0(1 — e —e0) — (1 — e ?)(e? + fe0)]
(30)

Celé to bolo este predelené dvojkou, ale to monoténnost neovplyvnilo, takze sme uviedli

1(0,0) =e? + 07 +

len tento tvar. Funkcia (30) z4visi len od parametra 6 a ked'ze sme tento priklad stavali
na tedrii s Poissonovym rozdelenim, kde parameter nadobuda len nezaporné hodnoty,
vykreslili sme tvar funkcie na intervale 6 € [0.1; 15].

Je zrejmé, ze funkcia je monotonna a teda si splnené predpoklady, aby stacilo
uvazovat jednoduchsiu hypotézu. Cielom tohoto prikladu vSak bolo len si konkrétne
ukdzat, ako overime splnenie podmienok, takZe sme sa rieSenim jednoduchej hypotézy

v tomto pripade nezaoberali.
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i

10 15
theta

Obr. 17: Priebeh funkcie 1/(0,0), pre 6 € [0.1;15]

3.6 Sekvencné testovanie pre porovnanie parametrov 2 Mar-

kovovych retazcov

V ¢lanku [6] je uvedeny sekvenény test na porovnanie parametrov 2 refazcov. Pred-
pokladdme dva nezéavislé Markovove refazce (X!, X2 r > 0) definované na rovnakom
priestore stavov S = (1,2,...,s). Nech ma kazdy retazec rovnaky tvar matice pre-
chodu P zavislej od parametra 6, lisit sa budu len v parametri. Dvojzlozkovy retazec
= (X}, X2 r>0) je Markovov retazec s mnozinou stavov S* = S x S a jeho matica
prechodu je @ = [g;;(6h,62)] a vznikla ako priamy sucin P, @) P, ¢o je sucin matice
prechodu druhého a prvého refazca. V ¢lanku sa uvddza, Ze refazec 7 je reguldrny
pre V0, € ©. Uvazuje sa pripad 67,605 € 0,6 < 9. Nech je pociatotné rozdelenie 7,
k = 1,2 aj staciondrne rozdelenie. Potom mdzeme uvazovat sekvenény test o sile (a, 3),

kde 0 < o < 1 — 3 na testovanie hypotéz:

HO:0, =60,0,=09  H1:6, =69 0,=0" (31)

Predpokladdme, ze (x},2?),r = 0,1,..,n je n + 1 pozorovani vykonanych sekvencne

na refazcoch X!, X2, ktorych matice prechodu zavisia od parametrov 6, 60,. Potom
rozhodovacie pravidlo testu S(b,a) je, ze pokracujeme vo vybere pokial b < S,.1 < a,

kde S,.1 = > Z,, pricom
r=0

_ 7. p(ad;09)p(?;69) _
Zo = Inpctghpatay — Lr =

p(zy_q,xr;09)p(22_1,22;69)
2 2.90 ,T Z 07
$T71,$T,02)

kde p(x! |, z%;609) je pravdepodobnost prechodu zo stavu z!_; do stavu z? pri parametri

0
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Teraz budeme uvazovat dva Bonus Malus modely uvedené v c¢asti 3.3. Opét bu-
deme pracovat so zjednodusujicim predpokladom, Ze matica prechodu je zavisla len
od jedného parametra 6, vlastne ze stredna hodnota poc¢tu nehod v kazdej triede je rov-
naké ¢islo. Zlozky refazcov X', X2 hovoria, v akej triede sa dany poistenec nachddzal v
rokoch r = 0, ..., n. Ziskali sme sekven¢ne n + 1 dvojic pozorovani (z}, z2),r =0,1,..,n
refazcov X! s maticou prechodu P;, X? s maticou prechodu P5 a to tak, Ze sme ge-
nerovali v Matlabe z Poissonovho rozdelenia. Tieto ¢isla predstavovali pocet nehod v
roku 7 — 1, ndsledne sme X! a X? priradili hodnoty od 1 po 3, ¢o vyjadrovalo, v ktorom
stave je refazec v ¢ase r na zéklade poctu nehod v ¢ase r — 1. Teraz chceme testovat
hypotézy (31), pricom 6; a 0y st skutoéné hodnoty parametrov, ktoré pozname, kedze

sme pozorovania ziskali generovanim v Matlabe. Pouzijeme rozhodovacie pravidlo testu

S(b, a),kde napriklad

4 I 2500 p(22,22;09
p(I3,$4, 1)P(Z3,T5505

a ak sa 1. aj 2. poistenec v ¢ase 3 nachadzal v triede 1 a v case 4 sa 1. poistenec
nachdadzal v triede 2 a 2. poistenec v triede 3, tak prislusné pravdepodobnosti prechodu

budi maft tvar:
p(xd,z};0) =e"0 pxa30)=1—e?f—e%

Takto si vieme dopocitat testovaciu statistiku S, ;. Na zdklade pravdepodobnosti pri-
jatia HO pri roznych hodnotéch parametrov sme cheeli rozhodniit, ¢i mé test pozadovani
kvalitu. Zvolili sme si dve rozne dvojice nulovej a alternativnej hypotézy a nasimulo-
vali vypocet pravdepodobnosti prijatia HO pre viaceré hodnoty 6, a 6, . Overit, Ze sme
dostali logické vysledky bolo mozné, ak sme sa pozreli na operacni charakteristiku v

bodoch z nulovej hypotézy, teda ocakavali sme nasledovné:
L(‘gl, 62) ~ 095,

ked'Ze sme zvolili pozadovani pravdepodobnost chyby 1. druhu o = 0.05. V tabulke
3 aj v tabulke 4 vidime, Ze pravdepodobnost chyby 1 druhu je mensia ako 5%, ked'ze
hodnota operacnej charakteristiky v bodoch z nulovej hypotézy je 0.985. V tabulkach

je pre konkrétne hodnoty parametrov uvedend hodnota operacnej charakteristiky a
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stredného rozsahu vyberu. Pre tento priklad sme uviedli len simulécie, pretoze odvo-
denie aproximovaného tvaru nebolo mozné explicitne vyjadrit kvoli dvom parametrom

v hypotéze. V tabulke 3 st uvedeny vysledky, ak sme testovali:
HO: 6, =0.4,6, =1.1 H1: 60, =1.1,6, =04,

zatial ¢o v tabulke 4 st uvedené vysledky, ak sme testovali nasledujice hypotézy.
HO: 6, =0.1,0, =14 H1: 6, =14,6,=0.1

Hodnoty operacnej charakteristiky boli také, ako sme ocakavali, pretoze ak su pa-
rametre v blizkosti parametrov z nulovej hypotézy, tak operacna charakteristiky na-
dobuda vysoké hodnoty a ak st parametre blizsie pri alternativnej hypotéze, hodnoty
operacnej charakteristiky su nizke. Ak sa pozrieme na stredny rozsah vyberu vidno,
7e v druhom pripade bolo priemerne potrebnych ovela menej pozorovani na to, aby sa
test rozhodol pre jednu z hypotéz. Mozeme to pripisat tomu, Ze hodnoty parametrov
v nulovej hypotéze st od seba vzdialené viacej ako pri hypotézach, ktorych vysledky
st v tabulke 3. Najviac pozorovani bolo potrebnych pri testovani s dvojicami (6y,6s),
ktoré boli bud’ v strede medzi nulovou a alternativnou hypotézou alebo ak boli oba
parametra podobné &fsla, teda napriklad ako v tabulke 3 aj v tabulke 4, pri dvojici
(01,602) = (0.1,0.2).
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Tabulka 3: Simuldcia opera¢nej charakteristiky a stredného rozsahu vyberu pre hypotézu

HO: 91 == 04, 02 = 1.1 a HI: 91 == 1.1,92 =04

A

0, 0y | L(61,0,) E(N,6,0,)
0.1 02| 0900  26.61
0.1 08| 1.000 7.42
0.1 1.5| 1000 4.89
04 06| 0800  13.29
04 1.1| 0970 8.01
04 15| 0.985 6.01
0.7 07| 0450  12.30
1.1 04| 0015 7.97
1.1 07| 0.180 9.55
1.1 15| 0.785 9.90
1.5 15|  0.490 9.98

V tejto praci sme na roznych testoch porovnali hodnoty aproximacii s vysledkami

simuldcii. Mozeme skonstatovat, Ze aproximované tvary boli takmer totozné so si-

muldciami a teda sa d4 ocakavat, Ze tieto odhady nie st d'aleko od skutoénych hodnot.

Vzhladom na to, Ze sme si sprdvnost ziskanych odhadov vedeli overit dosadenim

parametrov z nulovej hypotézy, d4 sa predpokladat, Ze ziskané vysledky odrazaju

skutoénost.
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Tabulka 4: Simuldcia opera¢nej charakteristiky pre hypotézu HO: #; = 0.1, 03 = 1.4 a H1:
1 =14,0,=0.1

0, Oy | L(61,05) E(N,0,,06,)
01 02| 0.770 11.17
01 08| 0.965 4.26
01 14| 0.985 3.43
0.6 01| 0.045 5.01
06 1.0  0.695 3.89
06 1.5| 0.885 3.64
0.8 0.8|  0.500 3.98
1.1 01| 0.040 3.73
1.1 07| 0.285 3.75
1.1 14| 0.665 3.77
14 14| 0525 3.77
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Zaver

Rozsirenie sekvenéného testovania na déata, ktoré vzniknu z pozorovania Markovovho
retazca vedie ku komplikovanejsim vztahom pre aproximdcie opera¢nych charakteristik
a stredného rozsahu vyberu takychto testov. Tieto postupy sme uviedli a aplikovali
na prikladoch, pricom sme uskutocnili aj simuldcie, ktoré umoziuji overovat kvalitu
takychto aproximacii.

Tedriu sme Cerpali hlavne zo zdrojov [2], [5] a [6]. Uviedli sme detailnejsie odvode-
nie aproximacii opera¢nej charakteristiky ako bolo v zdrojoch, aby to bolo zrozumi-
telnejsie pre citatela. V poslednej kapitole sme sa venovali aplikdcii sekvencnej analyzy
na roznych prikladoch. Hlavne sme sa venovali porovnaniu vysledkov aproximacii a si-
mulécif, aby sme overili, Ze odvodené aproximadcie st spolahlivé a odrazaji skutocnost.
Nage ocakavania sa splnili a mohli sme vidiet, Ze aproximovans operaéns charakte-
ristika bola takmer totozna so simulaciou, hlavne ak sme porovnavali sklon a tvar
krivky. Najskor sme v casti 3.1 uviedli testovanie s nezavislymi premennymi a dalej v
¢castiach 3.4, 3.5 a 3.6 sme sa venovali testovaniu parametrov v Markovovych refazcoch.
V casti 3.6, ktora sa zaoberala porovnavanim dvoch parametrov v dvoch Markovovych
retazcoch nebolo mozné explicitne vyjadrit vlastné ¢islo upravenej matice prechodu,
preto sme sa obmedzili len na simulacie. Takmer v kazdom priklade uvadzame vysledok
odhadu stredného rozsahu vyberu. V casti 3.4 sme ukazali aj porovnanie vysledkov sek-
venéného a klasického testu z hladiska stredného rozsahu vyberu a pravdepodobnosti
chyby 2. druhu pri zvolenej pravdepodobnosti chyby 1. druhu.

Sekven¢né testovanie bolo zaujimavé hlavne z hladiska vyuzitelnosti tejto tedrie v
roznych odvetviach. VSetky sekvencéné testy, aproximacie aj simulacie bolo potrebné
naprogramovat v Matlabe. Prinosom pre autorku bolo ponorit sa do problematiky tes-
tovania hypotéz z iného pohladu ako pontka viicsina statistickych predmetov na nasej
fakulte.

Videli sme ako sa testy spravaju pri ich simula¢nom pouziti a aké vysledky vieme dosia-
hnut pri pouziti aproximécii. Zvoleny Bonus Malus model uvedeny v ¢asti 3.3 je velmi
pouzivany, avSak praca s jeho maticou prechodu bola zdihavé, napriklad pri vypocte
operacnej charakteristiky, kedZe tento postup vyzadoval najskor zratat vlastné hod-

noty a nasledovali d’alsie kroky, takze to zdviselo od vela parametrov.
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Bezne pouZivanym testom v stvislosti s Markovovymi retazcami st chi kvadrat testy,
ktoré boli uvedené v 1.3. Tieto by sa dali pri vhodnom preformulovani pouZit na testo-
vanie tloh, ktoré boli v tejto praci uvedené. Tiez by sa dali formulovat optimalizacné
tilohy v suvislosti so zohladnenim ndkladov na pokracovanie vo vybere a poziadavkami
na chyby testu. Praca by sa dala rozsirit, ak by sme uvazovali refazce, kde by pozo-
rovania vykazovali ovela zloZitejsiu zavislost ako len po sebe nasledujiice. Tam by sa

naskytol cely rad otézok, ktoré by bolo treba zodpovedat.
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Priloha A

function [p,N] = testovanielparametra(theta_genl,thetal,theta? )

p=0;

N=@;

clearvars -except p N theta_genl thetal theta

for (m=1:200)

n=3;

alfa=@(k,theta)exp(-theta)*(theta"k)/factorial(k); %pocet poistnych udalosti ma Poiss
P=i(theta) [alfa(@,theta) alfa(l,theta) 1-alfa(@,theta)-alfa(l,theta);...

alfa(@,theta) alfa(l,theta)+alfa(2,theta) 1-alfa(P,theta)-alfa(l,theta)-alfa(2,theta);...

@ alfa(@,theta) 1-alfa(@,theta)]; %matica prechodu
xtheta(1:n)=random('Poisson’,theta_genl,n,1);
a=2,
b=2;
=8,
if (xtheta(1)==0) a=1;
elseif (xtheta(1)»2) a=3;
else a=2;
end,
P1=P(thetal);
P2=P(thetal);
2(1)=10g(P2(2,a)/P1(2,2));
aa=0,
bb=b;
A=log(0.8/0.2);  %zmena pravdepodobnosti chyby 1. a 2. druhu
B=1og(0.2/0.8);

while ((sum(Z)<A)&(sum(Z)>B))
for (i=2:n)

if ((a==1)8&(xtheta(i)==1)) aa=2;
end

if ((a==1)&&(xtheta(i)»>1)) aa=3;
end

if ((a==1)8&(xtheta(i)==8)) aa=a;
end;

if ((a==2)8&(xtheta(i)==8)) aa=1;
end

if ((a==2)&&(xtheta(i)==1)) aa=2;
end

if ((a==2)8&(xtheta(i)==2)) aa=2;
end

if ((a==2)&&(xtheta(i)»>2)) aa=3;
end;

if ((a==3)&&(xtheta(i)==0)) aa=2;
end

if((a==3)8&(xtheta(i)»B)) aa=3;
end;

Z(1)=log(P2(a,aa)/(P1(a,aa)));
a=aa;
b=bb;
[a b];
end
Z(find(isnan(Z)))=[1;

n=n+l;
xtheta(n+1)=random( 'Poisson”,theta_genl,1,1);



end

if sum(Z)<B f='prijimam HO';
end
if sum(z)>A
f="prijimam H1';
p=p+1;
end
N=N+n;
end
end

Aproximacia operacnej charakteristiky:

th0=0.9;

thl=1.5;

riesenie=zeros(1l,22);
x0=[15*ones (1,12) -2*ones (1,10)]
r=1;

for th=0.1:0.1:2.2

A= (exp (-thl) /exp (-th0)) ;

B=th*exp (-th) +exp (-th) * (th"2) /2;

C=(thl*exp (-thl)+exp (-thl) * (th172)/2)/ (thO*exp (-th0) +exp (-
th0) * (th0"2)/2) ;

D=1-exp (-th);

E=(l-exp (-thl))/ (1-exp (-th0)) ;

F= exp(-2*th) * (l-exp (-th)-th*exp (-th))

G=exp (-thl) /exp (-th0) ;

H=(l-exp (-thl)-thl*exp(-thl))/ (1l-exp (-th0)-thO*exp (-th0)) ;
I=exp (-th) *exp (-th) *th;

J=(exp (-thl) /exp (-th0)) * ((thl*exp (-thl) )/ (thO*exp (-th0))) ;
K=exp (-th) * (1-exp (-th) —th*exp (-th) —exp (-th) *th"2/2) ;
L=((l-exp(-thl)-thl*exp (-thl)-exp (-thl) *th172/2)/ (1-exp (-th0)-thO*exp (-
th0) -exp (-th0) *th072/2) ) * (exp (-thl) /exp (-th0)) ;

egn= @ (t) (exp(—th) *A™t-1)* ((B)* (C)"t-1)* (D* (E) "t-1)+F* (G) ~ (2*t) * (H) "t-
I*(J)"t*(D*(E"t)-1)-(exp(-th) *A"t-1) *K* (L"t)
riesenie(r)=fsolve (eqn,x0(r));

r=r+1;

end

riesenie

alfa=0.2;

beta=0.2;

a=log((l-beta)/alfa);

b=log (beta/ (1-alfa));
Aa=(l-beta)/alfa;

Bb=beta/ (1-alfa);

for i=1:22

Ltheta (i)=(Aa"riesenie(i)-1)/ (Aa”“riesenie (i) -Bb”*riesenie(i))
end

Ltheta

plot(0.1:0.1:2.2,Ltheta)

title('Ltheta, pri theta0=0.9 a thetal=1.5")

xlabel ('theta')

toc



Simulacia operacne]j charakteristiky

tic
th0=0.9;
thl=1.5;
alfa=0.2;
beta=0.2;
a=log((l-beta)/alfa);
b=log (beta/ (1-alfa));
theta=-100*ones (22,1);
operacna_char=-100*ones (22,1);
rozsah=-100*ones (22,1);
for i=1:22
theta(i)=1/10;
[f1, f2]=testovanielparametra (theta (i), thO0,thl );
operacna_char (1)=(200-£1) /200;
rozsah (i)=£2;
end
theta
operacna_char
plot(0.1:0.1:2.2,0peracna_char)
title('Ltheta simulacne pri theta0=0.9 a thetal=1.5")
xlabel ('theta')
toc

plot(0.1:0.1:2.2,rozsah)

title('stredna doba rozsahu simulacne pri theta0=0.9 a thetal=1.5")
xlabel ('theta')

ylim([0,15])

Graf pre rbzne thety

tic

a=-1;

theta genl=0.4;

riesenie=zeros (15,15);

for v=1:15

for w=(v+1l) :15
g=testovanielparametra (theta genl,v/10,w/10);
riesenie (v,w)=q;

end

end

riesenie

toc

surf ((1:15)/10, (1:15) /10, riesenie/200)

xlabel ('thetalO'")

ylabel ('thetal')

zlabel ('pravdepodob. prijatia H1l, ak alfa=beta=20%")
title ('skutocna theta=0.4")

hold on

scatter3(0.4,0.4,riesenie(4,4)/200, '"MarkerFaceColor', [0 .75 .75])
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