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Abstrakt v statnom jazyku

GIROVA, Zuzana: Vplyv korelacie medzi faktormi na ceny dlhopisov v dvojfaktorovych
short rate modeloch. [Diplomova pracal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta
matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a statistiky; Skoli-

tel: doc. RNDr. Beata Stehlikova, PhD., Bratislava, 2018, 79 s.

V naSej préci sa venujeme modelovaniu okamzitej tirokovej miery. Cielom je
numericky a analyticky zistif, aky vplyv ma korelacia medzi faktormi v dvojfaktoro-
vom short rate modeli na ceny dlhopisov a vynosové krivky. Pracu mézeme rozdelit na
teoretick a prakticka cast. V teoretickej Casti uvadzame zakladné pojmy v modelo-
vani okamzitej irokovej miery a najznadmejsich predstavitelov jednofaktorovych mode-
lov. Dalej sme triedu modelov rozsirili o dvojfaktorové modely, v ktorych nas zaujima
vplyv korelacie medzi faktormi modelu. Pozornost sme upriamili na dvojfaktorovy Va-
sickov model, dvojfaktorovy Fong-Vasickov model a konvergencény model CKLS typu
a odvodili rad konvergencie. Ukazuje sa, ze rad konvergencie sa v modeloch lisi. Toto
pozorovanie je motivaciou k najdeniu vSeobecnej vlastnosti. To je v praci vyriesené pre
vSeobecny dvojfaktorovy model.

V praktickej casti predstavujeme kalibraciu konvergenc¢ného modelu Vasi-
¢kovho typu. Vychadzame z [§], kde je navrhnuté kalibracia modelu pre jednofaktorovy
Vasi¢kov model. V naSej praci sme postup z [§] zovSeobecnili na dvojfaktorovy model
urokovej miery. Kalibraciu konvergenéného modelu testujeme najprv na simulovanych

datach, potom spustime algoritmus na realne data.

Kl¢ové slova: trokova miera, model okamZitej tirokovej miery, dvojfaktorovy

model, konvergen¢ny model, korelacia, kalibracia



Abstract

GIROVA, Zuzana: Effect of correlation between factors on bond prices in two-factor
short rate models. [Master Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mat-
hematics, Physics and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics;

Supervisor: doc. RNDr. Beata Stehlikova, PhD., Bratislava, 2018, 79 p.

In our thesis we devoted ourselves to modelling short rate. The purpose of the
thesis is a numerical and analytical derivation of correlation impact between factors
in a two-factor short rate model on bond prices and yield curve. The thesis consists
of two parts, theoretical and practical. In the first part we introduced basic concepts
in the short rate modelling and the most famous representatives of one-factor models.
Furthermore, we extended the model class to two-factor models, in which we investi-
gated the impact of correlation between factors. We focused on the two-factor Vasicek
model, the two-factor Fong-Vasicek model and the convergence model of CKLS type
and deduced a rate of convergence. It turns out that the rate of convergence varies in
the models. This observation is a motivation to find a general feature. This is solved
in the work for a general two-factor model.

In the practical part, we present the calibration of the convergence model of
the Vasicek type. We are based on [§], where model calibration is proposed for the
one-factor Vasi¢ek model. In our work, we proceeded from [8] and generalized to a two-
factor interest rate model. Firstly, we calibrate the convergence model on simulated

data, then run the algorithm on real data.

Keywords: interest rate, short rate model, two-factor model, convergence model,

correlation, calibration
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UVOD

Uvod

Pociatky urokovej miery siahaji do hlbokej historie. V ¢asoch, kedy sa ¢lovek prvykrat
stretava s pozickou, sa objavuje aj trok. Urok predstavoval akisi istotu pre veritela,
ze sa mu vrati aspon taka ciastka aku pozical. V dnesnej dobe mozeme na finanénom
trhu pozorovat aj zdporné trokové miery, napr. referencnd trokové miera Euribor.
Zaporna urokova miera je fenomén, ktory znamend, ze veritel plati Groky za tver
dlZznikovi. V reélnej ekonomike bol takyto tverovy vztah donedévna nepredstavitelny,
no v poslednych rokoch ¢oraz viac centralnych bank zavadza zaporné trokové miery.

Dalsou charakteristikou tirokovej miery, ktord dlhé roky sprevadzala finanény
trh je konstantnost. Urokovéa miera bola povazovana za pomaly sa meniaci parameter,
teda bola konstantna. V dnesnej dobe naopak vykazuje ndhodny vyvoj, a teda vznikla
potreba modelovania trokovej miery. Modely trokovej miery popisuju trokovi mieru
pomocou stochastickej diferencialnej rovnice a ich cielom je okrem iného modelovat aj
jej dalsi vyvoj. Zasadnym bodom pri modelovani okamZitej irokovej miery je zachytenie
tejto miery ako teoretického zaciatku vynosovej krivky:.

V praci sa zameriavame najméi na dvojfaktorové modely okamzitej trokovej
miery. V modeloch uvazujeme aj korelaciu medzi faktormi modelu, pricom pracujeme
s konStantnou hodnotou korelacie. Nasim prvym cielom je analyticky a numericky
odvodit vplyv koreldcie na ceny dlhopisov vo vybranych modeloch okamzitej tirokove;
miery. Pozornost upriamujeme na dvojfaktorovy Vasickov model, dvojfaktorovy Fong-
Vasickov model, konvergenény model CKLS typu a vseobecny dvojfaktorovy model.
V spomenutych modeloch odvodime rad konvergencie. Druhym ciefom je navrhnuf
kalibraciu modelu. Zoberieme konkrétny model a odhadneme jeho parametre, vratane
odhadovania korelécie.

Préaca pozostava z piatich kapitol. Prvé dve kapitoly mozeme zaradit do te-
oretickej Casti prace. Prva kapitola je venovana zakladnej terminoldgii z oblasti mo-
delovania trokovej miery, ktord sa vyuzivaju v dalsich kapitolach ako aj stochasticky
kalkulus. V zéavere prvej kapitoly, predkladame citatelovi prehlad jednofaktorovych mo-
delov trokovej miery. Obsahom druhej kapitoly je analytické odvodenie ceny dlhopisu
v konkrétnych dvojfaktorovych modeloch a urcenie vplyvu korelacie. Pri odvodzovani
parcidlnej diferenciélnej rovnice pre cenu dlhopisu vychadzame z [16]. Nakoniec sa zo-

berie vseobecny dvojfaktorovy model, odvodi sa aproximéacia ceny dlhopisu a najde sa



UVOD

rad rozdielu cien. Uvodom do praktickej ¢asti prace je tretia kapitola. V tretej kapitole
odhadneme hodnoty parametrov konvergen¢ného modelu Vasickovho typu metédou
najmensich $tvorcov. Vychadzame z [§], kde je navrhnuté kalibracia modelu pre jedno-
faktorovy Vasickov model. V nasej praci sme postup z [§] zovseobecnili na dvojfaktorovy
model trokovej miery. Kalibraciu modelu testujeme najprv na simulovanych datach,
nasledne algoritmus pouzijeme na reélne data. Pomocou kalibracie overujeme presnost
modelu. Odhadovanie trhovej ceny rizika pre eurépsky a doméci dlhopis je obsahom
stvrtej kapitoly. Na ich odhadovanie aplikujeme metédu maximalnej vierohodnosti. V
zavere kapitoly uvadzame aj odhad koreldcie modelu. Posledné kapitola je venovana

kalibracii modelu pre pobaltské staty.
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1 UVOD DO MODELOVANIA UROKOVEJ MIERY

1 Uvod do modelovania tirokovej miery

Finanény trh je velmi rozsiahly a deli sa na viacero segmentov. V zasade sa ¢leni po-
dla viacerych hladisk, ako napr. ¢asové hladisko, predmetné hladisko alebo iné. Na to,
aby jednotlivé ¢asti finanéného trhu mohli ¢inne fungovat vyuzivaji v praxi finanéné
nastroje. Podla [I1] za néstroj finan¢ného trhu mozno oznacit mechanizmus ziskavania
penaznych prostriedkov, a ich vyuzivanie v zaujme efektivneho hospodarenia s pena-
znymi prostriedkami v prospech ich vlastnikov. Predmetom néasho zaujmu buda dve
skupiny finanénych nastrojov. Prvou skupinou st tzv. podkladové aktiva, medzi ktoré
radime najmé akcie, irokovi mieru a iné. Druhou skupinou st financné derivdty, ktoré

st odvodené od podkladovych aktiv.

V stéasnosti sa do popredia dostévaju derivaty trokovej miery. Urokova miera
sa vyuziva pri diskontovani, ale ¢oraz Castejsie definuje vynos derivatov. Hodnota de-
rivatov turokovej miery zavisi od hodnoty samotnej tirokovej miery, resp. tirovne, na
ktorej sa nachadza. Pri konstrukcii modelu na ocenovanie derivatov trokovej miery
je nevyhnutné brat do tivahy stochasticky vyvoj tirokovej miery. V oblasti finanéného
modelovania zohrava vyznamnu tlohu aj ¢asova Struktira trokovych mier. Jej dolezi-
tost sa prejavi pri zostavovani modelu na oceriovanie derivatov tak, aby sa ¢o najlepsie
pripodobnil realite.

Cielom tejto kapitoly je uviest a stru¢ne vysvetlif zakladné pojmy. Svoju neza-
stupitelnt tlohu maju aj nastroje stochastického kalkulu, ktoré vyuzijeme pri ocenovani

derivatov trokovych mier.

1.1 Zakladné pojmy

Za najjednoduchsie derivaty trokovej miery mozeme oznacit dlhopisy. Dihopisy (bonds)
st investi¢né nastroje obchodovatelné na burze. Firmy, ako aj vlada vyuzivaji dlhopisu
k navyseniu kapitalu. Dlhopis predstavuje zavizok dlznika (eminent) voci veritelovi,
v ktorom sa dlznik zavizuje vyplacat urok (kupén) veritelovi pocas doby platnosti
dlhopisu. V ¢ase splatnosti dlhopisu (maturity) T vyplati dlznik nominélnu hodnotu
dlhopisu F'. Dlhopis s nominalnou hodnotou rovnej 1 sa nazyva diskontny dlhopis.

V préaci budeme dalej pracovat s bezkupénovym diskontnym dlhopisom. Medzi dalsie

11



1 UVOD DO MODELOVANIA UROKOVEJ MIERY

derivaty trokovej miery mozeme zaradif napriklad swapy, forwardy alebo opcie.
Cenu dlhopisu v ¢ase t so splatnostou v éase T, t < T, ozna¢me P(t,T). Cas

do splatnosti dlhopisu 7 vyjadruje vztah T — . Z ceny dlhopisu [16] ur¢enej vztahom
P(t,T) = e BEDT=D g <t < T,

je odvodena ¢asova Struktira trokovych mier R(t,7T") ako funkcia

InP(t, T
R(t,T) = _T(——’t)' (1.1)

Casovd Struktira tirokovych mier (term structure of interest rates) predsta-
vuje zéavislost turokovej miery R(t,7T) od splatnosti dlhopisov T'. Grafické vyjadrenie
casovej Struktiry urokovych mier pre fixny ¢as ¢ sa nazyva vynosova krivka. Vynosova
krivka je zostavena z dlhopisov s podobnymi charakteristikami, ale s réznymi dobami
splatnosti, véc¢sinou od troch mesiacov do tridsiatich rokov. Tvar tejto krivky nie je
exaktne dany. V praxi sa ukazuje, Ze tvary vynosovej krivky mozu byt rozne. Citatela
dalej obozndmime s tromi zékladnymi tvarmi.

Je vSeobecne zname, ze vynos dlhopisu s dlhsou dobou splatnosti je vyssi ako
vynos dlhopisu s kratSou dobou splatnosti. Vyssi vynos je dosiahnuty vdaka vys$Siemu
riziku, ktoré prinasa dlhopis, ktory je na trhu dlhsie. To nés vedie k rasticej vynosovej
krivke, ktora je inak oznacovand ako "normélna”’. Rastica vynosova krivka je cha-
rakteristickd pre trh, kedy sa neocakavaju vyrazné zmeny, alebo ak trh ocakava rast
urokovych mier. V sucasnosti velké mnozstvo krajin zotrvava pri rastiicej vynosove;
krivke, a tym ocakéva, ze bude ekonomicky prosperovat. Pomerne zriedkavo mozeme
spozorovat na trhu klesajicu vynosovu krivku. Klesajica vynosovd krivka je tizko spo-
jend s ocakavanim, Ze irokové miery budi v najblizSom case klesaf. V takomto pripade
dochadza k poklesu ekonomickej aktivity. Klesajica vynosova krivka vznikéa v désledku
zvysSenia urokovych mier centralnou bankou na nezvycajne vysokt hodnotu. Tato si-
tuacia nastava zvicsa pri boji s inflaciou. V pripade, Ze sa oCakava narast trokovych
mier v nasledujicom case a potom ich pokles, hovorime o tzv. "humped” vynosovej
krivke. Tato krivka sa v ekonomike vyskytuje vtedy, ked dlhopisy so strednedlhou do-
bou splatnosti maji najvyssi vynos.

Na Obr. sme vykreslili rastiicu vynosovi krivku bezkupoénovych statnych
dlhopisov Spojenych statov americkych (US Treasury) na zaklade dat z [31].

12



1 UVOD DO MODELOVANIA UROKOVEJ MIERY

US Treasury, 25.08.2017
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Obr. 1.1: Rasttca vynosova krivka, zdroj dat [31].

V nasledujicej tabulke uvadzame ¢iselné hodnoty vynosov statnych dlhopisov
zobrazenych na Obr.[I.1] V prvom riadku s maturity jednotlivych dlhopisov, v druhom
riadku ich vynosy, ktoré sa pohybuji v rozmedzi od 1.23% do 2.94%.

Maturita H 1r. 2r. 5r. 10r. 15r. 20r. 25r. 30r.

Vymnos(%) H 1.23 1.35 1.78 2.22 245 2.63 279 294
Tabulka 1.1: Vynosy US Treasury, zdroj dat [31] z dia 25.08.2017.

V tabulke|1.1| vystupujt len kladné hodnoty vynosu. V dnesnej dobe sa mnohé
krajiny ”tesia”’zapornému vynosu zo Statnych dlhopisov. Medzi tieto krajiny patri aj
Slovensko. V praxi to znamené to, Ze investori platia vlade za to, aby jej pozicali. Velka
Cast tejto zdanlivej iracionality podnecuji defla¢né obavy a znacné politika centralne;
banky zameranad na menovu politiku Eurépskej centralnej banky (ECB) [28].

Eurdpska centralna banka je institiciou Eurépskej tinie a je zaroven central-
nou bankou 19 krajin tohto spolo¢enstva. Okrem iného nastavuje referencné sadzby -
Euribor®, Euribid®, Eonia® [22], ktoré st platné vo vietkjch krajinach hospodarskej
a menovej tnie (HMU). Euribor® (Euro Interbank Offered Rate) je medzibankova
referencna urokova sadzba upravovana na dennej baze. Tato sadzba bola zavedena v
roku 1999 a je zverejnovana denne o 11:00. Vypocet Euriboru je zalozeny na priemer-
nych arokovych sadzbach, za ktoré st banky ochotné pozi¢at euro terminové vklady na
medzibankovom trhu. Euribor® a Euribid® st vo vzfahu ako Ask a Bid. Podrobnejsie

informécie st na [2I]. Na Obr[1.2] sme zobrazili ¢asovi strukttru eurdpskej tirokovej

13



1 UVOD DO MODELOVANIA UROKOVEJ MIERY

miery Euribor zo dna 01.09.2017.

Euribor, 01.09.2017

Vynos(%)

-0.40 -035 -0.30 -0.25 -0.20 -0.15

maturita (mesiac)

Obr. 1.2: Casov4 struktira trokovej miery pre Euribor® [23].

Zavedenim novej meny na Slovensku, eura, sme sa 1. januara 2009 stali suca-
stou menovej tnie, t. j. vstapili sme do tretej fazy HMU. Naviac, medzibankové trhy
sa zacali riadit Euriborom, kym dovtedy bola slovenska referenénéd trokova sadzba
Bribor® (Bratislava Interbank Offered Rate)[27]. Krajiny, ktoré nepatria do HMU
obchodujt so svojou tirokovou mierou. Dalgimi prikladmi tirokovych mier na medzi-
bankovom trhu st: Pribor (Prague Interbank Offered Rate) [20], Bubor (Budapest
Interbank Offered Rate) [26], Shibor (Shanghai Interbank Offered Rate) (zverejiiovana
na [30]) alebo Nibor (Norwegian Interbank Offered Rate) (zverejiiovand na [29]). Azda
najznamejsia z nich je Libor (London Interbank Offered Rate).

Na Obr. predkladédme ukazku ¢asového vyvoja trokovej miery Eonia® v
priebehu dvoch rokov, 2015 a 2016. Eonia® (Euro OverNight Index Average) patri
do skupiny referen¢nych sadzieb na medzibankovom trhu v mene euro. Vzhladom k
tomu, ze plni tlohu jednodnovej sadzby, za ktort si banky medzi sebou pozic¢iavaju, je
oznacCovana aj ako tzv. overnight.

V teoretickej rovine sa Casto stretdvame so short rate (okamzitd trokova
miera). V praxi pristupujeme k aproximécii okamZitej drokovej miery ako k trokovej
miere na kratky cas, ako napriklad tzv. overnight ¢i mesacnd trokova miera. Matema-
ticky ju vyjadrime pomocou vztahu

ro = lim R(t,T) = R(t,1). (1.2)

T—st+

14



1 UVOD DO MODELOVANIA UROKOVEJ MIERY

Eonia, 2015-2016
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Obr. 1.3: Casovy viyvoj trokovej miery Eonia® v rokoch 2015-2016, zdroj dat [22].

Okamzita trokova miera r; predstavuje Startovaci bod vynosovej krivky a podéava in-

formaciu o jej dalsom vyvoji.

1.2 Stochasticky kalkulud]

Casovy vyvoj tirokovej miery je nahodny, t. j. stochasticky, v ¢ase ako referuje Obr.
. Urokovtt mieru preto chapeme ako stochasticky proces. Stochasticky proces na
pravdepodobnostnom priestore (€2, F,P) je subor ndhodnych premennych X;, kde t €
T C R je parameter. V zavislosti od volby T rozliSujeme dva typy stochastickych
procesov. V prvom pripade, kedy 7' je vyjadreny ako interval, hovorime o stochastickom
procese so spojitym casom. V druhom pripade, kde T' je dand mnozina {1,2,3, ...},
myslime stochasticky proces s diskrétnym casom.

Vo finan¢nej matematike sa pomerne casto stretavame s pojmom Wienerov
proces, alebo jeho zovseobecnenim Brownovym pohybom. Oba procesy su stochastické
procesy Markovovského typu, t. j. budica hodnota procesu zavisi len od sticasnej hod-

noty. Uvadzame presnu definiciu Wienerovho procesu.

Definicia 1.1. ([3], str. 27)

Wienerov proces je stochasticky proces Wy, t > 0, ktory splia:
1. Proces zacina v pociatku sustavy, Wy =0,
2. Proces Wy ma staciondrne, nezdvisle prirastky,

3. Proces Wy je spojity v case t,

1Spracované najmé na zaklade [3] a [16].
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4. Prirastky W, — Wy st normdlne rozdelen€ so strednou hodnotou rovnou 0 a va-

rianciou |t — s|, Wy — Wy ~ N(0, |t — s|).

Maly prirastok Wienerovho procesu za maly casovy tsek dt oznacime dw a ma nasle-

dovné vlastnosti
dw ~ N(0,dt), t. j. E[dw] = 0aVar[dw] = dt.

Prirastok Wienerovho procesu vystupuje aj v stochastickej diferencialnej rovnici na
modelovanie okamzitej irokovej miery. Tento prirastok sposobuje ndhodnost celej di-

ferencialnej rovnice
dry = p(r,t)dt + o(r, t)dw.

V pripade dvoch a viacerych stochastickych diferencidlnych rovnic zavadzame
pojem koreldcia. Korelaciu medzi procesmi mozeme zaviest prostrednictvom korelacie
medzi prirastkami Wienerovych procesov dw;, dws, ktoré v ich stochastickej diferen-

ciadlne rovnici vystupuju. Formalne zapisané
Cov(dwy, dwsy) = pdt, (1.3)

pricom predpokladame, Ze p je konstanta z intervalu [-1,1]. Hoci pojem korelécie, ako
nastroja na meranie zavislosti, prindsa so sebou urcité obmedzenia, v stcasnosti je
predmetom rozsiahleho skiimania. Do popredia sa dostavaji stochastické korelacné
modely. V nasej praci budeme pracovat s konstantnou korelaciou.

V tedrii ocenovania finanénych derivatov nachddzame ako klucovy néastroj
Itovu formulu (lemu). Itéova formula je odpovedou na otazku, ¢ je mozné zosta-
vit stochastick diferencidlnu rovnicu, ktord opisuje vyvoj akejkolvek hladkej funkcie

f(z,1), zatial ¢o premenné z je rieSenim zadanej stochastickej rovnice.

Lema 1.1. (Itéova lema). ([16], str. 27)
Nech f(x,t) je hladkd funkcia dvoch premennich, pricom premennd x je rieSenim sto-

chastickej diferencidlnej rovnice
dr = p(x,t)dt + o(x,t)dw,

kde w je Wienerov proces. Potom prvy diferencidl funkcie [ je dany vztahom

_of Of L a0, n &
df = a$alaz:+ (at + 50 (x,t)a$2 dt,
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dosledkom coho funkcia f vyhovuje stochastickej diferencidlnej rovnici

0 0 0? 0
df = (a—{ - u(x,t)a—i + %02(.1', t)a—xé) dt + a(x,t)a—idw.

Intuitivny dokaz Itéovej lemy moze Citatel najst napriklad v [16].

1.3 Modely okamzitej trokovej miery

Na modelovanie tirokovej miery existuju rozne pristupy. V zavislosti od informécie o
vyvoji urokovej miery, ktort modely maju v sebe zahrnuti, rozliSujeme dve hlavné
triedy modelov. Prvym pristupom st rovnovdzne modely. Ako uz napoveda samotny
nazov, rovnovazne modely zdoraznuju koncept rovnovahy. Ich hlavnou myslienkou je
najst rovnovahu medzi dopytom a ponukou po finanénych derivatoch.

Najznamejsimi prikladmi rovnovaznych modelov st Vasickov model (1977,
publikovany v [I7]), Cox-Ingersoll-Ross model (1985, publikovany v [6]) a Fong-Vasickov
model (1991, publikovany v [7]). Tieto modely majt konstantné parametre, ktoré mo-
zeme odhadnut z historickych déat. Jednou z hlavnych nevyhod rovnovaznych modelov
sa ukazuje mozny vznik arbitréze. Arbitrdzna prilezitost vznikd v doésledku nepres-
nosti v modelovani ¢asovej Struktary trokovych mier a tym padom sa cena derivatu
vypocitand modelom nezhoduje s redlnou cenou.

Tento nedostatok sa snazia odstranit bezarbitraine modely. Tato trieda mo-
delov sa vyznacuje okrem iného tym, Ze siicasna casova Struktira je vstupom a zaroven
startovacim bodom. Naopak, v rovnovaznych modeloch je vystupom. Medzi vyznamné
bezarbitrazne modely boli zaradené praca finanénych akademikov Thomas Ho a Sang
bin Lee (1986, uvedené pracou v [9]) a praca profesorov John C. Hull a Alan White
(1990, uvedené pracou v [10]).

Od vzniku prvého modelu trokovej miery (Vasi¢ek, 1977) vzniklo mnoho mo-
delov s ciefom ¢o najlepsie opisaf ¢asovii Struktiru trokovych mier. Casom sa vsak
ukazalo, ze nie vSetky vzniknuté modely prinasaja uzitocné a presné vysledky. Na jed-
nej strane mame jednoduchsie modely, ktoré nedokazu presne zachytit pohyb casovej
struktiry a na druhej strane sofistikovanejsie modely, ktoré svojou zlozitou konstruk-
ciou su tazko aplikovatelné. Predmetom nasho zaujmu buda tzv. short-rate modely.
Short-rate modely zachytavaja vyvoj okamzitej irokovej miery. V zavislosti od tvaru

koeficientov vystupujucich v modeloch budeme rozliSovat jednotlivé modely trokove;
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miery.
V tejto praci sa budeme dalej zaoberat triedou rovnovaznych modelov, ktoré
modeluji okamit Grokovi mieru. Ocenovanie dlhopisov pomocou konkrétnych rovno-

vaznych modelov Specifikujeme neskor.

1.3.1 Jednofaktorové rovnovazne modely

Charakteristickou ¢rtou jednofaktorovych modelov je zavislost vyvoja okamzitej tro-
kovej miery od jedného faktora. Tymto faktorom a zaroven zdrojom nahodnosti je
samotnd urokova miera r. Jej dynamiku zachytava stochasticka diferencialna rovnica,

ktora moze mat vo vSeobecnosti tvar
dr(t) = p(r,t)dt + o(r,t)dw,

kde 7(t) je Grokova miera v ¢ase t = 0, u(r,t) predstavuje trend (drift) vo vyvoji
okamzitej urokovej miery (deterministickd zlozka) a o(r,t) je volatilita procesu (sto-
chasticka zlozka). Volatilita procesu urcuje charakter ndhodnych fluktuacii trokovej
miery v okoli deterministickej zlozky. dw je prirastok Wienerovho procesu za maly ca-
sovy interval dt. Poznamenavame, Ze trend a volatilita nemusia nutne zavisiet od casu
t. Zéavislost od t nie je v Ziadnom z tych modelov, ktorymi sa dalej zaoberéate.

Trend pu(r,t) je funkcia od okamzitej Grokovej miery r a ¢asu t. Jej tvar je
zvycajne definovany vyrazom p(r,t) = k(0—r), kde &, 0 st kladné konstanty. Parameter
k je definovany ako rychlost navratu k limitnej tirokovej miere a parameter 6 je limitna
urokové miera. Model s takymto tvarom trendu mé mean reversion vlastnost. Podstata
tejto vlastnosti spociva v tom, ze stredné hodnota trokovej miery E(r) je priftahovana
k rovnovaznej hodnote # silou danou parametrom k. Stredna hodnota trokovej miery

riesi diferencidlnu rovnicu
E(dr)=dE(r) = k(0 — E(r))dt + E(o(r,t)dw)) = k(6 — E(r))dt.

Volatilita modelu moze mat tiez rozne tvary, ale najcastejSie sa stretdvame
s tvarom o(r,t) = or?, kde ¢ > 0 a v > 0 chdpeme ako konStantné parametre. V
zavislosti od tvaru funkcie volatility budeme rozliSovat nasledovné modely okamzite;

urokovej miery
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Vasickov model. Vasickov model je jednym z prvych a najjednoduchsich modelov
okamzitej irokovej miery s vlastnostou mean reversion. Stochasticka diferencialna rov-

nica v jednofaktorovom Vasickovom modeli je v tvare
dr(t) = k(0 — r(t))dt + odw. (1.4)

Hlavnou nevyhodou tohto modelu je konstantna volatilita. Ak je irokova miera blizka
nule, hodnota volatility sa nemeni. Désledkom ¢oho sa moze proces s nenulovou pravde-
podobnostou dostat aj do zdpornych hodnét. Tento nedostatok odstranil model, ktory
predstavili John C. Cox, Jonathan E. Ingersoll a Stephen A. Ross ako CIR model. V
dnesnej dobe, kedy na finanénom trhu sa objavuji zaporné trokové miery, nehovorime

uz o nedostatku.

Vyvoj urokovej miery - Vasiékov model

012 014 016

0.10

0.08

1 1 1 1 T 1
0 2 4 6 8 10

Obr. 1.4: V§voj trokovej miery. Parametre medelu: ¢ = 0.015,x = 0.1,0 = 0.1, = 0.15.

Na Obr/l.4] sme vykreslili jednu trajektériu Vasickovho modelu, ktoréd zacina
v bode 1y = 0.15. Vodorovna prerusovand ¢iara na Obr.(1.4)) vyjadruje strednt hod-

notu, t. j. hodnotu parametra 6, ku ktorej je pritahovana trokové miera r;.

Cozx-Ingersoll-Ross (CIR) model. CIR model je dalsim rovnovaznym modelom,
ktory je rozsirenim Vasickovho modelu. Tento model vyuziva na modelovanie okamzite;j

urokovej miery stochastickt diferencidlnu rovnicu
dr(t) = k(0 — r(t))dt + oy/rdw.

Volatilita modelu o+/r nepriptsta zaporné hodnoty. V pripade, Ze trokova miera sa

rovna nule, potom je aj volatilita nulova a trend nadvihne rokovi mieru do kladnych
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2

¢isiel. Naviac, ak je splnend podmienka 2k6 > ¢ Grokova miera nadobtda hodnotu

nula s nulovou pravdepodobnostou.

Chan-Karolyi-Longstaff-Sanders (CKLS) model. CKLS model [4] bol navr-
hnuty v roku 1992 na modelovanie spravania sa okamzitej arokovej miery. Okamzita
urokova miera sa v tomto modeli riadi nasledovnou stochastickou diferencidlnou rov-

dr(t) = k(0 — r(t))dt + or? (t)dw.

V zéavislosti od volby parametra v dostdvame konkrétne modely. Volbou parametra

~ = 0 ziskame Va$ickov model a pri volbe v = % zase CIR model. CKLS model je
oznacovany aj ako zovSeobecneny model. Kym jednofaktorové modely, Vasicek a CIR
model, vedu k analytickému rieseniu pre cenu dlhopisu, v CKLS modeli je mozné od-

vodif cenu dlhopisu len numericky.

Medzi dalSie vyznamné jednofaktorové modely patri napriklad Dothanov mo-
del (1978), ¢i Cox-Ross model. Prehlad spomenutych jednofaktorovych modelov aj

spolu s tvarom stochastickej diferencialnej rovnice uvadzame v tabulke .

Model SDR pre r

Vasi¢ek | dr = k(0 — r)dt + odw
CIR dr = k(0 — r)dt + o/rdw
CKLS dr = k(0 — r)dt + or?dw
Dothan | dr = ardt 4+ ordw
Cox-Ross | dr = frdt + or?dw

Tabulka 1.2: Dalsie jednofaktorové modely okamzitej irokovej miery.

V jednofaktorovom modeli urc¢uje tvar vynosovej krivky jej zaciatok, teda oka-
mzita arokova miera, a parametre modelu. Ak $pecifikujeme parametre modelu, potom
je vynosova krivka jednoznacne dand hodnotou okamzitej tirokovej miery. Vyhodou
jednofaktorovych modelov je ich jednoduchost. Naopak, tieto modely vykazuji mensiu
flexibilitu na modelovanie skuto¢ného vyvoja tirokovej miery. V redlnom svete moézeme

v roznych ¢asovych okamihoch pozorovat rozne vynosové krivky zacinajice v tej istej
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okamzitej urokovej miere. K rieseniu tohto javu sa pouzivaju dvoj- a viacfaktorové
modely okamzitej Grokovej miery. V zavislosti od poc¢tu faktorov, sit modely formulo-
vané pomocou stochastickych diferencidlnych rovnic, pricom pocet faktorov zodpoveda
poctu tychto rovnic a rovnako poc¢tu pritomnych Wienerovych procesov. V tejto praci

sa budeme dalej venovat len dvojfaktorovym modelom.
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2 Dvojfaktorové rovnovazne modely urokovej miery

V tejto Casti prace predstavime dvojfaktorové modely kratkodobej trokovej miery, s
ktorymi budeme dalej pracovat. V kapitole podrobnejsie popiSeme Vasickov model,
Fong-Vasickov model a konvergen¢ny model CKLS typu. V podkapitole 2.1. odvodime
parcialnu diferencialnu rovnicu pre cenu dlhopisu ako derivatu okamzitej irokovej miery
pre vSeobecny dvojfaktorovy model. Nasledne tuto parcialnu diferencialnu rovnicu apli-
kujeme v konkrétnych modeloch a odvodime cenu dlhopisu. Postupovat budeme podla
[16]. Po odvodeni cien dlhopisov zistime, aky je vplyv korelacie na faktory modelu v
jednotlivych modeloch. Nakoniec pomocou aproximacie odvodime vplyv korelacie pre

vSeobecny model kratkodobej tirokovej miery.

2.1 Odvodenie parcialnej diferencialnej rovnicef|

Okamzitu trokova mieru r; vo vseobecnom dvojfaktorovom modeli chapeme ako fun-
kciu dvoch faktorov z, y, ¢o moézeme formalne zapisat ako r; = ry(x, y). Pri odvodzovani
parcialnej diferencidlnej rovnice dvojfaktorového modelu vychadzame z predpokladu,

ze faktory x,y sa riadia stochastickymi diferencialnymi rovnicami

dr = p(z,y)dt + o, (z, y)dwy,

dy = py(z,y)dt + oy(z,y)dws,
kde w; a wy st Wienerove procesy. Kedze faktory x,y mozu od seba zavisiet, budeme
uvazovat korelaciu medzi prirastkami Wienerovych procesov dw; a dw,. Konkrétne
budeme pracovat s konstantnou korelaciou, t. j. cov(dw, dwsy) = pdt, p € (—1,1).

Cena dlhopisu P = P(z,y,t) je funkcia od faktorov x, y a ¢asu t. Stochasticka

diferencialnu rovnicu pre cenu P dostaneme z viacrozmernej [téovej lemy ako

dP = pdt + odw, + odws,

kde
oP oP oP o29°P o, 0P o*pP
H= g THegy Thgy T 5 02 T2 9 TP a0y
opr
0= Uz%u
_ 0P
g = O'ya—y.

2Spracované na zaklade [16].
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Poznamenavame, ze funkcie p, o a & tiez zavisia od faktorov x, y a ¢asu t. Dalsim
krokom je konstrukcia bezrizikového portfélia 7. Portfélio 7 zostavime z troch dlhopisov
s roznymi dobami splatnosti 77, T, a T3. Pocty dlhopisov v portféliu oznacime Vi, V5

alVs
m=ViP(T\) + Vo P(Ty) + V3 P(T3).
Zmenu hodnoty portfélia 7 potom vyjadrime ako stcet
dr = VidP(T1) + VadP(T3) + V3d P(T3)
= [Viu(Th) + Vap(T2) + Vap(T3)] dt
+ [Vio(T}) + Voo (T3) + Vo (Ts)] dw;y

(2.1)

+ [Via (Th) + Voo (1) + V3o (T5)] dws,.

Z vyvoja ceny portfélia daného rovnicou ({2.1)) chceme vylucif nahodnost.
Rovnica ma dva ndhodné ¢leny a teda koeficienty k nim prislichajice polozime rovné
nule

[‘/IU(T1> + ‘/QO'(TQ) + %O’(Tg)] = 0,
Ve (Th) + Voo (To) + Vsa (1)) = 0.
Dalej chceme dosiahnut bezarbitraznost modelu. Bezarbitraznost modelu znamens, to,

7e vynos z takto skonstruovaného portfélia sa musi rovnat bezrizikovej tirokovej miere

r, t. j. dm = rmdt. Vylic¢enim moznosti arbitraze sa dopracujeme k tretej identite
Vip(Th) + Vap(Ts) + Vau(T3s)] = r.

7 odvodenych identit tak dostavame ststavu linearnych rovnic pre mnozstva dlhopisov

Vi, Vo, Vs

o(Ty) o(Ty) o(T3) V1 0
a(T1) o(Ty) a(T3) V2| =10 (2.2)
w(Ty) —rP(Th) (1) —rP(Tz) w(Ts) —rP(T3)| |V3 0

Hladéme netrividlne rieSenie uvedenej sustavy. Ststava rovnic v maticovom
tvare ma netriviadlne rieSenie prave vtedy, ked riadky matice su linedrne zavislé. Tato
situacia nastava v pripade ststavy vtedy, ked treti riadok je linedrnou kombinaciou
predchéadzajicich dvoch. Existuja teda také Ay a Ao, Ze plati

23



2 DVOJFAKTOROVE ROVNOVAZNE MODELY UROKOVEJ MIERY

Trhové cena rizika \; moze zavisiet od Casu t a faktorov z,y, ale nemoze zavisief od
maturity 7. Kedze maturity 7; boli zvolené lubovolne, musi platit pre hocijaké
T.

Napokon dosadime p, o, ¢ do (2.3)) a dostdvame parcidlnu diferencidlnu rov-

nicu pre cenu dlhopisu

a_P ( -\ )a_P+( -\ >8_P+U_§82P+0_582P
ot He 192) 5 Hy 29 dy 2 O0x? 2 0y?
o0*P
+ paxaym —r(z,y)P =0. (2.4)

2.2 Dvojfaktorovy Vasickov model

Dvojfaktorovy Vasickov model, publikovany v [I] patri do triedy modelov s vlastnostou
mean reversion. Zaroven je Specidlnym pripadom Ornstein-Uhlenbeckovho procesu s
konstantnou volatilitou. Vo Vasickovom modeli za faktory vezmeme trokové miery
71, T9. Dalej predpokladame, Ze okamzitd tirokova miera 7, je suétom tychto dvoch
nezavislych faktorov.

V nasledujiicej casti prace odvodime cenu dlhopisu ako derivatu okamzitej
urokovej miery pre Vasickov model s korelovanymi zlozkami. Pri odvodzovani ceny
dlhopisu budeme postupovat podla [16]. Cena dlhopisu P zavisi od faktorov ry, ry €
(—00,00) a od doby do splatnosti (maturity) 7 =7 —t € (0,00). Ako vstup budeme

uvazovat ststavu rovnic

d?"l = K1 (91 - T1>dt + O'ldwl, (25)
d?"g = 52(92 — Tg)dt -+ O'deg, (26)

Cov(dwy,dwy) = pdt.

Parametre modelu k1, ko, 01 a 05 st kladné konstanty. Volatilita modelu je v rovniciach
vyjadrend konstantami oy, o5.

Za predpokladu, ze trhové ceny rizika A\;, Ay st konstanty, cena dlhopisu
P(ry,79,7) je riesenim parcidlnej diferencidlnej rovnice ([2.4). Dosadenim (2.5),

do (2.4) dostavame parcialnu diferencidlnu rovnicu pre cenu dlhopisu v tvare

oP oP oP
o + [li1(91 —r) — )\101]_87‘1 + [@(92 —ry) — >\202}—ar2
2 92 2 92 2
o1 0°P  050°P 0“P
Z2 — P=0. 2.
2 Or? + 2 Or? +p01028r18r2 (r+72) 0 (2.7)
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Na dourcenie ceny dlhopisu potrebujeme dal$iu podmienku. Pocdiatocné pod-
mienka je v tvare P(ry,r5,0) = 1 pre Vry,re. Pri konstantnych hodnotach A\;, Ag,

hladame rieSenie v separovanom tvare
P(ri,r2,7) = Pi(r1,7)Pa(r2, 7).

Z povodnej pociatocnej podmienky mozeme odvodif pociatoéné podmienky pre sepa-
rovany tvar a teda pre funkcie Py a P, plati Pi(r1,0) = 1, Py(r2,0) = 1. Rovnicu ([2.7)

mozeme zapisat nasledovne

oP Rl P, or,
_3_7-1]32 _ (‘3_7-2P1 + [k1 (01 — 1) — Moy 87"11 Py + [ra(02 — 13) — Aoos] (97”22 P,
2 02 2 952
oy 0° P 0507y 0P 0P,
208 gy ey gy, T RS

Funkciu P si podla [16] vyjadrime v tvare
P(Tl, T2, ’7') = Al (T)A2 (T)e*Bl (T)T‘lfBg(T)rz’

kde Pi(r;,7) = A;(t)e B i = 1,2, Aby pociatotné podmienky zostali zachované,

plati 4;(0) =1, B;(0) = 0. Potom pre jednotlivé parcidlne derivacie dostavame

0P, . I .
B = AieiBln — BiAﬂ”eiBln,
T
0P,
- = _Asz —Birs
87’1' ¢ ’
92P, .
W = AzBZ (& v,

)

Odvodené parcidlne derivacie dosadime do rovnice (2.7). V kazdom ¢lene tejto rovnice

Bi(1)r1—Ba(T)r

mame nenulovy vyraz e~ 2 ktorym moZeme obe strany rovnice predelit.

Tym sa ndm rovnica zjednodusi. Oznacme A = A;A,. V dalSom kroku zdruzime tie
¢leny, ktoré obsahuju ¢len r;, potom ¢len ry a tie, ktoré neobsahujui ry, ani r, a po

uprave dostavame

ot
2
+ [BlA + IilABl — A]Tl + [BQA + KQABQ — A]TQ =0.

2
[—A + ()\10'1 — /1101>A31 + ()\20'2 — HQHQ)ABQ + AB% + %AB; + pO'IO-QABlBQ}

Identita musi byt splnené pre Vrq, ry, preto vSetky tri vyrazy v zatvorkach musia byt

identicky rovné nule. Dostavame teda stistavu troch obycajnych diferencialnych rovnic
2 2

A= (/\10'1 — Iilel)ABl + (/\20'2 — KQQQ)ABQ + %AB% + %ABS + pO’lO'QABlBQ,

Bl =1- IilBl,

By =1 — Ky By,
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s pociatoénymi podmienkami A(0) = 1, B;(0) = 0, ¢« = 1,2. Budeme hladat riesenie
tohto systému.

Vsimnime si, Ze oby¢ajné diferencidlne rovnice pre funkcie B;(7) st linedrne.
Preto ich rieSenie vieme Tahko analyticky vypocitat a spolu s pociato¢nou podmienkou

dostavame explicitné riesenia

Bi(r) = %(1 — ey, (2.8)
Ba(r) = %2(1 — e, (2.9)

Hladanie riesenia oby¢ajnej diferencialnej rovnice pre funkciu A(7) je o nieco naro¢ne-
jsie. Explicitné rieSenia pre By(7), Ba(T) nezavisia od funkcie A(7) iba od premennej 7.
S vyuzitim pociato¢nej podmienky A(0) = 1, separdciou premennych a zintegrovanim
ziskavame rieSenie pre funkciu A(7) v tvare

T

0'2 0’2
IHA(T) = /[()\10'1 — /{,101)B1 —|— ()\20'2 — ngz)BQ + ?13% —|— ?2322 + pUlggBlBg] dS.
0

Dosadime ziskané rieSenia Bj(7), Bs(7) a opit vyuZijeme pociatoéni podmienku

A(0) = 1. Po kréatkej uprave nakoniec dostaneme

- ~ 0109 1 B 1 B 1 — e~ (k1tr2)T
InA — 1nA InA — (1 —eRIT) — (] — e k2T Lt
nA(r) = oy + Indy 4 p 7% 7o L) - D e I
(2.10)
pricom
A 1 —RiT 022 —KkiT\2 :
IHA,L:|:K;—1(1—€ 1)—7’]]%001—4—@(1—6 1)7 22172,
\io;  o?
Rui=0,—— — . i=12.
K; 2/@'22 ‘
Pre cenu dlhopisu v dvojfaktorovom Vasickovom modeli plati vztah
1HP(T1, To, T, p) = IHA(T) — Bl(T)Tl — BQ(T)?“Q, (211)

kde InA(7) je dané rovnicou (2.10)) a explicitné riesenia B;(7), Bs(7) st dané vyrazmi
2.8), [2.9). Casov strukttiru trokovych mier moéZeme potom vo Vasickovom modeli
vyjadrit ako

InP InA; A B B
R<r17r27t,t+7'):—n (T17T2,7_):_H 1 2+_1_|__2

2.12
T T T T ( )
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Pri odvodzovani ceny dlhopisu pre dvojfaktorovy Vasickov model sme predpokladali,
ze korelacia medzi faktormi r; a 7o je rovna konstante p. Ak by sme zobrali Vasickov
model s predpokladom nulovej korelacie, t. j. p = 0, postup odvodenia ceny dlhopisu by
obsahoval rovnaké kroky ako pri Vasickovom modeli s nenulovou korelaciou. Polozme

teda p = 0. Cena dlhopisu potom spliia nasledovnt parcidlnu diferencidlnu rovnicu

oP oP oP
3 + [k1(01 — 1) — /\101]8_7’1 + [k2(0y —12) — >\202]0_T2
2 QP 2 2P
L L Ay S (2.13)

2 o2 2 o2

Opit budeme hladaf riesSenie v separovanom tvare
P(ry,72,7) = Ay (1) Ay(r)e” 1 TIm=Palmr

pri podiatoénych podmienkach Pj(r1,0) = 1, Pa(rq,0) = 1. Jednotlivé derivacie funkcie
P st rovnaké bez ohladu na korelaciu. Derivacie funkcie P dosadime do rovnice ([2.13)).

Dostavame sustavu obyc¢ajnych diferencialnych rovnic

. 2 2
A= (M\oy — k100)AB; + (a0 — kafy) ABy + %AB% + %ABS, (2.14)
Bl =1- HlBlu
Bg =1- K,QBQ.

Funkcie B;, By maju explicitné vyjadrenie totozné s vyrazmi (2.8)), (2.9). Integrova-
nim rovnice (2.14) a vyuzitim vlastnosti integralu dostdvame stacet takmer identickych

integralov liSiacich sa v indexe
T C o1 1o [ 03 12
InA = 111141 + 111142 = /()\10'1 — &101)31 + 731 dr + /()\20'2 - IQQQQ)BQ + 732 dr.
0 0
Do vyrazu dalej dosadime rieSenie funkcii By(7), By(7), vypocitame integraly a vyuzi-

tim pociatocnej podmienky A(0) = 1 dostaneme kone¢né riesenie integralov

A 1 —RiT 0-1'2 —KkiT\2 :
IHAZ‘: K/—’L(l—e )—T le—r@(l—e ), Z:1,2,
kde
i o?
ROOZZQi_ K _QK/??Z—172
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Za predpokladu nulovej korelacie medzi faktormi modelu, pre cenu dlhopisu

v dvojfaktorovom Vasickovom modeli plati vztah
lnP('r’l, T, T, O) = 1DA(T> — BI(T)Tl — BQ(T)TQ, (215)

kde InA(7) a explicitné riefenia By (1), By(7) sme odvodili vyssie.

2.2.1 Vplyv korelacie vo Vasickovom modeli

Prvym cielom tejto préace je zistif, aky je vplyv korelacie medzi faktormi modelu na
ceny dlhopisov. V tejto casti prace zoberieme cenu dlhopisu s korelaciou a cenu dlhopisu
bez korelacie a porovname ich. Rozdiel cien aproximujeme a odvodime experimentalny
rad konvergencie. Na odvodenie rddu konvergencie budeme pocitat Taylorov rozvoj
rozdielu cien.

Na ilustraciu odvodenych vysledkov zvolime nasledujiice parametre modelu:
k1 =0.3,00 =0.4,00 =0.03,\; =0,k =0.8,6, =0.5,00 =0.8, A2 =0,p = —0.5. Na
Obr si mozeme vSimnut, Ze ceny dlhopisov bez ohladu na hodnotu korelacie maju
rovnaky tvar. LiSia sa iba vyskou ceny v jednotlivych casoch. Pre nizke splatnosti st

ceny pri zvolenych parametroch takmer totozne. Pri vyssich splatnostiach je rozdiel

signifikantnejsi.
Porovnanie logaritmov cien dlhopisov - Vasickov model
o -
—— model s korelaciou
—— model bez korelacie
o — —
>
R
o
o
<
s Y
©
c
[0
(G
O'l) —]

Doba do splatnosti t

Obr. 2.1: Logaritmus cien dlhopisov vo Vasickovom modeli. Parametre modelu: x; = 0.3,0; =

0.4,0'1 = 0.03, )\1 = 0, Ro = 0.8,92 = 0.5,0‘2 = 0.8, /\2 = O,p = —0.5.

V nasledujicej sekcii analyticky vyjadrime vplyv korelacie medzi faktormi pre
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vSeobecné hodnoty parametrov modelu. Zoberme rozdiel logaritmov cien dlhopisov
In P(rla T2, T, p) —In P(Tla T, T, 0)7

pri¢om vychadzame zo vzorcov ([2.11)), (2.15)). Funkcie By, B, st pre obe ceny rovnaké,

preto sa navzajom od¢itaji. Funkeie In A a In A nie st identické
In P(ry, 79,7, p) —In P(ry,79,7,0) = In A — In A. (2.16)

Funkcia In A obsahuje naviac ¢len s korelaciou a teda rozdiel (2.16]) dava vyraz

1 1 1 — e (kitr2)T
0102 S _(1 o e—/ﬂ’r) . _(1 . e—H2T> + e— . (217)
K1Ka K1 Ko K1+ Ko

Rozdiel logaritmov cien (2.17) je explicitne dana funkcia. Tato funkciu apro-

ximujeme Taylorovym rozvojom elementarnych funkcii. Z aproximécie neskor vycitame

rad rozdielu cien. Kedze pZ22 predstavuje konstantu pri zndmych parametroch, apro-
K1K2

ximovat budeme len vyraz v hranatej zatvorke. Hranatt zatvorku v (2.17)) oznacime

ako funkciu od 7

1 1 1 — e~ (mitra)T
T) =T — — 1 — eian _ — 1 — eiﬁQT —|— _—
1) =7- )=l S

Vypocitajme jednotlivé derivacie funkcie f(7) v bode 7 = 0, ktoré potrebujeme na

vyjadrenie Taylorovho rozvoja

f(l) T |7':0 =1~ e_mT - e_HZT + e_(51+ﬁ2)7—|7'*0 — 07

(1)
FO(P)em = K1e ™7 + k3™ — (g + hp)e” N =0,
FOM) |rmo = —r2e™™MT — k267727 4 (kg 4 Kg)%e” ITRIT| o = 9k ko,
FOT)rm0 = K17 + K3e ™27 — (k1 + kp)Pe” 7| L = —3(kira + K1K3),
FOT) | rmo = —KIe™™T — ki ™27 4 (ky + ko) le™HRIT| = 43k, + 6K2K2 4 4Ry

Prvé dve derivécie funkcie f(7) st nulové a teda vypadnt. Taylorov rozvoj uvazovanej

funkcie f(7) rozvinieme do piateho radu a dostavame

f = 5(O0) + FOO)r + 3 FOO) + 2 fOO) + L OO + 2O 0) + 0)
1 1

1
= §I€1I€2T3 - g(li%lig + Kika) T+ 5(41151)’/{2 + 6K3K5 + 4k k)T + O(T%).  (2.18)
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Nakoniec vyraz ([2.18)) dosadime do vyrazu (2.17). Rozdiel zlogaritmovanych cien dlho-

pisov In P(ry,79, T, p) — In P(ry, re, 7,0) mdzeme aproximovat

o109 (1 1 1
p—= (—/ﬁ@TS — —(K2Kg + iR T + = (4K kg + 6K2KE + 4Rk T + 0(7'6))

Kike \ 3 8 5!
(2.19)
L 1 4, 250 2\_5
A po1oy | 5T —g(li1+H2)T +§(2/€1+3/{1/€2+2H2)7’ :
(2.20)

Experimentélny rad konvergencie (EOC) [13] predstavuje aproximéciu expo-

nentu « v rovnici
InP(.,7,p) —InP(.,7,0) = O(t%), T — 0*.

Hodnotu exponentu o mozeme odvodit pouzitim nasledovného vztahu

In(err;) — In(err;1q)

E P
OC; In(7;) — In(741)

,kde err; =|InP(.,7,p) —InP(.,7,0)|. (2.21)

Vybrané hodnoty EOC pre Vasickov model pri zvolenych hodnotach parametrov uva-
dzame v tabulke 2.1 Numericky, tabulka [2.1, aj analyticky ([2.19) sme odvodili rad

konvergencie, ktorého hodnota je 3.

T EOC

0.05 | 2.963908 ~ 3

0.5 | 2.778990
1 ] 2.609293
2.5 | 2.214168
5 | 1.816951

Tabulka 2.1: Experimentélny rad konvergencie - Vasickov model.

Na Obr. sme zobrazili vynosovi krivku Vasickovho modelu s nenulovou
korelaciou (modré krivka) a vynosova krivku Vasickovho modelu s nulovou korelaciou
medzi faktormi modelu (Cervend krivka). Mozeme si v8imnuf, Ze pri parametroch de-

finovanych na zaciatku tejto podkapitoly, dlhopis, ktory uvazuje nenulovi korelaciu
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Porovnanie vynosovych kriviek — Vasickov model

0
('). —
o
o
O? —
o
Te]
0 _
e 3
c
>
= ] _
S S
&/
v | & — Vynos s korelaciou
S .: —— Vynos bez korelacie
o O
g — O
[ [ | [ | |
0 2 4 6 8 10

Doba do splatnosti t

Obr. 2.2: Porovnanie vynosovych kriviek Vasickovho modelu.

medzi faktormi r; a ro, prindsa vysSsi vynos. Vyssi vynos znadi, ze vyraz (2.17)) je za-
porny, kedZe vynos ma opacné znamienko ako logaritmus ceny, pre ktory sme
odvodili rozdiel .

V tabulke uvadzame niekolko hodnét vynosov dlhopisov s réznymi dobami
splatnosti. Vynos dlhopisu pre Vasickov model s nenulovou korelaciou ozna¢ime R(p #
0), vynos dlhopisu v modeli bez korelacie oznac¢ime R(p = 0). Tento kratky néhlad
naznacuje rast rozdielu medzi vynosmi modelov vzhladom na zvolené parametre na
zacCiatku tejto podkapitoly, ktory sme vykreslili aj na Obr. pre vSetky hodnoty
maturity. Hodnoty vynosov vychadzaju z rovnakého bodu, t. j. R, = 0.1. Pri takto

zvolenych parametroch mozeme pozorovat, Ze rozdiel medzi vynosmi rastie.

7 | Vynos R(p # 0) | Vynos R(p = 0)
0 0.1 0.1
0.5 0.1890894 0.1882713

1 0.2364150 0.2337050

5) 0.3216153 0.3007283
10 0.3640868 0.3316262

Tabulka 2.2: Vynosy dlhopisov.

31



2 DVOJFAKTOROVE ROVNOVAZNE MODELY UROKOVEJ MIERY

2.3 Fong-Vasickov model so stochastickou volatilitou

Dal$im modelom triedy dvojfaktorovych modelov je Fong-Vagitkov model so stochas-
tickou volatilitou. Tento model bol prvykrat publikovand v ¢lanku [7] v roku 1991.
Model je pomenovany po autoroch ¢lanku H. Gifford Fong a Oldrich A. Vasi¢ek. Dvoj-
faktorovy Fong-Vasickov model je zaloZzeny na pozorovani, ze volatilita irokovej miery
nie je nutne konstantna. Prvy stochasticky proces patri okamzitej irokovej miere r;
ako prvému faktoru modelu. Tento proces, na rozdiel od Vasickovho modelu, zavisi aj
od druhého faktora. Druhym faktorom je stochasticka volatilita y.

Vo Fong-Vasickovom modeli je zachyteny vyvoj oboch faktorov systémom

stochastickych diferencialnych rovnic

dr = k1(6 — r)dt + \/ydwy,

dy = ko(02 — y)dt + v\/ydw,.

Ako v pripade Vasickovho modelu, najprv uvazujeme model s korelaciou, t. j. naviac
predpokladame E(dwy, dwy) = pdt. Trhovi mieru rizika v tomto modeli definujeme ako
A1V/Y, tesp. A2/, kde A1, Ay st konstanty. Nasledne dostavame parcidlnu diferencidlnu

rovnicu pre cenu dlhopisu P(r,y, T)

oP oP oP
9 + [R1(01 — 1) — /\19]5 + [k2(02 — y) — /\2vy]a—y
y0*P vy 0*P 0? B
3T T2 g TPy T =0 (2.22)

Pociatona podmienka je v tvare P(r,y,0) = 1.

V ¢lanku [I4] je rieSenie rovnice (2.22)) definované v separovanom tvare
P(r,y,7) = A(t)e Brr=B:m)y, (2.23)

Z pociatocnej podmienky P(r,y,0) = 1 vyplyva, ze pre funkcie A, By a B, plati
A(0) = 1, B1(0) = 0 a By(0) = 0. Definovana cena dlhopisu v tvare je vycho-
diskom pre mnohé postupy hladania ¢asovej Struktury trokovej miery, ako napriklad
[14]. V nasSej praci zvolime postup uvedeny v [10]. Z odvodime parcidlne deri-
vacie, ktoré vystupuja v rovnici . Nasledne spitne dosadime odvodené parcialne
derivacie do rovnice . V rovnici zla¢ime vyrazy, ktoré prislichaju k faktoru r a
prislichajice k faktoru y. Z platnosti identity potom dostavame systém obycaj-
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nych diferencialnych rovnic

A(7) = —A(7)(k161 B (7) + k262 Bs(7)), (2.24)
By(r) = 1= #1By(7), (2.25)
Ba(r) = ~MBA(r) — maBa(r) — davBa(r) — AT U (7)),

(2.26)

V nasledujtcej Casti sa blizSie pozrieme na tento systém rovnic a uvedieme
jeho riesenie. Oby¢ajnd diferencidlna rovnica ([2.25)) pre B;(7) je linedrna a nezavisi od

ostatnych dvoch funkcii A(7), By(7). Hned dostédvame explicitné rieSenie
Bi(t) = —(1—e™7), (2.27)

Rovnicu (2.26)) pre funkciu By (7) vieme riesit numericky Runge-Kutta metédou. Najprv

do rovnice

By(1) = =\ Bi(1) — BlT(T) — [k2 + Aov +vpBi(7)] Ba(7) —

v2B3(T)
2

(2.28)

dosadime najdené riesenie funkcie B;(7) a potom aplikujeme explicitni Runge-Kutta
metédu. Nakoniec pristipime k integracii rovnice (2.24)) pre funkciu A(7). Do tejto
rovnice dosadime rieSenia funkcii By(7) a Ba(7). RieSenie rovnice (2.24) uvddzame v

tvare

T

InA(1) = =617 + 61 B1(7) — Kabs / Bs(s)ds. (2.29)

Casové $truktira tirokovej miery je potom vyjadrena

~ InA(r) N BI(T)r N BQ(T)y.

R(r,y,t) =

Funkcie InA(7), Bi(7), Ba(7) st dané vztahmi (2.29), (2.27) a integrovanim vyrazu
P28).

V pripade nulovej korelacie pracujeme s nasledovnymi rovnicami

A(T) = —A(7) (k101 B1(7) + K62 Bs (7)), (2.30)

Bl(T> =1- :‘ilBl(T),
Bi(r) _v*Bi(r)

By(1) = =M Bi(7) — [k2 4+ Aav] Ba(7) — 5 5
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ktorych riesenie dostavame v tvare
In P(ry,79,7,0) = In A(T) — Bi(7)r — Ba(1)y.

Funkcia B; je dana vztahom (2.27), funkciu B, riesime numericky, opit Runge-Kutta
metédou. Nakoniec integrovanim rovnice (2.30) dostdvame funkeciu In A v tvare

T

In A7) = =617 + 01B1(7) — kaby / By(s) ds.
0

2.3.1 Vplyv korelacie vo Fong-Vasickovom modeli

V tejto Casti urc¢ite aproximaciu rozdielu logaritmov cien dvojfaktorového Fong-Vasickovho

modelu
In P(ry, 79,7, p) — In P(ry, 19, 7,0). (2.31)

Pre lepsiu predstavu, ako sa spravaji logaritmy cien dlhopisov In P(rq,79,7,p) a
In P(rq,79,7,0), predkladdme ¢itatelovi Obr Na vykreslenie kriviek sme zvolili na-
sledujiice parametre modelu k1 = 0.109,60; = 0.06522, \; = —12,ky = 1.482,0 =
0.000264, Ay = —5,v = 0.01934, p = —0.8, ktorymi budeme dalej ilustrovat dosiahnuté
vysledky. Ako obréazok referuje, hodnoty logaritmu ceny dlhopisu v modeli s korela-
ciou su takmer totozné s hodnotami logaritmov cien bez korelacie pre dané hodnoty

maturity.

Porovnanie logaritmov cien dlhopisov - Fong-Vasickov model

0.0
I

— model s korelaciou
—— model bez korelacie

Cena dlhopisu P
-1.0 -0.5
|

-1.5

Doba do splatnosti t

Obr. 2.3: Porovnanie vynosovych kriviek vo Fong-Vagickovom modeli.
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Tento nepatrny rozdiel cien moze byt sposobeny aj volbou parametrov. Preto
sa dalej zameriame na analytické vyjadrenie rozdielu (2.31) pre vSeobecne hodnoty

parametrov. Vyuzijeme vztahy, ktoré sme odvodili vyssie

IHP(H, T9,T,p) = hlA(T) - Bl(T)T - B2(T)y;

In P(rq,79,7,0) = In 121(7') — By(m)r — BQ(T)y.

Ak si dobre v8imneme, funkcia B;(7) dané vztahom nezavisi od korelacie p, ale
funkcia By(7) ako rieSenie uz zavisi. Vo vyraze vystupuje vyraz Bs(7),
takze funkcia A(7) tiez zavisi od korelécie p.

Po zjednoduseni rovnice dostavame vyraz

T

In P(ry, 7o, 7, p) —In P(ry, 72, 7,0) = Kot /(Bg(s) — By(s))ds + y(ég(T) — By(7)).
(2.32)

S vyrazom (2.32)) budeme dalej pracovat ako s funkciou od 7, t. j.

T

4(r) = rsby / (Ba(s) — Ba(s)) ds + y(Ba(r) — Ba(r)). (2.33)

0

Hodnota funkcie g(7) v bode 0 je rovna 0, ¢o fahko overime dosadenim hodnoty 0 do
predpisu funkcie . Dalej si vyjadrime derivacie funkcie g(7) v bode nula. Ako
notaciu derivacie si volime horny index, v ktorom uvadzame rad derivacie.

Funkciu g(7) derivujeme podla premennej 7. Tato funkcia obsahuje integral,
kde premennda 7 vystupuje na jeho hranici. Takisto obsahuje dve funkcie By, By zavislé
od 7. Na derivovanie integralu podla jednej z jeho hranice vyuzivame identitu, ktora
je v literatire znama ako zdkladna veta kalkulu [15]

Cielom tabulky je prehladnejsie vyjadrenie derivécii funkcie B;, B,
i = 1,2, ktoré budeme dalej dosadzovat do derivécii funkcie g. Nésledne tieto de-
rivicie vyuzijeme vo vypocte Taylorovho rozvoja. Taylorov rozvoj nidm op#t poslizi
na urcenie radu konvergencie. Jednotlivé derivacie funkcii By, B, Bl, ]§2 v bode 0

uvadzame v nasledujicej tabulke.
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Derivécia |0 1] 2 3 4

Bi(T)|r=0 || 0| 1| —ky | K2 —K3

By(7T)|r=0 || 0 | 1| —k1 | &2 —K3

Bo(T)|ro | 010 | =A1 | Adisg 4 Ar(ka + Aov) — 1 | —A1k2 — (ko 4+ Av) B (0) +
3Kk1 4 3pv;

Bo(T)|reo | 010 | =A1 | Akt + (K2 + Aov) — 1 | =A162 — (ko + Av) B (0) +
3K1

Tabulka 2.3: Derivacie funkcii By, B, El, B~2 do radu 4.

Teraz pristupime k samotnym derivaciam v bode 0.

e Prvd derivacia funkcie g(7)

e Druha derivacia funkcie g(7)

9270 = oty (B () = B (7)) +y (B (7) = BY (7)) oo

=0

e Tretia derivacia funkcie g(7)

997l emo = k2t (B (7) = BE (7)) +y (B (1) = B (1)) oo

=0
e Stvrta derivicia funkcie g(7)

99T mo = ity (B(7) = BO (7)) +y (B(7) = BEO(D)) o

Rozdiel <B§4) (1) — B§4) (T)), ktory vystupuje v 4. derivacii, je nenulovy. Dosta-

vame teda
(4)(7')’T=0 = —3pvAiy.
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e Piata derivacia funkcie g(7)

907l emo = kot (BS"(7) = B (7)) +y (B (7) = BY (7)) oo

(é§5> (0) — BY (0)) = —pv (10K A1 + M (K2 + Agv) — 4) .
Dosadenim vyrazu do predpisu funkcie ¢ (7)|,—, ziskavame
q® (T)|r=0 = —pv (BA1K20s + 10X\ k1 + 41 (K1 + Av) — 4) y.

Rovnakym postupom by sme sa dopracovali k derivaciam vyssSieho radu.

Taylorov rozvoj rozvinieme do 5. radu a teda funkciu ¢g(7) vyjadrime nasledovne

3 1
g(1) = —Epv)\lyfl — gpv (3A1K20y + 10X k1 + 41 (K1 + Agv) — 4) y + O(79).

Nakoniec dostavame aproximaciu rozdielu (2.31)) v tvare

_3PU/\1y7_4 v (BA1k20s + 10X\ k1 + 41 (K1 + Aov) — 4) Y s

InP(p#0)—InP(p=0) =

4l 5!
+ O(19)
_3p1}>\1y7_4 _ pU (3)\1%292 + 10)\11'{1 + 4/\1(:“&1 + /\QU) — 4) yT5
4! 5! '

Ako v pripade dvojfaktorového Vasickovho modelu, pre zvolené parametre
uvadzame vybrané hodnoty EOC, definovaného ako (2.21). V nasledujicej tabulke
si mozeme vSimnit, Ze pre velmi malé maturity, t. j. 7 — 0", dostavame hodnotu

exponentu « rovnu 4.

T EOC

0.05 | 3.912510 =~ 4

0.5 | 3.620817
1 ] 3.336838
2.5 | 2.703289
o | 2.127923

Tabulka 2.4: Experimentalny rad konvergencie - Fong-Vasickov model.

Na Obr. sme zobrazili vynosova krivku Fong-Vasickovho modelu s nenu-

lovou korelaciou (modra krivka) a vynosovi krivku Fong-Vasickovho modelu s nulovou

37



2 DVOJFAKTOROVE ROVNOVAZNE MODELY UROKOVEJ MIERY

korelaciou medzi faktormi modelu (Cervend krivka). Zvolili sme rovnaké parametre
modelu ako pre Obr. 2.3] Vynosové krivky vykazuju tvar "humped”. Této krivka sa v
ekonomike vyskytuje vtedy, ked dlhopisy so strednedlhou dobou splatnosti maja naj-
vyssi vynos. Hodnoty vynosu najprv rastu a v okoli hodnoty maturity 5 nadobudnii

svoju najvyssiu hodnotu a zacnt pozvolna klesat.

Porovnanie vynosovych kriviek -Fong-Vasickov model

[Te)
(2]
8 4
o
o
(2]
S
7)) o
o
C
>
> [To)
[e0]
8
o
— model s koreléciou
- — model bez korelacie
& 40
o

0 5 10 15 20
Doba do splatnosti t

Obr. 2.4: Porovnanie vynosovych kriviek vo Fong-Vasickovom modeli.

V tabulke uvadzame vybrané hodnoty vynosov dlhopisov s réznymi do-
bami splatnosti. Vynos dlhopisu pre dvojfaktorovy Fong-Vasickov model s korelaciou
ozna¢ime R(p # 0), vynos dlhopisu v modeli bez korelacie ozna¢ime R(p = 0). Hod-
noty vynosov zacinaju v 7 = 0, kde je hodnota vynosu R; = 0.8. Pri takto zvolenych

parametroch modelu mozeme pozorovaft, ze rozdiel medzi vynosmi aj v tomto pripade

rastie.
7 | Vynos R(p # 0) | Vynos R(p =0)
0 0.08 0.08
0.5 0.08593009 0.08592467
1 0.08958380 0.08955235
5 0.09534267 0.09477398
10 0.09410566 0.09305177

Tabulka 2.5: Vynos dlhopisov vo Fong-Vasi¢kov modeli.

RAd rozdielu cien pre Fong-Vasickov model je vyssi ako v pripade Vasickovho

modelu. Tento rozdiel je motivaciou k skiimaniu, ¢o je pri¢inou a od ¢oho rad rozdielu
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zavisi. Svoju pozornost neskor upriamime na vseobecny dvojfaktorovy model, v ktorom

je cena dlhopisu dané ako rieSenie parabolickej parcidlnej diferencidlnej rovnice.

2.4 Konvergené¢ny model CKLS typu

Do skupiny dvojfaktorovych modelov zaradujeme aj konvergen¢éné modely. Konverge-
n¢ny model modeluje spravanie sa urokovej miery pri vstupe pozorovanej krajiny do
menovej unie. Prvy konvergenény model bol publikovany v roku 2000 v ¢lanku [5].
Corzo a Schwartz v tomto ¢lanku predstavili konvergenény model, ktory vychadza z

Vasickovho modelu.

Bribor a Eonia, 1.10.2008-31.12.2008

— — Bribor
— Eonia

4.5

4.0

35
l

Overnight(%)
3.0

25

2.0

I | | I
Oct 2008 Nov 2008 Dec 2008 Jan 2009

Obr. 2.5: Vyvoj Briboru a Eonie pred vstupom do menovej tnie, posledny stvrtrok 2008.

Faktor r; modeluje trokovii mieru domécej krajiny, v nasom pripade Slo-
venska. Faktor r. predstavuje iirokovi mieru spolocenstva krajin, t. j. Europskej tnie.
Dynamika v konvergenénom modeli je teda v realnej miere zachytena dvomi stochastic-

kymi diferencidlnymi rovnicami a to pre domacu a Eurépsku okamzit irokovii mieru
drqa = (a+ B(re —rq))dt + ogr) dwy, (2.34)
dre = k(0 —r.)dt + ocr)edw,, (2.35)
Cov(dwg, dw,) = pdt.
Doméca trokova miera pred vstupom do menovej tnie je ovplyviiovand tro-
kovou mierou Eurépskej tnie, t. j. mierou v menovej Gnii. Preto drift v rovnici

vyjadruje linearnu funkciu premennych r., r4. Koeficient § > 0 predstavuje silu, kto-

rou je pritahovand doméca okamzita tirokova miera k eurdpskej. V koeficiente a je
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obsiahnuté mozné vychylenie. V rovnici vystupuje jednofaktorovy CKLS model,
v ktorom je vyvoj eurépskej okamzitej tirokovej miery pritahovany k limitnej hodnote
6 rychlostou x > 0. Volatility jednotlivich rovnic st vyjadrené v tvare ogr*, o.rl,
pricom o4, 0. > 0 a v4, V. > 0 st dané konstanty. Koreldciu medzi prirastkami Wiene-
rovho procesu dwy, dw, predstavuje konstanta p € (—1,1).

Pri odvodzovani ceny dlhopisu pozadujeme vylicenie arbitraze na trhu. Ne-
existencia arbitrdZze na trhu matematicky znamena to, Ze existuje rizikovo neutralna
miera. Podla prace [18] modely kratkodobej trokovej miery mozeme formulovat po-
mocou stochastickej diferencidlnej rovnice v redlnej miere a trhovej ceny rizika A(r,t)
alebo pomocou stochastickej diferencialnej rovnice v rizikovo neutralnej miere. Vola-
tility v oboch mierach sa zachovavaji, meni sa len driftova ¢ast. Od driftu v redlne;
miere odpoc¢itame sucin trhovej miery rizika a volatility a dostaneme drift v rizikovo
neutralnej miere.

V pripade konvergen¢ného modelu CKLS typu je vyvoj domécej a eurdpske;j

urokovej miery v rizikovo neutralnej miere formulovany systémom

drq = (a1 + aorg + asre)dt + ogr ) dwg, (2.36)

dre = (by + bor.)dt + oerl)edwe, (2.37)

kde wy, w, st Wienerove procesy v rizikovo neutralnej miere. Povodny systém ([2.34)-

zodpoveda systému -, ak a1 = a — \gog, as = —f3, a3 = (B, by =
KO — Ao, by = —K.
Cena doméaceho dlhopisu P(rg, 7., 7) so splatnostou 7 potom splita nasledovnii
parcialnu diferencialnu rovnicu
oP opP OP o2 0?P o2 92P

el )= + (by + bor.) —
8T+(a1+a2rd+a3r)8rd+(l+2T)8re+ 2 0Or? 2 0r?

2

+ pogrjtoerle —rqgP =0 (2.38)

€ or d(?r e
s poc¢iato¢nou podmienkou P(rg, 7., 0) = 1. Okamzité irokové miery r,4, r. nadobudaju

kladné hodnoty. RieSenie rovnice ([2.38) budeme hladat v tvare
P(rg,re,7) = M7)7PIIra=Umre (2.39)

Pociatoéne podmienky pre funkcie A, D,U vyplyvaji z pociatonej podmienky pre
cenu doméceho dlhopisu: A(0) = D(0) = U(0) = 0. Parcilne derivacie funkcie ([2.39))

su v tvare
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oP L 2P ,
— — =PD
E—P(A—DTd—UTe), aTCQl )
oP 0*P
= —_PD T pp?
ar, : 57 = U™ (2.40)
oP 0?P
— _PU, _
or. Oradr PDU.

Dosadenim tvaru rieSenia (2.39) a jeho parcidlnych diferencidlnych rovnic

(2.40)) do rovnice (2.38) dostavame

2,274 2,.27e

—~A+ Dry+Ur, — (a1 + agrg + azre) D — (by + bar)U + —Jdgd D? + —Uege U?
82
+ padrgdaerzewU —rqg=0. (241)

V pripade konvergenéného modelu Vasickovho typu (74 = 7. = 0) a pri
predpoklade riesenia v separovanom tvare dostdvame z rovnice ststavu
obyc¢ajnych diferencidlnych rovnic, ktorti vieme explicitne riesit. V pripade konverge-
néného modelu CIR typu (74 = 7. = %), opét pri predpoklade separacie premennych
pre riesenie rovnice, vieme rieSif rovnicu , ale len v pripade nulovej korelacie.
Explicitné riesenie tychto modelov mozno najst napriklad v [I8]. Teraz sa blizsie po-
zrime na konvergencény model CKLS typu. Tu je situacia ina ako v predchadzajucich
modeloch. Nemame ani explicitné riesenie, ani sa neda separovat a transformovaf na
stustavu obycajnych diferencidlnych rovnic. Rovnica nie je splnena pre vsetky
T4, Te ani ak p # 0, ani ak p = 0.

2.4.1 Taylorov rozvoj ceny dlhopisu

V predchadzajicej Casti prace sme ukazali, ze konvergenc¢ny model CKLS typu nema
explicitné riesenie pre cenu dlhopisu v separovanom tvare. V tejto sekcii vyjadrime cenu
dlhopisu v tvare Taylorovho rozvoja a urc¢ime jeho koeficienty. Pripomenme, Ze cena
dlhopisu P(r4, 7., 7) spliia parcialnu diferencidlnu rovnicu . Zavedme nasledovne

oznacenie

— ~ 2 2vq
Hd = (al + aorq + a3T€)7 04 =0qTq

0= pogrito.rle.
2 9 d e
He = (bl + b2re)7 O = 0'67’6%,
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Potom rovnica (12.38)) je totozné s rovnicou

0P 0P, 8P+ PP 1 0P P
or " Marg o, T2% 2 T 2% a2 T Parson,

— P =0 (2.42)
P(rq,r.,0) =1, 7€ (0,7),

a teda cena dlhopisu P(rg,7.,7) ju tiez spliia. Taylorov rozvoj funkcie P(rq,7.,7) Vv

okoli bodu 7 = 0 je v tvare

Td7rea ZC] 7ndare . (243)

§=0

Z pociato¢nej podmienky P(rg,7.,0) = 1 hned dostavame hodnotu prvého koeficientu
co(ra,re) = 1 pre Vry,r. > 0. Na dourcenie dalsich koeficientov odvodime rekurentny
vztah.

Parcialnu derivaciu funkcie ¢j(r4,r.) podla premennej r, budeme v nasledu-
jucej Casti textu oznacovat ako ¢, (r4, ), kde bodka znaéi derivaciu funkcie a dolny
index, v tomto pripade ,,, vyjadruje premenni, podla ktorej funkciu derivujeme. Druht
derivéciu ozna¢ime dvomi bodkami a do indexu opit vlozime informéciu, podla ktore;

premennej derivujeme. V prvom kroku do rovnice ([2.42) dosadime cenu dlhopisu v

tvare (2.43).
[e.9] o0
- [z culrar)br S buns(rier,
k=0 k=0
o0 o0
Z ckr§ (Td; re)T Z Ckrg (rch Te)Tk]
k=0 k=0

Z ékrdre (Td7 Te)Tk] —Ta [Z Ck;(’rd; ’re)'rk;] = 0

k=0 k=0

Hd +Me

oo
Z ékre (Td, Te)Tk]

k=0

e e
-0 —0,
9 9

+p

Rovnicu dalej upravime takto. Cleny v zatvorkach rovnice rozpiseme. Zdruzime ¢leny
prisluchajice k 7%, 7%, 72 ... a dostaneme

0 . . “ . JO e
T |:_Cl + HdCorgy + HeCor, + §O-dc(]r§ + §O-eC0rg + PCOrgre — TdC():|

+ Tl |:_202 + Mdélrd + ,uec.lre + _5-6617'2 + ﬁélrdre - Td01:|

—&délrg + 2

2
+...=0. (2.44)

Identita (2.44) je splnend pre V7 a teda vyrazy v zétvorkach su rovné nule. Nakoniec

42



2 DVOJFAKTOROVE ROVNOVAZNE MODELY UROKOVEJ MIERY

vyjadrenim funkcie ¢;,1 z k-teho vyrazu dostavame rekurentny vztah

) ) 1. . .
HdClry + HeClr, + _Ueckrg + PClryre — TdCk Vk = 07 17 27

&dékr?i + 2

Ck+1 = m 2
(2.45)

s pociato¢nou podmienkou ¢y = 1.
Dopocitanim koeficientov Taylovho rozvoja ¢y, ¢y, ¢, ..., ¢, pomocou vztahu

(2.45) a vynechanim poslednych ¢lenov dostdvame aproximéciu rieSenia

n

P(rg,re, ) & Z cj(ra,me)T.

j=0
2.4.2 Taylorov rozvoj logaritmu ceny dlhopisu a porovnanie

Vplyv korelacie budeme opit pozorovat vzhladom na logaritmus ceny dlhopisu. Pri
odvodeni logaritmu ceny dlhopisu budeme postupovat rovnako ako v predchadzajtce;

Casti prace. Oznac¢me logaritmus ceny dlhopisu ako

f(T’d,T’e,T, /0) = 1DP(T’d,T’e,7‘, P)~ (2'46)

Povodnu parcidlnu diferencidlnu rovnicu (2.42) jednoduchou transforméaciou preve-

02 af\? 02 Of \?
a—J;*(_f) _€+( f)]
ra ory 0 ore

[ &P  of of
+p[87“d87"e +8_7"d8r6] —ra=0,

ktort spliia funkcia (2.46) pri pociatoénej podmienke f(ry,7.,0) = 0, 7 € (0,7T).

dieme na rovnicu

of af of 1.
T +'ud87“d +”68r€ + 20d

1

+ae

(2.47)

Dalej rozvinieme funkciu f do tvaru

o

f(ra,re,7,p) = Z cj(ra,re)T. (2.48)

=0
Tento tvar funkcie f dosadime do rovnice (2.47) a dostavame

- [Z ce(ra,re)kT Zc'm(rd,'r’e)Tk
k=0

k=0

+:U’d +,ue

0
Z ékre (Tch Te)Tk]

k=0

oo
.. k
Ckrﬁ(rmre)T + ( Ckrd Tdare >
0

k=

7 T

S
. k
Ckrg (Td7Te)T + ( Ckre Td,?”e >
0

k=

Do
I

0

o0 o0

oo
k k =0
C/crdre ’I“d,’l“e T + Ckrd Tdyfre T Ck’/‘e Td,T‘e —Trqg=Vu.
k= k=0 k=0
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Rovnakym postupom ako v ¢asti sa dopracujeme k rekurentnému vztahu

pre koeficienty vztahu (2.48)). Prvy koeficient cy(rq,7.) = 0 vieme jednoducho ziskat z

podiatoénej podmienky f(rg,7.,0) = 0. ZdruZenim ¢lenov s koeficientom 7° dostdvame

rovnicu pre koeficient ¢ (rg, 7e)
. : 1. /. 2 1. 2 . .
€1 = ftaCory + HeCor, + 50a <60r3 + com> +50e (¢orz + ¢5,.) + P (Gorgre + CorgCor.) — Tas

ktorej riesenim sa dopracujeme ku koeficientu c¢;(ry,r.) = —ry. Dalsie koeficienty z

rieSenia ([2.48)) dostaneme zo vztahu

1 . . 1. (. LA
Crk41 = m HdClr, + HeCkr, + §Ud Ckrg + ; CiryCh—iry
1 1.
+ (k‘—l—l) 2 ( kr2+ZCZreck ’LTe) +p (CdeTe+;CZTde Z’I‘e)] , Vl{j: 172"”
(2.49)

Nakoniec dostavame aproximéaciu logaritmu ceny dlhopisu v konvergenénom modeli

CKLS typu v pripade nenulovej korelacie v tvare

In P(rg,re, 7, p) & c1(Ta,re)T + ca(ra, 1) 7> + c3(ra, 7e) 7> + ca(ra, re) T, (2.50)
kde
Cl(Td, Te) = —Tq,
1
Cg(?"d, ?”6) = —5(611 + aoTq + ag’l”e),
1
c3(ra,Te) = 6 [aﬁrff“ — ag(ay + agrq + asre) — az(by + 527“@)] )
1 1
cdrar) = & [osposocor o3 (Snaona— e 0]
1 2 2vq4—1 1 2
E YaO Ty — §a2 (a1 + asrq + asre)
1
ﬂ (agbg + a2a3)(b1 + bQTe)} .

Uvazujme teraz konvergenc¢ny model s nulovou korelaciou, t. j. p = 0. Loga-
ritmus ceny dlhopisu v tomto modeli budeme hladat opif v tvare (2.46). Vychadzat
budeme z rovnice ([2.48]), pricom ¢len pri p vypadne. Vyjadrenie prvy koeficientu by
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dostdvame z pociatoénej podmienky. Zdruzenim ¢lenov pri koeficiente 7° dostévame

. . 1. /. . 1. /. .
b1 = fiabor, + ficbor, + 5G4 (bwg + bgrd> + 50 (bmz + bgre) — T4,

ktorej rieSenim je by (ry, 7o) = —74. Analogicky, porovnanim koeficientov 72,73, ... vy-

jadrime rekurentny vztah

k
1 } } 1. (- ..
bpt1 = k1) Habrr, + pebrr, + §Ud (bkrg + ;birdbkird>]
1 1 . oo,
LI P b b || VE=1,2... 2.51
+(k:+1) 20'<k2+; O, >] v (2.51)

Postupne zo vztahu (2.51)) dostaneme koeficienty by, bs, . ... Aproximéciu lo-

garitmu ceny dlhopisu v konvergenc¢nom modeli CKLS typu v pripade nulovej korelacie

nasledne vyjadrime v tvare

In P(rg,7e,7,0) & by (rg, 7e)T + by(rg, 7e) T2 + b3(ra, 7e) 7> + by(ra, 7e) 74, (2.52)
kde
bi(ra,re) = =14,
ba(rg,1e) = —%(al + agrg + agre),
b3(rg,re) = é [afirfﬂd — as(ay + agry + asre) — ag(by + bgre)] ,
bitrir) = g | (G = Do )|

1 _ 1
+ E {(%{gzr?d 1 5@%) (al + asry + ClgTe):|

1
— ﬂ [(agbg + (lQCLg)(bl + bgTe)] .

Teraz vyjadrime vplyv korelacie v konvergenénom modeli ako rozdiel cien
(2-50) a (2.52),
In P(Tda Te, T, p) —In P(Td7 Te, T, 0) ~ cl(rda Te)T + CQ(Tdu T6>7—2 + C3(Td7 TG)T3 + 04(Td7 TG)T4

— by (1a, )T + by(ra, )T+ b3(rg, 7))+ ba(rg, )T

Koeficienty ¢y, ¢, c3 sa zhoduju s koeficientmi by, by, b3. Preto z uvedeného rozdielu cien

dostavame vysledok

1
In P(rg,re,7,p) — In P(rg,re, 7,0) & gagpadae'r’gdr;’e#.
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2.5 Vseobecny model okamzitej irokovej miery

V poslednej casti kapitoly o dvojfaktorovych modeloch okamzitej tirokovej miery bu-
deme sktimat vplyv koreldcie vo vS§eobecnom modeli. VSeobecny dvojfaktorovy model

okamzitej miery je popisany dvoma stochastickymi diferencialnymi rovnicami

dry = (a1 + agry + agr2)dt + oy dwy,
dry = (by + bary + b3ra)dt + o1y dws,
Cov(dwy, dwy) = pdt.

Drift v oboch rovniciach je vyjadreny v rizikovo neutralnej miere () ako linearna funkcia
prislusnej turokovej miery r;, i = 1,2, kde aq, as, as, by, bs, b3 st konstantné koeficienty
modelu. Volatility modelu st v zndmom tvare o), i = 1, 2.

Uvazujme logaritmus ceny dlhopisu formulovany v tvare . Okamzita

tirokovéa miera r je pomocou 71 a ro dan ako r = g(r1, 7). Potom cena (2.48) spliia

rovnicu
of  of of *f  (0f f (af\?
or THgy, THg, T ”182+ o +2"2 o2 "\ an
o’P  of of
0 = 2.
+ p {07’187“2 + 87‘1 87”2:| 9(7'177"2) O’ ( 53)

f(rlar%oap) = 07 T > 07

kde sme zaviedli oznacenie

_ 2, .2m
W1 = ai +agry +asry, o1 =017,

~ Y1 Y2

2 2 p = poiTy O9Ty”.
I ~ — 2
fo = by + barg + b3ra, 02 = 05715 7,

Analogickym postupom ako v predchadzajucich podkapitolach odvodime re-
kurentny vztah. Pre prvy koeficient (2.48) plati co(r1,72) = 0. Z (2.53)) dalej dostavame
platnost

. . L. /. . 1. /. :
€1 = p1Cory + H2Cor, + 571 (C()r% + C(Q)r1> + 592 (COrg + Cgm)
+ p~ (é(]rlrg + éOrléOrg) - 9(7’1, TZ);

Pri odvodeni koeficientov pre k = 1,2,... vychddzame zo vztahu (2.49), ktory je

uplatnitelny aj vo vSeobecnom dvojfaktorovom modeli.
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2 DVOJFAKTOROVE ROVNOVAZNE MODELY UROKOVEJ MIERY

Nakoniec dostavame aproximaciu logaritmu ceny dlhopisu vo v§eobecnom mo-

deli v pripade nenulovej korelacie p v tvare

In P(T’1,7’277'7 P) ~ 01(7“1,7"2)7' + 62(7”1,7’2)7'27 (2-54)
kde

01(7“1,7’2) = —9(7"1,7“2)7

11 0%g 9%g g
ca(ry,ma) = 3 {5 <—U§a—r%r§” — 2poyr]toory’ S0 Uf?"%%@—r%

(b1 +b +b)ag (a1 + + )ag

— T ro) —— — (a QaoT asry) ——| .
1 2T'1 372 Ore 1 2T'1 372 o

V pripade vSeobecného modelu okamzitej tirokovej miery s nulovou korelaciou

opét vychddzame z rekurentného vzfahu (2.49), kde za p dosadime hodnotu 0. Prvé
dva koeficienty cg, c; nezavisia od parametra p, preto budu identické aj pre model s

nulovou korelaciou. Aproximaéacia logaritmu ceny dlhopisu v tomto modeli je definovana

ako

In P(r1,79,7,0) & by (11, 79)T + ba(r1, 79) 77, (2.55)

kde

11 0? 0? )
bo(ry,79) = 3 {5 (—aga—rgrg” — 0'%7“3718—7“2) - 8_7?2 (b1 + bary + bsra)
2 1
1 0
3 {(Ch + asry + asrs) 8_7:(]1} :

Odc¢itanim cien (2.54)), (2.55) sa lahko dopracujeme k vysledku

0%g
In P(ry,re, 7, p) —In P(ry,79,7,0) ~ §p01rflc72r;2 r10rs 72 (2.56)
Tvary ¢lenov cs, ¢4, cs5, b3, by, b5, ... s uz komplikovanejsie a rozsiahle. Pre tcely tejto

prace uvedieme rozdiel (2.56|) osobitne pre dalsi ¢len. Od¢itanim ¢lenov c3 — by dosta-

vame koeficient pri 73 v tvare
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1
12

'y g
— o2y <p017’¥1027€2 1073 + 2yop0 1 o1 O or
2

82
+ (2 — 1) yoportoary? > g )

87"1 87”2

+ épamrl ry’ < i 187“@1897“2 N %U%W aizgr% ~pourfioary’ 37(“9;397“3

—y1poiry oar) 82357“5 Yapoirtoor)?” 1% — Y1 Y2porr)t T oary?” 18T812agr2

—(a1+aars + agrQ)@fggrz ’ g%] — gj“g b 07(’91257’2 o 87“81257“2 * 2585[ g_i)
112017“1 (Paﬂq oar3 68348 +2y1p00r]" " 0ary? 323897"2

82
+ (v — ) mporr]'™ 2027’;2 )

Cﬁl}—t

CDIr—t

miera,

vyssiu

1, To.

»g s
(bl + bg?"l + bng) (palriﬂagrg? 87”18 B} + 72[3017"1 0’27”;2 87”187“2

»g 1 »g
ay + asry + asr o111t oor)? + y1porr]t oary
(1 271 32)(011 228?%82 Y1PO1 228r18r2

(2.57)

Treba poznamenat, Ze v pripade, ak je jeden z faktorov okamzitd trokové
ale druhy faktor predstavuje in trokovii mieru alebo volatilitu, modry ¢len v

tak vypadne. Tuto situéciu mozno spozorovat napriklad pri Fong-Vasickovom

modeli, kde jeden faktor je okamzita urokova miera a druhy faktor predstavuje vo-

latilitu. V tomto modeli ¢len c3 je nulovy a teda rad rozdielu logaritmov dosahuje

hodnotu. Ina situacia nastava, ak je okamzita tirokova miera suctom faktorov

V tomto pripade modry ¢len v (2.57)) nadobudne nenulovi hodnotu. Ako priklad

uvadzame Vasickov model, kde g = r; + 5 a teda prvé derivéacie podla jednotlivych
faktorov st rovné jednej. Potom uz lahko vidiet, Ze dostavame vysledok odvodeny v

casti 2.2.11
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3 METODA KALIBRACIE KONVERGENCNEHO MODELU

3 Metoda kalibracie konvergencného modelu

V tejto kapitole sa zameriame na aplikdciu modelov okamzitej Grokovej miery. Model
aplikujeme na realne data, t. j. z readlnych dat ur¢ime hodnoty parametrov modelu - ka-
librdcia modelu. Pojem kalibrdcia je v mnohych ohladoch chapany ako dolezity, ale nie
nutny krok k validacii modelu. Najznamejsimi a najpouzivanejsimi pristupmi na od-
hadovanie hodnoty parametrov si metoda najmensich stvorcov (least squares method)
a metdda mazimdlnej vierohodnosti (maximum likelihood estimation). V naSej préci
sa budeme najprv zaoberat prvym zo spominanych pristupov - metédou najmensich
stvorcov. Neskor aplikujeme aj metédu maximalnej vierohodnosti.

Hlavnou myslienkou metédy najmensich Stvorcov je najst nezname parametre
regresného modelu tak, aby suma Stvorcov rozdielu medzi redlnymi hodnotami a hod-
notami modelu bola ¢o najmensia. Tato metdda predstavuje teda minimaliza¢ny prob-
lém. Uvazujme nasledujice znacenie. Okamziti irokovt mieru definujeme ako vektor
r=(ry,re,...,r,), kde r; je hodnota okamzitej irokovej miery realizovana v i-ty den.
Nech R;; predstavuje vynos pozorovany na trhu v ¢-ty den pre maturitu 7;. Pre vynos,
ktory sme ziskali pomocou modelu s maturitou 7; a okamZitou trokovou mierou 7;
zavedieme znacenie R(r;,7;). Vahu dant pre i-ty deil a j-tG maturitu oznacime ako
w;j. Pocet pozorovani za dané obdobie ozna¢me n a pocet maturit m pozorovanych v
jednotlivych dioch. V silade s uvedenym znacenim, ticelova funkcia optimaliza¢ného

problému vyzera nasledovne

1 n m
i=1 j=1

1 n m Wy
i=1 j=1 J

3.1 Formulacia optimaliza¢nych tloh konvergenc¢ného modelu

Nagim prvym cielom je odhadntf parametre konvergenéného modelu Vasickovho typu,
ktory uvazujeme v rizikovo neutralnej miere s nulovou korelaciou. Model sa riadi dvomi

stochastickymi diferencidlnymi rovnicami, jednou pre domécu tirokovi mieru a druhou
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3 METODA KALIBRACIE KONVERGENCNEHO MODELU

popisuje vyvoj eurépskej urokovej miery. Model uvazujeme v tvare

d?“d = ((Il —+ aoTq + (IgT’e))dt -+ O'ddwd, (33)
dre = (by + bore)dt + ocdw,, (3.4)

Cov(dwg, dw,) = pdt,

kde p = 0.

Kalibraciu modelu rozdelime na dve casti. Odhad rizikovo neutralnych para-
metrov europskej irokovej miery by, by, 0, a odhad eurdpskej okamzitej irokovej miery
r. budeme riesit ako samostatny problém, ktory je prvym krokom v odhadovani modelu.
Odhad parametrov domécej trokovej miery ay, as, as, 04 a odhad doméacej okamzitej
urokovej miery rq bude dalsim krokom. Dévodom takto zvoleného postupu je to, Ze
zévislost medzi eurépskou a doméacou trokovou mierou nie je vzajomné ovplyviiovanie
sa dvoch premennych. Eurdpska tirokova miera sa vyvija samostatne podla ur¢itého
modelu a nemdze byt zavisla od vyberu statu, pre ktory budeme uvazovat konverge-
ncny model a od domacich trokovych mier v tomto state. Odhadovanie parametrov
procesu pre domacu urokovii mieru zavisi od odhadnutych eurépskych parametrov a
samotnej eurdpskej okamzitej irokovej miery.

Skor ako sformulujeme optimaliza¢ni tlohu, zavedieme dalSie znacenie vzhla-

dom na model ([3.3))-(3.4). Aproximaciu ceny, t. j. cenu vypocitani modelom, domécich

d

dlhopisov oznacme Py, eurépskych dlhopisov F.. Nech Rf;, Rf; predstavuju skutocné

vynosové krivky pozorovatelné na trhu v -ty den pre maturity (74);, (7.);. Vahy wy,

2

w, definujeme ako funkcie (wq)i; = (74)3, (we)i; = (7e)5.

Teraz pristupime k formulacii optimaliza¢nych tloh.

1. Odhad europskych parametrov

Optimaliza¢ny problém riesi minimalizaciu tcelovej funkcie

Ne me(

Filbiobain) = e 33 WS WP () (1)) + (RO 69

Melle i= J

2. Odhad domacich parametrov

Optimaliza¢ny problém riesi minimalizaciu tucelovej funkcie

Flan,0a,00,00.p,70) =~ 35 0 Pyl s (7)) + () (B

(3.6)
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3 METODA KALIBRACIE KONVERGENCNEHO MODELU

Pri odhadovani parametrov konvergenéného modelu - budeme vy-
chadzat z ¢lanku [8]. Tu je odhad parametrov rieSeny pre jednofaktorovy Vasickov mo-
del. Podobnt myslienku sa pokisime aplikovat aj na uvazovany dvojfaktorovy model.
V nasej praci aplikujeme publikovany postup [8] najprv na odhadovanie eurépskych
parametrov, ¢o predstavuje jednofaktorovy Vasickov model. Nasledne odhadneme do-
méce parametre z dvojfaktorového modelu postupom, ktory bude sledovat kroky v [§],

kde boli pouzité pre jednofaktorovy model.

3.2 Algoritmus na odhad eurdépskych parametrov

Eurépska tirokova miera 7. sa riadi stochastickou diferencidlnou rovnicou (3.4). Tato
rovnica predstavuje jednofaktorovy Vasickov model uvedeny v rizikovo neutralnej miere.
V prvej kapitole sme definovali jednofaktorovy Vasickov model v rizikovej miere ((1.4]).
Tvar model obsahuje konstantné parametre k,#,0. a v parcidlnej diferencialne;j
rovnici v rizikovej miere vystupuje naviac trhova cena rizika A, ako dal$i parameter
modelu. Pripomenme, Ze vo Vasickovom modeli sa uvazuje konstantna trhova cena
rizika, A¢(7e, 7) = A. Jednoduchou transforméciou parametrov dostdavame z modelu
(1.4) model v tvare (3.4)).

Vyhodou Vagickovho modelu je jednoduchost a existencia explicitného riese-

nia. Toto explicitné riesenie mozeme podla [§] zapisat v nasledujicom tvare

lnPe(re) Te) - CO(Tea bQ)Te + Cl(Tea b2)b1 + 02(7—67 b2>0-37 (37)
kde

1 _ baTe

00(76,52) = %7
1 [1—eb2re

c1(Te, b2) = E [T +7—e:| ;
1 [1— eb2me (1 _ eb27€)2

by) = — | ——— = .
C2(TEa 2) Qb% |: b2 +Te + 2()2

Mozeme si vSimnit, Ze Ucelova funkcia je pri danej hodnote by kvad-
ratickou funkciou by, 02, . kvadratickou funkciou. Pri pevne zvolenom parametri by
dostavame v linearnu regresiu. Vysledkom linedrnej regresie st odhadnuté
parametre by, 0., T.. Hodnotu parametra by ziskame rieSenim jednorozmerného optima-

liza¢ného problému.
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3 METODA KALIBRACIE KONVERGENCNEHO MODELU

3.2.1 Simulované data

Jednoduchost uréitych modelov so sebou prindsa aj to, Ze vieme analyticky ocenovat
dlhopisy riesenim systému obycajnych diferencialnych rovnic, a teda aj presné vynosové
krivky. Mozeme preto generovat data a sledovat presnost nasej kalibracie. Testovanim
algoritmu na simulovanych datach ukazeme, ze odhadované hodnoty okamzitej irokovej
miery konverguju k skutoc¢nym.

Parametre modelu (3.4]) zvolime nasledovne
by =0.63,b, =0.1,0. = 0.2. (3.8)

Pre tato simulaciu ndhodne vygenerujeme pociatoé¢ni hodnotu ry, = 0.0004431583,
ktora predstavuje zaciatok vyvoja eurdpskej trokovej miery. Vzhladom na hodnotu rg

a zvolené parametre (3.8) generujeme eurépsku okamzit trokova mieru 7, pre ¢asovy

1

555+ Priebeh simulovanej okamzite;

tsek n, = 64 (dni), t. j. 3 mesiace a ¢asovy krok dt =
urokovej miery pre eurépsky dlhopis je zachyteny na Obr. (vlavo).

Okamzita urokova miera - 1Q Vynos eurépskeho dlhopisu

0.30
|

g 8
CDl UO7 | g‘ o
N s |
e
S o
d —
o
Q —]
I I | [ I I I © I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 2 4 6 8 10 12
cas (den) maturita

Obr. 3.1: Vyvoj okamzitej urokovej miery v priebehu 3 mesiacov pre eurépsky dlhopis (vlavo),

vynosové krivky eurépskeho dlhopisu pre ¢ = 1,¢ = 10,¢ = 25 (vpravo).

Na zéklade znamej okamzitej trokovej miery 7., ktord predstavuje vektor

dlzky n., vieme vypoéitat eurépske vynosové krivky pre kazdu jej zlozku. Eurépske

12

2,...,15), me = 12. Na vypocet vynosu

vynosy uvazujeme pre maturity 7, = (%,
eurépskeho dlhopisu s maturitou (7.); v i-ty defl budeme vychadzat z definicie
uvedenej v prvej kapitole. Tymto postupom sme kazdému pozorovanému dnu ¢ priradili
me hodndt predstavujicich vynosy (R.);;. Na Obr (vpravo) moze citatel vidiet

priebeh vynosovych kriviek pre tri konkrétne dni: ¢ = 1,¢ = 10,¢ = 25.

52



3 METODA KALIBRACIE KONVERGENCNEHO MODELU

Vstupom do algoritmu na odhadnutie parametrov modelu st vynosy. Ziskanie
vynosov sme popisali v predchadzajicom odseku. Po spusteni kalibra¢ného algoritmu
na nasimulované data ziskame vysledky zaznamenané v tabulke Tabulka ob-
sahuje presné hodnoty parametrov modelu a ich odhadnuté hodnoty. Vsetky odhady
vykazuji vysoku presnost a tomu zodpoveda aj hodnota tucelovej funkcie. Hodnota
ucelovej funkcie pri zvolenych parametroch a generovanej okamzitej arokovej miere 7.

je F =2.001739¢13,

b1 bg O¢

presné 0.63 0.1 0.2
odhadnuté | 0.6299986 | 0.1000095 | 0.2000132

Tabulka 3.1: Presné a odhadnuté parametre jednofaktorového Vagi¢kovho modelu.

Ako uz vieme vyvoj okamzitej tirokovej miery je ndhodny. Tato ndhodnost
sposobuje prirastok Wienerovho procesu dw v stochastickej diferencidlnej rovnici. Mo-
del s rovnakymi vstupnymi parametrami ako st uvedené v tabulke a s pociato¢nou
hodnotou okamzitej trokovej miery 7y generuje po kazdom opakovani rézne vyvoje.
Bezohladu na to, aké simulované data sme pouzili ako vstup do modelu, chceme, aby
algoritmus odhadol parametre modelu, ¢o najpresnejSie. Rovnako hodnota tcelovej
funkcie odréza presnost kalibracie. Pomocou zdkladnych Statistik sme v tabulke
zdokumentovali a vymedzili hodnoty tcelovej funkcie pre sto opakovani kalibracie na

totoznom subore parametrov.

minimum maximum priemer standardné odchylka

2.765263¢715 | 1.879705¢~ 1 | 2.754215¢ 12 3.656056¢ 12

Tabulka 3.2: Statistika hodnoty tc¢elovej funkcie pre jednofaktorovy Vasickov model.

Na Obr. (vlavo) ¢itatelovi predkladédme grafické porovnanie presnej eurdp-
skej okamzitej irokovej miery a odhadnutej. Krivky st takmer totozné. Rozdiely tychto
dvoch tirokovych mier dosahuji radovo 10~7. Denné rozdiely st zndzornené na Obr.
3.2 (vpravo).

7 navrhnutej kalibracie modelu okrem odhadnutych parametrov a oka-
mzitej irokovej miery sme dostali fitované hodnoty, t. j. logaritmus ceny dlhopisu ((3.7]).

Hodnoty ceny dlhopisu (3.7) vyuzijeme na vypocet vynosu eurépskeho dlhopisu podla
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OkamZita urokova miera - Porovnanie Rozdiel medzi odhadnutou a vygenerovanou short rate
—— Presna '<\|>
o Odhaduta 8 7
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o
(0] [Tel
S - ~
o S S
3 -
o
o
S - _
o
o
o
-
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Obr. 3.2: Porovnanie presnej short rate a odhadnutej (vlavo), rozdiel medzi presnou a od-

hadnutou short rate (vpravo) pre jednofaktorovy Vasi¢kov model.

vzorca (1.1). Na Obr. st odhadnuté vynosy pre rézne splatnosti porovnané s presnou
vynosovou krivkou. Vyobrazili sme vynos pre prvy den, t. j. t = 1, pre ¢as do splatnosti
1 mesiac az 12 mesiacov.

Vynos - Porovnanie

o e
S ) joy
O Presny o
& - |- = Odhaduty L
o o
o el
- -
8 o o
S w o
> - — -
CS ’B/
= 4 Q0
o ’@,
& 4 o
o Gz
I | | | | [
2 4 6 8 10 12
maturita

Obr. 3.3: Porovnanie presnej vynosovej krivky a odhadnutej.

Vysoké presnost kalibracie je dosledkom toho, Ze pri simulovanych datach sa
neocakavajiu numerické problémy. Na ilustracnom priklade sme citatelovi ukéazali, Ze
navrhnuty algoritmus z [§ je aplikovatelny na odhadovanie eurépskych parametrov,
kedze eurépska okamzité urokové miera sa riadi jednofaktorovym Vasickovym mode-

lom.
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3.2.2 Realne data

V predchéadzajtcej casti prace sme testovali navrhnutt kalibraciu na simulovanych déa-
tach. Odhady parametrov pre generované data vykazuju vysoku presnost a hodnota
Ucelovej funkcie sa blizi k nule. Cielom nasledujicej ¢asti kapitoly je na zaklade real-
nych dat pozorovatelnych na trhu, odhadntf okamzita trokovi mieru r. a parametre
jednofaktorového Vasickovho modelu pre eurépsky dlhopis by, by, 0. Zvolime rovnaky
pristup ako pri simulovanych datach. Tento pristup je zalozeny na minimalizacii tce-
lovej funkcie ([3.5) podla parametrov modelu by, by, 0% a okamZitej irokovej miery .
Uvazujme denné data eurdpskej arokovej miery Euribor za obdobie jedného
roka. Hodnoty trokovej miery Euribor sme zvolili za rok 2008. Kazdy den zachytava
hodnotu Euribor pre rézne maturity, m, = 1, 7 = 2, ..., 72 = 12, t. j. maturita
vyjadrend v mesiacoch. Vstupom do algoritmu na odhad parametrov je teda matica

Vynosov rozmeru (1, X Te).

Eurépska okamzita urokova miera, Q1 2008 Eurépska okamzita urokova miera, Q2 2008
8
< — Overnight — Eonia — Overnight — Eonia
— Odhaduta Short rate 3 Odhaduta Short rate
8
o

0.046
|

o — o 2
J ° 3
o o
<
3
o
—] o
<
I
© =]
o |
S
I ] I I I I I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
cas (den) cas (den)
Europska okamzita urokova miera, Q3 2008 Eurépska okamzita urokova miera, Q4 2008

—— Overnight — Eonia
Odhaduta Short rate

— Overnight — Eonia
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Obr. 3.4: Porovnanie pozorovanych dat a odhadnutych dat pre kazdy kvartal roku 2008.

Na Obr[3.4] sme vykreslili porovnanie odhadnutej okamzitej Grokovej miery
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7. a hodnoty okamzitej irokovej miery pre Euribor, teda Eoniu, pre kazdy kvartal
roka 2008. MdZeme si vSimnit, Zze odhad okamZitej irokovej miery méa podobny vyvo]
urokova miera pre Euribor. V tabulke pontkame prehlad odhadnutych parametrov
jednofaktorového Vasickovho modelu pouzitého na redlne data. V riadkoch tabulky s
uvedené odhadnuté parametre pre pozorované ¢asti roka 2008. V poslednom stlpci je
vycislena optimalna ucelova funkcia optimalizacie. Hodnoty ucelovej funkcie st radovo
107% az 1077, ¢o naznacuje, ze zhoda odhadovanych a pozorovanych vynosovych kriviek

je velmi dobra.

by b O ucelova funkcia

Q1 || -0.009339233 | 0.2870541 | 0.07782932 | 5.854697e-06
Q2 || -0.0854339 1.89104 0.0487707 1.529073e-05
Q3 0.1216387 -1.866487 | 0.2433384 1.989518e-05
Q4 || 0.01101458 |-0.03105497 | 0.1170952 | 6.137703e-06

Tabulka 3.3: Odhadnuté parametre eurépskej trokovej miery Euribor a optimélna ucelovéa

funkcia.

Pre lepsiu predstavu sme na Obr. vykreslili porovnanie vynosovych kri-
viek pre kazdy Stvrtrok. Body predstavuji presné hodnoty vynosu, ktoré sme ziskali
z pozorovanych dat. Odhadnuté vynosy sme zobrazili modrou ¢iarou. Ako si mozeme
v8imnat, pri nizkej maturite sa vynosy lisia vyraznejsie. Cim vys$ia maturita, tym lepsie
je vynosova krivka odhadnuté. Jednym z doévodov nepresnosti odhadu kratkodobych
vynosov je volba vah v tcelovej funkeii, t. j. w;; = 7'j2. Volbou takejto vahy sme dosiahli
byt to, Ze jednofaktorovy model pre tieto data nestaci, ale bol by lepsi viacfaktorovy.

V tomto pripade by ani zmena vah nezlepsila celkovy ”dojem”z fitovania.
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Obr. 3.5: Vynosova krivka pre ¢ = 1. Porovnanie pozorovanych dat a odhadnutych dat pre
kazdy kvartal roku 2008.

3.3 Algoritmus na odhad domacich parametrov

Domaca trokova miera sa riadi stochastickou diferencidlnou rovnicou v rizikovo
neutralnej miere. Drift tejto rovnice je vyjadreny ako linedrna funkcia premennych r,,
rq. Kym jednofaktorovy model pre eurdpsku trokovi mieru zavisel vylucne od vy-
voja eurdpskej okamzitej irokovej miery, tu vstupuju do modelu obe okamzité tirokové
miery, eurépska aj doméaca. Kvoli malému vplyvu koreldcie, budeme model odhadovat
pre p = 0. Volatilita modelu zodpoveda konstante o,.

Logaritmus ceny dlhopisu dani modelom (3.3)) vieme vyjadrit nasledovne

InP=A(1)— D(1)rq — U(T)re, (3.9)
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kde
- 2D2 2172
A(r) = /—alD(s) — by U(s) + 2 . ) an2 () g,
0
e — 1
D p—
=
o boT b asT _ 1 B
U(r) = @l m e T 2 1) _ )

asby(ag — bz)
Model pre domécu trokovi mieru budeme kalibrovat rovnakou metédou, aki
sme pouzili v predchadzajicej casti pre jednofaktorovy Vasickov model. V tomto pri-
pade budeme minimalizovat Géelovi funkciu v tvare (3.6) cez parametre modelu ay,
as, as, 04 a domacu okamziti tirokovi mieru r4. Eurépske parametre modelu by, bs, o,
a eurépsku okamziti irokova mieru r, sme odhadli v predchadzajicej ¢asti kapitoly.

Ceny dlhopisu ([3.9)) prepiSeme do tvaru

Td Td
IPy(ra, 7o, 74) = —D(r)ra — as0 (ra)re — ax / D(s)ds — by / 0577 (s) ds
0 0
9 Td 9 Td
04 2 O, 2
+7/D (s)ds+7/U (s) ds (3.10)
0 0

= 91(7a, a2)ra + 92(7a, az)ar + g3(7a, a2) 0 + ga(7a, a2,a3)  (3.11)
Funkcie g;(7,as), i = 1,2,3 a g4(7, as, az) vyjadrime nasledovne

g1(7,a2) = —D(7, as),

T

g2(T,a2) = —/D(s) ds,

9a(T, a2, a3) = _e/(ﬁ(s)ds a; — blfﬁ(s)ds+[j(77a2)re as.
0 0

Uéelova, funkcia pri danych hodnotach as, as je kvadratickou funkciou
ai, 03, r4. Pri pevne zvolenych parametroch ag, a3 dostdvame linedrnu regresiu. Vysled-
kom linearnej regresie st odhadnuté parametre a;, o3, ry. Nésledne ziskame hodnoty
zvysnych dvoch parametrov as, az ako riesenie dvojrozmerného optimalizacného prob-

lému.
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3 METODA KALIBRACIE KONVERGENCNEHO MODELU

3.3.1 Simulované data

Kalibraciu definovaného modelu (3.3) testujeme najprv na simulovanych datach. V
rovnici ({3.3) zvolime parametre nasledovne

ay = —0.55, a9 = —0.07, as = 05, Oq = 0.2.

Eurdépske parametre preberieme z ¢asti okrem pociatocnej hodnoty eurépskej tro-
kovej miery 7. V prvom kroku vygenerujeme pociatocnt hodnotu pre eurépsku tirokova
mieru r§ = —0.006691683 a nasledne cely vyvoj na zaklade zvolenych parametrov. Pre
tuto simulaciu ndhodne vygenerujeme pociatoéni hodnotu domaécej trokovej miery
rd = 0.004102332, ktora predstavuje zacdiatok vyvoja domécej tirokovej miery. Dalej

generujeme vyvoj domécej okamzitej tirokovej miery 7y pre ¢asovy tsek ng = 64 (dni),

L

555+ Priebeh simulovanej okamzitej urokovej miery

t. j. 3 mesiace a Casovy krok dt =

pre doméci dlhopis je zobrazeny na Obr. (vlavo) a vynos (vpravo).

Okamzita urokova miera - 1Q Vynos domaceho dlhopisu
o
o —
S 8 |
o
|
o
8 S
S T
o g 2 |
Ll \i‘ c|>
o o
2 | 8
o o
| |
v
[
<
n
ST T T T T T T | T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 2 4 6 8 10 12
cas (den) maturita

Obr. 3.6: Vyvoj okamzitej trokovej miery v priebehu 3 mesiacov pre domaci dlhopis (vlavo),

vynosové krivky doméceho dlhopisu pre ¢t = 1,¢ = 10,¢ = 25 (vpravo).

Tabulka predstavuje vysledky kalibracie modelu . V prvom riadku
uvadzame presné hodnoty parametrov modelu , ktoré sme definovali vyssie. V
druhom riadku st uvedené odhadnuté hodnoty modelu pre doméacu trokovit mieru.
Vsetky odhady vykazuju vysokt presnost a tomu zodpovedé aj hodnota tcelovej fun-
kcie. Hodnota ucelovej funkcie pri zvolenych parametroch a generovanej okamzitej tiro-

kovej miere 7y je F' = 3.658004e~2°.
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3 METODA KALIBRACIE KONVERGENCNEHO MODELU

aq a9 as (oF;]
presné -0.55 [ -0.07 | 0.5 ] 0.2
odhadnuté || -0.55 | -0.07 | 0.5 | 0.2

Tabulka 3.4: Presné a odhadnuté parametre modelu pre domécu trokova mieru.

Na obrazku (vlavo) citatelovi predkladame grafické porovnanie presnej
domécej okamzitej trokovej miery a odhadnutej. Rozdiely tychto dvoch trokovych

mier dosahujt radovo 1071°. Denné rozdiely st znazornené na obrazku (vpravo).

Okamzita urokova miera - Porovnanie Rozdiel medzi odhadnutou a vygenerovanou short rate

00

_ — Presna —
Odhaduta

0

-0.05
5e-16

r

-0.10
3e-16

-0.15
1e-16

0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60

cas (den) cas(den)

Obr. 3.7: Porovnanie presnej short rate a odhadnutej (vlavo), rozdiel medzi presnou a od-

hadnutou short rate (vpravo) pre doméci dlhopis.

Na Obr[3.8| stt odhadnuté vynosy pre rozne splatnosti porovnané s presnou
vynosovou krivkou. Vyobrazili sme vynos pre prvy den, t. j. £ = 1, pre ¢as do splatnosti
1 mesiac az 12 mesiacov.

Vynos - Porovnanie

G\
g \‘Q O Presny
s S = = Odhaduty
[ (O%
o &\\
g 7] "
c Q\
£y w0 Q
g W
‘o
8 NN
S o,
"o
] I I I I I
2 4 6 8 10 12
maturita

Obr. 3.8: Porovnanie presnej vynosovej krivky a odhadnute;j.

60



3 METODA KALIBRACIE KONVERGENCNEHO MODELU

3.3.2 Realne data

Na simulovanych datach sme v predchadzajtcej casti prace testovali presnost kalib-
racie modelu pre doméacu trokovi mieru. Vysledky kalibracie boli uspokojivé a dost
presné. Cielom tejto podkapitoly je odhadn(f parametre modelu na zaklade algoritmu
pouzitého na simulovanych data v ¢asti[3.3.1] Ako vstup vezmeme redlne data. Reélne
data predstavuju referenéni mieru Bribor ako domacu trokova mieru.

Uvazujme denné data domécej iirokovej miery Bribor za obdobie 3 mesiacov.
Hodnoty trokovej miery Bribor sme zvolili za rok 2008, posledny Stvrtrok. Kazdy den
zachytava hodnotu Bribor pre rézne maturity, m = 1,75 = 2,73 = 3,74 = 6,75 =
9, 76 = 12. Na zvolenych datach sme spustili algoritmus popisany v predoslej casti prace.
Hodnoty odhadovanych parametrov modelu uvddzame v tabulke . V poslednom

stlpci je hodnota tcelovej funkcie, ktoré je radovo 1076,

ay Qs as o4 ucelova funkcia

Q4 || 0.03219346 | -0.1813698 | 0.6801811 | 0.3062408 | 3.820745e-05
Tabulka 3.5: Odhadnuté parametre domécej irokovej miery Bribor a optimalna ucelovéa fun-

kcia.

Na Obr (vlavo) sme vykreslili porovnanie odhadnutej okamzitej trokovej
miery r; a hodnoty overnight trokovej miery pre Bribor za zvolené obdobie roka. Over-
night Grokova miera, ktori sme si zvolili ako aproximaciu okamzitej irokovej miery, ma
vicsiu volatilitu ako odhadnuté okamzita tirokova miera. Dalej si moZzeme v&imnut, Ze
vyvoj overnight sa snazi zachytit aj klesanie, ktoré okamzita trokovéa miera vykazuje.

Domaca okamzita urokova miera, Q4 2008 Vynos Bribor, Q4 2008

0.060
|

— Overnight
Odhaduta Short rate -

0.05
|

o  Presny
—— Odhaduty

vynos
0.050
| |

0.040
|

0.02
|

0.030
|

190 200 210 220 230 240 250 2 4 6 8 10 12

cas (den) maturita (mesiac)

Obr. 3.9: Porovnanie pozorovanych dat a odhadnutych dat pre posledny kvartal roku 2008.

Porovnanie vynosov, presného a odhadnutého vynosu, domécej tirokovej miery sme
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3 METODA KALIBRACIE KONVERGENCNEHO MODELU

vyobrazili na Obr. (vpravo). Aj v tomto pripade sa kladie déraz na presnost vyssich
maturit.

Cielom tejto ¢asti bolo odhadnit parameter konvergen¢ného modelu Vasi-
¢kovho typu. Doraz sa kladol najméi na velkost Gcelovej funkcie a presnost vynosovych
kriviek. Mensiu presnost kalibracie pozorujeme pri odhade eurdpskych parametrov a
eurdépskej okamzitej irokovej miery. Tie st vstupnym bodom pri hladani odhadu doma-
cich parametrov a domécej trokovej miery. Vyssiu presnost kalibracie mozeme dosiah-
nut napriklad tym, Ze zlepsime odhad eurdépskych parametrov volbou iného modelu.

Tym by sa mohol dosiahnut aj presnejsi odhad domécich vynosovych kriviek.
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4 Metoda maximalnej vierohodnosti na odhad pa-
rametrov modelov trokovych mier

Dalsou metédou na odhadovanie parametrov modelu je metéda maximalnej vierohod-
nosti. Tento pristup je pomerne Casto pouzivany a jeho odhady maja dobré vysledky
v porovnani s inymi metédami. Na to, aby sme mohli aplikovat metéda maximalne;j
vierohodnosti na data, potrebujeme poznat rozdelenie hodnot procesu.

Nech x1, xo, ..., x, je Casovy rad z rozdelenia s hustotou f(z;|f) pre kazdé x;.
Potom funkciu vierohodnosti L ako funkciu parametra 6 definujeme pomocou hustoty

nasledovne

n

L(O|z1, 22, ... xn) = | [ f(il6).

i=1

Nezndmy vektor parametrov 6 = (6y,0,,...,0,,)7 patri do zndmej mnoZiny

O C R™. Cielom metédy maximalnej vierohodnosti je néjst také hodnoty parametra 6,
aby dana realizacia dat bola ¢o najpravdepodobnejsia. Za odhad parametra 6 vezmeme

hodnotu é, ktora je rieSenim optimalizacnej tlohy

0 = arg max In L(0).

4.1 Odhad trhovej ceny rizika pre europsky dlhopis

Metoédou maximaéalnej vierohodnosti odhadneme v nasledujticej ¢asti trhovii cenu rizika
Ae(r, t) pre eur6épsky dlhopis. Predpokladajme, Ze trhova cena rizika je linedrna funkcia
v tvare A\.(t) = cre(t) + d, kde ¢, d st nezname konstanty, ktoré budeme odhadovat.
Dalej uvazujme Vasickov model v tvare . Nezname parametre v rovnici K, 0
dopoditame pomocou zndmych hodnoét koeficientov by, by. Prevodové vztahy vyzeraju

nasledovne

by = kO + do.,
(4.1)

by = —k + co,.

Generovanie odhadu trhovej ceny rizika A, bude teda pozostévat z dvoch krokov. V
prvom kroku odhadneme parametre 6, k modelu v redlnej miere (|1.4]). Odhadnuté para-
metre 0, & dosadime do prevodovych vztahov (4.1). Dalej vo vztahoch (4.1]) vystupujt
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jediné neznédme koeficienty c, resp. d. Nezndme koeficienty ¢, resp. d vyjadrime z (4.1)
jednoduchymi operaciami.
Podla [12] ma Vasi¢kov model normélne rozdelenie s nasledujicimi charakte-

ristikami

o Podmienend stredna hodnota

E(re(t + At)|re(t)) = e *Alrg(t) + (1 — e 41 (4.2)

e Podmienena variancia
o2
Var(re(t + A1)lre(t) = 75 (1 - o72%) (4.3)
K
Majme casovy rad ri,7s,...,7, hodnot eurépskej trokovej miery, o ktorej
predpokladédme, Ze jej dynamika je charakterizovana rovnicou ((1.4)). Zavedieme nové

znacenie

Explicitné vyjadrenie hustoty normélneho rozdelenia v tomto pripade je v tvare

f(risalrs) = . GXP{—[THl_TiS_e(l_S)]Q}.

2mo? 202

Funkciu vierohodnosti L modzeme napisat ako stcéin hustot ndhodnych premennych s

normalnym rozdelenim

n—1

1 (741 —1is — 0(1 — 5))? }

L= exp 4 — .
H V2mo? p{ 202

Logaritmicka funkcia vierohodnosti ma potom tvar

—

-1 -—
l=lnL=-" [Fig1 —ris — 01— 5)]°. (4.4)

i=1

1n(27r02) - QT;

Optiméalnu hodnotu parametra 6 ziskame maximalizovanim funkcie (4.4) pri
danom parametri . V pripade existencie parcialnych derivacii ziskame optiméalnu hod-
notu 6 riesenim tzv. vierohodnostnej rovnice. Pod vierohodnostnou rovnicou rozumieme

parcidlnu derivaciu, ktora polozime rovné nule

—

a_(1-9%
00 o2

[riz1 —mis —0(1 — )] =0.

=1
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Riesenim vierohodnostnej rovnice je optimalna 6

n—1

2 : 7AN
Tit1 — 1€ )

=1

0= EES =T (4.5)

Dosadenim optimalnej 0 do funkcie a optimalizovanim vzhladom na x do-
stavame optimalne £.

V nasledujicej casti prace uvedieme odhad parametrov 6, x pre realne data.
Vstupom budua data eurdpskej trokovej miery Euribor za posledny kvartal roku 2008.
Vsimnime si, Ze parameter § mozeme definovat aj ako funkciu parametra x, kedze vyraz
uvazuje k ako neznamy parameter. Zavislost optimalne; 6 od parametra x sme

vykreslili na Obr[.1]

Optimalna theta ako funkcia kappy

theta

kappa
Obr. 4.1: Optimalna hodnota 6 ako funkcie .

Od parametra x nezavisi len parameter 6 ale aj logaritmicka funkcia vierohod-
nosti definovana ako . Preto prvym najdenym optimalnym parametrom modelu
bude parameter x. Optimalny parameter i< nasledne dosadime do predpisu opti-
malneho 6 ([4.5). Priebeh logaritmickej funkcie vierohodnosti pre hodnoty x z
intervalu [0,150] sme zachytili na Obr Optiméalna hodnota & je rovna 97.21898 a
predstavuje ¢erveny bod na Obr Optiméalna hodnota parametra 0 je potom rovna
0.04032142.
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Logaritmicka funkcia vierohodnosti ako funkcia kappy

-243

_244
|

InL

—249 248 -247 -246 -245
|

0 50 100 150
kappa

Obr. 4.2: Logaritmicka funkcia vierohodnosti ako funkcia x a optimalna «.

Na Obr [4.3]si moZzeme v§imnit, Ze vyvoj odhadnutej okamzitej irokovej miery
r. nevykazuje zretelni mean revesion vlastnost, ktorou samotny predpis pouzitého
modelu disponuje. Priebeh trokovej miery r. na Obr[4.3 je klesajici a teda sa
nevracia k parametru 6 ako model ocakava. Parameter 6, k, ktoré sme odhadli v tejto
Casti st generované pre mean reversion proces, preto odhady nemusia davat uplne
rozumné vysledky pre vyvoj r..

Okamzita urokova miera r_e, Q4 2008
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200 210 220 230 240 250
cas(den)

Obr. 4.3: Europska okamzita irokova miera a odhadnutou 6.

Nakoniec v poslednom kroku dostavame hodnoty koeficientov parametra A..

Ako sme spomenuli v tivode tejto podkapitoly, hodnoty ¢, resp. d sme ziskali dosadenim

optimalnych hodnot 0, k do vztahov (4.1)). Hodnoty uvddzame v tabulke .
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Q4 c d

Euribor 2008 || 829.9905 | -33.38303
Tabulka 4.1: Odhadnuté parametre c, d - Q4 2008.

4.2 Odhad trhovej ceny rizika pre domaci dlhopis

V predchadzajtcej podkapitole sme odhadli trhovi cenu rizika pre eurdpsky dlhopis.
Podobnym postupom teraz odhadneme trhovi cenu rizika A\4(r, t) pre domaci dlhopis.
Predpokladajme, ze trhova cena rizika pre domaci dlhopis je linedrna funkcia trokovych
mier 74,7, posunuté o konstantu w, ¢o mozeme forméalne zapisat ako \y(t) = kr.(t) +
qrq(t)+w. v predpise funkcie Ay vystupuju konstantné koeficienty k, ¢, w, ktoré budeme

tiez odhadovat. Dalej uvazujme model domécej tirokovej miery v tvare
d?“d = [a + b(?"e — Td)] dt + addwd. (46)
Model (4.6]) je v rizikovej miere. Nasledujtcou transforméciou premennych

a; = a— wogy,
a2 = b - ko—da (47)

az = —(b+ qoq)

dostavame model v rizikovo neutralnej miere . Odhady parametrov aq,as,as, oq4
st uvedené v tabulke . Ako prvé odhadneme parametre a, b. Z prevodovych vztahov
(4.7) nasledne dostavame hodnoty koeficientov k, ¢, w.

Model doméacej tirokovej miery ma normalne rozdelenie s nasledujtcimi

charakteristikami

o Podmienend stredna hodnota

pa(a,b) = E(ra(t + At)|ra(t), re(t)) = e " ry(t) + (% n 9> (1— oo,

+ W (e —e™)  (48)

e Podmienenad variancia

1 — e20t) (1 _ —bAt)2 0_3 1 o 2bAt
(L=e ) (=) + 5 (T—e).

vg = Var(rq(t + At)|rq(t), re(t)) = 2b

[;ED |mqw

(4.9)
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Logaritmicka funkcia vierohodnosti ma potom tvar

—_

n—

‘ =

[rip1 — pala, b)) (4.10)

1

=l =—""limm?) -

2 2v

[SH\)

Optimalnu hodnotu parametra a ziskame maximalizovanim funkcie (4.10|) pri danom
parametri b. V pripade existencie parcialnych derivacii ziskame optimalnu hodnotu a
rieSenim

ol 1 [ Opala,b)

A rivt — pg(a,b)] | 222 — ), 411

o= (et 24 (a1
Riesenim vierohodnostnej rovnice (4.11)) je optimélne a

n—1

bZ (Tz'+1 - ,ud)
a= -1 =) (4.12)

Dosadenim optimélnej a (4.12) do funkcie (4.10) a optimalizovanim vzhladom na b

dostavame optimalne b.

Uvedeny postup odhadovania parametrov modelu ilustrujeme na redl-
nych datach domacej arokovej miery Bribor za posledny kvartal roku 2008. Parameter
a mozeme aj v tomto pripade uvazovat ako funkciu od druhého parametra, ktorym je
b. Na Obr. (vlavo) sme zachytili zavislost optimalneho parametra a od parametra
b, na druhom (vpravo) moézeme vidief logaritmickd funkciu vierohodnosti ako funkcie

parametra b. Tato funkcia nie je definovana pre b = 0.

Optimalny parameter a ako funkcia parametra b Logaritmicka funkcia vierohodnosti ako funkcia parametra b

|
0 100 200
|

InL

—200

a
-0.14 -0.12 -0.10 -0.08 -0.06

_ |~

-400

0 2 4 6 8 10 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4
Obr. 4.4: Optimélna hodnota a ako funkcie b (vlavo), logaritmicka funkcia vierohodnosti ako

funkcia b a optimalna b (vpravo).

Optiméalne hodnoty a = —0.04780768, b = —0.025187 v poslednom kroku
dosadime do vzfahov (4.7). Vyjadrime zatial nezndme koeficienty k, ¢, w. Hodnoty ko-
eficientov k, ¢, w uvaddzame v tabulke .
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Q4 k q w

Bribor 2008 || 1.665356 | -2.138821 | -0.2612361
Tabulka 4.2: Odhadnuté parametre k, q, w - Q4 2008.

4.3 Odhad korelacie modelu

Jednym zo zdkladnych predpokladov, ktory sme definovali v prvej kapitole bol predpo-
klad konStantnosti korelacie p. Pri odhadovani korelacie p budeme vychédzat z definicie
(1.3). Potom korelacia p medzi prirastkami Wienerovho procesu dw, a dwy je odhad p.

Prirastky Wienerovho procesu pocitame nasledovne

dw, — dr. — k(0 — 7’e)alt7
06

d?”d — (a + b(?”e — Td))dt

04

dwd =

Na Obrf4.5] sme zobrazili priebeh eurépskeho Wienerovho procesu dw, a do-
maceho Wienerovho procesu dw,.

Eurdépsky Wienerov proces dw_e Domaci Wienerov proces dw_d

0.002
|

0.02
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dw_e
0.00
|
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|

-0.02
-0.002
|

-0.04
|
-0.004
|

0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60

cas(den) cas(den)

Obr. 4.5: Wienerov proces dwe, dwg, Q4 2008.

Odhad korelacie medzi Wienerovymi procesmi dw, a dw, pre posledny kvartal

roku 2008 nadobtida hodnotu p = 0.3593471.
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5 DALSIE VYSLEDKY KALIBRACIE

5 Dalsie vysledky kalibracie

V kapitole [3| sme uviedli postup kalibracie konvergen¢ného modelu Vasickovho typu.
Stucastou kapitoly bolo testovanie zvolenej kalibréacie na simulovanych datach, nasledne
na realnych datach. Kedze navrhnuté kalibracia na simulovanych datach odhadla pa-
rametre modelu dostato¢ne presne, algoritmus sme zbehli aj na realnych datach. Za
domécu trokovi mieru sme zobrali slovenskt medzibankovii irokovit mieru - Bribor.
V tejto kapitole uvadzame vysledky kalibracie pre dalSie krajiny. Vstupnymi
krajinami si pobaltské staty Litva, ktora vstupila do eurozény v 01.01.2015 a Loty-
ssko so vstupom 01.01.2014. Vzhladom k tomu, Ze krajiny po vstupe do eurozdny sa
riadia referen¢nou sadzbou Euribor, tirokové miery by sa mali teoreticky priblizovat s
¢asom bliziacim sa k vstupu do eurozény a po vstupe by mali splynit. Tento teore-
ticky poznatok sme zaznamenali na Obr. [5.1], kde uvddzame priebeh medzibankovych
trokovych miery Litvy (Vilibor [25]) a Lotysska (Rigibor [24]). Tieto trokové miery
porovnavame s priebehom medzibankovej tirokovej miery eurozény - Euribor. Casové
rady zachytavaji obdobie jedného roka pred vstupom krajiny do eurozény. Urokové
miery sice pri vstupe do eurozény nesplynuli, ale na druhej strane mozeme jasne vidiet,

ze sa priblizuja.

~
© —— Euribor —— Euribor
—— Vilibor N —— Rigibor
© -
Q -
S (S
s =
8 c T 8
£ S o |
> > ©
<+ |
e © _|
o
o _|
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0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
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Obr. 5.1: Jednoro¢ny vyvoj urokovej miery pobaltskyjch krajin a eurozdny.

5.1 Kalibracia medzibankovej urokovej miery pobaltskych Sta-

tov

V tejto casti prace pristipime k samotnej kalibracii modelu. Ako vstup kalibracie vez-

meme data za posledny Stvrfrok, teda vynosy od zaciatku oktébra do konca decembra,
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5 DALSIE VYSLEDKY KALIBRACIE

roku 2014 pre Litvu a pre LotySsko uvazujeme rok 2013. Prvym krokom kalibracie mo-
delu je odhadntf eurdpske parametre modelu by, by, 0. a eurépsku okamzitt trokovi
mieru 7.. Hodnoty tychto parametrov buda neskér vstupovat do kalibracie modelu pre
urokovi mieru Vilibor, resp. Rigibor.
Koncom roka 2013 (1. november) sa pocet hodndt maturit pre Euribor znizil
z poctu 15 na 8. Od tohto datumu je Euribor zverejnovany pre nasledujice doby do
splatnosti: 1, 2 tyzdne, 1, 2, 3, 6, 9, 12 mesiacov. Pre nase ticely vezmeme mesac¢nt dobu
1 2 3 6 9

do splatnosti. Dalej teda budeme pracovat s vektorov 7, = (5, 5, >, & 2

13+ T3+ 13> 130 130 1)+ ktorého

zlozky st vyjadrené ako casti roka. Na Obr. sme vykreslili dosiahnuté vysledky od-
hadovania eurdpskych parametrov. Vystupom kalibracie je zelend krivka, ktora pred-
stavuje odhadnuti okamzitt tirokovi mieru. Priebeh eurdpskej tirokovej miery Eonia

sme pre porovnanie zobrazili ¢iernou farbou.

Europska okamzita urokova miera, Q4 2014

— Overnight — Eonia
Odhaduta Short rate

r_e(%)
-0.05 000 005 010 0.5

r_e(%)
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35

Europska okamzita urokova miera, Q4 2013

—— Overnight — Eonia
Odhaduta Short rate

190 200 210 220 230 240

cas (den)

250

200 210 220 230 240 250

cas (den)

Obr.

resp.

5.2: Porovnanie pozorovanych dat a odhadnutych dat pre posledny kvartal roku 2014,
2013.

Ciselné vyjadrenie odhadnutych parametrov pre Euribor uvadzame v tabulke
5.1} Hodnota tiéelovej funkcie v tabulke a Obr. nas privadza k zaveru, Ze ide o
celkom presny odhad.

Q4 by ba O ucelové funkcia
Euribor 2014 || 0.008446903 | -0.3543634 | 0.04741382 | 1.306302e-07
Euribor 2013 || 0.008801483 | 0.5153406 | 0.0779363 4.602412e-07

Tabulka 5.1: Odhadnuté parametre pre Euribor a optiméalna téelova funkcia - Q4 2014,2013.

Porovnanie presnych vynosov s odhadnutymi tiez vykazuje presnost. Mozeme

pozorovat iba mierne odchylky pri kratkych splatnostiach, ¢o aj v tomto pripade mdze
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5 DALSIE VYSLEDKY KALIBRACIE

byt dosledok volby vah v algoritme kalibracie. Toto porovnanie sme zachytili pre prvy
den uvazovanych dat, 1.oktéber 2014 pre Vilibor a 1.oktéber 2013 pre Rigibor na Obr.
0.9l

Vynos Euribor, Q4 2014 Vynos Euribor, Q4 2013

0.006

0.004
|

O  Presny vynos
—— Odhaduty vynos

O  Presny vynos
—— Odhaduty vynos —

0.002 0.003
0.004
|

vynos
vynos
|

0.002
|

0.001
|

0.000
|
0.000
|

maturita (mesiac) maturita (mesiac)

Obr. 5.3: Porovnanie presnej vynosovej krivky a odhadnutej.

Druhym krokom kalibracie je odhadovanie parametrov pre domacu medziban-

kovi tirokovt mieru Vilibor, resp. Rigibor. Sibor dat pre Vilibor obsahuje vynosy za ob-

136)‘

dobie troch mesiacov s dobami do splatnosti 1, 3, 6, 12 mesiacov, t. j. 74 = (15, 15> 15>

Pre posledny stvrfrok bola hodnota trokovej miery Vilibor s maturitou overnight po-
zorovatelnej na trhu na konstantnej arovni 0.008.

Domaca okamzita urokova miera Vilibor, Q4 2014 Domaca okamzita urokova miera Rigibor, Q4 2013

—— Overnight
Odhaduta Short rate

—— Overnight
Odhaduta Short rate

0.11
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r_d(%)
0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16
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190 200 210 220 230 240 250 190 200 210 220 230 240 250

cas (den) cas (den)

Obr. 5.4: Porovnanie pozorovanych a odhadnutych dat pre posledny kvartal roku 2014, 2013.

Odhadnuta short rate nejavi prudky narast drzi sa pomerne v tizkom rozpéti
hodnot. Referenént sadzbu Rigibor tieZ uvazujeme s maturitou 74 = (%, %, 1%, 1).
V poslednom kvartali roku 2013 bola hodnota overnight Rigibor rovna 0.12. Ako si
mozeme vSimnut na Obr. (vpravo), priblizne v prvej tretine kvartalu odhadnuta

short rate kopirovala pozorovani overnight, ale potom prudko klesla a vyvijala sa

pomerne pokojne.
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5 DALSIE VYSLEDKY KALIBRACIE

Algoritmus na odhadnutie domécich parametrov odhadol parametre modelu

s presnostou rddovo 1078 a 10~7. Hodnoty doma4cich parametrov uvadzame v tabulke

0.2l
Q4 a as as 04 ucelova funkcia
Vilibor || 0.008190951 | -0.1427985 | 2.242862 0.145097 2.707216e-08
Rigibor || 0.01395159 | 1.363052 | -0.3554072 | 0.09895747 2.5591e-07

Tabulka 5.2: Odhadnuté parametre domécej irokovej miery a optiméalna tcelova funkcia.

Odhadovany vynos aj v tomto pripade sa priblizuje k presnému vynosu. V

tabulke uvadzame hodnoty vynosov pre Vilibor, na Obr. grafické porovnanie.

Vynosy sme porovnavali pre 1. oktéber 2014. Hodnoty vynosov pre referencéni sadzbu
Rigibor st uvedené v tabulke a vyobrazené na Obr. Vynosy sme porovnavali
pre 1. oktéber 2013.

7 || R(presny) | R(odhad)

1 0.0012 0.001296641
3 0.0019 0.001911710
6 0.0028 0.002774636
12 0.0043 0.004305114

Tabulka 5.3: Hodnoty vynosov pre

1.oktéber 2014

7 || R(presny) | R(odhad)

1 0.0016 0.00164852
3 0.0027 0.002942521
6 0.0050 0.004880466
12 0.0073 0.007311445

Tabulka 5.4: Hodnoty vynosov pre

1.oktéber 2013
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Obr. 5.5: Porovnanie vynosovych kriviek - Vilibor.
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Obr. 5.6: Porovnanie vynosovych kriviek - Rigibor.
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5 DALSIE VYSLEDKY KALIBRACIE

V tejto Casti prace v kratkosti uvadzame vysledky odhadovania trhovej ceny
rizika .. Ako prvé odhadneme parametre 6, k. Optimalnu hodnotu 0 aj spolu s priebe-
hom Euribor pre data posledny stvrfrok roku 2013, resp. 2014 sme vykreslili na Obr[5.7]
a hodnoty parametrov uvadzame v tabulke .

Okamzita urokova mierar_e, Q4 2014 Okamzita urokova miera r_e, Q4 2008

\ AW N
TRV VR A T

0.0015
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|
0.0013

0.0011
|

-0.00025
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0.0009
|

I | I T I I
200 210 220 230 240 250 200 210 220 230 240 250

cas(den) cas(den)

Obr. 5.7: Optimélna hodnota 6, #, Q4 2013/2014.

Q4 0 K ¢ d

Euribor 2014 || -0.0001711814 | 30489.62 | 643046.1 | 110.257
Euribor 2013 || 0.001176485 | 27832.2 | 357121.4 | -420.0272
Tabulka 5.5: Odhadnuté parametre modelu pre eurépsku trokovi mieru, Q4 2013/2014.

Vysledky odhadnutych parametrov modelu pre domécu trokovi mieru (4.6)
pre trokové miery Vilibor a Rigibor uvidzame v tabulke

Q4 a b k q w

Vilibor 2013 || -2.705571e-05 | -0.002074049 | 6.684255 | -15.44339 | -0.05663804
Rigibor 2014 || -0.001653653 | 0.005749561 | -138.6051 | 3.533414 | -0.1576964
Tabulka 5.6: Odhadnuté parametre modelu pre domécu trokovi mieru, Q4 2013/2014.

Na zaver prikladdme odhad korel4cie konvergenéného modelu. V tabulke [5.7]

Q4 p
Vilibor 2013 | 0.008658818
Rigibor 2014 | -0.03193127
Tabulka 5.7: Odhadnuté parametre modelu pre domécu tGrokovii mieru, Q4 2013/2014.
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Zaver

V tejto diplomovej prace sme sa zaoberali modelovanim okamzitej tirokovej miery po-
mocou dvoch stochastickych diferencidlnych rovnic. Prvym ciefom tejto prace bolo
numericky a analyticky odvodit vplyv korelacie medzi faktormi na ceny dlhopisov v
dvojfaktorovych modeloch trokovej miery, konkrétne rad rozdielu logaritmov cien pre
malé maturity. V druhej kapitole sme zobrali konkrétne dvojfaktorové modely a od-
vodili sme rad rozdielu cien . V celej praci sme vychadzali z predpokladu, ze
korelacia medzi faktormi je konstantna.

Ako prvy model sme uvazovali dvojfaktorovy Vasickov model. V tomto modeli
okamzita irokova miera r vystupuje ako sucet faktorov modelu 71, r5. Riesenie parcial-
nej diferencidlnej rovnice pre cenu dlhopisu je dané explicitne. V c¢asti sme rozdiel
logaritmov cien aproximovali Taylorovym rozvojom elementarnych funkcii, ¢o nas pri-
viedlo k vysledku, ze rad konvergencie Vasickovho modelu je 3. Dalsim modelom bol
Fong-Vasickov model so stochastickou volatilitou. V tomto modeli je riesenie parcial-
nej diferencidlnej rovnice pre cenu dlhopisu dané systémom obycajnych diferencidlnych
rovnic. V casti sme odvodili rdd konvergencie velkosti 4 pre Fong-Vasickov mo-
del. Rovnaky rad konvergencie sme dostali v pripade konvergencného modelu CKLS
typu. Rady rozdielu logaritmov cien vysli rozne. Tento rozdiel radov je motivaciou k
dalsiemu skiimaniu, ¢o je pri¢inou rozdielu a od ¢oho zavisi rad rozdielu cien v modeli.
Odpoved na otazku rozdielnosti rddov modelov sme hladali vo vSeobecnom dvojfakto-
rovom modeli. Vysledok je zaujimavy. Rozdielnost rddov v modeloch spocival v stcine
dvoch derivacii prvého rddu funkcie g podla faktorov modelu vo vyraze . Jedine
v pripade Vasickovho modelu vysiel ¢len c3 nenulovy.

V druhej casti sa navrhuje algoritmus na odhadovanie parametrov konverge-
n¢ného modelu Vasickovho typu spolu s priebehom okamzitej Grokovej miery, ktory
pracuje s modelom bez korelacie na zaklade vysledkov z prvej casti prace. Tym sa zle-
psili vysledky z ¢lanku [19], kde okamzitd tirokova miera bola vstupom do modelu. V
praci sme pouzivali dva pristupy, metédu najmensich Stvorcov a metédu maximalnej
vierohodnosti. Model pre eurépsku tirokovi mieru nie je ovplyviiovany doméacou troko-
vou mierou, preto mozeme kalibraciu modelu rozdelit do dvoch krokov. V prvom kroku
sme aplikovali publikovany postup [8] najprv na odhadovanie eurépskych parametrov

modelu a eurépskej okamzitej irokovej miery. Nasledne sme odhadli doméce parametre
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a domécu okamzitt irokovii mieru z dvojfaktorového modelu. Postup sledoval kroky v
[8], kde boli pouzité pre jednofaktorovy model. Metédu maximélnej vierohodnosti sme
vyuzili na odhad eurdpskej a domacej trhovej ceny rizik4. V praci sme predpokladali,
ze eurdpska trhova cena rizika je linearna funkcia r. a domaéca trhova cena rizika je

linedrna funkcia r., r4. Nakoniec sme odhadli koreldciu na zdklade vztahu (1.3)).
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