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Abstrakt v statnom jazyku

HALUSTOKOVA, Kristina: Matematické modelovanie mnoistva CO2 v zemskej atmo-
sfére [diplomovd praca/, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky
a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; skolitel: Mgr. Sona Kilianovad,

PhD., Bratislava, 2018, 90 s.

V nasej praci sa zaoberame modelovanim koncentréacie oxidu uhli¢itého nad Eurépou.
Uvadzame dva pristupy k modelovaniu — prvy je model zaloZeny na rieseni advekéno-
diftiznej rovnice so zdrojovym cClenom, ktory rieSime v 3D priestore, pricom ako zdrojovy
¢len nam posluzia odhady mnozstva emisii oxidu uhli¢itého pomocou ¢asovych radov. Do
modelu dalej zahrnieme tdaje o efekte lesov a vody na koncentraciu CO,. Druhy model,
ktory v praci spominame, je model zalozeny na raste populacie, ktory predpoklada, ze
velkost Tudskej populacie ovplyviiuje mnozstvo oxidu uhli¢itého v atmosfére. Pokiisime sa
0 ¢o najpresnejsie odhadnutie parametrov pre jednotlivé krajiny Eurdpy. Tento zédkladny
model neskor rozsirime o interakcie medzi krajinami, ktoré sme odhadli na zaklade real-

nych déat vetra z roku 2017.

Kltcové slova: modelovanie koncentracie CO,, globalne oteplovanie, metdda

konecnych objemov, ARIMA, dravec-korist



Abstract

HALUSTOKOVA, Kristina: Mathematical modeling of atmospheric CO2 [master thesis],
Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, De-
partment of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: Mgr. Sona Kilianovd, PhD.,
Bratislava, 2018, 90 p.

In this thesis we focus on modeling concentration of carbon dioxide above Europe. We
use two approaches for modeling — first one is a model based on an advection-diffusion
equation with a source term, which we solve in 3D space and for the source term we put
predictions of the amount of carbon dioxide emissions using time series. Later we include
into the model estimated effects of forests and water on overall concentration of carbon
dioxide. Second model we describe in the thesis, is model based on a growth of human
population. This model assumes that human population influence the amount of carbon
dioxide in the atmosphere. We shall try to estimate parameters in the model for countries
in Europe. Later we expand this basic model and add interactions between countries

calculated using real data for wind from 2017.

Keywords: CO, concentration, global warming, finite volume method, ARIMA,
predator-prey model
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Uvod

Globéalne oteplovanie je v stcasnosti vo svete pal¢ivou témou. Jednym z najdodlezitejsich
faktorov, ovplyvnujucich klimatické podmienky na Zemi je mnozstvo oxidu uhli¢itého
v atmosfére. V literatire nachddzame vela roznych pristupov k modelovaniu zmien v
koncentracii COq. Prvy pristup, o ktory sa v praci opierame, je popisany v ¢lankoch [16] a
[23]. Ide o tzv. kompartmentovy model (angl. Compartmental Model), teda model zloZeny
z viacerych oddelenych funkcii, ktoré popisuji 4 zakladné vnemy ovplyviujice tvorbu
alebo zanik CO,. Konkrétne si to: Iudska c¢innost prostrednictvom spalovania fosilnych
paliv, prirodzeny cyklus uhlika v prirode, horenie lesov a vplyv mori a ocednov. V oboch
¢lankoch sa autori zamerali na koncentraciu CO2 nad USA, my sa v nasej praci zameriame
na Eurdpu.

Dalsi pristup bol opisany v élankoch [18] a [19], kde autori uviedli viaceré zjednodusu-
juce predpoklady a model opisali troma diferencialnymi rovnicami, ktoré vyjadruji zmenu
koncentracie, zmenu Iudskej populacie a zmenu zalesnenia. Predpokladaji tu, ze popu-
lacia aj zalesnenie sa riadia logistickym modelom rastu a medzi sebou maju vztah typu
predator a korist, pricom ¢lovek predstavuje predatora a les korist. Zmena koncentracie
oxidu uhlic¢itého zavisi od velkosti populacie — ¢im viac Tudi, tym viac sa ho emituje do
ovzdusia. Dalej do rovnice vstupuje odéerpavanie CO, vplyvom vody a fotosyntézy lesov.

My v nasej praci budeme pre prvy model vychadzat najma zo spomenutého kom-
partmentového modelu, ktory pouzijeme ako zdrojovy ¢len v priestorovom modeli v 3D a
potom v dalsej Casti prace mierne modifikujeme druhy model z ¢lankov [18] a [19].

Prva kapitola obsahuje predikované hodnoty oxidu uhli¢itého emitovaného vplyvom
ludskej ¢innosti, ktory je odbornejsie nazyvany antropogénny oxid uhli¢ity. Na predikciu
sme pouzivali teériu ¢asovych radov a opierali sme sa primarne o [24].

V druhej kapitole sme popisali zakladny model atmosférického prudenia, tzv. advekcno-
difiznu rovnicu, pricom sme cerpali najmé z knihy [26]. Této rovnica popisuje zmenu
koncentracie (hustoty) ¢astic vo vzduchu za ¢as ¢t v dosledku advekcie a diftzie. V nasom
pripade po6jde o ¢astice oxidu uhli¢itého. Dalej sa tu zaoberame numerickymi metédami
na riesenie tejto advekéno-difiznej rovnice, pricom opéat vychadzame najmé z knihy [26].

Odporicanou metédou riesenia a aj najcastejsie pouzivanou pri modelovani pridenia kva-
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palin je metéda konecénych objemov (angl. finite volume method).

V dalsej casti druhej kapitoly popisujeme priestorovy model, ktorého cielom je za-
chytit a predikovat pohyb ¢iastociek CO, nad Eurépou. Pohyb tychto ciastociek je dany
advekcéno-difiznou rovnicou so zdrojovym cClenom, pricom ako zdrojovy ¢len pouzivame
predikované mnozstva emisii COs z prvej kapitoly.

V poslednej kapitole sa venujeme modelu koncentracie COy pomocou velkosti Iudskej
populdcie na zdklade ¢lankov [18] a [19]. V nasej praci sme tento model oproti povodnej
verzii obohatili o regionalitu — pozerali sme sa na kazdy stat Eurdpy zvlast a do modelu
sme zahrnuli aj interakcie medzi jednotlivymi krajinami. Na odhadnutie interakcii sme

pouzili redlne data vetra nad Eurépou za rok 2017.

16



1 Antropogénne emisie CO, v eurdpskych krajinach

Antropogénny oxid uhli¢ity je ten, ktory je do ovzdusia vylucovany vplyvom ludskej ¢in-
nosti. Hlavnym zdrojom tohto oxidu uhli¢itého je spalovanie fosilnych paliv, ¢o podla [9]
tvori takmer 80% vsSetkych emisii. V nasom modeli sa pre jednoduchost zameriavame iba
na Staty Eurdépy. Odhady mnozstva emisii nam budu slizit neskor v Kapitole 2 v mo-
deli (2.42). Na odhadovanie dat pre rok 2017 sme vyuzili met6dy modelovania pomocou
casovych radov opierajic sa o [24]. Pre potreby tejto prace teraz zadefinujeme niekolko
pojmov, ktoré boli podrobne opisané a odvodené prave v [24], no pre nasu pracu nie si

tieto odvodenia kltucové.

Definicia 1.1 Staciondrnym procesom nazveme proces x;, ktory splia nasledujice vlast-
nosti:

(1) Elw]=p ¥,

(2)  Covlxy,xs) =~(t —s|) Vi, s,

pricom z (2) vyplgva: Var|x;] = const. Vt.

Definicia 1.2 Biely sum u; je délezitym prikladom staciondrneho procesu s vlastnostami:
(1)  Elu) =0 WVt
(2) Var[u) =02 Vit,
(3)  cov(u,us) =0 Vit #s.

Je to zdkladny ndhodny proces, pomocou ktorého budeme definovat dalsie procesy.

Definicia 1.3 Pod pojmom autoregresni proces p-teho radu AR (p) budeme rozumiet pro-
ces v tvare:

Ty =0+ oxiq+ -+ opTi, +uy,
kde u; je biely sum.

Definicia 1.4 Pod pojmom moving average proces q-teho radu MA(q) budeme rozumiet

proces v tvare:

Ty = p+up — Brug—1 — Polle—2 — ... — Palls—q,

kde ug,up—1, ..., u—q je biely sum.
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Definicia 1.5 Ak treba proces k-krdat diferencovat, aby sme dosiahli stacionaritu, nazyjva

sa integrovany proces k-teho rdadu 1(k).
Definicia 1.6 Kombindciou predosljch procesov dostaneme proces ARIMA (p, k, q).

Dalsou metédou, ktort budeme pouzivat pri modelovani trendov je Holt-Wintersova me-
téda popisand v [24]. Dalej v kapitole nasleduji konkrétne odhady modelov pre emisie v
jednotlivych krajinach Eurépy. Data o emisidch sme Cerpali z [7] a z [13] a zdrojové kody

prikladame na CD na zadnej strane prace.

1.1 Zapadna Eurépa

Do zépadnej Eurépy sme zaradili krajiny Irsko, Velkd Brit4nia, Belgicko, Holandsko, Fran-
ctizsko, Luxembursko, Portugalsko a Spanielsko. V tejto podkapitole ukézeme ako sme
pristupovali k datam a vo zvysnych budeme pouzivat rovnaky postup a kroky uz nebu-
deme duplicitne popisovat. Zoberme si napriklad Velku Britaniu. Ako vidime na Obrazku
la data emisii vykazuju trend, preto na modelovanie pouzijeme ich prvé diferencie zobra-

zené na Obrazku 1b.

2400

2200
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2000 2005 2010 2015 2005 2010 2015
Time Time

(a) Priebeh emisii vo Velkej Briténii. (b) Prvé diferencie.

Obr. 1: Emisie vo Velkej Britanii.

Ako vhodny model vyberieme model ARIMA(1,1,0). Vystup pre tento model z Rka

je zobrazeny na Obrazku 2.
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Meodel: (1,1,0) Standardized Residuals

. .
o
a
o T T T T
2000 2005 2010 2015
Time
ACF of Residuals Normal Q-Q Plot of Std Residuals
w
2
Gttt ittt E o L L -7
& ° 4, | L 8 © 3 2
o 7] T T T T T z -7
o [
' T T T T T T T E ST T T T T
2 4 & ] 10 12 14 w -2 -1 0 1 2
LAG Theoretical Quanties
p values for Ljung-Box statistic
@ — o
2 g ] a o "° =T @ e " 4 e o °
=
o o e _
(=] T T T T
5 10 15 20

lag

Obr. 2: Testovanie modelu.

Na Obrazku 2 si vlavo v strede mozeme vsimnut autokorela¢ni funkciu rezidui daného
modelu, pricom vSetky jej hodnoty padli do 95% intervalu spolahlivosti, ¢o znadi, Ze
hypotézu o tom, zZe jednotlivé korelacie s 0 nezamietame. Rovnaky vysledok vysiel aj v
Ljung-Boxovom teste, kde vSetky p hodnoty vysli nad 5% hranicu. To znamen4, Ze naSe
rezidua si dobrym kandidatom na biely Sum.

Na zaver skontrolujeme, ¢i je proces skutoc¢ne stacionarny. Vidime, ze na Obrazku 3

vysiel koren mimo jednotkového kruhu, to znaéi, ze dany proces je stacionarny.
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Roots and Unit Circle

Imaginary Part
0

Real Part

Obr. 3: Overenie stacionarity.

Predikcia pomocou modelu ARIMA (1,1,0) je zobrazend na Obrazku 4.
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Obr. 4: Predikcia pre Velkt Britaniu na rok 2017.

V Tabulke 1 sa nachéddzaji tdaje o emisiach pre zapadni Eurdépu, pricom cervenou

st zvyraznené odhady.
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Zapadna Eurdépa

2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017

1 Belgicko 4342 4305 4292 4351 4385 4266 4218 4115 4128 3685 3889 3586 3483 3495 3328 3455 3482 3411
2 Francizsko 785 786 780 793 798 805 785 769 757 721 739 693 693 692 637 647 658 635
3 Luxembursko | 3757 3980 4316 4518 5093 5202 5106 4912 4863 4631 4864 4795 4652 4440 4296 4166 4049 4 049
4 Holandsko 4409 4528 4520 4600 4655 4566 4457 4469 4545 4397 4679 4378 4266 4272 4099 4284 4316 4 265
5 Velkd Britdnia | 2400 2434 2367 2417 2435 2432 2426 2391 2333 2117 2189 2021 2097 2055 1891 1822 1699 1 681
6 Tfrsko 670 709 689 682 688 720 718 721 714 631 626 570 568 558 554 583 617 651
7 Spanielsko 645 649 688 698 734 766 750 766 702 622 595 599 589 534 538 574 550 530
8 Portugalsko 742 738 el 725 757 783 733 707 683 649 606 594 575 556 557 605 579 576

Tabulka 1: Vysledné emisie na km? v §tatoch zdpadnej Eurépy.

Pre krajiny Belgicko, Franctzsko, Irsko, Luxembursko a Portugalsko sme pouzili Holt-
Wintersovu metédu zhladzovania. Pre Holandsko bol vhodny model ARIMA (4,1,0), Spa-
nielsko ARIMA(2,1,0) a pre Velki Britaniu bol vhodny model ARIMA(1,0,0).

irsko Velka Britania

FEFELLF S S LT T ST E S EEE S
(a) Emisie na km? v Irsku. (b) Emisie na km? vo Velkej Brit4nii.
Belgicko Holandsko
FEEEEEESEL ST LS5 FEFLLEEE ST TS
(c) Emisie na km? v Belgicku. (d) Emisie na km? v Holandsku.

Obr. 5: Emisie v zapadnej Eurépe cast 1.
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Francuzsko Luxembursko
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(a) Emisie na km? vo Franctzsku. (b) Emisie na km? v Luxembursku.
Spanielsko Portugalsko
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(c) Emisie na km? v Spanielsku. (d) Emisie na km? v Portugalsku.

Obr. 6: Emisie v zapadnej Eurépe cast 2.

1.2 Severna Eurépa

Do severnej Eurépy sme zaradili staty Svédsko, Nérsko, Finsko a Dénsko. Pre Nérsko
sme zvolili model ARIMA(2,1,0), Svédsko, Finsko a Dénsko sme uréili pomocou Holt-
Wintersovho zhladzovania.

Severna Eurépa

2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017
1 Dénsko | 1335 1372 1356 1475 1353 1272 1456 1345 1265 1200 1210 1095 990 1035 942 887 919 833

Finsko 173 189 197 219 209 174 208 203 180 171 195 174 158 160 148 138 147 133
Noérsko 150 155 151 156 158 155 151 154 153 150 158 154 149 149 149 150 152 150
Svédsko 126 128 130 131 130 124 124 123 119 110 123 114 108 105 101 101 101 101

= W

Tabulka 2: Vysledné emisie na km? v §tatoch severnej Eurdpy.
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Dansko Finsko
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(a) Emisie na km? v Déansku. (b) Emisie na km* vo Finsku.
Nérsko Svédsko
159 135,00
157 130,00
155 125,00
. 120,00
115,00
151
110,00
9 105,00
147 100,00
145 95,00
FEFET S F PP PS5 FELFEFSEPL ST F ST

(c) Emisie na km? v Nérsku. (d) Emisie na km? vo Svédsku.

Obr. 7: Emisie v severnej Eurépe.

1.3 Stredna Eurépa

Do strednej Eurépy sme zaradili Raktsko, Cesko, Nemecko, Madarsko, Polsko, Slovensko,
Slovinsko a Svajéiarsko. V Tabulke 3 uvddzame konkrétne data o emisiach, pricom cer-
venou st zvyraznené odhady. Pri Svajéiarsku sa nam podarilo ziskat iba tidaje do roku

2015, preto sme odhadovali 2 roky.

Stredna Eurépa

2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017

1 Rakisko 809 857 877 943 950 967 936 906 903 827 887 861 830 831 787 819 823 805
2 Nemecko 2572 2616 2570 2574 2536 2488 2524 2452 2460 2276 2398 2339 2357 2410 2294 2286 2296 2274
3 Svajéiarsko | 1192 1222 1173 1192 1201 1216 1210 1167 1207 1174 1216 1123 1157 1182 1086 1077 1111 1074
4  Madarsko 638 655 644 673 658 660 653 639 627 565 570 551 510 478 480 509 514 507
5 Cesko 1635 1631 1592 1639 1651 1623 1641 1660 1596 1496 1514 1486 1441 1395 1339 1352 1323 1295
6 Polsko 1017 1006 981 1021 1035 1032 1074 1074 1053 1010 1067 1066 1042 1028 990 1000 1016 1012
7 Slovensko 833 879 842 852 863 864 860 827 838 760 779 765 728 719 676 684 678 665
8 Slovinsko 754 799 807 795 811 826 836 844 890 797 799 798 772 741 660 665 699 679

Tabulka 3: Visledné emisie na km? v §tatoch strednej Eurépy.

V krajinach Rakisko, Nemecko a Slovinsko sme pouzili Holt-Wintersovu metodu. Pre

Cesko sme zvolili ARIMA(2,1,0), pre Madarsko ARIMA(1,1,0), pre Polsko ARIMA(0,1,1),
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pre Slovensko ARIMA(1,1,0) a pre Svajéiarsko ARIMA(2,1,0).

Rakusko Nemecko
1000,00 2650,00
2600,00
950,00 2550,00
2500,00
200,00 2450,00
850,00 2400,00
2350,00
800,00 2300,00
2250,00
750,00 2200,00
ﬁ,Cé) mcbxﬁ?@m‘?% '19& 'E@ “Séic x‘é\ & ¥ & q "9'@ ’19’»\.%6;"’19\?, 190 ﬂfgf’ 'f’wb "94\ ﬁ9§ '19(3\'1,&'\"19& “,@b '»é)h + b'\é\ & ¥ ’\-ég’ '19@ "P'\N@Q"Fo '\P‘& "9'@ '9@ '\60
(a) Emisie na km? v Raktisku. (b) Emisie na km? v Nemecku.
Svaijtiarsko Madarsko
1250,00 690,00
1230,00
1210,00 540,00
1190,00
1170,00 590,00
1150,00
1130,00 540,00
1110,00
1090,00 490,00
1070,00
1050,00 440,00
'SFP _§p ; “9&*9& ‘E@ 1967 m@oﬁ.§ '»dgﬂ ‘L@q "9\0 '9\'& “ES;L “9\?’ ‘9\'5 ‘P\b, ‘u@h ‘P{'\ '15@ & {5\9 "Sggj ”S}g. '19@ o bﬂ,‘;s\ x‘p‘b '5& 45’@ & '190 "90'1,‘5\‘“ x“{q '\9'@ "S’O
(¢) Emisie na km? vo Svajéiarsku. (d) Emisie na km? v Madarsku.
Obr. 8: Emisie v strednej Eurépe cast 1.
Cesko Polsko
1700,00 1100,00
1650,00 1080,00
1600,00
1060,00
1550,00
1500,00 1040,00
1450,00 1020,00
1400,00 1000,00
1350,00
1500,00 980,00
1250,00 960,00
I R FEFLELEL LS F 5
(a) Emisie na km? v Cesku. (b) Emisie na km? v Polsku.

Obr. 9: Emisie v strednej Eurépe cast 2.
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Slovensko
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(a) Emisie na km? na Slovensku.

Slovinsko
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(b) Emisie na km? v Slovinsku.

Obr. 10: Emisie v strednej Eurdpe cast 3.

1.4 Juzna Eurdépa

V juznej Eurépe méame staty Albansko, Bosna a Hercegovina, Bulharsko, Chorvatsko,

Grécko, Taliansko, Macedénsko, Cierna Hora, Rumunsko, Srbsko a Turecko.

Juzna Eurépa

2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017
1 Albdnsko 07 114 132 152 147 146 145 149 147 132 144 153 149 155 170 176 184 189
2 Bulharsko 411 M5 421 460 452 463 474 508 494 417 437 485 441 390 414 442 414 401
3 BosnaaHercgovina | 269 261 279 283 305 327 364 383 420 418 420 483 475 472 476 497 501 517
4 Chorvatsko 350 370 389 412 406 415 419 443 421 389 376 369 341 331 318 320 304 293
5 Grécko 707 814 811 848 852 881 871 888 862 809 755 735 709 636 616 588 560 544
6 Taliansko 1573 1504 1598 1647 1662 1660 1648 1622 1580 1409 1441 1401 1325 1234 1182 1217 1222 1201
7 Macedénsko 480 477 435 450 445 448 384 411 402 361 363 403 390 353 335 348 354 323
8  Cierna Hora NaN NaN NaN NaN NaN 142 164 155 189 126 178 177 161 155 152 150 147 145
9 Rumunsko 302 415 415 434 420 419 431 448 434 363 347 373 362 325 326 333 317 308
10 Srbsko NaN NaN NaN NaN NaN NaN 612 595 590 523 521 558 499 509 427 454 436 419
11 Turecko 203 273 285 304 316 342 348 382 384 378 394 417 432 414 441 447 4TI 479

Tabulka 4: Visledné emisie na km? v §tatoch juznej Eurépy.

Na krajiny Chorvatsko, Grécko, Taliansko, Cierna Hora, Rumunsko a Srbsko sme pou-
zili Holt-Wintersovu metédu. Pre Albdnsko bol vhodny model ARIMA(1,1,0), pre Bosnu a
Hercegovinu ARIMA(2,1,0), pre Bulharsko ARIMA(3,1,0), pre Macedénsko ARIMA(4,1,0)

a pre Turecko ARIMA(2,1,0).

25



Albansko
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(a) Emisie na km? v Albansku.

Bulharsko
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(c) Emisie na km? v Bulharsku.

Bosna a Hercegovina
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(b) Emisie na km? v Bosne a Hercegovine.

Chorvétsko
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(d) Emisie na km? v Chorvatsku.

Obr. 11: Emisie v juznej Eurépe cast 1.
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(a) Emisie na km? v Grécku.

Maceddnsko
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(c) Emisie na km? v Macedénsku.
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(b) Emisie na km? v Taliansku.

Cierna Hora
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7

(d) Emisie na km? v Ciernej Hore.

Obr. 12: Emisie v juznej Eurépe cast 2.
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Rumunsko Srbsko
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(a) Emisie na km? v Rumunsku. (b) Emisie na km? v Srbsku.

Turecko
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(c) Emisie na km? v Turecku.

Obr. 18: Emisie v juznej Eurépe cast 3.

1.5 Vychodna Eurépa

Poslednou castou je vychodnd Eurdpa, kam sme zaradili Bielorusko, Esténsko, Lotyssko,
Litvu, Moldavu, Rusko a Ukrajinu. Pre Bielorusko sme zvolili model ARIMA(1,1,0), pre
Estonsko ARIMA(3,1,0), pre Moldavu ARIMA(1,1,0) a pre Ukrajinu ARIMA(2,1,0). Na

predikciu v Lotyssku, Litve a Rusku sme pouzili Holt-Wintersovu metédu.

Vychodna Eurépa
2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017

Bielorusko | 259 254 253 258 280 306 328 311 325 314 340 318 322 324 322 288 302 302
Esténsko 340 347 337 378 383 381 364 445 395 324 421 423 398 436 419 352 378 411
Lotyssko 111 117 117 121 121 123 131 137 131 120 137 126 122 119 116 117 112 110
Litva 182 193 194 194 203 218 223 244 234 198 212 218 219 204 201 205 191 187
Moldava 104 110 118 127 135 248 240 241 236 229 246 249 248 219 236 238 245 254
Rusko NaN NaN NaN NaN NaN 422 431 432 429 403 423 442 444 440 422 418 409 406
Ukrajina 423 425 421 465 453 582 585 599 572 473 510 533 519 503 442 356 385 378

~N Y Ut e W N

Tabulka 5: Vysledné emisie na km? v §tétoch vychodnej Eurépy.
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Bielorusko Moldava
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(a) Emisie na km? v Bielorusku. (b) Emisie na km? v Moldave.
Rusko Ukrajina
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410,00 400,00
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(c) Emisie na km? v Rusku. (d) Emisie na km? v Ukrajine.

Obr. 14: Emisie v vychodnej Eurépe cast 1.

Estonsko Lotyssko
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(a) Emisie na km? v Esténsku. (b) Emisie na km? v Lotyssku.
Litva
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S ’Egs\ FELF
(c) Emisie na km? v Litve.

Obr. 15: Emisie v vychodnej Eurépe cast 2.
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2 Model sirenia pomocou advekcéno-diftiznej rovnice
so zdrojovym clenom

Advekéno-difiizna rovnica popisuje zmenu koncentrécie (hustoty) ¢astic vo vzduchu za cas
t v dosledku dvoch samostatnych procesov: advekcie a diftzie. Napriklad podla [12] difuzia
predstavuje samovolné prenikanie ¢astic jednej latky medzi castice druhej latky rovnakého
skupenstva. Advekcia je pohyb ¢iastociek sposobeny vplyvom pridenia vzduchu. Zmena
koncentracie ¢ = ¢(z,y, z,t) meranej v [kg/m?] je podla [26] dand ako

Jc .
a:V.(DVC)—V~(UC)+S, (2.1)

kde V- predstavuje operator divergencie, v knihe [26] definovany ako V - F(x,y,z) =
% + % + %, V predstavuje operator gradient. Funkciu D = D(z,y, z,t) nazyvame di-
fazny koeficient s jednotkami [m?/s|, @ = w(x,y, z, t) je vektorové pole, popisujice rychlost
pridenia vzduchu v [m/s] a S = S(z,y, 2,t) predstavuje vonkajsie zdroje v [kg/(m?s)].
Operator divergencie pridd v jednotkach do menovatela [m], a preto vo vysledku dosta-

neme zhodu medzi jednotkami nasledujicim spdsobom:

1 kg 1 m? 1 ke 1 m k kg
e Tt T T el
S m m s m wm s m mes
2 c v- D \Y% c v 0 c R

2.1 Advekcia

Advekcia je fyzikdlne pomenovanie pre prenos vzduchovej hmoty priadenim. Uvazujme
mald iastocku kvapaliny v tvare pravidelného hranolu so stranami dizky dz, dy a 6z a
stredom v bode (x,y, z). Podla knihy [26] je miera ndrastu hmoty za jednotku ¢asu v

¢iastocke kvapaliny danad vztahom

;(cdméyéz) = g(;éxéyéz, (2.2)

kde funkcia ¢ predstavuje koncentraciu (hustotu) a dzdydz je objem danej Ciastocky.
Dalej potrebujeme vziat do tivahy mnozstvo hmoty, ktoré vytedie alebo vtedie cez

hranice telesa. Nech # predstavuje trojrozmené vektorové pole, pricom # = (u,v,w)?,

ktoré charakterizuje tento tok. Toto vektorové pole je obvykle funkciou priestorovych

premennych (z,y, z).
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Obr. 16: Zobrazend jedna bunka. Obréazok je prevzany z [26, str. 10].

Podla [26] je ciastocka hmoty tak mala, Ze na aproximéciu vlastnosti kvapaliny nam

postacia prvé dva ¢leny Taylorovho rozvoja, konkrétne pre smer x

uc (:C + ;6a:,y, z,t) =uc(z,y,z,t)+ 8(61;0) (1: + ;5x —x,, 2, t)
=uc(z,y,z,t) + 8(81;0) : ;635,

uc (a; — ;53:,34, z,t) =uc(z,y,z,t) + 8591;0) (a; —r— ;53;, Y, z,t)
=uc(z,y,z,t) — 82:) . ;61'.

Analogicky takuto aproximéaciu urobime aj v smere y a v smere z, ¢im dostavame situaciu

vyobrazenu na Obrazku 17.
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Obr. 17: Zobrazeny pritok a odtok hmoty na hranici telesa. Obrazok je prevzany z [26, str. 11].
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Z Obréazku 17 je vidno, zZe ¢isty tok do ¢iastocky cez hranice je dany ako

Jd(cu) 1 Jd(cu) 1
(cu o 253:) oydz — (cu + “or 551: oydz
d(ev) 1 d(ev) 1
+ (cv ay 25y> dxdz (cv + oy §5y 0xdz (2.3)
J(ew) 1 d(ew) 1
+ (cw — 5 25,2) dxdy — <cw + 5 5575 0xdy,

pricom pritok ma pozitivne znamienko a odtok zase naopak negativne.

Podla zakonu zachovania hmoty [26], celkovd zmena hmoty vnitri telesa za ¢as sa rovné
mnozstvu hmoty, ktoré vtecie minus mnozstvo hmoty, ktoré odtecie cez hranicu telesa.
Dostaneme tak rovnost medzi vyrazmi (2.2) a (2.3). Po predeleni celkovym objemom

telesa dxdydz dostavame rovnost

dc  O(cu) 0(cv)+a(cw)

ot Ox oy oz 0 (24)

Této rovnica sa da prepisat do kompaktnejsieho tvaru pouzitim operatora divergencie
V- ako
oc

5 TV (ei)=0. (2.5)

Takymto sposobom dostdvame advekény ¢len v advekéno-diftiznej rovnici (2.1).

2.2 Difazia

Ako bolo spomenuté vyssie, diftizia je proces samovolného prestupovania castic jednej
latky medzi castice druhej latky. Tento proces prebieha vo vsetkych skupenstvach, naj-
rychlejsie vsak v plynoch. To, s akou rychlostou budu castice prestupovat, je dané difiz-
nym koeficientom D(x,y, z,t), ktory sa mdze menit vzhladom na polohu a cas t. Funkcia
koncentracie ¢ zavisi od miesta ¥ = (z,y, z) a ¢asu t. Odvodenie rovnice popisujicej tento
jav ndjdeme v knihe [25] a vysledny tvar je

Oc
5 =V (DVe). (2.6)

V pripade, ze difizny koeficient D je rovnaky pre kazdy cas a polohu, vieme rovnicu
prepisat do tvaru
oc

— = DVZc. 2.
oy Ve (2.7)

Konkrétne pre CO, je podla [17] diftizny koeficient vo vzduchu rovny 14 mm?/s.
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2.3 Numerické metdédy riesenia advekcéno-difiznych rovnic

Na riesenie advekéno-difiznych rovnic existuje viacero metéd, napriklad metéda konec-
nych diferencii alebo metéda koneénych prvkov. Podla knihy [26] je najvhodnejsou meto-
dou na numerické rieSenie pohybov plynov metéda konec¢nych objemov (angl. finite volume
method). Toto rieSenie je definované vo vnitornych uzloch (centrach) kazdej bunky na-
diskretizovanej mriezky v 3D priestore. Ako prvy krok zintegrujeme rovnicu (2.1) cez
vsetky konec¢né objemy (angl. finite control volumes). Nasledne integral nadiskretizujeme
do algebraického systému.

V zavislosti od spésobu diskretizacie dostdvame rozne numerické schémy: napriklad
schéma vyuzivajuca centralne diferencie, upwind schéma alebo metéda zmensujicej sa
totalnej varidcie (angl. total variation diminishing - TVD). Podla knihy [26] by mala

diskretizaéna schéma spliiat nasledujtce vlastnosti:
e konzervativnost (angl. conservativeness)
e ohranicenost (angl. boundedness)
e transportivnost (angl. transportiveness)

Zo spomenutych met6d mé na zdklade [26] vSetky tieto tri vlastnosti prave TVD schéma,

preto ju budeme dalej vyuzivat v numerike.

2.3.1 Metéda koneénych objemov v 3D pomocou TVD schémy

Ako bolo spomenuté vyssie, advekéno-difiznu rovnicu budeme riesit pomocou metody
kone¢nych objemov. Potrebujeme teda vytvorit 3D siet, ktora bude obsahovat malé ele-
menty — bunky. Bunka m4 stred (uzol) v bode P a Sest susednych uzlov W, E, S, N, B,T
(west — zépad, east — vychod, south — juh, north — sever, bottom — spodok, top — vrch).
Malé pismend w, e, s,n, b, t oznacuju prislichajice steny bunky, tak ako je zobrazené na
Obrézku 18. Dizku hrany bunky v smere z oznadime dz, v smere y je to dy a v smere z
je to dz. Schéma sa da vytvorit aj pre rozne velké bunky (popisané napriklad v [26]), t.j.
meniace sa 0x, 0y aj 0z, my pre zjednodusenie berieme dz, dy aj dz rovnaké pre vsetky

bunky.
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Obr. 18: Zobrazend jedna bunka mriezky v 3D. Obrazok je prevzany z [26, str. 131].

Pre lahsie pochopenie odvodenia schémy pre rovnicu zacneme sledovanim [26] so sta-

cionarnou advekéno-difiznou rovnicou v tvare
V- (DVc¢) =V - (uc), (2.8)

pricom vektorové pole je @ = (u,v,w)T, parameter D predstavuje difizny koeficient,
operator V- je operator divergencie a funkcia c reprezentuje koncentraciu.
Rovnicu (2.8) zintegrujeme cez objem jednej bunky (tzv. control volume), ktory ozna-

¢ime AV a dostaneme rovnicu v tvare

W 3 (P5) o (P5y) 3 (25 v = Jlf v- @ o

a teda

oc Jdc dc Oc dc dc
CY (L) wp(E) —p(Z) +p(L) —p(E) =
D<ax>e <ax>w+ <ay>n <ay>s+ <az>t (az)b
= (UeCe — UyCy) + (VpCn — vsCs) + (Wi — wpep).  (2.10)

Aproximéaciou derivacie v difiznom ¢lene pomocou centralnej diferencie dostaneme z

(2.10) rovnicu v tvare

pleecen) _pleran)] [plezcn) _plen—cal],

. [D@T—CP) _ plep—cp)

(2.11)

0z 0z

] = (UeCe — UCyw) + (VnCn — VsCs) + (Wiey — W),

pricom cp predstavuje koncentraciu v bode P a obdobne s ostatnymi bodmi.
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Na advekény clen pozijeme TVD schému. Pre tok v pozitivhom z-ovom smere u > 0,

pozitivnom y-ovom smere v > 0 a pozitivhom z-tovom smere w > 0 definujeme, podobne

ako v jednorozmernom pripade (vid. [26]), koncentrécie na stenach bunky pomocou TVD

schémy ako

1

ce = cp+ sU(rT)(ce — cp),

2
1

cw = cw + S0(ry) (cp — ew),

2
1

cn = cp+ Sth(r})(en — cp),

2

cs = Cg + lw(rj)(cla —cs),

2

o =cp+ 1@/J(?“,T)(CT —cp),

1
— +
Cb =CB + §¢(rb )(cp — cB),
kde r+ = te=tw o+ _— cw—Cww p+ _ Cp=Cs .+ _ Cs—=Css 7“;“:
€ cg—cp’ W cp—ew M cy—cp’'s cp—cg cr—cp

2

cp=CtB 4 rl-)i— _

(2.12)
(2.13)
(2.14)
(2.15)
(2.16)

(2.17)

CB—CBB

cCp—CRB :

Funkcia ¢ predstavuje tzv. limitujicu funkciu (angl. limiter function), ktord moze byt

podla [26] jednou z funkcii z Tabulky 6.

Nazov

Limitujtca funkcia

Van Leer

Van Albada

Min-Mod

SUPERBEE
Sweby
QUICK
UMIST

Tabulka 6: Tabulka s réznymi typmi limitujtacich funkeif [26].

i) =5
v = £

min{r,1} ak r >0

U(r) =

0 ak <0
¥ (r) = max{0, min(2r, 1), min(r, 2) }
(r) = max{0, min(Gr, 1), min(r, 5)}
¥(r) = max{0, min(2r, 2, 2)}
¥(r) = max{0, min(2r, =, 357, 2)}
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Dosadenim vyrazov (2.12)—(2.17) do rovnice (2.11) dostaneme rovnicu

[2tcn—co) = ten =] + | flew = en) = en—cs)] 4

e = ep) = 5 (ep — )] =

g fep 200 er = )|~ ew + 3005 er — ew)] (2.18)
v [er + S0 ew = )] = vs fes + 5007 er — cs)]

i [ep 500 )er = en)] = waen + 500 er — )]

Preusporiadanim rovnice (2.18) dostavame schému

+7+ue+vn+wt

2D 2D 2D
ox Oy 0z

D +{D+ ] P2y
cp = —=¢C — +u,l|c —c — +v|c
Fosa ox W 5yN oy 5

+ QCT + [D + Wb} Cp — Ue [1¢(T:)(0E - CP)} T Wy {1¢(T$>(0P B CW)]

0z 0z 2 2
—va [300)ex = )| +v. 300 er — cs)]
+ Wy B@b(?"j)(@p — cB)} :

2
1 +
§¢(Tt )(er —cp)

W, {
(2.19)
Analogicky pre tok v negativhom z-ovom smere u < 0, negativnom y-ovom smere

v < 0 a negativhom z-tovom smere w < 0 definujeme, podobne ako v jednorozmernom

pripade (vid. [26]), koncentracie na stenach bunky pomocou TVD schémy ako

Ce = CE + ;w(r;)(cja —cp), (2.20)
Co = Cp + ;w(rg)(cw —cp), (2.21)
n = o + 500 (ep — cx), (2.22)
cs =cp+ ;w(frs)(cs —cp), (2.23)
¢ =cr+ ;w(rt)(cja —cr), (2.24)
cp=cp+ ;w(rb_)(cB —cp), (2.25)
kde r; = %,T; = %,r; = %,r; = %, , = % ar, = %

Podobne ako v pripade pozitivnych smerov dosadime vyrazy (2.20)—(2.25) do rovnice
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(2.11) a dostaneme vysledok v tvare

D D D D
[&E(CE —cp) — %(CP - CW)} + [cSy(CN —cp) — @(Cp - CS)] +
+ [(Q(CT —cp) — ;Z(CP - CB)} =
+u _c + 17,0(7"_)(0 —c )] —u _c + 177/1(7“_)(0 —c )} (2.26)
e | E 9 e P E w | P 2 w w P
v [ex + 3007 er — )] = v [er + 3007 es — )]
by [en+ 500 ep = en)] = wa [en + 3007 )en — )]

Rovnicu (2.26) preusporiadame a dostaneme

2D+2D+2D u {D u} -I—D n D +D
— F+— 4+ ——uy, —Vs—Wy|lcp=|——u.|c —c — —vVv,|c —c
ox Oy 0z oL ox B s oy N oy S
D D 1 1
+ [52 — wy| e + 5,08 e |:2w<7ﬂe_)(cp — CE)] +u, {2¢(r;)(cw — cP)}
1 1
— v |00 er — )] + ve |50 es = ep)]
1 1
= w007 er = en)| + w007 (en — )|
(2.27)
Vo vysledku tak dostaneme schému
apcp = agCg + awew + aycy + ascs + arcer + ageg + Sfc (2.28)

s koeficientom

ap =ap+aw +ay +as+ar+ag+ (w. —uy) + (v, — vs) + (W, — W)

Ostatné koeficienty TVD schémy a vyraz korekcie si zadané v Tabulke 7.
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TVD koeficienty

ag LD 4 max(0, —u,)
aw 2 + max(0, u,)
ay 5y + max(0, —vy,)

(
(
as @ + max (0, v,)
(
(

ar % + max(0, —w;)

ap % + max(0, wp)
Korekcia

Sf?c %u [(1—a)(ry) — ap(r?)] - (cg — cp) o, =1preu, >0, o =0 pre u, <0
30, [(1 — o) (ry) — awb(ry)] - (ew — cp) | aw =1 pre u, > 0, o, = 0 pre u,, < 0

Vi [(1 = an)(r,) — antp(r)] - (ey —cp) | @ =1prev, >0, a,, =0 pre v, <0

+§Vs (1 —a)Y(ry) — asp(rf)] - (cs — cp) ay,=1pre v, >0, oy =0 pre vy <0
—&—%Wt [(1 DU(ry) — b (rf )} (ep—cp) | apg=1prew; >0, a; =0 pre w; <0
+%Wb [(1 ap)(ry ) — abw(r{f)} “(ecg—cp) | apy=1pre w, >0, a =0 pre w;, <0

Tabulka 7: Tabulka koeficientov pre 3D TVD schému.

2.3.2 Metoda koneénych objemov v 3D s casom

V tejto podkapitole sa budeme venovat numerickému rieseniu transportnej advekéno-

diftiiznej rovnice v tvare

de
ot

pri¢om si podla vzoru [26, str. 243] pomdzeme schémou odvodenou pri staciondrnom tvare.

=V - (DVc)—V - (ic) + S, (2.29)

Dostavame tak rovnicu

/ (/// dv) :/At(g V-(DVC)dV) dt

-/ (4 V-(ﬁc)dV) dt + / (4 de) dt. (2.30)

t
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Z nej po pouziti vysledkov v stacionarnom odvodeni rovnice dostaneme tvar

(] i)

t+At
oc oc oc oc oc oc
— [ p(Z) —p () +p(&) —p (&) +p (&) —p (&
t/ [ (ax>e (ax>w+ <8y>n <ay>s+ <az>t (az>b] dt

t+ At t+At
— / [(teCe — UCw) + (UnCn — VsCs) + (wpey — wyey)] dt + / SAVdt, (2.31)

t t
kde S predstavuje priemern hodnotu funkcie S na oblasti kontrolného objemu C'V. Lava
strana z (2.31) sa da prepisat do tvaru

t+At

Zé/ ( t/ gidt) dV = Zé/ [c]iJrAt dv = Z{/(Cwm — AV = (A — AV, (2.32)

Po pouziti centralnej diferencie na diftzny ¢len dostaneme z (2.32) rovnicu

R (¢ cp) (c cw)
tHAL _ t _ E _—CpP) P — Cw
(c AV t/ [D 5 D 5 ]
(en —cp) B (cp —cs) (cr —cp) B (cp —cB)
+ [D 5y D 5 + | D 5 D 5 dt (2.33)
t+At t+At

— / (UeCe — UCy) + (VnCpn — VsCs) + (wecy — wpcy)dt + / SAVdt.

t t

Z rovnice vieme dalej odvodif implicitni, explicitni alebo kombinovant schému podla
volby aproximacie ¢asového integralu. Pre nasSe rieSenie rovnice sme zvolili implicitni
schému, preto integral vycislime v bode ¢t + At. Dostavame

(3 _ AV = lD(cht _ Ay B D(C?—At _ cwm)} N

ox ox
N [D (C%At . Cw};rAt) B D(C?At o Cg+At)‘| At
oy oy
. D(CtTJrAt b - D(CthAt A N (2.34)
0z 0z

t+At
- / (UeCe — UnpCip) + (VnCn — VsCs) + (wicy — wycy)dt + SAV AL.
¢
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Podobne ako v stacionarnom pripade dostaneme pre toky v pozitivnom smere rovnicu

(CQAL; CP)AV SAV + [fx( LEAL LAl (g( LRAL_ LAty
s - - D )
[ = - S - ) -
e S )] o [ Ju0) - ]
v [ ot - ] v [ A S e — )
— w [ SO — )] w [+ S = )
a pre toky v negativnom smere zase
(CgA;t— CP)AV SAV + [f( LEAL Ay (g( Lrar_ %At)]
b = ) - D - )
¥ [fz,(ctfm ) — (A a0
e [ 4 o) — )] 4 [ S el — )
v e Lt - ] v [+ Ly -
S [ L - ] o s Lo - ).
Preusporiadanim rovnice (2.35) dostaneme
(cﬁizt—ctp)m/ Bf + 2;; + 251; +u.+ v, +wt] A = SAV
+ (gc?“ - [f +u, | At + 5 LRAL | [5 + vsl s+ icﬁf*“ + Li + wp|
—u [SUES - )] [0 - @)
v, ;w DS — 2] v, [t e = )
= w [ SO0 — )]+ w [Gu e - ).
(2.37)
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Preusporiadanim (2.36) dostavame rovnicu

(Bt — ) 2D 2D 2D N
p ZCIay 4 T = v, —w| A= AV
Af o5 oy o Vs T W Cp
" LSZ_UG] g—At_’_(ZC%—At+ Lg_vn] C?\—}-At+gcg+At+ [(g_wt] Aty . A
1 1
— SO0 = )] g | SO0 - )
1 1
= i | GO = )] v [0 - )
1 1
= w [ GUOT)ES = A wy |Gl ) (e - )
(2.38)
Vo vysledku tak dostaneme schému
t+AE }
(CP < CP) AV+aPCt+At SAV (2 39)
a C?At‘i‘a Ct+At+a Ct+At+a ct+At+a/ Ct+At+a Ct+At+S£)C, '

s koeficientom

ap=ag+aw +ay + as + ar +ag + (e — ) + (v, — Vi) + (W — W),

pricom koeficienty ap, ag, aw, ay, as, ar, ap a SPC st rovnaké ako v Tabulke 7 pre ctJrAlt

2.3.3 Okrajové podmienky

Vezmime si vSeobecni okrajovi podmienku v tvare

0
ala—; + ase = as. (2.40)

Situaciu demonstrujeme na jednorozmernom priklade. Nech bod A oznacuje lavy okraj
usecky, na ktorej riesime dant advekéno-difiznu rovnicu, to znamend, ze podmienka (2.40)
musi byt splnena pre hodnotu funkcie ¢ v bode A, ozn. cy4.

Kedze numerickil schému mame v centrach buniek a nie v okrajovych bodoch, potrebu-
jeme tato hodnotu aproximovat pomocou okolitych centier buniek. Na najdenie hodnoty
tzv. ghost uzla, ozn. ako ¢y, ktory predstavuje centrum bunky susediacej s nasou oblastou,
pouzijeme tak ako aj v [26] tzv. Leonardovu zrkadlovi extrapolaciu uzlu (angl. Leonard

mirror node extrapolation), dani vztahom
co = 2ca — Cp. (2.41)
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Téato hodnota ¢y nam v numerickej schéme nahradi hodnotu cyy .

/ )
Ca
Co
x/2 8x/2
0 P
Mirror node Domain Node 1
boundary

Obr. 19: Zrkadlenie bodu na okraji oblasti [26, str. 159].

2.4 Popis priestorového modelu

V tejto podkapitole predstavime findlnu verziu priestorového modelu pre sirenie COs.
Pre znacné zjednodusenie modelu sme sa rozhodli zaoberat modelovanim oxidu uhlici-
tého iba nad povrchom Eurépy. Vo vnutri oblasti budeme riesit advekéno-difiznu rovnicu
spominanu vyssie v tvare

gj =V - (DVe) =V - (uc) + S, (2.42)
pricom diftzny koeficient D stanovime na zaklade ¢lanku [17] ako konstantni hodnotu 14
mm?/s = 14 x 1075 m?/s. Vektorové pole @ mame dané na zaklade rychlosti a smeru vetra,
udaje o ktorych ndm v 6-hodinovych intervaloch za rok 2017 poskytol doc. RNDr. Martin
Gera, PhD. z Katedry astronémie, fyziky Zeme a meteorolégie, FMFI UK. Funkcia S
predstavuje zdroje oxidu uhli¢itého, o ktorych si viac povieme neskor v kapitole. Nezna-
mou funkciou je teda funkcia koncentracie ¢ = ¢(z,y, z,t), ktord sa meni v zavislosti od

miesta a ¢asu. Rovnicu (2.42) budeme riesit aproximéciou v kartezidnskych siradniciach,

no dala by sa pouzit aj sférickd siradnicova ststava.

2.4.1 Vytvorenie siete

Ako prvé sme si vytvorili maticu, predstavujicu jednotlivé staty a vodu v Eurépe. Jeden

dielik predstavuje 0,4° zemepisnej Sirky x 0,4° zemepisnej diiky, pricom sme spracovali
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uzemie v rozsahu od —10° po 34, 8° z.d. a od 35° po 69, 8° z.5. Matica reprezentujica toto
tuzmie ma teda rozmery 87 x 112 a je znazornena na Obrazku 20. Pre Iahsiu orientaciu
sme jednotlivé staty odlisili farebne a samotnd matica, s ktorou budeme dalej pracovat,
obsahuje dvojpismenové kédy, tzv. ISO kody krajin (angl. ISO country codes), prevzaté

zo stranky [8] a pismeno V' pre vodni plochu.

Obr. 20: Matica predstavujica diskretizovani mapu Eurépy.

KedZe Zem je priblizne gula, bolo potrebné tito informéaciu nejakym spdsobom zahrnit
aj do tejto mriezky. Smerom k severnému polu sa poludniky k sebe priblizuji a plocha
ohranicena dvoma poludnikmi a dvoma rovnobezkami sa zmensuje. Chceme vypocitat
plochu jedného dielika v mriezke. Zvolme si dve rozne zemepisné vysky, to znamend dva
rozne uhly lat; a lat; a dva rozne uhly zemepisnej Sirky lon; a lony. Polomer Zeme

oznac¢ime ako R = 6378 km.
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Obr. 21: Vypocet obsahu jedného dielika.

Premenné h; a hy predstavuju vysku gulového odseku, tak ako to je zndzornené na
Obréazku 21. Vieme, ze plocha hornej casti gulového odseku sa vypocéita ako S = 2mhR,
konkrétne v nasom pripade

S1 = 2wRhy = 2rR(R — Rsin(laty))
(2.43)

Sy = 2w Rhy = 27 R(R — Rsin(laty)).
Plochu jedného dieliku v obdlZnikovej mriezke diskrétnej mapy dostaneme odéftanim
ploch tychto dvoch gulovych odsekov a predelenim na jeden diel v smere zemepisnej Sirky

nasledujucim sposobom:

|lony — lons)|

. —9 I o
|S1 — So| = 2w R?| sin(laty) — sin(laty)| 360

(2.44)

Pomocou vzorca (2.44) sme vyréatali rozlohy statov v modeli a dostali celkom presné
vysledky zobrazené v Tabulke 8. Rusko, Nérsko, Ukrajina a Turecko maji pomerne velké

odchylky, avsak v nasom modeli nevystupujua celé, takze je to v poriadku.
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Kéd Krajina Rozloha [km? Rozloha v modeli [km?] Rozdiel
1 AL Albansko 28 748 28 314 -434
2 AT Rakusko 83 858 84 118 260
3 BY Bielorusko 207 600 207 464 -136
4 BE Belgicko 30 510 30 223 -287
5 BA Bosna a Hercegovina 51 129 51 253 124
6 BG Bulharsko 110 910 110 513 -397
7 HR Chorvatsko 56 542 57 147 605
8 CZ Cesko 78 866 78 000 -866
9 DK Déansko 43 094 43 063 -31
10 EE Esténsko 45 226 45 401 175
11 FI Finsko 336 593 336 533 -60
12 FR Francutzsko 547 030 546 619 -411
13 DE Nemecko 357 021 357 145 124
14 GR Grécko 131 940 132 299 359
15 HU Madarsko 93 030 92 903 -127
16 IE Irsko 70 280 70 196 -84
17 IT  Taliansko 301 230 301 455 225
18 LV  Lotyssko 64 589 64 949 360
19 LT Litva 65 200 65 317 117
20 LU Luxembursko 2 586 2 570 -16
21 MK Maceddnsko 25 333 25 158 -175
22 MD Moldava 33 843 33 705 -138
23 ME Cierna Hora 13 812 14 537 725
24 NL Holandsko 41 526 41 248 -278
25 NO Noérsko 324 220 286 587 -37 633
26 PL Polsko 312 685 312 549 -136
27 PT Portugalsko 91 568 91 456 -112
28 RO Rumunsko 238 391 238 416 25
29 RU Rusko 3 960 000 528 585 -3 431 415
30 RS Srbsko 88 361 88 227 -134
31 SK Slovensko 48 845 49 624 779
32 SI  Slovinsko 20 273 20 569 296
33 ES Spanielsko 498 506 499 287 781
34 SE Svédsko 449 964 449 368 -596
35 CH Svajdiarsko 41 290 40 634 -656
36 TR Turecko 783 356 476 900  -306 456
37 UA Ukrajina 603 700 436 528  -167 172
38 GB Velka Britania 244 820 244 918 98

Tabulka 8: Porovnanie skutoc¢nej rozlohy krajin a ich rozlohy v modeli.
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2.4.2 Zdroje oxidu uhli¢itého v atmosfére

Na celkovt koncentraciu CO4 v ovzdusi ma vplyv viacero faktorov: jednak si to emisie do
ovzdusia zo spalovania, t.j. Tudska ¢innost, lesné poziare a rozklad lesov, moria a oceany
a fléra v danej oblasti. Celkova koncentréacia v ¢ase ¢ pre oblast popisant v siradnicovom
systéme [, y], kde z a y predstavuji zemepisni irku a dizku, sa d4 podla [16] vyjadrit
roviicou

S(x,y,t) = Fo(z,y,t) — Foce(2,y) + Frio(x,y, 1), (2.45)

pricom funkcia S tvori zdrojovy ¢len v rovnici (2.42) v najnizsej vrstve pri Zemi.

Funkcia F.(x,y,t) predstavuje mnozstvo emisii vplyvom lIudskej ¢innosti, inak na-
zyvané aj antropogénny oxid uhli¢ity. Ako hodnoty tejto funkcie pouzijeme odhady z
Kapitoly 1, pricom stradnice [z,y] ur¢uji, v ktorom State sa nachddzame. V tejto ka-
pitole sme odhadovali emisie na rok 2017 v jednotkach ton/km? a kedZe potrebujeme
zdrojovy ¢len s jednotkami ton/km?, prisidime emisidm jednotkovii vysku a dostaneme
tak ton/km?3. Nakoniec este z tychto predikcii odéitame letecké emisie, nakolko pre zjed-
nodusenie predpokladdme zdrojovy ¢len iba v najnizsej vrstve pri Zemi.

Vztah medzi ppm a hustotou je podla [15] dany ako

1 objem plynu

1 ppm = (2.46)

105 objemov vzduchu’

To znamend, ze jeden microliter (uL) plynu na jeden liter vzduchu je rovny prave 1 ppm.

Vi 1pg plynu

M 1L vzduchu’ (247)

1 ppm =

kde V,,, = 22,71108 predstavuje molarny objem idedlneho plynu merany v [L/mol] a M

oznacuje molekuldrnu hmotnost plynu, ktora je v pripade CO5 rovna 44,01 [g/mol].

22,71108 [L/mol] ] {,ug

—| = 1604
44,01 | g/mol } 0:5160 [

s (2.48)

1[ppm] = L/mol] 0,001 [mg]

g/mol | 0,001 [m?

Takymto sposobom dostaneme vztah na prevod CO, z ppm do mg/m?* = ton/km?:

Koncentracia [ppm] = 0, 51604 - Koncentricia [ton/km?]. (2.49)

Funkcia Fy;, (7, y, t) predstavuje koncentraciu previazant s prirodnym cyklom uhlika.
Intuitivne vieme povedat, Ze koncentracia bude oscilovat na zaklade toho, ¢i sa nacha-

dzame v letnom alebo zimnom obdobi roka, nakolko rastliny prevazne rasti a kvitni na
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jar alebo v lete, kedy odoberaju COy prostrednictvom fotosyntézy. Na jesen a v zime
im opadaju listy, ktoré sa rozlozia na zemi a COs sa uvolni naspat do atmosféry. Na
zéklade ¢lanku [16] hladdme funkciu Fy,;, tak, aby spiﬁala jednoducht rovnicu kmitania

danu vztahom
d? Fy;o(t)
dt?

Pre zjednodusSenie predpokladame, ze lesny porast sa s ¢asom nemeni, teda nemame tu

— —kFpolt). (2.50)

efekt vykl¢ovavania lesov. Jeden strom rocne pohlti priblizne 48 libier, ¢o je v prepocte
asi 21,77 kg oxidu uhli¢itého. Data o zalesnenej ploche v krajindch Eurépy sme cerpali
z Clanku [11]. Pri vycisleni efektu lesov musime brat do tvahy nielen podiel krajiny,
ktory je pokryty lesmi, ale aj hustotu rastucich stromov. Pozreli sme sa teda este aj
na odhad mnozZstva stromov pre jednotlivé krajiny Eurépy, ktory sme nasli v ¢lanku [3]
a dalej lepsie spracovany v ¢lanku [20]. Oznacéme rozlohu krajiny ¢ v modeli ako A;,
pocet stromov v danej krajine N; a mnozinu bodov (x,y), ktoré patria do krajiny i ako

K;. Opierajic sa o udaje z [2] jeden priemerny strom ro¢ne absorbuje 21,77 kg oxidu

uhli¢itého. Efekt vietkych stromov roéne na 1 km? v krajine i vieme vy¢islit ako M2L77
pricom po prevedeni do ton dostaneme E fekt; = ]Xi_',zllo’gg [ton/km?|. Takymto sposobom

vyéislime efekt na 1 km? ro¢ne pre vetky krajiny a dostaneme maticu vyobrazeni na

Obrazku 22.

Obr. 22: Kolko ton CO, ro¢ne je pohltenych vplyvom lesov na 1 km? v danej krajine Eurépy.

Pre zjednodusenie predpokladame, ze lesy st v ramci krajin rozmiestnené rovnomerne

46



po celej krajine, a teda maticu obsahujicu efekt na 1 km? iba prendsobime rozlohami
jednotlivych poli a dostaneme celkovy rocény efekt. Kedze casovou jednotkou v tomto
modeli je den, vysledny efekt odCerpavania lesa Fj.s je

N;
Fles(m,y) = —X5,964 x 107" x,y € K. (2.51)

Aby sme do modelu zahrnuli aj isti sezénnost, pouZijeme rovnicu kmitania struny (2.50).

Riesenim tejto diferencialnej rovnice je
Fio(t) = asin(wt + ¢o) = asin(Vkt + ¢p), (2.52)

kde a predstavuje amplitudu, ¢y je fazovy posun a k je kladnd konstanta timernosti.
Podla ¢lanku [16] osciluje CO4 rocne o £3 ppm, ¢o je po prevedeni pomocou (2.49) £5, 81
kg/km?. To znamena, %e amplitida a = 5,81. Cas jedného kmitu — periéda, je v tomto

a uhlova frekvencia w = 27 f = 3%. Poslednou

pripade 365 dni. Frekvencia je f = % = %
neznamou, ktori nam ostava urcit je fazovy posun ¢q. KedZze casové obdobie, ktoré sa

snazime v modeli zachytit je rok 2017, to znamend, Ze v case ¢ = 0 sme na zaciatku

1

januéra, teda priblizne v 3

zimy. Funkcia Fj;, dosahuje svoje maximum v polovici zimy,

2715

teda v polovici januéra, preto polozime ¢y = <=

Na zéver este celtl rovnicu posunieme
o efekt lesa a dostaneme vyslednu

Fies(x,y) + 5,81 sin (%(t - 15)) (x,y) € pevnina,

Fbio(xa Y, t) = (253>

0 (z,y) ¢ pevnina.

Dalsou funkciou popisanou v ¢lanku [16] je funkcia Fe.(x,y,t) a predstavuje efekt
oceanu. Voda sa v prirode chova ako rozpustac¢ oxidu uhli¢itého, teda redukuje jeho
koncentraciu v atmosfére. Tento faktor je vyznamny najmé v primorskych regiéonoch. V
oceanoch je rozpustené velké mnozstvo uhlika, omnoho viac ako v celej atmosfére. Niektoré
casti oceanov uvolnuju oxid uhli¢ity do atmostéry, zavisi to od teploty vody — ¢im je voda
studensia, tym zriedkavejsie sa COy uvolni do atmosféry. Pre nas model budeme uvazovat,
ze efekt rozpustania je vyraznejsi ako efekt uvolnovania, ¢o potvrdzuji aj udaje z [22],
podla ktorych oceany ro¢ne emitujua 88 gigaton uhlika a rozpustia 90 gigaton uhlika, teda

ro¢ény pokles je o 2 gigatony = 2 x 10° tony. Celkova vodnd plocha na Zemi predstavuje

361 000 000 km?. To znamend, Ze na jeden km? sa rocne odcerpa 32'11,(1)36 = % = 5,54
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tony CO,. Po vy¢isleni na dni dostaneme konecény efekt ocednov ako

0,015178 [kmt;geﬁ} (z,y) ¢ pevnina,

Foce(ma y) = (254)
0 (x,y) € pevnina.

2.4.3 Transformacia dat vetra

Ako sme spomenuli vyssSie, podarilo sa nam ziskat data vetra v bodoch nasej siete v
6 hodinovych intervaloch za rok 2017. Rychlost vetra bola v smere zemepisnej dizky
(x) a sirky (y) v [m/s] a v smere nadmorskej vysky (z) v jednotkdch [Pa/s|. Tak isto
aj samotnd nadmorska vyska bola dand v urovniach tlaku v Pa. Kedze tlak klesa so
stupajicou nadmorskou vyskou, bolo potrebné celé data otocit a previest iidaje o tlakovej
vrstve v Pa na zodpovedajicu nadmorska vysku v km. Najvyssia vrstva tlaku zodpoveda
priblizne 12 km, to znamena, Ze sa nachadzame v Troposfére. Na tento prevod sme pouzili
Barometricki formulu pre Troposféru (0 - 11 km) uvedent v [21], pricom premennd h

oznacuje nadmorski vysku v metroch a P tlak v pascaloch:

M

T, + Lyh — Lbhb>§%

T (2.55)

P=Ph (
kde go = 9,80665 m/s? je gravitacné zrychlenie, M = 0,0289644 kg/mol je molarna
hmotnost zemského vzduchu a R* = 83144598 J/(mol K) je univerzdlna konstanta plynu.
Index b charakterizuje v ktorej vrstve atmosféry sa nachadzame, v nasom pripade bude
b = 0, kedze vypocty robime pre vrstvu 0 - 11 km. Parameter P, = 101 325 Pa je
tlak pri zemskom povrchu, T, = 288,15 K je standardnd teplota , L, = —0,00649 K/m
predstavuje mieru poklesu teploty s narastajicou nadmorskou vyskou (angl. standard

temperature lapse rate) a hy je vyska na spodnej hranici vrstvy s indexom b, teda v nasom

pripade hy = 0. Vy¢islime teraz mocninu

_ goM 5. nl%l _ 9,80665-0,0289644 [m kg m mol - m? kg 250
RLy | 25| 83144598 - —0,00649 | s2mclJ | 7 27 | &

a kedze J = kgS'?Q, bude tdto mocnina bez jednotiek. Po vy¢isleni vSetkych parametrov

dostavame vztah medzi tlakom v Pa a nadmorskou vyskou v m

(2.57)

988,15 — 0,0065h \ **°
P = 10132 ’ ’
013 5( 288, 15 ) ’
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ktory pouzijeme pri transformacii osi z. Na zaver este vysky v metroch prevedieme na ki-
lometre. Vysledné hodnoty porovname s hodnotami z modelu Medzinarodnej standardnej

atmosféry [5] (angl. International Standard Atmosphere (ISA)) na Obrazku 23.

. 10*

Vyska v Pa

VySka v km

Obr. 23: Porovnanie nadmorskej vysky dopoéitanej pomocou barometrickej formule (¢ervenou) a tdajov

zo Standardnej atmostéry (modrou).

Druhou tlohou pri predpriprave dat vetra je premenit silu vetra v smere z v [Pa/s| na
[m/s]. Na tento tikon sme ! pouzili rovnicu adiabatického deja, blizSie popisanii napriklad

v [12]

1
d 1 /Py\*dP [s$>m®P
az {m} - (0> A s miTal (2.58)
dt Ls pgo \ P dt |mkg s

kde go = 9,80665 [m/s?] je tak ako predtym gravitacné zrychlenie, p = 1,225 [kg/m3| je

1

5=7 je Poissonova konstanta, blizsie popisand v [12, str. 191}, Py =

hustota vzduchu, k =

101 325 Pa je tlak pri zemskom povrchu a ako P dosadime jednotlivé tlakové vrstvy z

dat. Kedze plati vztah Pa = [nlfi} vyslednou jednotkou pravej strany rovnice (2.58) je
[m/s]. Poslednou tpravou dat vetra, bola premena vsetkych tudajov do [km/den].
2.4.4 Pristup k sférickym stradniciam a zbezrozmernenie

V nasledujicej podkapitole je vysvetleny vztah medzi sférickymi a kartezidanskymi su-

radnicami v priestorovom modeli a na zaver je tloha (2.42) prevedena na bezrozmerni

'na odporti¢anie doc. RNDr. Martina Geru, PhD.
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verziuZ.

Vymedzme oblast nad Eurépou v sférickych suradniciach ako mnozinu Oy = {(r, 0, ¢)
| (r, 6, ¢) splhaji (2.59)}.
R, <r <Ry R, =06378km, Ry = 6378 4+ 12,5948 km,
O <0 < Or 0, =—10°0) = 34,8 z.d., (2.59)
Om <O <y P = 357, dpr = 69,8° 2.5,

Vztah medzi globalnou kartezianskou ststavou [€,, €, €, a sférickou ststavou [, €p, €4

je podla [27] dany rovnicami

x = 1Ccos ¢ cosb, (2.60)
y = rcos¢sind, (2.61)
z = rsin ¢. (2.62)

Aproximujme vysek z gule v tzv. lokalnom kartezianskom systéme, pricom pociatok tohto
lokédlneho systému je charakterizovany referenénym bodom (R, 0., ¢n). Déa sa Tahko
ukazat, ze vztah medzi lokdlnou kartezidanskou ststavou (z,y, z) a sférickymi stradnicami

(r,0,¢) je potom dany ako

I
xr = @Rm(cos ) (0 — 0rn),

1
m
z=r—R,,.

Oblast nad Eurépou v tychto lokdlnych kartezidnskych suradniciach bude charakteri-
zovana mnozinou O = {(z,y,2) | (z,y, z) splfiaju (2.63) A (r,6,¢) € O,}. D4 sa ukézat,
ze v rovnici (2.42) v sférickych siradniciach (7,6, ¢) mé efekt zakrivenia na uvazovanej
oblasti len velmi slaby vplyv, preto je mozné ho zanedbat.

Zvolme charakteristicki dizku ako Z = Ry — R, charakteristicky ¢as ako T a refe-
ren¢ni hodnotu koncentricie ako ¢,.. Samotnu rychlost vetra nezavadzame ako samos-

tatna charakteristickt veli¢inu U a na zbezrozmernenie « pouzijeme T' a Z. Akuikolvek

2Dakujeme doc. RNDr. Petrovi Gubovi, PhD. za konzultacie k problematike advekéno-difaznych rov-

nic.
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bezrozmernd premenni budeme oznacovat so znakom *. Vztahy medzi rozmernymi a bez-

rozmernymi premennymi si dané ako

1
ZL':ZZL'*, t:Tt*a V.= ZV*7
1 TD 1
=Zy" e — = — V==-V" 2.64
y=Zy", el = 7V (2.64)
Z
z2=7z", U= Tﬁ*’ C = CrefC.

Koeficient Pe = % predstavuje globalne Pécletovo éislo, ktoré podla [14] pre prenos
hmoty charakterizuje pomer medzi rychlostou advekcie a diftzie. V literatire sa uvadza
aj vo verzii Pe = %. Okrem tohto existuje aj tzv. 'lokalne"Pécletovo ¢islo, popisané

napriklad v [26, str. 144], ktoré hovori viac o stabilite v rdmci danej bunky v numerickej

udz

schéme a je definované v jednorozmernom pripade ako Pe = “2*.

Po dosadeni vyrazov z (2.64) do rovnice (2.42) dostaneme

W = EV | ——V *(Crefc ) - =V (u CrefC ) , (265)

¢o po upravach da rovnicu

at*_v-(Pevc> V(@) (2.66)

2.4.5 Pociato¢na a okrajové podmienky

Ako pociatoéni podmienku polozime vo vsetkych bodoch 3D mriezky koncentraciu v roku
2016 z udajov na [4], ktord bola na trovni 404,42 ppm, ¢o po prevedeni pomocou vzorca
(2.49) d& hodnotu c(z,y, z,0) = 783,6989 t/km? pre vetky (z,y,z) € O.

Okrajové podmienky sme zvolili tak, aby na hraniciach ni¢ nepritekalo dovnitra, ale
mnozstvo COs, ktoré chcelo opustit priestor, mohlo prejst. Vynimkou je iba spodna pod-

mienka, ktora predstavuje nepriepustni Zem. Okrajové podmienky budu vyzerat:

Jdc
% =0 x= Tright V x = Tleft, (267)
Jdc
— =0 Y= Ypottom V Y= Yiop, 2.68
dy Y = Yoott Y = Ytop ( )
oc
% =0 z= Zfront, (269)
19)
_p< +we=0 2= Z2pack- (2.70)
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2.4.6 Ukazky vystupov a moznych problémov

V tejto podkapitole ukazeme par prikladov s roznymi typmi vetra pre rozne ¢asové obdo-
bia. Ako prvé je vhodné uvedomit si, ze tiloha, ktoru riesime je vlastne systém linedarnych
rovnic so Stvorcovou maticou s poctom riadkov 114 x 89 x 25, to znamena 253 650 x 253
650 prvkov. KedZze tlohu riesime implicitne, bolo potrebné k tejto matici hladat inverznu
maticu, ¢o je vypoctovo pomerne naroc¢na tuloha. Na aproximdaciu inverznej matice sme
pouzili zabudovani Matlabovski funkciu gmres, Na numerické riesenie rovnice (2.42) sme
pouzili volne dostupny program od Ali Akbar Eftekhari [1], pricom jeho algoritmus sme
mierne modifikovali, napriklad o uz spominant funkciu gmres, na zefektivnenie hlada-
nia inverznej matice sme pouzili Matlabovski funkciu ilu na vypocet prekondicionéra a
tiez sme upravili vypocet advekéného ¢lena rovnice. Zdrojovy kod aj s malymi ukazkami

prikladame na CD na zadnej strane.

Priklad s konstantnym zapadnym vetrom

Ako prvy priklad uvadzame jednoduchsiu verziu problému a to s konstantnym zapadnym
vetrom (vietor, ktory fika zo zdpadu na vychod). Tento smer vetra povazujeme za tra-
di¢ny, na zaklade tdajov z [6]. Ulohu sme najprv vyriesili pre ¢as T = 3,1 x 1077 diia, s
¢asovym krokom dt = 2,5 x 107, Vysledn4 koncentrécia v prvej vrstve nadmorskej vysky

je zobrazena na Obrazku 24.

T=31x107,dt=25 % 10°

783.6989
783.6989
783.6989

0

X 4000

Obr. 24: Hodnoty koncentricie ¢(x,y, z,t) vyobrazené v prvej vrstve pri zemskom povrchu v Case t =

3,1 x 107 diia.
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Vidime, ze v pripade takéhoto jednoduchého vetra sa vo vysledku velmi pekne odzr-

kadluje zdrojovy ¢len rovnice (2.42).

Priklad s realnym vetrom

Mapu Eurépy sme tvorili s priestorovym krokom 0, 4° v smere x aj v smere y. Po prevedeni
na km pomocou (2.63) dostaneme Az ~ 45 km, rovnako aj Ay ~ 45 km. Koeficient diftizie
pre CO; je dany D = 14 mm?/s = 14 x 107'2-24-60-60 km? /dent = 1, 2096 x 10~¢ km? /deri.
Lokalne Pécletovo ¢islo pre z-ovy smer bude vyzerat

(Az)® 45° 1,674 x 10°

Pe — _ _
“TTAID T 1,2096 x 10-0A¢ At

(2.71)

To znaci, ze jeho prevratena hodnota i bude zanedbatelne mala, preto v modeli (2.42)
prakticky nebudeme mat efekt diftzie. Podla [26] je vhodné rozmedzie pre Pécletovo
¢islo interval [1,10]. Pri prilis velkych hodnotach totizto méze prichddzat k nestabilite
numerickej schémy.

To sa ukazalo ako problém aj v nasom pripade. Na Obrazku 25 vidime porovnany
pripad s konstantnym vetrom, na ktorom je pekne zretelne vidiet oblast Portugalska a
Spanielska a na Obrazku 26 mame t1 isti oblast aviak s relnym vetrom, kde je zrejmé, Ze
dochadza k znacnej nestabilite. Zaroven k tomu este moze prispievat aj fakt, ze poévodné
data vetra sme uvazovali v diskrétnych bodoch mriezky s krokom zodpovedajicim kroku
mriezky oblasti, ¢o mohlo sposobovat isté kolizie v smerovani vetra. Tento problém sme
sa pokusali vyriesif aj zhladzovanim dat vetra pomocou réznych filtrov, avsak bez lepsich
vysledkov.

Moznym riesenim tohto problému by mohlo byt napriklad umelé zvysSenie difuzie,
kedZe koeficient D vstupuje v (2.71) do menovatela, avSak v nasom pripade je koeficient

jasne dany vlastnostami plynu COs.
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T=31025 x 107, dt = 2.5 x 10"

783.6989
783.6989
783.6989
783.6989

200
Y 07 100

Obr. 25: Hodnoty koncentrécie ¢(z,y, z,t) vyobrazené v prvej vrstve pri zemskom povrchu pri konStant-

nom vetre.

T=1.9387 x 10%,dt = 2.5 x 10712

783.6992

783.699

783.6988

783.6986

800

600 700 800 900

Y 0 100 200 300 400 500

Obr. 26: Hodnoty koncentracie ¢(z,y, z,t) vyobrazené v prvej vrstve pri zemskom povrchu pri redlnom

vetre.
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3 Model zalozeny na raste populacie

Jednym z modelov venujicim sa problematike koncentracie CO, v atmosfére je dynamicky
model popisany v ¢lanku [18]. Autori ¢lanku vychadzaji z toho, Ze koncentracia COy v
atmosfére rastie vplyvom prirodzenych procesov a aj ludskej ¢innosti. Ludska populacia a
lesna biomasa st dva hlavné faktory, ktoré vedi ku zmenam mnozstva CO,. Koncentraciu
COq meranti v ppm (z angl. parts per million) v ¢ase t predstavuje v modeli funkcia X (),
Tudskt populdciu popisuje funkcia N(¢) a mnozstvo lesnej biomasy predstavuje funkcia
F(t).

Autori c¢lanku predpokladaji, ze existuje konstantna hladina )y koncentracie COs,
ktoru zapricinuje prirodzeny cyklus oxidu uhli¢itého (t.j. respirdcia rastlin a zvierat, so-
pecnd ¢innost). Emisie z Tudskej ¢innosti, alebo inak nazyvany aj antropogénny (angl.
anthropogenic) CO,, zavisia od velkosti Tudskej populacie, pricom koeficient A predstavuje
mieru rastu koncentracie vplyvom populacie. Koeficient o oznacuje mieru odcerpavania
COgq vplyvom inych pohlcovacov nez lesov (napriklad oceAnmi a moriami). Ako bolo
spomenuté v druhej kapitole, ocedny v prirode funguji ako pohlcova¢ uhliku (angl. car-
bon sink), to znamend, Ze na celkovi koncentréciu COs v atmosfére budi mat negativny
vplyv. Dalsi faktor, ktory sa vyznamne podiela na zniZzovani koncentracie, je proces fo-
tosyntézy. V nasom modeli je mnozstvo biomasy popisané funkciou F'(t) a prislusny
koeficient odcCerpavania je w.

Autori ¢lanku [18] dalej vychadzaji z predpokladu, Ze aj ludskd populédcia aj mnoz-
stvo lesov sa riadia logistickym modelom rastu, pricom koeficient rastu ludskej populacie
oznacime s a koeficient rastu lesnej biomasy ako u. Medzi sebou maju vztah typu predator-
korist, pricom les predstavuje korist a ¢lovek predatora, nakolko intuitivne plati vztah, ze
¢im viac Tudi na planéte, tym viac vyklcovanych lesov.

Mieru deforestacie popisuje koeficient ¢. Rastliny rastt lepsie pri vyssej koncentrécii
COg, ¢o v modeli popisuje koeficient . Koeficient 7 predstavuje narast Tudskej populacie
vplyvom lesnej biomasy a parameter 6 mieru zmensovania Iudskej populacie vplyvom
COs.

V povodnom modeli je ¢asova jednotka rok, avsak pre potreby nasej prace zvolime

casovu jednotku hodinu, kvoli pridaniu interakcii medzi krajinami neskor v tejto kapitole.
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Vsetky parametre aj s ich jednotkami ndjdeme prehladnejsie popisané v Tabulke 9.

Parameter | Popis Jednotky
Qo KonsStantna miera emisii z prirodzenych zdrojov [ppm/hod]
A Miera emisii z antropogénnych zdrojov [ppm/(¢lovek hod)]
a Prirodzend miera odéerpavania CO2 vplyvom mori a ocednov [(hod)~1]
w Prirodzena miera odc¢erpavania COg2 vplyvom lesov [(tona hod)~!]
s Koeficient rastu ludskej populécie [(hod) 1]
L Maximdlna udrzatelnd velkost populdcie [¢lovek]
u Koeficient rastu lesnej biomasy [(hod)~!]
M Maximélna udrzatelnd velkost lesnej biomasy [tonal

Miera zmensSovania Tudskej populécie vplyvom COs [(ppm hod)~!]

T Nérast Iudskej populacie vplyvom lesnej biomasy [¢lovek/tonal
0] Miera deforestéacie [(¢lovek hod)™!]
v Narast lesnej biomasy vplyvom COo [tona/ppm]

Tabulka 9: Parametre v modeli.

Zmenu v koncentracii X (t), v Tudskej populdcii N(¢) a lesnej biomase F(t) vieme

potom popisat na zdklade ¢lanku [18, str. 8596] troma diferencidlnymi rovnicami

XMW _ 9y 4 AN(t) = aX (1) — wX (D) F (D),

dt
N _ vy <1 _ NL@) —OX(ON () + mON (1) F (1),
WO _ ( _ f;g)) — ON(OF (1) +wX(OF (1),

(3.1)

Tieto rovnice popisuju globalne zmeny v ramci celej zemegule. My sa vsak chceme stustre-

dit iba na oblast Eurdpy a zaujima nas vyvoj koncentracie pre kazdy jej stat osobitne.

Vytvorime teda cely systém diferencidlnych rovnic — pre kazdy -ty zo 43 statov Eurdpy

budeme sledovat vyvoj v koncentracii X;(t), populdcii N;(t) a biomasy F;(t). Jednotlivé

Staty sme ocislovali v abecednom poradi podla Tabulky 10. Vynechali sme staty Monako

a San Marino kvdli ich malej velkosti, kedze dalej v kapitole sa budeme venovaf in-

terakcidm medzi jednotlivymi krajinami, ktoré odhadujeme na zaklade pohybov vetra z

dat, ktoré nam pre ucely tejto diplomovej prace poskytol doc. RNDr. Martin Gera, PhD.

z Katedry astronémie, fyziky Zeme a meteoroldgie, FMFI UK a v nich mame relativne
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hrubt mriezku, takze nam chybaju relevantné data o tychto dvoch krajinach.

1 | Albania (Albansko) 15 | Germany (Nemecko) 30 | Norway (Nérsko)

2 | Andorra (Andorra) 16 | Greece (Grécko) 31 | Poland (Polsko)

3 | Austria (Rakusko) 17 | Hungary (Madarsko) 32 | Portugal (Portugalsko)

4 | Belarus (Bielorusko) 18 | Iceland (Island) 33 | Romania (Rumunsko)

5 | Belgium (Belgicko) 19 | Ireland (frsko) 34 | Russia (Rusko)

6 | Bosnia and Herzegovina | 20 | ITtaly (Taliansko) 35 | Serbia (Srbsko)
(Bosna a Hercegovina) 21 | Latvia (Lotyssko) 36 | Slovakia (Slovensko)

7 | Bulgaria (Bulharsko) 22 | Liechtenstein (Lichtenstajnsko) | 37 | Slovenia (Slovinsko)

8 | Croatia (Chorvétsko) 23 | Lithuania (Litva) 38 | Spain (Spanielsko)

9 | Cyprus (Cyprus) 24 | Luxembourg (Luxembursko) 39 | Sweden (Svédsko)

10 | Czech Republic (Cesko) | 25 | Macedonia (Macedénsko) 40 | Switzerland (Svajéiarsko)

11 | Denmark (Dénsko) 26 | Malta (Malta) 41 | Turkey (Turecko)

12 | Estonia (Esténsko) 27 | Moldova (Moldava) 42 | Ukraine (Ukrajina)

13 | Finland (Finsko) 28 | Montenegro (Cierna hora) 43 | United Kingdom

14 | France (Francizsko) 29 | Netherlands (Holandsko) (Velké Briténia)

Tabulka 10: Poradové ¢isla statov Eurdpy.

Déta o pohyboch vetra pouzijeme aj v tomto modeli, a to nasledujicim spdsobom:
do rovnice koncentréicie v kazdom ¢-tom state pridame interakciu 3;; s koncentraciou z j-
teho susedného statu. Koeficient 3;; v sebe zahina priemerny vietor na hraniciach medzi
dvoma susednymi statmi a ma jednotku 1/hod. Napriklad Slovensko s ¢islom 36 mé 5
susedov: Raktsko (3), Cesko (10), Madarsko (17), Polsko (31) a Ukrajinu (42), takze v
pripade, ak vietor fikka do Slovenska zo vsSetkych susednych statov, diferencialna rovnica
pre koncentraciu Xs4(t) by v tomto pripade vyzerala

Xenlf) _ Qo + A3 Va6 (t) — ase Xa6(t) — wXis(t) Fa6(t) + Pa6,3X3(t)
dt (3:2)

+ B35.10X10(t) + B36,17X17(t) + F36.31X31(t) + P36,42Xa2(2).

Druhou tpravou, ktort v modeli vykondme oproti jeho pévodnej verzii z ¢lanku [18],
bude zmena miery odcCerpavania COg vplyvom mori a ocednov «; pre ¢ = 1,...,43. V
modeli mame aj vnutrozemské staty, pre tie zvolime «; = 0 a pre primorské staty od-
hadneme parameter na zdklade ich dizky pobrezia a sily vetra. Podrobnejsie tieto odhady

popiseme nizsie.
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Vysledny model pre i-ty stat bude vyzerat nasledovne:

d)z';t(t) = Qo + \N;(t) — wX;(t) Fi(t) — ;i X4(t) + fj B X (t) + f: By Xi(t),
Jjﬁfgo J;Jé)fl<0

d]\st(t) = siNi(t) <1 - M) — 0X;(t)N;(t) + moN; (1) Fi(t), (3.3)

dFi(t) Ei(t)

O <1 L ) C ONJOELE) + v XD Fi(t),

pricom popisu jeho vzniku a odhadu parametrov Qo, A, o, w, s;, L;, 0, 7, ¢, w, M;, vy, 3;; pre

i,j=1,...,43 a i # j sa budeme venovat v dalSej podkapitole.

3.1 Odhadnutie parametrov v modeli

V tejto podkapitole sa venujeme odhadovaniu parametrov vstupujucich do modelu za-
lozenom na raste Tudskej populédcie. Tieto parametre odhadujeme na zaklade tdajov z
¢lankov o lesnej biomase [10] a [11] a tiez dat o mnozstve Tudi Zijicich v krajindch Eurépy
k 1. janudru prislusného kalendarneho roka zo stranky pre eurépske statistiky [9]. Dalej
sme pouzili odhadnuté tdaje z ¢lanku [19] a mnozstvo ppm CO, v atmosfére sme urcili

na zaklade [4].

3.1.1 Koncentracia CO,

V decembri roku 2016 bola koncentracia COy v atmosfére na zdklade [4] 404,42 ppm.
KedZe koncentracia sa meria globalne pre cely svet na niekolkych meteorologickych stani-
ciach, nebudeme v tomto pripade rozliSovat jednotlivé staty Eurépy. Tento idaj nam bude
slazit ako vychodiskova hodnota, teda polozime pociatoéni koncentraciu X;(0) = 404, 42
ppm pre: =1,...,43.

Na zaklade clanku [19, str. 11] uréime mieru odcéerpavania COs vplyvom lesov w =
4,8 x1072-(365-24)"! = 5,48 x 107!3 (tona hod)~! a mieru emisif z prirodzenych zdrojov
Qo = 5-(365-24)"1 = ﬁ ppm/hod. Posledny parameter spaty s koncentraciou COs, ktory
nam ostava urcit, je miera emisii z antropogénnych zdrojov A merana v ppm/(¢lovek hod).
Tento parameter bol v ¢lanku [19, str. 11] aproximovany ¢islom 0,576 x 1073 ppm/(¢lovek
rok) = 6,58 x 107® ppm/(¢lovek hod). V nasom modeli méame 43 roznych krajin, kazdi

s inou urovnou produkcie emisii, to znamend, ze budeme mat rozne koeficienty \;,7 =

o8



1,...,43. Odhadneme ich pomocou dat o mnozstve emisii vyprodukovanych ro¢ne, ktoré
sa nam podarilo ziskat z [7] uddvanych v tonach, ktoré nasledne prepocitame na jeden
km? rozlohy §titu. Tieto tdaje potrebujeme dalej previest na ppm a kedZe pozndme
vztah (2.49) medzi tona/km? a ppm, priddme do mnoZstva emisii jednotkovii vysku a
dostaneme tak vysledok v tona/(km?® rok), ktory uz lahko premenime na ppm/rok. Potom
sa v jednotlivych rokoch pozrieme na velkost Iudskej populacie z [9] a mnozstva emisii
predelime tymto idajom — vzdy s korespondujicim rokom. Takymto spésobom dostaneme
vysledok v ppm/(¢lovek rok) za obdobie 2006 — 2016. Ako odhad parametra \; nasledne
zvolime priemer z tychto idajov a prevedieme na ppm/(¢lovek hod). Vysledné hodnoty

uvadzame v Tabulke 11.

Tabulka 11: Miera emisi{ z antropogénnych zdrojov v Stdtoch Eurépy. Uvedené tdaje st v ppm/(élovek

hod).

Stét Ai Stét Ai
1 | Albansko 3,01 x 1072 | 22 | Lichtenstajnsko | 529,68 x 10~
2 | Andorra 0,81 x 107Y | 23 | Litva 4,09 x 1079
3 | Rakisko 6,01 x 1072 | 24 | Luxembursko 471,97 x 107°
4 | Bielorusko 1,96 x 107? | 25 | Macedénsko 10,46 x 107?
5 | Belgicko 19,86 x 1079 | 26 | Malta 1079, 83 x 10~
6 | Bosna a Hercegovina | 6,93 x 1072 | 27 | Moldava 3,93 x 107?
7 | Bulharsko 3,55 x 1072 | 28 | Cierna hora 15,96 x 107°
8 | Chorvéatsko 5,09 x 1072 | 29 | Holandsko 15,40 x 1079
9 | Cyprus 56,54 x 1072 | 30 | Nérsko 1,61 x 1077
10 | Cesko 8,25 x 1072 | 31 | Polsko 1,61 x 10~°
11 | Dénsko 11,92 x 1079 | 32 | Portugalsko 3,47 x 107°
12 | Esténsko 17,61 x 107? | 33 | Rumunsko 1,07 x 107°
13 | Finsko 1,87 x 107 | 34 | Rusko 0,04 x 107?
14 | Franctzsko 0,64 x 1072 | 35 | Srbsko 3,31 x107°
15 | Nemecko 1,72 x 1079 | 36 | Slovensko 8,35 x 107
16 | Grécko 3,91 x 1072 | 37 | Slovinsko 22,65 x 107
17 | Madarsko 3,27 x 1072 | 38 | Spanielsko 0,78 x 1072
18 | Island 6,57 x 107 | 39 | Svédsko 0,70 x 10~?
19 | Irsko 8,12 x 1072 | 40 | Svajéiarsko 8,53 x 1079
20 | Taliansko 1,38 x 107 | 41 | Turecko 0,33 x 107°
21 | Lotyssko 3,51 x 1072 | 42 | Ukrajina 0,65 x 10~?
43 | Velka Britania 1,98 x 1077
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3.1.2 [Ludska populacia

Ako prvé sme ziskali data o populdcii z [9] a [28] za roky 2006 — 2016. Koeficient rastu
Tudskej populécie s sme urcili ako priemer medziroénych rastov populacie v 43 statoch
Eurépy v obdobi 2006 — 2016. Vysledky nédjdeme v Tabulke 12. Ako pociatoénu velkost
Tudskej populdcie N;(0) sme zvolili mnozstvo lTudi v i-tom State Eurépy v roku 2016.
Konkrétne hodnoty néjdeme v Tabulke 13. Maximalna udrzatelna velkost populécie je
maximalny pocet organizmov, ktory dokaze v danom prostredi prezit bez toho, aby mu

chybali zdroje jedla, vody a inych Zivotupotrebnych latok. V ¢lanku [19, str. 11] je tato

veli¢ina rovnd priblizne 3,25 x N(0), preto zvolime L; = 3,25 x N;(0).

1 | Albéansko -0,00000096* | 22 | Lichtenstajnsko 0,00000086
2 | Andorra -0,00000098* | 23 | Litva -0,00000147
3 | Raktsko 0,00000060 | 24 | Luxembursko 0,00000237
4 | Bielorusko -0,00000030 | 25 | Macedoénsko 0,00000018
5 | Belgicko 0,00000084 | 26 | Malta 0,00000122
6 | Bosna a Hercegovina | -0,00000097 | 27 | Moldava -0,00000012
7 | Bulharsko -0,00000073 | 28 | Cierna hora 0,00000017
8 | Chorvatsko -0,00000033 | 29 | Holandsko 0,00000044
9 | Cyprus 0,00000152 | 30 | Norsko 0,00000134
10 | Cesko 0,00000036 | 31 | Polsko -0,00000006
11 | Dansko 0,00000058 | 32 | Portugalsko -0,00000019
12 | Esténsko -0,00000030 | 33 | Rumunsko -0,00000083
13 | Finsko 0,00000049 | 34 | Rusko 0,00000010%*
14 | Franctzsko 0,00000062 | 35 | Srbsko -0,00000083
15 | Nemecko -0,00000003 | 36 | Slovensko 0,00000011
16 | Grécko -0,00000023 | 37 | Slovinsko 0,00000034
17 | Madarsko -0,00000028 | 38 | Spanielsko 0,00000062
18 | Island 0,00000119 | 39 | Svédsko 0,00000098
19 | Irsko 0,00000134 | 40 | Svajciarsko 0,00000126
20 | Taliansko 0,00000050 | 41 | Turecko 0,00000154
21 | Lotyssko -0,00000140 | 42 | Ukrajina -0,00000104*

43 | Velka Britania 0,00000087

Tabulka 12: Koeficienty rastu fudskej populdcie s; v statoch Eurépy. Udaje oznaéené * st aproximované,

nakolko v ¢asovom rade chybala velkost populédcie aspon jeden rok. Chybajice tidaje boli doplnené ako

priemer zo susednych rokov.
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1 | Albédnsko 2 886 026 | 22 | Lichtenstajnsko 37 622
2 | Andorra 71732 | 23 | Litva 2 888 558
3 | Rakusko 8 700 471 | 24 | Luxembursko 576 249
4 | Bielorusko 9 498 364 | 25 | Macedonsko 2 071 278
5 | Belgicko 11 311 117 | 26 | Malta 450 415
6 | Bosna a Hercegovina 3 515982 | 27 | Moldava 3 553 056
7 | Bulharsko 7153 784 | 28 | Cierna Hora 622 218
8 | Chorvatsko 4190 669 | 29 | Holandsko 16 979 120
9 | Cyprus 848 319 | 30 | Noérsko 5213 985
10 | Cesko 10 553 843 | 31 | Polsko 37 967 209
11 | Dénsko 5707 251 | 32 | Portugalsko 10 341 330
12 | Esténsko 1315944 | 33 | Rumunsko 19 760 314
13 | Finsko 5487 308 | 34 | Rusko 143 964 513
14 | Francizsko 66 730 453 | 35 | Srbsko 8 847 976
15 | Nemecko 82 175 684 | 36 | Slovensko 5 426 252
16 | Grécko 10 783 748 | 37 | Slovinsko 2 064 188
17 | Madarsko 9 830 485 | 38 | Spanielsko 46 440 099
18 | Island 332 529 | 39 | Svédsko 9 851 017
19 | Irsko 4 726 286 | 40 | Svajciarsko 8 327 126
20 | Taliansko 60 665 551 | 41 | Turecko 78 741 053
21 | Lotyssko 1968 957 | 42 | Ukrajina 42 590 879

43 | Velké Britdnia 65 382 556

Tabulka 13: Pociatoénd podmienka N;(0) pre velkost populdcie v jednotlivych stdtoch Eurdpy.

Koeficient narastu Iudskej populdcie vplyvom lesa 7 bol v ¢lanku [19, str. 11] uréeny
ako 0,00004 ¢lovek/tona. Miera zmensovania Tudskej populacie vplyvom COs oznacend
ako 0 bola v ¢ldnku [19, str. 11] uréené ako 0,000001 (ppm rok)~!, teda po prevedeni na
hodiny dostaneme vysledok # = 1,14 x 107! (ppm hod) .

3.1.3 Lesna biomasa

Podla ¢lanku [10, str. 41] sa lesnd biomasa udava vo forme vahy vsetkych zivych orga-
nizmov a je doblezitym ukazovatelom tlohy lesov v uhlikovom cykle. V roku 2010 bolo
v Eurépe zaznamenanych spolu 90 602 milionov ton lesnej biomasy, ¢o predstavuje 90,2
ton na jeden hektar lesa. Celkova zalesnena plocha v roku 2010 v Eurépe bola 1 005

001 000 hektarov. Odumreté drevo predstavovalo 15 790 miliénov ton, teda priblizne 15,7
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ton na jeden hektér. Lesnd biomasa je vyznamnym tloziskom uhlika — podla [10] bolo
v roku 2010 v biomase, odumretom dreve a pode uskladnenych az 162 583 miliénov ton
uhlika, ¢o predstavuje 161,8 ton na jeden hektar, pricom od roku 1990 méa toto mnozstvo
v Eurdpe rastici trend. Kedze najnovsie data sa nam podarilo najst z roku 2010, budeme
predpokladat, Ze sa les za 6 rokov nezmenil a pouzijeme tieto idaje ako pociatoény stav
aj v roku 2016. V nasom modeli sa zaoberame iba lesnou biomasou, preto by sme ako
globdlnu pociatoéni podmienku pre celi Eurdopu zobrali idaj 90 602 milionov ton. Toto
mnozstvo potrebujeme este rozdelit medzi jednotlivé krajiny Euréopy. V Tabulke 14 je

uvedena plocha lesov v hektaroch v jednotlivych statoch Eurépy v roku 2010 na zaklade

¢lanku [11, str. 262-263].

1 | Albédnsko 776 000 | 22 | Lichtenstajnsko 7 000
2 | Andorra 16 000 | 23 | Litva 2 165 000
3 | Rakusko 3 857 000 | 24 | Luxembursko 87 000
4 | Bielorusko 8 600 000 | 25 | Macedénsko 998 000
5 | Belgicko 678 000 | 26 | Malta 2%
6 | Bosna a Hercegovina | 2 472 000 | 27 | Moldava 386 000
7 | Bulharsko 3927 000 | 28 | Cierna Hora 467 000
8 | Chorvéatsko 1920 000 | 29 | Holandsko 365 000
9 | Cyprus 173 000 | 30 | Nérsko 10 250 000
10 | Cesko 2 657 000 | 31 | Polsko 9 319 000
11 | Déansko 587 000 | 32 | Portugalsko 3 456 000
12 | Esténsko 2203 000 | 33 | Rumunsko 6 573 000
13 | Finsko 22 084 000 | 34 | Rusko 809 090 000
14 | Francizsko 15 954 000 | 35 | Srbsko 2 713 000
15 | Nemecko 11 076 000 | 36 | Slovensko 1 938 000
16 | Grécko 3903 000 | 37 | Slovinsko 1 253 000
17 | Madarsko 2039 000 | 38 | Spanielsko 18 173 000
18 | Island 30 000 | 39 | Svédsko 28 605 000
19 | Irsko 737 000 | 40 | Svajéiarsko 1 240 000
20 | Taliansko 9149 000 | 41 | Turecko 11 334 000
21 | Lotyssko 3 354 000 | 42 | Ukrajina 9 705 000

43 | Velka Britania 2 881 000

Tabulka 14: Plocha lesov v Eurépe v hektaroch. deaje oznacené * s aproximované pomocou susednych

statov. Zdroj: [11,

str. 262-263).
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Kedze sa nam nepodarilo najst idaje o tom, kolko presne ton biomasy lesa sa nachadza
v jednotlivych statoch, tieto tdaje si dopocitame ako plochu lesa v hektaroch v danom

state prenasobenu 90,2 tonami na jeden hektar lesa. Takymto spésobom dostaneme po-

¢iatoné podmienky v Case t = 0 pre funkciu F;(t) pre i = 1,...,43 a uvddzame ich v
Tabulke 15.

1 | Albansko 69 995 200 | 22 | Lichtenstajnsko 631 400
2 | Andorra 1443 200 | 23 | Litva 195 283 000
3 | Rakusko 347 901 400 | 24 | Luxembursko 7 847 400
4 | Bielorusko 775 720 000 | 25 | Maceddnsko 90 019 600
5 | Belgicko 61 155 600 | 26 | Malta 148*
6 | Bosna a Hercegovina 222 974 400 | 27 | Moldava 34 817 200
7 | Bulharsko 354 215 400 | 28 | Cierna Hora 42 123 400
8 | Chorvatsko 173 184 000 | 29 | Holandsko 32 923 000
9 | Cyprus 15 604 600 | 30 | Nérsko 924 550 000
10 | Cesko 239 661 400 | 31 | Polsko 840 573 800
11 | Dansko 52 947 400 | 32 | Portugalsko 311 731 200
12 | Esténsko 198 710 600 | 33 | Rumunsko 592 884 600
13 | Finsko 991 976 800 | 34 | Rusko 72 979 918 000
14 | Francuizsko 439 050 800 | 35 | Srbsko 244 712 600
15 | Nemecko 999 055 200 | 36 | Slovensko 174 807 600
16 | Grécko 352 050 600 | 37 | Slovinsko 113 020 600
17 | Madarsko 183 917 800 | 38 | Spanielsko 1 639 204 600
18 | Island 2 706 000 | 39 | Svédsko 2 580 171 000
19 | Irsko 66 477 400 | 40 | Svajciarsko 111 848 000
20 | Taliansko 825 239 800 | 41 | Turecko 1 022 326 800
21 | Lotyssko 302 530 800 | 42 | Ukrajina 875 391 000

43 | Velkd Britdnia 259 866 200

Tabulka 15: Pociatoénd podmienka F;(0) pre mnoZstvo biomasy v tondch v jednotlivych statoch Eurdpy.

Maximélna udrzatelnd velkost lesnej biomasy M bola v ¢lanku [19, str. 11] uréend
ako g—i pociatocnej podmienky, preto takto polozime M; = %Fi(O) aj v nasom modeli
pre i = 1,...,43. Koeficient rastu lesnej biomasy u bol v ¢lanku [19, str. 11] rovny 0,013
za rok, teda v nasom modeli ho polozime u = 1,48 X 10*6110%. Miera deforestacie ¢ bola

v tom istom ¢lanku odhadnutd na 0,71 x 1075 na ¢loveka za rok, teda po prevedeni na

: _ - 1
hodiny dostaneme ¢ = 8,11 x 107" ———0.
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3.1.4 Interakcie medzi statmi

Oznaéme leteckn dizku hranice medzi $tatom ¢ a j merand v km ako lij. Dlzka hranice
medzi krajinami je symetricka veli¢ina, takZe parameter [;; predstavuje to isté. Predpokla-

dajme, Ze za jednu hodinu cez hranicu pribudne do statu ¢ zo susedného statu j mnozstvo

&) - 1ij - X;(t) v jednotkéch [Ilfo—n:l . fong ~km], kde ;; predstavuje vektor priemerného
vetra, ktory prudi medzi Statmi ¢ a j. Smer vetra je dany koeficientom &;;, ktory je kladny,
ak fika smerom do krajiny ¢ a zaporny, ak fika do krajiny j. V pripade pritoku do krajiny
1 potrebujeme toto mnozstvo este rozdelif na celt plochu statu ¢, ktort oznacime R;, teda

vo vysledku dostaneme

uij

¢ 1

i
R;

V pripade, ze fika opa¢nym smerom, to znamena z krajiny ¢, musime odchadzajice mnoz-

stvo taktiez rozlozit na celtd plochu statu 7. Vo vysledku tak dostaneme odtok

1=
Sij gy [Wig| Ly Xi(t) - & < 0. (3.5)
Koeficient 3;; teda poloZime rovny
I
Bij = gijﬁ g Ligs (3.6)
s jednotkami {fin%_ - |y lz‘j} = % = =, ¢o je presne pozadovand jednotka pre f;;.

Pri aproximécii priemerného vetra ;;, ktorého velkost vstupuje do koeficientov f3;;,

sme sa pozreli na hranice medzi Statmi, zobrazené na Obrazku 27 zltou farbou.

Obr. 27: Hranice statov Eurdpy.
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Vytvorili sme lokaliza¢nti maticu M, ktora predstavuje mapu Eurépy zrotovani o 90°
v smere hodinovych ruciciek. To znamena, ze riadky tejto matice predstavuju zemepisné
diiky a stipce tejto matice zase zemepisné Sirky. Mapu sme potrebovali zrotovat kvoli
ddtam vetra - tie maju taktiez v riadkoch zemepisné dlzky a v stipcoch zemepisné sirky.
Prvkami matice si indexy jednotlivych krajin z Tabulky 10, pricom index je urceny na
zéklade toho, ktorej krajine patri dand pozicia zemepisnej dizky a Sirky. Matica M je

zobrazena na Obrazku 28.

Obr. 28: Graficky zndzornena lokaliza¢nd matica M, ktorej prvky predstavuji index statu podla Tabulky

10, ktorému patri dand pozicia zemepisnej dizky a &irky.

Kedze hranice v Eurépe st dost nepravidelné a klukaté, hladali sme vzdy vietor v
smere vonkajSej normaly, aby sme tak mali isti informaciu o tom, ¢o fika von a ¢o dnu.
Prvym krokom k najdeniu normadly je aproximacia hranice pomocou susednych bodov.
Nech bod so siradnicami [r, s] je bod, v ktorom hladdme prislusni normalu, pricom r
oznaduje riadok v matici M a s je oznadenie pre stlpec. Cislovanie riadkov a stipcov
zacina prirodzenym sposobom v lavom hornom rohu matice. Na Obrazku 29 je tento bod
[r, s] vyobrazeny tmavsou farbou a dva susedné body pouzité na aproximéciu hranice si

zobrazené bledsou farbou. Ciernou je zvyraznené pokracovanie statu a bielou farbou je
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naznaceny susedny Stat.
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Obr. 29: Typy hranic statov Eurépy.

Jednotlivé farby modra, cervend, zelena a zlta znazornuju, v ktorom kvadrante sa
nachddzame a pre kazdy z nich platia trochu iné pravidla pri urcovani smerového vektoru.
Tieto pravidla st znazornené na Obrazku 30, pricom c¢iernou farbou je zakresleny smerovy
vektor hranice a modrou normélovy vektor na hranicu. Pouzitim tychto pravidiel mame
zarucené, ze normalovy vektor bude vzdy v smere von z krajiny a nie naopak. Priemerné
vetry na hraniciach statov budeme urcovat ako ich priemety na vonkajsiu normalu hranice

statu.

Obr. 30: Pravidla hladania normély na rozne typy hranic.

Vezmime si napriklad situdciu v prvom ¢ervenom policku na Obrazku 29. Susedné body
st v tomto pripade body so stradnicami [r + 1, s] a [r, s + 1]. Smerovy vektor hranice v
bode [r, s] je potom podla Obrazku 30 rovny §= (r — (r +1),s + 1 —s)T = (=1,1)T a
normalovy vektor 7= (s + 1 —s,—r+7r+ 1) = (1,1)T.

Ako sme uz spomenuli interakcie medzi statmi 3;; sme sa rozhodli aproximovat po-

mocou vetra, vyjadreného v smere vonkajsej normaly ku hranici daného statu. Aby sme
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mali konzistentné interakcie, hladdme vizdy normalu jednotkovej dizky. Tieto normaly 7
najdeme podla postupu vysvetlenom vyssie a prislusny vietor « na tito normélu sprojek-
tujeme pomocou projekcénej matice

nrn
Takto dostaneme sprojektovany vietor projz(@) = Pu v smere vonkajsej normdly pre

vsetky body hranice statu a pre kazdy cas. Néasledne ndjdeme priemer zo vSetkych casov

a vysledok zobrazime na Obrazku 31.
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Obr. 31: Priemerny vietor v smere vonkajsej normély na hraniciach krajin a na pobrezi.

Ako druhy krok sme nagli priestorovy priemer @ pre kazdd hranicu medzi dvoma
susednymi $tatmi. Vysledny smer vetra sme zakreslili do Obréazku 32. Sipka mé len infor-
mativny charakter a smer, ¢i vietor prudi z alebo do statu, velkost sipky nepredstavuje

jeho silu.
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Obr. 32: Smerovanie vetra medzi krajinami.

Vysledni silu vetra, zratant ako velkost priemerného vetra o, ktort pouzijeme do
koeficientov 3;; uvadzame v Tabulke 19 v Prilohe.

Na aproximaciu koeficientov 3;; sme dalej potrebovali poznat rozlohy jednotlivych
statov v Eurépe. Data sme nasli na stranke [13] a uvddzame ich v Tabulke 16. V Nérsku
sme pre zjednodusenie nezobrali do iivahy rozlohu ostrovu Svalbard, ktory je vsak z velkej
casti pokryty Tadom a divokou prirodou a zije tam len okolo 2 600 Tudi, teda nie je tu

velka produkcia COs.
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Stat Rozloha R; Stat Rozloha R;

1 | Albédnsko 28 748 || 22 | Lichtenstajnsko 160
2 | Andorra 468 || 23 | Litva 65 300
3 | Rakusko 83 871 || 24 | Luxembursko 2 586
4 | Bielorusko 207 600 || 25 | Macedénsko 25 713
5 | Belgicko 30 528 || 26 | Malta 316
6 | Bosna a Hercegovina 51 197 || 27 | Moldava 33 851
7 | Bulharsko 110 879 || 28 | Cierna Hora 13 812
8 | Chorvatsko 56 594 || 29 | Holandsko 41 543
9 | Cyprus 9 251 || 30 | Noérsko 323 802
10 | Cesko 78 867 || 31 | Polsko 312 685
11 | Déansko 43 094 || 32 | Portugalsko 92 090
12 | Esténsko 45 228 || 33 | Rumunsko 238 391
13 | Finsko 338 145 || 34 | Rusko 17 098 242
14 | Francizsko 551 500 || 35 | Srbsko 88 361
15 | Nemecko 357 022 || 36 | Slovensko 49 035
16 | Grécko 131 957 || 37 | Slovinsko 20 273
17 | Madarsko 93 028 || 38 | Spanielsko 505 370
18 | Island 103 000 || 39 | Svédsko 450 295
19 | Irsko 70 273 || 40 | Svajéiarsko 41 277
20 | Taliansko 301 340 || 41 | Turecko 783 562
21 | Lotyssko 64 589 || 42 | Ukrajina 603 550
43 | Velka Britania 243 610

Tabulka 16: Rozloha $titov Eurépy v km?. Rozloha Nérska je uvedend bez Svalbardu.

Posledné udaje, ktoré si potrebné na odhadnutie koeficientov f3;;, s udaje o letec-
kych dizkach hranic medzi §t4tmi, ktoré kvoli rozsahu uvadzame v Prilohe v Tabulke 20.

Vysledné koeficienty f;;, vypocitané podla (3.6), uvadzame v Prilohe v Tabulke 21.

3.1.5 Efekt vody

V p6vodnom modeli v ¢lanku [18, str. 11] bol koeficient miery od¢erpavania CO5 vplyvom
mori a ocednov o odhadnuty na 0,016 za rok, teda 1,83 x 107% za hodinu. V nasom modeli
chceme vziat do tvahy, ¢i sa dana krajina nachadza pri mori a ak éno, ¢i fika smerom
od alebo do mora. Na Obrazku 33 si sipkami zakreslené smery vetra medzi vodou a

pevninou, ktoré sme ziskali rovnakym postupom ako pri interakciach medzi krajinami.
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Opat ako pri interakciach maji smer a velkost sipiek iba informativny charakter.

Obr. 33: Smerovanie vetra na pobrezi.

Podla [22] sa ro¢ne na celom svete odCerpa vplyvom vody spolu 2 gigatony COs.

Celkova vodn4 plocha na Zemi predstavuje 361 000 000 km?. To znamen4, Ze na jeden km?

v v ;2102 2.10% v / / . ’ .
sarocne odcerpa 555155 = S = 9, 94 tony COs. ZvySok rovnic mame v jednotkach hodin,

premenime toto ¢islo na 6,32 x 107 tona/(km? hod). KedZe CO; zo vzduchu neodcerpava
iba tenkd vrstva vody na povrchu, ale cely objem, pre potreby aproximécie koeficientu o
budeme brat do tvahy jednotkovii hibku a vznikne ndm tak &slo 6,32 x 10~* tona/(km?
hod). V pripade, ze fika z krajiny do mora, bude voda odcerpévat cast z koncentracie
v i-tom State X;(t). V pripade, ze fika opacne budeme predpokladat, Ze voda nemd na
koncentraciu v i-tom state vplyv. To znamenad, ze predpokladame, Ze z vody nebude do
Eurépy prifikavat ziadne nové COs a vysledky z modelu buda zachytavat pohyb COs,
ktoré vzniklo na tzemi Eurépy.

Este zohladnime, akd dlzka hranic §tatu lez{ pri mori — vysledné ¢islo prenasobime po-
merom dizky pobrezia ku celkovej dizke vietkych hranic danej krajiny. Vysledny koeficient

«; sa bude rovnat

6,32x10~4| —tona ,
g’L‘ ' X,(t)[[t};na]m] ' dczl’;n g’L > 07
a; = S lkm3 (37)

0 §’L<07
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kde d;,, predstavuje dizku hranice i-teho $tdtu s morom v km, d; je celkové dlzka hranic
statu ¢« v km a premennd & nadobtuda hodnotu +1, ak vietor smeruje do mora, hodnotu
—1, ak vietor smeruje do statu ¢ a hodnotu 0, ak dana krajina nema more. Po dosadeni

do rovnice (3.3) vypadne koncentracia X;(t) pre & > 0:

6,32 x 1074 dim Aim
D02 X T m N = 66,32 x 1071 T (3.8)

Na stranke [13] sme nasli idaje o dizkach hranic jednotlivych §tétov a uvddzame ich

spolu s dalsimi parametrami vstupujticimi do koeficientu «; v Tabulke 17.

Stét dim d; | Pomer d;;n ¢ | Koeficient a;X;(t)
1 Albansko 362 1053 0,344 1 0,000217269
2 Andorra 0 118 0 0 0
3 Rakiisko 0 2 524 0 0 0
4 Bielorusko 0 3 642 0 0 0
5 Belgicko 67 1 364 0,049 -1 0
6 Bosna a Hercegovina 20 1 563 0,013 1 0,000008087
7 Bulharsko 354 2 160 0,164 1 0,000103578
8 Chorvatsko 5 835 8 053 0,725 1 0,000457931
9 Cyprus 648 648 1 1 0,000632000
10 Cesko 0 2143 0 0 0
11 Dansko 7 314 7 454 0,981 1 0,000620130
12 Esténsko 3 794 4 451 0,852 1 0,000538712
13 Finsko 1 250 3 813 0,328 -1 0
14 Francuazsko 3 427 6 172 0,555 1 0,000350918
15 Nemecko 2 389 6 103 0,391 1 0,000247394
16 Grécko 13 676 14 786 0,925 1 0,000584555
17 Madarsko 0 2 106 0 0 0
18 Island 4 970 4 970 1 1 0,000632000
19 frsko 1 448 1891 0,766 1 0,000483943
20 Taliansko 7 600 9 396 0,809 1 0,000511196
21 Lotyssko 498 1 868 0,267 1 0,000168488
22 Lichtenstajnsko 0 75 0 0 0
23 Litva 90 1 639 0,055 -1 0
24 Luxembursko 0 327 0 0 0
25 Macedénsko 0 838 0 0 0
26 Malta 197 197 1 1 0,000632000
27 Moldava 0 1885 0 0 0
28 Cierna hora 294 955 0,307 1 0,000194334
29 Holandsko 451 1 504 0,300 -1 0
30 Nérsko 25 148 27 714 0,907 1 0,000573484
31 Polsko 440 3511 0,125 1 0,000079200
32 Portugalsko 1793 3 017 0,594 1 0,000375597
33 Rumunsko 225 3 069 0,073 1 0,000046334
34 Rusko 37 653 60 061 0,627 1 0,000396209
35 Srbsko 0 2 304 0 0 0
36 Slovensko 0 1611 0 0 0
37 Slovinsko 47 1 258 0,037 1 0,000023419
38 Spanielsko 4 964 6 897 0,720 1 0,000454871
39 Svédsko 3218 5 429 0,593 1 0,000374613
40 Svajéiarsko 0 1770 0 0 0
41 Turecko 7 200 10 016 0,719 -1 0
42 Ukrajina 2 782 8 400 0,331 1 0,000209312
43 Velka Britania 12 429 12 872 0,966 1 0,000610249

Tabulka 17: Udaje o dlzke pobrezia, dizke hranic a vysledné koeficienty a; uvedené v [1/hod].
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3.2 Numerické experimenty a vysledky

V tejto kapitole sa budeme venovat vysledkom z modelu (3.3). Porovname dva scendre:
prvy popisuje situaciu, kedy nefika ziaden vietor, to znamend, Ze nemame interakcie
medzi Statmi a druhy scendr je uz po zapojeni interakcii do modelu. Nasim cielom je
zistit, aky velky vplyv maji interakcie na jednotlivé koncentracie CO, v krajinadch. Na
numerické riesenie modelu sme pouzili zabudovani Matlabovskd funkciu ode45.

Pre lepsiu prehladnost este uvadzame zoznam vsetkych parametrov v Tabulke 18. V

pripade, Ze sme dany parameter aproximovali pre kazdu krajinu zvlast, uvadzame cely

rozsah.
Parameter Odhad z ¢lanku [19] V modeli Jednotky
Qo 5-(365-24)7! 5-(365-24)7! [ppm/hod]
A 0,576 x107% - (365 - 24)1 = 6,58 x 10~* | [4 x 10"11;1,94 x 10-%] | [ppm/(clovek hod)]
a 0,016 - (365 - 24)"! = 1,83 x 10~ [0:6,32 x 10~4] [(hod)™]
w 4,8 x 1079+ (365-24)"! =5,48 x 10713 5,48 x 10713 [(tona hod) ™|
s 0,032 - (365 - 24)~" = 3,653 x 1076 [—1,47;2,37] x 1076 [(hod)~!]
L 10 000 000 000 [122 000; 467 880 000] [Elovek]
u 0,013 - (365 -24)"1 = 1,48 x 106 2,97 x 1076 [(hod)~!]
M 750 000 000 000 [173,44; 85 523 000 000] [tonal
0 0,000001 - (365 - 24)~' = 1,14 x 1010 1,14 x 10710 [(ppm hod)~?]
0,00004 0,00004 [clovek /tona]
0,71 x 1076 - (365 - 24)~! = 8,11 x 10~ 4,0525 x 10712 [(élovek hod)~!]
y - 0,25 [tona/ppm)]

Tabulka 18: Hodnoty parametrov v modeli.

Parametre z povodného clanku sme este trochu prisposobili, tak aby model ¢o najlepsie
fitoval redlne data o populacii v roku 2017. Prisposobili sme dokopy 3 parametre: u, ¢ a
. KedZze v Eurépe je podla [10] rastici trend v zalesneni, checeli sme aby to odzrkadloval
aj nas model, preto sme mieru rastu lesnej biomasy u zdvojnasobili oproti idajom z
¢lanku [19] a taktieZ sme zniZili mieru deforestacie ¢ na 4,0525 x 10712, Parameter v sme
nastavili podla najlepsie vyhovujicich velkosti populdcie. Vysledné funkcie N(t) z modelu
pre vybrani mnozinu krajin sme zobrazili na Obrazku 34, pricom ¢iernou kruznicou je

naznacena realna velkost populécie v roku 2017.
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Obr. 34: Priklad fitu odhadnutych populacii.

3.2.1 Scenar bez interakcii medzi Statmi

Ako prvé sme spocitali vysledky pre model bez interakcii medzi statmi, teda v sistave
rovnic 3.3 polozime §;; = 0 pre ¢,7 =1,...,43,7 # j.
Vysledky sme rozdelili do 5 podkapitol podla prirodzeného regionalneho clenenia

Eurépy na vychodni, severni, zapadni, strednu a juznu.

Severna Eurépa

Do ¢asti severnej Eurépy sme zaradili vsetky skandindvske krajiny — Dansko (11), Finsko
(13), Island (18), Nérsko (30) a Svédsko (39). Kedze tieto krajiny st charakteristické malou
hustotou obyvatelstva a velkymi lesnymi plochami (s vynimkou Danska, ktoré je rozlohou
najmensie), neocakavame prilis velké koncentracie CO,. Tieto domnienky sa potvrdia aj
vo vysledkoch na Obréazku 35, kde vidime, Ze koncentracia CO, v Nérsku, Svédsku a
Finsku rychlo klesid. Naopak Déansko je silnym producentom emisii a je tu omnoho mensi
efekt lesnej biomasy, preto je tu koncentracia COq vyrazne najvyssia spomedzi vsetkych

severnych krajin.
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X(t) - Koncentracia CO, vppm X(t) - Koncentracia CO,vppm
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(a) Vsetky severné krajiny. (b) Po vylaceni Dénska.

Obr. 35: Porovnanie koncentracii CO2 nad statmi severnej Eurépy v priebehu 2 rokov.

Zapadna Eurdpa

Sem sme zaradili krajiny Andorra (2), Belgicko (5), Franctizsko (14), Trsko (19), Luxem-
bursko (24), Holandsko (29), Portugalsko (32), Spanielsko (38) a Velkt Britdniu (43).
Krajiny zapadu Belgicko, Luxembursko, Holandsko a Velk4 Britania, napriek ich ekono-
mickej vyspelosti, patria na popredné priecky znecistujucich krajin v porovnani s ostat-
nymi ¢astami Eurdpy.
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(a) Zépadné krajiny s vyssou produkciou COs. (b) Zapadné krajiny s mensou produkciou COs.

Obr. 36: Porovnanie koncentracii COs nad statmi zapadnej Eurépy v priebehu 2 rokov.

Strednia Eurépa
Do strednej Eurépy sme zaradili krajiny Raktsko (3), Cesko (10), Nemecko (15), Madarsko
(17), Lichtenstajnsko (22), Polsko (31), Slovensko (36), Slovinsko (37) a Svajciarsko (40).
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Ako si moézeme vsimnuf na Obrazku 37, vyrazne v popredi v tvorbe emisii je Nemecko.

X(t) - Koncentracia €O, vppm X(t) - Koncentracia CO,vppm
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(a) Centralne krajiny cast 1. (b) Centrélne krajiny cast 2.

Obr. 87: Porovnanie koncentricii CO5 nad Statmi strednej Eurépy v priebehu 2 rokov.

Juzna Eurépa

Juzna ¢ast Eurdpy predstavuje najpocetnejsiu skupinu, zaradili sme do nej spolu nasledu-
jucich 12 statov: Albansko (1), Bosna a Hercegovina (6), Bulharsko (7), Chorvétsko (8),
Cyprus (9), Grécko (16), Taliansko (20), Macedénsko (25), Cierna Hora (28), Rumunsko
(33), Srbsko (35) a Turecko (41).
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(a) Juzné krajiny cast 1. (b) Juzné krajiny cast 2.

Obr. 38: Porovnanie koncentracii COs nad statmi juznej Eurépy v priebehu 2 rokov.

Zaujimava zmenu mozeme pozorovat na Obrazku 38 v Turecku — najprv tu koncen-

tracia vyrazne klesa a nasledne zacne prudko rést. Ako si moézeme vSimnit na Obrazku
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39 je to sposobené vyraznym poklesom lesnej biomasy, ktora uz nebude stihat odcerpavat

COa.

%107 N(t) - Populacia «108 F(t) - Lesna biomasa v tonach
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(a) Turecko: Priebeh zmeny populécie. (b) Turecko: Lesna biomasa.

Obr. 39: Zobrazené funkcie populacie a lesnej biomasy v Turecku v priebehu 2 rokov.

Chybajice dve krajiny v juznej Eurdépe na Obrazku 38 si Taliansko a Cyprus. Po
dvoch rokoch vysla koncentracia v tychto dvoch krajinach takmer identicka, ako mozeme
vidiet na Obrazku 40. Je to vsak z dost rozdielnych dovodov.

X(t) - Koncentracia CO, v ppm
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Obr. 40: Porovnanie koncentracii COs nad Talianskom a Cyprom v priebehu 2 rokov.

Cyprus je rozlohou malé krajina s malou plochou lesnej biomasy, ktorda podla modelu
navyse poklesne ako mézeme vidief na Obrazku 41, ¢o esSte umocni efekt emisii, nakolko

efekt fotosyntézy sa oslabi. Populédcia sa v priebehu dvoch rokov jemne zvysi.
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%10° N(t) - Populacia %107 F(t) - Lesna biomasa v tonach
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(a) Cyprus: Priebeh zmeny populécie. (b) Cyprus: Lesna biomasa.

Obr. 41: Zobrazené funkcie populacie a lesnej biomasy na Cypre v priebehu 2 rokov.

Miera narastu CO, vplyvom Iudskej populdcie je na Cypre A\g = 56,54 x 107%. Na po-
rovnanie v Taliansku je iba Agg = 1,38 x 1077, napriek tomu sa koncentracie tychto dvoch
krajin po case vyrovnaju. V Taliansku zapric¢inuje narast koncentracie COy postupné vy-
miznutie lesnej biomasy, ¢o mozeme pozorovat na Obrazku 42. Je to zapric¢inené radovo
vacsou populaciou v Taliansku ako na Cypre a tym paddom ¢len —@Nyo(t)Foo(t) stiahne
lesnti biomasu postupne k 0 pre vysoké hodnoty populacie. Ako moznt modifikaciu modelu
teda navrhujeme rozdelif staty do viacerych péasiem podla velkosti populacii a parame-
ter ¢ nastavit pre kazdu skupinu zvlast, aby sa presne ako v tomto pripade nestalo, ze
vyhynie cely les.
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(a) Taliansko: Priebeh zmeny populacie. (b) Taliansko: Lesna biomasa.

Obr. 42: Zobrazené funkcie populacie a lesnej biomasy v Taliansku v priebehu 2 rokov.
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Vychodna Eurépa

Ako poslednt skupinu uvadzame 7 krajin vo vychodnej ¢asti Eurépy: Bielorusko (4),
Estoénsko (12), Lotyssko (21), Litva (23), Moldava (27), Rusko (34) a Ukrajina (42). Kedze
do Eurdpy spadéd len mald cast Ruska a nemame v modeli zakomponované ani data o
vsetkych jeho hraniciach, z vysledkov ho vyluc¢ime, nakolko mézu byt vyrazne skreslené.

Na Obrazku 43 vidime vysledné hodnoty koncentracie.
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Obr. 48: Porovnanie koncentracii COs nad statmi vychodnej Eurépy v priebehu 2 rokov.

Ako si mozeme vSimnit na Obrazku 43 vyrazny narast v koncentracii CO. zacal

1

v Ukrajine na trovni ; roka. Je to sposobené masivnym tihynom lesnej biomasy vid.

Obrazok 44, ktora dané CO, uz prestane stihat odcerpavat a CO, teda prirodzene narastie.

%108 F(t) - Lesna biomasa v tonach
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Obr. 44: Vyvin lesnej biomasy v statoch vychodnej Eurépy v priebehu 2 rokov.
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3.2.2 Scenér s interakciami medzi statmi

V dalSom kroku sme do modelu zapojili interakcii 3;;, ktorych hodnoty sa nachadzaja v
Tabulke 21. Na Obrazku 45 vidime priklad modelu s interakciami v strednej Eurépe. Ako
si mozeme vsSimnut, interakcie maji az prehnane velky vplyv v modeli oproti ostatnym
parametrom, nakolko v Lichtenstajnsku sa za mala chvilu nahromadi obrovské mnozstvo
koncentracie z ostatnych krajin. Takato situacia nastava aj pri ostatnych castiach Eurdpy,

preto sme sa rozhodli vysledny efekt 3;; este zjemnit a prendsobit ho %.
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Obr. 45: Ukazka silnych interakcii medzi krajinami.

Severna Eurdpa

V tomto pripade sa najvacsi efekt prejavi na Dansku, vid. Obrazok 46a, nakolko uz pred-
tym v modeli bez interakcii malo velk(i mieru emisii A1, navyse teraz don fika mnozstvo
emisii aj z Nemecka, ¢o sa javi ako jeden z najvacsich producentov CO, v strednej Eurépe
vid. Obrazok 37. Zvysné krajiny sa priliS nezmenia oproti verzii bez interakcii, nakolko
vietor tu pridi v cykle z Nérska do Svédska, zo Svédska do Finska a z Finska ide ¢ast do
Ruska a cast naspat do Norska severnou hranicou. Island ostava tplne rovnaky, nakolko

je to ostrov s nulovymi interakciami so susedmi.
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(a) Vsetky severné krajiny. (b) Po vylaceni Dénska.

Obr. 46: Porovnanie koncentracii COs nad severnou Eurdpou v priebehu 2 rokov v modeli s interakciami.

Zapadna Eurdépa

V zapadnej casti Eurépy je zaujimavé pozorovat, ze akonahle sa do modelu zapoji vietor,
nadmerni produkciu z krajin Holandsko, Belgicko a Luxembursko, ktort sme mohli po-
zorovat na Obrazku 36, prevazne odftikne smerom do Nemecka, takze vo vysledku bude
v tychto krajindch nizsia koncentracia ako na pociatku vid. Obrazok 47. V pripade An-
dorry, Franctzska a Portugalska vietor smeruje von z tychto krajin a kedze v modeli ndm
ziadne nové COq neprichdadza od mora, postupne jeho koncentracia v tychto krajinach
klesa. Ako vidno na Obrazku 47 v Spanielsku za¢ne koncentracia po ¢ase znovu stipat.
Je to z rovnakého dévodu ako tomu bolo v predoslej podkapitole v Taliansku — biomosa

tu vymizne a tym padom sa strati efekt odcerpavania COq vplyvom fotosyntézy.
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(a) Zépadné krajiny cast 1.

Obr. 47: Porovnanie koncentracii CO3 nad zapadnou Eurépou v priebehu 2 rokov v modeli s interakciami.

Stredna Eurépa

Na Obrazku 48 si mozeme vsimnut, ze najvacsi vykyv spomedzi krajin strednej Eurépy
zaznamenalo Lichtenstajnsko. Ako je vidno na Obrazku 32 vacsinou sa vietor pohybuje
smerom na vychod, to znamené, Zze do Lichtenstajnska pridi CO, z Franctizska cez Svaj-
¢iarsko. Ako sme vysvetlili vyssie, koncentracia COs vo Francizsku postupne klesé, kedze
v modeli méame predpoklad, ze od mora nam nepruidi ziadne nové COs. Z tohto dévodu
nam postupne zdroj CO, vo Franctuzsku vyhasne, co je pekne vidiet aj na pripade Lichten-
stajnska — spociatku zaznamename velky narast v koncentracii a potom nasleduje pad,
lebo vo Franctzsku sa uz minie COy a nemé ¢o nové prichadzat. V Lichtenstajnsku je
tento efekt este umocneny tym, ze je to rozlohou velmi mala krajina s malym mnozstvom

lesnej biomasy. Vo vychodnej casti strednej Eur6py plynie vaésina COs do Polska vid.

Obrazok 48.
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(a) Centralne krajiny cast 1. (b) Centrélne krajiny cast 2.

Obr. 48: Porovnanie koncentracii COs nad strednou Eurépou v priebehu 2 rokov v modeli s interakciami.

Juzna Eurépa

Najvicsi rozdiel v juznej Eurépe po zapojeni interakeii do modelu pozorujeme v Grécku
a Chorvatsku na Obrazku 49. Do Chorvatska prudi nové CO, prevazne z krajin strednej
Eurépy a do Grécka zase z takmer vsetkych ostatnych juznych krajin, ¢o potvrdzuje aj
znizena koncentracia v Macedonsku, Srbsku, Bosne a Hercegovine, Bulharsku a Rumunsku

oproti situdcii na Obrazku 38.

X(t) - Koncentracia CO, v ppm X(t) - Koncentracia €O, vppm
-
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400
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300
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200
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L ———
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(a) Juzné krajiny cast 1. (b) Juzné krajiny cast 2.

Obr. 49: Porovnanie koncentracii COs nad juznou Eurépou v priebehu 2 rokov v modeli s interakciami.

Vychodna Eurépa
Vo vychodnej Eurépe koncentracie vyrazne klesaji z dovodu, ze CO4 prevazne odteka do

Ruska vid. Obrazok 50.
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Obr. 50: Porovnanie koncentracii COg nad vychodnou Eurépou v priebehu 2 rokov v modeli s interakcia-

mi.

3.2.3 Porovnanie modelov s interakciami a bez interakcii

V tejto kratkej podkapitole sme vybrali staty v Eurdpe s vyraznou produkciou CO, a
pozreli sme sa na vysledky z modelu s interakciami a bez interakcii. Na Obrazku 51
vidime, Ze najvacsimi producentmi su Belgicko a Holandsko, pricom po pridani interakcii
do modelu vacsina ich koncentracie CO4 odtecie do okolitych krajin, takze vo vysledku sa

ich koncentracia bude znizovaf.

X(t) - Koncentracia €O, vppm X(t) - Koncentracia CO,vppm

4500 [ 4500 1
Belgicko | | e Belgicko
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(a) Koncentracia COy v modeli bez interakcil. (b) Koncentracia CO2 v modeli s interakciami.

Obr. 51: Porovnanie koncentracii COs z dvoch modelov.
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Zaver

V praci sme sa venovali trom pristupom k modelom koncentracie oxidu uhli¢itého v
ovzdusi nad Eurdépou. Zaujimalo nas najma, ktoré staty ho najviac znecistuju a ako sa
celkové mnozstvo oxidu uhli¢itého hybe vplyvom vetra.

V prvej kapitole sme sa venovali predikcidm mnozstva oxidu uhli¢itého na zdklade
volne dostupnych dét z [7] a [13] o emisidch v jednotlivych krajindch Eurépy. Na predikcie
sme pouzivali ¢asové rady popisané napr. v [24]. Tieto predikcie sme neskdr pouzili v
druhej kapitole.

V dalsej kapitole sme predstavili priestorovy model pridenia oxidu uhli¢itého popisany
advekcéno-difiznou rovnicou so zdrojovym ¢lenom. V prvej casti kapitoly sme, opierajuc sa
0 [26], odvodili 3-rozmernti numerickd schému na riesenie takéhoto typu rovnic. Nasledne
sme sa venovali vytvoreniu priestorovej mriezky Eurépy a odhadom efektov lesa, vody
a emisii, ktoré vstupuji do zdrojového ¢lena rovnice. Dalej sme sa vysporiadali s tpra-
vou dat vetra a transformaciou medzi kartezianskou a sférickou sturadnicovou ststavou.
V poslednej casti kapitoly sme uviedli ukazky vystupov a mozné problémy pri vypocte, s
ktorymi sme sa pri tvorbe modelu potykali. Najviac¢sim problémom bola vypoctova zlozi-
tost a nestabilita riesenia, vplyvom malého difizneho koeficientu, ktory je vsak pre oxid
uhlic¢ity presne dany z jeho vlastnosti.

V tretej kapitole sme sa venovali modelu zalozenom na raste Iudskej populacie vycha-
dzajic z ¢lankov [18] a [19]. Ako prvé sme tento zdkladny model, ktory popisoval situdciu
pre cely svet, rozsirili o regionalitu a odhady parametrov sme vypocitali pre jednotlivé
staty Eurdpy zvlast na zaklade dat o populacii, mnozstve emisii oxidu uhli¢itého a zales-
nenia. Inak sme sa rozhodli pristupif aj k efektu vody — odhadli sme ho pomocou redlnych
dét vetra z roku 2017 a zohladnili aj dlzku pobreZia danej krajiny. Nésledne sme model
este obohatili o interakcie medzi jednotlivymi Statmi Eurdpy, ktoré sme podobne ako
efekt vody, odhadovali na zaklade redlnych dat vetra. Nasim cielom bolo jednak zistit,
v ktorych krajindch Eurépy sa vyprodukuje najviac emisii, ¢o sme mohli vidief najma z
vysledkov z modelu bez interakcii. Druhou kluc¢ovou otazkou bolo, ktoré krajiny napriek
tomu, ze maju velmi vysokt produkciu emisii, v skutocnosti len odovzdaji tento oxid

uhli¢ity okolitym krajindm — to znamena, ze susedné krajiny st nimi negativne ovplyv-
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nené. Tento jav sme odsledovali prave v modeli po zapojeni interakcii. Ako sme mohli
vidiet v casti vysledkov, takymito krajinami st najmé Holandsko a Belgicko, kde napriek
ich velkej produkcii oxidu uhlic¢itého, ostava jeho koncentracia v tychto dvoch krajinach
relativne nizka — to znaci, ze velku cast z vyprodukovaného oxidu uhli¢itého odovzdaju
svojim susedom.

Do modelu sme zahrnuli predpoklad, ze z vody ndm do Eurépy nepridi ziaden novy
oxid uhlicity, takze vo vysledkoch sledujeme pohyb iba CO,, ktoré v Eurdpe vzniklo.
Model by sa dal este v budicnosti rozsirit aj o tento oxid uhli¢ity a viac sa tak priblizit
k realite.

Narocnost tejto prace spocivala najma v nastudovani problematiky modelovania oxidu
uhli¢itého, pochopeni numerickej schémy pre advekéno-difiznu rovnicu a v spracovani dat

vetra.
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Tabulka 19: Sila priemerného vetra v km/hod.
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Tabulka 20: Letecké dizky hranic vyjadrené v km.
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function vystup = ModelPopulacie(t,y)
% PARAMETRE:

Q0 = 5/(365%24); % miera emisii z prirodzenych zdrojov [ppm/hod]
lambda = load(’Parametre_hod/lambda.txt’); % [ppm/(clovek hod)]
alfa = load(’Parametre_hod/alfal.txt’); % efekt vody [1/hod]

B

s = load(’Parametre_hod/s.txt’); koeficient rastu ludskej populacie [1/hod]
beta_kladne = load(’Parametre_hod/Beta_kladne.txt’); % kladne interakcie [1/hod]

beta_zaporne = load(’Parametre_hod/Beta_zaporne.txt’); 7% zaporne interakcie [1/hod]

omega = (4.8 * 107(-9)/(365%24)); % prirodzena miera odcerpavania vplyvom lesov [(tona hod)~-1]
u = 2*%0.013/(365%24) ; % koeficient rastu lesnej biomasy [1/hod]

phi = (0.71 * 107(-6)/(365%24))/20; % miera deforestacie [(clovek hod) -1]

ppi = 0.00004; % koeficient narastu ludskej populacie vplyvom lesa [clovek/tona]
theta = 0.000001/(365%24) ; % miera zmensovania ludskej populacie vplyvom C02 [(ppm hod)-1]
gamma = 0.25; % narast lesnej biomasy vplyvom C02 [tona/ppm]

ps = 43; % pocet statov

il = 1:ps; % index X(t)

i2 = ps+1:2%ps; % inex N(t)

i3 = 2%ps+1:3*ps; % index F(t)

% POCIATOCNE PODMIENKY

POC = zeros(3#*ps, 1);

POC(i1,1)=404.42; % X(0) [ppm]

P0OC(i2,1)=1load(’Parametre_hod/pociatocna_N.txt’); % N(0) [clovek]

POC(i3,1)=load (’Parametre_hod/pociatocna_F.txt’); % F(O) [t]

B3

MAXIMALNE UDRZATELNE KAPACITY
L = 3.25 % POC(i2,1);
M = 75/64 * POC(i3,1);

vystup = [Q0 + lambda.*y(i2) - alfa - (omega.*y(i3)).*y(i1l) + (1/10)*beta_kladne*y(il) + (1/10)*sum((diag(y(i1)))+beta_zaporne,2);

s.*xy(i2) .x(1 - y(i2)./L) - (theta.xy(i2)).*y(i1) + (ppi.*y(i3)).*(phi.*y(i2));
u.xy(i3) . %(1 - y(i3)./M) - (phi.*y(i3)).*y(i2) + (gamma.*y(i1)).*(omega.*y(i3))];
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