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Abstrakt

HLADIS, Matej. Vhladdvanie podozrivych firiem. [Diplomova praca]. Univerzita Komen-
ského v Bratislave. Fakulta matematiky, fyziky a informatiky. Katedra aplikovanej matema-
tiky a Statistiky. Veduci: prof. RNDr Pavel Brunovsky, DrSc. Bratislava, 2018. 60 s.

Korupcia a rozkrddanie pri verejnych zakazkéach sa uz dlhodobo javi byt problémom
v modernej spolo¢nosti. Této praca pontika novid metédu na odhalovanie nekalych praktik
pri verejnych zdkazkach. Navrhli sme pouZzit’ metédu obdlky dat (DEA) na odhalovanie fi-
riem podozrivych z rozkradania verejnych financii. DEA modely sliZia na multikriteridlne
porovndvanie jednotiek (decision-making units) na zdklade vstupov, ktoré spotrebuvaju, a
vystupov, ktoré produkuji. Nedostatkom tychto modelov je velka citlivost' na spravnu volbu
vstupov a vystupov. Na odstranenie tohto nedostatku pre aditivny DEA model sme vytvorili
metddu na volbu vstupov a vystupov z danych mnoZin potencidlnych vstupov a potencidl-
nych vystupov. Navrhli sme aj roz§irenie metddy pre pripad, Ze je k dispozicii iba mnoZina
potencidlnych atribtitov a nie je zndme, ktoré z nich st vstupy a ktoré vystupy. Aditivny DEA
model s navrhovanym vylepSenim sme pouzili na analyzovanie 188 stavebnych firiem, ktoré
vyhrali medzi rokmi 2009 a 2016 aspoi jedno verejné obstaravanie s predmetom Stavebné
prdce na stavbe budov pre volny as, Sport, kultiiru, ubytovanie a reStauracné stravovanie.
Vysledky sme porovnali s vysledkami ziskanymi expertnou volbou vstupov a vystupov, rov-

nako ako s vysledkami volby vstupov a vystupov metédou group lasso.

Klacové slova: Rozkradanie. Lasso. Vyber modelu. Metéda obélky dat.



Abstract

HLADIS, Matej. Identification of suspicious firms. [Diploma thesis]. Comenius University
in Bratislava. Faculty of Mathematics, Physics and Informatics. Department of applied
mathematics and statistics. Supervisor: prof. RNDr Pavel Brunovsky, DrSc. Bratislava,
2018. 60 pp.

Corruption in public procurements has been considered to be a major problem of modern
society over a long period of time. This work offers a new method for detection of illegal
machinations in public procurements. Here we suggest using Data Envelopment Analysis
(DEA) for the identification of firms suspicious of corruption in public procurements. DEA
models are used for multicriterial comparison of decision-making units based on the inputs
they use and the outputs they produce. The drawback of these models is high sensitivity
with respect to the selection of inputs and outputs. In order to overcome this drawback for
additive DEA model, we have developed a method for the selection of inputs and outputs
from given sets of potential inputs and potential outputs. We have also enhanced this method
for the case when only a set of potential attributes is available, and it is not clear which
of them are the inputs and which of them are the outputs. An additive DEA model with
the above-mentioned enhancement was used for the analysis of 188 building companies
which won at least one public procurement contract comprising building works on build-
ings for leisure activities, sport, culture, accommodation and restaurants between years 2009
and 2016. The results were compared with the results obtained by expert selection of the

inputs and outputs as well as with the results obtained by group lasso method applied in DEA.

Key words: Corruption. Lasso. Model selection. Data envelopment analysis.
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Uvod

Korupcia a rozkrddanie verejnych financii sa stdvaju Coraz diskutovanejSimi témami na
ekonomickych férach, aj v kazdodennych rozhovoroch medzi Iudmi, ale spdsobov ako ich
odhalovat je iba velmi mélo. Mélokedy je mozné bez podnetov od zodpovednych oblasnov
alebo bez internych informdcii z ministerstiev vedeit, ktord firma by mohla byt podozriva
z rozkrddania verejnych zdrojov, a ktord nie. Preto sme si v tejto praci dali za ciel skdmat’
néstroje na ex-post odhalovanie firiem podozrivych z rozkradania verejnych financii.

Prvym systematickym pokusom na rieSenie tohto problému je postup navrhovany v
bakalérskej praci [1] z roku 2016. V nej bola navrhnutd ucelend dvojfdzovd metdda na
skiimanie podozrivosti firiem, ktoré vyhrali aspoii jedno verejné obstardvanie v lubovolnom
danom odvetvi. Prva fiza metddy slizi na identifikovanie podozrivych firiem z datovej
sady, u ktorych je podla ich finanénych vykazov zvySené riziko podielania sa na rozkradani
verejnych financii. Uéelom druhej fizy metddy je potom manudlne vyhodnotit’ akékolvek
podozrivé prepojenia, obstardvania alebo finanéné ukazovatele firiem identifikovanych v
prvej faze.

Myslienka metédy na identifikovanie podozrivych firiem je zaloZend na predpoklade,
7e rozkradajuca firma je vo svojom odvetvi vdaka nekalym praktikdm vyrazne efektivnejsia
ako ostatné firmy. V prvej faze tejto metddy je preto navrhnuty sposob klasifikdcie firiem na
podozrivé a nepodozrivé z rozkrddania verejnych financii pomocou tedrie Data Envelopment
Analysis (DEA), ktord meria relativnu efektivitu DMU (decision-making units, v naSom
pripade firiem). Na meranie efektivity pouZivame data z verejne dostupnych tctovnych
zévierok a verejnych obstardvani. Firma, ktord je podla DEA efektivna sa povaZuje za
podozrivu z rozkrddania verejnych financii a neefektivna firma sa povazuje za nepodozrivi
z rozkrddania verejnych financii. Predpokladom na pouzitie DEA je, aby boli vykazy
skimanych firiem porovnatelné, a teda aby firmy pracovali v tom istom odvetvi.

DEA meriarelativnu efektivitu DMU na zdklade vstupov, ktoré spotrebuvaju, a vystupov,
ktoré produkuji. Nedostatkom DEA je v§ak vo v§eobecnosti volba tychto vstupov a vystupov.
V pripade volby prili§ velkého po¢tu vstupov a vystupov do DEA analyzy je efektivny velky
pocet DMU a analyza tak strdca vypovednd hodnotu. Podobne vstupy a vystupy by mali

byt vhodne volené tak, aby charakterizovali produkénud funkciu daného odvetvia, a teda aby
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bola pri efektivnych firmdch zachovand aj intuitivna ekonomickd interpretacia efektivnosti.
Dal3im problémom je, Ze nakolko porovnavame firmy iba na zaklade ich finanénych vykazov
a obstardvani, ktoré vyhrali, nemdZeme predpokladat, Ze vstupy a vystupy, ktoré dobre
klasifikuji firmy na podozrivé a nepodozrivé z rozkrddania verejnych financii budi pre
vSetky odvetvia rovnaké. Preto sme si v tejto praci dali za ciel doplnit DEA a vytvorit’
vSeobecny spOsob na automatizovand volbu vstupov a vystupov iba na zdklade dat a bez
dodato¢nej ludskej expertizy.

V prvej kapitole tejto prace sa budeme venovat zdkladnej terminoldgii tykajicej sa
odhalovania korupcie, predstavime skimané dita a budeme sa venovat’ aditivnemu DEA
modelu, ktory je pouzity na klasifikdciu firiem na podozrivé a nepodozrivé z rozkradania
verejnych financii. V druhej kapitole potom opiSeme metédy na automatizovand volbu
vstupov a vystupov pre aditivny DEA model a nakoniec v tretej kapitole predloZime vysledky
jednotlivych metdd s ohladom na hladanie firiem podozrivych z rozkrddania verejnych

financii.
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Kapitola 1
Terminologia a data

Skor ako sa budeme venovat’ samotnej volbe vstupov a vystupov, ¢i postupom na odhalo-
vanie korupcie, predstavime v tejto kapitole pouZivané dita a nevyhnutnd terminolégiu na
pochopenie ostatnych Casti prace. Pracujeme so sadou dat, ktord bola pouzitd v [1]. Ide o
vzorku 188 firiem, ktoré medzi rokmi 2009 az 2016 vyhrali asponi jedno verejné obstardvanie
s predmetom Stavebné prdce na stavbe budov pre volny cas, Sport, kultiiru, ubytovanie a
reStauracné stravovanie. Zdrojom informdcie, ¢i nejaka firma vyhrala zdkazku v tomto
odvetvi st udaje poskytnuté Transparency International Slovensko (TIS) a st dostupné na
webovom portdli [11]. Tito vzorku sme zvolili preto, aby bola jednoducho porovnatelna
s predoSlymi vysledkami v [1] a aby sme tak mohli vyhodnotit’ benefity automatizovane;j

volby vstupov a vystupov.

1.1 Vstupy a vystupy

UvaZované déta obsahuju pre kazdu firmu spolu 17 atribttov:
Priemerny victovny cashflow; Priemerné mnoZstvo periazi na bankovych iictoch uvedené v
lictovnej zdvierke; Priemerné vlastné imanie; Priemernd vyska triieb; Priemerné Z-skore;
Priemerny pocet zamestnancov;, Priemerné ndklady na materidl, Maximdlny medzirocny
rast trZieb; Priemerné mnoZstvo periazi v hotovosti uvedené v lictovnej zdvierke; Priemernd
pridand hodnota; Pocet obstardvani, v ktorych sa dand firma ziicastnila ako jedind a vyhrala;
Pocet obstardvani obstardvanych formou neverejnej siitaZe, ktoré firma vyhrala ; Priemerné
rocné prijmy z verejnych obstardvani; Priemerny obeZny majetok; Hodnota najvdcsej stdtnej
zdkazky aku firma vyhrala; Priemerné ndklady na sluZby; Priemer rozdielu ndkladov na
sluzby a ndkladov na materidl.!

Tieto atribtity boli rozdelené na vstupy a vystupy, pri¢om vo vysSie uvedenom zozname

je prvych 7 urcenych ako vstupy a zvySnych 10 atribtitov s vystupy.

'Pod priemerom sa chépe priemer hodnot atribiitov za sledované obdobie.
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1.2 Koeficient podozrenia

Ddélezitym pojmom pouZivanym v celej prici je koeficient podozrenia. Jeho ucelom je kvan-
tifikovat'mieru podozrenia firmy ziskanu pri subjektivnom hodnoteni jej finan¢nych vykazov,
verejnych zdkaziek a prepojeni Statutdrov na iné osoby a firmy. V tejto praci ho budeme
pouZzivat’ na vyhodnocovanie spravnosti klasifikdcie firiem na podozrivé a nepodozrivé z
rozkrddania verejnych financii. Cielom price nie je vytvorit’ spdsob na odhad koeficientu
podozrenia pre jednotlivé firmy.

Koeficient podozrenia nadobuda diskrétne hodnoty od 0 do 4 s krokom 0,5, pri¢om ¢im
je hodnota vysSia, tym vysSia je miera subjektivneho podozrenia z rozkradania verejnych
financii. Hodnoty vi¢Sie ako 2 uz naznacuji velki mieru podozrenia z rozkradania verejnych
zdrojov a koeficient podozrenia sa prideluje subjektivnym uvdZenim po kontrole troch skupin

kritérii:

Zakazky. Prvym kritériom na vyhodnocovanie podozrivosti firiem je kontrola verej-
nych zdkaziek, ktoré firma vyhrala. Tieto zdkazky su dohl'adatelné na verejne dostup-
nych portdloch [8] a [9]. Pre kazdu firmu sa sleduje napriklad aky pocet uchddzacov
bol v jednotlivych zdkazkach, kolko bolo vyli¢enych ponik, ¢i predmet zdkazky suvisi
s hlavnou ¢innostou firmy a pod. Kontroluje sa tiez, ¢i pre dant firmu neboli vSetky

zékazky obstardvané rovnakym obstardvatelom.

Finan¢né vykazy. Dalej sa kontroluju finanéné vykazy firiem. Zaujimavy je vztah
medzi finanénymi ukazovatelmi, ich zmenami a Stdtnymi zdkazkami, ktoré firma
vyhrala. Podozrenie vzbudzuje napriklad, ak verejné obstardvania tvoria viac¢Sinu
prijmov podniku, ak je podnik neaktivny (ukazovatele aktivity) alebo ak nemala firma
podla finanénych vykazov kapacity na realizdciu zdkaziek, ktoré vyhrala. Finan¢né

vykazy firiem sd dohl'adatelné napriklad na webovych strankach [12] a [13].

Prepojenia. Nakoniec sa sleduji prepojenia medzi danou firmou, jej konatelmi a
obstardvatelmi zakaziek, ktoré vyhrala, pripadne inymi firmami, ktoré uz boli vy-
hodnotené ako podozrivé z korupcie. Podozrivé je, ked sd konatelia alebo ¢len-
ovia Statutdrnych orgdnov prepojeni s obstardvatelmi alebo ked su zainteresovani v
podozrivych firmach. Existuje viacero zdrojov, cez ktoré sa daju informacie o prepo-

jeniach ziskat’ a v tejto praci bola pouZité sociélna siet firiem [10].

1.3 Aditivny model

Hlavnym predpokladom met6dy na hladanie firiem podozrivych z rozkrddania verejnych

zdrojov je, Ze vdaka svojim praktikdm sd korumpujice firmy vyrazne efektivnejSie ako
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ostatné. Preto je nevyhnutné definovat' model na meranie efektivity jednotlivych firiem a v
préci na tento ucel pouZivame tedriu data envelopment analysis (DEA).

Ucelom DEA modelov je meranie relativnej efektivity DMU (decision-making units, v
naSom pripade firiem) na zdklade vstupov, ktoré spotrebtivaju a vystupov, ktoré produkuju.
Predpokladom tychto modelov je, Ze vstupy aj vystupy sui nezdporné a Ze DMU pracuji
v tej istej technoldgii, ¢ize sa dajui porovnavat. HIbsie je teéria DEA rozpracovand v [2],
ale intuitivne je zrejmé, Ze efektivne su tie DMU, ktoré maximalizuji svoje vystupy pri
minimélnych vstupoch. Matematické vyjadrenie efektivity mdZe byt definované niekol’kymi
roznymi DEA modelmi a v tejto praci pouZivame vaZeny aditivny model s variabilnymi
vynosmi z rozsahu. Ide o rovnaky model ako v [1] a je zvoleny pre jeho invariantnosti na
zmenu jednotiek a na posun. Tie si potrebné, kedZe dita mdzu byt' v roznych jednotkach a
moZu nadobudat’ aj zdporné hodnoty.

Oznac¢me n celkovy pocet firiem (DMU) v sledovanej vzorke, M pocet vstupov a S pocet
vystupov. Dalej oznaéme vektor vstupov pre k-te DMU ako x; € RM a vektor vystupov ako
vk €RS, k€ {1,...,n}, ddtovi maticu vstupovako X = [ x1, x3, ..., x, | € RM*" détovd
maticu vystupov ako ¥ = [y, ys, ..., y, | € RS*" a vektory danych véh vdzeného
aditivneho modelu pre vstupy a vystupy ako p* a p¥ v tomto poradi. Potom efektivita k-teho
DMU v zmysle [1] je podla vazeného aditivneho modelu s variabilnymi vynosmi z rozsahu

definovand ako rieSenie ulohy

min  —(p*) 5"~ (p*)"

A%,
st. XA +s"=x
YA —s =y (1.1)
171 =1
A, >0,

kde 1 oznacuje vektor jednotiek. Dané vahy v tejto praci volime ako prevratend hodnotu
rozdielu najvicsej a najmensej pozorovanej hodnoty daného vstupu, resp. vystupu, a teda
p; = 1%, R} = maxx; j — minx; ;
ok k (1.2)
v, Rr= ml?X)’r,k —Him)’r,k,
kde x; x je prvok matice X zodpovedajici i-temu vstupu a k-temu DMU, i € {1,....M}, ay,x
je prvok matice Y zodpovedajici r-tému vystupu a k-temu DMU, r € {1,...,S}. Pri takto

formulovanom DEA modeli potom definujeme efektivnost DMU nasledovne.

Definicia 1
DMU nazyvame efektivne v zmysle vdazZeného aditivneho DEA modelu s variabilnymi vynosmi
z rozsahu prdve vtedy, ked'je optimdlna hodnota vicelovej funkcie tilohy (1.1) rovnd 0. Ak je

optimdlna hodnota mensia ako 0, tak DMU nazyvame neefektivne.
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1.3.1 Posun vstupov a vystupov

Ako bolo naznacené vysSie, pri aplikédcii DEA na klasifikovanie firiem z hladiska podozrenia z
rozkradania verejnych financii m6Ze byt' v ddtach poruseny predpoklad nezdpornosti vstupov
a vystupov. Napriklad firma modze mat’ zdporné vlastné imanie, zdporny maximalny rast
trzieb alebo ak velmi zle hospodari, tak aj zdporné Z-skére. Preto je pred samotnou DEA
analyzou nevyhnutné data vhodne posunut, aby nadobudali iba nenulové hodnoty a aby bol
tak splneny predpoklad nezdpornosti vstupov a vystupov.

Posun vstupov a vystupov je definovany ako afinnd transformécia dand vektormi Ax > 0

a Ay > 0 v tomto poradi, pricom vstupy a vystupy sa pre k-te DMU zobrazia ako

Xy — Xp+Ax (1.3)
Vi — Y+ Ay (1.4)

Vdaka invariantnosti vdZzeného aditivneho modelu s variabilnymi vynosmi z rozsahu na
posun, ktord je dokdzand v [2], sa takouto transforméciou nezmeni hodnota Gcelovej funkcie
v ulohe (1.1), o zabezpeli zachovanie rozdelenia DMU na efektivne a neefektivne ako aj

ich hodnotu efektivity. V praci volime posun ako

Ax; = ‘mkinxi’k’—l—l ie{l,...M} (1.5)

¢o zabezpecuje kladnost’ dat a teda aj splnenie predpokladu pre DEA.

1.3.2 Zmena jednotiek

Atribuity, ktoré pouzivame na klasifikaciu firiem na podozrivé a nepodozrivé su rozne Skélo-
vané a robia dlohu (1.1) z numerického hladiska naro¢nou na rieSenie. Preto je potrebné
preskélovat vstupy a vystupy tak, aby nadobudali hodnoty z porovnatelnych intervalov a na
to vyuzijeme invariantnost’ vizeného aditivneho modelu s variabilnymi vynosmi z rozsahu
na zmenu jednotiek. Této vlastnost’ je tieZ dokdzana v [2].

Zmena jednotiek je chdpand ako linedrna transformécia vstupov a vystupov diagonalnymi

maticami B* a B” v tomto poradi, pri¢om

X = BX B (1.7)
Y — PBY s — BYs” (1.8)

a diagondlne prvky B;; a Bﬁ jsu kladné. Z definicie danych véah (1.2) pre vstupy a vystupy
tiez vidime, Ze

p*— (BY) 'p*  p’— (B) p. (1.9)
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V préaci volime diagondlne matice ako B* = diag(p*) a B® = diag(p”’), ¢o vedie k

Specidlnemu pripadu kedy

(P (B =1" (1.10)
(e B) ' =1" (1.11)

a pre hodnotu ucelovej funkcie (1.1) potom plati

—(p)T s —(p) 9 = — (o)) (BY) B — () (B) B = —1" B — 17 B’y
(1.12)

1.4 Sposob Klasifikacie firiem

Cielom tejto prace a prace [1] je vytvorit'ucelend metédu na odhalovanie rozkradania v Statnej
sprave. Aby sme dosiahli tento ciel, vytvorili sme spdsob klasifikdcie firiem na podozrivé a
nepodozrivé z rozkradania verejnych financii. Takto vieme potom ur¢it z velkého mnozstva
firiem iba niekol’ko, na ktorych preverovanie sa treba ststredit’.

Ako sme naznacili vysSie, tak oznacenie firmy ako podozrivd z rozkrddania verejnych
financii je uzko spité s jej relativnou efektivnostou v porovnani s ostatnymi firmami v danom
odvetvi. Z tejto myslienky prameni aj spdsob klasifikacie firiem na podozrivé a nepodozrivé

z rozkradania verejnych financii, ktory je zhrnuty v nasledujicej definicii.

Firma je klasifikovand ako podozrivd 7 rozkrddania verejnych financii, ak je v porovnani s
ostatnymi analyzovanymi firmami efektivna v zmysle definicie 1. Ak je naopak neefektivna,

tak je klasifikovand ako nepodozrivd.

Z definicie 1 a z predpokladov vaZeného aditivneho DEA modelu s variabilnymi vynosmi
z rozsahu (1.1) je zrejmé, Ze firmy, pre ktoré chceme robit’ klasifikdciu na podozrivé a
nepodozrivé z rozkradania verejnych financii, musia byt’ z toho istého odvetvia podnikania.
Toto obmedzenie je prirodzené, lebo porovndvame firmy iba na zdklade ich financnych vyka-
zov a firmy v r6znych odvetviach sa liSia uz iba kvoli Specifickym vlastnostiam jednotlivych

odvetvi.

16



Kapitola 2
Metody volby vstupov a vystupov

Naklasifikdciu firiem na podozrivé a nepodozrivé z rozkradania verejnych financii pouzivame
teériu DEA a jednym z najvicSich dskali DEA modelov je ich citlivost’ na spravnu volbu
vstupov a vystupov podla ktorych meriame efektivitu. Osobitne pre modely s variabilnymi
vynosmi z rozsahu vyjde pri velkom pocte vstupov a vystupov velky pocet DMU ako
efektivnych. Takisto je dolezité zvolit' vstupy a vystupy tak, aby charakterizovali produkénu
funkciu a aby vysledné efektivne DMU koreSpondovali s ekonomickou intuiciou. Preto sme
si dali za ciel venovat’ sa tomuto nedostatku v DEA a vytvorit’ metédu na automatizovanu
volbu vstupov a vystupov.

Volbu vstupov a vystupov chdpeme ako jednu z nasledujiicich moZnosti:

I. Dané su mnoZina vSetkych moznych vstupov .# a mnoZina vsetkych moznych vys-
tupov .. Pocet ich prvkov oznaéme M a S v tomto poradi. Pod volbou vstupov a

vystupov potom rozumieme volbu neprazdnych podmnozin .4#* C .# a ./* C ..

II. Dana je mnoZina atribitov .o/, priCom nie je zndme, ktoré atribity su vstupy a ktoré
vystupy. Polet prvkov mnoZiny < je M + S. Pod volbou vstupov a vystupov potom
rozumieme volbu neprazdnych disjunktnych podmnozin .#* C of a . C o/, M * N
S =0.

V préci uvazujeme dve metédy na volbu vstupov a vystupov a obe sd aplikované na
vazeny aditivny DEA model s variabilnymi vynosmi z rozsahu. Prva metdda je metéda group
lasso odvodend v [4] a prispdsobend pre DEA v [5] a druhd metdda je metdda rozdielom
efektivit navrhnutd v tejto préci.

Aj napriek obCasnému pouZivaniu terminoldgie pre klasifikdciu firiem na podozrivé a
nepodozrivé z rozkradania verejnych financif st myslienky metdd vSeobecné a daji sa pouzit’

pri Tubovolnej DEA analyze.
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2.1 Group lasso

Prvou metédou na volbu vstupov a vystupov do DEA je vyber parametrov modelu pomocou
group lasso. Pre DEA bola tdto metdda navrhnuté v ¢lanku [S5] a bude slizit’ ako benchmark
pre nami odvodend metédu rozdielom efektivit. Jej hlavna myslienka je pouzit na volbu
vstupov a vystupov analégiu spdsobu volby regresorov v linedrnej regresii cez tzv. lasso.

Lasso (least absolute shrinkage and selection operator) bola predstavena v [3] a jej
cielom bolo vybrat podmnoZinu z mnoZiny vsetkych regresorov v linedrnej regresii a zlepsit’
tak predikéné schopnosti a interpretaciu modelov. Oznac¢me maticu regresorov X a vektor
zavislych premennych y pre vSetky pozorovania, pricom i-ty riadok X a y zodpovedaju i-temu
pozorovaniu. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladdame, Ze prvky X su normalizované tak,
aby vyberovy priemer prvkov v stipcoch X bol 0 a vyberova disperzia bola 1.

Uloha na odhad koeficientov metédou najmensich $tvorcov je dand
min [y — o —XB]3, 2.1)
o.p

kde ||.||, oznacuje euklidovskid normu a « je intercept. Myslienka lasso je v ulohe (2.1)
ohranicit sti¢et absolitnych hodndt koeficientov modelu danym parametrom ¢ a zniZit’ tak
rozptyl (variance) modelu pri mierne vys$sej vychylke (bias). Odhad koeficientov modelu

linedrnej regresie metddou lasso je dany rieSenim tlohy

min |ly—a—XB|3
a.B 2.2)
st |IBl; <1,

kde ||B]|; = X;|B;| je ly norma. Geometricky sa na takéto ohraniCenie mdZeme pozriet’ ako
na hladanie optimdlneho rieSenia vo vndtri /; gule {f | ||B||; <t} s polomerom 7. Vdaka
vlastnostiam /; gule m4 tloha (2.2) tendenciu vyberat rieSenie, kde niektoré B; = 0, a teda
vplyv na regresiu maju iba regresory pre ktoré f3; # 0. Uloha (2.2) sa d4 ekvivalentne zapisat’

v tzv. Lagrangovej forme

rgiéllly—a—XﬁlliﬂL/lllﬁlll, (2.3)

kde A > 0 je hyperparameter vyjadrujici aké velka je penalizacia pre normu f3.

Analogicky ako pri lasso mézeme aj v pripade DEA modelov pridat’ do tcelovej funkcie
[y normu premennych (tzv. /| regulariziciu) a volit tak vstupy a vystupy. Avsak rozdielom
medzi DEA a linedrnou regresiou je, Ze kym v linearnej regresii prislicha jednému regresoru
jedna premennd, v pripade DEA pripadé k jednému vstupu alebo vystupu n premennych,
ktoré zodpovedaju jednotlivym DMU. Preto sa na vstupy a vystupy dd pozerat ako na
faktorové premenné a autori ¢lanku [5] navrhli pre DEA pouZit zovSeobecnenie lasso pre

pripad faktorovych premennych - group lasso.
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Group lasso bolo predstavené v [4] a jeho mySlienkou je pouZit' namiesto /; normy sicet
euklidovskych noriem koeficientov pre jednotlivé faktory. Oznacme f3; vektor koeficientov
pre j-ty faktor, X; maticu pozorovani prislichajicu j-temu faktoru a Y vektor zéavislych
premennych. Rovnako ako predtym predpokladajme, Ze stipce X j st normalizovan€. Potom

je odhad koeficientov v regresii metédou group lasso dany tlohou

2

min

a?ﬁlv-“vﬁf

J
Y—o—) X
j=1

+2 LB N

2

kde A > 0 je penalizdacia a o je intercept. Podobne ako v lasso majd na regresiu vplyv

iba faktory pre ktoré plati H Bjl|, # 0, a teda faktory pre HB ill, = 0 mOZeme z regresie

I, I
vynechat’. Podrobne je tedria lasso a jeho zovSeobecnenia opisand v [6]. V dalSich Castiach

nazyvat [, » regularizicia a vratime sa k oznaCeniam matic X a Y

prace budeme i HB} Hz
j=1

zavedenym v kapitole 1.

2.1.1 Volba vstupov a vystupov metédou group lasso

V DEA analyze sa pre kazdé DMU pocita samostatnd uloha linedrneho programovania.
Takyto sposob urcovania efektivit DMU je vypoctovo vyhodnejsi ako pocitat’ jednu mno-
horozmernu ulohu pre vSetky DMU stucasne. Ak ale chceme do tcelovej funkcie pridat’ /; »
regularizdciu ako v (2.4), je nevyhnutné v ulohe na vypocet efektivit pocitat’ vSetky premenné
pre vSetky vstupy a vystupy sucasne. Preto je potrebné tlohy linedrneho programovania
agregovat’ do jednej mnohorozmernej tlohy, v ktorej sa pocitaju efektivity vSetkych DMU.
Podobne ako v [5] bude pre ucely pouZzitia metddy group lasso pouzity aditivny model v
multiplikativnom tvare.

VéZeny aditivny model s variabilnymi vynosmi z rozsahu v multiplikativnom tvare je
duélna tdloha k ulohe (1.1) a pre k-te DMU je definovana ako

min e,ZXTv — eZYTu +w

u,v,w
T., vT

s.t. X'v—Y'u+1lw>0 2.5)
v>p*
u>p’,

kde ¢ je jednotkovy vektor s jednotkou na k-tom mieste a premenné u a v su vektory tzv.

multiplikativnych vdh. V dalSom texte budeme potrebovat’ nematicovy zdpis dlohy (2.5),
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ktory vyzera nasledovne

M S
min in,k"i - Zy"kur—i—w
ULseesUS Ve VMW r=1
I; S
s.t. Y xivi— Y yriup+w >0
i=1 r=1

(2.6)

M S
in,nvi - ZYr,nur +w>0
i=1

r=1

vi>pr  i=1,.,.M
ur > py r=1,...,58.

Ak potom oznac¢ime premenné (multiplikativne véahy) z tlohy (2.6) pre k-te DMU ako
Vi k> Urk @ Wi, tak agregovana tloha pre simultanny vypocet multiplikativnych véh pre vSetky

DMU sucasne je dand ulohou

min

M S
XikVik — Z VriUrk + Wk
Ur1y--US nsV1,15-5YM nsW1se--sWn

i=1 r=1
s
XilVig— Y Vriltrk+we >0 k=1,..n

r=1

S.t.

M=TM-

N
I
—

2.7)

M S
in7nvi7k_2yr7nur,k+wk20 k=1,...n
i=1 r=1

Vik = P; i=1,..M k=1,...n
ur’kzp;V r=1,...,8 k=1,...,n.

Jednou z dobrych vlastnosti group lasso je, Ze vedie k riedkym rieSeniam tlohy. Preto by
sme chceli, aby aj v pripade DEA mohli premenné nadobudat’ nulové hodnoty a taZzit tak z

dobrych vlastnosti group lasso. Preto zavedieme substiticiu

Vik = Vik—P; i=1,..M k=1,...,n

ﬁr,k ::ur,k_pi)‘] I":l,..,S kZl,...,n.

Teraz ked ozna¢ime riadky matic X a ¥ ako x’ a y" v tomto poradi, w=[ wy, ..., w, |7 a

7 a " vektory multiplikativnych vih pre jednotlivé vstupy a vystupy,

. T
~1 ~ ~ ~ 4] .
V= [ Vil, Vi2, oy Vin ] €ER", i=1,...M,

T
~F - ~ ~ n
u = [ Ar1, Urp, ..., lpp } erR", r=1,....5,

20



tak prepisanim dlohy (2.7) dostaneme

M S
min Z T 11Ty

My,

1 7S 7l 5
VU 7R VNN

i

N
I
—_

s.t xllv +ZX11P11 Zyrlu —Zyrlpyl-l-WZO

'”Mi'

(2.8)

sznv "’lenplxl Zanu ZanP51+W>0
r=1

ﬁ’ZO rzl,...,S
>0 i=1,...,M.

Potom pridanim /; » regularizicie do icelovej funkcie tlohy (2.8) dostaneme volbu vstupov

a vystupov metédou group lasso definovani nasledovne.

Nech si dané mnoZiny vSetkych moznych vstupov M a vystupov .. Potom pre dané
parametere A; > 0 a A, > 0 budeme pod volbou vstupov a vystupov metédou group lasso
rozumiet 'rieSenie tilohy

min
@l @S .M

.Mt
M-

I
_

M S
T+ 1w+ 4 Y |7, + 2 Y 1@,
i=1 =1

r=1

M S
Xi, v +Zx1 lle— Zyr,lﬁr_ Zyr,lp;¥1+w >0

r=1 r=1

s.t

M:

—

2.9

lenv +thnp1x1 Zyrnu Zyrnprl+W>O

i=1
ﬁ’ >0 r=1,..S

>0  i=1,..,M.
Zvolenymi vstupmi a vystupmi su tie vstupy a vystupy, ktoré zodpovedaji nenulovym vektorom
¥ a ii” v optimdinom rieSeni:
M = {vstup; | ||7]|, >0},
7 = {ystup, | i, > 0}

Ekvivalentnymi tpravami a radom substiticii, ktoré st opisané v prilohe A je mozné

tlohu (2.9) prepisat’ na ilohu konvexného programovania:

M S
min ¢"z4+4 Y [[F]l2+ A Y 1@ ]2
2 L L (2.10)

Az > b,

kde z € RMM5m+1 je vektor obsahujtici vietky premenné i, ., ¥; x a wy!.

17 definicie vektora z uvedenej v prilohe A je zrejmé, Ze vektory ii" a ¥ st obsiahnuté vo vektore z.
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Ako je mozné vidiet' z definicie (2.9), nedostatkom tlohy na vyber vstupov a vystupov
metddou group lasso je potreba urit’ hyperparametre A; a Ay, ktoré maji podla naSich
vysledkov znaény vplyv na vyslednd volbu vstupov a vystupov do DEA. Uloha (2.10) je
uloha konvexného programovania a na jej rieSenie navrhli autori ¢lanku [S5] pouZzit’ metédu
ADMM (alternating direction method of multipliers). Nakolko podla doterajsich vysledkov
ide o relativne rychlu metédu vzhladom na pocet premennych, rozhodli sme sa ju aj my

pouzit’ v tejto praci.

2.2 Metdédarozdielom efektivit pre zname rozdelenie atribu-

tov na vstupy a vystupy

Druhou metédou na volbu vstupov a vystupov je nami navrhnutd metéda rozdielom efektivit.
Predstavené su dve verzie tejto metddy. Prva, ktord predpokladd zname rozdelenie atribitov
na vstupy a vystupy (moznost’ I. pri definicii volby vstupov a vystupov na str. 17) a druhd,
ktord pracuje iba s mnoZinou atribitov, bez nutnosti poznat’ ich rozdelenie na vstupy a
vystupy. V tejto podkapitole sa budeme venovat prvému variantu, a teda predpokladdme, Ze
st dané mnoziny vSetkych moZnych vstupov .# a vSetkych moznych vystupov .7.
Zékladnou mysSlienkou metddy rozdielom efektivit je pridat do aditivneho modelu
diskrétne premenné zodpovedajice bud’ zaradeniu alebo nezaradeniu jednotlivych moznych
vstupov a vystupov do DEA a potom hl'adat’ optiméalnu hodnotu tychto premennych vzhl'adom
na vhodne zvolené kritérium. Na volbu vstupov a vystupov do DEA sa mdZeme pozerat’ ako

na linedrne zobrazenie matic X a Y a premennych v tlohe (1.1) definované ako

X — D'X s = DYs* (2.11)
Y — DY s = Ds, (2.12)
kde D* a DY sti diagondlne matice s vektormi @* € {0, 1} ad” € {0, 1}® na diagondle. d* =0
zodpoveda nezvoleniu i-teho vstupu a dy = 0 nezvoleniu r-tého vystupu do DEA. Po takejto

transformadcii je pre dand volbu vstupov d* a volbu vystupov d” efektivita k-teho DMU podla

vazeného aditivneho modelu s variabilnymi vynosmi z rozsahu rieSenim tlohy

min  —(p*)" (D) D — (p*)T (D*)* D'’

A s¥,8Y

s.t. D*XA + D*s* = D*x;,
DYA —D's® = Dy (2.13)
12 =1
A,s%s7 >0,

kde (D¥)" a (D)™ oznaCuje Moore-Penrosove pseudoinverzné matice k maticiam D¥ a D”.

Na matice D* a D¥ sa mézme pozerat' ako na matice zdopovedajice zmene jednotiek v
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aditivnom modeli, pri ktorych dovolujeme aj nulové prvky na diagondle. Pre d* € {0,1} a
d” € {0,1}5 si pseudoinverzné matice k D* a D¥ diagondlne matice s jednotkami a nulami
na diagonale, pri¢om plati (D¥)* = D* a (D¥)" = D". Ekvivalentne mdZeme tlohu (2.13)
prepisat’ do tvaru

min  —(p%)" s = (p?)" &’

A, s¥.s¥

s.t. D*XA + 5% = D¥x;
DYA—s" =Dy (2.14)
172 =1
A,st 87 >0

alebo ak prepiSeme ohrani¢enia na s* = D*(x; —XA) >0 a s = D'(YA —y;) > 0, tak
dostaneme
min —(p*)" D5~ XA) — (p*) (YA —y)
st. D'(xx—XA)>0
D'(YA—y) >0 (2.15)
172 =1
A >0.

Na model (2.13) sa mézeme pozerat ako na definiciu efektivity ako funkcie od volby
vstupov a vystupov d* a d¥. AvSak na to, aby sme zostavili metédu schopnd zmysluplne;j
volby vstupov a vystupov do DEA, potrebujeme mat este nejakd znalost o idedlnom priestore
(danom vstupmi a vystupmi), ktory najlepSie charakterizuje efektivity DMU v zmysle pro-
dukénej funkcie, resp. ekonomickej intuicie. V naSom pristupe sa tato znalost' ideédlnej volby
vstupov a vystupov opiera o apriérnu znalost’ efektivnosti niekolkych DMU a je zhrnutd v

nasledujicom predpoklade.

Predpoklad 1. V mnozine analyzovanych DMU je danych P DMU, o ktorych je zndme, Ze
su v zmysle produkcnej funkcie efektivne a N DMU, o ktorych je zndme, Ze su neefektivne,
pricomn>P>1an>N > 1.

Z praktického hl'adiska hovori tento predpoklad o tom, Ze pri niekolkych DMU v analy-
zovanej vzorke vieme povedat, ¢i su alebo nie su efektivne. Napriklad pri aplikacii DEA na
klasifikdciu firiem na podozrivé a nepodozrivé z rozkrddania verejnych financii predpokla-
ddme, Ze z analyzovanej vzorky firiem pozname niekolko prikladov ako vyzerd podozriva
firma a niekol’ko prikladov ako vyzerd nepodozriva firma.

Pouzitim predpokladu 1 teraz mdZeme zostrojit’ kritérium definujice optimalnu volbu
vstupov a vystupov do DEA. Ozna¢me efektivity apridrne znamych efektivnych DMU dané
(2.13) v zavislosti od d* a d” ako 6,(d*,d”), o € {l,...,P}, a neefektivnych DMU ako
mi(d*,d”), 1 € {1,...,N}. Potom na zdklade efektivit tychto DMU volime vstupy a vystupy

tak, aby bola maximalizovand vzdialenost’ skupiny efektivnych a neefektivnych DMU dand

23



funkciou U (d*,d”) a aby boli apriérne zname efekivne DMU ¢o najefektivnejsie a apridrne
zname neefektivne DMU ¢o najmenej efektivne. V tejto praci sme U(d*,d”) zvolili ako
rozdiel priemeru efektivit apriérne zndmych efektivnych DMU a priemeru efektivit apriérne

znamych neefektivnych DMU?.

d’C d”) mi( dx d’ )

X gy > 9 ( Al
U ,d) =Y = -y (2.16)
o=1 =1

Optimélna volba vstupov a vystupov je potom dand nasledovnou definiciou.

Nech sii dané mnoZiny vsetkych moZnych vstupov .# a vystupov .. Nech je splneny
predpoklad 1. Potom pod volbou vstupov a vystupov metédou rozdielom efektivit pre zndme

rozdelenie atribiitov na vstupy a vystupy budeme rozumiet’riesenie tilohy

d*.d &\ = =

P X X
max U(d",d) = max(Z{6 o, &) Z d L ) (2.17)

Zvolenymi vstupmi a vystupmi su tie vstupy a vystupy, ktoré zodpovedajii nenulovym prvkom

di a d) v optimdlnom rieSeni:

= {vstup; | d = 1},
S =A{vystup, | &l =1} .

Geometrickd interpretacia definicie (2.17) je nasledovna: na volbu vstupov a vystupov sa
moZeme pozerat’ ako na volbu priestoru, v ktorom odhadujeme produk&ni funkciu a meriame
efektivitu. Takto teda dostaneme pre rozne kombindcie vstupov a vystupov 2Y+5 roznych
priestorov s odhadmi produkcnych funkcii a v kazdom z nich m4 k-te DMU ind hodnotu
efektivity. Cielom tlohy (2.17) je potom vybrat taky priestor z 2M+5 moznosti, aby apriérne
zname efektivne DMU boli ¢o najefektivnejSie, ¢ize ¢o najblizsie pri odhadnutej produkéne;j
funkcii v danom priestore, a apriérne zndme neefektivne DMU boli ¢o najmenej efektivne, a
teda ¢o najdalej od odhadnutej produkénej funkcie.

Z hladiska aplikdcie DEA naklasifikéciu firiem na podozrivé a nepodozrivé z rozkradania
verejnych financii je mySlienka metddy rozdielom efektivit takd, Ze Castokrat pozndme uz
pred samotnou analyzou niekol’ko medializovanych prikladov firiem, ktoré si podozrivé z
rozkrddania verejnych financii. Relativne I'ahko sa tieZ daji néjst’ firmy, ktoré nerozkradaju.
Na zdklade tychto informdcii potom chceme zvolit’ také vstupy a vystupy, aby boli podla
DEA zname podozrivé firmy ¢o najefektivnejSie a nepodozrivé o najmenej efektivne.

Uloha (2.17) je tloha celo&iselného programovania, ktorej tcelova funkcia je vazeny
stcet linedrnych programov (2.13). Z tohto ddvodu je tloha (2.17) tazko rieSitelnd a na jej

rieSenie sme v tejto praci pouZivali genetické algoritmy?>.

27 tejto definicie pochddza aj nazov metdda rozdielom efektivit.
3Pouzili sme zabudovani funkciu ga() v softvéri MATLAB.
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2.3 Metdda rozdielom efektivit pre nezname rozdelenie atribii-

tov na vstupy a vystupy

V predoslej podkapitole sme predstavili prvy variant metddy rozdielom efektivit, ktory sa
opieral o predpoklad zndmeho rozdelenia atribitov na vstupy a vystupy. V tejto podkapitole
tento predpoklad vynechdme a predpokladame iba, Ze je dana mnozina atributov .7, pricom
nie je zndme, ktory atribut je vstup a ktory vystup.

Metdda rozdielom efektivit pre nezndme rozdelenie atribitov na vstupy a vystupy je
rozS§irenim tivah variantu zndmeho rozdelenia atribitov. Podobne ako predtym, je aj teraz jej
hlavnou mySlienkou pridat’ do aditivnho modelu diskrétne premenné, ktoré v tomto pripade
zodpovedaji volbe jednotlivych atribitov ako vstup, volbe ako vystup alebo ich vynechaniu
z DEA analyzy. Potom hl'addme optimalnu hodnotu tychto premennych vzhladom na vhodne
zvolené kritérium.

UvaZujme ulohu (2.14) pre dané rozdelenie atributov na vstupy a vystupy. Ak vyna-

sobime druhé ohranicenie tejto tlohy ¢islom —1, mo6Zeme ju ekvivalentne zapisat’ ako

min  —(p%)" s —(p) &

A%,y
st. D'XA+s"=D"x
—DYA 45 = —DVy; (2.18)
12 =1
A,s%, 87 > 0.
Ked potom oznaéime A :=[ X7 y7 T, s:=[ ()T (s*)7 ]’ a maticu
D" 0

D — c RM+8)x(M+5)

Y

0 -D

mozeme ulohu (2.18) prepisat’ do tvaru

s AT
e P
171 =1
A,s>0,
kde ay je stipec A zodpovedajtici k-temu DMU,
1
pjle, Rj:ml?xajyk—rr}(inajyk, je{l,...M+S} (2.20)
J

aajy je prvok A prislichajici j-temu atribitu a k-temu DMU. Matica D je diagondlna matica
s vektorom d € {—1,0,1}*+5 na diagonéle. Uloha (2.19) diva definiciu efektivity k-teho
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DMU ako funkcie od volby vstupov a vystupov d, pri¢om A je ddtova matica obsahujica
vietky atributy pre vSetky DMU. Z odvodenia tlohy (2.19) vyplyva, Ze d; = —1 zodpoveda
volbe j-teho atribitu ako vystupu, d; = 1 volbe ako vstupu a d; = 0 zodpovedd vynechaniu

J-teho atributu z DEA. Ekvivalentne mdZeme tlohu (2.19) zapisat’ do tvaru

min —pTD%s

A,s
2 —_ N2
1A =1
A,s>0

a ak prepiSeme ohraniCenia v (2.19) na s = D(a; —AA) > 0, dostavame

min —(p)" D(ax—AR)
s.t.  D(ap—AA)>0
172 =1
A >0.

(2.22)

Ak sa pozrieme blizSie na ulohu (2.21), resp. na odvodenie (2.19), vidime, Ze o tom, i je
dany atribit vstup alebo vystup rozhoduje iba znamienko pri premennej s v ohrani¢eniach.
Ostatné ¢leny potom vyjadruji zaradenie alebo nezaradenie atribitov do DEA.

Rovnako ako v pripade metddy rozdielom efektivit pre zndme rozdelenie atribitov na
vstupy a vystupy predpokladame splnenie predpokladu 1, a teda predpokladame apriérnu
znalost’ P efektivnych a N neefektivnych DMU. Ked potom ozna¢ime optimédlnu hodnotu
ucelovej funkcie tlohy (2.19) pre o-te apriérne zndme efektivne DMU v zdvislosti od d ako
0,(d), o € {1,...,P} a pre I-té apriérne zndme neefektivne DMU ako 7;(d), [ € {1,...,N},
tak kritérium U (d) na volbu vstupov a vystupov metédou rozdielom efektivit pre nezndme

rozdelenie atribttov na vstupy a vystupy je dané ako

=L

Potom moZeme volbu vstupov a vystupov metédou rozdielom efektivit pre nezname rozde-

6, (d

(2.23)

lenie atribitov na vstupy a vystupy definovat’ nasledovne.

Nech je dand mnoZina atribiitov 7. Nech je splneny predpoklad 1. Potom pod volbou
vstupov a vystupov metodou rozdielom efektivit pre nezndme rozdelenie atribiitov na vstupy

a vystupy rozumieme rieSenie ulohy

P g N =
max 0/(d) = max (Z 6o -y () ) . (2.24)
d = = N

Zvolenymi vstupmi su atributy, ktoré zodpovedjii dj = 1 a zvolenymi vystupmi su atribiity,
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ktoré zodpovedajii d; = —1 v optimdlnom rieseni:

M= {atribbitj | dj = ]} ,
% = {atribiit; | dj = —1} .

Podobne ako predtym je cielom tlohy (2.24) ndjst taky priestor z 375 mozZnosti, aby
apridrne zname efektivne DMU boli ¢o najbliZSie k odhadnutej produkénej funkeii v danom
priestore, CiZze aby boli ¢o najefektivnejSie, a apriorne zndme neefektivne DMU boli o
najdalej od odhadnutej produk¢nej funkcie, a teda aby boli ¢o najmenej efektivne.

Na rozdiel od metédy group lasso a metddy rozdielom efektivit pre zndme rozdelenie
atributov na vstupy a vystupy nepotrebuje metoda rozdielom efektivit pre nezname rozdelenie
atributov na vstupy a vystupy predpoklad, Ze vieme rozliSit, ¢o moZe byt vstup a ¢o vystup.
Toto je vyhodou obzvlast pri analyzach, kedy nie je dplne jasné, €o sa dd povazovat za
vstup a ¢o za vystup. Prikladom takejto analyzy je aj klasifikdcia firiem na podozrivé a
nepodozrivé z rozkrddania verejnych financii, kedy nie je vzdy jasné, ktory atribut zvySuje
riziko rozkradania a ktory ho naopak znizuje. Ako bude moZzné vidiet z vysledkov v tretej
kapitole, tato flexibilita pri volbe ¢o je vstup a o je vystup mdze viest' k lepSim vysledkom
v porovnani s prvymi dvomi metédami.

Podobne ako v pripade znameho rozdelenia atribitov na vstupy a vystupy je uloha (2.24)
problém celociselného programovania, ktorého ucelové funkcia je vdZeny sucet linedrnych
programov (2.19). Ide o naro¢ni tlohu, ktorej optimélne rieSenie je jedna z 3¥*5 moZnosti
volby vstupov a vystupov, a rovnako ako v pripade zndmeho rozdelenia atribitov na vstupy

a vystupy, pouZivame v tejto praci na rieSenie (2.24) genetické algoritmy*.

2.4 Diskusia k metode rozdielom efektivit

Oba varianty metédy rozdielom efektivit predstavuji novy automatizovany spdsob na volbu
vstupov a vystupov iba na zdklade ddt a bez nutnosti Tudskej expertizy. Predpokladaji
apriornu znalost’ niekolkych efektivnych a niekolkych neefektivnych DMU, a v pripade
metddy rozdielom efektivit pre nezndme rozdelenie atribitov na vstupy a vystupy dokonca nie
je potrebnd ani znalost’ toho, ¢i je dany atribit vstup alebo vystup. Nevyhodou takejto volby
vstupov a vystupov vSak je, Ze ulohy (2.17) a (2.24) su tlohy celo¢iselného programovania
a pri velkom poéte moznych atribitov je ich rieSitelnost’ ndro¢nd. Preto v nasledujice;j
podkapitole nacrtneme ako by sa dala dloha na volbu vstupov a vystupov metédou rozdielom

efektivit relaxovat’ na spojitd dlohu, ktor4 je uz o nieco I'ahSie rieSitelna.

“4Pouzivame zabudovani funkciu ga() v softvéri MATLAB.
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2.4.1 Relaxacia ilohy na volbu vstupov a vystupov metédou rozdielom
efektivit

Nacrt odvodenia relaxovanej spojitej ilohy na rieSenie dlohy na volbu vstupov a vystupov
metoédou rozdielom efektivit predstavime pre metddu rozdielom efektivit pre nezndme rozde-
lenie atribtitov na vstupy a vystupy. V pripade zndmeho rozdelenia atribitov st myslienky
analogické s niZSie uvedenym postupom.

Relaxdcia dlohy na volbu vstupov a vystupov (2.24) spo¢iva v nahradeni diskrétnych

WS spojitymi premennymi d € [—1, 1]Y+5. Uvazujme definiciu

premennych d € {—1,0,1
efektivity k-teho DMU ako funkcie od volby vstupov a vystupov d v tvare (2.22). Pre
jednoduchost’ budeme uvazovat’ apriérnu znalost iba jedného efektivneho DMU a jedného
neefektivneho DMU. Potom je relaxdcia tdlohy (2.24) na volbu vstupov a vystupov metédou
rozdielom efektivit pre nezndme rozdelenie atribiitov na vstupy a vystupy, a pre P =1 a
N =1 dand ulohou

max (6,(d) — ()

(2.25)
st de|-1,1M5,
ktord mdZzeme dosadenim tlohy (2.22) za 0,(d) a 7;(d) napisat ako
( . T . T )
min  —(p)" D(a, —AA,) —min — (p)" D(a;—AX;)
0 1
max st.  D(a,—AX,) >0 " st.  D(a—AN) >0
d 172, =1 172, =1
L l0 > 0 ;Ll >0 )
.. de|—1,1]""5,
(2.26)

kde a,, vektor premennych A, a prvy linedrny program v poradi zodpovedaji apriérne
znamemu efektivnemu DMU a q;, vektor premennych A; a druhy linedrny program zod-
povedaju aporidérne zndmemu neefektivnemu DMU.

Uloha linedrneho programovania pre apriérne zndme neefektivne DMU v (2.26) sa d4

pri nezmenenych ohrani¢eniach upravit' na

—min— (p)’ D(a;—AMA) = max (p)” D(a; —AX)) (2.27)

A A

a podobne pre linedrny program pre apriérne zname efektivne DMU plati

max T
min— (p)" D(a, —AA,) = Ao (2.28)
Ao st. 7<—(p) D(ay—A,).

Takto ziskame v ucelovej funkcii (2.26) sicet dvoch maximalizacnych tloh, a kedZe si
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nezavislé, tak ich méZeme agregovat do jednej dlohy. Potom z (2.26) dostdvame

max T+ (p)” D(a; — AL )
A‘o,l]ﬂ

st. 1< —(p) D(a,—AA,)
max D(a,—AA,) >0

d D(a—AX) > 0 (2.29)
1", =1, 2,>0
1", =1, 4>0
s.t. de[—1,1]M5,

Uloha (2.29) predstavuje dvojstupiiovii maximalizaciu a ked ozna¢ime jej hodnotu tcelovej
funkcie ako V (d), optimélne rieSenie ako d, hodnotu t&elovej funkcie linedrneho programu
v zévislosti od d ako Vi p(d,A,,A;, T) a optimélne rieSenie linedrneho programu ako io, jtl a

7, tak plati

Vir(d, ho, A, ®) > Vip(d, Ao, Xy, T) VAo, Mg, T (2.30)
V(d) > V(d)=Vip(d, Ao, N %) Vd. (2.31)

Nakolko A, a A; m6Zeme zvolit’ ako jednotkové vektory s jednotkou na o-tom a [-tom mieste
v tomto poradi, tak linedrny program v tlohe (2.29) ma rieSenie pre kazdé d.

Namiesto dvojstupriovej maximalizacie (2.29), ktora je stdle ndro¢né narieSenie, mdzZeme
optimélne hodnoty premennych A,, A;, T a d hladat’ simultanne ako rieSenie tlohy

T
max T+ D(a; —AA
d72'07ll77'- (p) ( l l>

st. 1< —(p)" D(a, —A\)
D(a, —Aly) >0
D(a;—AX) >0 (2.32)
1", =1, 4,>0
1"4,=1, >0
de[-1,1M5,

Ak oznacime V;i(d, Ao, A, T) hodnotu tcelovej funkcie tlohy (2.32) a d*, A}, A, T° jej
optimadlne rieSenie, tak plati

VSim(d*aa’o*7a‘l*>T*) Z VSim(daﬂ'(),a‘l,T) Vd,)to,ll,f. (233)

Kazdému d € [—1,1]M+5 prisliicha v dlohe (2.29) aj rieSenie linedrneho programu io, /All, 1.7
formuldcie (2.29) a (2.32) vSak vyplyva, Ze d, Ao, il a T zarovern zodpovedaju aj pripustnému

rieSeniu ulohy (2.32), a teda plati

A A

VSim (d*7lo*7 )Ll*v T*) Z VSim (d7 A()7 )L’la %) vd. (234)
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Uvedomme si tiez, Ze ticelové funkcie tloh (2.29) a (2.32) su rovnaké, a teda

Vsim(d, Aoy M, B) = Vip(d, Ao, A, 2) = V(d). (2.35)
Vzhladom na to, Ze pre d plati v (2.29) iba ohranicenie d € [—1,1]M*5, tak optimalne d* v
(2.32) je pripusnym rieSenim v (2.29). Potom ak do (2.29) dosadime d*, tak z ohrani¢eni
oboch tloh vyplyva, Ze v prislichajicom linedrnom programe si premenné A, A a 7*
pripustné rieSenia. Z toho vyplyva, Ze

V(d*) Z VLP(d*7A;,)Ll*,T*) = VSim(d*,l:,ll*,T*) 2 VSim(d,lo,ll,f) = V(d) Vd, (236)

z ¢oho potom dostavame, Ze ak je d* optimdlne v (2.32), tak je optimalne aj v (2.29).

2.4.2 SOCP formulacia ohraniceni uloh (2.32)

V tejto podkapitole sa blizSie pozrieme na ohranicenia tlohy (2.32) a ukdzeme, Ze ohranicenia
D(a, —AX,)>0aD (a; —AA;) > 0sadaji preformulovat'do tvaru ohranieni programovania
nad kuZel'mi druhého rddu (second-order cone programming; SOCP).

Ohraniéenie D (a, —AA,) > 0 sa dé po zlozkach zapisat’ ako
dj(a,—AN,); >0 V), (2.37)

kde (ap—A2X,); oznacuje j-ty prvok vektora (a, —AA,). Ak potom vyndsobime (2.37)

s N Do 2
¢islom 2 a pripoc¢itame na obe strany nerovnosti vyraz (d j) + (a, —A?La)i, tak dostaneme

2

2d; (o —ANo) ; + () + (a0 — A2 = (dj)* + (a0 — AXo)2 Vj, (2.38)

¢o sa d4 prepisat’ ako

2
vj. (2.39)

(dj—f—(ao_Alo)j)z > H[ dj (aO_AAO)J' }T )

Pre D (a; — A4;) > 0 potom postupujeme analogicky. Ked teraz definujeme

[ o7 o7 | 0

Bii=| b g or | b= | = —fa o7 | 40
L - i L ©J0
[T 07 of ] 0

R di=el o A, @4
L J . L 7/

=1 A | (2.42)



tak ohrani¢enia D (a, —AA,) > 0a D (a; —AA;) > 0 st ekvivalentné ohrani¢eniam

c?z%—aj,o > HB‘;z—Fbm

I, Vv (2.43)

chztajy = |Blz+by, vj. (2.44)

,

Vyrazy (2.43) a (2.44) zodpovedaju ohraniceniam v tvare ohrani¢eni SOCP.

Aj napriek moZnej formulécii va¢Siny ohranic¢eni do tvaru SOCP je tloha (2.32) nekon-
vexnd uloha matematického programovania s bilinearnou tcelovou funkciou a s bilinearnou
funkciou v ohranic¢eniach. Z formul4cie tlohy (2.32) sa vSak zd4, Ze by sa mohla dat prefor-
mulovat na dlohu bipartitného bilinedrneho programovania opisand v ¢lanku [7]. V tomto
¢lanku navrhli autori sposob SOCP relaxécie tlohy bipartitného bilinedrneho programovania
a aj branch-and-bound algoritmus na jej rieSenie. Formulécia (2.32) podla [7] ako bilinedrne
bipartitné programovanie je iba nacrt sposobu, akym by sa mohla dat’ tloha (2.32) efektivne

rieSit, avSak vysledky takéhoto postupu v tejto praci neuvazdame.

2.4.3 Ohranicenie poctu vstupov a vystupov

Ani v jednej z definicii (2.9), (2.17) a (2.24) nefiguruje ohranic¢enie na minimélny pocet
vstupov a vystupov, a teda pripistame volbu 0 vstupov, resp. 0 vystupov. V pripade metéd
rozdielom efektivit by sa takéto ohranicenia na pocet vstupov a vystupov (resp. pocet atribu-
tov) dali podla potreby jednoducho pridat’ do tdloh na volbu vstupov a vystupov. V pripade
volby vstupov a vystupov metédou rozdielom efektivit pre zndme rozdelenie atribitov na
vstupy a vystupy by stacilo pridat do dlohy (2.17) ohranienia ¥;d* > K*a ¥, d> > K”, kde
K* a K” vyjadrujd minimélny pocet vstupov a vystupov v tomto poradi. Pri volbe vstupov a
vystupov metddou rozdielom efektivit pre nezndme rozdelenie atribitov na vstupy a vystupy
by sme docielili ohrani¢enie minimdlneho poctu atribitov pridanim ohranicenia }';d; > K
do ulohy (2.24), kde K vyjadruje minimdlny pocet atributov v DEA. Analogicky by bolo
mozné ohranicit’ aj maximélny pocet vstupov a vystupov (resp. atribitov). V tejto praci sme
vSak takéto ohranicenia nepriddvali a uvaZzujeme iba povodné tlohy v definicidch (2.17) a
(2.24).
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Kapitola 3
Vysledky analyzy

V poslednej kapitole tejto prace sa venujeme vysledkom klasifikdcie firiem na podozrivé
a nepodozrivé z rozkradania verejnych financii pomocou DEA. Vysledky st prezentované
formou grafov a tabuliek, ktoré vyjadruju distribiciu koeficientu podozrenia (K P) vo firmach
efektivnych podla DEA. V prvej Casti kapitoly najskdr porovndme metédy na volbu vstupov
a vystupov vzhl'adom na aplikdciu DEA na klasifikdciu firiem na podozrivé a nepodozrivé z
rozkrddania verejnych financii, a potom sa zaoberdme moznostou pouZit DEA ako klasifikator
viacerych tried.

Predtym ako sa budeme venovat’ samotnym vysledkom, pozrieme sa najskor na déta
z pohladu koeficientu podozrenia. Analyzovali sme spolu 188 firiem, ktoré vyhrali aspori
jedno verejné obstardvanie s predmetom Stavebné prdce na stavbe budov pre volny Cas,
sport, kultiru, ubytovanie a restauracné stravovanie. V grafe na Obr. (3.1) je zobrazena
distribucia koeficientu podozrenia pre vsetky analyzované firmy. Koeficienty podozrenia
sme firmdm pridelovali subjektivnou kontrolou tak, Ze vZdy sme skontrolovali kazdi firmu
samostatne a na zaklade kritérii z podkapitoly 1.2 sme jej pridelili prislu§$nd hodnotu KP v
rozmedzi 0 — 4 .

Na zdklade hodnoty koeficientu podozrenia mdzeme rozdelit firmy do troch kategorii.
Prva kategéria st nepodozrivé firmy, ktoré maju koeficient podozrenia 0; 0,5 alebo 1. V
grafe na Obr. (3.1) to zodpoveda firmam nalavo od zvislej oranzovej ¢iary. Druhd kategéria
su mierne podozrivé firmy, ktoré sa v grafe na Obr. (3.1) nachddzaji medzi Cervenou a
oranzZovou ¢iarou a pripadaji im hodnoty koeficientu podozrenia 1,5 a 2. Poslednd kategéria
st velmi podozrivé firmy, ktorych koeficient podozrenia sa nachddza medzi hodnotami 2, 5;
3; 3,5 a 4. Tieto firmy sa nachddzaju napravo od zvislej ¢ervenej Ciary v histograme na Obr.
(3.1). Ako mdzeme vidiet na tomto histograme, az 159 firiem z analyzovanych 188 spada
do kategérie nepodozrivd. Zo zvysnych 29 firiem je vd¢Sina mierne podozrivé (spolu 21) a
iba 8 firiem v ddtovej sade mdZeme oznacit ako velmi podozrivé.

Cielom met6dy na klasifikaciu firiem na podozrivé a nepodozrivé z rozkradania verej-
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Obr. (3.1) Histogram rozdelenia koeficientu podozrenia pre jednotlivé firmy v datovej sade.

nych financii pomocou DEA je zvolit také vstupy a vystupy, aby boli firmy s KP 2,5; 3;3,5a
4 (velmi podozrivé firmy) efektivne podla DEA a firmy s KP 0; 0,5 a 1 (nepodozrivé firmy)
neefektivne. Pre firmy s KP 1,5 a 2 (mierne podozrivé firmy) je prijatelnd Tubovolna efek-
tivnost, nakolko koeficient podozrenia bol pridelovany subjektivnou konrolou na zaklade
nam dostupnych informéciach a aj ked boli nejaké podozrenia ndjdené, nezdali sa ndm dosta-
to¢né na zaradenie firiem do kategérie velmi podozrivych. Ak by vSak koeficient podozrenia
do inej kategorie.

V grefe na Obr. (3.2) mdzeme viediet distribiciu KP pre velmi podozrivé firmy. Jednd
sa 0 8 firiem zo 188 a v dal%ich podkapitoldch tejto prace sa za dobry vysledok povazuje

néjdenie takych vstupov a vystupov, aby boli tieto firmy efektivne podla DEA.

3.1 Porovnanie metod na volbu vstupov a vystupov

Na klasifikaciu firiem na podozrivé a nepodozrivé z rokradania verejnych financii pouzivame
teériu DEA modelov. DEA rozdeli firmy podla ich efektivnosti do dvoch kategérii, t.j.
pozdozrivé z rozkrddania verejnych financif a nepodozrivé z rozkradania verejnych financii.
Pojem efektivny v zmysle DEA stotoZiiujeme s pojmom podozrivy z rozkradania verejnych
financii a pojem neefektivny podla DEA s pojmom nepodozrivy z rozkraddania verejnych
financii. Nevyhodou takéhoto postupu je, Ze musime zvolit’ také vstupy a vystupy do DEA,
ktoré dobre charakterizuji podozrenie z rokrddania. Ako urcit’ tieto vstupy a vystupy nie je
vzdy jasné, preto sme v tejto praci vytvorili spdsob na automatizovant volbu vstupov a vys-

tupov na zéklade apridrnej znalosti niekolkych prikladov nami identifikovanych podozrivych
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Obr. (3.2) Histogram rozdelenia koeficientu podozrenia pre firmy s KP > 2.

a nepodozrivych firiem. Tidto metédu dalej uvddzame pod ndzvom metdda rozdielom efek-
tivit a v tejto podkapitole porovname jej vysledky s vysledkami metédy group lasso [5] a s
vysledkami expertnej volby vstupov a vystupov z [1].

Vysledky su prezentované formou histogramov vyjadrujicich distribiciu subjektivne
pridelenych koeficientov podozrenia firiem, ktoré boli efektivne podla DEA pri pouZiti
vstupov a vystupov volenych jednotlivymi metédami. Napriklad v histograme na Obr. (3.3)
vidime, Ze podla DEA bolo efektivnych 24 firiem, pri¢om nami pridelené hodnoty KP
ukazuju, Ze 3 z tychto firiem maji KP 0; 2 firmy KP 0,5; 5 firiem KP 1; 6 firiem KP 1,5;
atd. Okrem samotného histogramu sledujeme aj priemernd hodnotu koeficientu podozrenia
efektivnych firiem.

V grafe na Obr. (3.3) je zobrazeny vysledny histogram rozdelenia koeficientov podozre-
nia pre firmy efektivne podl'a DEA pri expertnej volbe vstupov a vystupov. Spolu bolo efek-
tivnych 24 firiem, z ¢oho bolo podla koeficientu podozrenia az 5 firiem velmi podozrivych.
Z hladiska klasifikécie firiem na podozrivé a nepodozrivé z rozkradania verejnych financii
to znamend, 7e metéda DEA spravne vybrala az 5 z 8 velmi podozrivych firiem. Na
druhej strane sa medzi efektivnymi firmami nachadzalo podla koeficientu podozrenia spolu
az 10 nepodozrivych firiem. Priemer KP efektivnych firiem bol 1,48, ¢o zodpovedd KP

nepodozrivej firmy!.

1Vysledky v grafe na Obr. (3.3) sa mierne 1i3ia od vysledkov publikovanych v [1], kvéli chybe v zdrojovom
kéde v [1].
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Obr. (3.3) Efektivne firmy podla DEA pri expertnej volbe vstupov a vystupov. Spolu bolo
24 efektivnych firiem s priemernou hodnotou KP 1,48. Do DEA bolo zvolenych 5 vstupov
a 3 vystupy.

3.1.1 Vysledky metody group lasso

Vysledky metddy group lasso st zobrazené v grafoch na Obr. (3.4). Grafy zobrazuja Styri
situdcie zodpovedajice roznym hodnotdm hyperparametrov A; a Ay. Ulohu konvexného
programovania na volbu vstupov a vystupov metédou group lasso (2.10) sme pre jednotlivé
situdcie rieSili metédou ADMM navrhnutou v [5]. Z vysledkov mdZeme pozorovat, Ze
pri rasticich hodnotdch hyperparametrov A; a A, sa zniZuje pocet zvolenych vstupov, resp.
vystupov do DEA. To vyplyva z formulécie dlohy (2.9), nakolko ¢im vicSia je hodnota A; a
A2, tym vicSia je penalizdcia za nenulové multiplikativne vahy v optiméalnom rieSeni. Z toho
tiez vyplyva, Ze ¢im su hodnoty A; a A, vicSie, tym menej firiem je efektivncyh podla DEA
a tym padom DEA vyberie menej firiem ako podozrivé z rozkraddania verejnych financii.

Z grafu na Obr. (3.4) sa da pozorovat’ aj to, Ze vzhladom na priemerny KP efektivnych
firiem doSlo oproti expertnej volbe vstupov a vystupv iba k miernemu zlepSeniu. Tento
vysledok mozeme vidiet aj v Tab. (3.1), kde st zhrnuté vysledky vSetkych metod. Jed-
iny pripad, kedy doslo vzhladom na priemerny KP efektivnych firiem k signifikantnému
zlepSeniu stiladu medzi hodnotami KP a efektivnymi firmami v DEA oproti expertnej volbe
vstupov a vystupov je pre A; = 1,5 a A, = 1,5 (graf na Obr. (3.4a)). V tomto pripade
vSak boli efektivne iba 3 firmy, a z toho 1 bola velmi podozriva z hladiska KP. ZvySnych
7 velmi podozrivych firiem z analyzovanej vzorky bolo neefektivnych podla DEA, ¢ize
klasifikovanych ako nepodorivé z rozkrddania verejnych financii. Dokonca v pripade, Ze

A1 =1aA, =1 doslo k znaénému zhorSeniu siladu medzi efektivnymi firmami podla DEA
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a hodnotdm K P oproti expertnej volbe vstupov a vystupov. MoZnym vysvetlenim vysledkov
je to, Ze lasso ma tendenciu vyberat’ zo skupiny korelovanych premennych iba jednu a je
jedno ktord. TakZe metdda group lasso odfiltruje z moZnych vstupov a vystupov velmi ko-
relované vstupy, resp. vystupy, ale to nijako nezarucuje spravnu klasifikdciu firiem z hl'adiska
podozrenia z rozkradania verejnych financii.

Za povsimnutie stoji aj fakt, Ze metdda group lasso je citlivd aj na malé zmeny hyper-
parametrov A; a A;. To je mozné pozorovat’ v grafoch na Obr. (3.4¢) a (3.4d), kde je uz pri

malej zmene A; okolo 0,03 a rovnakej hodnote A, rozdiel poctu efektivnych firiem 8.

3.1.2 Vysledky metody rozdielom efektivit pre zname rozdelenie atribu-

tov na vstupy a vystupy

Druhou metédou pouZitou na volbu vstupov a vystupov do DEA je metéda rozdielom efektivit
pre zndme rozdelenie atributov na vstupy a vystupy. Predpokladdme v nej apriérnu znalost’ P
prikladov podozrivych firiem a N prikladov nepodozrivych firiem. Vstupy a vystupy volime
tak, aby boli apriérne zndme podozrivé firmy o najefektivnejSie v DEA a apriérne zndme
nepodozrivé firmy ¢o najmenej efektivne. V praxi takyto postup znamena, Ze eSte pred
DEA analyzou subjektivne skontrolujeme niekolko firiem z datovej sady a rozhodneme, ¢i
je vhodné ich pouZzit' na volbu vstupov a vystupov.

V naSej praci sme posudzovali vhodnost’ pouZitia firiem ako prikladov pre volbu vs-
tupov a vystupov na zdklade KP. Vysledky pre rozne pocty prikladov P a N a r6zne KP
tychto prikladov st zobrazené v grafoch na Obr. (3.5) a pre jednotlivé moZnosti sme tlohy
celo¢iselného programovania na volbu vstupov a vystupov (2.17) rieSili genetickymi algo-
ritmami (funkciou ga() v softvéri MATLAB). Pre jednotlivé moZnosti sme za rieSenie tlohy
(2.17) povazovali taki volbu vstupov a vystupov, ktord bola naj¢astej$im rieSenim v piatich
zbehnutiach funkcie ga() v softvéri MATLAB.

Grafy na Obr. (3.52a) a (3.5¢) predstavuju realistické situdcie s malym poc¢tom prikladov.
V prvom pripade pouZivame na volbu vstupov a vystupov priklad jednej podozrivej firmy s
KP 3 a priklady nepodozrivych firiem s KP 0; 0 a 1. V druhom pripade mame k dispozicii
priklady nepodozrivych firiem s KP 0; 0 a 0,5 a priklad podozrivej firmy s KP 2,5. ZvySné
grafy na Obr. (3.5b) a(3.5d) predstavuji extrémne pripady. V grafe na Obr. (3.5b) pouZivame
na volbu vstupov a vystupov az 5 prikladov podozrivych firiem s KP 2,5; 3,5; 2,5; 2,5 a
2,5 a 5 prikladov nepodozrivych firiem s KP 0 pre vSetky. Naopak v grafe na Obr. (3.5d) je
medzi dvomi prikladmi podozrivych firiem aj firma s KP 0 a druhd firma ma KP 2,5 a medzi
tromi prikladmi nepodozrivych firiem je firma s KP 2,5 a zvy$né dve firmy maji KP 0.

Z vysledkov v Tab. (3.1) vyplyva, Ze vzhladom na priemerny KP doSlo oproti expertnej

volbe vstupv a vystupov, aj metéde group lasso, v troch pripadoch k signifikantnému zlepse-
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(b) Firmy klasifikované ako podozrivé pri
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(d) Firmy klasifikované ako podozrivé pri
M=1,4a i =0,7.

fikovanych 26 firiem ako podozrivé, pricom

Spolu bolo klasi-

priemerna hodnota koeficientu podozrenia
pre tieto firmy bola 1,48. Spolu boli zv-
olené 3 vstupy a 3 vystupy.

Obr. (3.4) Histogram rozdelenia koeficientu podozrenia pre firmy klasifikované ako
podozrivé z rozkrddania verejnych financii pri volbe vstupov a vystupov metédou group

lasso.
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niu siladu medzi efektivnymi firmami v DEA a hodnotami KP. Dva z tychto pripadov st
zobrazené v grafoch na Obr. (3.5a) a (3.5b) a treti je uvedeny v Tab. (3.1). Pozoruhodny
vysledok bol dosiahnuty pre realisticky scendr v grafe na Obr. (3.5a), ktory ukazuje, ze v
pripade apridrnej znalosti N = 3 nepodozrivych firiem s hodnotami KP 0; 0 a 1 a iba jedinej
podozrivej firmy s KP 3 bolo podla DEA efektivnych 7 firiem z ¢oho boli az 4 firmy velmi
podozrivé z hladiska KP (s KP 2,5; 3 a4). Zvy$né 3 firmy boli podla KP mierne podozrivé
(s KP 1,5 a2). Ani jedna firma, ktord bola efektivna podl'a DEA nebola vzhladom na KP
nepodozrivd. To znamend, Ze pri takejto volbe vstupov a vystupov sa DEA podarilo sprdvne
vybrat'4 z 8 velmi podozrivych firiem a spravne uréit vetkych 159 nepodozrivych firiem ako
neefektivne. Podobné vysledky sme dosiahli aj v pripade (3.5b) pri apriérnej znalosti N = 5
nepodozrivych a P = 5 podozrivych firiem. Zaujimavé je, Ze na dosiahnutie podobnych
vysledkov ako v pripade (3.5b) stacilo v pripade (3.5a) poznat’ priklad iba jednej podozrivej
firmy a tri priklady nepodozrivych firiem.

Na druhej strane graf na Obr. (3.5d) ukazuje, €o sa stane ak mame nespravnu apriérnu
znalost’ prikladov podozrivych a nepodozrivych firiem. V tomto pripade boli na volbu
vstupov a vystupov pouZité N = 3 nepodozrivé firmy s KP 0; 0; a 2,5; a P = 2 podozrivé
firmy s KP 0 a 2,5. Podl'a priemerného KP firiem efektivnych podl'a DEA pri takejto volbe
vstupov a vystupov sd vysledky horSie ako vysledky pri expertnej volbe vstupov a vystupov
a aj ako vicSina vysledkov metédy group lasso. Této volba vstupov a vystupov je vSak
stéle o Cosi lepSia ako volba vstupov a vystupov metédou group lasso pre A; =1 a A, = 1.
Vysvetlenim vysledkov v grefe na Obr. (3.5d) je, Ze metdda rozdielom efektivit voli vstupy
a vystupy, ktoré najviac vyhovuji prikladom, ktoré ma k dispozicii. Nesprdvne urcenie
efektivnosti prikladov, ¢iZe poruSenie predpokladu metédy rozdielom efektivit, potom vedie
ku volbe vstupov a vystupov, ktoré najlepsie vyhovuji takymto zle uréenym prikladom.

V druhom pripade realistického scendra s P = 1 prikladom podozrivej firmy s KP 2,5 a
N = 3 prikladmi nepodozrivych firiem s KP 0; 0 a 0,5 pouZitych na volbu vstupov a vystupov
st vysledky zobrazené v grafe na Obr. (3.5¢) porovnatelné s expertnou volbou vstupov a
vystupov. Ndazvy vstupov a vystupov, ktoré boli do DEA zvolené pouZzitim jednotlivych

metdd su vypisané v prilohe B.

3.1.3 Vysledky metody rozdielom efektivit pre nezname rozdelenie atribii-
tov na vstupy a vystupy

Poslednou uvazovanou metédou na volbu vstupov a vystupov je metéda rozdielom efektivit

pre nezndme rozdelenie atribttov na vstupy a vystupy. Podobne ako v pripade znameho

rozdelenia atribitov, pouZiva metdda rozdielom efektivit pre nezndme rozdelenie atribttov na

vstupy a vystupy predpoklad 1 o znalosti niekol’kych prikladov podozrivych a nepodozrivych
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(d) Efektivne firmy podla DEA pri

(c) Efektivne firmy podla DEA pri o
o volbe vstupov a vystupov danej apriérnou
volbe vstupov a vystupov danej apriérnou . .
. ) znalostou N = 3 nepodozrivych firiem s
znalostou N = 3 nepodozrivych firiem s )
) priemernym KP rovnym 0,83 a P =2
priemernym KP rovnym 0,17 a P =1 ) )
o podozrivych s priemernym KP rovnym
podozrivej s KP rovnym 2,5. Spolu .
) ) ) 1,25. Spolubolo efektivnych 30 firmiem,
bolo efektivnych 18 firiem, pricom ich ) ] )
priCom ich priemernd hodnota KP bola

priemerna hodnota KP bola 1,44. 1

Obr. (3.5) Histogram rozdelenia koeficientu podozrenia pre firmy efektivne podl'a DEA pri
volbe vstupov a vystupov metédou rozdielom efektivit pre zndme rozdelenie atribitov na

vstupy a vystupy.
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firiem z datovej sady. Jej vyhodou vSak je, Ze na rozdiel od predoslych metdd nepotrebuje
mat’ dopredu urcené, ktory atribiit je vstup a ktory vystup.

Vysledky metddy rozdielom efektivit pre nezndme rozdelenie atribuitov na vstupy a vys-
tupy su prezentované v grafoch na Obr. (3.6), pri¢om priklady podozrivych a nepodozrivych
firem pouZité na volbu vstupov a vystupov si identické ako v grafoch na Obr. (3.5). Ulohy
celo¢iselného programovania na volbu vstupov a vystupov (2.24) sd pre jednotlivé scendre
v grafoch na Obr. (3.5) rieSené genetickymi algoritmami. Podobne ako v pripade zndmeho
rozdelenia atribitov sa ako volba vstupov a vystupov povazuje najcastejSie rieSenie pri piatich
zbehnutiach funkcie ga() na rieSenie (2.24) v softvéri MATLAB.

Z grafov, rovnako ako z Tab. (3.1), vyplyva, Ze z hladiska priemerného KP efektivnych
firiem je metdda rozdielom efektivit pre nezndme rozdelenie atribuitov na vstupy a vystupy
lepSia ako pri zndmom rozdeleni vo vSetkych scendroch okrem (3.6b). Dokonca aj v pripade
nespravnej apridrnej informdacie v scendri v grafe na Obr. (3.6d) je priemerny KP firiem
efektivnych podla DEA vyssi ako pri volbe vstupov a vystupov metédou rozdielom efektivit
pre zndme rozdelenie atribitov na vstupy a vystupy v grafe na Obr. (3.5d). V pripade (3.6b)
bolo podl'a DEA pri volbe vstupov a vystupov metédou rozdielom efektivit pre nezndme
rozdelenie atribdtov na vstupy a vystupy efektivnych az 5 z 8 velmi podozrivych firiem a
iba 1 zo 159 nepodozrivych firiem. TakZe aj napriek o nie¢o menSiemu preimernému KP
efektivnych firiem je z praktického hladiska vysledok lepsi ako v pripade (3.5b).

Z Tab. (3.1) vyplyva, Ze metdda rozdielom efektivit pre nezname rozdelenia vstupov a
vystupov dosiahla podla priemerného KP najlepsi vysledok zo vSetkych metdd. V takomto
pripade stacila na volbu vstupov a vystupov apriérna znalost’ P = 2 prikladov podozrivych
firtlem s KP 2,5 a 3,5 a N = 3 prikladov nepodozrivych firiem s KP 0; 0 a 1. Zaujimavy
je aj vysledok v pripade realistick€ho scendra s P = 1 prikladom podozrivej firmy s KP 2,5
a s N = 3 prikladmi nepodozrivych firiem s KP 0; 0; 0,5 v grafe na Obr. (3.5¢). Metéda
rozdielom efektivit pre zndme rozdelenie atribitov na vstupy a vystupy dosiahla v tomto
pripade priemernud hodnotu KP efektivnych firiem 1,44 a v pripade nezndmeho rozdelenia
atribitov na vstupy a vystupy sa tento vysledok podarilo zna¢ne vylepSit na priemernu
hodnotu KP efektivnych firiem rovnd 1,89. Na druhej strane vSak v pripade nezndmeho
rozdelenia atribitov na vstupy a vystupy nebola v tomto pripade firma s KP 4 efektivna v
DEA.

MoZznym odovodnenim preco je metdda rozdielom efektivit pre nezndme rodelenie
atributov na vstupy a vystupy lepsia ako zvysné dve metddy je fakt, Ze ma vicsiu flexibilitu
vo volbe vstupov a vystupov a rozdelenie atribitov na vstupy a vystupy potrebné pri zvy$nych

dvoch metédach moze byt ur¢ené nespravne.
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(c) Efektivne firmy podla DEA pri o
o volbe vstupov a vystupov danej apriérnou
volbe vstupov a vystupov danej apriérnou . .
o ) znalostou N = 3 nepodozrivych firiem s
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KPbola1,18.

Obr. (3.6) Histogram rozdelenia koeficientu podozrenia pre firmy efektivne podl'a DEA pri
volbe vstupov a vystupov metédou rozdielom efektivit pre nezndme rozdelenie atribitov na

vstupy a vystupy.
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firiem (P) a nepodozrivych firiem (V) uvedeny v zdtvorke priemer KP pre tieto skupiny firiem.

Tab. (3.1) Porovnanie vysledkov metéd na volbu vstupov a vystupov. Pri metédach rozdielom efektivit je pri po¢te apriérne zndmych podozrivych

Pocet ) Podiel )
) Podiel Podiel
efektivnych Priemer efektivnych
Metdda Parametre ) , efektivnych . efektivnych
firiem podla KP ) firiem s )
firiem s KP > 2 firiems 1 > KP
DEA 2>KP>1
Expertny vyber 24 1,48 20,8% 37,5% 41,7%
(A3 A2] =[1,5;1,5] 3 1,83 33,3% 33,3% 33,3%
[A1;42] = [1,0;1,0] 11 1,00 9,1% 27.3% 63,6%
Group lasso
(A5 A2] = [250,7] 18 1,56 22,2% 44.5% 33.3%
[A1;42] = [1,4:0,7] 26 1,48 19.2% 42,3% 38,5%
P=1(3,00), N=3(0.33) 7 2.43 57,1% 42 9% 0,0%
Meté6da rozdielom P=2(1.25), N=3(0.83) 30 1,10 10,0% 40,0% 50,0%
efektivit so zndmym | P=5(2,70), N=5(0.00) 8 2,25 50,0% 37,5% 12,5%
rozdelenim atribiitov | P=1(2,50), N=3(0.17) 18 1,44 16,7% 50,0% 33,3%
P=2(3,00), N=3(0.33) 5 2,30 40,0% 60,0% 0,0%
P=1(3,00), N=3(0.33) 7 2.43 57,1% 42.9% 0,0%
Metéda rozdielom P=2(1,25), N=3(0.83) 31 1,18 16,1% 35,5% 48,4%
efektivit s nezndimym| P=5(2,70), N=5(0.00) 10 2,1 50,0% 40,0% 10,0%
rozdelenim atribtitov | P=1(2,50), N=3(0.17) 9 1,89 44,4% 44,5% 11,1%
P=2(3,00), N=3(0.33) 6 2,58 66,7% 33,3% 0,00%
Dita 188 0,42 4,3% 11,7% 84,0%
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Tab. (3.2) Vysledky pouzitia DEA ako klasifikdtora viacerych tried. V tabulke su prezen-
tované vysledné pocty firiem v jednotlivych triedach, ich priemerny K P a podiel po¢tu velmi

podozrivych, mierne podozrivych a nepodozrivych firiem na celkovom pocte firiem v danej

triede.
Pocet
Podiel firiem s | Podiel firiem s | Podiel firiem s
Trieda firiem v Priemer KP
) KP >?2 2>KP>1 1>KP
triede
1. 7 2.4286 57,14% 42.86% 0%
2. 14 1,0000 7,14% 35,71% 57,14%
3. 18 0,7500 5,56% 16,67% 77,78%
Ostatné 149 0,2349 1,34% 7,38% 91,28%
Data 188 0,4229 4,26% 11,70% 84,04%

3.2 DEA ako Klasifikator viacerych tried

Posledna cast’ tejto prace je venovand moznosti pouzit DEA ako klasifikdtor viacerych
tried ako iba dvoch: podozriva a nepodozrivd. Klasifikdtor pre viacero tried sme zostavili
nasledove: Pre dani volbu vstupov a vystupov sme pomocou DEA ur¢ili efektivne firmy.
Nasledne sme tieto firmy odstranili z datovej sady a DEA analyzu pri tych istych vstupoch
a vystupoch sme zopakovali na zvySnych firmach. Tento postup sme opakovali az dokym
sme nevycerpali vSetky firmy z ddtovej sady. Takto sme ziskali niekol’ko tried pre jednotlivé
firmy a vysledné vlastnosti tychto tried z hladiska koeficientu podozrenia si prezentované
v Tab. (3.2). KaZzdy riadok Tab. (3.2) obsahuje pocet firiem v danej triede, ich priemerny
KP arozloZenie velmi podozrivych, mierne podozrivych a nepodozrivych firiem z pohladu
KP v danej triede . Vstupy a vystupy boli zvolené metddou rozdielom efektivit pre nezname
rozdelenie atributov na vstupy a vystupy zodpovedajtice scendru (3.6a).

Z vysledkov pozorujeme, Ze ako postupne odoberdme firmy zo vzorky, tak sa zniZuje
priemerny koeficient podozrenia a rovnako sa zniZuje aj podiel poctu firiem s KP > 2 na
celkovom pocte firiem v danej triede. Naopak, podiel firiem s KP < 1 sa zvySuje. Z tychto
vysledkov vyplyva, Ze DEA je pri vhodnej volbe vstupv a vystupv schopna dobre charak-
terizovat priestor firiem z hladiska podozrenia z rozkradania verejnych financii. Vysledky
skuto¢ne naznacujd, Ze ¢im je index triedy niz$i, tym je vySSi podiel podozrivych firiem
(s vysokym KP) a niz§i podiel nepodozrivych firiem (s nizkym KP) v danej triede. In-
ymi slovami, zdé sa, Ze koeficient podozrenia jednotlivych firiem je nepriamo tmerny ich

vzdialenosti od hranice efektivnosti danej DEA.
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Zaver

Jednym z najvicsich dskali DEA analyzy je volba vhodnych vstupov a vystupov. Cielom
préce bolo preto vytvorenie ucelenej automatizovanej metédy na volbu vstupov a vystupov
do DEA, ako aj jej aplikdcia pri hl'adani firiem podozrivych z rozkrddania verejnych financii.

Na tento ucel sme uvazovali dve metddy. Prva, ktord bola publikovand v ¢lanku [5], je
volba vstupov a vystupov metédou group lasso. Ide o dlohu kvadratického programovania,
ktord do DEA analyzy voli také vstupy a vystupy z mnoZiny vSetkych moZnych vstupov
a vystupov, ktoré zodpovedaji nenulovym vektorom multiplikativnych vdh v optimdlnom
rieSeni. Vyhodou takéhoto postupu je jeho efektivna rieSitelnost’a fakt, Ze na rozdiel od druhej
metody nepotrebuje Ziadne predpoklady o efektivnosti DMU. Na druhej strane nevyhody
spocivaju v citlivosti na spravnu volby hyperparametrov A; a A, a v potrebe apriérneho
rozdelenia atribitov na vstupy a vystupy.

Druhd metéda na volbu vstupov a vystupov, ktord sme navrhli v tejto praci, je metdda
rozdielom efektivit. Tdto metéda ma dva varianty, prvy pre zndme rozdelenie atribtitov na
vstupy a vystupy a druhy pre nezndme rozdelenie atribitov na vstupy a vystupy. Ide o postup,
ktory na zdklade apriérnej znalosti niekolkych efektivnych a niekolkych neefektivnych DMU
v dédtovej sade voli vstupy a vystupy do DEA. Vyhoda takéhoto postupu je, Ze za ucelovi
funkciu v tlohe na volbu vstupov a vystupov mdzeme zvolit’ Tubovolné vhodne definované
kritérium, na zdklade ktorého potom volime vstupy a vystupy do DEA. Okrem toho sa do
ulohy daju jednoducho priddvat’ ohrani¢enia na maximdalny a minimélny pocet volenych vs-
tupov a vystupov. Nevyhodou tejto metddy je, Ze vedie na ulohu celoc¢iselného programova-
nia, ktorej rieSenie je komplikovanejSie ako v pripade group lasso. Ukazuje sa vSak, Ze by
bolo moZné tuto komplikovanu tlohu relaxovat na bipartitné bilinedrne programovanie, pre
ktoré uz existuju efektivnejSie algoritmy ako pre celo¢iselné programovanie. Na rozdiel od
metddy group lasso nepotrebuje variant metddy rozdielom efektivit pre nezndme rozdelenie
atributov na vstupy a vystupy znalost, ktory atribut je vstup a ktory vystup.

Vyhody metddy rozdielom efektivit sa ukazuju pri vysledkoch pre aplikiaciu DEA na
naro¢ny problém odhalovania rozkradania verejnych financii. UZ pri apriérnej znalosti
efektivnosti 5 firiem dokdzala metéda rozdielom efektivit pre nezndme rozdelenie atribitov

na vstupy a vystupy vybrat’ z pohladu KP signifikantne lepSie vstupy a vystupy ako metéda
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group lasso. Takto zvolené vstupy a vystupy viedli na priemerny K P efektivnych firiem 2,58
a az 4 zo 6 efektivnych firiem boli po subjektivnej kontrole velmi podozrivé z rozkridania
verejnych financii.

Odhliadnuc od automatizovanej volby vstupov a vystupov do DEA mozeme z vysledkov
pozorovat, Ze pre spravnu volbu vstupov a vystupov sd efektivnejSie firmy podla DEA
zaroven podozrivejSie z hladiska subjektivnej kontroly. Tento silad vysledkov subjektivnej
kontroly a DEA podporuje tvrdenie, Ze DEA je vhodny ndstroj na identifikovanie firiem
podozrivych z rozkrddania verejnych financii.

Podobné myslienky, ako v pripade hl'adania firiem podozrivych z rozkrddania verejnych
financif, je moZné pouZit’ pri lubovolnom probléme na hl'adanie podozrivych subjektov, ktoré
prijimajud nejaké vstupy a produkuju vystupy. V Stitnej sprave by napriklad bolo mozné
identifikovat moznych dafiovych podvodnikov a na zdklade minulych danovych kontrol by
mohla byt’ pouzita aj automatizovana volba vstupov a vystupov metédou rozdielom efektivit.
Myslienky a odvodenia metédy rozdielom efektivit tvoria uceleny zdklad pre vytvaranie

dal$ich metéd na volbu vstupov a vystupov do DEA.
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Priloha A: Odvodenia a tpravy vyrazov

Uprava vyrazu (2.9)

Uvazujme tlohu na volbu vstupov a vystupov metédou group lasso dand vyrazom (2.9):
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Ozna¢me potom A, B, I, ¥, p, ii, p* ako

Xl X2 . XM
1 2
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Nakoniec ozna¢nme ¢, z, A, b ako
T T r 17
c= [ xt, =y 1 }
T Mn+Sn—+n
7= [ vl al, wh } €ER

A [A —B I_] ER(,12_|_Mn_¢_5n)><(Mn—0—5n—i-n)
I/

2
n-+Mn+Sn
€R ,

_Av Bu
b:[ p*+Bp

kde

I — [ I. 0 :| c R(Mn+Sn)><(Mn+Sn+n)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7

(3.8)

a [ € RWMn+Sn)x(Mn+5n) je identita. Prepisanim (3.3) pomocou (3.4)—(3.7) potom dostdvame

ulohu konvexného programovania

M S
min cz+ A ) [[Fll2+242 ) [l ]l

i=1 r=1

Az > b.
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Priloha B: Vysledné volby vstupov a

vystupov

Tab. (3.3) Potencidle vstupy.

Vstup | Oznacenie
Priemerny Gctovny cashflow | a)
Priemerné mnoZstvo peiiazi na bankovych tctoch uvedené v tctovnej zavierke | b)
Priemerné vlastné imanie | ¢)
Priemernd vyska trzieb | d)
Priemerné Z-skore | e)
Priemerny pocet zamestnancov | f)
Priemerné ndklady na materidl | g)
Tab. (3.4) Potenciéle vystupy.
Vystup | Oznacenie
Maximalny medziroCny rast trzieb | h)
Priemerné mnoZstvo peniazi v hotovosti uvedené v uctovnej zavierke | 1)
Priemernd pridand hodnota | j)
Pocet obstardvani, v ktorych sa dand firma zdcastnila ako jedind a vyhrala | k)
Pocet obstardvani obstardvanych formou neverejnej sutaze, ktoré firma vyhrala | 1)
Priemerné rocné prijmy z verejnych obstaravani | m)
Priemerny obeZny majetok | n)
Hodnota najvicsej Statnej zakazky aku firma vyhrala | o)
Priemerné naklady na sluzby | p)
Priemer rozdielu nédkladov na sluzby a ndkladov na material | r)
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Tab. (3.5) Vyslednd volba vstupov a vystupov jednotlivych metdd. Oznacenia vstupov sd vypisané v Tab. (3.3) a onaZenia vystupov v Tab. (3.4).

Pocet
Pocet Pocet
Metéda Parametre efektivnych Vstupy . Vystupy
vstupov vystupov
DMU
Expertny vyber 24 5 a),c),d),e), ) 3 h), m), o)
TSWPN_H:“mwTM_ 3 2 b), ) 0
(A1 22] = [1,0;1,0] 11 3 b), 1), g) 1 i)
Group lasso
[A1522) = [2:0,7] 18 2 b), ) 3 h), i), m)
[A1;42] = [1,4;0,7] 26 3 b), 1), g) 3 h), i), m)
WHHA”W“OOV“ Z”WAOWWV ﬂ N va @v ﬂ va .—vu Wv“ —vu Bvu bv“ @v
Metdda rozdielom P=2(1.25), N=3(0.83) 30 3 d), e), f) 5 1), k), 1), p), 1)
efektivit so zndmym | P=5(2,70), N=5(0.00) 8 2 c), e) 6 i), k), 1), m), 0), 1)
rozdelenim atribitov | p=1(2,50), N=3(0.17) 18 I ) 7 . k), 1), m), 0), p), 1)
P=2(3,00), N=3(0.33) 5 1 e) 7 h), j), k), 1), m), n), p)
a), b), ), d), 1), g), h), j),
P=1(3,00), N=3(0.33) 7 1 e) 14 ‘ ww cv w @v @v w D
b 9 B b B b 9 H-
Metdda rozdielom b, d). ). ) wv 0. 1)
m. b b 9 9 9 b b b
efektivit s nezndmym| P=2(1,25), N=3(0.83) 31 4 ), e), h), 1) 13 &)
) o m), n), 0), p), )
rozdelenim atributov b). . 2). ). i). k). 1), m)
2 b b b b 9 b B b
P=5(2,70), N=5(0.00) 10 2 1), e) 9 & _v
n
b), d), 1), g), h), j), k), D),
P=1(2,50), N=3(0.17) 9 1 i) 10 ) d.D. 8. 0. . 1. D
m), 0)
b), d), ), ), h), j), k), 1),
P=2(3,00), N=3(0.33) 6 1 e) 1 » .9, £), 1), 3, k),

m), 0), 1)
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Priloha C: Kod programu v MATLAB

Hlavny subor:

1 %% Metoda group lasso

2 mu=1;

3 [Value,Rel_Vst_ind_GL,Rel_Vyst_ind_GL, z_opt]=
My_GLmethod (Vst,Vyst, lambda_1, lambda_2, mu) ;

4 Vst_ind_ GL=Vstupy (Rel_Vst_ind_GL);

5 Vyst_ind GL=Vystupy (Rel_Vyst_ind_GL);

6 [Pod,effectivity]=WAddModel (Data(:,Vst_ind_GL),Data(:,Vyst_ind_GL));

7 Pod

9 %% Metoda rozdielom efektivit pre zname rozdelenie atributov
10 [Rel_Vst_ind_Dx_Dy,Rel_Vyst_ind_ Dx_Dy]l= GA_Dx_Dy (Vst,Vyst,op,on);
11 Vst_ind_Dx_Dy=Vstupy (Rel_Vst_ind_Dx_Dy);
12 Vyst_ind_Dx_Dy=Vystupy (Rel_Vyst_ind_Dx_Dy);
13 [Pod,eff,lambda, sx,sy]l=
WAddModel (Data(:,Vst_ind_Dx_Dy),Data(:,Vyst_ind_Dx_Dy));

20

21

22

23

Metoda rozdielom efektivit pre nezname rozdelenie atributov
[Vst_ind_D,Vyst_ind_D]= GA_D (Data, op,on);

Vst_D=Data(:,Vst_ind_D);

Vyst_D=Data(:,Vyst_ind_D);

[Pod,eff, lambda, sx, sy]l= WAddModel (Data(:,Vst_ind_D),Data(:,Vyst_ind D));

%% Expertny vyber vstupov a vystupov

24 [Pod,eff,lambda, sx,syl=
WAddModel (Data(:, [2,5,9,12,13]),Data(:, [1,10,14]));

Aditivny DEA model:

1 function[Podozrive,effectivity, lambda, sx, sy]=WAddModel (Vst, Vyst)

2 % Vst je matica vstupov, DMU su v riadkoch
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o\

Vyst Jje matica vzstupov, DMU su v riadkoch

o\

Podozrive je index DMU, ktore su efektivne

o

effectivity su vysledne hodnoty efektivity

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

4

43

44

45

46

o\

lambda je efektivny vzor

% sx su slacky vstupov

% sy su slacky vystupov

[m,nX]=size (Vst');

[s,nY]=size (Vyst');

if nX=znY % Kontrola rozmeru
error ('Rozmer matice X a Y nesedi')

else

n=nX;

end

Vst=Vst + ones(n,1l)* (abs (min(Vst))+ones(1l,m));

Vyst=Vyst + ones(n,1)* (abs (min (Vyst))+ones(1l,s)); % Posun vystupov

X=Vst';
Y=Vyst';
Rx=zeros (1l,m);
for i=1:m
Rx (i)=max (X (i, :))—min(X(i,:));
end
wx=1./Rx;
Ry=zeros (1, s);
for r=1:s
Ry (r)=max (Y (r,:))min(Y(r,:));
end
wy=1./Ry;
X=diag (wx) *X;
Y=diag (wy) *Y;
wx=ones (1,m);
wy=ones (1,s);
Aeg=[X, eye(m,m), zeros(m,s);
Y, zeros(s,m), -eye(s,s);

ones(l,n), zeros(l,m), zeros(l,s)];

a=1; effectivity=ones(l,n); lambda=-ones(n,n);

sy=—-ones (s, n);

Q

[

sx=-ones (m,n);

[x(:,0),fvall=linprog(f, [], []1,Aeq, beq, zeros (n+m+s,1), []1, []);

effectivity (o)=£fval;
lambda(:,0)=x(1l:n,0);

sx(:,0)=x((n+1): (n+m),0);
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20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

sy (:,0)=x((n+m+1) : (n+m+s),0);

if effectivity(o)>-10"(-8) && effectivity(o)<10~ (-8)

Podozrive (a)=0;
a=a+l;
end

end

Metdéda group lasso:

function

[Value,Vst_ind,Vyst_ind, z_opt]=My_GLmethod (X, Y, lambda_1, lambda_2, mu)

$ v_tilde=z (1 : m*n)
% u_tilde=z (m*n+l : m*n+s*n)
$ w=z (m*n+s*n : m*n+s*n+n)

o\

X \in R"n*m
% Y \in R"n*s
[nX,m]=size (X);
[nY,s]=size(Y);
if nX==nY
n=nX;
else
error ('nX a nY sa nerovnaju')
end
X=X + ones(n, 1) * (abs (min (X))+ones(1l,m));
Y=Y + ones(n,1l)* (abs(min(Y))+ones(1l,s));
Rx=zeros (1,m);
for i=1:m
Rx (1i)=max (X (:,1i))min(X(:,1));
end
wx=1./RX;
Ry=zeros (1, s);
for r=1:s
Ry (r)=max (Y (:,r))-min(Y(:,r));
end
wy=1./Ry;
% Normalizacia
X=(X*diag (wx));
Y=(Y*diag (wy));

)

% Ucelova funkcia

x=X(:);
y=Y(:);
c=sparse([x;-y;ones(n,1)]);

[

% Ohranicenia

[

% Posun vstupov

o

% Posun vystupov

function [OutMatrix]=BarMatrix (InMatrix)

% pocet DMU je pocet riadkov
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63

64

65

66

67

68

69

70

pocet premennych je pocet stlpcov

NumberOfVariables=size (InMatrix, 2);

NumberOfDMUs=size (InMatrix, 1) ;

OutMatrix=zeros (NumberOfDMUs "2, NumberOfDMUs *NumberOfVariables) ;

for index=1:NumberOfVariables

OutMatrix(:,

NumberOfDMUs* (index—1) +1 :NumberOfDMUs*index)=kron (eye (NumberOfDMUs) , InMatri

end

end

A_bar=BarMatrix (X) ;
B_bar=BarMatrix (Y) ;

I_bar=BarMatrix (ones(n,1));

o
5

Vahy

clear Rx Ry wx wy

Rx=zeros (1,m);

for i=1:m

Rx (1)=max (X (:,1))-min (X (:

end

wx=1./RX;

I_rho_v=kron(eye(m),ones(n,1l));

rho_v=I_rho_v*wx"';

Ry=zeros (1l,s);

for r=1:s

Ry (r)=max (Y (:,r))-min(Y(:,1r));

end

wy=1./Ry;

I_rho_u=kron(eye(s),ones(n,1l));

rho_u=I_rho_u*wy';

NonzeroCon=zeros (m*n+s*n, m*n+s*n+n) ;

Non zero constraint

NonzeroCon (:,l:m*n+s*n)=eye (m*n+s*n) ;

A=sparse ([A_bar,-B_bar,I_bar;NonzeroCon]);

b=sparse ([-A_bar*rho_v + B_bar*rho_u;zeros(m*n+s*n,1)1])

C_v=zeros (m*n,m*n+s*n+n) ;

C_v(:,1:m*n)=eye(m*n);

C_v=sparse(C_v);

C_u=zeros (s*n,m*n+s*n+n) ;

C_u(:,m*n+l:m*n+s*n)=eye(s*n);

C_u=sparse(C_u);

o

°
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z=sparse (0.001*ones (m*n+s*n+n, 1)) ;
slack=sparse(0.001l*ones(n"2 + m*n + s*n,1l));
v_bar=0.001*ones (m*n, 1) ;

u_bar=0.001*ones (s*n,1);

gamma_s=sparse (0.001*ones(n"2 + m*n + s*n,1));
gamma_v=sparse (0.001*ones (m*n, 1)) ;

gamma_u=sparse (0.001*ones (s*n,1));

% Algoritmus
K=500;
for k=1:K

z=(A'*A + C_v'*C_v + C_u'*C_u)\ (mu* (A'*gamma_s + C_v'*gamma_v +

C_u'*gamma_u - c) + A'*(bt+slack) + C_v'*v_bar + C_u'*u_bar);

Help_s=A*z - b - mu*gamma_s;
slack=max ([Help_s, zeros (size (Help_s,1),1)1,[1,2);
Help_v=C_v*z - mu*gamma_vVv;
for i=1l:m
v_bar((i-1)*n+l : i*n)=Help_v((i-1)*n+1
i*n) *max (0, 1-mu*lambda_1/norm (Help_v ((i-1) *n+1
end
Help_u=C_u*z - mu*gamma_u;
for r=1:s
u_bar((r-1)*n+l : r*n)=Help_u((r-1)*n+l

r*n) *max (0, 1-mu*lambda_2/norm (Help_u((r-1) *n+1

end

gamma_s=gamma_s - (1/mu)* (A*z - (b+slack));
gamma_v=gamma_v - (1/mu)* (C_v*z - v_bar);
gamma_u=gamma_u — (1/mu)* (C_u*z - u_bar);

if mod(k,50)==
fprintf ('iteration: $d \n',k);
end
end
V_bar=reshape (full (v_bar), [n,m]);
U_bar=reshape (full (u_bar), [n,s]);

z_opt=z;
Value=c'*z_opt + lambda_l*sum(sgrt (sum(V_bar." 2, 1))) +
lambda_2*sum(sqgrt (sum(U_bar." 2, 1)));

% Urcenie ktore Vstupy/Vystupy vybrat
V_sum=sum (abs (V_bar),1)"';
if isempty (find(V_sum>10"-6,1))
NonCorrVst=(find (NonCorrVst==min (NonCorrVst))) ;
Vst_ind=[1];
else

Vst_ind=find (V_sum>10"-6) ;
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end

U_sum=sum (abs (U_bar),1)"';

if isempty (find(U_sum>10"-6,1))

NonCorrVyst=(find (NonCorrVyst==min (NonCorrVyst)));

Vyst_ind=[];

else

Vyst_ind=find (U_sum>10"-6);

end

end

Metdda rozdielom efektivit pre zndme rozdelenie atribitov:

function[pEff,nEff]=Diag_f Dx_Dy_WAddModel (Vst_All,Vyst_All,dx,dy, op,on)

[m,nX]=size (Vst_All'");
[s,nY]=size (Vyst_All");

if nXznY % Kontrola rozmeru

error ('Rozmer matice X a Y nesedi')

else
n=nX;

end

Vst_All=Vst_All + ones(n,l)* (abs(min(Vst_All))+ones(l,m));
Vyst_All=Vyst_All + ones(n,1l)* (abs(min(Vyst_All))+ones(1l,s));

X=Vst_All";
Y=Vyst_All"';
Rx=zeros (1l,m);
for i=1:m

Rx (1)=max (X (i, :))-min (X (1,
end
wx=1./(Rx);
Ry=zeros (1l,s);
for r=1:s

Ry (r)=max (Y (r,:))-min (Y (r,
end
wy=1./(Ry);
X=diag (wx) *X;
Y=diag (wy) *Y;
Dx=diag (dx) ;
Dx( —any(Dx,2), : ) = [];
Dy=diag(dy) ;
Dy ( —any (Dy,2), : ) = [];
pEff=ones (length(op),1);
for p=1l:1length (op)
oi=op(p);

pEff (p)=f_Dx_Dy_WAddModel (X,Y,Dx,Dy, 01,
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end
nEff=ones (length(on),1);
for n=1:1length (on)

oi=on (n);

nEff (n)=f_Dx_Dy_WAddModel (X, Y,Dx,Dy, 01,

end

function[fval]=GA_Dx_Dy_fun (Vst_All,Vyst_All,dx,dy,op,on)
[pEff,nEff]=Diag_f_Dx_Dy_WAddModel (Vst_All,Vyst_All,dx,dy,op,on);

P=length (op) ;
N=length (on);

fval=—((1/P) *sum(pEff) — (1/N)*sum(nkEff));

end

function[Vst_ind_Dx_Dy,Vyst_ind_Dx_Dy,x, fval,exitflag, output, population, scores]=GA_

sizDx=size (Vst, 2);
sizDy=size (Vyst,2);
MS=sizDx+sizDy;
nvars=MS;

LB=zeros (MS,1);
UB=ones (MS, 1) ;
IntCon=[1:MS]"';
fitnessfcn=Q@ (dxdy)

GA_Dx_Dy_fun (Vst,Vyst,dxdy (1l:sizDx),dxdy (sizDx+1:sizDx+sizDy),op,on);
[x, fval,exitflag, output, population, scores] =

ga(fitnessfcn,nvars, [1,[]1,[1,[]1,1LB,UB, [],IntCon) ;
Vst_ind Dx_Dy=find(x(l:sizDx)==1);
Vyst_ind_Dx_Dy=find(x(sizDx+1l:sizDx+sizDy)==1);

Metdda rozdielom efektivit pre nezndme rozdelenie atribtitov:

function[pEff,nEff]=Diag_f D_WAddModel (A, d, op,on)
[n,MS]=size (A);
A=A + ones(n,1l)* (abs (min (A))+ones (1,MS));

A(:,find(d==-1))= - A(:,find(d==-1));

A=A";

R=zeros (1,MS);

for k=1:MS
R(k)=max (A(k, :))-min(A(k,:));

end

w=1./(R);

A=diag (w) *A;

D=diag(d);

D( —any(D,2), : ) = [];

pEff=ones (length(op),1);
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for p=1l:1length (op)

oi=op(p);

pEff (p)=f_D_WAddModel (A,D,o0i, w,MS);

end

nEff=ones (length(on),1);

for n=1l:1length (on)

oi=on (n);

nEff (n)=f_D_WAddModel (A,D,o0i, w,MS);

end

function[fval]l=GA_D_fun (A, d, op,on)

[pEff,nEff]=Diag_f_D_WAddModel (A, d, op,on);

P=length (op) ;

N=length (on) ;

fval=-((1/P) *sum(pEff) - (1/N)*sum(nEff));

end

function([Vst_ind D,Vyst_ind D, x,fval,exitflag, output, population, scores]=GA_D (Data, op, on)

MS=size (Data,2);

nvars=MS;

LB=-ones (MS,1);

UB=ones (MS, 1) ;

IntCon=[1:MS]"';

fitnessfcn=@(d) GA_D_fun (Data,d',op,on);

[x, fval,exitflag, output, population, scores] =
ga(fitnessfcn,nvars, [1,[],[1,[]1,1B,UB, [],IntCon) ;

Vst_ind_D=find (x==1) ;

Vyst_ind_D=find(x==-1);
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