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Abstrakt v statnom jazyku

HUSKOVA, Petra: Short rate modely priptistajiice zaporné tirokové miery [Diplomova
préaca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky,
Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; skolitel: doc. RNDr. Bedta Stehlikova,
PhD., Bratislava, 2018, 71s.

Nasa diplomové praca sa zaoberd short rate modelmi priptstajicimi zaporné irokové
miery. V praci sa porovnava jednofaktorovy Vasickov model s dvojfaktorovym, v kto-
rom jeden faktor mé Cox-Ingersoll-Rossov tvar a druhy faktor ma Vasickov tvar a
short rate je ich siuctom. Porovnavaju sa vynosové krivky a zaobera sa pravdepodob-
nostnym rozdelenim modelov. Dalej sa optimalizuje funkcia maximélnej vierohodnosti
pre ziskanie konstanty posunu odhadnutych faktorov short rate od simulovanych, resp.

realnych faktorov.

KIicové slova: short rate, vynos, Vasickov model, CIR model, metéda maximéalne;

vierohodnosti



Abstract

HUSKOVA, Petra: Short rate models allowing negative interest rates [Master Thesis],
Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics,
Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: doc. RNDr. Bedta
Stehlikova, PhD., Bratislava, 2018, 71p.

Our master thesis deals with short rate models allowing negative interest rates.
One-factor Vasicek model is compared to two-factor model where one factor has Cox-
Ingersoll-Ross form and the other has Vasi¢ek form and short rate is the sum of them.
In this work, yield curves are compared and probability distributions of models are
dealt with. Later in our work, we optimize maximum likelihood estimation to get the
constant of movement between estimated factors of short rate and simulated, or real

factors of short rate.

Keywords: short rate, yield, Vasicek model, CIR model, maximum likelihood

estimation
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Uvod

Pre obchodovanie s derivatmi irokovych mier na finanénych trhoch je vyhodné poznat
nasledujici vyvoj urokovej miery, ktory je popisany stochastickym procesom. Pre mo-
delovanie drokovej miery je dolezité zachytit dynamiku okamzitej irokovej miery, ¢o
je teoreticka velicina zaciatku vynosovej krivky. Pre popisanie vyvoja tirokovej miery
pozndme niekolko modelov. My sa v nasej diplomovej praci budeme zaoberaf najméi
dvojfaktorovym modelom, v ktorom jeden faktor ma tvar Vasickovho procesu, ¢o nam
umozni modelovat aj zdporné trokové miery, a druhy faktor mé tvar Cox-Ingersoll-
Rossovho procesu a okamzita irokova miera - short rate je ich sic¢tom. Dvojfaktorovy
model budeme porovnavat s jednofaktorovym Vasickovym modelom. Pouzitie dvojfak-
torového modelu umoznuje vacsiu flexibilitu pri modelovani a mnozina pripustnych

tvarov vynosovych kriviek bude bohatsia.

Hlavnou myslienkou nasej diplomovej prace je pokusif sa odhadnitf konstantu po-
sunu pri faktoroch short rate, pretoze aplikovanim algoritmu z ¢lanku [3] na simulované
data vidime, ze odhadnuté faktory su od simulovanych posunuté o rovnaki konstantu
s opacnym znamienkom. Odhad konstanty budeme robit metédou maximalnej viero-

hodnosti.

Préca je rozdelend na pit kapitol. V prvej kapitole si predstavime zdkladné pojmy
z finanénej matematiky a stochastického kalkulu, modely okamzitej iirokovej miery a
ceny jej derivatov. Porovname vynosové krivky pre Vasickov, Cox-Ingersoll-Ross model
a dvojfaktorovy model. V druhej kapitole sa budeme zaoberat pravdepodobnostnym
rozdelenim okamzitej irokovej miery vo Vasickovom modeli a v Cox-Ingersoll-Rossovom
modeli. KedZe v stvrtej kapitole aproximujeme pravdepodobnostné rozdelenie Cox-
Ingersoll-Rossovho modelu normélnym rozdelenim, tak v druhej kapitole nakoniec po-
rovname hustoty normalneho rozdelenia a necentralneho y2. V tretej kapitole apliku-
jeme algoritmy pre jednofaktorovy model z ¢ldnku [2] a pre dvojfaktorovy model z
¢lanku [3] na simulované a redlne ddta Euriboru pre rok 2017. V stvrtej kapitole sa
pozrieme na funkciu maximalnej vierohodnosti a pokiisime sa pomocou nej odhadntit

konstantu posunu realnych vynosovych kriviek a odhadnutych vynosovych kriviek. V



piatej kapitole budeme fitovat vynosy na zdklade optimalizovanych parametrov aj s

odhadnutou konstantou posunu zo stvrtej kapitoly.
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1 Zakladné pojmy

1.1 Dlhopisy, casova struktara trokovych mier a stochasticky

kalkulus

V nasledujicej ¢asti cerpame najmé z [6] a [7]. Dlhopis je zdkladnym derivéatom trokovej
miery. Dlhopisy vieme rozdelif na kupdénové a bezkupénové, no pre nase potreby
sa budeme zaoberat iba bezkupénovymi dlhopismi, ktoré v ¢ase splatnosti vyplatia
svojmu vlastnikovi nominalnu hodnotu. Pomerom ceny dlhopisu a nominalnej hod-
noty definujeme casovi struktiru irokovych mier pre dani dobu splatnosti, ktora teda
vyjadruje zdvislost 1rokovej miery od maturity dlhopisu. Pokial je nomindlna hod-
nota dlhopisu rovna 1, jednéd sa o diskontny dlhopis. Pri analyze dlhopisov je treba
zohladnit aj vynosovi krivku, ktord popisuje casovi struktiru trokovych mier pre
jednotlivé maturity. Cena diskontného dlhopisu v case ¢ s maturitou v ¢ase 7' je ur¢ena
vztahom P(t,T) = e D=1 7 ktorého vieme vyjadrit vynos pre dani maturitu
R(t,T) = - 1Pl

Kratkodoba turokova miera, alebo tiez short rate, je irokovéd miera na nekonecne
kratky cas. Je definovand ako zaciatok vynosovej krivky r(t) = limp .+ R(¢, 7).
Kratkodoba trokova miera je vSak len teoretickou veli¢inou, pretoze nie je na trhu po-
zorovatelnd. V praxi sa short rate aproximuje vynosom s kratkou maturitou, napriklad
1 mesiac, ¢o vSak nie je konzistentné s definiciou short rate ako limity vynosov, kde sa
maturita blizi k nule. Taktiez sa zvykne aproximovat overnight vynosom, to vsak nie je
vzdy vhodné, pretoze pri overnight vimnosoch moéze dojst k roznym nepredvidatelnym

situdciam na trhu.

Vyvoj trokovych mier v ¢ase nie je deterministicky, ma stochasticky charakter. V na-
sledujucej casti definujeme zakladné pojmy zo stochastického kalkulu, pricom cerpame

z [11].

Definicia 1.1. Stochasticky proces je t-parametricky systém ndhodnich premennych

{X(t),t € I}, kde I je interval alebo diskrétna mnozina.

Stochasticky proces, ktory sa nachadza v diferencidlnych rovniciach opisujicich

11



urokové miery, sa nazyva Wienerov proces.

Definicia 1.2. Wienerov proces {w(t),t > 0} je ndahodny proces, ktory splria:

2. prirastky w(t + At) — w(t) maji normdlne rozdelenie so strednou hodnotou 0 a

disperziou At,

3. pre kazdé delenie to = 0 < t1 <ty < ... <t, su prirastky w(t;) — w(ty), w(ts) —

w(ty),...,w(t,) — w(t,—1) nezdvislé,
4. trajektorie su spojité.

Wienerov proces je Brownov pohyb B; = ut + oW, s parametrami p =0 a o = 1.

KedZe sa irokova miera modeluje stochastickou diferencidlnou rovnicou, je potrebny

nastroj na pracu s ndhodnymi premennymi, a tym je Itéova lema.

Lema 1.3. Nech f(x,t) je C* hladkd funkcia premennyjch x,t a nech proces {x(t),t >

0} wyhovuje stochastickej diferencidlnej rovnici
dr = p(z,t)dt + o(x,t)dw,

kde w je Wienerov proces. Potom

df = f T+ (g{ + %JQ(x,t)a—f) dt
3} 0 1 0? 0
= (8{ + p(x t)a—f + 50 o?(z, )&cf) dt + o (w,t)a—idw.

Dalsfm dolezitym néstrojom je Itéova izometria, ktort vieme najst v [6].

Lema 1.4. Nech pre meratelni funkciu f : (0,t) — R plati fo f2(1)dr < oo. Potom

existuje Itoov integral fo T)dw(T), ktory predstavuye normdlne rozdelent ndhodni
premenni s rozdelenim N(0,02(t)), kde o* fo 7)2dr. To znamend, Ze platia
identity:

Posledna identita sa vold Itéova izometria.

12



1.2 Jednofaktorové modely urokovych mier

V tejto podkapitole cerpame zo [7]. V pripade jednofaktorovych short rate modelov je

okamzitd urokova miera modelovand stochastickou diferencidlnou rovnicou
dr = u(r,t)dt + o(r,t)dw, (1)

pricom p(r, t) predstavuje trend (drift) vo vyvoji urokovej miery a o(r,t) zas volatilitu,
teda nahodné fluktudacie tirokovej miery okolo deterministickej casti procesu. Jednou zo
zakladnych vlastnosti modelu tirokovej miery je tendencia navratu k strednej hodnote
(mean reversion). Prave vdaka tejto vlastnosti sa obvykle driftovd cast voli v tvare
Ornstein-Uhlenbeckovho mean reverting procesu, teda pu(r,t) = k(6 — r), pricom « a
st kladné konstanty. Stredné hodnota trokovej miery je v pripade tohto tvaru driftovej
¢asti pritahovand k rovnovéaznej hodnote 6 a rychlost reverzie je k. O tom sa vieme

presvedcit vyrieSenim diferencidlnej rovnice
d(E(ry)) = E(dry) = E(k(0 — ry)dt + odw) = k(0 — E(ry))dt,

ktorej riesenim je

E(ry) = roe™™ + (1 — e=™)0.

Limitou rieSenia tejto diferencialnej rovnice je prave parameter 6,

lim E(Tt) =4.

t—>00
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Mean reversion

E()
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Obr. 1: 0 =0.02,x = 1.2

Mean reversion

E(r)
I I I

-0.02 0.00 0.02 0.04

-0.04
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Obr. 2: § =0.02,xk =2

Na obrazkoch 1 a 2 vidime mean reverting proces pre hodnoty turokovej miery
ro = (—0.04,—0.02,0,0.02,0.04), pricom parameter 6 je v oboch pripadoch rovnaky,
teda 8 = 0.02 a parameter x nadobida hodnoty x = 1.2 a kK = 2. Vidime, ze ¢im je

parameter xk Vacsi, tym rychlejsSie ide stredna hodnota tirokovej miery k parametru 6.

V nasej diplomovej préaci sa zameriame na modely trokovej miery, v ktorych je trend

popisany Ornstein-Uhlenbeckovym procesom, avsak 1iit sa budi vo volatilite.

Vasickov model patri medzi najstarsie a najjednoduchsie modely trokovej miery.
Uvazuje konstantnu volatilitu, teda o(r,t) = o. Stochastickd diferencidlna rovnica mé

potom tvar

dr = k(0 — r)dt + odw. (2)
Jednou z vlastnosti Vasickovho modelu je fakt, ze pripista zaporné tirokové miery,

14



pretoze ked'Ze je volatilita konstantnd, tak proces vie nadobudnit aj zdporné hodnoty.

Dalsim zo zndmych short rate modelov je Cox-Ingersoll-Ross model, tiez oznacovany
ako CIR model. Dynamika short rate je v iom popisovana nasledujicou stochastickou

diferencialnou rovnicou

dr = k(0 — r)dt + o\/rdw. (3)

Vidime, ze drift tohto procesu je rovnaky ako pri Vasickovom modeli, ale volatilita
uZz nie je konstantna. Prave vdaka tvaru volatility tento model nepriptista zdporné
urokové miery. V priprade urokovej miery blizkej nule bude volatilita taktiez blizka
nule, resp. ak by trokovéd miera bola rovna nule, tak aj volatilita bude nulové. Dalsi
vyvoj zavisi potom na drifte, ktory je v pripade r = 0 kladny. Tym padom sa trokova
miera bude zvySovat a opét nadobudne kladni hodnotu. Taktiez plati, Ze ak 26 > o2,

tak pravdepodobnost dosiahnutia r = 0 je nulova.

Zovseobecnenie Vasickovho a CIR modelu predstavuje tzv. CKLS model, ktory
navrhol Chan, Karolyi, Longstaff a Sanders. CKLS model ma tvar

dr = k(0 — r)dt + or"dw, (4)

pricom v > 0. Mozeme si v&imnit, Ze pre v = 0 dostavame Vasickov model a pre
~v = 1/2 CIR model. Ukazuje sa vsak, ze v pripade Vasickovho a CIR modelu nie je
dynamika short rate dostato¢ne popisand, totizto je potrebné, aby funkcia volatility
pruzne reagovala na zmenu miery. Autori odhadli optimédlnu hodnotu pre jednofakto-
rovy model v = 1.5. AvS§ak nevyhodou CKLS modelu je to, ze pri pouziti modelov, kde
v # 0 a -y # 1/2 neexistuji analytické rieenia cien derivatov short rate.

V tabulke 1 st uvedené dalsie modely, ktorych zovieobecnenim je CKLS model.

15



Model Stochasticka diferencialna rovnica pre r
Vasicek dr = k(0 — r)dt + odw
Dothan dr = ordw
Brennan-Schwarz dr = k(0 — r)dt + ordw
Cox-Ingersoll-Ross dr = k(0 — r)dt + o\/rdw
Cox-Ross dr = Brdt + or?dw

Tabulka 1: Prehlad CKLS modelov

1.3 Odvodenie parcialnej diferencialnej rovnice pre cenu dl-

hopisu v jednofaktorovom modeli

Pri modelovani trokovej miery je dolezita cena dlhopisu, ktord je rieSenim parcidlnej
diferencidlnej rovnice. Preto tuto parcialnu diferencidlnu rovnicu v nasledujicej casti

odvodime pre pripad jednofaktorového modelu, pricom budeme postupovat ako v [7].

Stochasticku diferencialnu rovnicu pre opis jednofaktorového modelu sme uz uviedli
v predchadzajicej podkapitole,
dr = p(r,t)dt + o(r,t)dw.

Majme cenu dlhopisu P zavisli od okamzitej trokovej miery r, aktudlneho casu t a

maturity 7', teda P = P(r,t,T). Z Itéovej lemy potom dostavame

oP 0P o20°P oP
J I (A A I A
4 (at TS (37“2) brogav )

= pp(t,r)dt + op(t,r)dw.
Predpokladajme, ze mame portfélio zlozené z jedného dlhopisu s maturitou 77 a z A

dlhopisov s maturitou 75. Hodnota tohto portfdlia je potom
m=P(rt,Th)+ AP(r,t,Ts). (6)
Zmena hodnoty takéhoto portfélia je
dm = dP(r,t, T1) + AdP(r,t,Ty)
= up(r,t, Th)dt + op(r,t, Ty )dw + A(ug(r,t, Te)dt + op(r,t, Ty)dw) (7)

= (MB(h ta Tl) + A,UB<T7 t7 TQ))dt + (UB<T7 tv TI) + AUB<T7 tv TQ))dw

16



ag(r,t,T1)

on (i )" Zmena

Kvoli ndhodnosti, ktort chceme eliminovat, volime parameter A = —
hodnoty portfélia potom vyzera nasledovne:

OB (Tv t7 Tl)

dr = (MB(T7t7T1> - O'B(T t T2)

,uB(r,t,Tg)> dt.

Aby sme vylucili arbitrdz, vynos takéhoto portfélia sa musi rovnat okamzitej bez-
rizikovej urokovej miere r, teda dm = rmdt. Dosadenim prislusnych vyrazov potom

dostavame

t, T +T
MB(T7t7 Tl) - MI’LB(T7tJT2> =T (P(T7t7 TI) - O-B(T’ ’ 1)

——=P(r,t,T) | .
O-B(Tat7T2) O-B(Tat7T2) (T’ 7 2)>

Po vhodnych algebraickych tupravach dostdavame vyraz

pp(r,t,Ty) —rP(r,t,Th)  pp(r,t,Ty) —rP(r,t,1s)
OB(r7t7Tl) B UB(r7t7T2)

Maturity 77 a 75 boli lubovolné, teda tento vyraz nemoéze od maturity zdvisiet, preto
definujeme funkciu A(r,t) taku, ze

r,t,T) —rP(r,t,T)
O-B(T7t7T)

A1) = P2t VT (8)

Funkcia A(r,t) sa nazyva trhovd miera rizika, ¢o vyjadruje o¢akdvany narast vynosu

: : . y . _ op oP | o2 9*P _ P
dlhopisu na jednotku rizika. Dosadenim vyrazov up = 5 + pug- + 55z aop = 0%

do funkcie \(r,t) dostavame parcialnu diferencidnu rovnicu pre cenu dlhopisu

oP oP  o*(r,t) 0*P B
E + (M(Ta t) - A(Tv t)O'(’I”, t>)§ + 92 W —rP = 07 (9)

pre Vr,t € (0,7T). Koncova podmienka pre rovnicu (9) vyplyva z definicie bezkupénového
dlhopisu, teda
P(r,T,T) = 1,Vr.

1.4 RiesSenie parciadlnej diferenciadlnej rovnice pre cenu dlho-
pisu

V nasledujicej podkapitole uvedieme strucny postup rieSenia rovnice (9) pre cenu dl-
hopisu pre pripad Vasickovho modelu a kedZe pre CIR model je postup podobny, v
tomto pripade uvedieme len vysledok. Postupovat budeme opit podobne ako v [7] a
[11]. Cena dlhopisu bude zavisla od hodnoty okamzitej drokovej miery r a casu do

splatnosti dlhopisu 7 = T — t, teda P = P(r, 7).
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1.4.1 RiesSenie pre Vasickov model

Stochasticka diferencidlna rovnica opisujica dynamiku short rate vo Vasickovom modeli

ma tvar
dr = k(0 — r)dt + odw, (10)
a trhovd miera rizika je konstantna, teda A(r,t) = A. Rovnicu (9) potom mozeme
prepisat nasledovne:
oP oP o2 9*P
—E+(l@(9—r)—)\a)5+7m—erO,preVr, (11)
so zacCiatocnou podmienkou
P(r,0) =1,vr. (12)

Riesenie budeme hladat v tvare
P(r,7) = A(r)e B0 (13)

s pociatoénymi podmienkami A(0) = 1 a B(0) = 0, ktoré sme dosiahli prihliadnutim
na podmienku (12). Vypocitame si derivacie potrebné pre rovnicu (11).

oP

8_ = €7BT(A — ABT),

T

%;i———u4BeBﬁ (14)
r

aQP 2 —Br

W = AB e .

Dosadenim derivacii (14) dostdvame
. . 0’2
A— ABr+ ?AB2 — (k@ —1)—Xo)AB —rA =0.
Zdruzenim c¢lenov dostavame
. . 2
FAB 4+ KB — 1)+ (—A + %AB? — (k0 — A0)AB) = 0 (15)

Aby sa rovnica (15) rovnala nule pre vSetky r, musia sa ¢leny v zatvorkach rovnat nule.
Tym dostavame dve diferencidlne rovnice:
B+kB—-1=0

. 2
—A+%ﬁﬁﬁ—0ﬁ—A®AB:O
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Po vyuziti zac¢iatocnej podmienky B(0) = 0 dostdvame:

1 _ e—liT
B(t)= ——. 16
()= 1= (16)
Pre funkciu A(7) dostavame
dlnA o?
lnA—/ o —/?B — (k0 — \o)Bdr. (17)

Dosadenim funkcie B(7), zintegrovanim (17) a vyuzitim zac¢iatoénej podmienky A(0) =

1 dostavame

1 2
IA — |2(1 = —KT\ __ -~ (1- —KT\2 1
nA(r) L( e ") T:|Roo 4&3( e "%, (18)
kde
Ao o?
Roo=0-"""33

¢o predstavuje limitu ¢asovej struktury urokovych mier pre 7 — oo.

1.4.2 RieSenie pre CIR model

Ako sme uz na zaciatku podkapitoly povedali, v pripade CIR modelu uvedieme len
vysledok, ktory vieme nast aj v [7], pricom tentokrat uvazujeme trhovii cenu rizika

A(r,t) = A/r. Cenu dlhopisu opét hladdme v tvare
P(r,7) = A(T)@’B(T)T,

a funkcie A(7) a B(7) majui tvar

2k6

o 2pel+)7/2 e o
= (<¢+w><e¢7—1>+2¢> )
B 2(efm1 — 1)

PO = e T 20
pricom
Y =K+ Ao,

b=\ 4202 = \/(k+ \o)2 + 202
1.5 Dvojfaktorové modely

Motivaciou pre pouzitie viacfaktorovych modelov trokovych mier je vécsia flexibilita

v porovnani s jednofaktorovymi modelmi. V jednofaktorovych modeloch je jedinou
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stochastickou zlozkou samotna okamzita urokova miera, z ¢oho sice vyplyvaji rozne
vyhody ako napriklad jednoduchost, no pouzitim viacfaktorovych modelov vieme vy-

generovat ovela viac moznych tvarov vynosovych kriviek. Viac informdcii ndjdeme v [7].

Pri viacfaktorovych modeloch trokovej miery je okamzita tirokova miera funkciou
. 7 ’ A~ . s . ) /e s .
viacerych faktorov, ktoré mozu, ale nemusia zavisiet od seba navzdajom. Pozname nie-

kolko typov viacfaktorovych modelov, napriklad:
e okamzita urokova miera je suc¢tom jednotlivych faktorov,

e stochasticks diferencidlna rovnica moze zdvisiet od inych veliéin na trhu, napriklad
urokova miera v eurépskom State zavisi od celoeurépskej trokovej miery (konver-

genény model),

e niektory z parametrov z jednofaktorového modelu nie je konstantny, ale ma sto-

chasticky charakter (Fong-Vasickov model so stochastickou volatilitou).

1.6 Odvodenie PDR pre cenu dlhopisu v dvojfaktorovom mo-
deli

Ako sme uz spominali, v dvojfaktorovom modeli tirokovej miery je okamzitd tirokova
miera funkciou dvoch faktorov, teda r = r(ry, r2). V nasom texte sa zaoberame pripadom,
ked je okamZité irokova miera sic¢tom tychto dvoch faktorov, r = r; +ry. V tejto casti
odvodime parcidlnu diferencidlnu rovnicu pre cenu dlhopisu P(ry, 79, t). Postupujeme
podobne ako v [7]. Vieobecny dvojfaktorovy model vieme zapisat v tvare

d?”l = U1 (’I“l, Tg)dt + 01 (7”1, Tg)d’wl

dT’Q = Mg(Tl,Tg)dt+02(T1,T2>dw2 (21)

Cov(dwy, dwy) = pdt.

Pouzitim Itéovej lemy na cenu dlhopisu P(rq,r9,t) dostavame

dP = pdt 4+ odw, + odws,
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pricom

OP OP OP 1 ,0°P 1 ,0°P O*P
M=o Ty TR, T %2 T 2@”"1"2@7@”’
oprP
0 = Ula_rla
__ P
0 = 0—28_7’2'

Majme portélio 7 zlozené z troch dlhopisov s maturitami postupne T}, T a T3, pricom
mnozstva jednotlivych dlhopisov si Vi, V5 a V3. Hodnota daného portfélia je 7 =

P(Th)Vi + P(T3)Va + P(T3)V3. Zmenu hodnoty portfélia m je mozné zapisat
dr = VidP(T}) + VadP(T3) + VadP(T3)
= (Vip(Th) + Vap(T) + Vap(T3))dt
+ (Vio(Th) + Voo (T3) + Vo (Ts) )dw,
+ (Via(Th) + Voo (Tz) 4 V3o (T3))dws.

Podobne ako pri jednofaktorovom modeli, tak aj v tomto pripade budeme potrebovat

bezrizikovost portfélia, ktori dosiahneme odstrdnenim ndhodnosti
Vio(Ty) + Vao (T3) + Vao (T3) = 0, (22)

ViG(T)) + Vao (Ty) + Vaa(Ty) = 0. (23)

Okrem bezrizikovosti budeme pozadovat aj vylicenie arbitraze, teda vynos portfélia

bude musief byt rovny bezrizikovej tirokovej miere dn = rmdmn.
Vip(Th) + Vap(T3) + Vau(Ts) = 7,

Vi(u(Th) = rP(1h)) + Va(u(Tz) — rP(12)) + Va(u(T3) — rP(15)) = 0. (24)

Ststava rovnic (22), (23) a (24) m4 jediné nenulové riesenie prave vtedy, ked plati
w(T;) —rP(T;) = Mo (T;) + Moo (T;),i = 1,2, 3. (25)

Funkcie Ay = Ay(r1,79,t) a Ay = Aa(rq, re, t) st trhové ceny rizika jednotlivych faktorov
a nezdvisia od maturity. Dosadenim u, o0 a ¢ do rovnice (25) dostdvame parcidlnu

diferencialnu rovnicu pre cenu dlhopisu pre dvojfaktorovy model trokovej miery

oP oP oP 1 ,0°P
at +( )\101)6—+<M2 )\20'2)a ry +§O'%ar—12 26
1 ,0°P 0P (26)
+= 028 3 Hpoioag o —r(ri,re) P =0,
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s koncovou podmienkou

P(ry,7re,T) = 1,¥ry,19.

1.7 Cena dlhopisu v dvojfaktorom short rate modeli s neko-
relovanymi faktormi
V nasej diplomovej praci sa budeme zaoberat dvojfaktorovym short rate modelom,
v ktorom jeden faktor ma Vasickov tvar a druhy faktor ma tvar Cox-Ingersol-Ross
modelu s tym, ze faktory budu nekorelované. Pouzitim jedného faktora vo Vasickovom
tvare sa zachové pripustnost zapornych tirokovych mier. Model zapisujeme takto
d’l“l = /{1(91 — T‘1)dt + Uldwl

d?"g = /12(92 — Tg)dt + 02\/r_2dw2

(27)
Cov(dwy, dwy) =0
T =17+ 7re.
Parcidlna diferencidlna rovnica (26) sa teda zmeni nasledovne:

oP oP orP 1 ,0°P

_E + (/ﬁ(@l - 7“1) — Alal)a—ﬁ + (KQ(@Q - T‘Q) - )\202\/6)8_7“2 + 50%@ (28>
1 0*P
+§U§T28r_22 —(ri+mry)P =0,

pricom 7 je doba do splatnosti dlhopisu. Riegenie rovnice (28) sa hlad4 v separovanom
tvare

P(T17T277—) - Pl(rlvT)P2(7’277-)‘ (29)

so zaciatocnou podmienkou P(ry,r9,0) = 1. Ked'Ze faktory st nezavislé, riesenie vobec
nie je ndrocné a je mozné ho ndjst napriklad v [7], a preto uvddzame len vysledok.

Cena dlhopisu v dvojfaktorovom modeli (27) je

P(ry, 19, 7) = Ay (7)Ay(7)e  Brnm=Ba(mrz (30)
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pricom

InAq(r) = i(1 —e ™) — 7| Ry — 0—%(1 — e M2
1 K1 00 4/{? )
1—e™™7
Bi(r) = :‘1—17
ROO :01 . )\101 . O'%

K1 2R3
2K909

2peH)T/2 o2
(¢ +9)(em = 1) + 2¢>>

I

A2(T)=(

o 2er o)
B = e - 120
Y = Ko + A0,

¢ =/U?+ 203 = \/(/12 + A\o02)? + 203.

1.8 Casova struktira trokovych mier v dvojfaktorovom mo-

deli

Pomocou ceny dlhopisu vieme vyjadrit ¢asovi struktiru drokovych mier, a to vztahom

R(r) = PO (31)

T

Cenu dlhopisu v dvojfaktorovom modeli je vyjadrend vztahom (30). Dosadenim vztahu

(30) do (31) a jednoduchymi tdpravami dostavame

R(r) = —InAi (1) — InAy(7) + Bi(1)r1 + BQ(T)?“Q7 (32)

T

pricom vyrazy (nA(7), As(7), B1(7), B2(7) boli vyjadrené uz skor.
Na obrazku 3 je priklad vynosovej krivky, ktorda ma podobny priebeh ako redlne data

- Euribor - prvy kvartél roku 2017. V tabulke 2 moZeme néjst parametre, na zdklade

ktorych sme dani vynosovu krivku generovali.
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ry | -0.005 | ro 0.001
K1 0.1 ) 0.05
01 0.005 6y | 0.10011

o1 | v0.0004 | o5 | v/0.0001
A -0.05 A2 -0.5

Tabulka 2: Parametre vygenerovanych vynosovych kriviek

Vynosoveé krivky

3
S o
IS}
[
g N [e)
S o
= 8
IS}
[
0 —— Vygenerované vynosy
s | o Redlne vynosy
=}
7 T T T T T
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Maturita

Obr. 3: Vynosova krivka pre 1 den

1.8.1 Porovnanie ¢asovych struktir trokovych mier

Na obrazku 4 vidime priebehy vynosovych kriviek dvojfaktorového modelu a jedno-
faktorového Vasickovho a CIR modelu pre parametre z tabulky 3, pricom pociatoéné
ro su nastavené tak, aby v pripade dvojfaktorového modelu davali v stucte rovnaku
hodnotu, presnejsie 0.09, ro st postupne: rg,q5s = 0.04, 0.05, 0.06, 0.07, 0.08 a roq =
0.05, 0.04, 0.03, 0.02, 0.01. Pri generovani jednofaktorového Vasickovho a CIR modelu
boli pouzité pociatocné ry = 0.09. V tabulke 4 ndjdeme vynosy pre jednotlivé maturity

postupne 7 = 1 mesiac, 2 mesiace, 3 mesiace, 6 mesiacov, 9 mesiacov, 12 mesiacov.
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Vasicek | CIR
0.2 4
-0.0001 | 0.013
0.1 0.0001
0.19 0.09

Tabulka 3: Parametre pouzité pri porovnavani vynosovych kriviek

Pociatocné hodnoty o / Maturita || Im | 2m | 3m | 6m | 9m | 12m
Topas = 0.04, 7gcir = 0.05 0.083 | 0.078 | 0.073 | 0.062 | 0.054 | 0.048

Topas = 0.09, roeir = 0.04 0.085 | 0.08 | 0.076 | 0.067 | 0.06 | 0.055

Topas = 0.06, 7 = 0.03 0.086 | 0.083 | 0.08 | 0.072 | 0.066 | 0.061

Tovas = 0.07,70cir = 0.02 0.088 | 0.085 | 0.083 | 0.078 | 0.073 | 0.068

Tovas = 0.08, 7ge; = 0.01 0.089 | 0.088 | 0.087 | 0.083 | 0.079 | 0.074

Topas = 0.09 0.088 | 0.087 | 0.085 | 0.081 | 0.076 | 0.071

Tocir = 0.09 0.078 | 0.069 | 0.062 | 0.046 | 0.037 | 0.032

Tabulka 4: Vynosy pre rozne maturity a rovnaké pociatocné ro
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Porovnanie vynosovych kriviek

o
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o
&g — o
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I
O o
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r0_vas=0.04,r0_cir=0.05
r0_vas=0.05,r0_cir=0.04
r0_vas=0.06,r0_cir=0.03
r0_vas=0.07,r0_cir=0.02
r0_vas=0.08,r0_cir=0.01
r0_vas=0.09

rO_cir=0.09

| | | | | |

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

LT

0.02
l
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l

Maturita

Obr. 4: Porovnanie ¢asovych struktir irokovych mier - pre rovnaké pociatoéné r0

1.8.2 Limita ¢asovej Struktiry aurokovych mier

Limita casovej Struktiry arokovych mier pre jednofaktorovy Vasickov model
V nasledujucich riadkoch najdeme limitu ¢asovej struktiry trokovych mier pre jed-

nofaktorovy Vasickov model, ktora bola tiez odvodena v [7].

InP
R(r,7) = - MET)
-
1 — e K7 0.2 (1 _ 6—57’)2
B Sl Y S C il D 33
( KT ) + 4K3 T (33)
1 _ e—K/T
—
KT
Potom limita vyrazu (33) je
Ao o2
Yo R(rm) =0 =20 =55~ R e
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Casova Struktdra urokovych mier pre 1-faktorovy VaSickov model

<
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o
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=
o
) o o
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g o0
x o© —
< 00°
o - 0 ©
= o
=) Ke)
,0
— ’O
o
g /
S - /O —— Casova Struktara arokovych mier
3 o — limita
T T T T T
0 1 2 3 4
Maturita

Obr. 5: Limita casovej Struktiry trokovych mier pre Vasickov model

Limita casovej Struktiry trokovych mier pre jednofaktorovy CIR model
V nasledujucich riadkoch ndjdeme limitu ¢asovej Struktiry urokovych mier pre jed-

nofaktorovy CIR model, ktord bola tiez odvodend v [7].

Rir.7) = _lnPE—T, T)
~ 12x8 2¢e¢T)3
e (<¢+w><e¢f - +2¢) (33)
1 2(e%T — 1)
TG+ ) —1) 120
Pricom
1 2(e9T — 1) B
ST Gr e )+
’ i 1l 20e(Pt¥)3 B o2
i 2o (o1 vm) = s e
teda
lim R(r,7) = —4 (36)
T—00 ’ o Qb + ¢ '
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Casova Struktdra urokovych mier pre 1-faktorovy CIR model
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Obr. 6: Limita ¢asovej struktiry trokovych mier pre CIR model

Limita ¢asovej Struktiry trokovych mier pre dvojfaktorovy model

Vieme, ze plati

InP  InP, InP
R=_2tT M MR bR,

T T T
Dosadenim (34) a (36) do (38) dostavame

. 2K9
lim R = Rey + ———0s.
oo b+

Casova Struktara urokovych mier pre 2—faktorovy model
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Obr. 7: Limita casovej Struktiry urokovych mier pre dvojfaktorovy model
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Limita vynosovych kriviek

8
o (@) ) o O/_/O (@]
. —
o
8 o/o/ /O
o o
|

©
S o/ o —o— r0_vas=-0.1,r0_cir=0.001
' o _— —o— 10_vas=-0.075,r0_cir=0.002
/ r0_vas=-0.05,r0_cir=0.003
1 o —o— r0_vas=-0.025,r0_cir=0.004
° —6— r0_vas=-0.01,r0_cir=0.005
= | — limita
o
1 T T T T T
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Maturita

Obr. 8: Limita ¢asovej struktiry drokovych mier pre dvojfaktorovy model pre rézne rg
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2 Pravdepodobnostné rozdelenia modelov

Pre nasu diplomovi pracu si potrebné pravdepodobnostné rozdelenia jednotlivych
modelov short rate, preto sa v tejto kapitole budeme zaoberat pravdepodobnostnym

rozdelenim Vasickovho a CIR modelu.

2.1 Pravdepodobnostné rozdelenie short rate vo Vasickovom

modeli

V tejto podkapitole odvodime parametre pravdepodobnostného rozdelenia short rate vo
Vasickovom modeli. Postupujeme podobne ako v [7]. Stochasticka diferencidlna rovnica

opisujuca short rate ma tvar
drs = k(0 — r)ds + odws. (39)
Prendsobime tito rovnicu vyrazom e"* a dostavame
e™drs = e™ k(0 — r)ds + e odws. (40)

Kedze sa v rovnici (40) nachéddza nadhodny ¢len, pouzijeme Itéovu lemu pre f(r,s) =

e™r. Po upravach dostavame
d(e™ry) = €™ kbds + e™ odws. (41)
Naslednou integraciou od ¢t po At
t+AL
eH(H_At)TH-At _ g(eﬁ(t+At) . emf) 4+ / Oensdws + BRtT’t
t
t+AE
rear = 0(1 — e‘“At) + e FAly, 4 ge AL / e dws.
t

Stredni hodnotu vypocitame

E(readry) = 0(1 — e "8 4 e7FAy, (42)
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Pre vypocet variancie budeme potrebovat néstroj stochastického kalkulu - Itéovu izo-

metriu, ktori najdeme v prvej kapitole.

t+At
Var(riadre) = 0262“(t+At)Var/ oedw,
t

t+At 2
_ UQG—QH(H-At)E (/ ensdws)
' (43)

t+At
_ 0_2672n(t+At) / eZnst
t
2

o
=~ (1— e—ZHAt ]

2K ( )

Vieme, ze pravdepodnostné rozdelenie short rate vo Vasickovom modeli je normaélne,
a tak strednd hodnota (42) a variancia (43) si parametrami tohto normélneho rozde-
lenia, teda

o2

Tesntlre ~ N (9(1 — e AN eTRBy o (1- ezKAt)) : (44)
K

2.2 Pravdepodobnostné rozdelenie short rate v CIR modeli

Strednd hodnota a variancia short rate v CIR modeli bola uvedena v [4]:

E(ry|re) = 0(1 — e ") 4 e7FAlpg (45)

o? e

Var(ryre) = roz(e_“t — e %) ¢ o (1 —e )2 (46)

Short rate modelovand CIR modelom uz vsak nem& normalne rozdelenie tak, ako to

bolo pripade Vasickovho modelu. Marginalna hustota rozdelenia ma tvar

—u—v (Y 3
p(Tesae; e, K, 0,0) = ce <E> ’ I,(2y/uv), (47)
pricom
2K
c= ,
(1— ¢ rAT)g2
2K0
=3 1,
u = cre A
U = CrryAt
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a I,(2y/uv) je modifikovand Besselova funkcia prvej triedy a radu ¢.
Je vsak uZitocnejsie pracovat s transformdciou s;;a; = 2cripa;. Tym dostdvame

nasledujicu transformovani hustotu

1

f(5t+At|St7 R, 97 O') = f(20rt+At’3t7 R, 07 J) = %p(THAt; Tty K, 97 0)7 (48>

¢o je hustota necentralneho y? so stupiiami volnosti 2¢ + 2 a parametrom ne-

centralnosti 2u.

2.3 Porovnanie pravdepodobnostnych rozdeleni

Ked'Ze v kapitole 4 aproximujeme pravdepodobnostné rozdelenie CIR modelu normélnym
rozdelenim, tak si v tejto podkapitole na grafoch porovname hustoty normalneho roz-
delenia so strednou hodnotou a varianciou prislichajicou CIR modelu a hustotu ne-
centrdlneho x?, pricom pre vykreslenie hustoty CIR modelu sme v programe R Studio
pouzili balik mizedsde, presnejsie funkciu deCIR2 a pre vykreslenie hustoty norméalneho
rozdelenia, ¢o je rozdelenie Vasickovho modelu, pouzivame strednii hodnotu a varian-
ciu, ktora bola uvedens uz skor v tejto kapitole. Pri vykreslovani hustot sme pouzivali
rovnaké parametre, teda Kyasieek = Keir = K, Ovasicek = Ocir = 0, Opasieek = Ocir = 0 a
70pasice = T0er = 70, aby sme ukazali rozdiely medzi normalnym rozdelenim a rozde-
lenim necentralny x?.

Jednotlivé hustoty sme vykreslovali na zéklade parametrov z tabulky 5. Dalej na-
sleduju obrazky 9, 10, 11, 12 a 13, na ktorych najdeme porovnané hustoty postupne

pre den, tyzden, mesiac, polrok a rok.

0.4 ] 0.005 | 0.06 | 0.01

Tabulka 5: Parametre pouzité pri vykreslovani hustot
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Porovnanie hust6t, t=1/252
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Obr. 9: Aproximécia hustoty - 1 den
Porovnanie hustot, t=1/50
—— aproximécia
o —— presné rozdelenie
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84
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Obr. 10: Aproximacia hustoty - 1 tyzden

Porovnanie hustét, t=1/12
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Obr. 11: Aproximécia hustoty - 1 mesiac
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Porovnanie hust6t, t=1/2

— aproximécia
—— presné rozdelenie

80 100 120
I

Obr. 12: Aproximécia hustoty - polrok

Porovnanie hustot, t=1

=)
8 .
El —— aproximacia

—— presné rozdelenie

Obr. 13: Aproximécia hustoty - rok

Z obrazkov 9, 10, 11, 12 a 13 je vidiet, Ze aproximécia norméalnym rozdelenim nebola
zlym rieSenim, najmé v pripade dna, tyzdna alebo mesiaca. Vacsie rozdiely moézme
spozorovat pri polroku alebo roku, ale to nie je problém, pretoZe my v nasej praci

zvacsa uvazujeme pripad jedného dna.
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3 Odhadovanie short rate a vynosovych kriviek pre

jednofaktorovy a dvojfaktorovy Vasickov model

3.1 Algoritmus kalibracie jednofaktorového Vasickovho mo-

delu

Algoritmus kalibrécie jednofaktorového Vasickovho modelu vieme néjst v ¢lanku [2].
Vieme, ze vo Vasickovom modeli je short rate modelovana stochastickou diferencialnou

rovnicou

dr = k(0 — r)dt + odw, (49)

kde K, 6 a o si kladné parametre a w je Wienerov proces. Cena dlhopisu P(r,7)
vyhovuje parcialnej diferencialnej rovnici

0P oOP oc?0°P
—E—F((Q r) — )\U)ar—F?w—TP*Oa (50)

pre Vr,7 > 0, so zac¢iatotnou podmienkou P(0,7) = 1,Vr. Trhovd miera rizika je pre

Vasickov model konstantna, teda A\(7,7) = A. Rovnica (50) ma explicitné riesenie v

tvare
1 — e K7 0.2
InP(1,r) = —————(Roo — 1) — RooT — Pl —(1—e")% (51)
K
kde R, = “9;13" — % Moézeme si v&imnit, Ze parametre 6 a A vstupuji do rieSenia

rovnice (50) cez vztah k6 —\o. Je teda mozné, aby sme tieto parametre zasubstituovali,
a to nasledovne: a = kK — Ao a f = —k. Tym padom ndm do ceny dlhopisu vstupujui
len tri parametre o, 3 a 2. Tiez sa nazyvaju rizikovo neutrdlne parametre.

Pre kalibraciu modelu sa pouziva ¢asova Struktura trokovych mier pozorovana na
trhu a nasledne sa odvadzaji parametre na zaklade kritéria, v ktorom minimalizujeme
rozdiel teoretickych vynosov vypocitanych Vasickovym modelom a vynosmi pozoro-

vanymi na trhu. Funkcia, ktorti minimalizujeme, ma tvar
F(a,B,0%7) Z wa (15,735) — Rij)?, (52)
=1 j=1
kde R(7;,r;) je vynos vypocitany pomocou Vasickovho modelu s maturitou 7; a short

rate r; realizovanou v i-ty deil a R;; je vynos pozorovany na trhu. Kli¢ovym pozoro-

vanim pre danu kalibraciu je fakt, ze logaritmus ceny dlhopisu vo Vasickovom modeli
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je linedrnou funkciou parametrov «, o2 a short rate r, teda

InP(1,7) = co(T)r + c1(T)a + co(7)0?,

kde

IR N ey 1 1—eBT+ _l_(l—eﬁT)2
=T 9T )T | g T 28

Detailny popis kalibrécie ndjdeme v ¢lanku [2].

3.1.1 Pouzitie algoritmu na simulované data

V tejto casti pouzijeme algoritmus z [2] na simulované data. V tabulke 6 st uvedené

parametre, ktoré pouzivame pre simulaciu short rate. Pre simulaciu boli pouzité aj v

¢lanku [2].
K| 5
6 | 0.02
o | 0.02
Al -0.5

Tabulka 6: Parametre pouzité na simuldciu short rate

Pre vynosy su potrebné rizikovo neutralne parametre, pre vypocet ktorych sa v
tomto pripade pouZivaji uz uvedené vztahy, a to a = kfl — Ao a 3 = —k. Tym padom

do vypoétu vstupuji parametre uvedené v tabulke 7.

a | 0.11
Bl -5

Tabulka 7: Rizikovo neutrdlne parametre

Pouzitim algoritmu z ¢lanku [2] dostdvame odhadnuté parametre jednofaktorového
modelu, ktoré st uvedené v tabulke 8.

Obrazok 14 ukazuje simulované a odhadnuté vynosy pre 1., 20., 35. a 65. den.
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o B o?

0.1100001677296 | -5.000015917 | 0.0003982316301

Tabulka 8: Odhadnuté parametre 1-faktorového Vasickovho modelu pre simulované data

Fitovanie vynosov 1.den Fitovanie vynosov 25.den
o
N
. S 4
> > o
%) © ) -
g 9 o g
2 ° n —— Vynosy simulované 2 ~ —— Vynosy simulované
N O Vynosy odhadnuté 8 — O Vynosy odhadnuté
S T T T T T e T T T T T
o
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Maturita Maturita
Fitovanie vynosov 50.den Fitovanie vynosov 65.den
o _| -
& 2
7 o] 7 2]
o © o ©
S ] s
> 6 7 —— Vynosy simulované > 9] —— Vynosy simulované
'g 7 o Vynosy odhadnuté g -1 o  Vynosy odhadnuté
o
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Maturita Maturita

Obr. 14: Odhadnuté verzus simulované vynosy

3.1.2 Pouzitie algoritmu na realne data

V nasledujicej casti pouzivame algortimus na data Euriboru, prvy kvartal roku 2017.

a B o?

0.00817 | -0.0002616067 | 0.005637

Tabulka 9: Odhadnuté parametre 1-faktorového Vasickovho modelu

V tabulke 9 si odhadnuté parametre jednofaktorového Vagickovho modelu pre dané
data.

Na obrazku 15 su redlne a odhadnuté vynosové krivky pre 1., 25.; 50. a 65. den.
Vidime, Ze odhadnuté vynosové krivky fituji redlne celkom dobre, teda mozeme konstatovat,
ze dana kalibracia je vhodna aj pre nase data, ktoré si na rozdiel od dat pouzitych v

¢lanku [2] zdporné.
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Obr. 15: Odhadnuté verzus redlne vynosy

3.2 Algoritmus kalibracie dvojfaktorového Vasickovho modelu

Algoritmus kalibrécie dvojfaktorového Vasickovho modelu vieme ndjst v ¢ldnku [3].
Dynamika short rate v dvojfaktorovom Vasickovom modeli je popisana stochas-

tickymi diferencidlnymi rovnicami, pricom jednotlivé faktory st v nasom pripade ne-
korelované, teda

dry = Kk1(01 — ry)dt + o1dwy,

dry = Ko(Oy — ro)dt + oodw,,

Cov(ry, 1) = 0.

Algoritmus z ¢lanku uvazuje pripad, kedy short rate je suc¢tom jednotlivych faktorov,

teda r = r; + ro.
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Cena dlhopisu vyhovuje parcidlnej diferencidlnej rovnici

ap oP oP 1 ,0°P

—5 + (k1(0p — 1) — )\101)6—761 + (Ko(f2 — 12) — /\202)5_742 + §U%W (53)
1 ,0°P
50'2?22 — (7’1 + TQ)P =0,

so zaciatocnou podmienkou P(0,71,79) = 1,Vry, rs.

Aj v tomto pripade budeme uvazovaft rizikovo neutralne parametre, ktoré maji tvar

ap = mﬁk — )\kak a 5k = —Kkg, pre k= 1,2

Pri kalibracii dvojfaktorového Vasickovho modelu sa pouziva rovnaky pristup ako pri
kalibracii jednofaktorového Vasickovho modelu, ktory je zalozeny na minimalizacii roz-
dielu teoretickych vynosov vypocitanych Vasickovym modelom R(7;, 71, 72;) a vynosov
pozorovanych na trhu R;; pre i-ty dein a j-tu maturitu. Minimalizovand funkcia m4 tvar

nom
F(ri,ran, i, Bi,01) = Y > wig(R(j,m11,72:) — Rij)*. (54)
i=1 j=1

Dolezitou myslienkou kalibrécie je, podobne ako pri kalibrécii jednofaktorového
Vasickovho modelu, ze logaritmus ceny dlhopisu je linearnou funkciou parametrov oy,

ay, 02, o5 a faktorov short rate r; a ro, teda
lnP(T, T, 7“2) = 601(7’)7"1 + COQ(T)T’Q + 011(7')051 + 012(7')052 + 021(7')0'% + 022(7')0'%,

kdepre k=1a k=2

1 — et 1 {1 — T 1 {1 — T s (1 — efrm)?
C = P — C = — e = — —_— T _—
o Br * B, Br 207

+7|,¢
] * O 2
Detailnejsi popis kalibracie sa nachadza v ¢lanku [3].

3.2.1 Aplikacia kalibracie dvojfaktorového Vasickovho modelu na simulo-

vané data

Pri simulovani jednotlivych faktorov short rate sme pouzili parametre uvedené v ta-
bulke 10, pricom prvy faktor sme simulovali CIR modelom a druhy faktor Vasickovym

modelom.
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Keir 4 Roasicek 0.5

Ocir | 0.004 || Oyaszicer | -0.001
Acir | =0.05 | Ayasicers | -0.09
Oeir | 0.02 || Opasicer | 0.004

Tabulka 10: Parametre pouzité pri simulovani dét

Pre vypocet vynosov boli potrebné rizikovo neutralne parametre, ktoré sme dostali

na zaklade vztahov

Qeir = Reir Qci'r’ ’

ﬁcir = —Reir — )\ciracim
Qyasicek = 'L‘;vasicek(gvasicek - )\Uasicekavasiceka
ﬁvasicek = —Ruyasicek-

Tym padom dostdvame tabulku 11, v ktorej sa nachddzajui rizikovo neutrdlne para-

metre.

Aeir | 0.016 || Apgsicer | -0.00014
ﬁCiT -3.999 ﬁvaél’éek -0.5

Tabulka 11: Rizikovo neutrdlne parametre

Na obrazku 16 vidime simulované a odhadnuté faktory short rate, pricom si moézeme
véimnut, Ze faktory odhadnuté algoritmom pre dvojfaktorovy model z ¢lanku [3] a

simulované faktory st od seba posunuté, o méZeme lepsie pozorovat na obrazku 17.
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Obr. 16: Rozklad short
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Obr. 17: Posun jednotlivych faktorov

Sice su jednotlivé faktory posunuté, celkova odhadnuta short rate fituje simulovant
short rate, ktora je vypocitana ako sucet jednotlivych faktorov, veelku dobre, ¢o uka-

zuje graf 18. Na obrazku 19 je tiez vidno, ze algoritmom odhadnuté vynosy fituju tie

simulované dobre.
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Obr. 19: Simulované a odhadnuté vynosy
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3.3 Aplikacia kalibracie dvojfaktorového Vasickovho modelu

na realne data

V tejto podkapitole aplikujeme algoritmus z ¢lanku [3] na Euribor - prvy kvartal 2017. V
nasledujicej tabulke 12 sa nachddza rozsah jednotlivych faktorov short rate po aplikdcii

algoritmu pre dvojfaktorovy Vasickov model.

Faktor min max

Iy 53.76987 | 54.32174
Iy -54.32525 | -53.77356

Tabulka 12: Rozsah faktorov short rate - redlne déta

Na obrazku 20 vidime faktorovy rozklad short rate pre realne data.

Faktor short rate Faktor short rate
™
q— - p—
o
N =
3 ] 8
(O] H [)
g 3 g
o] o g —
I » %
()]
o |
n
© ™
2 3 -
T T T T T 1 T T T T T 1
0 20 40 60 0 20 40 60
Den Den

Obr. 20: Faktory short rate - redlne data

Aj ked faktory r a ry maji rozmedzie také, Ze v realnom svete by okamzitd tirokova
miera takych hodnot nemohla existovat, ich sicet ddva okamziti tirokovii mieru taku,

ktord uz redlna je. Tabulka 13 ukazuje rozmedzie short rate po aplikacii algoritmu a
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min max

r || -0.003732548 | -0.003504181

Tabulka 13: Rozsah short rate - redlne data

na obrazku 21 vidime jej graf.

Short rate
o
n
™
o
o
o
|
o
®
(O]
g 81
- o
B |
iy
m —
o
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o
o
o
|
T T T T T T T
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Den

Obr. 21: Short rate - redlne data

V tomto pripade nevieme posudit, ¢i je short rate fitovand spravne tak, ako to bolo
’. . . s . . <) v ’ s, 2z s ~ ’
v pripade simulovanych dat, no vieme zistit, ¢i si spravne fitované vynosy, ¢o nam

ukazuje obrazok 22.

44



Vynosy

Vynosy

-0.0015

-0.0035

-0.0015

-0.0035

Fitovanie vynosov 1.den

“|— Vynosy reélne

o

Vynosy odhadnuté

T T T T T
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Maturita

Fitovanie vynosov 50.den

—— Vynosy reéine

o

Vynosy odhadnuté

T T T T T
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Maturita

Vynosy

Vynosy

-0.0015

-0.0035

-0.0015

-0.0035

Fitovanie vynosov 25.den

—— Vynosy reélne
o Vynosy odhadnuté

0.2

T T T T
0.4 0.6 0.8 1.0

Maturita

Fitovanie vynosov 65.den

—— Vynosy reélne
o Vynosy odhadnuté

0.2

T T T T
0.4 0.6 0.8 1.0

Maturita

Obr. 22: Fitovanie vynosov - redlne déata
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4 Odhad konstanty posunu metédou maximalnej
vierohodnosti

V kapitole 3 na obrdzkoch 16 a 17 sme si mohli v§imntit, Ze pouzitim algoritmu z ¢lanku
[3] na simulované déta st jednotlivé faktory posunuté o rovnaku konstantu, v jednom
pripade s kladnym a v druhom pripade so zapornym znamienkom. V tejto kapitole sa

pokusime odhadnit dani konstantu pomocou metédy maximélnej vierohodnosti.

4.1 Metéda maximalnej vierohodnosti

V tejto casti cerpame z [8]. Metéda maximalnej vierohodnosti je jednou z metéd
matematickej Statistiky pre odhad dat. Majme pozorované data, v naSom pripade
kratkodobt urokovi mieru 7, ..., 7,, s hustotou f(r,#). Podmienena hustota dat ma
tvar f(r|0) = f(ra|r1,0) ... f(ra|ra-1,0) = 11—y f(rilri—1,0). Potom pri odhadovani

parametra ¢ dostavame

n

L(0) = f(ra|r1,0) ... f(ralrp—1,0) = Hf(ﬁ'|7”z’—1,9)‘ (55)

=2

V praxi sa vSak castejsie pouziva logaritmus funkcie (55), teda

1(0) = InL(0) = Z Inf(r;|ri_y,0). (56)

V nasej diplomovej praci sa zaoberdame dvojfaktorovym short rate modelom, v kto-
rom jeden faktor ma CIR tvar a druhy faktor ma Vasickov tvar, pricom jednotlivé

faktory su nezavislé a short rate je ich sic¢tom, teda

r1 = k1(01 — r1)dt + o1/ dwy,
o = 112(92 — Tg)dt + O'deg,

(57)
Cov(ry,19) =0,

=17+ 7re.
Ako sme uz spominali v ivode tejto kapitoly, jednotlivé odhadnuté faktory v kapitole
(3) st posunuté o konstantu. V nasledujicich riadkoch budeme pouzivat znacenie: ry,
ro pre skutoéné faktory short rate, r1, ro pre odhadnuté faktory short rate a K bude

konstanta posunu. Aj ked st sice odhadnuté faktory short rate posunuté o konstantu,
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ich sticet fituje skutoéni short rate velmi dobre, ¢o je vidiet na obrazku 18 v kapitole
3. Plati teda:
ro=r+K,
ry =13 — K,
r=ritro=r+K+ra-K=r+1m="T.

Pre pouzitie metédy maximalnej vierohodnosti budeme potrebovat pravdepodob-
nostné rozdelenie jednotlivych modelov, ktoré st uz spomenuté v kapitole 2. Ako prav-
depodobnostné rozdelenie faktora korespondujiceho CIR modelu vsak v nasej dip-
lomovej praci nebudeme pouzivat necentralny Y2, ale aproximujeme ho normdalnym
rozdelenim.

Méme teda r1~N(p1,0}) a rg ~ N(p2,03). Je zndme, Ze sicet dvoch normalnych
rozdeleni ma normalne rozdelenie. V nasom pridpade st potom parametre tohto normalneho

rozdelenia nasledovné:

r=r1+7rs~ N + po, 01 + 03) ~ N(p,0°),

pricom
py = 01(1 —e ™) + e (5 + K),
2
2 ~ 01
= K)-L
01 (Tl + )/11 2%1
Ho = 92(1 — einzt) + €7K2t(7"5 — K),
2
2 O3 —2%at
= —=(1-— 24 .
02 2/{/2 ( € )

Vierohodnostnd funkcia potom vyzerd nasledovne:

(7= (e14+02:))>

= e VEreiits) (58)

pales V27 (o} + 03)

My v nasej diplomovej praci pouzivame logaritmus vierohodnostnej funkcie, teda

L —

n

[ = Z —In(\/27(0%, + 03;) — (i — (i + ’MQ)). (59)

P 2m (0%, + 03)

V dalsom kroku odhadujeme konstantu K. Z odhadnutych dat 77 a 7 budeme
potrebovat ziskaf prvotny odhad parametrov ki, 0,, o1, ko, 05 a 0y. Parametre pre
CIR model odhadneme postupom uvedenym v diplomovej praci [9] a parametre pre

Vasickov model postupom z knihy [1].
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CIR model v [9] je popisany stochastickou diferencidlnou rovnicou
dry = (o + Bry)dt + o/ridwy.

Zavadza sa symbolika

26_1
a:—(eﬁ—l),b:eﬁ,f:aQe :

B 25

Odhady jednotlivych parametrov sa ziskaju zo vzorca

(a, B) — (XT07x) T XYy,

N
§2: 1 ~2
N—2 t
t=2
kde
1 T1
X —
1 ryo
T2
y:
N
Q =diag(ri,...,*N-1), 6 =1 — G — br 1.

V nasej diplomovej praci pouzivame ako predpis CIR modelu rovnicu

dr = k(0 — r)dt + o/rdw,

takze po vypocitani parametrov <€L, 5) pouzijeme transforméaciu k = —f a § = —<.

Vasickov model v [1] je popisany rovnicou

dry = (b — ary)dt + odwy.

Pouziva sa symbolika

Ja=e V= _—(1—e 24,
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Parametre «, 5 a V2 st potom odvodené nasledovne

N Tl = Y e Ti D g Ti1

o = n 2 n 2 ’
nY g i — (i Tie1)
b iy [ri — Gria]
n(l—a)
R 1 <& . 2
V2= EZ [Tz’—dﬁ'—l - p(l—a)

=1

KedZe v nasej diplomovej praci pouzivame ako predpis pre Vasickov model rovnicu
dr = k(0 — r)dt + odw,

tak zavadzame eSte transformdaciu Kk = a a 6 = %

4.2 Odhad konstanty posunu pre simulované data

V tabulke 10 v kapitole 3 najdeme parametre, na zdklade ktorych sme simulovali d4ta.
Prvy faktor sme simulovali CIR modelom a druhy Vasickovym modelom. Jednotlivé

faktory vysli v rozsahu

Faktor min max

I 0.001 0.002935
Iy -0.004672 | -0.002599

Tabulka 14: Rozsah simulovanych faktorov

Po aplikécii algoritmu z ¢lanku [3] vysli odhadnuté faktory nasledovne

Faktor min max

1 0.0007198 | 0.002655
T -0.004392 | -0.002318

Tabulka 15: Rozsah faktorov pouzitim algoritmu

Dolezité je sa taktiez pozriet na to, ¢i algoritmus z ¢lanku [3] faktory nevymenil.

Zistit to pri simulovanych datach je jednoduché, staci sa pozriet na obrazok 17 a
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vidime, ze v tomto pripade faktory vymenené nie si. Priemerné hodnoty rozdielov
medzi simulovanymi a odhadnutymi faktormi si 77 — r; = —0.0002801595 a ro — ry =
0.0002801593. Pri odhadovani konstanty je dolezité mysliet aj na to, ze prvy faktor
modelujeme CIR modelom, a teda jeho rozsah nesmie klesnit do zadpornych hodnot.
Aplikovanim metédy maximalnej vierohodnosti pre odhad konstanty na simulované
data dostavame konstantu posunu —0.0001642755 a hodnota vierohodnostnej funkcie
je —441.2916. Tym sa ndm posunuté faktory dostévaji do rozsahu uvedeného v tabulke

16.

Faktor min max

r1 + K || 0.0005556 | 0.0024910
ro — K || -0.004228 | -0.002154

Tabulka 16: Rozsah faktorov upravenych o konstantu posunu

Na obrazkoch 23 a 24 vidime grafy jednotlivych faktorov short rate.

CIR faktor short rate

Ln
N
o 4
o
o
9 —]
o
S ITo)
5 B
o
n —— simulované data
—— odhadnuté data
§ —— posunuté data
S T T T T T T T
o
0 10 20 30 40 50 60
Den

Obr. 23: CIR faktor short rate pre simulované data
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VaSickov faktor short rate

-0.0025

Short rate
-0.0035

—— simulované data
—— odhadnuté data
—— posunuté data

I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60

—-0.0045

Den

Obr. 24: Vasickov faktor short rate pre simulované déta

4.3 Odhad konsStanty posunu pre realne data

V kapitole 3 sme pouzili algoritmus z ¢lanku [3]. Z obrdzka 20 moézeme predpokladat,
ze tak, ako to bolo aj v pripade simulovanych dat, tak aj v tomto pripade su fak-
tory posunuté o konstantu. V tomto pripade je vsak situacia komplikovanejsia, pretoze
nevieme urobif prvotny odhad konstanty posunu. Konstantu posunu sme sa pokdusili
odhadntt pre niekolko datavych sdd, presnejsie EURIBOR - 1.kvartél 2017, 3.kvartal
2017, 1.polrok 2017, 2.polrok 2017 a cely rok 2017. V nasledujticej casti uvadzame
tabulky rozsahov jednotlivych short rate a ich faktorovych rozkladov a tabulky s od-
hadnutymi konstantami. Nesmieme zabudnit aj na moZnost, Ze algoritmus moze jed-
notlivé faktory vymenit, ¢ize po uvéaZeni obidvoch moznosti vyberieme moznost, kde
je vierohodnostna funkcia maximalnejsia. Vymena faktorov v nasom pripade znamena
to, ze my ako prvy faktor vo vierohodnostnej funkcii chapeme faktor modelovany CIR
modelom a druhy modelovany Vasickovym modelom. Na zdver v tabulke 27 uvddzame

hodnotu funkcie (54).
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2017

min

max

1

21 248.16786

21 248.18092

T2

-21 248.18455

-21 248.17133

-0.0038038041

-0.003446335

Tabulka 17: Rozsah faktorov pre rok 2017

2017

faktory nevymenené

faktory vymenené

Odhad konstanty

-21 248.15943

-21 248.15786

Hodnota funkcie [

388.5600123

389.0569102

Tabulka 18: Odhad konstanty pre rok 2017

1.kvartal 2017

min

max
3 53.73987395 | 54.32174365
T2 -54.32524784 | -53.77355549
T -0.003732548 | -0.003504181

Tabulka 19: Rozsah faktorov pre 1.kvartal 2017

1.kvartdal 2017

faktory nevymenené

faktory vymenené

Odhad konstanty

-53.76768974

-53.76925289

Hodnota funkcie [

-591.8421847

-500.1808696

Tabulka 20: Odhad konstanty pre 1.kvartal 2017
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3.kvartal

2017

min

max

(&1

0.007163483

0.007236525

)

-0.01090377

-0.01083338

T

-0.003669899

-0.003667250

Tabulka 21: Rozsah faktorov pre 3.kvartal 2017

3.kvartal 2017

faktory nevymenené

faktory vymenené

Odhad konstanty

-0.007403334101

-0.007403334101

Hodnota funkcie [

-943.3081161

-943.5521671

Tabulka 22: Odhad konstanty pre 3.kvartdl 2017

1.polrok 2017 min max
1 -1 034.801 | -1033.914
T 1 033.910 1 034.797
r -0.003800616 | -0.003565050

Tabulka 23: Rozsah faktorov pre 1.polrok 2017

1.polrok 2017

faktory nevymenené

faktory vymenené

Odhad konstanty

1 034.80157

1 034.801903

Hodnota funkcie [

360.233

372.377

Tabulka 24: Odhad konstanty pre 1.polrok 2017
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2.polrok 2017 min max

1 -0.03806649 | -0.03774834
T 0.03406620 | 0.03438914
r -0.003682135 | -0.03677348

Tabulka 25: Rozsah faktorov pre 2.polrok 2017

2.polrok 2017 faktory nevymenené | faktory vymenené
Odhad konstanty 0.038066502 0.039066492
Hodnota funkcie [ -1 760.129301 -1 761.211976

Tabulka 26: Odhad konstanty pre 2.polrok 2017

2017 2.33059891x1079
1.kvartal 2017 || 3.315250478x1079
3.kvartal 2017 || 3.869790611x1079
1.polrok 2017 || 3.186393847x1079
2.polrok 2017 || 3.450502487x1079

Tabulka 27: Hodnota tcelovej funkcie F
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5 Fitovanie vynosovych kriviek

V tejto kapitole vychddzame z [10].

Opit budeme minimalizovat téelovi funkciu

F= % > D> wi(R(r;r) — Rij)® (60)

i=1 j=1
podla parametrov ay, as, 81, B2, 07 a 5. V ¢lanku [10] bola navrhnutd aproximdcia
ceny dlhopisu InP,,(T,r) pre jednofaktorovy model, my sme si aproximdciu upravili

pre dvojfaktorovy model, a to nasledovne:

InP(1,1) = co1(T,71) + co2(T,72) + c11(7, 71 )01+

012(7', 7“2)042 + 021(7', 7“1)0% + 622(7', 7‘2)0%,

kde
1—ehm
Co1r = 5—7“17
1
1—efr
Co2 = 6—7“27
2

1(1_6517+)
cn=—\|\—5"-"+7],
" B

1(1—eﬁw+)
Co=—|—75—7+7],
N

B 7‘?71 (1 —ehT N (1-— 65”)2>

T N I T:)

a7 (1 — ePr (1- 6527)2)
Cp=sm | —5— +7T+—52—",
272\ B 25,

Derivovanim funkcie (60) podla parametrov ai, as, o3 a o5 a dosadenim f; a
[y dostavame hodnoty vysSie spomenutych parametrov, ktoré su rieSenim systému

linedrnych rovnic:

Ar = b,
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3 co1 + o2 + TR

ij )C22

Ako vstupné data algoritmu sa pouzivaju faktory short rate z kapitoly 3 a odhad
konstanty posunu z kapitoly 4, resp. pri simulovanych datach pouzivame ako pociatocni
hodnotu konstanty priemerny rozdiel medzi simulovanymi a odhadnutymi datami. Ako
pociatocné [ a (35 sa beru také parametre, ktoré ¢o najlepsie minimalizuju tcelovi
funkciu (60), resp. pri simulovanych dédtach st to tie 81 a [, na zaklade ktorych sme
simulovali data. Potom sa tucelova funkcia (60) optimalizuje a na zaklade zoptimali-
zovanych parametrov 3; a 3, sa dopocitaji parametre ay, oo, of a os. Nakoniec sa

dopocitaju vynosy a porovna sa fitovanie s realnymi, resp. simulovanymi vynosmi.

5.1 Aplikacia algoritmu na simulované data

V tabulke 28 nijdeme parametre po dosadeni pociatoénych hodnot Biepact = —3.999 a
Boezact = —0.5 a k.odhad = —0.0002801595 a prislusni ucelovi funkciu a v tabulke 29

nijdeme parametre po optimalizdcii spolu s u¢elovou funkciou.
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oy g o2 o3 F

1.376x10702 | 1.4x10704 | 1.1007x10704 | 1.5719x10705 || 4.9242x10719

Tabulka 28: Parametre a ui¢elova funkcia

aq Qg O'% O'g F

1.376x10702 | 1.4x10704 | 1.1007x10704 | 1.5719x10705 || 4.9242x10719

Tabulka 29: Parametre a ticelova funkcia po optimalizacii

Z tabulky 29 vidime, Ze parametre po optimalizdcii sa vobec nezmenili, dokonca
hodnoty (5, a (5 ostali taktiez rovnaké.

Na grafe 25 vidime fitovanie vynosov za pouzitia optimalizovanych parametrov.

Fitovanie vynosov 1.den Fitovanie vynosov 25.den

Vynosy
-0.002  0.001
vy
-0.002  0.001

Maturita Maturita

Fitovanie vynosov 50.den Fitovanie vynosov 65.den

e

—o— Vynosy redine
—— Vynosy fitované
T T T T T T T T
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

—o— Vynosy redine
—— Vynosy fitované

Vynosy
-0.002  0.001
vy
-0.002  0.001

Maturita Maturita

Obr. 25: Fitovanie vynosov pre simulované déita

Aplikacia algoritmu s optimalizaciou konstanty posunu

V tejto casti okrem optimalizacie parametrov 5, a [y optimalizujeme aj konstantu
posunu. Pri optimalizacii je vSak pravidlo, aby faktor short rate prezentujici CIR model
neklesol do zapornych hodnot.

V tabulke 30 ndjdeme jednotlivé parametre a hodnotu ticelovej funkcie po dosadeni
pociatoénych hodnot, pricom k nim pribudla aj konstanta, ktorej poc¢iatocna hodnota
je, podobne ako v predchadzajucom pripade, priemernym rozdielom medzi simulo-

vanymi a odhadnutymi datami. Teda ako pociatocné hodnoty sme pouzili Biepact =
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—3.999, Boezact = —0.5 a K = —0.0002801595.

(651

&%)

ol

o3

F

1.376x10702

1.4x10704

1.1007x10704

1.5719x10705

4.9242x10719

Tabulka 30: Parametre a tcéelova funkcia

V tabulke 31 sa nachddzaji parametre a ticelova funkcia po optimalizovani, pricom

su taktiez rovnaké ako pri pouziti pociatocnych hodnot Gy, 5 a K.

aq

%)

2
0y

2
)

F

1.376x1

0702

1.4x10704

1.1007x10704

1.5719x10705

4.9242x10719

Vynosy

Vynosy

Obr. 26

Tabulka 31: Parametre a téelova funkcia po optimalizdcii

Fitovanie vynosov 1.den

Fitovanie vynosov 25.den

-0.002  0.001

Vynosy

-0.002  0.001

Maturita

Fitovanie vynosov 50.den

0.6

Maturita

Fitovanie vynosov 65.den

-0.002  0.001

—o— Vynosy reaine
—— Vynosy fitované

Vynosy

-0.002  0.001

—o— Vynosy reaine
—— Vynosy fitované

0.8 1.0

0.8 1.0

Maturita

: Fitovanie vynosov pre simulované data s optimalizovanou konstantou

Na grafe 27 vidime zdvislost ucelovej funkcie od hodnoty konstanty pre simulované

data a v tabulke 32 st vypisané jednotlivé konstanty a prislusné hodnoty tcelove;

funkcie. Vidime, Ze so zvysujicou hodnotou konstanty posunu hodnota tcelovej funkcie

(60) klesa.

Hodnota konstanty

-7.20x10704

-6.09x10704

-4.98x10704

-3.86x10704

Hodnota tcelovej funkcie

4.97x10719

4.96x10719

4.95x10719

4.93x10719
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Hodnota konstanty -2.75x10704 | -1.64x10704 | -5.32x10705
Hodnota tcelovej funkcie | 4.92x10719 | 4.91x10719 | 4.90x10719
Hodnota konstanty -5.79x10705 | 1.69x10704 | 2.80x10704
Hodnota tcelovej funkcie || 4.89x10719 | 4.88x10719 | 4.87x10719

Tabulka 32: Tabulka hodnét téelovych funkeif v zdvislosti od hodnoty konstanty

Zmena hodnoty Ucelovej funkcie pri zmene konstanty

Hodnota Gcelovej funkcie
4.92e-19 4.94e-19 4.96e-19
! ! !
O/

4.88e-19 4.90e-19
| |

T T T T T
-6e-04 -4e-04 -2e-04 0e+00 2e-04

Konstanta

Obr. 27: Zavislost 1celovej funkcie od hodnoty konstanty posunu

5.2 Aplikacia na realne data

Vynosy sme fitovali aj na redlne data, presnejsie pre Euribor - 1.kvartal 2017, 3.kvartal
2017, 1.polrok 2017, 2.polrok 2017 a cely rok 2017. Najprv sme ich fitovali bez optima-
lizacie konstanty, teda odhad konstanty bol fixovany, ziskany v kapitole 4.

Pre kazdu vzorku dat postupne uvadzame pociatoéné i, s a konstantu K, ta-

bulku parametrov a;, as, 07, 05 a hodnotu téelovej funkcie ' po dosadeni pociatoénych
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hodnot 31, B2 a konstanty K, ndsledne optimalizované hodnoty 3 a 32 a tabulku para-
metrov po ich dosadeni spolu s tcelovou funkciou a nakoniec uvadzame graf fitovanych
VYNOSOV.

Potom optimalizujeme funkciu na zédklade parametrov (;, B2 a konstanty K, pricom
pociatocné hodnoty su vzdy rovnaké ako tie, ktoré sme pouzili pre dani sadu dat
bez optimalizdcie konstanty, teda ked bola konstanta fixovana. Ndsledne uvddzame
optimalizované parametre 3;, f,, K a tabulku parametrov po ich dosadeni a graf

fitovanych vynosov.
1.KVARTAL 2017

e Pociatocné parametre: 1 = —5, fo = —4

e [ixovand konstanta: K = —53.7692

o [o%) o? o3 F

0.8389 | -0.5622 | -3.95 | 1.5709 || 2.1903x10705

Tabulka 33: Parametre a ticelova funkcia pre pociatoéné hodnoty - 1.kvaral 2017

e Optimalizované parametre: 5, = —3.3037, 5, = —3.3

aq (6] O'% O'% F

-6.2974 | 6.2838 | 0.0126 | -0.0828 | 3.1614x10709

Tabulka 34: Parametre a tcelovd funkcia po dosadeni optimalizovanych parametrov -

1.kvartal 2017
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Fitovanie vynosov 1.den

Fitovanie vynosov 25.den

0 0
3 J]—e— Vynosy redlne 3 |-~ Vynosy redine
= S ? 6 = 97 a 6
g S ]— Vnosyiitovane g S | Vynosyfiovane
g 2
S B S B
P | > .
8 8
S 1 S
¢ T T T T T 9 T T T T T
0.2 04 06 08 10 02 04 06 08 10
Maturita Maturita
Fitovanie vynosov 50.den Fitovanie vynosov 65.den
B 2
2 ] Vynosy redine 3 ] Vynosy redine
= 2 y . . 84 y 5
g 3] Vynosy fitované z 3] Vynosy fitované
T 7
g i g -
£ S
s g 2 g
8 8
S 1 S
T T T T T T ? T T T T T
0.2 0.4 06 08 1.0 0.2 0.4 06 08 1.0
Maturita Maturita

Obr. 28: Fitované vynosy bez optimalizacie konstanty - redlne data - 1.kvartal 2017

1.KVARTAL 2017 - optimalizacia konstanty

e Pociatocné parametre: §; = —5, By = —4, K = —53.7692

e Optimalizované parametre: 5, = —4.504, 5 = —4.5009, K = —53.769

(05} (6] O'%

2
)

F

-44.8481 | 44.8313 | 0.0264

0.0708 || 3.4897x10709

Tabulka 35: Parametre a ti¢elova funkcia pre optimalizované parametre - 1.kvartal 2017

Fitovanie vynosov 1.den

Fitovanie vynosov 25.den

w ] o
3 e~ Vynosy reaine 3 ]-e— Vynosy reaine
= S ; itovans > S ¢
2 o4 Vynosy fitované 2 o 4 Vynosy fitované
£ ' € !
s - S -
S . s e
S 3
S S
9 T T T T T ? T T T T T
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 04 06 0.8 1.0
Maturita Maturita
Fitovanie vynosov 50.den Fitovanie vynosov 65.den
B B
2 TJ-e— Vynosy reane 2 TJ-e— Vynosy redine
7 2 J— Vnosy fitované 7 2 ]— Vynosy fitované
z s ynosy fitované Z o /ynosy fitovan
g g
S b S b
s 8 s e
S 3
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Obr. 29: Fitované vynosy s optimalizovanou konstantou - redlne data - 1.kvartal 2017

3.KVARTAL 2017

e Pociatocné parametre: 51 = 2.5, By = 2
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e [ixovand konstanta: K = —0.0072

aq (6%)) O'% O'% F

0.0029 | 0.0073 | -1.3143 | 0.0019 || 5.9854x10~09

Tabulka 36: Parametre a ucelové funkcia pre poéiatoéné hodnoty - 3.kvartal 2017

e Optimalizované parametre: $; = —0.0633, Sy = —61.5969

o Qo o2 o3 F

0.0043 | -0.3341 | -15.665 | -12.4641 || 1.9205x10709

Tabulka 37: Parametre a ucéelovd funkcia po dosadeni optimalizovanych parametrov -

3.kvartal 2017

Fitovanie vynosov 1.den Fitovanie vynosov 25.den
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Obr. 30: Fitované vynosy bez optimalizovanej konstanty - redlne data - 3.kvartal 2017

3. KVARTAL 2017 - optimalizacia konStanty

e Pociatocné parametre: 51 = 2.5, B =2, K = —0.0072

e Optimalizované parametre: f; = —4.504, B = 1.9999, K = —0.0072
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oy Qg o? o3 F

0.0029 | 0.0073 | -1.3143 | 0.0019 || 5.9852x10709

Tabulka 38: Parametre a ucéelovd funkcia po dosadeni optimalizovanych parametrov -

3.kvartal 2017

Fitovanie vynosov 1.den Fitovanie vynosov 25.den
0 0
2 3
8 8 H
S |- Vynosy reaine S _|-e— Vynosy reaine
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Obr. 31: Fitované vynosy s optimalizovanou konstantou - redlne data - 3.kvartal 2017

1.POLROK 2017

e Pociatoéné parametre: g1 =1, B = —1

e Fixovand konstanta: K = 1034.802

o a%) o? o3 F

3.1797 | -4.0654 | 3.0726 | 8.8574 || 0.00208

Tabulka 39: Parametre a tcelova funkcia po dosadeni poéiatoénych parametrov - 1.polrok

2017

e Optimalizované parametre: f; = —0.0432, By = —0.0461
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a

&%)

of

o3 F

-4.3361x10102

4.3361x10702

2.438x10703

-1.2853 || 4.6514x10709

Tabulka 40: Parametre a ticelova funkcia po dosadeni optimalizovanych parametrov - 1.pol-

rok 2017

Fitovanie vynosov 1.den

Fitovanie vynosov 25.den
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Obr. 32: Fitované vynosy bez optimalizacie konstanty - redlne data - 1.polrok 2017
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1.POLROK 2017 - optimalizacia konstanty

e Pociatocné parametre: §; = 1, f; = —1, K = 1034.802

e Optimalizované parametre: $; = —0.0562, 8y = —0.059 a K = 1034.801
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Obr. 33: Fitované vynosy - redlne data - 1.polrok 2017
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2.polrok 2017

e Pociatocné parametre: 51 = 2, f; = —3

e Fixovana konstanta: K = 0.0381

(071 (6%)) O'% U% F

0.0019 | -0.0121 | 4.7908 | -0.0177 || 7.1094x10709

Tabulka 41: Parametre a tic¢elova funkcia po dosadeni poc¢iatoénych parametrov - 2.polrok

2017

e Optimalizované parametre: 5; = 0.3987, 5, = —15.4932

o Qo o2 o5 F

0.0048 | -0.071 | 13.3161 | -0.2478 || 4.5192x10709

Tabulka 42: Parametre a ticelova funkcia po dosadeni optimalizovanych parametrov - 2.pol-

rok 2017

Fitovanie vynosov 1.den Fitovanie vynosov 25.den
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Obr. 34: Fitované vynosy bez optimalizovanej konstanty - redlne data - 2.polrok 2017

2.POLROK 2017 - optimalizacia konstanty

e Pociatocné parametre: 51 = 2, B, = —3, K = 0.0381
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e Optimalizované parametre: 5, = 1.9999, 8, = —3, K = 0.03807

o Qo oy lop F

0.0019 | -0.0121 | 4.7907 | -0.0175 || 7.1174x10709

Fitovanie vynosov 1.den Fitovanie vynosov 25.den
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Obr. 35: Fitované vynosy s optimalizovanou konstantou - redlne data - 2.polrok 2017

ROK 2017

e Pociatocné parametre: 1 = —3, fo = —4

e [ixovand konsStanta: K = —21248.1579

o Qo o2 o5 F

0.0707 | -0.0931 | 0.0591 | -0.0208 | 2.7779x10708

Tabulka 43: Parametre a ti¢elova funkcia po dosadeni poéiatoénych parametrov - 2017

e Optimalizované parametre: f; = —1.972, $, = —2.0454

(0%} (6%) O'% O'% F

-0.3491 | 0.3407 | -1.5622 | -0.0772 || 5.3151x10709

Tabulka 44: Parametre a ucelova funkcia po dosadeni optimalizovanych parametrov - 2017
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Obr. 36: Fitované vynosy bez optimalizacie konStanty - redlne data - 2017

ROK 2017 - optimalizacia konstanty

e Pociatoéné parametre: 1 = —3, fo = —4, K = —21248.1579

e Optimalizované parametre: 3, = —3.000000045, By = —3.999999958, K = —21248.1679

aq [6%) 0'% O'g F

0.0707 | -0.0931 | 0.0591 | -0.0209 | 2.7779x1008

Tabulka 45: Parametre a ucelova funkcia po dosadeni optimalizovanych parametrov - 2017

Fitovanie vynosov 1.den Fitovanie vynosov 25.den
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Obr. 37: Fitované vynosy s optimalizovanou konstantou - redlne data - 2017

Je dolezité, aby parametre o7 a o3 vysli po optimalizdcii kladné. V tabulke 46

najdeme zhrnutie pripustnych a nepripustnych vysledkov pre jednotlivé data.
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Data o2 o3 Zaver

simulované data pripustné pripustné pripustné
1.kvartal 2017 pripustné | nepripustné | nepripustné

1.kvartal 2017 - optimalizacia konstanty || pripustné pripustné pripustné
3.kvartal 2017 nepripustné | nepripustné | nepripustné
3.kvartal 2017 - optimalizacia konstanty | pripustné | nepripustné | nepripustné
1.polrok 2017 pripustné | nepripustné | nepripustné
1.polrok 2017 - optimalizacia konstanty pripustné | nepripustné | nepripustné
2.polrok 2017 pripustné | nepripustné | nepripustné
2.polrok 2017 - optimalizacia konstanty pripustné | nepripustné | nepripustné
rok 2017 nepripustné | nepripustné | nepripustné
rok 2017 - optimalizacia konstanty pripustné | nepripustné | nepripustné

Tabulka 46: Zhrnutie vysledkov optimalizacie

Ako vidime z tabulky 46, jediné pripustné hodnoty 0% a o2 boli pri simulovanych
datach a v pripade dat 1.kvartalu 2017 pricom sa optimalizovala aj konstanta posunu.
Pre odstranenie tohto problému by bolo vhodné pouzit pri optimalizovani parametrov

. , . . . 9 . . « s .
viazanu optimalizaciu namiesto volnej optimalizacie.
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Zaver

V nasej diplomovej praci sme sa zaoberali dvojfaktorovym modelom okamzitej irokovej
miery, v ktorom jeden faktor ma Vasickov tvar a druhy faktor ma tvar Cox-Ingersoll-
Rossovho procesu. Hlavnym cielom bolo pokiisit sa odhadnif konstantu posunu fak-
torov pri pouziti algoritmu z ¢ldnku [3], ¢o sme sa snazili docielit pouzitim metédy
maximélnej vierhodnosti. Dalsfm cielom bolo porovnat dvojfaktorovy model s jedno-

faktorovym Vasickovym modelom, ¢o sa tykalo najmé vynosovych kriviek.

V prvej kapitole sme sa venovali zékladnym pojmom finanénych derivatov a stochas-
tického kalkulu. Na konci kapitoly sme porovnali vynosové krivky jednofaktorového
Vasickovho modelu a dvojfaktorového modelu a ukézali sme limity vynosovych kriviek

pri maturite idicej do nekonecna.

V druhej kapitole sme rozoberali pravdepodobnostné rozdelenie Vasickovho modelu
a Cox-Ingersoll-Rossovho modelu. Ked'ze sme neskor kvoli zlozitosti aproximovali roz-
delenie Cox-Ingersoll-Rossovho modelu normalnym rozdelenim, tak sme na zdklade
grafov porovnali hustotu normaéalneho rozdelenia so strednou hodnotou a varianciou
korespondujicou s Cox-Ingersoll-Rossovym modelom a hustotu necentralneho y2. Z
grafov bolo vidiet, Ze pri danych parametroch boli hustoty priblizne rovnaké, teda ap-

roximaciu vo stvrtej kapitole bolo mozné uskutocnit.

V tretej kapitole sme na simulované a realne data pouzili algoritmus pre jednofak-
torovy Vasickov model z clanku [2] a algoritmus pre dvojfaktorovy model z ¢lanku [3]
a pomocou nich sme odhadli short rate a nafitovali vynosové krivky. Pri dvojfakto-
rovom modeli a simulovanych datach bolo jasne vidno, ze odhadnuté faktory su od
simulovanych posunuté o konstantu, v jednom pripade s kladnym a v druhom pripade
so zapornym znamienkom, hoci v sicte bola short rate odhadnuta dobre, takisto aj
vynosy boli nafitované spravne. Pri redlnych détach sme to nemali s ¢éfm porovnat, no
z hodnot jednotlivych faktorov bolo jasné, ze takd hodnota short rate nie je mozna,
¢o vsak nie je problém, pretoze vo formuléacii modelu su faktory short rate r; a r9 len

pomocné procesy, ktoré spolu definuju short rate, ale nemaji konkrétnu interpretaciu,
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a opit v stcte faktorov short rate vyzerala byt redlna.

V stvrtej kapitole sme sa pokusili odhadnit konStantu posunu pre simulované a
redlne data. Pre odhad sme pouzivali metédu maximélnej vierohodnosti, pricom sme
pravepodobnostné rozdelenie Cox-Ingersoll-Rossovho modelu aproximovali normalnym
rozdelenim. Pre simulované data sme vedeli overit, ¢ konstantu odhadlo sprévne.
Bohuzial, neodhadlo ju 1iplne presne, no rozdiel medzi skutocnou konstantou a od-
hadnutou nebol velky. KedZe sme uvazovali dvojfaktorovy model, z ktorého jeden
faktor mal tvar Cox-Ingersoll-Rossovho procesu, bolo doélezité, aby po odratani, resp.
priratani konstanty k faktoru, ktory predstavoval Cox-Ingersoll-Rossov proces, neklesli

hodnoty v danom faktore do zapornych ¢isel.

V piatej kapitole sme fitovali vynosové krivky na zaklade parametrov, ktoré najlepsie
minimalizovali ucelovu funkciu F', teda sucet stvorcov rozdielov skuto¢nych a odhad-
nutych vynosov. Pri jednotlivych siiboroch dat sme najprv uvazovali konstantu posunu
fixovani a potom sme sa ju pokusili zoptimalizovat. Vyskytol sa tu vSak problém, a to
taky, Ze parametre o7 a o3 vo viicsine pripadov vysli zdporné, ¢o je viak nepripustné.
Takisto, ked sme sa pokusili zoptimalizovat aj konstantu, stdvalo sa, Ze vynosy boli

nafitované horsie ako v pripade, ked bola konstanta fixovana.

V budicnosti by bolo vhodné pouzit pri metéde maximdlnej vierohodnosti presné
rozdelenie Cox-Ingerosoll-Rossovho procesu, teda necentrdlny x? a pokusit sa odhad
konstanty zautomatizovat. Pri fitovani vynosov z piatej kapitoly by bolo potrebné
pouzivat viazanu optimalizdciu namiesto volnej, aby sa zamedzil vyskyt nepripustnych

hodnot parametrov.
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