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Abstrakt v statnom jazyku

JANCOVICOVA, Denisa: Hyperbolicka miera efektivnosti v obalkovej analyze dat
[Diplomova préaca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky
a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a $tatistiky; skolitel: doc. RNDr. Mar-
garéta Halicka, CSc., Bratislava, 2018

V tejto diplomovej praci sa zaoberdme urcitym, Specifickym modelom obalkove;j
analyzy dat (Data Envelopment Analysis), presnejSie hyperbolickym modelom, ktory
je na rozdiel od vacsiny modelov obdlkovej analyzy dat tilohou nelinearneho programo-
vania. KedZe spolahlivé metody rieSenia tohto modelu neboli dlho zname, kltdcovou
¢astou tejto prace je preskiimanie a porovnanie moznosti jeho rieSenia pomocou vybra-
nych algoritmov na datovych stiboroch réznych velkosti. Prvou z met6d je heuristicky
algoritmus 7z ¢lanku [10], ktory porovnavame s metodou semidefinitného programova-
nia predstavenou v ¢lanku [16]. Dalej navrhujeme nasu vlastni modifikaciu uvedeného
heuristického algoritmu s ciefom zjednodusit a zefektivnit vypocty. V praktickej casti

prace vyuzivame nami naprogramované modely v softvéri MATLAB.

Klacové slova: Data Envelopment Analysis (DEA), Hyperbolicky model, nelinearne

programovanie



Abstract

JANCOVICOVA, Denisa: Hyperbolic efficiency measurein data envelopment analysis
[Diploma Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics
and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: doc.

RNDr. Margaréta Halicka, CSc., Bratislava, 2018

In this Diploma thesis, we focus on the specific DEA model, precisely speaking,
on Hyperbolic model which is, contrary to the majority of DEA models, problem of
non-linear programming. Since reliable methods of solving this model have been undis-
covered for a long time, the key part of this thesis is to explore and compare different
possibilities of solving this model using particular algorithms on datasets of various
dimensions. The first method is the heuristic algorithm from the article [10| which
is compared with the method of semi-definite programming introduced in the article
[16]. Furthermore, we suggest our own modification of the above mentioned heuristic
algorithm with the aim to simplify and to increase the efficiency of calculations. In
the practical part of the thesis we use models programmed by ourselves in the solver

MATLAB.

Keywords: Data Envelopment Analysis (DEA), Hyperbolic model, non-linear

programming
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UVOD

Uvod

Momentalne sme svedkami markantne narastajicej pozornosti venovanej zefektivio-
vaniu procesov ¢i uz pri nardbani s verejnymi zdrojmi, pri obsluhe zékaznikov v su-
permarkete ¢i pri inych vyrobnych a nevyrobnych procesoch. Snaha o minimaliziciu
nakladov a maximaliziciu prijmov, napriklad prostrednictvom zefektivnenia procesov,
stavia do popredia prave vedecké odbory zaoberajtice sa optimalizaciou a rieSenim roz-
nych optimaliza¢nych problémov. Jednym z nich je prave obéalkova analyza dat (Data
Envelopment Analysis, DEA), v ktorej klicovym pojmom je prave efektivita.

DEA modely sa vyuzivaji najmi na vyhodnocovanie miery efektivity konkrétnej
rozhodovacej jednotky (Decision Making Unit) vzhladom na ur¢ita, homogénnu sku-
pinu producentov. Sucasne vak mézu pomahat aj pri identifikovani nedostatkov v pre-
mienani vstupov na vystupy voci efektivnemu vzoru, ktory vznikol istou kombinaciou
efektivnych ttvarov danej skupiny. Zvycajne st DEA modely spajané s linedrnym prog-
ramovanim, avSak, ako neskor uvidime, existuji modely obélkovej analyzy dat defino-
vané aj pomocou nelinedrneho programovania.

K teorii DEA modelov uz v stc¢asnosti najdeme mnohé knihy ¢i ¢lanky, ktoré pred-
stavuju a hlbSie objasinuja problematiku DEA, avSak azda jedinou publikiciou v sloven-
skom jazyku je [13], ktora spolu s [2], [7] a mnozstvom dalsich ¢lankov, tvorili podstatny
zdroj teoretickych poznatkov nevyhnutnych k tejto praci. Vyuzitelnost a strategicky
vyznam DEA modelov v riadiacich a rozhodovacich procesoch podd&iarkuje mnozstvo
¢lankov, v ktorych sa mozeme stretnit s praktickou aplikdciou DEA modelov v rézno-
rodych situéciach.

K zakladnym modelom linedrneho programovania radime zauzivané CCR a BCC
modely. Tieto patria do kategorie orientovanijch modelov, v pripade ktorych tvori stre-
dobod né&sho zédujmu hladanie nedostatkov bud len vo vstupoch alebo iba vo vystupoch.
Ulohou je teda minimalizacia vstupov pri konstantnych vystupoch alebo maximalizacia
vystupov pri konstantnych vstupoch. Na druhej strane sa mozeme stretnit aj s takz-
vanymi neorientovangmi modelmi, ktoré neuprednostiuji vystupy pred vstupmi ani
vstupy pred vystupmi. Do tejto kategorie patria napriklad aditivny alebo SBM model
zo skupiny modelov linearneho programovania, avsak, ako sa spomina v [16], tiez mo-

dely nelinedrneho programovania. Prikladom mo6ze byt Russelov model ¢ hyperbolicky



UVOD

model, pricom na druhy spomenuty sa zameriame v nasej praci.

Hyperbolicky model, resp. hyperbolicka miera efektivnosti ako sa zvykne ¢asto uva-
dzat v literattre, bol uvedeny autormi Farom, Grosskopfom a Lovellom v publikacii |7]
vydanej v roku 1985. Na rozdiel od vi¢siny DEA modelov, ide o model nelinedrneho
programovania, a preto je nutné najst sposob, akym by sa dalo vysporiadat s vypoc-
tovym aspektom jeho rieSenia. Z toho doévodu vzniklo niekolko ¢lankov, ako napriklad
[9], [11] alebo [21], av8ak my sa budeme primérne venovat algoritmom prestavenym
v ¢lankoch [10] a [16].

Cielom naSej préace je teda popisat vlastnosti tohto modelu a empiricky porovnat
moznosti jeho rieSenia prostrednictvom oboch uvedenych algoritmov. V praci taktiez
rozoberame urciti modifikaciu hyperbolického modelu, ktora berie do iivahy aj tzv. ne-
Ziadice vystupy. Takyto typ modelov je ¢asto vyuzivany v environmentalnej problema-
tike, a preto je praca doplnend o verzie modelov, ktoré dokazu hodnotit mieru efektivity
aj na zaklade vyprodukovanych neziadicich vystupov. Tieto verzie modelov budeme
¢asto oznacCovat aj ako environmentdlne verzie alebo environmentdlne modifikdcie hy-
perbolického modelu. V tejto stvislosti upravime aj uvedené algoritmy rieSenia mode-
lov. Pouzitie oboch metdd ilustrujeme na konkrétnych suboroch dat réznej velkosti,
¢omu predchadza naprogramovanie jednotlivych algoritmov v softvéri MATLAB. Da-
lej v praci navrhujeme miernu modifikiciu metody z ¢lanku [10] s ciefom zefektivnenia
vypoc¢tov a nasledne analyzujeme vysledky pozorovani.

Nasa praca je rozdelené na teoreticku a prakticka ¢ast. Teoreticka Cast prace pozos-
tava z dvoch kapitol. V prvej kapitole zavedieme symboliku, stru¢ne objasnime cen-
tralne pojmy tykajtuce sa teorie DEA a bliz§ie popiSeme hyperbolicky model a tzv.
Funkciu smerovej vzdialenosti, na ktorej je postavena metoda z ¢lanku [10] a aj nasa
vlastna modifikicia tejto metody. V uvedenej kapitole sa tiez venujeme environmental-
nym verzidm oboch uvedenych modelov. V nasledujicej kapitole sa zaoberdme popisom
jednotlivych metdd riesenia hyperbolického modelu, na ktoré sme sa v praci zamerali,
a zarovell uvadzame aj nami navrhnutt modifikiciu algoritmu z ¢lanku [10]. V druhej,
praktickej casti prace demonstrujeme rozdiely vybranych postupov riesenia hyperbo-
lického modelu. Na prikladoch s rozne velkymi datovymi subormi ilustrujeme rozdiely

v hodnotéach efektivit a ¢asovej efektivnosti jednotlivych pristupov.
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1 UVOD DO DEA MODELOV

1 Uvod do DEA modelov

Cielom nasej prace je porovnat rozne metody vypoctu jedného z netypickych modelov
obalkovej analyzy dat, konkrétne hyperbolického modelu. Najprv vSsak musime pred-
stavit zakladni symboliku a definicie potrebné k dalgiemu vyuzitiu teérie DEA, a preto
uvodna kapitola pojednava najmé o elementarnych pojmoch a spdsoboch znacenia po-
uzivanych v tejto praci. Ako sa uvadza vysSie, pri spracovani nasledujicej ¢asti ¢cerpame
najméi z u¢ebného textu [13], avSak praca je obohatena aj o poznatky z publikacii [2],

[7] a zo stranky [5].

1.1 Symbolika a zikladné pojmy

V dnesnej dobe sa stéle viac stavia do popredia problematika efektivneho vyuzivania
zdrojov ¢ uz v podnikatel'skej sfére, vo verejnych ingtiticiach alebo v mnohych inych
oblastiach. Prave vyhodnocovanie efektivnosti a efektivity je primarnym zaujmom obéal-
kovej analyzy dat, ktorej poznatky dokazu prostrednictvom réznych DEA modelov
prispiet k hospodarnejsiemu vyuzivaniu prostriedkov daného subjektu. Zakladnym pi-
lierom DEA modelov je teoria linearneho programovania (LP), av8ak postupne medzi
nimi nachadzaji svoje miesto aj modely formulované ako ilohy nelinedrneho progra-
movania (NLP).

Tieto metédy operacného vyskumu vyuzivaji iba data o vstupoch a vystupoch
sledovanych atvarov, pomocou ktorych dokdzu posudzovat efektivitu jednotlivych pro-
ducentov v porovnani s ostatnymi v danej skupine. Podstatu DEA modelov teda tvori
urcovanie relativnej efektivnosti individudlnych subjektov v ramci urcitej skupiny pro-
ducentov, pricom vsetci producenti tejto skupiny sa riadia tou istou technoldgiou. Za-
roven podotykame, Ze technolégiou rozumieme sposob pretvarania svojich zdrojov na
vysledné produkty. Z uvedeného je prirodzené vyzadovat homogénnost danej skupiny
subjektov zabezpecujicu rovnorodost vyrobnej ¢i nevyrobnej aktivity, ktorou sa sub-
jekty zaoberaji. Inymi slovami, nemo6zeme porovnavat nemocnice s poboc¢kami obchod-
nych retazcov alebo so Skolami ¢i fabrikami. V nasej praci sa napriklad blizsie pozrieme
na efektivnost aerolinii, §kol ¢i elektrarni.

VysSie spominané rozhodovacie jednotky alebo tiez nazyvané DM U, z anglického De-

11



1 UVOD DO DEA MODELOV

cision Making Unit, ktoré tvoria zakladnta skupinu n porovnavanych subjektov, oznacu-
jeme indexom j € {1,...,n}. Av8ak pri upriameni sa na konkrétny organizaény utvar
potrebujeme tento odliSit od zvySnych v skupine, a z toho dovodu ho oznacujeme
ako DMU,, pre o = 1,...,n. Prirodzene moézeme dedukovat, Ze technologiu vsetkych
DMU; charakterizujeme hodnotami kazdého z m vstupov a s vystupov danej rozho-
dovacej jednotky. Mnozstvo zuzitkovaného i-teho vstupu j-teho subjektu reprezentuje
oznaCenie x;; a symbolom y,; rozumieme vyprodukované mnozstvo r-tého vystupu
j-teho subjektu, pre i € {1,...,m} ar € {1,...,s}. V nasej praci sa zaoberame len
pripadmi, ked subjekty spotrebuji ur¢ité nezadporné mnozstvo vstupnych faktorov k vy-
tvoreniu istého nezdporného mnozstva vystupnych faktorov. Zaroven predpokladame,
ze organizacné dtvary mint kladné mnozstvo aspon jedného vstupu a sicasne vypro-
dukuju kladné mnozstvo aspon jedného vystupu. Tymto spésobom definované vektory

vstupov z; € R a vektory vystupov y; € R matematicky vyjadrime nasledovne:

L1, Yij
Xy = Tij y Y; = Yri | > VJ:L,TL
xmj ysj

V stcasnosti sa stale vac¢sia dolezitost pripisuje ekologickej udrzatelnosti vyrobnych
postupov a zodpovednosti voc¢i zivotnému prostrediu. Z toho dovodu sa aj v pripade
DEA modelov mézeme ¢asto stretnut s pripadom neziadicich vystupov, ako napriklad
pri produkeii réznych Skodlivych ¢ znecistujucich latok do ovzdusia. Obdobnym pri-
kladom sa zaoberdme aj neskor v nasej praci. Existuja rozne spodsoby, akymi sa da
s neziaducimi vystupmi v jednotlivych modeloch vysporiadat a my ich dalej rozobe-
rieme konkrétne pre hyperbolicky model v podkapitole 1.4.

Z hladiska lepSej prehladnosti dalsich definicii sa inspirujeme |13, str. 61| a udaje
reprezentujice vybrant skupinu pozorovanych rozhodovacich dtvarov oznacime ako

mnozinu

Z=A(xj,y;) | 7=1,....n}.

V empirickej ¢asti nasej prace sa snazime aplikovat tedriu DEA predstavent v prvych

dvoch kapitolach na konkrétnych prikladoch. Nevyhnutnua sicast tejto ¢asti teda tvori

12



1 UVOD DO DEA MODELOV

naprogramovanie uvedenych modelov, pri ktorom vyuzivame takzvané matice vstupov
X a matice vystupov Y. Konkrétne vektory vstupov z;, resp. vektory vystupov y;,

danej jednotky DMU;, pre Vj = 1,...,n tvoria stipce spominanych matic, a teda:

11 .- Tij e T1in Y -+ Yij -+ Yin
X = Ti1 . Tij .. Tin ) Y = Y1 - Yrj -+ Y
TImi -+ Tmj .. Tmn Ys1 -+ Ysj -+ Ysn

Nemenej dolezitym pojmom v stivislosti s meranim efektivity je aj mikroekonomicky
pojem mnoziny produkéngch mozZnosti G, ktora predstavuje vSetky rdozne moznosti,
akymi mozu jednotlivé atvary DMU; spracovat x; vstupov na tvorbu y; vystupov,
pre Vj =1,...,n. V dalSom ale vyuzivame iba jej aproximaciu M, ktora mé niekolko
tvarov. V prvom rade objasnime dve zakladné podoby tejto mnoziny, a teda pripad
s variabilnymi a s konstantnymi vynosmi z rozsahu, ¢asto oznacované ako My rg, resp.
Mcrs. Aproximacie Mogrs a Mygs s, podla [13, kap. 5|, tvorené najmensimi mno-
Zinami generovanymi mnoZinou Z a disponuju nasledovnymi kli¢ovymi vlastnostami

mnoziny G:
(A1) Z C M. Vsetky body zo Z, reprezentujtce konkrétne subjekty, patria do M.

(A2) M je konvexna, ¢ize vSetky konvexné kombinéacie bodov patriacich do M patria

tiez do mnoziny M.

(A3) Ak bod (x4,ya) € M vyjadruje tatvar A, potom do mnoziny M patria aj vSetky
body (z,y) € R™" pre ktoré plati x4 < x V y < ya.

Vlastnost (A3) predstavuje vlastnost volnej disponovatelnosti, ktora znamena, Ze mozno
plytvat vstupmi, resp. vyrobit primélo vystupov. V pripade neziadtcich vystupov vsak
nemozeme znizit produkciu neziadicich vystupov bez dodato¢nych nakladov, a teda
v tomto pripade uvazujeme iny typ disponovatelnosti. Ako sa uvadza napriklad v [11],
[15] alebo [8], existuje viacero spdsobov, ktorymi sa da vysporiadat s neziaducimi vy-
stupmi. Blizsie sa vSak problematike technologickej mnoziny v pripade neziadtdcich

vystupov venujeme v casti 1.4.

13



1 UVOD DO DEA MODELOV

Este je potrebné spomenif jednu axidému typicka pre konStantné vynosy z roz-
sahu. Charakteristickou ¢rtou tohto typu vynosov je, ze ak c-ndsobne zvic¢sime, resp.
zmensime, mnozstvo spotrebovanych prostriedkov, c-nasobne sa zvacsi, resp. zmensi,

aj mnozstvo vytvorenych produktov, c¢ize:

(A4) Ak (xa,ya) € M, potom (cza,cys) € M, pre Tubovolné ¢ > 0.

Podla [13, kap. 5] sa d4 mnozina Mcgs zapisat analyticky v nasledovnom tvare:
Mcors = {(z,y) e R™"* | X A<z, YA>y, A>0} (1)

Analyticky zapis mnoziny My gs je analogicky ako vztah (1), avSak je nutné este dodat

podmienku
A =1, 2)

kde e, predstavuje stipcovy vektor samych jednotiek rozmeru n. Takto skonstruované
mnoziny Mcrs a My gs tvoria takzvant obdlku dat danych producentov, z ¢oho vyplyva
aj nazov celej problematiky DEA.

Ak chceme presnejsie vymedzit pojmy efektivnost a efektivita, je potrebné vychadzat
z Ustredného pojmu viackriteridlnej optimalizacie tzv. Pareto optimality, ktora je pre
DEA modely sformulovana v [13, str. 171]. Efektivnymi sa nazyvaju len tie ttvary, pre
ktoré sa v mnozine M nenachéidza ziadny iny utvar, ktory by bol schopny z nizgieho
alebo rovnakého mnozstva vstupnych prostriedkov vyprodukovat vyssie alebo rovnaké
mnozstvo vystupnych produktov. Matematicky vyjadrené, sa za efektivne povazuji
len tie body (Z,3) € M, ku ktorym nedokdZeme najst v mnozine M Ziadne iné body
(z,y) # (&,7) spliajice z < Z a y > . Takzvana hranica efektivnosti, oznacovana ako
Hpg, pozostava prave z tychto efektivnych atvarov (Z,y). V opa¢nom pripade, ak méa
utvar rezervy ¢i uz v prili§ velkom mnozZstve minutych zdrojov alebo v nedostato¢nom
mnozstve vyrobenych produktov, hovorime o neefektivnom ttvare. Aby sme boli presni,
je nutné spomentt, ze hranica OM mnoziny M sa sklada okrem hranice efektivnosti, aj
z hranice pseudoefektivnosti, oznacovanej ako Hp. Tato moze niektorym typom DEA
modelov sposobovat tazkosti, pretoze je tvorena bodmi z hranice M, ktoré sice mozu
v jednej veli¢ine dosahovat rovnaké hodnoty ako efektivni producenti, ale v ostatnych
veli¢inach pozorujeme isté rezervy, a preto sa nedaji pokladat za efektivne. Tymto

nedostatkom disponuje aj hyperbolicky model, ¢o dalej rozvadzame v kapitole 1.2.

14



1 UVOD DO DEA MODELOV

V pripade s neziadtucimi vystupmi je vSak situdcia mierne odlisné, pretoze nasim
cielom je minimalizovat neziaduce vystupy. Za efektivne teda budeme povazovat tie
utvary z mnoziny M, pre ktoré nebudd v mnozine M existovat také atvary, ktoré by
z mensieho alebo rovnakého mnozstva vstupov dokazali vyrobit vicsie alebo rovnaké
mnozstvo Ziaducich vystupov, ale zaroven mensie alebo rovnaké mnozstvo neziadicich
vystupov. Vzhladom k charakteru tulohy je, pochopiteIne, potrebné nejakym sposobom
odlisit vektor vystupov pre pripad Ziaducich a neziaducich, aby sme boli schopni medzi
nimi rozlisovat. KedzZe v prvej kapitole je nasim cielom len uviest ¢itatela do zékladnej
problematiky DEA, tuto ¢ast sme kvoli prehladnosti zaradili do kapitoly 1.4.

Ako sme uz avizovali, objektom nasho zaujmu nebude len odliSenie efektivnych a ne-
efektivnych utvarov, ale zameriame nasu pozornost aj na zistenie ich miery efektivnosti,
resp. efektivity. Efektivita, ako bezrozmerna veli¢ina z intervalu [0, 1], vyjadruje uréitt
relativnu efektivitu, resp. mieru, do akej pracuje dany subjekt efektivne vzhladom k os-
tatnym organiza¢nym jednotkdm v skupine. Sposoby vypoctu efektivity jednotlivych
DMU sa vsak v roznych modeloch mézu od seba liSit a nie vzdy moze takto definovana
miera efektivnosti priamo vyplyvat z riesenia zodpovedajicej tlohy. V pripade hy-
perbolického modelu vsak vieme explicitne odcitat efektivitu v typickom, ekonomicky
interpretovatelnom tvare, a preto sa dalej touto otazkou nezaoberame.

V suvislosti s problematikou miery efektivity je eSte vhodné spomenit a objasnit po-
jem ¢istd technickd miera efektivity, s ktorou sa neskor stretneme. Podl'a [13, Poznamka
8.5.] alebo knihy [2] dokaze tato miera efektivity zachytavat iba tu neefektivitu, ktora
sa da odstranit znizenim vSetkych vstupov alebo zvySenim vSetkych vystupov pro-
strednictvom urc¢itého koeficientu bez ohlTadu na potrebu zmeny pomerov jednotlivych
vstupov, resp. vystupov. Pri dosahovani efektivity vSak zohravaji tlohu aj vzajomné
proporcie jednotlivych vstupov, pripadne vystupov, z toho dévodu ¢ista technicki miera
efektivity nedokaze zachytit vSetku neefektivnost a, ako uz bolo vyssie nacrtnuté, moéze
dany dtvar oznacit za efektivny, hoci ma urc¢ité nedostatky. Takato situdcia nastava

vtedy, ked sa ttvar nachddza na hranici pseudoefektivnosti.
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1.2 Hyperbolicky model

V tvode nasej prace uz bolo avizované, ze sa budeme venovat najmé jednej miere efek-
tivity - hyperbolickej miere efektivity - ktora bola prvykrat sformulovana v ¢lanku [7]
ako miera ¢istej technickej efektivity kombinujica Farellovu vstupne a vystupne orien-
tovana mieru efektivity. Tieto miery efektivity st definované v ¢lanku [6] z roku 1957.
Podla knihy [7] alebo ¢lankov [14] & [9] je tlohou hyperbolického modelu simultanne,
ekviproporcionalne skracovanie vstupov a predlzovanie vystupov prostrednictvom jed-
nej skalarnej velic¢iny 6 .

VzhTadom k tomu, Ze sa v naSej praci zaoberame spésobmi rieSenia hyperbolického
modelu vylu¢ne pri variabilnych vynosoch z rozsahu, uvadzame aj v dalSom definicie
modelov v pripade VRS. Formulacia tilohy nelinearneho programovania zodpovedajtca

hyperbolickému modelu pre vybrany DMU, je teda v pripade VRS nasledovna:

min 7 (3)
st. X\ <0z,
1
YA > Yo,
0 (4)
e’N=1,
A >0,

kde A predstavuje n-rozmerny vektor a 6 predstavuje koeficient maximélneho skratenia
vstupov, respektive predlzenia vystupov. V pripade konstantnych vynosov z rozsahu je
podmienky tlohy NLP len vypustené obmedzenie (2).

V ¢lanku [14] je hyperbolicky model popisany ako radiilny, neorientovany model,
ktory je invariantny na zmenu jednotiek. Ako sme uz uviedli, z rieSenia tilohy modelu je
mozné odcitat efektivitu v typickom, ekonomicky interpretovatelnom tvare ako veli¢inu
z [0, 1]. Konkrétne mierou efektivity rozumieme optimalnu hodnotu uéelovej funkcie 6*
alohy (3)-(4). Mézeme si v8imnit, 7e naozaj ak je 0* = 1, atvar lezi na hranici mnoziny
M a v pripade, 7e 6* < 1, sa utvar nachadza vnutri mnoziny M.

Ako uz bolo vyssie spomenuté a uvadza sa aj v ¢lankoch [15] alebo [10], hyper-
bolicky model je ¢istou technickou mierou efektivity, a teda nezachytava vsetku ne-
efektivnost. Z toho ddévodu mdze hyperbolickd miera efektivnosti oznacit za efektivne

aj utvary, ktoré su v skutocnosti len pseudoefektivne, ¢ize sa nachidzaji na hranici

16



1 UVOD DO DEA MODELOV

pseudoefektivnosti. Vo vysSie uvedenych ¢lankoch sa da néjst aj sposob identifikovania
pseudoefektivity, a to implementovanim dalSej fazy rieSenia tzv. MazSlack ulohy, ktora
je detailnejsie popisana v [13].

V suvislosti s hyperbolickym modelom sa ¢asto hovori aj o jeho geometrickej in-
terpretécii, ktorou sa zaoberaju napriklad autorky ¢lanku [14] alebo je spomenuté aj
v ¢lanku [10]. Geometricky sa teda da tloha interpretovat ako projektovanie ttvaru
DMU, daného dvojicou bodov (,,y,) na hranicu dM pozdlz hyperbolickej krivky
(0., %yo). Projektujeme teda bod (x,,y,) takym sposobom, aby sa jeho projekcia stéle
nachédzala v aproximécii technologickej mnoziny M. Hodnota parametra 6, pri ktorej
krivka (62, 3y,) pretne hranicu OM je optimalne rieSenie Glohy NLP danej vztahmi
(3)-(4). Takymto sposobom dostavame projekeiu (6*z,, 5=v,) bodu (z,,,) na hranici
mnoziny M a optimalnu hodnotou 6*, ktori chapeme ako mieru efektivity.

Pre lepsiu predstavu geometrickej interpretacie hyperbolického modelu doplhame

tiato kapitolu este o Obrazok 1, na ktorom sa snazime ilustrovat vyssie uvedené tvahy.

. 1
(9 X0, Eyo)
{

1
61 (exOIEYO)
> Mygs _,

s (%0, o)

1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 11 12 13

Obr. 1: Ilustra¢né znazornenie geometrickej interpretacie hyperbolického modelu.

Zdroj: Vlastné spracovanie

Aj z uvedenej geometrickej interpretacie vyplyva, ze optimalne hodnoty 6* lezia urcite
v intervale (0, 1]. Na podmienky (4) tlohy NLP prisluchajicej hyperbolickému mo-
delu sa d& tym padom hladiet aj cez analyticky zapis mnoZiny My rs uvedeny v (1).
Alternativny zapis danej ulohy teda moze vyzerat aj nasledovne:

i 1
min {6: (0x,, éyo) € Mygs}. (5)
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1.3 DDF model

KIucovia ulohu v nagej praci zohrava aj v ivode spominanéd Funkcia smerovej vzdiale-
nosti, ¢astejsie uvadzana po anglicky ako Directional Distance Function (DDF), ktora
bola predstavena v ¢lanku [3]. V naSej praci sa spomina aj ako DDF model a na za-

kladne vyssie spomenutého ¢ldnku ho v pripade VRS definujeme ako:

max
BiA &

sit. XA <z, — B9,
YA o+ g, (6)
elX =1,

A >0,

kde (gz,9y) € R} x R%. DDF interpretujeme ako maximalny posun sledovaného t-
varu (Z,, y,) na hranicu M vo vopred uréenom smere (g, g,). Ako si moézeme polahky
vSimnut, pri rieSeni DDF modelu popri skracovani vstupov pomocou ¢lena — g, simul-
tanne predlZzujeme vystupy pomocou ¢lena +f3g,. Z toho dovodu v skutoc¢nosti posi-
vame pozorovany subjekt DM U, na hranicu technologickej mnoziny smerom (—g, g,).
Za efektivny v zmysle DDF modelu povazujeme utvar, pre ktory vyjde optimalna hod-
nota premennej § rovna nule, ¢o implikuje, Ze utvar nedokédzeme viac posunit smerom
(92, 9y), & teda lezi na hranici mnoziny M. Ani DDF model, tak ako hyperbolicky
model, vSak nedokaze zachytit vSetku neefektivnost, pretoze meria len ¢ista technicki
efektivitu, a preto moze aj pseudoefektivne ttvary oznacit za efektivne.

Dovodom pre zaoberanie sa DDF modelom v naSej praci je prave jeho suvislost
s hyperbolickym modelom, ktorého metédam rieSenia sa v praci primérne venujeme.
Tuto suvislost vyuzivaji nielen autori prvej skiimanej metody rieSenia hyperbolického
modelu v ¢lanku [10], ale vyuZzivame ju aj v nasej vlastnej metode, ktora opisujeme
v Casti 2.2. V dalsom teda ukdzeme, ze v pripade (¢., gy) = (%0, ¥o) mozno DDF model
chapat ako linearnu aproximéciu hyperbolického modelu.

V nasledujucej casti, tykajicej sa sivisu hyperbolického a DDF modelu, vychiddzame
primérne z ¢lanku [10], av8ak mierne odlisny sposob linearizacie hyperbolického modelu
je popisany napriklad aj v ¢lankoch [14] a [15]. Pre spresnenie situacie, st vysledné

ulohy LP ekvivalentné a liSia sa len v spdsobe odvodenia.
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Uvazujtc definiciu hyperbolického modelu pomocou vztahov (3)-(4), prvym kro-
kom je reparametrizicia § = e, pricom 3 € [0, 00). Krivka (6z,, %yo), pozdlz ktorej
projektujeme bod (z,,y,) reprezentujuci utvar DMU,, sa tymto sposobom repara-
metrizuje na (e "z,,€’y,). Tym padom sa v bode (z,,y,) parameter 3 = 0, pretoze
(0,Y0) = (7,,%,). Dalej vyuzijeme Taylorovu aproximaciu exponencidlnej fun-
kcie pre argument x ,blizko“ 0, konkrétne ¢ = 1 + x. V naSom pripade dostdvame
e Pr,=(1-B)r, a ey, = (1+ B)y,, pre 8 ,blizko” 0, a teda @ ,blizko 1. Linedrna

aproximéacia hyperbolického modelu je preto nasledovna:

max
BiA b

st. XA < (1-p)x,,
YA > (1+ B)yo, (7)
efd =1,

A>0.

Uvedeny model (7) je evidentne DDF definovanou vztahom (6) na za¢iatku ¢asti 1.3
pri 8pecifickej volbe vektora (g, g,) = (%0, yo). VSimnime si, Ze aj tento model sa da
geometricky interpretovat ako projekcia bodu (z,,y,) do bodu ((1— 8*)z,, (14 5%)y,)-
Upozornujeme vsak na fakt, Ze tymto sposobom dostavame iba aproximéciu hodnoty
0 pre hyperbolicky model, ¢o implikuje, Ze ¢im je § blizsie k nule a 6 k jednotke, tym
oc¢akavame presnejsSiu aproximaciu.

Podotykame este, 7e v ¢lanku [14] je dokonca dokazané, 7e DDF model so $pecidlnou
voI'bou vektora (g, gy) = (%o, ¥o) poskytuje spodné ohranicenie pre optimalnu hodnotu
ucelovej funkcie hyperbolického modelu (3)-(4). Autorky vSak v ¢lanku vychadzaju z uz

spominaného ekvivalentného zapisu tlohy (7), konkrétne:

min {1-6 | XA< (1 =0z, YA (140, e’X=1, >0}

n

Viac informécii spolu s dokazom uvedeného tvrdenia sa da najst v spominanom ¢lanku.
V dvoch vybranych metddach rieSenia hyperbolického modelu predstavenych v cas-

tiach 2.1 a 2.2 hra dolezitu tlohu aj optimalne rieSenie dualnej tilohy DDF modelu,
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ktorej formulacia je v pripade VRS nasledovna:

max ylp —xlw — 2z
p7w7Z

s.t. YTp —XTw—e,z < 0,
gD+ grw =1,

p = 05, w > 0y,

kde e, je n-rozmerny vektor jednotiek. Optimalne rieSenie dudlnej ulohy DDF modelu
urcuje gradient opornej nadroviny mnoziny My rg a prave tento poznatok tvori pod-
statni sucast vyssie spomenutych metdd rieSenia hyperbolického modelu. Viac teoretic-
kych poznatkov ohladom interpretécie rieSenia dualneho modelu v stvislosti s opornou
nadrovinou technologickej mnoziny sme ¢erpali aj z prednasok [20] k predmetu Kon-
vexnéa optimalizacia, ale aj z ¢lanku [14, Remark 3|, v ktorom sa autorky sice venuji
interpretacii riesenia dualnej tilohy hyperbolického modelu, no rovnako sa daji uvedené

tvrdenia aplikovat aj na DDF model.

1.4 Environmentalne modifikacie

Trochu odlisnymi typmi hyperbolického ¢i DDF modelu, ktoré uvedieme, st uz spome-
nuté environmentilne modifikacie uvedenych modelov. Motivaciou k odvodeniu tychto
modelov je poskytnut sposob, akym by sa dalo vysporiadat s neziaddcimi vystupmi pri
zistovani miery efektivity.

V tejto podkapitole teda rozoberieme environmentalne modifikacie hyperbolického aj
DDF modelu v pripade variabilnych vynosov z rozsahu, pricom metody rieSenia prvého
uvedeného porovnavame neskor v nasej praci. Vzhladom k tomu, 7e v pripade environ-
mentélnej verzie oboch modelov posudzujeme aj vplyv produkcie neziaducich vystupov
na mieru efektivnosti, je potrebné tieto odliSit od ziaducich vystupov, od ktorych priro-
dzene ocakavame, aby ich mnozstvo bolo, na rozdiel od tych neziadicich, ¢o najvyssie.
Uvazujme teda atvar DMU;, pre j = 1,...,n, ktory mimo z; spotrebovanych vstupov
a y; vyrobenych ziaducich vystupov vyprodukuje este b; neziaducich vystupov. Symbo-
lom by, pre k € {1,...,p}, ozna¢ime vyprodukované mnozstvo k — teho neziadiceho

vystupu subjektu j, kde j € {1,...,n} a k € {1,...,p}. Tymto sposobom dostaneme
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vektor neziaducich vystupov b; € RE | ktory mozeme zapisat v nasledovnej podobe:
b;-r:(blj7...,bkj,...7bpj), ijl,,n

Ostéava vsak otazkou, ako upravit vlastnosti technologickej mnoziny tak, aby od-
rdzala skutoCnost, ze znizovanie neziaducich vystupov nie je mozné bez dodato¢nych
nakladov. Z odlinej povahy tlohy vyplyva, Ze nemé zmysel uvazovat technologicku
mnozinu s vlastnostou volnej disponovatelnosti. Ako sme avizovali aj v ¢asti 1.1, v tejto
¢asti sa venujeme preformulovaniu technologickej mnoziny pre pripad environmental-
nej problematiky. V nasej praci sa zaoberdme len dvomi typmi technologickej mnoziny,
ktoré s uvedené napriklad v ¢lanku [15] alebo [11]. Pri prvej z nich uvazujeme volnu
disponovatelnost vstupov a Ziaducich vystupov, t.j. méZeme plytvat vstupmi a byt
lenivi v produkcii vystupov, rozdiel je vSsak v sposobe vysporiadania sa s neziaddcimi
vystupmi, pri ktorych neuvaZzujeme Zziadnu disponovatelnost. Uvedena skutoc¢nost sa

teda da zapisat v pripade uvazovania VRS ako:
My = {(2,y,b) €ER™™ | XA\<x, YA>y, BA=b eX=1 A>0}. (9

Druhy typ technologickej mnoziny, s ktorym v praci nardbame, sa lisi od prechadzaju-
ceho len v postupe zaobchadzania s neziaddcimi vystupmi. Konkrétne v tomto pripade
uvazujeme tzv. reverznid volnid disponovatelnost neziaducich vystupov, ktora je intu-

itivne jasnd zo samotného zapisu mnoziny:
M, = {(z,y,b) ER™™ | X\ <z, YA>y, BA<Db, eld=1 A>0}. (10)

Uvedeny zapis znamend, 7Ze technoldgia pripista moznost byt neobozretni a neeko-
logicki a zvy8it mnozstvo vyprodukovanych neziadicich vystupov bez dodatoénych
vyrobnych néakladov.

Dalej sa venujeme kltucovej Casti tejto kapitoly, a teda definicidm environmental-
nych modifikacii hyperbolického a DDF modelu. Ako prva rozoberdme environmen-
talnu verziu hyperbolického modelu definovaného vztahmi (3)-(4). Pri tejto modifikacii
opat vychadzame z ¢lankov [15] a [11], priom na druhy menovany sa odvolavaju au-
tori metody z ¢lanku |10] pri demonstrovani ich algoritmu v pripade environmentalnej

problematiky.

21



1 UVOD DO DEA MODELOV

V porovnani s verziou bez neziaducich vystupov sa len modifikuju podmienky (4)
v zévislosti od typu technologickej mnoziny. Uvazujtc technologicki mnozinu M, de-

finovana v (9), dostavame optimaliza¢ny problém:
min 6
o\

st. X\ < x,,

1
Y/\>_07
_9?/

B\ = 0b,,

(11)

el =1,
A >0,

na ktory sa da z geometrického hl'adiska hladiet aj nasledovne:

1
min { 0 : (z,, g Yo 6b,) € Mo}.

0.\

V pripade druhého typu technologickej mnoziny M;, urc¢ent vztahom (10), definujeme

environmentalnu verziu hyperbolického modelu ako:

min 6
9.

st. X\ < x,,

1
Y/\>_o7
=37 (12)

B < 6b,,

e’N=1,

A >0,

ktorti opit mozeme geometricky interpretovat, ako v pripade vyjadrenia (5), analogicky:

_ 1
min {0:(x,, gyo,%o) € M}.

Oba modely sa pochopitelne daji upravit pre pripad CRS odstranenim podmienky
(2). Davame do pozornosti, Ze optiméalna hodnota ucelovej funkcie v oboch pripadoch
opat nadobida hodnotu z intervalu (0, 1] a reprezentuje mieru efektivity. To znamené,
ze efektivnym dtvarom je v zmysle modelov (11), resp. (12), Gtvar s optimalnou hod-

notou 6* = 1.
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Druhou modifikdciou rozoberanou v tejto podkapitole je environmentéilna verzia
DDF modelu, daného vztahom (6), v ktorej spoc¢iva podstata metody rieSenia hyper-
bolického modelu s neziadicimi vystupmi z ¢lanku [10], ale taktiez sa o hu opiera nasa
vlastna metoda.

Pri definicii DDF modelu s neziadtcimi vystupmi ¢erpame najmé z ¢lankov [15]
a [10]. Avsak vzhladom k tomu, ze v zdroji [10] autori uvadzaju len definiciu DDF
modelu bez neziaducich vystupov a v ¢lanku [15] nachadzame len ur¢ita analdgiu pri-
maéarnej tlohy (6) pre pripad neziaduacich vystupov, formulécie nizsie uvedenych modelov
len vychadzaji z predmetnych zdrojov a nie st z nich presne prebrané.

K nizsie uvedenej primarnej tilohe DDF modelu odvadzame aj jeho dudlnu tlohu,
ktorej rieSenie tvori neoddelitelna siucast metody z ¢lanku [10] a aj nasej vlastne;j.

Zakladna myslienka modifikdcie DDF modelu je analogickd ako v pripade hyperbo-
lického modelu s neziadticimi vystupmi. Aj v tomto pripade sa len upravia podmienky
optimaliza¢nej tlohy (6) v zavislosti od typu uvazovanej technologickej mnoziny. Preto
v pripade technologickej mnoziny My, vymedzenej vztahom (9), definujeme DDF model

s neziaducimi vystupmi pre VRS ako:

max
BiA &

st. X\ < x,,

Y)\ 2 yo_‘_ﬂgya (13)
B\ = bo - ﬁgba

el =1,

A>0,

kde (gy, g5) € RS x R. V pripade technologickej mnoziny M; zo vztahu (10) je miesto
tretiecho obmedzenia nerovnost BA < b, — Sgp.

Opét si vSimnime obdobny suvis environmentalnej verzie DDF modelu s environ-
mentalnou verziou hyperbolického modelu. Vychadzajic z hyperbolického modelu s ne-
ziadtcimi vystupmi z (11) alebo (12) a vyuZijic rovnaki reparametrizaciu ako pri jeho
zakladnej verzii, t.j. 8 = e7%, a Taylorovu aproximéciu exponenciilnej funkcie pre ar-
gument z ,,blizko” 0, dostavame linearnu aproximéciu hyperbolického modelu s nezia-

dicimi vystupmi, ktord odpovedd DDF modelu s neziadicimi vystupmi pri Specidlnej
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volbe vektora ¢ = (gy, 9%) = (Yo, bo)-
Nakoniec sa pozrime este na analogiou dudlnej tlohy (8) v pripade environmentalne;
verzie DDF modelu (13), pod ktorou rozumieme v pripade technologickej mnoziny M,

nasledovny problém:

T

max Yy, p—row —bypp — 2

p,pB,w,z

s.t. YTp — XTw — BTpB —epz <0, (14)

gop+gipe =1,

p = 05, w > 0,

kde e, je n-rozmerny vektor jednotiek. K dualnej tilohe prislichajicej DDF modelu
s neziaducimi vystupmi pri technologickej mnozine M; je pridand podmienka na pre-
menni pp, konkrétne pp > 0,.

V nasledujicej kapitole sa blizsie pozrieme na moznosti riesenia hyperbolického mo-

delu, daného vztahmi (3)-(4), vratane jeho environmentalnych verzii (11) a (12).
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2 Metody rieSenia hyperbolického modelu

Ako sme uz naznadili, hyperbolicky model, reprezentovany vztahmi (3)-(4), spolu s jeho
environmentalnymi verziami definovanymi optimaliza¢nymi problémami (11) a (12), st
modelmi nelinearneho programovania a spolahlivé metody ich rieSenia az donedavna
absentovali. V nasledujicej casti preto popiSeme tri mozné sposoby rieSenia tohto mo-
delu. Prvym 7z nich je metoda prezentovana v ¢lanku [10] zaloZend na aproximécii
hyperbolického modelu DDF modelom, ¢ize alohou linearneho programovania (LP),
o ktorej hovorime ako o Metdde I. Nasledne predstavime nasu vlastni modifikiciu
Metody I, ktorej algoritmus je intuitivnejsi a m4 za ciel zefektivnenie vypoctov. Ttto
metodu v dalsom uvadzame ako Metddu 11. Poslednou rozoberanou metodou je algorit-
mus z ¢lanku [16], ktory vychadza z poznatkov semidefinitného programovania (SDP),
a objavuje sa v nasej praci pod nazvom Metoda I11.

Pre pripad CRS je v ¢lanku [9] ukdzané, Ze sa hyperbolicky model da transformovat
na tilohu LP, konkrétne na Farellovu vstupnii alebo vystupni mieru efektivity. My tieto
pojmy pozname aj pod nazvom vstupny, pripadne vystupny CCR model. KIacova
ilohu v tomto pripade zohrava vlastnost (A4) produkénej mnoziny pri CRS v mierne
inom oznaceni, a teda M = M, 6 > 0, t.j. ak (z,y) € M a 0 > 0, tak (0z,0y) € M.

Pomocou vstupného CCR modelu dostavame:

. 1
0 = 119171/\11 {0: (0z,, 53/0) € Mcgs}

= neqi/\n {0:(0*v0,v,) € Mcrs}

= min { V02 : (0*2,,y,) € Mors})

A

= Hen/\n {V7: (720, o) € Mcrs},

pricom vztah medzi optiméalnymi hodnotami efektivit je nasledovny 6* = \/v*. Blizsie
vysvetlenie sa nachadza v spominanom zdroji alebo v ¢lanku [14].

Ostava vSak otézkou, ¢o v pripade variabilnych vynosov z rozsahu ¢i pri environ-
mentalnych verziach hyperbolického modelu (11) ¢i (12), ked obdobné tvahy vyuzit
nemozeme. V uvedenych pripadoch totizto neboli dlhti dobu zname spolahlivé metody
rieSenia, a z toho dovodu sa v nasej praci zaoberame dvomi vybranymi spésobmi na-

vrhnutymi len nedavno v roku 2016, konkrétne ide o uz avizované ¢lanky [10] a [16].
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Mimo iného eSte navrhujeme nagu vlastni metodu rieSenia hyperbolického modelu, pri
ktorej sme vychadzali z ¢lanku [10]. Z toho dovodu je tato kapitola rozdelend na Styri
casti, pricom prvé tri sa venuji jednotlivym algoritmom predstavenym v uvedenych
¢lankoch, resp. nasej vlastnej Metode II. Posledna c¢ast pojednava o environmental-
nych modifikidciach uvedenych algoritmov, o ktorych sme ¢erpali informacie prevazne
z ¢lankov [11] a [15].

Opét upozoriiujeme, ze v dalSej ¢asti prace sa zaoberame len riesenim hyperbolického
modelu s variabilnymi vynosmi z rozsahu ¢i uz v jeho zakladnej alebo environmentélnej

verzii.

2.1 Metoda 1

Ako prvej sa budeme venovat metode predstavenej v ¢lanku [10], ktora navrhuje trans-
forméciu tlohy, definovanej vztahmi (3)-(4), na algoritmus zalozeny na linearnom prog-
ramovani. Zakladnym pilierom Metody I je aproximécia hyperbolického modelu pomo-
cou DDF modelu, pre ktory existuja efektivne sposoby rieSenia, pretoze vychadza z li-
nearneho programovania. Tato ¢ast je obohatena aj o Obrazok 3 pochadzajici priamo
zo spominaného zdroja, ktorym autori ilustrovali navrhnuty postup.

Ako sme uz avizovali, kIi¢ovym pojmom pri tejto metode je funkcia smerovej vzdia-
lenosti alebo Directional Distance Function (DDF) opisana v ¢asti 1.3. V danej pod-
kapitole je uvedeny aj suvis, resp. sposob aproximécie hyperbolického modelu, da-
ného optimaliza¢nou tlohou (3)-(4), na DDF model (6) so §pecialnou volbou vektora
9= 9z, 9y) = (o, o).

Autori teda navrhuja riesit hyperbolicky model pomocou jeho aproximacie postave-
nej na tlohe LP, konkrétne DDF modelom so §pecialnou volbou vektora § = (g, gy)
a niekol'kych dopliujucich krokoch, ktoré sa pokisime objasnit v tejto podkapitole.

V dalsom preto opiSeme postup z ¢lanku [10], ktory vychadza préve z primérnej

a dudlnej ilohy DDF modelu definovanych v casti 1.3.

2.1.1 Popis algoritmu

1. Ako prvé vyrieSime primarnu aj dualnu dlohu DDF modelu, ktoré si definované

vztahmi (6) a (8), pri pociato¢nej volbe vektora § = (gz,9y) = (%0, Yo), ¢im dosté-
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vame ich optimélne riesenia (A, 8') a (p', w!, 21).

Déavame do pozornosti, ze v pripade, ak je utvar efektivny v zmysle hyperbolic-
kého modelu definovaného v Casti 1.2, je efektivny aj v zmysle modelu (6), kedze
dany ttvar lezi priamo na hranici mnoziny My rg. Z toho dovodu vieme efektivnost
v zmysle hyperbolického modelu ur¢it z rieSenia modelu (6) hned v prvej iteracii,
presnejsie sa divame, ¢ je S = 0. Parameter 3 totizto urcuje efektivitu v zmysle
modelu (6) a ak je nulovy, pozorujeme, Ze ttvar DMU,, reprezentovany bodom
(%o, Yo), sa uz dalej v smere ¢ neda posunit, teda lezi na hranici mnoziny My gs.

Z toho dévodu, ak vyjde B! = 0, poloZzime * = 1 a algoritmus kondi.

. Ak sa v8ak B! nerovna nule, &ize Gtvar nelezi na hranici mnoziny My rg, vyuZijeme
stivis optimalneho riegenia (p',w!, 2') duélnej tlohy DDF modelu (8) s opornou
nadrovinou mnoziny My rs. Ako sme uz naznacili v Casti 1.3, optimalne rieSenie
(p*, w!, 21) dualnej tlohy (8) urcuje oporntt nadrovinu H' mnoziny Myrs v bode

projekcie (z, — ' %4, Yo + BY,), ktorou je H' : yTpt — xTw! — 2! = 0.

Nasledujticou tlohou je teda najst prieseénik tejto opornej nadroviny H' s hy-
perbolickou krivkou (0z,, %yo), ktory predstavuje aproximéaciu optimélneho riesenia
v danej iteracii, resp. odhad projekcie (6*x,, e%yo) utvaru DM U, na hranicu mnoziny
My rs pre dant iteraciu. Priese¢nik opornej nadroviny H' a hyperbolickej krivky
(0., éyo) je bod (0'z,, e%yo), pricom hodnotu #' vypoéitame dosadenim stradnic
(0'2,, 5ryo) do predpisu opornej nadroviny H', ¢ize H' : grylpt — 0ralw' — 21 = 0.
Nasledne prenasobime rovnicu koeficientom 0! a vyjadrime hodnotu 6! ako koren

kvadratickej rovnice:

g —FHVED + dyipad!
B 22T w! '

(15)

V tejto suvislosti je este dolezité podotknut, Ze sa moézeme stretnut aj s pripa-
dom, ked skalarny staéin duilnej premennej w' s vektorom vstupov z,, resp. ska-
larny stcin duélnej premennej p' s vektorom vystupov y,, vyjde nulovy. V pripade,

T

Tw! je nulovy, ¢ize kvoli nezapornosti oboch premennych mame

ze skalarny sicin x
na mysli situaciu, ked w} = 0 alebo z;,, = 0 pre Vi = 1,...,m, menovatel vo
vztahu (15) sa rovna nule. AvSak vSimnime si, Ze rovnica vyjadrujica priese¢nik

opornej nadroviny H' a hyperbolickej krivky sa zredukovala na linearny problém,
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tj. H' : 5 yX pt — 2z = 0. Preto 0 vypocitame ako 0' = y{—fl. Druhou

moznostou je, Ze skalarny stucin y.p! vyjde nulovy, teda pre nezapornost oboch pre-
mennych sa p! = 0 alebo y,, = 0, pre Vr = 1,...,s. V tomto pripade sa opit vyssie

uvedend rovnica zredukuje na linedrny problém, a teda vzfah pre vypocet 0! je na-

e 1 z re e s v .’
sledovny: 0 = ——f—. Pripad, ked sa oba predmetné skalarne stciny rovnaji nule,
o
¢ize xTwt = 0 a zarovei y.p! = 0, nie je potrebné blizsie analyzovat, pretoze k tejto

situacii nikdy nedochadza vdaka normaliza¢nej podmienke gg p+gtw =1z dualnej
tilohy DDF modelu (8). Pri prvej iteracii totizto volime vektor (g, 9y) = (%o, ¥o),
¢ize sa predmetna podmienka transformuje na y. p' +2Tw! = 1, ¢o implikuje, Ze ak

T

Twl = 0 a zaroven ylp! = 0, uvedena podmienka by nebola

by nastala situacia x
splnena, pretoze by sa rovnala nule a nie jednej. Pre dalsie iteracie, ked volime sme-
rovy vektor (g7, 95) = (o — 0%, 5ryo — o), dostavame po roznasobeni normaliza¢ni
podmienku ry,p’ — ylp’ + zlw’ — 0'zlw’ =1, a teda ak by zlw' = 0 a zérovenr

yI'p' = 0, predmetna podmienka by sa opét nerovnala jednej, ale nule.

. Dalsia faza algoritmu spociva v prevereni, ¢i sa ndjdeny priese¢nik vyjadrujici
aproximaciu optimalneho rieSenia pre danu iteraciu nachadza v mnozine My g
alebo nie. Ak &no, algoritmus kon¢i a optimalnym rieSenim je najdeny priesec-
nik (0'w,, 5ry,). V pripade, Ze nie, skonstruujeme novy smerovy vektor §' v tvare
(98,95) = (2o — 0", 57 Yo — o) a opakujeme cely algoritmus dokym vypocitany

priese¢nik nebude lezat v mnozine My rg, ¢im sa algoritmus ukondi.

Musime sa v8ak eSte pozriet na to, akym spésobom zistit, ¢i ndjdeny priese¢nik
lezi v mnozine My rg. Autori ¢lanku [10] tvrdia, Ze uvedena tloha je ekvivalentna so
zistovanim, ¢ priesecnik patri prieniku H' N My rg. BliZ§ie ozrejmenie sa nachadza
v spominanom ¢lanku. Dodavame vsak, ze spominana tvaha vlastne vedie k pre-

skiimaniu, ¢i si nasledovné podmienky pripustné, teda ¢i existuje nejaky vektor A,
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ktory splita nasledovné podmienky:

s.t. Z Az < 0'z,,

jERL
1
Z A]y] 2 ﬁym
jERL
Z =1 (16)
7 )
jER!
A\ >0,j€RY

Rlz{jGJ:yfpl—xTwl—f:O}.

J
Inak povedané, mnoZina R' je mnoZina indexov tych ttvarov, ktoré leZia na nadro-

vine H'. Upozoriiujeme, Ze vzhladom k definicii mnoZiny R' nie je vekor \ v tomto

pripade n-rozmerny, ale len | R'|-rozmerny.

Na koniec tejto Casti eSte uvadzame Obrazok 2, ktory predstavuje schematicky pre-
hl'ad algoritmu Metody I ingpirovany samotnym ¢lankom [10], av8ak upraveny v nasom

vlastnom spracovani.
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Start

Inicializacia: Zvolit’ parameter o € J Gitvaru DMU,, nastavit’
pocitadlo iterdcii [ = [ a smer gy = X, gy = ¥,-

Vyriedit’ model (6) a (8), éim dostaneme ich riefenia
(AL 81 a (p', w', 2").

Polozit 8% = 1. Vypoditat’ 8! podl'a vztahu (15), ¢im

S !
dostaneme prieseénik (87x,, i Vo)

Je system (16)

Dostali sme optimalne Nastavit novy smer
rieSenie 8" = #1. gi = x,— 0'x,,

;1
Gy = 51Y0 = Yo-

Vyriesit’ model (6) a (8), ¢im
dostaneme ich rieSenia
(ﬂH'l, ﬁl+1) a (pI+1J WI+1,ZI+1).

Obr. 2: Schematické znazornenie algoritmu Metddy 1.

Zdroj: [10] a vlastné spracovanie
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2.1.2 Ilustra¢ny priklad

Uvedeny algoritmus ozrejmuje Obrazok 3, ktory sme cerpali z ilustrativneho prikladu
v ¢lanku [10]. Uvazujme len jeden subjekt DMU,. Vyriesenim odpovedajicej primarnej
a dudlnej tlohy, t.j. uloh (6) a (8), dostavame riesenia (A, 51), (p', w', 2') a stfasne
projekciu bodu (z,,,), na obrazku oznacent ako 2¢(3'), na hranicu mnoZiny My gs,
konkrétne na oporni nadrovinu mnoziny My rs spajajicej atvary DMU, a DMU,.
Ziskant opornii nadrovinu H' : yTp' — 27w! — 2! = 0 oznacujeme aj H*® podla
ttvarov z hranice mnoziny My rg, ktoré spaja. Spominany priese¢nik (6'z,, gilyo) opor-

nej nadroviny H"' a hyperbolickej krivky (6z,, §¥,), na obrazku vyznacena ervenou, je
h

n(91). Parameter 0! ziskame pouZitim vztahu (15).

reprezentovany bodom z

Nasledne zistime, ¢i uvedeny priesec¢nik lezi v mnozine My pg. KedZe tomu tak nie
je, algoritmus opakujeme s upravenym vektorom g = (g1, ;) = (2o — 020, 510 — Yo)-
Lahko si viimneme, Ze vektor (—g}ﬁ,g;) vlastne reprezentuje smer z ttvaru DMU, do
najdeného priesecnika.

Cely algoritmus opakujeme s novym smerovym vektorom, ¢iZe rieSime tlohy (6)
a (8) s upravenym vektorom ¢', pricom dostéavame riesenia (A%, 3%) a (p?, w?, 2%). Novy
priese¢nik opornej nadroviny H*¢ = H? : yTp? — 27w? — 22 = 0 a hyperbolickej krivky
(020, 5Y0) je bod (02, 55y,), pritom hodnotu 62 opif vypoditame pomocou vztahu
(15). Kedze systém (16) pre tlohu z Obrazka 3 je uz tentoraz pripustny, dostavame
optimélne riesenie 2*(6*) = (6°x,, e%yo) a vyslednt mieru efektivity reprezentuje hod-

nota 02, ¢m algoritmus kondi.
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Hb.c
y z(0) = (100, %) 4

Obr. 3: Znéazornenie Metédy I na konkrétnom priklade.
Zdroj: [10]

2.1.3 Konvergencia algoritmu

V tejto casti blizsie rozoberieme konvergenciu Metody I, presnejsie povedané, pozrieme
sa na dokaz konvergencie Metody I, ktory jej autori uvadzaju v ¢lanku [10]. Ako vsak
neskor uvidime, Metéda I nemusi vzdy konvergovat a ani samotné argumenty autorov
nie su vzdy splnené.

Autori Metody T v ¢lanku [10] uvadzajt tvrdenie, Ze postupnost hodnot 67 vygene-
rovana Metodou I je ostro rastiica a konverguje k optimalnemu rieSeniu hyperbolického
modelu daného vztahmi (3)-(4).

V naznacenom dokaze tohto tvrdenia autori vychadzaji z konkavnosti hranice mno-
ziny Mygs a ostrej rastucosti hyperbolickej krivky (0x,, %yo) vo vystupoch a ostrej
klesajucosti vo vstupoch. Z tychto faktov autori dalej dedukuja, Ze postupnost vy-
generovanych aproximécii hodnot miery efektivity o1 , vypoc¢itanid pomocou vysledkov
DDF modelu ako 67 = e‘ﬁl, je ostro rastica. Prakticka cast naSej prace vSak tito
dedukciu vyvracia, pretoze postupnost hodnot o1 nevychéadzala ostro rastica. Podoty-

kame eSte, Ze ak by sme predpokladali ostri rasticost postupnosti of = e*/j], vyplyvala
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by z nej ostra klesajicost postupnosti hodnot 57.

Autori nasledne tvrdia, ze méZeme bez ujmy na vSeobecnosti namiesto postupnosti
hodnét 67 v dalsich Gvahach pracovat s postupnostou hodnét 67 ziskanych vztahom
(15), t.j. ako priese¢nik opornej nadroviny a hyperbolickej krivky. Ako vSak neskor
uvidime, hodnoty 07 a 0! sa ale rovnat nemusia a teda uvedené postupnosti nemozno
zamienat.

Nasledne 7z tychto faktov podla autorov priamo vyplyva, ze aj postupnost vygenero-
vanych hodnot 07, danych vztahom (15), je rastiica a kedze pocet nadrovin definujicich
mnozinu My rg je konecny, aj uvedend postupnost je koneéna a navrhnuty postup do-
speje k optimalnej hodnote hyperbolického modelu v kone¢nom pocte krokov.

Ako uvadzame nizsie, tento dokaz ma podla nés niekolko nedostatkov a zaroven
neskor pozorujeme, ze vysledky nasich vypoctov z praktickej Casti prace vyvracaji
tvrdenie o konvergencii Metody I. Dokonca, v pripade environmentalnych verzii hyper-
bolického modelu (11) a (12) ani nie je splneny predpoklad monoténnosti hyperbolickej
krivky, pozdlz ktorej projektujeme ttvar na hranicu efektivnosti, resp. pseudoefektiv-
nosti. Tejto problematike sa v8ak podrobnejSie venujeme v ¢asti 2.4.1.

V dalsom uvidzame prehlad nasich argumentov spochybiujucich korektnost dokazu

z ¢lanku [10].

1. V prvom rade opit upozorhujeme, ze predpoklad ostrej rastticosti hodnot 07, urce-
nych ako o1 = 6_51, nebude dalej v prikladoch splneny. Staci sa pozriet uz len na
ilustra¢ny priklad autorov Metody I v élanku [10], ktorého vysledky autori uvadzaja
v Tabulke 2. Pre utvar DMU,, ktory skonvergoval a7 na druhd iteraciu, vychadza
hodnota ' = 0.625 a 82 = 0.8661. Od nich odvijajice sa hodnoty 6! = ¢=#" st
6! = 0.5353 a 62 = 0.4206, z ¢oho jasne vidime, Ze postupnost hodnét I
ur¢ite nie je ostro rastiica. Ak sa vSak pozrieme na hodnoty 6! dopoé¢itané zo vztahu
(15), tie uz naozaj ostro rastice si. Predstavent situéciu budeme pozorovat aj my

v praktickej ¢asti prace.

2. Dalsim bodom je dolezité pozorovanie, Ze pri takto definovanom algoritme Metody 1
hodnoty 87 = e#" a 6! zo vztahu (15) nemusia byt rovnaké, a teda mozu predsta-
vovat odlisné body na hranici mnoziny My rg. Prva spomenutd hodnota o1 vychadza

len z vyslednych hodnét DDF modelu ako aproximacia miery efektivity o = e b,
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avSak hodnota 6 uz ma za ciel predstavovat presnej$i odhad miery efektivity pre

dant iteraciu a je vysledkom priese¢niku hyperbolickej krivky a opornej nadroviny.

Prave ostra monotonnost postupnosti ! zo vztahu (15) je kl'i¢ova pre konver-
genciu Metody 1. Aj praktické aplikacie v ¢asti 3 ukazuju, ze ak algoritmus Metody I
konverguje, postupnost hodnot #/ monotonne konverguje smerom k hodnote 6%, hoci
ju nemusi nadobudat, ako mézeme pozorovat aj v ilustra¢nom priklade z ¢asti 2.1.2.
Na druhej strane postupnost hodnot o1 aj v pripade konvergencie Metody I konver-

guje k celkom inej hodnote.

3. Autori vyvodzuji z rastiicej postupnosti hodnot 67 jej konvergenciu k optimélnej
hodnote 6*. Podotykame vsak, ze k tomu by bolo potrebné dokazat, Ze postupnost
67 je zhora ohrani¢ena hodnotou 6* a zaroveii, ze limitny bod tejto postupnosti je
0*. Opéat poukazujeme na ilustra¢ny priklad z ¢asti 2.1.2, v ktorom pozorujeme, Ze

napriek konvergencii Metody I postupnost # nenadobudla optimalnu hodnotu 6*.

4. Poslednym argumentom voci korektnosti dokazu konvergencie v ¢lanku [10] je odo-
vodnenie konec¢nosti algoritmu Metody 1. Prave konecny pocet opornych nadrovin
je podla autorov dévodom konec¢nosti algoritmu, avSak nie je dostato¢ne zrejmé, ze

nadroviny sa nemo6zu opakovat, ¢o by mohlo zna¢ne skomplikovat situciu.

2.2 Metoda II

V tejto Casti popiSeme a vysvetlime nami navrhnuti modifikaciu Metody [, ktord ma za
ciel zefektivnit a zrychlit algoritmus, av8ak zaroven je imyslom predstavenej metody
aj jej vysSia intuitivnost v porovnani s Metodou 1.

Aj v tomto pristupe vyuzivame aproximéaciu hyperbolického modelu pomocou DDF
modelu (6) spolu s jeho duélnou verziou (8). RieSenie hyperbolického modelu teda opét
hladame pomocou aproximécie optimaliza¢ného problému, daného vztahmi (3) - (4),
tlohou LP, konkrétne DDF modelom, ktory je opisany v c¢asti 1.3. Na nasledujicich
riadkoch objasnime postup nami navrhnutej Metody 11 so zretelom na odlignosti v po-

rovnani s Metoédou 1.

1. Podiato¢na inicializicia metody spolu s prvotnou fazou su totozné ako v pripade

Metody L. Z toho dovodu ziskame vyriesenim modelov (6) a (8) pri §pecidlnej volbe
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smerového vektora (g., g,) = (%0, Yo) ich optimalne rie§enia (A, 81) a (p', w', z1), ale
taktiez uz po prvej faze disponujeme informéaciou, ¢i utvar lezi na hranici mnoziny
My, rg alebo nie. Pouzijiic obdobné tivahy ako v ¢asti 2.1, ak B! = 0, Gtvar sa uz neda
viac posunut smerom k hranici mnoziny My gs, a preto polozime 6* = 1 a algoritmus

kondi.

. Druhy krok Metody IT sa taktiez nelisi od Metody 1. Z toho dovodu v pripade, Ze
B # 0, ¢ize ak utvar nie je efektivny v zmysle DDF, a teda ani v zmysle hyperbo-
lického modelu, dopo¢itame pomocou vztahu (15) aproximéaciu hodnoty 6 pre dant

iteraciu a oznacime ju 0.

. V ¢om sa lisi nami navrhnuta modifikacia od Metody 1 je treti krok. V Metode I sa
po vypoditani hodnoty 6! preveruje, ¢i ndjdeny priesetnik (6 ,, 5ry,) lezi v mnoZzine
My rs pomocou vySetrovania tlohy pripustnosti (16), ktora v praxi znamena rieSenie
dal8ej ulohy lineadrneho programovania. V pripade, Ze priese¢nik nelezi v mnozine

15E07 gilyo - yo) a Cely al-

My gg, zmenime smerovy vektor § na §' = (g3, 9,) = (2o — 0
goritmus opakujeme. Zmena smerového vektora g vlastne znamena, ze atvar DMU,
projektujeme na hranicu mnoziny My rs smerom k ndjdenému priese¢niku, presnej-

Sie povedané smerom spojnice utvaru DMU, a tohto priese¢nika.

V Metode II navrhujeme vynechat uvedeny krok zistovania, ¢i dany bod lezi
alebo nelezi v mnozine My rs a miesto toho rovno projektovat najdeny priesecnik
spat na hranicu mnoziny rovnakym smerovym vektorom. Predstavenym sposobom
,uSetrime“ rieSenie jednej tilohy LP a pouzitim vzfahu (15) dostdvame rovno novy
prieseénik (6%x,, G%yo) z dal8ej iteracie algoritmu Metody 1. Z predchadzajuceho

vyplyva, ze takto koncipovana uloha sa vlastne da sformulovat nasledovne:

max
B:A b

st. X\ <0z, — By,
1
YA Z myo + Bgyv (17)
el =1,
A >0,

kde vektor § = (gz, gy) = (%o — "%, 5r¥o — Yo). Ak optimalna hodnota 5? tlohy
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(17) vyjde nulova, znamené to, Ze priesetnik (9'z,, 7ry,) sa viac v smere g' nepohol,
¢ize lezi priamo na hranici mnoziny My rs. Najdeny priesecnik je teda optimalnym

rieSenim, vysledni mieru efektivity reprezentuje hodnota 6! a algoritmus kon&i.

Naopak ak je optimalna hodnota 32 tlohy (17) nenulova, d4a sa Tahko deduko-
vat, ze povodny priese¢nik (6'z,, e%yo) lezi mimo mnoziny My rs, a preto sa dalej
pohneme na novii oporni nadrovinu H? mnoZiny My rs, ktortt by sme v pripade

Metody I dostali az v dalsej iteracii.

Nasledne opit hladame priesecnik (62x,, G%yo) novonéjdenej opornej nadroviny
H? a hyperbolickej krivky (6z,, %yo). V tejto suvislosti nepochybne treba vymedzit
aj znenie odvodenej dualnej tlohy, ktorej riesenie poskytuje predpis vyssie zmienenej

opornej nadroviny H?2.

1
max —ylp—0'aTw — 2
p7w7z 91

st. Yip— XTw—e,2 < 0,
g = (18)
gyp+ gaw =1,

p Z OS? w 2 Om7
kde e,, je n-rozmerny vektor jednotiek.

Uvazujme teraz rieSenia (A2, %) a (p?,w?, 2?) tloh (17) a (18). Tieto nésledne
vyuZzijeme, dosadenim do vzfahu (15), na vypocet hodnoty 6. Vzhladom k charak-
teru modifikovanej tlohy (18) nie je potrebné menit dany vztah. Nasledne pomocou
ziskanej hodnoty 62 transformujeme vektor ', v ktorého smere projektujeme ttvar
na hranicu mnoziny Mygs, na §° = (92,92) = (2o — 0°To, 5540 — Yo), a Opét rie-
Sime tlohy (17) a (18). Tento cyklus opakujeme, kym nevyjde optimalna hodnota

B tdlohy (17) rovna nule, ¢o znamend, Ze sa najdeny priese¢nik viac nepohol, a teda

lezal na hranici mnoziny My gs.

Aj v tomto pripade uvadzame pre lepSie pochopenie schematicky prehlad rozobera-

ného algoritmu.
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Inicializacia: Zvolit’ parameter ¢ €.J utvaru DMU,, nastavit’
pocitadlo iteracii [ = I asmer g, = X, gy = ¥,-

Vyriedit’ model (6) a (8), ¢im dostaneme ich rieSenia

@AL,8") a (p',w', z").

Polozit’ 8* = 1. Vypocitat’ 8¢ podl'a vztahu (15), ¢im

L 1
dostaneme prieseénik (87x,, i Vo)

Nastavit’ novy smer
I _ 1.
Ix = %o — 6 Xo,

7 _ 1.
gy_EYO_J’o-

Vyrie§it' model (17) a (18), &im
dostaneme ich rieSenia
(ﬂH'l ﬁ‘Hl) a (p1+1 WI+1 ZI+1)

Dostali sme optimalne

Stop . - .
rieSenie 8* = 6-.

Obr. 4: Schematické znazornenie Metody I1.

Zdroj: Vlastné spracovanie
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2.3 Metoda 111

Poslednou sledovanou metodou, ktorou sa v tejto Casti venujeme, je metdéda pred-
stavena v ¢lanku [16] vyuzivajica podstatne odlisny sposob riesenia hyperbolického
modelu ako v predchédzajicich dvoch pripadoch. Uvedeny ¢lanok sa venuje priméarne
rieSeniu iného nelinearneho DEA modelu, konkrétne Russellovho modelu, avSak au-
torky aplikuji dani metédu aj na hyperbolicky model v ¢lanku [14] alebo aj na pripad
environmentélnej verzie hyperbolického modelu v ¢lanku [15].

V tejto Casti dalej povieme par slov o Metode III a uvedieme dokaz z ¢lanku [14]
o rovnosti optimalnej hodnoty 6* hyperbolického modelu, definovaného vztahmi (3)-(4),
a optiméalnej hodnoty 0 vypocitanej Metodou II1.

Algoritmus sformulovany v tychto ¢lankoch sa zaklada na priamom rieSeni hyperbo-
lického modelu (3)-(4) pomocou jeho SDP formulécie. Na rozdiel od predoslych postu-
pov teda pozostava len z jedného kroku potrebného k zisteniu optiméalnej hodnoty 6 bez
potreby d'alsich vypoctov, ktoré algoritmus mozu znac¢ne spomalit a skomplikovat. Ako
priklad spomenieme hladanie predpisu opornej nadroviny ¢ dopoéitavanie hodnoty 6!
pomocou vztahu (15).

V spomenutych ¢lankoch je hyperbolicky model transformovany pomocou zavedenia

1

g a relaxéaciou uvedenej nekonvexnej rovnosti na hyperbolicki ne-

novej premennej ¢ =
rovnost ¢f > 1. V&imnime si, Ze na tito nerovnost sa d& hladiet aj ako na vySetrovanie
nezapornosti determinantu 2 x 2 matice P s prvkami ¢, 6 na diagonale a s jednotkami
na zvysnych miestach. Spolu s predpokladom nezapornosti diagonalnych prvkov ma-

tice P je tato podmienka ekvivalentna s podmienkou kladnej semidefinitnosti matice

P, t.j. P = 0. Tieto tpravy preto vedt k nasledovnému optimaliza¢cnému problému
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postavenom na teorii SDP:

min 6
0,\,¢

s.t. X\ <0x,,

YA > oy,

0 1 (19)
P .= >0

— Y

L ¢
e’N=1,

A>0.

Relaxaciou povodného optimaliza¢ného problému (3)-(4) tlohou (19) sice zvacsime
mnozinu pripustnych rieseni, ale na druhej strane ziskame tilohu konvexnej optimali-
zacie, pre ktorej rieSenie uz v dnesnej dobe existuji efektivne algoritmy. Zaroven vsak
vyzdvihujeme d'alsi prinos Metody 111, a tym je nasledujtce tvrdenie spolu s existenciou

jeho explicitného dokazu:

Tvrdenie 2.1. Optimdlna hodnota 0* dlohy (3)-(4) sa rovnd optimdlnej hodnote 0
ulohy (19).

Cerpajic z ¢lanku |14], uvddzame na nasledujucich riadkoch dékaz Tvrdenia 2.1.

~

Dékaz. Predpokladajme, Ze (0%, \*) je optimalne rieSenie modelu (3)-(4) a (6, ¢, \) je
optimalne riesenie tlohy (19). Potom nepochybne mozeme o (6%, 9%,)\*) tvrdit, Ze je
pripustnym riesenim tlohy (19), a teda plati 6 < 6~ Naopak, ak vezmeme optiméalne
riesenie modelu (19), tak z podmienok tohto modelu vyplyva, ze YA > ¢y, > %yo,
pricom vychiddzame z nezdpornosti vektora y, a parametra g5 a z poznatku, ze qZA> > %.
Z predchéadzajiceho sa teda da usadit, ze (é, 5\) je pripustnym rieSenim (3)-(4), a preto
0> 0" Predchadzajtce zéavery, t.j. h<0*af> 0*, teda implikuja, Ze 0 = 0" n

2.4 Environmentalne modifikdcie metod

V nasledujiicej podkapitole rozoberdme, akym spdsobom sa predchadzajice tri metody
modifikuju v pripade uvazovania environmentélnej verzie hyperbolického modelu, defi-

novaného alohami (11), resp. (12). Podkapitola je preto rozdelena na tri ¢asti, pricom
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kazd4 z nich sa venuje tprave prave jednej zo skiimanych metdd z ¢asti 2.1, 2.2 a 2.3

pre potreby zahrnutia neziaducich vystupov do hyperbolického modelu.

2.4.1 Metbéda I v pripade neziadticich vystupov

V prvej casti tejto podkapitoly presnejsie popiSeme environmentalnu verziu algoritmu
Metody I na riesenie hyperbolického modelu v kontexte environmentalnej problematiky.

Ako sme uz uviedli, ¢erpame najméi z ¢lankov [15] a [11], pri¢om na druhy menovany
sa odvolavaju autori Metody I v ¢élanku [10]. VzhTadom k tomu, ze v zdroji [10] au-
tori uvadzaja len algoritmus Metody I bez neziadicich vystupov, odvodili sme zvysné
vztahy potrebné k algoritmu.

Zakladna myslienka postupu je analogicka ako v pripade Metody I z casti 2.1, a teda
ustrednym pojmom tejto metody je DDF model, konkrétne jeho environmentalna ver-
zia definované vztahom (13) v pripade technologickej mnoziny My, resp. jeho upravene;j

verzie v pripade technologickej mnoziny M;, ktorym sme sa venovali v ¢asti 1.4.

1. Prvym krokom je opif najdenie optiméalnych rieseni (A', 8') a (p!, pk, w?, z!) pri-
marnej a dualnej ulohy DDF modelu, ktoré su definované vztahmi (13) a (14), resp.

bertic do uvahy technologickit mnozinu M rieSime ich upravené verzie.

Upozoriujeme vsak, ze v uvedenych modeloch volime najprv $pecidlny smerovy
vektor ¢ = (g4, ) = (Yo, bo). Kedze metoéda ma za ciel riesit hyperbolicky model
definovany vztahmi (11), resp. (12), v z-ovom smere sa vobec nehybeme. Z uvede-
ného vyplyva, Ze sledovany utvar DM U, postiivame v ramci DDF modelu len v smere

skracovania neziaducich vystupov a predlzovania ziaducich vystupov.

Aj v pripade environmentéalnej verzie hyperbolického modelu vieme z najdeného
rieSenia primarnej dlohy DDF modelu urcit, ¢ je utvar efektivny v zmysle DDF &
hyperbolického modelu alebo nie. Ak teda 8 = 0, titvar lezi na hranici mnoZiny M,

resp. My, polozime 6* = 1 a algoritmus sa ukondi.

2. Ak B! # 0, dopo¢itame aproximaciu 0! hodnoty 6 pre dant iteraciu pomocou niz-
Sie odvodeného vzfahu (20). Pri odvodeni predpisu pre vypocet 6! opif vycha-
dzame z myslienky priese¢niku opornej nadroviny H' a hyperbolickej krivky, ktoré

viak maju v environmentalnom kontexte mierne odlisny tvar. Oporna nadrovina H'
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v tvare H' : yTpt — 2Tw! —bT'pLy — 2! = 0 pretina hyperbolicka krivku (z,, %yo, 0b,)
v bode (2o, 7: Yo, 0'b,), ktory zistime vyjadrenim parametra 6 ako koreii kvadraticke]

rovnice nasledovne:

—z' —agw' + /(! + alw!)? + dylp'bTpy

ol =
201 g

(20)
Opit je potrebné vziat do tivahy aj situacie, ked jeden zo skalarnych sacinov y! p

alebo bI'pL vyjde nulovy. PouZijiic obdobné tvahy ako v ¢asti 2.1 dostdvame vztfah

ot = —Eorew ipad nulového skalarneho siéinu y2p! a predpis 6! = — 22
= —W pre pripad nuloveno skalarneno sucinu y, p- a predpis = —m7

ak vyjde nulovy druhy skalarny sucin blpk. Ani v tomto pripade, vdaka normali-
zacnej podmienke ggp + gipp = 1, nikdy nedochédza k stcasnej nulovosti oboch

skalarnych sucinov ylp' a bI'pk. Z toho dovodu tiito situdciu blizsie nerozoberame.

T

Dodévame este, ze v pripade nulového skaldrneho sa¢inu 22 w! nie je potrebné menit

vyssie uvedeny vztah (20).

. Podstata nasledujicej fazy algoritmu opéat tkvie v overeni, ¢i najdeny priesec¢nik
reprezentujici aproximaciu rieSenia lezi v mnozine My, resp. M;. Pre technologickt
mnozinu M, uvedené testujeme analogicky upravenou tlohou pripustnosti:

s.t. Z A < T,

JER!

1
Z >\ij 2 @yoa

JER!

> Ajby =0"D,,

JjERY

d =1,

jeERL
\j>0,j € R,

Rlz{jeJ:yfpl—xjrwl—bjrp}g—zlz()}

VySetrujeme teda, ¢i existuje nejaky |R'|-rozmerny vektor A, ktory by splial pod-
mienky (21). V pripade technologickej mnoZiny M; je miesto tretiecho obmedzenia

nerovnost Y. \;b; < 0',,.
jER?

Ak je uvedena tloha pripustnd, a teda vypocitany priese¢nik lezi v mnozine

My, resp. My, algoritmus kon¢i a optimélnym rieSenim je prave tento priesecnik
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(Zo, 37 Yo, 0'b,) s mierou efektivity 6'. V opa¢nom pripade vSak musime skonstruovat
novy smerovy vektor gt = (g,,9;) = (3:Yo — Yo, bo — 0'b,) a opakujeme cely algo-
ritmus dokym vypocitany priese¢nik nebude lezat v mnozine M, resp. M;, ¢im sa

algoritmus ukonc¢i a my dostavame vysledni aproximéaciu optimalneho rieSenia.

V suvislosti s Metodou I v pripade neziadicich vystupov povazujeme za nutné este
spomentf, ze v pripade environmentalnych verzii hyperbolického modelu (11) a (12) uz
nie su splnené vsetky argumenty, ktoré autori ¢lanku [10] vyuzivaji v dokaze konver-
gencie ich algoritmu. Predpokladaji totizto, Ze krivka 2(6) = (0., %yo) je rydzo mo-

notonna, avsak v pripade neziadtcich vystupov pracujeme s modelmi (11), resp. (12),

h

z ktorych vyplyva, ze predmetna krivka ma tvar z

0) = (x, %yo,ﬁbo), a teda nie je
rydzo monotonna v premennej x. Ako neskoér uvidime, Metoda I v pripade neziadicich
vystupov bude mat naozaj aj v mensich datovych siboroch problém s konvergenciou,

¢o moze byt dosledok aj tejto skutocnosti.

2.4.2 Metdéda IT v pripade neziaduacich vystupov

VzhIadom k environmentalnej problematike, ktorej sa v nasej préci venujeme, pred-
stavime taktiez upravenu verziu Metody II prave pre pripad neZiadicich vystupov.
Kedze v ¢asti 2.4.1 obsirne popisujeme tpravu Metddy I na pouzitie v environmental-
nej problematike a tiez z dovodu, Ze odvodenie environmentalnej verzie Metody 11 z jej
zakladnej podoby definovanej v Casti 2.2 je analogické, nevenujeme tejto ¢asti tolko

priestoru ako pri predchidzajicich metodach.

1. Po inicializacii metody a vyrieSeni ulohy (13) so $pecidlnou volbou vektora ¢, kon-
krétne § = (g4, 9%) = (Yo, bo) v pripade uvazovania technologickej mnoziny M, resp.
v pripade technologickej mnoziny M; bertiic do ivahy odpovedajicu dpravu danej
ulohy, sa divame na to, ¢i subjekt lezi na hranici mnoziny alebo nie. V pripade ak

ano, polozime 0* = 1 a algoritmus ukoncime.

2. Ak tomu tak nie je, vypocitame pomocou rieSenia duélnej ulohy (14), resp. jej
odpovedajicej verzie v pripade technologickej mnoziny M, a vztahu (20) priese¢nik

opornej nadroviny H' a hyperbolickej krivky (z,, %ya, 0b,). Dodavame, ze v pripade
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nulovosti jedného zo skalarnych sacinov yl pt alebo bl pl, platia obdobné tvahy ako

v ¢asti 2.4.1.

. Vypocitany prieseénik (z,, eilyo,elbo) projektujeme spat na hranicu mnoziny M,,
definovanej vztahom (9), v smere (0, eilyo — Yo, by — 00,), CiZe riefime nasledovnii

optimaliza¢ni tlohu:

max
57)\ 6

st. X\ <ux,,

1
Y)\ 2 ﬁyo + ﬁgw
BX = elbo - ﬂgba
elx =1,

A >0,

kde vektor § = (g5, 94) = (rYo — Yo, bo—0"b,). V pripade technologickej mnoziny M;
nahradzame tretie obmedzenie nerovnostou BA < 0'b, — B3g,. V&imnime si, Ze sa opit
jedna o mierne modifikovany DDF model, pri ktorom neprojektujeme utvar DMU,,

ale ndjdeny priese¢nik na hranicu efektivnosti, resp. na hranicu pseudoefektivnosti.

Ak je optimalna hodnota % dlohy (22) rovné nule, ndjdeny priese¢nik lez{ na
hranici mnoziny, a teda uz jeho d'alsi posun nie je moZny. Z ¢oho polahky vyplyva,

ze tento predstavuje optimélne rieSenie a algoritmus konci.

Analogicky so zakladnou verziou Metody II, ak hodnota 32 tlohy (22) je ne-
nulova, najdeny priese¢nik (z,, H%yo, 0'b,) lezi mimo technologickej mnoZiny, a teda
sa posunie na opornti nadrovinu H? mnoZiny M,, resp. M;. Predpis H? zohrava
dolezitu tlohu v hladani nového prieseénika (z,, e%yo, 6b,) a ziskame ho z rieSenia
duélnej tlohy v tvare:

1
max —yOTp — a7
p7w7z 91

st. YIp— XTw — BTpg — e,z <0,

Tw— 0" 'pg — 2

(23)
gy P+ gy 0 =1,

p 2> 05, w 2> Oy,
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kde e, je n-rozmerny vektor jednotiek. Uvedeni tlohu rieSime v pripade, ak uvazu-
jeme technologickt mnozinu M,, v pripade technologickej mnoziny M; pridavame
podmienku pp > 0,.

Vyuzijac vztah (20), dostavame novii hodnotu 62 a s fiou aj novy priesecnik. Na-
sledne modifikujeme smerovy vektor g2 = (g2, 97) = (72%o — Yo, bo — 0%b,) a s takto
upravenym vektorom opét riesime tlohy (22) a (23). Uvedeny postup opakujeme do
momentu, kym optimalna hodnota 3’ tlohy (22) nevyjde nulové, ¢o bude signali-
zovat, ze novonajdeny priese¢nik (x,, ai,yo,leo) lezi na hranici mnoziny M, resp.
M, a teda sa viac nepohol smerom k hranici mnoziny. V danom pripade dostavame

optimalne riesenie s vyslednou mierou efektivity a algoritmus sa ukondi.

2.4.3 Metbda ITI v pripade neziaduacich vystupov

Posledna cast tejto kapitoly je venovand environmentélnej verzii Metody III. Vyché-
dzajic z hyperbolického modelu s neziadacimi vystupmi, daného tlohami (11) pre
technologicktt mnozinu M, pripadne (12) pre M;, modifikujeme Metodu IIT podTa
prave uvazovanej technologickej mnoziny. Aplikicii Metody IIT v kontexte environmen-
talnej problematiky sa venuji napriklad aj autorky ¢lanku [15], z ktorého vychadzame
aj my pri odvodeni environmentalnej verzie Metody II1.

Zahrnutim neziaducich vystupov do analyzy sa zmeni tiloha SDP Metody I1I v pri-

pade technologickej mnoziny M, definovanej vztahom (9) nasledovnym sposobom:

min 6
000
st. X\ <ux,,
YA > oy,
B\ = 0b,,
(24)
0 1
P = >~ 0,
L ¢
e’N=1,
A>0,

Ak uvazujeme technologicki mnozinu M; dand vztahom (10), miesto treticho obme-

dzenia pouzijeme nerovnost BA < 0b,,.
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3 Prakticka cast

V poslednej kapitole sa venujeme predovsetkym empirickému porovnavaniu jednot-
livych metod rieSeni hyperbolického modelu na datovych suboroch réznej velkosti.
Primarne pozorujeme odlisnosti v hodnotach mier efektivit, ale aj samotnu rychlost
vypoctov jednotlivych metod. Vysledky sme ziskali vlastnymi vypoc¢tami v softvéri
MATLAB, konkrétne pomocou kniznice CVX, v ktorom sme naprogramovali jednot-
livé metody podla ich definicii uvedenych v teoretickej ¢asti. V prilohdch A.1, A.2a A.3
st uvedené zdrojové kody pouzité pre vypocty.

Pre upresnenie dodavame, ze rychlost algoritmov sme merali pomocou funkcie
tic
t=toc;
¢o znamenad, ze vysledné hodnoty sa nedaju interpretovat ako konkrétna casova jed-
notka, napr. pocet sekiind alebo minit. Uvedena funkcia meria interny ¢as potrebny
na vykonanie danych prikazov a méa zmysel jej vysledné hodnoty porovnavat relativne
medzi jednotlivymi algoritmami.

V pripade Metody I sme zdrojovy kod zostavovali na zaklade postupu definovaného
v Casti 2.1 a teoretické podklady pre environmentalnu verziu st uvedené v podkapitole
2.4.1. Nagu vlastni Metodu II sme implementovali na zaklade c¢asti 2.2 a 2.4.2, v pri-
pade neziaducich vystupov. Ich vysledky nasledne porovnavame s vysledkami ziskanymi
pomocou Metody I11, ktort sme naprogramovali podla vztahov uvedenych v ¢asti 2.3,
respektive podla ¢asti 2.4.3 pri environmentalnej verzii modelu.

Ako sme uz uviedli na zaciatku Kapitoly 2, pre pripad modelu s CRS bez nezia-
ducich vystupov uz efektivny a spolahlivy sposob rieSenia existuje dlhgie. Dalo by sa
tym padom pozriet na fungovanie skimanych metod aj pre pripad CRS s neziadi-
cimi vystupmi, v nasej praci vSak berieme do tuvahy len pripad variabilnych vynosov
z rozsahu.

Tato kapitola je rozdelena na tri ¢asti, pricom prva je venovana zakladnej verzii hy-
perbolického modelu, v druhej rozoberame jeho environmentalnu modifikaciu a v tretej
pozorujeme vysledky jednotlivych metéd na velkych datovych siuboroch, v ktorych sa

pocet ttvarov pohybuje radovo v tisicoch.
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3.1 Zakladné verzie metdod

Ako sme uz avizovali, najprv sa venujeme metdédam rieSenia zakladnej verzie hyper-
bolického modelu, ¢omu odpovedaji aj zvolené datové subory. Zékladné informécie
o polte utvarov a pocte vstupov a vystupov si uvedené v Tabulke 1. Bliz8ie informé-

cie o datach sa daji najst v zdrojoch uvedenych v spominanej tabulke.

Tabul'ka 1: Sthrnné informécie o datovych siboroch prisluchajucich k zékladnej verzii hy-

perbolického modelu s VRS

Nazov datového stiboru || Aerolinie | PC spolo¢nosti | US skoly
Zdroj 1] [17] [18]
Pocet DMU 19 20 70
Pocet vstupov 4 3 5
Pocet vystupov 2 1 3

V nasledovnej Tabulke 2 pozorujeme zékladné vysledky tykajice sa rychlosti algo-
ritmu v prepoc¢te na 1 utvar a pocet rozdielnych vysledkov. Poznamenajme, Ze sme
v ziadnom z prikladov nepozorovali signifikantne odlisnd hodnotu efektivity pri jednot-
livych metodach rieSenia. Pre presnost podotykame, ze pod signifikantnostou rozdielov
mame na mysli hodnoty aspoit 107% a vii¢gie. V nagom pripade vSak rozdiely v hod-
notach efektivity medzi Metodou I, resp. Metdédou II, a Metodou IIT boli maximalne
radovo v 107 v pripade vSetkych troch datovych stiborov. Odlignosti vo vysledkoch

Metody I a Metody 11 v tomto pripade nepozorujeme.

Tabul'ka 2: Zakladné informacie o vysledkoch prisluchajucich k zakladnej verzii hyperbolic-
kého modelu s VRS

Néazov datového stiboru Aerolinie | PC spolo¢nosti | US skoly
Cas na 1 DMU - Metoda I | 0,6089 0,9214 1,1310
Cas na 1 DMU - Metoda II 0,5399 0,8192 1,1305
Cas na 1 DMU - Metoda III || 0,4078 0,4319 0,4861
Pocet rozdielnych vysledkov 0 0 0

Ak sa pozrieme na pocet iteracii potrebnych k skonvergovaniu algoritmov Metody I,
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resp. Metody 11, pozorujeme, Ze oba algoritmy vzdy skonvergovali uz po prvej iteracii.
Av8ak ako neskor uvidime, nie je tomu tak vzdy. Dovodom pre takto tspesné vysledky
moze byt aj maly pocet ttvarov a malo datovych siborov, na ktorych sme metody
testovali. Z toho dévodu sa dalej budeme venovat eSte pozorovaniu a porovnavaniu
oboch met6d pri komplexnejsich a obsiahlejsich datovych siboroch. Co sa tyka Metody
III, ta tiez skonvergovala pre vSetky utvary pri vSetkych datovych siboroch.

Vsimnime si tiez Casy vypoctov na jeden utvar pri Metode I a II. Tieto ¢asy sa od
seba markantne neliSia, avSak moze to byt sposobené prave tym, Ze vo vSetkych dato-
vych siboroch skonvergovali algoritmy hned po prvej iteracii, a tak prirodzene neoca-
kavame velka ¢asovi asporu. V pripade, Ze by bolo potrebnych k nédjdeniu optimalneho
rieSenia viac iteracii, sa da predpokladat, ze by bolo zrychlenie algoritmu Metody 11
vyraznejsie. Co vSak vieme jednoznac¢ne zhodnotit, je vyrazna ¢asova tspora v pripade
Metody 111, ktord budeme pozorovat aj v dalSich prikladoch.

Ned4a sa nespomenut eSte jeden podstatny fakt. V. Metode T aj v Metode 11 je
potrebné urcit presnost identifikovania nuly, napriklad pri testovani nulovosti 5. Ked'ze
Matlab, resp. jeho nadstavba CVX, vyuzivaji na rieSenie optimaliza¢nych tloh urcité
numerické metody, vysledna hodnota nemusi byt presne rovna nule, a preto sme ako
vychodiskovii presnost volili 1076, Ako vSak neskor uvidime, pri tejto hladine presnosti
nie st skimané Metody I a II vzdy schopné skonvergovat. Ziadnej zo zakladnych verzii
metod vsak tato troven presnosti nerobila problém a pri vSetkych datovych stiboroch

met6dy skonvergovali pri po¢iatoénom nastaveni presnosti 1076,

3.2 Environmentalne verzie

V tejto podkapitole zhrnieme nase pozorovania z porovnavania environmentalnych ver-
zii metod rieSenia hyperbolického modelu. Z toho dévodu uz nasledujtace priklady za-
hinaju aj neziadtuce vystupy. Sthrnné informécie o pocte utvarov a pocte vstupov
a vystupov, ¢i uz ziadidcich alebo neziaducich, uvddzame v Tabulke 3. Pre detailnejsie

informécie o datovych siboroch sa d4 nahliadnut do zdrojov z tabulky.
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Tabul'ka 3: Sahrnné informéacie o datovych suboroch prislichajicich k environmentéalnej

verzii hyperbolického modelu s VRS

Néazov datového siboru Elektrarne ékoly
Zdroj 8] [12]
Pocet DMU 92 96
Pocet vstupov 3 5)
Pocet ziaducich vystupov 1 2
Pocet neziadtcich vystupov 2 1

Déatovy stbor o elektrariiach pouzili pri ilustracii metody aj autori v ¢lanku [10],
v ktorom bola predstavend Metoéda I, z toho dovodu sme tiez porovnévali nase vy-
sledky s uvedenymi v ¢lanku. Je dolezité podotknit, Ze autori pouzivali softvéer GAMS
a nemerali rychlost ich metody, len pocet iteracii a samotni hodnotu efektivity.

V pripade environmentalnej modifikacie hyperbolického modelu mame k dispozicii
dve verzie definované modelmi (11) a (12), ktoré sa lisia v uvazovanej technologickej
mnoZine. Pozreli sme sa preto na oba varianty. Dopliame eSte, ze autori ¢lanku [10]
riesili len model (11).

V nasledovnej Tabulke 4 pozorujeme zakladné vysledky tykajice sa rychlosti algo-
ritmu kazdého z troch met6d v prepocte na 1 dtvar a pocet rozdielnych vysledkov.
VzhIadom ku skuto¢nosti, ze pri datovom subore o elektrariach algoritmy pomocou
Metody I a II pre par utvarov neskonvergovali, ¢as na 1 tutvar je v tychto pripadoch
vypoc¢itany len na 1 skonvergovany utvar.

Za rozdielne vysledky pokladame nielen odlisnosti vyslednych mier efektivit v pri-
pade skonvergovanych utvarov, ale aj udalost, ak utvar pre aspon jednu z metdd ne-
skonvergoval. Presnejsie povedané, problematika neskonvergovaného algoritmu sa tyka
len Metod T a II, pretoze Metoda 11T skonvergovala pri vsetkych datovych stiboroch pre
vSetky utvary.

Dalej podotykame, Ze najvacsi pozorovany rozdiel v hodnote efektivity skonvergova-
nych ttvarov medzi Metodou I, resp. Metédou II, a Metédou IIT bol radovo v hodnote
1075 aj to len v pripade modelu (12) pri datovom stibore so $kolami. Z toho dévodu na-

merané odlisnosti mier efektivit skonvergovanych utvarov nepovazujeme za relevantné,
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a teda ich neberieme do ivahy pri celkovom pocte odlisnych vysledkov. Z toho vyplyva,
ze v tomto pripade st v celkovom pocte odlisnych vysledkov zahrnuté len neskonver-
gované utvary, avsak ako neskor uvidime, rozdiely vo vyslednych hodnotach efektivit
nebudi vzdy az také nizke. Neskor vSak uvadzame aj detailnejSiu analyzu nameranych

odlisnosti vysledkov jednotlivych metod.

Tabul'ka 4: Zikladné informécie o vysledkoch prislichajicich k environmentalnej verzii hy-

perbolického modelu s VRS

Typ modelu Model (11) Model (12)

Nazov datového siboru Elektrarne ékoly Elektrarne gkoly

Cas na 1 DMU - Metoda I 1,5268 | 1,463 1,503 | 1,4839
Cas na 1 DMU - Metoda II 1,221 | 12733 || 1,2138 | 1,0669
Cas na 1 DMU - Metoda ITT || 0,4439 | 0,475 | 04339 | 0,4952

Pocet rozdielnych vysledkov 2 0 1 0

Opéat pozorujeme vyraznia ¢asova tsporu v pripade Metody III, avSak uz o nieco
miernejsiu v pripade Metody II v porovnani s Metodou I.

Uverejnené vysledky autorov ¢lanku [10] k datovému stiboru s elektrarinami sa tykali
modelu (11) a v porovnani s nasimi vysledkami sa mimo neskonvergovanych ttvarov
1i5ili maximalne radovo o 1075, Upozoriiujeme ale na fakt, 7e autori uvadzali vysledky
mier efektivity zaokrithlené na 5 desatinnych miest, ¢o mohlo mierne ovplyvnit vysledné
rozdiely. V uvedenych vysledkoch vSak autorom skonvergovali vSetky utvary a pri tych
utvaroch, ktoré v nasom pripade neskonvergovali, sa nachédza rovnaka hodnota efek-
tivity ako v pripade Metody I11.

Kvoli lepsej predstave citatela o odlisnostiach vysledkov jednotlivych metod uva-
dzame zékladni analyzu nameranych odchylok v Tabulkach 5 a 6. V tabulkach po-
zorujeme maximalnu, minimalnu a priemernti absolitnu odchylku medzi jednotlivymi
metodami a taktiez sucet absolutnych odchylok. Dadvame do pozornosti celkovo mensie
odchylky v pripade modelu (11). Najprv uvadzame analyzu pre datovy stubor s elek-

trarnami a nasledne pre datovy sibor tykajtci sa skol.
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Tabul'ka 5: Analyza rozdielov vysledkov pre datovy stbor Elektrarne - uvazujic VRS

Porovnavané metody Max Min Avg Sum
Talll |[ 3,75 x 1078 | 8,26 x 10713 | 8,55 x 107 | 7,69 x 1077

Model (11) || TTa IIT || 3,75 x 1078 | 8,26 x 10713 | 8,45 x 107 | 7,69 x 1077
Tall | 1,32x107° 0 7,20 x 10711 | 6,48 x 107°
Talll |[2,53x1075]9,90 x 107" | 6,40 x 1078 | 5,82 x 107°

Model (12) || ITa III || 1,72 x 1075 | 9,90 x 107" | 7,33 x 1078 | 6,74 x 107°
Tall | 3,29 x 1076 0 7,98 x 1078 | 7,26 x 107°

VzhTadom k vysSie spomenutému faktu, ze autori ¢lanku [10] pri testovani Metody 1
rieSenia modelu (11) uvadzali vysledky miery efektivity zaokrihlené na 5 desatinnych
miest, analyzu odchylok v porovnani s ich vysledkami kvoli moznym skresleniam neuva-
dzame. Pri zaokrthleni naSich vysledkov na 5 desatinnych miest, boli vSetky odchylky
skonvergovanych utvarov nulové az na jednu vynimku. Odchylky medzi nasimi vysled-
kami vSetkych troch sledovanych metod boli pre predmetny utvar sice nulové, ale od

hodnoty vypocitanej autormi v ¢lanku [10] sa lisili 0 5 x 107°.

Tabulka 6: Analyza rozdielov vysledkov pre datovy stibor Skoly - uvazujiac VRS

Porovnavané metody Max Min Avg Sum
Talll | 2,98x1077|2,94x 1072 | 1,12 x 1078 | 1,07 x 1076

Model (11) || ITa IIT || 2,98 x 1077 | 2,94 x 1072 | 1,11 x 107® | 1,07 x 107°
Iall |[ 1,43 x107° 0 7,11 x 107 | 6,83 x 107
Talll | 1,11 x107° (2,21 x 10712 | 2,29 x 1077 | 2,20 x 107°

Model (12) || ITa IIT || 4,00 x 1076 | 2,21 x 1072 | 1,48 x 10~7 | 1,42 x 10~°
Tall |[1,25x107° 0 1,61 x 1077 | 1,55 x 107>

Pozrime sme sa dalej na Tabulku 7, ktora uvadza pocet iteracii potrebnych ku
skonvergovaniu algoritmu Metody 1. Vzhladom k tomu, Ze autori ¢lanku [10] tvrdia,
ze pri roznych typoch prikladov skonvergoval nimi navrhnuty algoritmus do 3 iteracii,
véimame sme si teda hlavne pocetnost pripadov, ked pocet iteracii prekrod¢i ¢islo 3.

Déavame opat do pozornosti aj fakt, ze algoritmus Metody I v priklade s elektrarnami
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v zopéar pripadoch neskonvergoval.

Dopliiame este porovnanie nagich vysledkov poétov iteracii potrebnych ku skonver-
govaniu algoritmu Metdody 1 s vysledkami, ktoré autori Metdédy I uvadzaju v ¢lanku
[10]. V porovnani s nasimi vysledkami Metody I sa 1isili vysledky autorov spolu pre tri
utvary, avSak z toho dva boli uz spominané neskonvergované ttvary. Treti atvar liSiaci
sa vo vyslednom pocte iteracii podla autorov ¢lanku [10] potreboval na skonvergovanie
iba jednu iteraciu, avsak v naSom pripade algoritmus Metody I skonvergoval po dvoch
iteraciach.

Tabul'ka 7: Informacie o pocte iteracii v pripade Metody T pre environmentalnu verziu hy-

perbolického modelu s VRS

Typ modelu Model (11) Model (12)
Nézov datového suboru Elektrarne ékoly Elektrarne ékoly
Pocet iteracii = 1 76 7 69 82
Pocet iteracii = 2 12 15 20 9
Pocet iteracii = 3 1 3 2 5
Pocet iteracii > 3 1 1 0 0
Pocet neskonvergovanych ttvarov 2 0 1 0

Nasledovna Tabulka 8 je analogické s predchadzajucou, a teda udava pocet iteracii
potrebnych ku skonvergovaniu algoritmu Metody I1. Opét si v§imame najméa pripady,
ked algoritmus potreboval viac ako 3 iteracie. V prvom rade vyzdvihujeme nizsi pocet
neskonvergovanych ttvarov ako v pripade Metody I, ale tiez celkovo nizsi pocet iteracii,

ktoré utvary v pripade modelu (12) ku skonvergovaniu potrebovali.
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Tabul'ka &: Informéacie o pocte iteracii v

hyperbolického modelu s VRS

pripade Metody II pre environmentélnu verziu

Typ modelu Model (11) Model (12)
Nazov datového siiboru Elektrarne ékoly Elektrarne ékoly
Pocet iteracii = 1 76 7 73 87
Pocet iteracii = 2 12 15 19 7
Pocet iteracii = 3 2 3 0 2
Pocet iteracii > 3 1 1 0 0
Pocet neskonvergovanych ttvarov 1 0 0 0

V pripade modelu (11) sa pocet iteracii pre jednotlivé atvary pri Metodach I a II
mimo neskonvergovanych ttvarov nelisil. Co je vsak zaujimavé a na ¢o sme uz upozor-
nili, v pripade modelu (12) nastala aj situacia odlisného poc¢tu iteracii pri niektorych
utvaroch. Ako sme uz predostreli, celkovo mozeme pozorovat pri modeli (12) nizsi pocet
potrebnych iteracii pri nasej vlastnej Metoéde II v porovnani s Metodou 1.

Déavame este raz do pozornosti fakt, ze Metoda I a aj Metoda IT pri tychto datovych
suboroch v zopar pripadoch neskonvergovali a taktieZ nastala situécia, ked algoritmus
sice skonvergoval, avSak po viac ako 3 iteraciach. Podstatnou skutoc¢nostou je aj fakt,
ze Metoda IT neskonvergovala v pripade modelu (11) len pre jeden ttvar v porovnani
s dvomi neskonvergovanymi utvarmi Metody 1. Konkrétne sa to tyka atvaru DMU 14,
ktory robil problém aj Metode 1. V pripade modelu (12) vSak nasa vlastna Metoda II
skonvergovala, na rozdiel od Metody I, pre vSetky ttvary.

V dalSom rozoberieme blizsie pozorovania tykajuce sa neskonvergovanych ttvarov
pri datovom stibore s Elektrariiami. Najprv sa pozrieme na vysledky modelu (11), pri
ktorom Metodda I neskonvergovala pre dva ttvary, konkrétne pre DMU 14 a DMU 21
a Metoda II iba pre atvar DMU 14.

V pripade ttvaru DMU 21 sa pri Metode I hodnota 67 sice po 3. iteracii ustalila
na ¢isle, ktoré udavaju Metody IT aj 111, a teda na hodnote 0,8634, avSak tuloha (21)
nevysla nikdy pripustna. Podotykame este, ze hodnota 3! z tilohy (13) stéle vychadzala
po 3. iteracii blizko 1, ¢ize ostro neklesala, a teda hodnota 01 ostro nerastla.

Pre lepsi prehlad uvadzame nizgie, v Tabulke 9, prvych 10 hodnét vyslednej po-
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stupnosti 6, resp. 87 a z nej vychadzajice hodnoty 67, titvaru DMU 21. KedZe sa
od seba v dalsich iteraciach uz vel'mi neliSia, nepovazujeme za prinosné ich doplnit do
tabulky. Vimnime si, Ze hodnoty 8’ neboli v jednotlivych iteraciach presne rovné 1,

ale 1igili sa len minimaéalne.

Tabul'ka 9: Niekolko prvych ¢lenov vyslednej postupnosti hodnot 67, g1 a o1 neskonvergo-
vaného utvaru DMU 21 z datového suboru Elektrarne pre Metédu I - pre model (11)

Typ metédy

Metoda I

Premenna

0[

BI

9[

—_

0,860324080969

0,153208722878

0,857950629197

0,863405521646

0,974331194025

0,377444706441

0,863408163522

0,999977568189

0,367887693466

0,863408163518

0,999999964815

0,367879454115

0,863408163518

0,999999965142

0,367879453995

0,863408163518

0,999999964908

0,367879454081

0,863408163518

0,99999996473

0,367879454146

0,863408163518

0,999999965138

0,367879453996

O [0 | 1 | O | O | = | W | D

0,863408163518

0,999999964481

0,367879454238

—_
)

0,863408163518

0,999999964623

0,367879454186

Dolezitym pozorovanim, na ktoré by sme upriamili ¢itatelovu pozornost je fakt, 7ze
hodnoty 37 do piatej iteracie rasti a nasledne osciluji okolo priblizne rovnakého ¢isla.
7 naznaceného dokazu konvergencie Metody I, ktora uvadzaji autori tejto metody vo
svojom ¢lanku, a o ktorom sme hovorili na konci ¢asti 2.1, vyplyva, ze ak postupnost
hodnoét 61 = e=#" ma byt ostro rastiica, postupnost hodnot 47 musi byt ostro klesajica,
¢o o¢ividne v tomto pripade nie je splnené.

Ak sa vak pozrieme aj na vysledné postupnosti hodnot 57 niektorych vybranych
skonvergovanych ttvarov v Tabulke 10, vidime, Ze ani v tomto pripade hodnoty ne-
klesaju, ba naopak rastt. Nahliadnime v8ak aj na postupnost hodnot 67, ktoré boli
vypocitané ako priese¢nik opornej nadroviny H' a hyperbolickej krivky podla vztahu
(15). D4 sa l'ahko spozorovat, Ze tieto hodnoty ostro rastt na rozdiel od postupnosti

hodnoét 67 = e‘ﬁl, ktort pre lepsie porovnanie taktiez dopliiame do Tabulky 10. V Ta-
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bulke 10 ¢itatel moZe tym padom pozorovat jasni nerovnost medzi hodnotami 07 a 6! ,
o ktorej sme hovorili na konci ¢asti 2.1. Prave rasttice hodnoty 67 zo vztahu (15) st
kTacové pri konvergencii algoritmu Metody I, a teda vidime, Ze napriek nerasticosti
hodnot 67 algoritmus Metody I skonvergoval. Pre upresnenie dodavame, Ze miera efek-

tivty ur¢end Metodou III vysla 0,7916 pre DMU 11 a 0,7237 pre DMU 67.

Tabul'ka 10: Vysledna postupnost hodnot 67, 51 a o vybranaych skonvergovanych utvarov
DMU 11 a DMU 67 z datového suboru Elektrarne pre Metodu I - pre model (11)

Utvar DMU 11 DMU 67

Premenna 6! Bl o1 0! Bl o1
1 0,7074 | 0,3523 | 0,703 | 0,7010 | 0,3687 | 0,6917
2 0,7571 | 0,3566 | 0,7001 | 0,7233 | 0,8955 | 0,4084
3 0,7745 | 0,782 | 0,4575 | 0,7237 | 0,9982 | 0,3685
4 0,7916 | 0,8836 | 0,4133

Pozrime sa teraz na utvar DM U 14, pre ktory bola situacia odlisné, pretoze hodnota
67 sa neustélila na Ziadnom konkrétnom é&isle, i ked sa vdd&inou pohybovala okolo
hodnoty efektivity ur¢enej Metodou III, t.j. 0,88517. Co sa tyka optimalnej hodnoty
parametra (37 z tlohy (13), t4 vychadzala okolo 0, no ob¢as ,vystrelila“ na hodnoty
okolo 3,6. V tomto pripade bol opdt problém v nepripustnosti tlohy (21) a hodnota
parametra 0/ podobna tej, ktora vysla v Metode I1I sa dosahovala najskor v 8. iteracii.

Co sa tyka Metody II, t4 neskonvergovala len pre utvar DMU 14. Ani v tomto
pripade sa hodnota parametra #/ neustélila na konkrétnom ¢isle a hodnota parametra
B! sa pohybovala okolo —1 a taktieZ obéas ,vystrelila“ na hodnoty okolo 2,67, ¢o bolo
dovodom neskonvergovania.

Pre lep8iu predstavu o situécii neskonvergovanych ttvarov uvadzame v Tabulke 11
niekol'ko prvych ¢lenov vyslednej postupnosti hodnot 67, 3 a I g—— pre neskonver-
govany atvar DMU 14 z datového suboru Elektrarne pri uvazovani modelu (11). Pre
detailnejii obraz vyslednej postupnosti hodnot 67, 87 a 67 prindleziacej ttvaru DMU
14, doplhame v Prilohe B Tabulky 18 a 19 s prvymi 50 ¢lenmi tychto postupnosti.
Upozoriujeme este, Ze hodnoty v tabulke st zaokruhlené na Styri desatinné miesta,

¢ize hodnoty B! sa len priblizne pohybovali okolo hodnot 0 v pripade Metody I, resp.
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—1 pri Metode I1.

Tabul'ka 11: NiekoIko prvych ¢lenov vyslednej postupnosti hodnot 67, 51 a o1 neskonvergo-
vaného utvaru DMU 14 z datového suboru Elektrarne pre Metédy I a II - pre model (11)

Typ metody Metoda 1 Metoda 11
Premenn4 6! o o7 6! o o7
1 0,633 | 0,4493 | 0,6381 || 0,633 | 0,4493 | 0,6381
2 0,6968 0 1 0,6893 -1 2,7183
3 0,7628 0 1 0,7585 -1 2,7183
4 0,8442 0 1 0,8247 -1 2,7183
5 0,8809 0 1 0,8767 -1 2,7183
6 0,8844 0 1 0,8848 -1 2,7183
7 0,885 0 1 0,8852 -1 2,7183
8 0,8852 0 1 0,8271 | 2,6718 | 0,0691
9 0,8773 | 3,6716 | 0,0254 || 0,8727 -1 2,7183
10 0,8841 0 1 0,8841 -1 2,7183
11 0,8851 0 1 0,8851 -1 2,7183
12 0,8848 | 3,6712 | 0,0254 || 0,885 | 2,671 | 0,0692
13 0,8852 0 1 0,8852 -1 2,7183

Dalej bliz§ie nazrieme na problémy neskonvergovanych ttvarov v pripade modelu
(12). Konkrétne mala s konvergenciou problém len Metoda I opét v pripade datového
stiboru s Elektrarnami pri jednom utvare DMU 26. Situécia je podobnda ako pri tt-
vare DMU 21 v pripade modelu (11), a teda hodnota 6 sa sice ustalila na hodnote,
ktorti udavajia algoritmy Metod IT aj III, ale tloha (21) nebola nikdy pripustna. Este
dodévame, Ze hodnota 7 z tlohy (13) sa opif po 3. iteracii pohybovala okolo 1.

Dalsou otazkou, ktorou sa zaoberame, je problém identifikovania nuly, ktory v pri-
pade modelu (12) znamenal podstatny rozdiel v po¢te neskonvergovanych ttvarov.

Pri inicializa¢nej hodnote presnosti 1075 v datovom stibore s elektraritami neskonver-
govali v pripade Metody I aj Metody 1T dva atvary. V oboch pripadoch vsak §lo o rozne

ttvary. Pri presnosti 10~° uz v oboch metédach neskonvergoval len jeden z povodnych
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itvarov a pri nastaveni presnosti 10~* skonvergovali v pripade nasej Metody I vetky
ttvary. Uvedené vysledky st teda pri presnosti 1074, V pripade Metody I stéle neskon-
vergoval jeden utvar, avSak dalSie zniZovanie presnosti by sa minulo uc¢inku, pretoze
problém bol v ulohe pripustnosti, ktord nikdy nevysla a zmena presnosti by vysledok
neovplyvnila.

V datovom stbore so §kolami pri Metéde I s vychodiskovou presnostou 107¢ ne-
skonvergovalo 12 tutvarov, pricom v pripade nasej Metody II islo len o 4 atvary. Pri
presnosti 1075 uz boli vysledky pozitivnejsie a pri oboch metédach neskonvergoval len
jeden, avSak odligny, atvar. Pri nastaveni presnosti na hodnotu 10™* uz skonvergovali
vSetky utvary.

V pripade modelu (11) zmeny presnosti z 107% na 107>, resp. 1074, nesposobili
odlisnosti vo vysledkoch v ani jednom détovom stbore.

Celkovo teda hodnotime, Ze algoritmus Metody 111 je nielen ¢asovo efektivnejsi, ale

aj spolahlivejsi z hTadiska skonvergovania.

3.3 Velké datové subory

V nasledujtcej kapitole uvadzame vysledky pozorovani jednotlivych metod pri ich po-
uziti na vel'ké datové stibory. Jedné sa o simulované data bez neziadtcich vystupov zo
zdroja [4], ktoré pouzili na testovanie Metody I aj autori tejto metody v ¢lanku [10].
V tejto Casti sa teda zameriavame na porovnanie vysledkov jednotlivych metéd riesenia

zakladného hyperbolického modelu daného vztahmi (3)-(4).

Tabulka 12: Sthrnné informécie o datovych stuboroch prisluchajicich k zakladnej verzii

hyperbolického modelu s VRS pri velkych datovych siboroch

Nazov datového stiboru || Data 1 | Data 2 | Data 3 | Data 4
Pocet DMU 2500 | 5000 | 7500 | 10 000
Pocet vstupov 2 2 2 2
Pocet vystupov 3 3 3 3
Pocet efektivnych ttvarov 25 50 75 100

Nasledovna Tabulka 13 poskytuje prehlad rychlosti algoritmov jednotlivych metod
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v prepocte na jeden utvar. Opat podotykame, ze pri kazdom datovom sibore aspon
jedna z Metod I alebo II neskonvergovala pre niekolko utvarov, a z toho dovodu uvé-
dzame prepocet na 1 skonvergovany ttvar. Na rozdiel od predoslych tabuliek tohto
typu neuvadzame pocet odlisnych vysledkov, kedze z hladiska ob8irnosti tejto proble-
matiky to nepovazujeme za prehladny spdsob podania vysledkov ¢itatelovi. Odlisnosti
vysledkov hodnoét efektivit teda rozoberame neskor v osobitnych tabulkach.

V tomto pripade treba opéit vyzdvihnit vyznamnu ¢asovia usporu Metody IT1. Po-
zorujeme, Ze pri vSetkych datovych siboroch vychadzala Metoda III viac ako 3-krat
efektivnejSia v porovnani so zvy$nymi dvomi metoédami. Naopak Metoda II bola sice
o nieco efektivnejsia v porovnani s Metddou I, ale vzhTadom k tomu, Ze pocet efek-
tivnych utvarov tvoril len 1 percento z ich celkového poctu, ocakavali sme vyraznejsi
rozdiel medzi Metodou I a II.

Co sa tyka pouzitej presnosti identifikovania nuly, pouzili sme len 1074, pretoZe pri
pociatocnom nastaveni presnosti 10~ neskonvergovalo v pripade Metody I pre datovy
subor Data 1 radovo niekol'ko stoviek utvarov. Preto sme vzhladom k ¢asovej naroc¢nosti

vypoctov pracovali len s presnostou 1074,

Tabul'ka 13: Zakladné informéacie o vysledkoch prislichajicich k zakladnej verzii hyperbo-
lického modelu s VRS pri velkych datovych suboroch

Néazov datového suboru Data 1 | Data 2 | Data 3 | Data 4

Cas na 1 DMU - Metoda I || 1,3797 | 1,6644 | 1,9003 | 2,2514

Cas na 1 DMU - Metoda IT || 1,3583 | 1,6635 | 1,8828 | 2,2486

Cas na 1 DMU - Metoda III || 0,4349 | 0,5224 | 0,5803 | 0,6503

V nasledovnej Tabulke 14 uvadzame informécie o pocte iteracii potrebnych ku skon-
vergovaniu jednotlivych algoritmov ako aj pocet neskonvergovanych utvarov pre jed-
notlivé datové subory. Z dévodu prehladnejSej demonstracie rozdielov jednotlivych al-
goritmov mé Tabulka 14 mierne odlina Struktiru ako Tabulka 8 tykajtca sa poctov
iteracii v pripade menej rozmernych datovych suboroch. Tabulka je horizontéalne rozde-
lend na 4 hlavné casti prislachajice jednotlivym datovym stborom, pricom jednotlivé
riadky kazdej z tychto Casti prinalezia vysledkom jednotlivych metod.

Upozoriiujeme vsak, ze Metodu III v Tabulke 14 neuvadzame, kedze jej zdkladna
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myslienka nie je zaloZena na iterativnom algoritme, ale na vyrieSeni jednej ulohy SDP,
ktoréd ihned dospeje k optimalnemu rieSeniu. Pri Metode III teda nepozorujeme ziadne
problémy s konvergenciou algoritmu, ¢ iné komplikacie s rieSitelnostou tlohy. Zaroven
ku kazdému datovému stboru pridavame, v riadku oznacenom ako ,¢lanok [10]*, infor-
méciu o vyslednom pocte iteracii Metody I, ktoré vysli autorom tejto metdédy v ¢lanku
[10] pouzitim softvéru GAMS.

Ako prvé si uréite v§imnime, ze autorom ¢lanku [10] skonvergovali vSetky sledované
utvary pre vsetky datové siubory, ¢o sa vSak v nasom pripade tvrdit neda. Pripomi-
name eSte velmi doélezity fakt a to, ze v pripade vSetkych datovych stuborov rieSime
zakladny hyperbolicky model bez neziadicich vystupov, ktorého metddy rieSenia I a IT
pri malych datovych suboroch z ¢asti 3.1 vidy skonvergovali, dokonca hned po prvej
iteracii. Odlisnosti v porovnani s vysledkami autorov Metody I neplyni len z poctu
neskonvergovanych ttvarov, ale aj z rozdielnej distribdcie zvySnych, skonvergovanych
utvarov. Rozdiely st vSak radovo maximéalne v desiatkach dtvarov.

Celkovo pozorujeme, Ze pri porovnani naSich vysledkov Metody I a Il vychadza
v mensich datovych siboroch Data 1 a Data 2 efektivnejsi nas algoritmus Metody 11.
Tieto zavery st dosledkom nulového poctu neskonvergovanych ttvarov, ale aj celkovo
nizSieho poctu iteracii potrebnych ku skonvergovaniu algoritmu Metody II. Hoci mu-
sime podotkniit, ze Metdda I pri tychto mensich datovych siboroch Data 1 a Data 2
neskonvergovala len v jednom pripade pri datovom stibore Data 2. V pripade rozsiah-
lejsich datovych suborov vSak uz dochadza k inej situacii. Celkovo vidime, Ze pocet
iteracii potrebnych ku skonvergovaniu algoritmu Metody II je sice pri skonvergovanych
utvaroch nizsi, ale poc¢et neskonvergovanych ttvar je naopak vyssi a to najmé v pripade

datového suboru Data 4.
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Tabul'ka 14: Informécie o pocte iteracii pre jednotlivé rozsiahle datové stubory - zakladna

verzia hyperbolického modelu s VRS

Pocet iteracii 1 iteracia | 2 iteracie | 3 iteracie | > 3 iteracie | Neskonver.
Metoda I 1383 1076 41 0 0
Data 1 | Metoda II 1388 1083 29 0 0
¢lanok [10] 1385 1080 35 0 0
Metoda I 2341 2566 92 0 1
Data 2 | Metoda 11 2402 2546 50 2 0
¢lanok [10] 2369 2562 69 0 0
Metoda I 2835 4477 183 4 1
Data 3 | Metoda II 2875 4499 114 6 6
¢lanok [10] 2856 4501 143 0 0
Metoda I 2341 7230 320 35 4
Data 4 | Metoda 11 2442 7339 146 30 43
¢lanok [10] 2344 7363 293 0 0

V dalsej Tabulke 15 uvadzame prehlad zékladnych Statistik absolttnych rozdie-
lov vyslednych mier efektivit skonvergovanych ttvarov medzi jednotlivymi metédami.
V&imnime si, Zze v tomto pripade vysli rozdiely o nieco vicsie ako v pripade mensich
datovych suboroch s neziadicimi vystupmi z Tabulky 6. Napriek tomu v8ak nepozoru-
jeme markantné rozdiely v hodnotach efektivit vypocitanych jednotlivymi metédami
pre skonvergované utvary, o com hovori napriklad priemer absolitnych rozdielov medzi
jednotlivymi metodami v stipci ,, Avg®. Este dopliiame, Ze vo vicsine pripadov najmen-
Sie absolutne rozdiely vo vyslednych mierach efektivit pozorujeme medzi Metoédami I

a IL.
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Tabul'ka 15: Analyza rozdielov vysledkov pre jednotlivé rozsiahle datové subory - uvazujuc

VRS

Porovnavané metody Max Min Avg Sum
[ alll 1,36 x 107¢ | 3,3 x 10719 | 9,49 x 1072 | 2,37 x 107°

Data 1 IT a ITI 3,54 x107° | 3,08 x 10719 9,01 x 1078 | 2,25 x 10~*
[all 3,54 x 107° 0 8,08 x 1078 | 2,02 x 1074
I alll 3,94 x 1073 2,78 x 10719 | 1,58 x 107 | 7,89 x 1073

Data 2 IT a III 3,94 x 1073 | 2,78 x 10719 ] 1,99 x 1076 | 9,95 x 1073
Iall 6,26 x 107° 0 4,12 x 1077 | 2,06 x 1073
[alll 6,10 x 1073 | 3,03 x 10719 | 4,37 x 107% | 3,28 x 1072

Data 3 IT a ITI 6,10 x 1072 | 2,88 x 10710 | 4,65 x 1076 | 3,49 x 1072
[all 5,57 x 107° 0 2,73 x 1077 | 2,05 x 1073
Ialll 7,60 x 1072 | 2,78 x 107191 9,12 x 1076 | 9,11 x 1072

Data 4 IT a III 7,60 x 1073 | 2,74 x 10719 | 9,65 x 1079 | 9,61 x 1072
[all 6,40 x 107° 0 4,91 x 1077 | 4,89 x 1073

Pre lepsiu predstavu ohladom najdenych rozdielov uvadzame aj Tabulku 16 po-
davajicu informécie o pocte skonvergovanych utvarov, ktoré mali absolutny rozdiel
vyslednych hodnot efektivit vypoéitanych jednotlivymi metodami vicsi ako 1075, 1074
a 1073. MoZeme Tahko nahliadnut, 7e sa v skuto¢nosti nejedna o velky pocet ttva-
rov relativne k ich celkovému poc¢tu v pozorovanych datovych siboroch. Upriamime
pozornost eSte aj na fakt, ze v tychto datovych siboroch sa absolutny rozdiel hodnot
efektivit vacsi ako 1072 vobec nevyskytoval, a preto uz tieto hodnoty v tabulke neuva-
dzame. Upozoriiujeme eSte na pozorovanie, ze v pripade Metod I a II sa nevyskytovali
dokonca ani také utvary, ktorych absolatny rozdiel vyslednych efektivit z jednotlivych

metod by prevysoval 1074,
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Tabul'ka 16: Analyza poctu utvarov s rozdielnymi vysledkami pre skonvergované utvary

a jednotlivé rozsiahle datové sibory - uvazujuc VRS

Pozorovany rozdiel vi¢si ako | 1075 | 107% | 1073
Ialll 0 0 0
Data 1 IT a IIT 8 0 0
ITall 8 0 0
Ialll 9 7 3
Data 2 IT a III 73 7 3
ITall 68 0 0
Ialll 13 13 12
Data 3 IT a III 84 13 12
ITall 72 0 0
I alll 46 41 27
Data 4 IT a III 211 41 27
ITall 167 0 0

Ak by sme sa divali na pocet vSetkych ttvarov s rozdielnymi vysledkami, t.j. do

pozorovania zaradime aj neskonvergované tdtvary, dostavame Tabulku 17. VzhlTadom

k tomu, Ze niektoré utvary pre nejaka z metdd neskonvergovali, pocty rozdielnych vy-

sledkov pre dany datovy subor budu, pochopitelne, vacsie, a preto sme do tabulky

zaradili aj poc¢et autvarov, ktorych rozdiel vyslednych mier efektivit je vacsi ako 1072,

Mozeme si vSimnit, Ze spravidla rozdiel tychto poctov s poctami z Tabulky 16 kores-

ponduje s po¢tom neskonvergovanych tutvarov. V pripade neskonvergovanych tutvarov

pri Metode T a II sa tieto dtvary vacSinou nezhodovali, ¢o vidiet aj na pocte ttvarov

s rozdielom vysledkov Metod T a IT viésich ako 1072
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Tabul'ka 17: Analyza poctu utvarov s rozdielnymi vysledkami pre vietky ttvary a jednotlivé

rozsiahle datové subory - uvazujiic VRS

Pozorovany rozdiel vii¢si ako | 107° | 107* | 1073 | 102
Ialll 0 0 0 0
Data 1 IT a IIT 8 0 0 0
Tall 8 0 0 0
Ialll 10 8 4 1
Data 2 I a 111 73 7 3 0
Iall 69 1 1 1
Ialll 14 | 14 | 13 1
Data 3 IT a IIT 90 | 19 | 18 6
Tall 77 5 5 5
Ialll 50 | 45 | 31 4
Data 4 11 a 111 254 | 84 | 70 | 43
Iall 214 | 47 | 47 | 47

Pri celkovom pohlade na vysledky uvedenych metdéd mozeme jednoznacéne tvrdit,
7e Metoda I11 je nielen priblizne 3-kréat rychlejSia a efektivnejsia, ale aj spolahlivejsia
v samotnej konvergencii algoritmu, kedZze pri vSetkych pozorovanych déatovych stibo-
roch sme na rozdiel od zvys$nych dvoch metod dokézali zistit hodnotu efektivity pre
vSetky sledované utvary. NavySe mame vdaka dokazu Tvrdenie 2.1 istotu, Ze optimélna
hodnota efektivity 6* je rovna hodnote miery efektivity hyperbolického modelu daného
vztahmi (3)-(4).
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Postupné rozsirovanie znalosti z oblasti optimalizacie a nelinearneho programovania
so sebou prinaSa aj nové metddy rieSenia problémov, na ktoré sme dosial nepoznali
odpoved. Prirodzene sa tak natiskaju otazky tykajice sa ich prednosti alebo nedos-
tatkov oproti ostatnym. V naSej praci sme sa konkrétne zamerali na porovnanie troch
vybranych metod rieSenia jedného z nelinedrnych modelov, konkrétne hyperbolického
modelu.

Najprv vSak bolo nutné predstavit zaklady DEA, potrebné k dalSej analyze vybra-
nych algoritmov rieSenia. V kapitole 1.1 preto objastiujeme klti¢ové pojmy a zakonitosti
z teorie obalkovej analyzy dat, ktoré sme Cerpali napriklad z [13]| a [2]. V podkapitole
1.2 sme usmernili nagu pozornost na vybrany, nelinedrny DEA model, ktory je stre-
dobodom zaujmu naSej prace, a teda na hyperbolicky model. V ¢asti 1.3 sme citatel'a
oboznamili s DDF modelom, ktory je kIu¢ovy v dvoch porovnavanych metédach, kon-
krétne v Metéde I a II. Ako sme v préaci spominali, hyperbolicky model méa zna¢né
vyuzitie aj v environmentalnej problematike, a preto sme venovali ¢ast 1.4 environ-
mentalnej modifikacii hyperbolického a DDF modelu. KedZe nés primarne zaujimali
predovsetkym moznosti rieSenia prvého uvedeného, na zaciatku kapitoly 2 sme pred-
stavili efektivny sposob riesenia v pripade CRS, ktory bol popisany v ¢lanku [9]. V na-
sledujtcich castiach 2.1, 2.2 a 2.3 sme sa zamerali na metody riesenia hyperbolického
modelu pre pripad VRS, presnejSie na dva vybrané algoritmy predstavené v ¢lankoch
[10] a [16] a na nasu vlastni modifikiciu metody z ¢lanku [10], ktora sme uviedli s cie-
Tom zrychlit a zefektivnit algoritmus. Kapitolu sme tiez doplnili o mierne modifikované
metody rieSenia v pripade neziadidcich vystupov nachadzajice sa v ¢astiach 2.4.1, 2.4.2
a 2.4.3.

Klacovou je z hladiska naplnenia ciela naSej prace kapitola 3, v ktorej sme empi-
ricky porovnali predstavené metoédy rieSenia. Na zaciatku podkapitol 3.1, 3.2 a 3.3 sme
zhrnuli a objasnili zdkladné informéacie o datovych siboroch, na ktorych sme vykoné-
vali analyzu a v dalSom sme uviedli konkrétne vysledky nagich pozorovani pre rozne
velké datové subory. Za najvyznamnejsi prinos nasej prace povazujeme vysledky tyka-
juce sa rychlosti uvedenych metod vzhITadom ku skuto¢nosti, ze Metoda 11 vychadzala

priblizne trikrat rychlejsia ako Metoda I ¢i II. Doélezitym pozorovanim taktiez bolo,
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ze v priklade o elektrarnach, ale aj v prikladoch s vi¢sim mnozstvom ttvarov sa vy-
skytli objekty, pre ktoré algoritmy Metody I a II neskonvergovali, ¢o robi z Metody 111
spolahlivejsi spdsob néajdenia optimélneho rieSenia hyperbolického modelu.

Moznym rozsirenim tejto prace by mohlo byt najdenie konkrétneho dévodu, resp.
pravidla, preco v niektorych pripadoch algoritmus Metody I a II neskonvergoval aj
v pripade ich zédkladnych verzii, pripadne blizSie rozanalyzovanie vysledkov neskonver-

govanych ttvarov.
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Priloha A

A Zdrojové kody programov pre MATLAB

A.1 Metoda 1
Zakladnid Metoda 1

function [Theta,t]=Hyperbolic/()
%$Zadefinovanie matic vstupov a vystupov, pricom 1 riadok zodpoveda 1 DMU

$Data

% %Mehdiloo2015

filename = 'Mehdiloo2015.xlsx"';
sheet = 1;
xRange = "'"I7:M76";

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

X=x1lsread (filename, sheet, xRange) ;

'G5:174";

Y=xlsread (filename, sheet, yRange);
n=length (Y (:,1)); %$pocet DMU
m=length (X %pocet vstupowv
s=length (Y (1, : %pocet vystupov

%$Definicia premennych

zeros (l,n);

NumIter = zeros(l,n);

tic

for o = 1:n
AddIter = 0; %$pomocna premenna pre zacatie dalsej iteracie; 0 - unsolved, 1 - sc
xo0 = X(o,:)";

yo = Y(o,:)"';
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31 gy = YO;

32

33 $%% 1. faza - ciel: najst priesecnik

34

35 % 1. krok - najdenie riesenia primarnej ulohy
36 cvx_begin quiet

37 cvx_precision default

38 variable lambda (n) nonnegative;

39 variable B;

40 maximize (B);

41 subject to

42 X'xlambda <= xo0 - B*gx;

43 -Y'xlambda <= -yo - Bxgy;

44 sum (lambda) == 1;

45 cvx_end

46

47 % ak je beta = 0, utvar je efektivny, koncime algoritmus
48 if abs (cvx_optval) <= 10" (-6)

49 Theta (o) = 1;

50 NumIter (o) = NumIter (o) + 1;

51 else

52

53 % l.krok - najdenie riesenia dualnej ulohy

54 cvx_begin quiet

55 cvx_precision default

56 variables p(s) w(m) z;

57 maximize (yo' * p — x0o' * w — 2z)

58 subject to

59 Y » p - X xw — ones(n,1l)*z <= zeros(n,1l);
60 gy' * p + gx' x w = 1;

61 p >= 0;

62 w >= 0;

63 cvx_end

64

65 while NumIter (o) == 0 || AddIter ==

66

67 % 2. krok - vypocitat theta a najst priesecnik
68 if w==
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theta = p' * yo / z;

elseif p==
theta = -z / (w' * x0);
else
theta = (-z + sqrt(z”2 + 4 *xp'*yo » w' * xo0)) /
end
% 3. krok - zistit, ci priesecnik lezi v mnozine M

[

% mnozina R"I
Bndr = Y » p - X x w — ones(n,1)x*z;

J = find( abs (Bndr) < 107(-6) );

% Uloha pripustnosti
cvx_begin quiet
cvx_precision low
variable 1l (size(3j,1));
subject to
X(j,:)'*xl <= thetaxxo;
Y(Jj,:)'x1l >= yo/theta;

sum(l) == 1;

if cvx_optval <= 10" (-6) % Jje pripustny
Theta (o) = theta;
AddIter = 1;
elseif cvx_optval == Inf % nie je pripustny
% Skonstruovanie noveho smeru
gx = x0 — theta * xo0;
gy = yo/theta - yo;
% Vyriesenie primarnej ulohy
cvx_begin quiet
cvx_precision default
variable lambda (n) nonnegative;
variable B;

maximize (B);

70
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107 subject to

108 X'xlambda <= xo - B*gx;
109 -Y'xlambda <= -yo - BxQgy;
110 sum (lambda) == 1;

111 cvx_end

112

113 % Vyriesenie dualnej ulohy

114 cvx_begin quiet

115 cvx_precision default

116 variables p(s) w(m) z;

117 maximize (yo' * p - xo' x w — z)
118 subject to

119 Y » p - X x w — ones(n,1l)*z <= zeros(n,1l);
120 gy' * p + gx' x w == 1;
121 p >= 0;

122 w >= 0;

123 cvx_end

124

125 end

126

127 NumIter (o) = NumlIter (o) + 1;

128

129 end

130 end

131

132 end;

133 t=toc;

134

135 Svytvorenie excel suboru

136 filename = 'Vysledky.xlsx';

137 xlswrite (filename, Theta',1);
138 x1lswrite (filename,NumlIter',2);
139 xlswrite (filename, t, 3);

140

141 end
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Metéda I v pripade neziadicich vystupov

function [Theta,tEnviro]=HyperbolicEnviro ()

%$Zadefinovanie matic vstupov a vystupov,

%$Data

%$elektrarne

filename= 'elektrarne_data.xlsx';

sheet = 2;

xRange = 'B4:D95';

yRange 'E4:E95";

yBadRange = 'F4:G95"';

X=x1lsread (filename, sheet, xRange) ;

Y=xlsread(filename, sheet, yRange);

Ybad=xlsread (filename, sheet, yBadRange) ;

n=length(Y(:,1)); %pocet DMU

m=length (X (1, :)); %$pocet vstupov

s=length(Y(1l,:)); %pocet ziaducich vystupov

sBad=length (Ybad (1, :));

%$Definicia premennych

Theta = zeros(l,n);

NumIter = zeros(l,n);

tic

for o = 1:n
AddIter = 0; %pomocna premenna pre zacatie dalsej iteracie;
xo = X(o,:)";

yo = Y(o,:)";
yoBad = Ybad(o,:)"';

gy = Yos
gyBad = yoBad;

$pocet neziaducich vystupov
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o\
o\

o
o

1. faza - ciel: najst priesecnik

1. krok - najdenie riesenia primarnej ulohy

cvx_begin quiet

cvx_precision default
variable lambda (n) nonnegative;
variable B;
maximize (B);
subject to
X'xlambda <= x0;
-Y'xlambda <= -yo - Bxgy;

$Ybad'xlambda <= yoBad - BxgyBad;

Ybad'*lambda == yoBad - BxgyBad;
sum (lambda) == 1;
cvx_end
% ak je beta = 0, utvar je efektivny, koncime algoritmus

if abs(cvx_optval) <= 10" (-6)

Theta (o) = 1;
NumIter (o) = NumIter (o) + 1;
else
% l.krok - najdenie riesenia dualnej ulohy

cvx_begin quiet

cvx_precision default

variables p(s) pBad(sBad) w(m) z;

maximize (yo' » p - xo' x w — yoBad' * pBad - z)

subject to

Y » p - X x w — Ybad » pBad - ones(n,1l)x*z <= zeros(n,1l);

gy' » p + gyBad' x pBad == 1;
p >= 0;
$pBad >= 0;
w >= 0;
cvx_end
while NumIter (o) == 0 || AddIter ==
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% 2. krok - vypocitat theta a najst priesecnik

if pBad==

theta = p' = yo / (W' » x0 + z);

theta = (- z - w'xxo + sqgrt((z+w'*xxo)”"2 + 4 xp'xyo » pBad'

elseif p==
theta = —(z + w' % xo0) / (pBad' x yoBad);
else
end
% 3. krok - zistit, ci priesecnik lezi v mnozine M

[

% mnozina R"I

Bndr = Y » p - X *x w — Ybad * pBad — ones(n,1)*z;

j = find( abs(Bndr) < 10%(-6) );
% Uloha pripustnosti
cvx_begin quiet
cvx_precision low
variable 1l (size(j,1));
$minimize O
subject to
X (3, :) "*x1l <= x0;
Y(j,:)"'*x1l >= yo/theta;

$Ybad(j, :)"'x1l <= thetaxyoBad;

Ybad (3, :) '+l == theta*yoBad;
sum(l) == 1;
1 >= 0;

cvx_end

if cvx_optval <= 10" (-6) % Jje pripustny

Theta (o) = theta;

AddIter = 1;

[

elseif cvx_optval == Inf % nie je pripustny

[o)

% construct new direction
gyBad = yoBad - theta * yoBad;

gy = yo/theta - yo;

[)

% Vyriesenie primarnej ulohy
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cvx_begin quiet

cvx_precision default
variable lambda (n) nonnegative;
variable B;
maximize (B);
subject to
X'+lambda <= xo0;
-Y'xlambda <= -yo - Bxgy;

%$Ybad'xlambda <= yoBad - BxgyBad;

Ybad'xlambda == yoBad - BxgyBad;
sum (lambda) == 1;
cvx_end

o

°

Vyriesenie dualnej ulohy

cvx_begin quiet

cvx_precision default
variables p(s) pBad(sBad) w(m) z;
maximize (yo' x* p - xo' * w - yoBad' x pBad

subject to

Y » p - X x w - Ybad x pBad - ones(n,1l)x*z <= zeros(n,1l);

gy' * p + gyBad' * pBad == 1;
p >= 0;

%$pBad >= 0;

end

NumIter (o) = NumIter (o) + 1;

end

end

end

tEnviro = toc;

$vytvorenie excel suboru

filename = 'VysledkyEnviro.xlsx';
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xlswrite (filename, Theta', 1) ;

xlswrite (filename, NumIter',2);

xlswrite (filename, tEnviro, 3);

end

A.2 Metoda II

Zakladna Metoda 11

%$Zadefinovanie matic vstupov a vystupov, pricom 1 riadok zodpoveda 1 DMU

$Data

$Mehdiloo2015

filenam
sheet =

xRange

e =

1;

'Mehdiloo2015.x1sx"';

= 'I7:M76";

X=x1lsread (filename, sheet, xRange) ;

sheet =

vyRange

2;

= 'G5:I74";

Y=xlsread (filename, sheet, yRange) ;

n=length (Y (:,1));
$))g
)

m=lengt

s=lengt

h (X (1,
h(Y (1,

%$pocet DMU
%$pocet vstupowv

%$pocet vystupov

%$Definicia premennych

Theta =

NumlIter

X0 =
yo =
gx =
gy =

zeros (1l,n);

= zeros(l,n);

%pomocna premenna pre
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o\
o\
o\

1. faza - cie

% 1. krok - najdenie riesenia primarnej ulohy

cvx_begin quiet

variable lambda (n)

variable B;
maximize (B);

subject to

1:

najst priesecnik

X'xlambda <= x0 — Bxgx;

-Y'xlambda <= -yo - Bxgy;

sum (lambda)

cvx_end

% ak je beta = 0, utvar je efektivny,
if abs(cvx_optval) <= 10" (-6)
Theta (o) = 1;
NumIter (o) = NumIter (o) + 1;
else
% l.krok - najdenie riesenia dualnej ulohy
cvx_begin quiet
variables p(s) w(m) z;
maximize (yo' * p — x0' * w — 2z)
subject to
Y x p - X x w — ones(n,1l)*xz <= zeros(n,1l);
gy' * p + gx' x w == 1;

p >= 0;
w >= 0;
cvx_end
$%% 2. £ za - ci

while NumIter (o)

% 2. krok - vypocitat theta a najst priesecnik

if w==

el:

0

1;

najst projekciu priesecnika spat na hranicu mnoziny M

AddIter

nonnegative;
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theta = p' * yo / z;

elseif p==0

theta = -z / (w' * x0);
else

theta = (-z + sqgrt(z”2 + 4 *p'*yo * w' *x x0)) / (2 x w'
end

[

% Skonstruovanie noveho smeru

gx = xo — theta * xo0;

gy = yo/theta - yo;

% Vyriesenie primarnej ulohy

cvx_begin quiet

variable lambda (n) nonnegative;

variable B;

maximize (B);

subject to
X'xlambda <= theta * xo - Bx*gx;
-Y'xlambda <= -1/theta » yo - Bxgy;
sum(lambda) == 1;

cvx_end

if abs(cvx_optval) <= 10" (-6)
Theta (o) = theta;
AddIter = 1;
else
% Vyriesenie dualnej ulohy
cvx_begin quiet
variables p(s) w(m) z;
maximize (1/theta * yo' % p — theta » xo' * w — 2z)

subject to

Y » p - X xw — ones(n,1)*xz <= zeros(n,1l);
gy' * p + gx' x w == 1;
p >= 0;
w >= 0;
cvx_end

end
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NumIter (o) = NumlIter (o

end
end
end;

t=toc;

Svytvorenie excel suboru
filename = 'VysledkyModi
xlswrite (filename, Theta'
xlswrite (filename, NumIte

xlswrite (filename, t, 3);

Metoéda 11 v pripade

function [Theta,tEnviro]

) + 1;

f.xlsx"';
P 1)
r',2);

neziadtcich vystupov

=HyperbolicEnviroModif ()

%$Zadefinovanie matic vstupov a vystupov, pricom 1 riadok zodpoveda 1 DMU

%elektrarne

% filename= 'elektrarne_
% sheet = 2;

% xRange = 'B4:D95';

% yRange = 'E4:E95';

% yBadRange = 'F4:G95"';

X=xlsread (filename, sheet
Y=xlsread(filename, sheet

Ybad=xlsread (filename, sh

n=length (Y (:,1)); %poc
m=length(X(1l,:)); %poc
s=length(Y(1l,:)); %poc

sBad=length (Ybad (1, :));

$Definicia premennych
Theta = zeros(1l,n);

NumIter = zeros(l,n);

data.xlsx';

, xRange) ;
» YRange) ;

eet, yBadRange) ;

et DMU
et vstupov
et ziaducich vystupov

%pocet neziaducich vystupov

79



24

25

26

28

29

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

A ZDROJOVE KODY PROGRAMOV PRE MATLAB

tic

for o = 1:n
AddIter = 0; %$pomocna premenna pre zacatie dalse]
x0 = X(o,:)"';

yo = Y(o,:)";
yoBad = Ybad(o,:)"';

gy = Yo;
gyBad = yoBad;

%$%% 1. faza - ciel: najst priesecnik
% 1. krok - najdenie riesenia primarnej ulohy

cvx_begin quiet
cvx_precision default
variable lambda (n) nonnegative;
variable B;
maximize (B);
subject to
X'+lambda <= xo0;
-Y'xlambda <= -yo - Bxgy;

Ybad'xlambda <= yoBad - BxgyBad;

iteracie;

$Ybad'xlambda == yoBad - BxgyBad;
sum (lambda) == 1;
cvx_end
% ak je beta = 0, utvar je efektivny, koncime algoritmus

if abs (cvx_optval) <= 10" (-6)

Theta (o) = 1;
NumIter (o) = NumIter (o) + 1;
else
% l.krok - najdenie riesenia dualnej ulohy

cvx_begin quiet
cvx_precision default

variables p(s) pBad(sBad) w(m) z;
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maximize (yo'

subject to

Y » p - X x w — Ybad x pBad - ones(n,1l)*z <= zeros(n,1l);

* p — x0' x w — yoBad' x pBad - z)

gy' * p + gyBad'

p >= 0;
pBad >= 0;
w >= 0;
cvx_end
%$%% 2. f za - ciel: najst projekciu priesecnika spat na hranicu mnoziny M
while NumIter (o) == 0 || AddIter ==
% 2. krok - vypocitat theta a najst priesecnik
if pBad==
theta = p' » yo / (w' % xo0 + z);
elseif p==
theta = —(z + w' * x0) / (pBad' = yoBad);
else
theta = (- z — w'xx0o + sqgrt((z+w'*xo)"2 + 4 *p'*xyo % pBad'
end

[

* pBad == 1;

% Skonstruovanie noveho smeru

gyBad = yoBad - theta x yoBad;

gy = yo/theta - yo;

[

cvx_begin quiet

% Vyriesenie primarnej ulohy

cvx_precision default

variable lambda (n)

variable B;
maximize (B);

subject to

X'+xlambda <= xo;

nonnegative;

-Y'+xlambda <= -1/theta % yo - B*gy;

Ybad'xlambda <= theta *x yoBad - BxgyBad;

%$Ybad'*lambda

sum (lambda)

cvx_end

1;

theta » yoBad - BxgyBad;
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if abs(cvx_optval) <= 10" (-4)
Theta (o) = theta;
AddIter = 1;
else
% Vyriesenie dualnej ulohy
cvx_begin quiet
cvx_precision default

variables p(s) pBad(sBad)

maximize (1/theta  yo' * p — xo'

subject to

Zy

* w — theta

* yoBad'

* pBad - z)

Y » p - X x w — Ybad » pBad - ones(n,1l)x*z <= zeros(n,1l);

gy' * p + gyBad' x pBa 1;
p >= 0;
pBad >= 0;
w >= 0;
cvx_end
end
NumIter (o) = NumlIter (o) + 1;
end
end
end;
tEnviro = toc;
g$vytvorenie excel suboru
filename = 'VysledkyEnviroModif.xlsx';

xlswrite (filename, Theta', 1) ;
xlswrite (filename, NumIter', 2);
xlswrite (filename, tEnviro, 3);

end
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A.3 Metoda 111

Metoda 111

function [ThetaSDP]=HyperbolicSDP ()

%$Zadefinovanie matic vstupov a vystupov,

$Mehdiloo2015

filename = 'Mehdiloo2015.xlsx"';
sheet = 1;

xRange = 'I7:M76"';

X=xlsread (filename, sheet, xRange) ;

sheet = 2;
yRange = 'G5:174"';

Y=xlsread (filename, sheet, yRange);

X=x1lsread (filename, sheet, xRange) ;

Y=xlsread (filename, sheet, yRange);

n=length (Y (:,1)); %$pocet DMU
m=length(X(1,:)); %pocet vstupowv

s=length(Y(1l,:)); $pocet vystupov

%$Definicia premennych

ThetaSDP = zeros(l,n);

tic
for o = 1:n
xo = X(o,:)";

cvx_begin quiet sdp
variable lambda (n) nonnegative;
variables theta phi;
minimize theta;
subject to

X'+lambda <= thetaxxo;
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-Y'xlambda <= -phixyo;

[theta 1; 1 phi] >=0;

sum (lambda) == 1;
cvx_end
ThetaSDP (o) = theta;

end;

tSDP = toc;

$vytvorenie excel suboru
filename = 'VysledkySDP.xlsx';
x1lswrite (filename, ThetaSDP',1);
xlswrite (filename, tSDP, 2) ;

end

Metéoda 111 v pripade neziaducich vystupov

function [ThetaSDP, tSDP]=HyperbolicSDPenviro ()
%$Zadefinovanie matic vstupov a vystupov, pricom 1 riadok zodpoveda 1 DMU

filename= 'elektrarne_data.xlsx';

sheet = 1;

xRange 'B4:D95"';
vRange = 'E4:E95';

yBadRange = 'F4:G95';

X=x1lsread (filename, sheet, xRange) ;
Y=xlsread(filename, sheet, yRange);

Ybad=xlsread(filename, sheet, yBadRange) ;

n=length (Y (:,1)); %pocet DMU
m=length(X(1l,:)); $pocet vstupov
s=length(Y(1,:)); %$pocet vystupov

sBad=length (Ybad (1, :)); %pocet neziaducich vystupov

$Definicia premennych

ThetaSDP = zeros(l,n);
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tic
for o = 1:n
xo0 = X(o,:)";

yo = Y(o,:)"';

yoBad = Ybad(o, :)"';

cvx_begin quiet sdp

variable lambda (n) nonnegative;

variables theta phi;

minimize theta;

subject to
X'xlambda <= xo0;
%$Ybad'xlambda == thetaxyoBad;
Ybad'xlambda <= thetaxyoBad;
-Y'xlambda <= -phixyo;

[theta 1; 1 phi] >=0;

sum (lambda) == 1;
cvx_end
ThetaSDP (o) = theta;

end;

tSDP = toc;

$vytvorenie excel suboru
filename = 'VysledkySDPenviro.xlsx';
xlswrite (filename, ThetaSDP', 1) ;

xlswrite (filename, tSDP, 2);

end
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B VYBRANE VYSLEDKY PRIKLADOV

Priloha B

B Vybrané vysledky prikladov

Tabul'ka 18: Vysledna postupnost hodnot 67, g a o1 neskonvergovaného utvaru DMU 14

z datového stuboru Elektrarne pre Metody I a II - pre model (11)

Typ metody Metoda I Metoda 11
Premenna 6! Bl o1 6! Bl o1
1 0,633 | 0,4493 | 0,6381 || 0,633 | 0,4493 | 0,6381
2 0,6968 0 1 0,6893 -1 2,7183
3 0,7628 0 1 0,7585 -1 2,7183
4 0,8442 0 1 0,8247 -1 2,7183
5 0,8809 0 1 0,8767 -1 2,7183
6 0,8844 0 1 0,8848 -1 2,7183
7 0,885 0 1 0,8852 -1 2,7183
8 0,8852 0 1 0,8271 | 2,6718 | 0,0691
9 0,8773 | 3,6716 | 0,0254 || 0,8727 -1 2,7183
10 0,8841 0 1 0,8841 -1 2,7183
11 0,8851 0 1 0,8851 -1 2,7183
12 0,8848 | 3,6712 | 0,0254 || 0,885 | 2,671 | 0,0692
13 0,8852 0 1 0,8852 -1 2,7183
14 0,8777 | 3,6716 | 0,0254 || 0,8182 | 2,6718 | 0,0691
15 0,8843 0 1 0,8712 -1 2,7183
16 0,8851 0 1 0,8836 -1 2,7183
17 0,8849 | 3,6711 | 0,0254 || 0,8851 -1 2,7183
18 0,8852 0 1 0,8852 -1 2,7183
19 0,8804 | 3,6715 | 0,0254 || 0,884 | 2,6713 | 0,0692
20 0,8846 0 1 0,8851 -1 2,7183
21 0,8852 0 1 0,8852 | 2,6705 | 0,0692
22 0,8324 | 3,6718 | 0,0254 || 0,8208 | 2,6718 | 0,0691
23 0,8799 0 1 0,8773 -1 2,7183
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Tabul'ka 19: Vysledna postupnost hodnot 67, g a o1 neskonvergovaného utvaru DMU 14

z datového stuboru Elektrarne pre Metody I a II - pre model (11)

Typ metody Metoda I Metoda 11
Premenna ! Bl o1 6! Bl o1
24 0,885 0 1 0,8839 -1 2,7183
25 0,8852 0 1 0,885 -1 2,7183
26 0,8181 | 3,6718 | 0,0254 || 0,8852 -1 2,7183
27 0,8674 0 1 0,8549 | 2,6717 | 0,0691
28 0,884 0 1 0,8812 -1 2,7183
29 0,8849 0 1 0,8846 -1 2,7183
30 0,8839 0 1 0,8852 -1 2,7183
31 0,885 0 1 0,8612 | 2,6717 | 0,0691
32 0,8852 0 1 0,882 -1 2,7183
33 0,8463 | 3,6717 | 0,0254 || 0,885 -1 2,7183
34 0,8666 0 1 0,8852 -1 2,7183
35 0,8803 0 1 0,8729 | 2,6716 | 0,0691
36 0,8847 0 1 0,8847 -1 2,7183
37 0,8852 0 1 0,8852 -1 2,7183
38 0,8588 | 3,6717 | 0,0254 || 0,8756 | 2,6716 | 0,0691
39 0,8808 0 1 0,8848 -1 2,7183
40 0,8845 0 1 0,8852 -1 2,7183
41 0,8852 0 1 0,8345 | 2,6718 | 0,0691
42 0,8723 | 3,6716 | 0,0254 || 0,8744 -1 2,7183
43 0,8837 0 1 0,8843 -1 2,7183
44 0,885 0 1 0,8851 -1 2,7183
45 0,8852 0 1 0,8851 | 2,6708 | 0,0692
46 0,8101 | 3,6718 | 0,0254 || 0,8849 -1 2,7183
A7 0,8672 0 1 0,8852 -1 2,7183
48 0,884 0 1 0,8058 | 2,6718 | 0,0691
49 0,8851 0 1 0,8634 -1 2,7183
50 0,8851 | 3,6515 | 0,026 | 0,883 -1 2,7183
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