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Abstrakt v statnom jazyku

KONDRATYEV, Oleksandr: Algoritmy na odstranenie sumu z dét [Diplomova précal,
Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra
aplikovanej matematiky a Statistiky; skolitel: Mgr. Soiia Kilianové, PhD., Bratislava, 2018,
80s.

V sucasnej dobe analyza dat predstavuje podstatu roznych oblasti podnikania, vedy
a spolocenskych vied. Napr. finanéné data maja vysoku frekvenciu, si charakteristické
svojou komplexnou struktirou s mnozstvom skokov kvoli velkému poétu zmien na trhu.
Pri analyze tychto dat velmi podstatnym je sledovat trend, ktory je vystupom filtrova-
nia od Sumu. V predkladanej praci sa venujeme roznym algoritmom odstranenia Sumu z
dat pouzitim vedomosti z réznych matematickych odborov. V tejto praci sme sa venovali
roznym linearnym a nelinedarnym filtrom, ich porovnaniu a taktiez sme uviedli vyhody a
nevyhody kazdej z metdd. Venovali sme sa metdde regularizac¢nej aproximécie, ktora pou-
kazuje na moznost pouzitia konvexnej optimalizacie pri rekonstrukeii signalu. Metédy sme
naprogramovali pouzitim softvéru R a MATLAB, ¢o ndm pomohlo preskimat a ndsledne
aj porovnat vlastnosti spominanych metdd. Vyssie uvedené softvéry ndm umoznili spra-
vit experiment, v ktorom sme skimali kvalitu vyhladenia niektorych metéd v zavislosti
od mnozstva impulzného Sumu pritomného v experimentalnych signdloch. Taktiez sme
pozorovali hodnoty parametrov danych metdd, pri ktorych bolo dosiahnuté optimalne vy-
hladenie. Pre kazdy s pouzitych signdlov sme zistili charakter zévislosti kvality vyhladenia

a hodnot parametrov pouzitych metéd od mnozstva impulzov pritomného v datach.

Kliéové slova: : impulzny sum, odstranenie Sumu, linedrne filtre, nelinedrne filtre,

regulariza¢nd aproximacia



Abstract

KONDRATYEV, Oleksandr: Algorithms for noise cancellation from data [Master Thesis],
Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics,
Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: Mgr. Sona Kilianova,
PhD., Bratislava, 2018, 80p.

Nowadays data analysis is fundamental for various areas in business, science and social
science. For example, financial data usually have a high frequency, in addition they are
characterized by complex structure with a number of leaps due to a large number of
changes on stock exchange. It is very important to follow the trend, which is the output
of filtering, while analyzing these data. This paper carries out various algorithms for
the elimination noise in data using knowledges from several mathematical disciplines.
In this work, we have dealt with different linear and nonlinear filters, their comparison.
Furthermore, we have presented the advantages and disadvantages for each of the methods.
One of the parts is dedicated to the method of regularized approximation which points
out to the possibility of using convex optimization in the reconstruction of signals. We
have been using the R and MATLAB software in our reasearch, which has helped us
to examine and then to compare the properties of the methods mentioned above. This
software allowed us to do the experiment with the aim to study quality of smoothing
of some methods according to the amount of impulsive noise that is presented in the
experimental signals. We also observed values of the parameters of the methods where
the optimal smoothing was achieved. For type of signal, we determined the nature of
quality of smoothing and the values of the parameters for methods we used accotding to

the amount of impulsive noise presented in the data.

Keywords: impulsive noise, de-noising, linear filters, nonlinear filters, regularization

approximation
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Uvod

Sucasny technicky pokrok umoziiuje velkym spolo¢nostiam a organizdcidm okamZite zbie-
rat obrovské mnoZstvo dét, napriklad ,tick-by-tick“ déta z finanénych trhov. Finanéné
d4ta maji komplexni truktiru s velkym mnoZstvom skokov sposobenych velkym poétom
okamzitych zmien na trhu, a teda maju vysoku frekvenciu. Pri analyze dat tohto typu je
¢asto velmi vhodné pozriet sa na trend, ktory je vystupom filtrovania od sumu. Dolezitou
tilohou je teda rozlisit trend a stochastické vykyvy.

Neexistuje vSseobecna definicia trendu, ktora by bola vhodna na vsetky aplikdcie v
roznych oblastiach. VSeobecne sa uznéava, ze trend je pomaly sa meniaca zlozka, ktora je
hlavnou rusivou silou dlhodobého rozvoja systému. V literatire sa castokrat stretavame
s myslienkou, Ze trend je obmedzeny na urcité nizke frekvencie tidajov. Tato koncepcia
vylucuje akékolvek signifikantné vplyvy a vykyvy vyssich frekvencii, avsak nie je uspo-
kojiva pre mnohé finanéné déta, s ktorymi sa bezne stretdvame v praxi. Cize délezitou
tilohou je nielen do istej miery odstranit stochasticky sum, ale aj zachovat podstatni
strukturu dat.

Na riesenie tohto problému existuju rozne klasické a novovytvorené metody odstranovania
Sumu z dat, takzvané filtre. DoleZitou otdzkou je, ktory algoritmus treba zvolit na to, aby
sme dostali najvhodnejsie riesenie pre konkrétne data. Hovorime o roznych pristupoch a
ich prislusnej klasifikacii. Na zaklade tejto klasifikdcie sa budeme zameriavat nielen na
linedrne filtre, ale aj na iné komplexnejsie metédy a skiimat ich vyhody a nevyhody.

V prvej kapitole sa budeme konkrétne zaoberat linedrnymi filtrami a ich spravanim
pri odhadovani trendu financénych dat. Preberieme vlastnosti a vplyv roznych paramet-
rov na vystup algoritmov, ktorymi st moving average filtre, kernel metody a metdda
exponencialneho vyhladenia.

V dalsej casti tejto prace popiSeme nelinedrne filtre a ich vyhody oproti linedrnym
metédam. Prostrednictvom softvéru R na ukazkovych signaloch porovname spravania
mean a medidnového filtra (ktoré si zakladnymi predstavitelmi tychto dvoch skupin)
nielen v suvislosti s gaussovskym, ale aj s impulznym Sumom. Okrem medianového filtra
preberieme vlastnosti trimmed mean filtrov, L-filtrov, C-filtrov a vazeného medianového
filtra.

V tretej kapitole predstavime zdkladné pojmy tedrie regularizacnej aproximacie, ktora



je stucastou metdd konvexnej optimalizdcie. Jednou z moznych aplikdcii danej metody
je jej pouzitie pri rekonstrukcii zaSumenych signdlov. Konkrétne sa budeme zaoberat
sposobom aplikovania a porovnanim vlastnosti metdody kvadratického vyhladenia, re-
konstrukcie totalnou varidciou a Hodrick-Prescottovho filtra.

V poslednej casti tejto prace popiSeme nami navrhnuty experiment, v ktorom po-
rovname spravanie niektorych z prebratych metdéd na experimentalnych signaloch rozneho
typu a roznej intenzity impulzného sumu. V experimente budeme sledovat optimélnu
mieru vyhladenia zasumenych signdlov pouzitim roznych metéd. Za mieru vyhladenia
budeme povazovat stredni kvadratickd odchylku oéisteného signdlu od jeho povodnej
nezasumenej verzie.

Cielom predkladanej diplomovej prace bolo prehladne spracovat rozne algoritmy od-
stranovania Sumu z dat, vyuzivajuc metody z roznych oblasti matematiky a taktiez

preskiimat vyhody a nevyhody danych metéd na roznych datach prostrednictvom softvéru

R a MATLAB.



1 Linearne filtre

Financné déta si vieme predstavit ako casovy rad, ktory je zadefinovany nasledovne:
Y= fi + s+ Xy,

kde f; je pomaly sa meniaca funkcia, ktora reprezentuje trend, s; je periodicka funkcia, re-
prezentujica napriklad sezénnu zlozku, X; je stochasticka zlozka, o ktorej predpokladame,
7e je staciondarna. Pre jednoduchost sme uvazovali model bez sezénnej zlozky, ¢ize model

tvaru:
Y, = fi + Xu.

Pri takejto formulacii za Sum povazujeme stochastickd zlozku X, ktortd chceme zredu-
kovat. Existuji rozne metddy, ktoré umoziuji déta ocistit od sumu a zaroven zachovat
dolezité informacie.

V tejto kapitole sa zaoberame neparametrickou metédou odstranovania Sumu z dat,
a to linearnymi filtrami. Algoritmy pouzivajice linearne filtre si najznamejsie a najviac
pouzivané metdédy na odstranovanie Sumu z dat a ziskanie trendu. Linearne filtre produ-
kuju hladky trend, ktory ale nezachovava relevantné ostré hrany, ¢o je jednou z nevyhod
takého filtrovania [1].

Najviac pouzivana formuldcia linedrnych filtrov je nasledovna [1]:

ﬁ = Z Wi Y4, (1)

kde t je ¢asovy bod, pre ktory sa rata vystup filtru. Filter naformulovany pomocu (1) je
filtrom diiky (2h + 1), lebo pre kazdu hodnotu Y; vytvara filtrovany vystup ﬁ pouzitim
(2h + 1) dat. Zlozky w; su vahy, s ktorymi povodné ddta vstupuju do filtra. Tym padom
pre kazdi hodnotu Y; vystup filtrovania ﬁ je vazenym suctom dat v okoli t.

Véhy w; sa daji naformulovat réoznym spésobom, od ¢oho bude zavisiet spravanie
a vlastnosti linedrneho filtra. Vyberom vhodnych véh vieme dostatf rozne typy filtrov,

akymi su napriklad [2]:

e filtre dolnej priepuste (low-pass filter) - filtre, cez ktoré prechadzaju frekvencie, ktoré
st nizsie nez urcita hodnota. Vysoké frekvencie sa pod vplyvom tohto filtra zoslabuju

alebo odstranuju.
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o filtre vysokej priepuste (high-pass filter) - filtre, cez ktoré prechddzaji frekvencie,

ktoré st vyssie nez urcita hodnota.

e filtre pasmovej priepuste (band-pass filter) - odstranuje zlozky signélu, ktorych frek-

vencia je vysSia alebo nizsia nez stanovené hranice.

Dalsim dolezitym parametrom, ktory vstupuje do formuldcie linedrneho filtra, je pa-
rameter h (bandwidth), ktory predstavuje sirku pdsma priepuste. Tento parameter urcuje
dizku intervalu L = (2h+1), ¢ize rozsah dat, ktoré v kazdom kroku vstupuju do vazeného
suctu pri vytvoreni vystupu ]/“; Zmenou tohto parametra sa déa ovplyvnif charakter

vystupu filtrov, ¢o ukdzeme v nasledujucich castiach tejto prace.

1.1 Moving average

V tejto casti sme sa zaoberali najznamej$im linedrnym filtrom, ktorym je mean filter,
alebo moving average filter.

Moving average filter je Standardnym néastrojom pouzivanym vo financiach na od-
stranovanie Sumu z , tick-by-tick“ dat. Tento algoritmus patri do skupiny filtrov dolnej
priepuste, ¢ize odstranuje kratkodobé vykyvy a ponechéva dlhodoby trend. Ako vysledok
vznika hladky signal.

1

Vychddzajic z formulécie (1), pri volbe w; = @i

dostavame vyssie spomenuty mean
filter. To znamena, ze vsetky vahy pouzivané pri filtrovani si rovnaké a trendova zlozka

fi sa odhaduje nasledovne [2]:

fo=@he 1Y Vi (2)

i=—h

Zo vzorca (2) je vidief, ze odhadom bude lokdlny priemer hodnét intervalu dizky L =
(2h +1). S kazdym krokom sa meni stred intervalu ¢ a pocita sa novd hodnota odhadu
]/“;. Prejdenim cez cely casovy rad sa ziskava moving avarage krivka, ktora je dobrym
odhadom trendu daného ¢asového radu, lebo je ocistena od stochastického sumu.

Na detailnejsiu analyzu spravania tohto filtra sme pouzili softvér R a data, ktoré su
sticastou balika quantmod.

Pri analyze sme zvolili ¢asovy rad, ktory pozostava z dennych cien akcii Ebay. Adjusted

v obdobi 04.01.2007-31.12.2007. Tieto ddta st zobrazené na Obr.1.
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Obr. 1: Data Ebay. Adjusted v obdobi 04.01.2007-31.12.2007. Zdroj: softvér R, balik quantmod.

Z Obr.1 je vidiet, Ze denné ddta maju stochastické vykyvy, ¢ize obsahuji zlozky s
vysokymi frekvenciami. Vhodnym néstrojom na identifikdciu trendu moze byt mean filter,
ktory sme naprogramovali pomocou softvéru R a nasledne pouzili na dany casovy rad.

Pouzity kod vyzera nasledovne:

h<-20

average<-y

lkraj<-0

for (i in 1:(h+1)){

average [1]<-sum(y[(i-lkraj): (i+h)])/length(y[(i-lkraj): (i+h)])
lkraj<-i }

for(i in (h+1):(length(y)-h-1)) {

average[i]<-sum(y[(i-h): (i+h)])/length(y[(i-h): (i+h)]) }
rkraj<-h

for (i in (length(y)-h):length(y)){

average [1]<-sum(y[(i-h) : (i+rkraj)])/length(y[(i-h): (i+rkraj)])

12



rkraj<-rkraj-1 }

kde h je parameter urcujuci dizku intervalu pouzitého na priemerovanie a y je ¢asovy rad,
ktorého trend chceme zistit.

Pri aplikovani moving average filtra nastdva problém na okrajoch éasového radu. Podla
dohody sa zvyknu ignorovat déta, ktoré st mimo sledovaného ¢asového intervalu. Tak
napriklad, hodnota f, sa odhaduje pomocou priemeru hodnét Yi, ..., Y(a4p), CiZe zoberie
sa viac dat napravo od ¢asového bodu 2, nez nalavo od tohto bodu. Nami pouzity kod
zahffia tiito vlastnost metédy. Tento hraniény efekt je vyraznejsi, ked trend na hranici
je strmy a di7ka intervalu je velkd, ¢o vedie k ur¢itym problémom pri odhadovani trendu
na hraniciach ¢asového radu [2].

Ako uZz bolo spomenuté vyssie, parametrom A vieme menit spravanie linedrneho filtra.
Na Obr.2 sme uviedli trendy, ktoré si vysledkami aplikovania filtra na casovy rad cien akeii

Ebay. Adjusted pri roznych hodnotach parametra h. Zelena krivka zodpovedd trendu pri
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Obr. 2: Trendy odhadnuté pomocou moving average filtra pri roznych hodnotach parametra
h. Zelena krivka zodpoveda trendu pri hodnote parametra h=10, modra pre h=20, Cervena pre

h=30, zlta pre h=50.
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hodnote parametra h=10, modra pre h=20, ¢ervend pre h=30 a zlta zodpoveda extrémnej
hodnote h=¥50.

Z Obr.2 sa d4 usudit, ze pri zvySovani hodnoty parametra h dostdvame krivku, ktord
je menej ovplyvnena povodnymi datami, ¢ize menej popisuje skutoény trend. Napriklad
zelena krivka, ktora zodpoveda hodnote h=10, zahina v sebe informécie o vacsine vykyvov
povodnych dét, kym zlta krivka (h=50) je prili§ vyhladend a stréca informécie o dolezitych
zmendch, ktoré patria do trendu. Vizudlne optimalnou volbou je v danom pripade hod-
nota parametra h=20 (modra krivka), hoci odhad trendu na okrajoch casového radu je
skresleny, ¢o je dosledkom problému, ktory uz bol popisany vyssie.

Moving average filter je obojstrannou metddou, lebo pri priemerovani sa pouzivaji
data z oboch stran od ¢asového bodu t. Niekedy pri analyze trendu a taktiez na jednoduchu

predikciu sa pouziva takzvany jednostranny moving average filter nasledovného tvaru [2]:

h
Jo=hTtY Y (3)
i=1
Filter naformulovany podla (3) sme taktiez naprogramovali a dostali sme nasledovny kéd:

h<-20  #bandwidth

lkraj<-1

jednostranny<-y

for (i in 2:(h+1)){
jednostranny[i]<-sum(y[(i-lkraj):(i-1)]1)/length(y[(i-1lkraj):(i-1)])
lkraj<-i }

for(i in (h+2):length(y)) {

jednostranny [i]<-sum(y[(i-h):(i-1)]1)/length(y[(i-h):(i-1)1) %}

Algoritmus sme aplikovali na povodné data Ebay. Adjusted a ziskany trend sme porovnali s
vystupom obojstranného mean filtra. Porovnanie je uvedené na Obr.3. Modra krivka zod-
poveda vyfiltrovanému trendu pouzitim obojstrannej metody s parametrom h=20, cervena
je vysledkom filtrovania pomocou jednostranného moving average algoritmu s parametrom
h=40. Z obrazku vidime, ze jednostranna metéda vo vysledku dava trend podobny trendu
ziskaného pomocou obojstrannej metédy, ale posunuty doprava od skutoéného. Dovodom

takého skreslovania je to, ze v kazdom kroku je hodnota f; ovplyvnend détami iba vlavo

14
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Obr. 3: Vystup obojstranného vs. vystup jednostranného moving average filtra. Modra krivka
zodpoveda vyfiltrovanému trendu pouzitim obojstrannej metédy s parametrom h=20, ¢ervend

zodpoveda vyfiltrovanému trendu pouzitim jednostrannej metédy s parametrom h=40.

od ¢asového bodu t. Problém moze byt odstraneny pomocou lokélneho linedrneho vyhla-
denia alebo inych metdéd popisanych v zdrojoch [3] a [4]. Z tohto hladiska na odhadovanie

trendu sa vzdy odportica pouzivat obojstranné metédy.

1.2 Kernel metédy

V predoglej casti sme popisali najzndmejsie linedrne filtre, ale vSeobecnejsi pohlad je
dany formulaciou takzvanych kernel filtrov. Pri tychto metédach sa vahy mozu formulo-
vat dvomi sposobmi v zdvislosti od po¢tu hodnot vstupujicich do filtra pri odhadovani
trendu v danom ¢asovom kroku. Jednou moznostou je pouzitie celého ¢asového radu na
odhadovanie trendovej zlozky v case tg € {1,...,T}, kde T je koncovy ¢as radu. For-

muldcia vah je v tomto pripade nasledovna [2]:

K(*52)
wt - I t—t ’
> K(50)

t=1

15



kde K (u) je kernel funkcia. Potom kernel filter nadobuda nasledovny tvar [2]:

Y ()%
foo = S (4)
3 K(58)

kde ty je casovy bod, pre ktory sa rata odhad trendu. Z takto zvolenej formulacie je vidno,
ze pre odhad ﬁ; sa pouzivaju data z celého casového radu.

Inou moznostou je pouzit pristup podobny ako pri moving average filtri, ¢iZe na
odhadovanie trendu v kazdom kroku sa pouzije vazeny priemer hodnot intervalu diZky
L = (2h + 1). V tomto pripade sa vahy pridelené hodnotam z tohto intervalu formuluju

nasledovne [1]:

¢ize kernel funkcia K(u) ma v tomto pripade defini¢ny obor [—1,1]. Uvazujic tuto for-

mulaciu, kernel filter nadobtida nasledovny tvar:

fo= (5)

Takto naformulované filtre su vylepSenou verziou moving average filtra, spominaného v
predoslej casti a ktorého vahy boli rovnomerne rozdelené medzi vsetkymi datami. Kernel
filtre umoznuju pridelit ddtam, ktoré si blizko sledovaného ¢asového bodu, vicsiu vahu.
Véhy si zdvislé od volby kernel funkcie K. BeZne sa pouzivaji funkcie ako napriklad

Epanechnikovov kernel [1]:

KE(u) = 3(1—u*)",

T4
ktory sa pouziva vo filtri (5), alebo Gaussov kernel [1]:

2
K%(u) = Z=eap(=5-),

ktory sa d4 vhodne pouzit pri filtri naformulovanom ako (4).
Na Obr.4 st uvedené grafy funkcif K% a K. Cervend krivka zobrazuje Gaussov kernel,
¢ierna Epanechnikovov kernel. Modré zvislé ¢iary zodpovedaji definiénému oboru [—1, 1],

Standardne pouzivanému pri niektorych metdédach.
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Obr. 4: Grafy Epanechnikovovej a Gaussovej kernel funkcie spolu so standardnym defini¢nym

oborom. Cervens krivka zobrazuje funkciu K¢ (u), éierna K (u).

Z dovodu, ze pri Gaussovom filtri sa v kazdom kroku pouziva cely casovy rad, parame-
ter h bude predstavovat dizku intervalu signifikantnyjch vah. Této vlastnost sa da lepsie
pochopit z grafického zobrazenia véh. Na Obr.5 sme uviedli vahy wy, pri volbe tq = 125,
¢o je stred ¢asového intervalu [0,250]. Cierne kriizky zodpovedaji vdham pri volbe pa-
rametra h = 10, ¢ervené h = 20, modré h = 30. Cim je tento parameter vacsi, tym viac
dat dostane signifikantné vahy pri vypocte odhadu ft\o Tak napriklad, pri volbe h = 10
véhy pridelené bodom za hranicami intervalu [100, 150], budi skoro nulové, ale pri inych
uvazovanych hodnotéch h je interval signifikantnosti zjavne Sirsi.

Inym parametrom, ktorym sa d4 ovplyvnit spravanie Gaussovho filtra, je standardn4
odchylka rozdelenia N(0,0), ktord tento filter definuje (K¢ je definované so o = 1).
Pomocou tohto parametra sa Skdluje prislusnéa kernel funkcia.

Ak sa zoberie do uvahy aj tento parameter, tak formuldcia Gaussovho filtra bude

nasledovna:

—u2
KJ(u) = \/Qi?t?xp(m)-

Obr.6 zobrazuje vahy zodpovedajice parametru h = 10 a réznym hodnotam parametra

17



0.04
|
®

—— h=10

© 0o,
o 00°

— h=20 o o

h=30

0.03
|

vahy
0.02
|

0.01
|

0.00
|

T
0 50 100 150 200 250

Obr. 5: Zavislost véh vypoéitanych pomocou Gaussovho kernelu od volby parametra h. Cierne

krizky zobrazuju vdhy pri volbe parametra h = 10, ¢ervené h = 20, modré h = 30.

o. Vahy vypoéitane pomocou Gaussovho kernelu s volbou o = 1 s zndzornené ¢iernymi
krizkami, ¢ervené krizky zodpovedaji vaham pri volbe o = 2, modré o = 3. Z Obr.6 sa
d4 usudit, Ze pri zvySovani parametra skdlovania o sa zvicSuje aj interval signifikantnosti
vah, ¢ize to ma podobny tucinok ako zvySovanie parametra h.

Podobné tdvahy o parametri skdlovania sa daji spravit aj pre Epanechnikovov kernel,
hoci v literatire sme takéto uvahy nenasli. Zavedieme preto parameter skdlovania a,

pricom, dany kernel potom nadobuda nasledovny tvar:

KE(u) =3(1—au®)*.

Zmenou tohto parametra sa meni tvar vyslednej paraboly. V limitnom pripade, ked sa

hodnota a blizi k 0, dostavame konstantnu funkciu, ¢ize:



0.04
|
®

© 0o,
o 00°

—— sigma=1

—— sigma=2

sigma=3

0.03
|

vahy
0.02
|

0.01
|

0.00
|

T
0 50 100 150 200 250

Obr. 6: Zavislost vah vypocitanych pomocou Gaussovho kernelu od volby parametra o. Cierne
krizky zobrazuji vahy vypoéitane pomocou Gaussovho kernelu s volbou o = 1, ¢ervené krizky

o =2, modré o = 3.

Na Obr.7 sme uviedli grafy kernelov KF(u) pre tri rozne hodnoty parametra skélovania
a taktiez aj limitny pripad, ku ktorému sa dané paraboly blizia pri zmensovani hodnoty
a. Cervend krivka na Obr.7 zodpovedd limitnej funkeii K (u) = %, ¢ierna parabola je
povodny Epanechnikovov kernel, ¢ize parameter a je v tomto pripade rovny 1, modra
parabola zodpoveda hodnote a = 0.5, zelend a = 0.2, zltd a = 0.05.

Ukézali sme, ze zmenou parametra Skdlovania sa meni tvar kernel funcie, ¢ize sa
budi menit aj vahy priradené ddtam pri pouzivani Epanechnikovho filtra a to tak, ze
pri zmenSovani parametra Skdlovania sa vahy budi priblizovat k vdham pouzivanym pri

moving average filtri. Tiito vlastnost sme naformulovali do vety, ktord znie nasledovne:
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Obr. 7: Grafy Epanechnikovovych kernelov pre rézne hodnoty parametra skdlovania a limitny

pripad. Cervenym je zobrazend limitnd funkcia K (u) = %, ¢ierna parabola zobrazuje Epanech-

nikovov kernel modré parabola zodpovedd hodnote a = 0.5, zelena a = 0.2, zlta a = 0.05.

Veta 1.1 (O prechode od Epanechnikovho kernelu k moving average filtru). Nech w; =

K(3)

h .
,ZhK(%)
=
kovho filtra v danom (Tubovolnom) éasovom kroku.

s i = —h,...,h st vihy, ktoré sa priraduji ddtam vstupujicim do Epanechni-

a) Ak K(u) = 3(1 — au®)" je Epanechnikovov kernel s parametrom skdlovania a, potom

lim, o w; = ﬁ, ¢o zodpovedd vdham pouZivanym pri moving average filtri.

b) Ak K(u) = %(a —u?)* je Epanechnikovov kernel s parametrom skdlovania a, potom

lim, oo w; = ¢o zodpovedd vaham pouZivanym pri moving average filtri.

1
2h+17

Dokaz. Priamym vypoctom limity vah dostavame:

K(; 1—a(})? 1 1
a) lim w; = lim () = lim ali) = =
a—0 a—0 _h a—0 h (2h + ]_)
K(3) > (I—a(g)) X
j=—h j=—h j=—h
K (4 — (£)? 1— 4 1 1
b) lim w; = lim () = lim —— () = lim e — =
a—00 a—oo h j a—oo P ive a—00 2 h (2h + 1)
> K(7) (@—(3)?) - X
j==h J== J== j==h



Na lepsie pochopenie Vety 1.1 a) moze slizit grafické zndzornenie véh vypocitanych
pre rozne hodnoty parametra a, ako ilustrujeme na Obr. 8. Zvolili sme parameter h = 20,

¢ize véhy sa prideluju L = (2h + 1) = 41 hodnotdm. Cervend ¢iara na danom obrazku
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Obr. 8: Vahy vypocitané pomocou Epanechnikov kernelu pre h = 20 a rozne hodnoty parametra

gkélovania a. Cervend ¢iara zodpovedd limitnym konstantnym vaham ﬁ = ﬁ ~ 0.0244,

¢ierne kruzky zodpovedaju vdham pri hodnote parametra a = 1, modré pri a = 0.5, zelené

a = 0.2, z1té a = 0.05.

1 1 ~

zodpovedd limitnym konstantnym vaham, ktoré sa v tomto pripade rovnaju @G =~

0.0244, cierne kruzky su vahy vypocitané pri hodnote parametra a = 1, modré pri a = 0.5,
zelené a = 0.2, 71té a = 0.05. Mozeme vidiet, Ze ¢fm mensia je hodnota parametra a, tym
rovnomernejsie je rozdelenie vah medzi ddtami vo vybranom intervale, co v limitnom
pripade vedie k situécii, ked vsetky vdhy st rovnaké.

Fungovanie a nasledné porovnanie kernel filtrov s algoritmami popisanymi v predoslych
castiach sme spravili na datach Ebay.Adjusted. Pouzitim koédu, ktory sme naprogramovali
v softvéri R, je mozné vyfiltrovat trend pomocou Gaussovho kernelu. Tento kéd vyzera

nasledovne:

h<-10
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sigma<-1

normal<-y

for (i in 1:length(y)){
u<-(t-i)/h
vahy<-exp((-u~2)/(2*sigma”2))
vahy<-vahy/sum(vahy)

normal [i]<-sum(vahyx*y)}

kde parametre h a o sa daji podla potreby menit, ¢iZze kernel funkcia sa dé Iubovolne
skalovat.

Vyssie uvedeny kod sme aplikovali na nase data na porovnanie vysledkov filtrovania
pri meniacom sa parametri h a fixovanom parametri skalovania ¢ = 1. Ako vysledok

sme dostali rozne trendy, ktoré sme uviedli na Obr.9. Zelena krivka na Obr.9 zodpoveda
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—  h=20
—— h=30
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Obr. 9: Trendy odhadnuté pomocou Gaussovho filtra pri réznych hodnotach parametra h. Ze-
len4 krivka zodpovedé trendu vypocéitanému pri volbe hodnoty h = 10, modra krivka zodpoveda

hodnote h = 20, ¢ervend h = 30 a zlta h = 50.

trendu vypocitanému pri volbe hodnoty h = 10, modré krivka zodpovedd hodnote h = 20,
cervena h = 30 a zlta h = 50. Je vidiet, Ze zmenou parametra h pri kernel metédach sa
taktiez meni hladkost ziskaného trendu, podobne ako pri moving average filtroch. Cim je

hodnota tohto parametra mensia, tym viac frekvencii a signifikantnych vykyvov dat bude
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zachytenych vo vyfiltrovanom trende. Rovnaky vplyv na vysledny trend ma aj parameter
Skalovania o, ¢o sa d4 usudit z analyzy vah, ktora bola popisand vyssie bez toho, aby sme
zobrazovali vysledky filtrovania.

Ako bolo spominané vyssie, kernel filtre si vylepSenou verziou moving average filtrov,
¢ize tieto dve metddy vo vysledku davaju rozne trendy. Na Obr.10 sme uviedli porovnanie
trendov ziskanych pomocou moving average filtra s parametrom i = 10 a Gaussovho filtra
s parametrami h = 10 a 0 = 0.68. Parameter skalovania o bol zvoleny tak, aby sa ziskany

trend ¢o najviac podobal trendu moving average filtra.
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Obr. 10: Porovnanie Gaussov filter vs. mean filter.

Modréa krivka popisuje trend ziskany pomocou Gaussovho filtra, ¢ervena zodpoveda
vystupu moving average. Z Obr.10 mozeme ustudit, Ze filtrovanim dét Gaussovym kerne-
lom sa d& ziskat trend, ktory bude vyhladeny viac nez trend ziskany pomocou moving

average filtra.

1.3 Metdéda exponencialneho vyhladenia

Metoda exponencidlneho vyhladenia je taktiez jedna z ¢asto pouzivanych metdd na ziskanie
vyfiltrovaného trendu, alebo vyhladeného ¢asového radu. Tato metdda je jednostranna

a na rozdiel od jednostranného moving average filtra umoznuje pridelit starsim ditam
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mensiu vdhu [5]. Vdhy pouzivané pri tejto metdde klesaji exponencidlne s ¢asom. Pri
exponencidlnom vyhladeni je potrebné zvolit hodnotu parametrov vyhladenia a od tejto
volby bude zavisiet struktira ziskanych vah, ¢ize aj tvar vyfiltrovaného trendu.

Existuju tri typy exponencidlnych filtrov: jednoduchy (single), dvojity (double) a trojity
(triple) exponencidlny filter, ktoré sa standardne pouzivaju na predikciu ¢asovych radov.
Na samotné vyhladenie a odstrdnenie sumu staci pouzit jednoduchy exponencidlny filter,
ktorému sa venujeme v tejto casti. Exponencialnym filtrom sa okrem inych venovala aj
praca [6] a v nej st okrem jednoduchého spracované aj dalsie typy tychto filtrov.

Podla dohody sa pri pouziti tohto linedrneho filtra za odhad trendovej zlozky ]?2 zvoll
hodnota Y7, ¢ize prva hodnota uvazovaného ¢asového radu. Hodnota fg sa spocCita pomo-
cou vzorca fg =aYy+ (1 - oz)fz. Podobne sa spocita odhad trendovej zlozky pre kazdy

¢as t, ¢ize vSeobecnd formuldcia je dand rekurziou a vyzera nasledovne [7]:
fi=aYi+(1-a)fin O<a<l1l, t=3, (6)

kde « je konstanta vyhladenia, ktord urcuje efektivitu velkost filtrovania. Existuje aj ind
formuléacia, pri ktorej sa v tejto rovnici namiesto hodnoty Y; | pouziva hodnota Y;, ktori
sme vSak v tejto praci nepouzivali. TaktieZ sa daju zvolit aj rozne moznosti nastavovania
prvej hodnoty fg Napriklad sa dé pouzif priemer prvych styroch alebo piatich d4t. Cim
mensia je hodnota parametra «, tym je dolezitejsia spravna volba hodnoty fg [7].
Uvedeny filter sa nazyva exponencidlny kvoli tomu, ze vahy zodpovedajice datam
klesaji exponencidlne s ¢asom. Tito vlastnost ilustrujeme na nasledujicom priklade.
Pri hladan{ odhadu trendovej zlozky v ¢ase t sa postupuje podla vzorca (6). Podobnym
¢inom sa da vyjadrit aj hodnota ]{,\1 Po dosadeni tejto hodnoty do vzorca (6) sa ziskava

nasledovné vyjadrenie pre ﬁ:
fi=aYii+(1—a)(aYia+ (1 - a)fra) = aYig + a(l = a)Yia + (1 — a)*fia.

Vzorec pre ]?t sa d& prepisat postupnym nahradenim hodnot ]7:2, ﬁ,\g a tak d'alej az po

hodnotu f (rovnej Y]) na vzorec tvaru [7]:
fi=a) (1—a) Y+ (1—a)?f, t=2 (7)
i=1

Tak napriklad hodnota ﬁ), ktord je odhadom trendu v ¢ase t = 5, sa da vyjadrit podla

(7) v nasledovnom tvare:
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fo=al(l = @)Yi+ (1 - a)'Vs + (1 - )?Y] + (1 - a)* fo.
Ako je vidiet z uvedenej formuldcie, vahy st vyjadrené v tvare (1 — ), ¢ize predstavuji
geometricky klesajicu postupnost. Podla vlastnosti geometrickej postupnosti sa d4 néjst

sucet prvych ¢ ¢lenov tejto postupnosti, a to nasledovnym spésobom [7]:

ozt_zl(l —a) =« [17(170‘)1 =1—(1—a)

= 1-(1—-@)

Vychadzajic z formulacie exponencidlneho filtra, predpokladame, ze konstanta vyhladenia
a je z intervalu (0,1]. Ked o = 1, dochédza k $pecidlnemu pripadu, ked f =Y, cize
odhad trendu v ¢ase t sa rovna hodnote merania v ¢ase t — 1. Ak parameter o budeme

uvazovat z intervalu (0, 1), tak potom sicet vah limitne sa rovnd 1. To znamena, ze [7]:
lim oo 1 — (1 — )t =1,

lebo (1 —a) je ¢islo z intervalu (0, 1), ¢ize pri umociovani na nekonecne velké ¢islo ide do
0. Vo filtroch, ktoré uz boli spomenuté v tejto praci, sa tato vlastnost dosahovala tym,
7e sa vahy predelovali si¢tom vsetkych vdh pouzivanych pri odhadovani trendu v danom
¢asovom bode, ¢o pri exponencialnom filtri nie je potrebné.

Rychlost, s ktorou sa vyhladzuji starSie ddta, je funkciou konstanty vyhladenia .
Ked « je blizko k 1, vyhladenie je rychle a ked « je blizko 0, vyhladenie je pomalé [7].
Charakter zavislosti vystupu exponencidlneho filtra od konstanty vyhladenia sme ukazali
na priklade odhadovania hodnoty ]?6, ¢o je odhadom trendu v bode t = 6. Podla algoritmu
popisaného vyssie sme vyratali vahy, ktoré sa prideluji datam Y7, Ys, . .., Y5 pre styri rozne

hodnoty «. Vysledky sme uviedli do Tab.1.

Tabulka 1: Vahy priradené ddtam v zavislosti od hodnoty «.

Ys Yy Y3 Ys Y

a=0.851 0.85]0.1275 | 0.0191 | 0.0029 | 0.0004
a=06 || 06 | 024 | 0.096 | 0.0384 | 0.0256
a=03 | 03 | 021 0.147 | 0.1029 | 0.2401
a=0.1] 0.1 0.09 | 0.081 | 0.0729 | 0.6561

Obr.11 zobrazuje véhy pre rozne hodnoty «. Cierne spojené ¢iarami krizky zodpove-
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Obr. 11: Grafické zobrazenie vah, vypocitanych pre rézne hodnoty a.

daji vdham, ktoré sa prideluji datam Yg_; pri hodnote o = 0.85, ¢ervené zodpovedaji
hodnote o = 0.6, modré a = 0.3, zelené o = 0.1. Ako uz bolo spominané vyssie, vahy
priradené starsim détam klesaji exponencidlne. Ked sa zvoli hodnota o < 0.5, tak véha
priradena hodnote fg (Y1) bude vigcsia nez vaha zodpovedajica predoslej hodnote. Taktiez
je vidiet, Ze éfm mensia je hodnota parametra «, tym viac dat dostane signifikantné vahy

pri vypocte odhadu trendu v danom ¢asovom bode.
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2 Nelinearne filtre

Pri napisani danej kapitoly sme vychédzali hlavne z [8].

Ako sme videli, linedrne filtre maji tendenciu zhladzovat okraje a dalsie detaily, aj
ked tvoria zdkladnu stcast trendu ¢asovych radov. Aby sa tomu zabrénilo, vyvinula sa
siroka gkala nelinedrnych filtrov, ktoré na jednej strane zachovavaji tieto detaily, zatial
¢o na druhej strane sa snazia vyhladif ¢o najviac sumu. Nelinedrne filtre sa pouzivaji
nielen v ¢asovych radoch, ale castokrat sa pouzivaju Specidlne pre dvojrozmerné signély,
konkrétne obrazky, kde povodny obrazok, pravdepodobne poskodeny Sumom pri prenose
dat, pozostava prevazne z hran, ktoré tvoria obrazok. Analyzu fungovania nelinearnych
filtrov a ich porovnanie z linearnymi sme robili na jednorozmernych datach, ¢ize rovnako

ako v predoslej kapitole.

Na lepsie pochopenie vlastnosti a vyhod nelinearnych filtrov oproti linearnym sme
spravili porovnanie dvoch zdkladnych filtrov tychto dvoch tried, konkretne mean filter,
ktory sme popisovali v prvej kapitole, a medidnovy filter, ktory patri do kategorie ne-
linedrnych filtrov. Pre dané tcely budeme predpokladat, ze poskodeny sumom signal m4

nasledovny tvar:

}/;f:ft_}—Xta

kde f; predstavuje povodny neposkodeny signal a X; je sum, ktory je potrebné odstranit.
Inymi slovami, ilohou je ziskat signal f;, ak mame jeho poskodeni verziu Y;. Samozrejme,
v mnohych pripadoch nie je mozne ndjst presné rieSenie pre takito tlohu, ale po zave-
deni zjednodusujucich predpokladov alebo pri poznani charakteristik povodného signalu
sa problém d4 vyriesit existujicimi metédami dostatocne presne. Napriklad linearne fil-
tre funguju optimélne, ak predpokladame, ze Sum je gaussovsky a odchylka od presného
rieSenia sa pocita ako stredna kvadraticka odchylka. V redlnom svete je vSak charakter
Sumu castokrat d'aleko od gaussovského rozdelenia. Ked nie st splnené predpoklady kla-

sickej tedrie linearnych filtrov, pouzitie nelinedrnych filtrov moze viest k lepSiemu rieSeniu.
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2.1 Odstranovanie gaussovského Sumu mean a medianovym fil-
trami

Porovnanie mean a median filtrov sme spravili na jednoduchych prikladoch, ktoré pouka-

zuju na hlavné problémy, s ktorymi sa stretavame pri odstranovani Sumu z dat. Uvazovali

sme tri zédkladné tvary signalov, ktoré su: konstantny signdl, linedrny sklon a krokovy

signdal. Ich formulacia je nasledovna:
o fi=a,t=1,2,...,50 (konstantny signdl);
e =02t t=1,2,...,50 (linedrny sklon);

0, 1=1,2,...,25
o f, = (krokovy signal).
10, +=26,27,...,50
Predpokladédme, ze X;, t = 1,2,...,50 st nezavislé ndhodné premenné z gaussovského

rozdelenia N (0, 4), ktoré predstavuji sum. Premenné X; sme generovali pomocou prikazu:
rnorm(50, mean = 0, sd = 2),

¢ize v kazdom ¢asovom bode povodny signél je zasumeny ndhodne vygenerovanou zlozkou.

Dane tri typy signalov spolu s ich zasumenou verziou sme uviedli na Obr.12, Obr.13 a

Obr.14.

-10
-10

Obr. 12: Ndhodne vygenerovany sum (vlavo); konstantny signdl (uprostred); zasumena verzia

signalu (vpravo).

Na Obr.12 je uvedeny konstantny signél f; (uprostred), ndhodne vygenerovany sum X;

(vlavo) a zasumend verzia daného signdlu Y; (vpravo), ktord bola ziskand pomocou sictu
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Obr. 13: Ndhodne vygenerovany sum (vlavo); linedrny sklon (uprostred); zasumend verzia

signalu (vpravo).

Obr. 14: Nahodne vygenerovany sum (vlavo); krokovy signdl (uprostred); zaSumend verzia

signdlu (vpravo).

Y; = fi + X;. Na Obr.13 st uvedené podobné grafy pre signal, ktory predstavuje linearny
sklon a Obr.14 zodpovedd grafom pre krokovy signal.
Dolezitym pozorovanim je to, ze odstranovanie Sumu zo signalu pomocou linedrnych

filtrov je linedrnou operdciou, ktorej definicia ma nasledovné znenie [8]:

Definicia 2.1. Nech N, M siu vektorové priestory nad telesom K. Zobrazenie ¢ : N — M

sa nazyva linedrne zobrazenie, ak je splnené nasledovné:
° ¢(z+y) =)+ oy)
o ¢(ax) = ag(z)

Dany fakt ddva moznost pozorovat ti¢inok linedrnych filtrov na poskodeny signdl tak,
7e filter sa aplikuje zvlast na povodny signal a na sum. UvaZovali sme mean filter s dizkou

okna L = 7, ¢ize hodnota parametra, zodpovedajiceho za Sirku pasma priepuste, je h = 3.
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Potom vysledok filtrovania signalu v ¢ase t, pomocou moving average filtra, sa d4 rozpisat
nasledovne:
~ 3 3 3
=2 X Yii=1 Y fiit+i Y Xy = (filtrovany povodny signdl) + (filtrovany sum).
i=—3 i=—3 i=—3

Zo statistiky je zname, ze variancia priemeru siedmich nezavislych nahodnych premennych,
z ktorych kazdd ma& varianciu rovnu 1, je % Cize po vyhladeni pomocou mean filtra je
sum X, zoslabeny na 86%, ale celkové vyhladenie poskodeného signalu Y; je skreslené
filtrovanim povodného signalu bez sumu f;, ¢o bude vidiet pri zobrazovani vysledkov
analyzy.

Rovnaké ukazkové signaly sme filtrovali aj takzvanym medianovym filtrom, ktory je

jednym z casto pouzivanych nelinedrnych filtrov a ma nasledovni formuléciu [8]:
fo=MED{Y,_ . Yip1,. - Yeen, Yirn} 8)
kde M ED je operator, ktory po zoradeni prvkov mnoziny vyberie centralny prvok, napriklad:
MED{1,3,5,2,7,6,4} = MED{1,2,3,4,5,6,7} = 4

a parameter h je definovany rovnako ako pri moving average filtri, ¢ize zodpoveda za dizku
okna L = (2h 4 1) dat vstupujucich do filtra pri odhadovani hodnoty ﬁ Nelinearne filtre
nespiﬁajﬁ predpoklady linedrneho operétora, ¢ize ich nie je mozné aplikovat zvlast na
sum a signél bez sumu. Cize analyzovaf a pozorovat fungovanie danych filtrov je mozné
iba na vyslednom ocistenom signali.

Na Obr.15, Obr.16 a Obr.17 sme uviedli vysledky filtrovania experimentalnych signalov
pomocou mean filtra. Z toho dovodu, ze mean filter je linearnym operatorom, na danych
obrazkoch uprostred je ukazany vystup filtrovania povodnych nezasumenych signalov f;,
vlavo je uvedeny filtrovany sum X, a vpravo sa nachddza sicet tychto dvoch signélov,
ktory je vystupom filtrovania poskodeného signalu Y;.

Na Obr.18, Obr.19 a Obr.20, sme ukézali zaSumeny experimentdlny signdl Y; (vlavo) a
vysledok aplikovania na dany signél medidnového filtra (vpravo).

Z Obr.15 je vidiet, Ze konstantny signdl sa nezmenil pri filtrovani mean filtrom, ¢ize
vysledok filtrovania poskodeného konstantného signalu je ovplyvneny len posobenim filtra
na sum. Posobenim medidnového filtru na dany signal sa odstrani Sum do rovnakej miery,

¢o vidime z Obr.18.
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Obr. 15: Filtrovany sum (vlavo); filtrovany konstantny signdl (uprostred); vystup filtrovania

poskodeného signdlu (vpravo).
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Obr. 16: Filtrovany Sum (vlavo); filtrovany linedrny sklon (uprostred); vystup filtrovania

poskodeného signdlu (vpravo).

Na Obr.16 vidime, Ze linearny sklon sa nezmenil po aplikovani mean filtra, okrem
oblasti na zaciatku a na konci daného signalu, kde pri filtrovani v ¢ase t sa zoberie viac dat
z jednej strany od daného c¢asového bodu. Podobne je to aj v pripade medianového filtra.
Dany problém sme uz spominali v predoslej kapitole pri popisovani vlastnosti linearnych
filtrov. Pri odstraneni Sumu pomocou mean filtra sa zachovava trend linearneho sklonu,
¢o nie je az tak dobre vidief na Obr.19, ktory zobrazuje vysledok pouzivania na dany
signal medidanového filtra. Schodovity tvar ocisteného signalu je sposobeny tym, ze pri
dostatocne strmom sklone Sum nezmeni poradie prvkov mmnoziny dat, vstupujicich do
filtra pri odhadovani hodnoty oc¢isteného signalu v case t, ¢ize Sum sa neodstrani do

dostatoc¢nej miery.

Krokovy signédl na Obr.17 je skresleny posobenim mean filtra. V porovnani s povodnym
signalom zobrazenym na Obr.14, kde skok nastal okamzite, je vidiet, Ze v tomto pripade

skok sa prediiil. Cize aj filtrovand verzia zasumeného krokového signélu bude z tohto
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Obr. 17: Filtrovany sum (vlavo); filtrovany krokovy signdl (uprostred); vystup filtrovania

poskodeného signdlu (vpravo).
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Obr. 18: Zasumeny konstantny signdl (vlavo); vystup filtrovania medidnovym filtrom (vpravo).

dovodu skreslend. V pripade medidnového filtra dochddza k inému problému, dolnd cast
kroku je zaoblend, ¢o vidime na Obr.20. Je to sposobené tym, ze pri pocitani filtrovanej
hodnoty v dolnej ¢asti kroku sa zoberu tri hodnoty z jeho hornej casti, ¢ize vysledkom
filtrovania bude maximalna hodnota Styroch dolnych dat.

Velkost nepresnosti filtrovania $umu zo signalu sa dd ocenit nielen z grafického zobra-
zenia povodného a ocisteného signalu. Jednou z moznych metod vyhodnotenia nepresnosti
je strednd kvadratickd odchylka (MSE). V nasom pripade sme ratali odchylku ocisteného

signalu od povodného, ¢ize vzorec pre MSE signédlu je nasledovny:
L0
MSE — % Zl(ft - ft)2‘
t—

Do Tab.2 sme uviedli hodnoty MSE pre tri experimentélne signédly a dva skimané typy
filtrov.
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Obr. 19: Zasumeny linearny sklon (vlavo); vystup filtrovania medidnovym filtrom (vpravo).
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Obr. 20: Zasumeny krokovy signdl (vlavo); vystup filtrovania medidnovym filtrom (vpravo).

Z Tab.2 je vidiet, Ze skiimané filtre sa najlepsie preukdzali na konstantnom signali.
Hodnoty MSE su v tomto pripade podobné. Z porovnania obrazkov sme usudili, ze pri
linedarnom sklone mean filter funguje lepsie nez medianovy filter. Dany fakt sa potvrdil aj
hodnotami strednej kvadratickej odchylky. Pri lineArnom sklone je hodnota MSE zodpove-
dajuca mean filtru je mensia. Taktiez vidime, ze rozsirenie skoku, sposobené aplikovanim
mean filtra na krokovy signal, sa prejavilo v hodnote MSE. Stredna kvadraticka odchylka
zodpovedajuca mean filtru je vyrazne vyssia, nez hodnota zratana pre medidanovy filter.

Cize krokovy signal sa lepsie o¢istuje pouzitim nelinearneho filtra.
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Tabulka 2: Hodnoty MSE pre tri experimentélne signaly a skimane typy filtrov.

Konstantny signal | Linearny sklon | Krokovy signal

Mean filter 0.3494 0.842 1.8044
Median filter 0.4763 1.2961 1.0566

2.2 Impulzny Sum

V predoslej ¢asti sme analyzovali spravanie jednotlivych filtrov na signaloch, ktoré boli
poskodené gaussovskym sumom. V tejto casti budeme skiimat mean a medidnovy filter v
suvislosti s odstranovanim impulzného sumu. Za impulzny Sum sa povazuje signal, ktory
v niektorych ¢asovych okamihoch obsahuje okamzité skoky roznej velkosti. Na Obr.21,
Obr.22 a Obr.23 uvadzame priklady impulzného Sumu (vlavo), experimentélne signdly
(uprostred), ktoré sme pouzivali pri analyze v predoslej casti a taktiez ich zasument

verziu (vpravo).

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

Obr. 21: Impulzny Sum (vlavo); konstantny signdl (uprostred); zasumend verzia signdlu

(vpravo).
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Obr. 22: Impulzny Sum (vlavo); linedrny sklon (uprostred); zasumen4 verzia signdlu (vpravo).
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Obr. 23: Impulzny Sum (vlavo); krokovy signdl (uprostred); zaSumend verzia signalu (vpravo).

Z obrazkov je vidiet, Ze impulzny $um priddva okamzité a vyrazné zmeny do skutocného
signdlu, ¢ize aj skiimané filtre budu fungovat inak nez pri gaussovskom sume. Rovnakym
sposobom, ako v predoslej ¢asti sme aplikovali mean filter s parametrom h = 3 zvlast na
oc¢isteny signal a na impulzny sum. Tak na Obr.24, Obr.25 a Obr.26 su uvedené vysledky

filtrovania signalov pouzitim daného filtra.
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Obr. 24: Filtrovany impulzny sum (vlavo); filtrovany konStantny signdl (uprostred); vystup

filtrovania poskodeného signalu (vpravo).

Na Obr.27, Obr.28 a Obr.29 sme ukazali filtrovanie zasumenych experimentalnych
signalov pomocou medidanového filtra.

7Z uvedenych obrazkov je hned vidiet niektoré rozdiely v spravani mean a medidnovych
filtrov v suvislosti s impulznym Ssumom. Mean filter rozsiruje impulz, ale aj zmensuje jeho
amplitidu. Medidnovy filter, na rozdiel od linearneho mean filtra, umoznuje kompletne
zredukovat posobenie impulzného $umu, ¢o je jednou z fundamentélnych vlastnosti a
vyhod nelinedrnych metéd. Dokonca medianovy filter, ktory mé dizku okna rovnd L =
2h + 1, uplne odstranuje impulz dIZky h + 1. Této vlastnost sa d4 lepsie pochopit na

priklade signdlu zasumeného niekolkymi impulzami roznej dIZky. Na Obr.30 sme uviedli
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Obr. 25: Filtrovany impulzny sum (vlavo); filtrovany linearny sklon (uprostred); vystup filtro-

vania poskodeného signalu (vpravo).
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Obr. 26: Filtrovany impulzny sum (vlavo); filtrovany krokovy signdl (uprostred); vystup filtro-

vania poskodeného signalu (vpravo).

konstantny signédl zaSumeny impulzami diZky 1, 2, 3 a 4. Na Obr.31 je filtrovand verzia
daného signalu, ktoru sme ziskali pomocou medianového filtra s hodnotou parametra
h = 3.

Z Obr.31 je vidiet, Ze nami zvoleny filter odstrdnil vsetky impulzy okrem impulzu
dIZky 4. Je dolezité si uvedomit, ze také idedlne spravanie medidnového filtra v pripade
impulzného sumu sa d4 pozorovat len na konstantnych signéloch. Napriklad, impulz, ktory
sa nachadza v blizkosti hrany alebo kroku, moéze byt odstraneny pouzitim medidnového
filtra, ale suc¢asne bude sposobeny posun hrany v smere odstraneného impulzu, ¢o skresli
vysledok. Mnohé literdrne zdroje dany problém menuji ako edge jitter [8]. Na lepsie
pochopenie tohto problému sme pouzili krokovy signal zobrazeny na Obr.32, na ktory sme
nasledne aplikovali medidnovy filter s hodnotou h = 5. Vysledok filtrovania je uvedeny

na Obr.33.

Vidime, ze zvoleny filter odstranil impulzny sum, ale zaroven krok, ktory sa zacinal v
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Obr. 27: Zasumeny konstantny signdl (vlavo); vystup filtrovania medidnovym filtrom (vpravo).
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Obr. 28: Zasumeny linearny sklon (vlavo); vystup filtrovania medidnovym filtrom (vpravo).

casovom bode t = 11, sa posunul do bodu t = 10. Filtrovana hodnota v case t = 11 sa

spocitala nasledovne:
ﬁ\l = MED{]'? O? 07 07 O? 07 17 17 17 17 1} = MED{07 07 0? 07 07 17 17 17 1’ 17 1} - 17

¢ize hodnota impulzného Sumu, ktord bola zachytena oknom filtra, sposobila chybnu
zmenu hodnoty signdlu v danom ¢asovom bode. Tento problém sa bude prejavovat vo
velkosti nepresnosti ocistenia impulzného sumu medidnovym filtrom.

Podobnym sposobom ako v predoslej casti sme spocitali hodnoty strednej kvadratickej
odchylky pre tri typy signalov a dva skimané filtre. Tieto hodnoty uvadzame v Tab.3.

Z Tab.3 je vidiet, Ze pri konstantnom signdli a pri linedrnom sklone sa mean filter
preukazal zjavne horSie nez medidanovy filter, ktory v tomto pripade fungoval idealne.

Taktiez hodnoty MSE spocitané pre mean filter v pripade impulzného sumu si vyrazne
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Obr. 29: Zasumeny krokovy signdl (vlavo); vystup filtrovania medidnovym filtrom (vpravo).

Tabulka 3: Hodnoty MSE pre tri experimentélne signaly a skimane typy filtrov.

Konstantny signal | Linearny sklon | Krokovy signal

Mean filter 2.6485 2.4716 4.1394
Median filter 0 0.0654 2

vyssie od hodnot zodpovedajicich Gassovskému Sumu, ktoré sme videli v Tab.2. V pripade
krokového signdlu velkost nepresnosti o¢istenia medidnovym filtrom bola sposobend po-
sunom hrany, ale hodnota strednej kvadratickej odchylky je zaroven vyrazne mensia nez
hodnota zodpovedajica mean filtru.

Prebraté priklady poukazali na vyhody a nevyhody aplikovania medidnového filtra,
ktory patri do triedy nelinedrnych filtrov. Filter sa velmi dobre ukdzal pri probléme od-
stranovania impulzného Sumu, ale ocistenie signdlu od gausovského Sumu bolo pre tuto
met6édu problematické. Cize v situdcidch, ked sa v signéli nachddza sum obidvoch typov,
dand metdda nie je najlepSou volbou. Preto boli vyvinuté iné typy filtrov, ktoré predsta-
vuju pevnu kombinaciu metodik fungovania mean a medidnovych filtrov. Jednou z takych

metod je napriklad trimmed mean filter, popisany v nasledujicej casti.
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Obr. 30: Ukéazkovy konstantny signal zaSumeny impulzami dfiky 1,2,3a4.
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Obr. 31: Vysledok foltrovania zasumeného signalu pomocou medidnového filtra s parametrom

h =3.
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Obr. 32: Ukazkovy krokovy signdl. Cervenym kruzkom je znazorneny zaciatok kroku v case

t=11.
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Obr. 33: Vysledok foltrovania zasumeného signalu pomocou medidnového filtra s parametrom

h = 5. Cervenym kruzkom je znazorneny zaciatok kroku v ¢ase t = 10.
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2.3 Trimmed mean filtre

Prvy clanok, v ktorom sa spomina metdda osekdvania, pochddza este z roku 1821. Au-
tor daného c¢lanku nie je znamy. Myslienka tejto metédy spociva v tom, ze sa zamietnu
hodnoty, ktoré sa mozu byt povaZované za outlierov, to s najvicsie a najmensie hodnoty
vstupujice do okna filtrovania. Po odseknuti casti dat sa ostatné hodnoty spriemeruju a
vytvoria vystup filtra v danom ¢asovom bode [8].

Trimmed mean filtre [9], [10] tvoria skupinu filtrov, ktoré sa lisia spésobom vyberu
hodnét, ktoré sa odstranuju z priemeru. Tak napriklad, (7, s) — fold trimmed mean filter

sa formuluje nasledujicim spésobom [8]:

1
TrMean(Y1,Ys, ..., Yn;7,8) = Ja— Z Y, (9)
i=r+1

kde Y(;) predstavuji hodnoty zoradené podla velkosti a N = 2k 4+ 1 je velkost okna
daného filtra (analégia s L = 2h + 1), ¢ize pocet dét vstupujucich do priemeru v danom
¢asovom bode. Z formulécie (9) je vidiet, Ze dany filter funguje tak, ze sa z hodnét N
zoradenych podla velkosti vstupujicich do priemeru v danom ¢asovom bode odstrani r+s
dat. Presnejsie, vynechd sa r najmensich a s najvacsich hodnot, ¢ize priemer sa vypocita
z N —r — s dat.

Existuje aj modifikovand verzia tohto filtra, ktord sa nazyva (r, s) — fold winsorized
mean filter. Tato metdda sa od predoslej lisi tym, ze sa r najmensich hodnot vymeni za
hodnotu Y, ;1) a s najvécsich za Y y_,). Potom formuldcia danej metddy vyzerd nasle-
dovne [8]:

N-—s
1
WinMean(Y1,Ya, ..., YN;1,s) = N(TY(TH) + Z Yo+ sYin—s)). (10)

i=r+1

Ak je pocet hodnot odstranenych z oboch stran rovnaky, ¢ize r = s, potom sa tento
pocet zvykne oznacovat ako ¢ast z celkového poctu hodndt N, ¢ize o = 4, kde 0 <
Jj < N/2 je celé cislo. Z oboch stran sa potom vynechd aN hodnot. Vyssie uvedené filtre
sa oznacuju ako a-trimmed mean filter a o-Winsorized mean filter a maju nasledovnu
formulaciu [8]:

N—aN

1
TrMean(Yl,Yg,...,YN;oz):m Z Yy (11)
i=aN+1
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N—aN
1
WinMean(Y1,Ys, ..., Yy, ) = N(QN Yiantn) + Z Yoy +alN -Yin_any). (12)
i=aN+1

Zo vzorcov (9), (10) vyplyvaji nasledujice vztahy:

1. Ak sa zvolia hodnoty r = 0 a s = 0, tak (r,s) — fold trimmed mean filte a (r,s) —
fold winsorized mean filter sa pretransformuji na obycajny mean filter s rovnakou

dizkou okna (v tomto pripade rovnou N).

2. Pri volbe r = k a s = k, kde k je parameter urcujici dizku okna filtra N =
2k + 1, tak (r,s) — fold trimmed mean filter a (7, s) — fold winsorized mean filter sa

pretransformujui na medidnovy filter.
Podobne, z formuldcii (11) a (12) vyplyvaji vztahy:

1. Volbou parametra a = 0 vieme pretransformovat a-trimmed mean filter a a-

winsorized mean filter na mean filter.

2. Pri volbe a = 0.5 a-trimmed mean filter a a-winsorized mean filter sa zredukuji

na medianovy filter.

7 danych vztahov sa d4 usudit, Ze ¢im viac hodnot bude odseknutych pri priemero-
vani, tym sa bude sprévanie danych trimmed mean filtrov viac podobat na spravanie
medidnového filtra. Naopak, zmensenie poc¢tu vynechanych hodnot priblizuje vystup trim-
med mean filtrov k vystupu mean filtra. Cize hodnoty parametrov r, s a a zodpovedaji za
trade-off v spravani trimmed mean filtrov, ¢o znamena, ze sa pomocou tychto paramet-
rov d4 vhodne kombinovat charakter posobenia mean a medidnového filtrov na zasumeny
signal.

Predpokladajme, ze v pevnom ¢asovom bode vstupy filtra maji nasledovny tvar: y =
{2,7,9,20,5}. Po usporiadani danych hodnét dostdvame postupnost Y1) = 2, Y5) = 5,
Y3 =7, Y4 =9, Y5 = 20. Potom pouzitim vyssie spomenutych trimmed mean filtrov

ziskavame nasledujuice vysledky:
e (2,1)-fold trimmed mean filter: (7 +9)/2 = §;
e (1,2)-winsorized mean filter: 2-5+3-7)/5 = 6.2;
e 0.2-trimmed mean filter: (5+7+9)/3 =T,
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e 0.2-winsorized mean: (2-5+7+2-9)/5=T1.

Do skupiny trimmed mean filtrov patri aj tak zvany modifikovany trimmed mean filter
(MTM) [10]. Dany filter je zalozeny na volbe konstanty q € R. Po zadefinovan{ konstanty
q a zoradeni hodnot vstupujuicich do okna filtrovania, elementy, ktoré patria do intervalu
[Yikt1) — ¢, Ye41) + @], sa spriemeruji. Dany priemer potom predstavuje vystup MTM

filtra v danom casovom bode. Formulécia tohto filtra vyzera nasledovne [8]:

JZV: a;Y;
MTM(Y1,Ys, ..., Yy q) = =—,
> ai
i=1
kde
1, ak|Y; — Y(k+1)] <q
a; =
07 ’mak:

Zovseobecnenim trimmed mean filtrov su tak zvané L-filtre, ktoré si popisané v na-

sledujicej casti.

2.4 L-filtre

Na zlepsenie fungovania a odstrdanenie istych problémov obyc¢ajného medianového filtra
boli vyvinuté L-filtre. Tieto filtre si zalozené na vazenom priemere dat vstupujicich

do okna filtra, ale na rozdiel od kernel metéd, popisanych v prvej kapitole, sa vahy

vlastnosti a charakteristiky prislusného L-filtra. Ak si oznacime vektor vah L-filtra ako
w = (wy,ws,...,wy), vektor vstupov ako y = (Y1, Ys,...,Yy), tak dany filter mé nasle-

dovnu formuldciu [8]:

L(Y1,Ys,....Yaiw) = iin@). (13)
i=1
Na priklade dét y = {2,7,9,20,5} sme ukazali vystup L-filtra pre rozne vektory vah:
o w=(0.5,0,0,0,0.5); L(2,7,9,20,5w) = 0.5- 2+ 0.5 - 20 = 11;
o w=(0,0.1,0.8,0.1,0); L(2,7,9,20,5;w) = 0.1-5+0.8-7+0.1-9 =T,
o w=(-01,0,1.2,0,—0.1); L(2,7,9,20,5:w) = —0.1-2+1.2-7— 0.1 - 20 = 6.2.
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Je vidiet, ze druhy vektor vdh zodpovedd (1,1) — fold trimmed mean filtru, lebo prva a
poslednd vaha je nulovd. D4 sa ukézat, Ze pri vhodne zvolenom vektore vah sa L-filter
transformuje na medidnovy, mean, (r,s) — fold trimmed mean, a-trimmed mean, alebo
winsorized mean filter.

L-filtre, ktoré splitaji vztah:

sa taktiez nazyvaji vyhladzujice (smoothing) L-filtre [8]. Uvedend podmienka musi byt
splnena na to, aby sme pri pocitani vazeného priemeru signalu, ktory m&a konstantnu
hodnotu, vo vysledku dostali signél s rovnakou hodnotou.

Velkou vyhodou tychto filtrov je to, Ze pri zndmom pravdepodobnostnom rozdeleni
Sumu sa daji zvolif véhy tak, Ze dany L-filter bude optimalnym v zmysle strednej kvad-

ratickej odchylky:.

2.5 C-filtre

Medidnovy filter a taktiez aj L-filtre, prebraté v predoslej ¢asti, nezohladiiovali povodni
polohu dat. Vystup filtrovania je v tomto pripade ovplyvneny len umiestnenim dat vstu-
moze viest k uréitym problémom pri zachovani dolezitych detailov povodného signélu,
hlavne pri zvysSovani diiky okna filtrovania. Uvazujme napriklad dva signaly nasledujiceho

tvaru:

y1 = (10,17, 20,17, 10,0, —10, —17, —20, —17, —10, 0, 10);
yo = (—20,—17,-17,—10, —10,0,0, 10, 10, 10, 17, 17, 20).

Signal y; ma tvar sinusoidy a y» predstavuje rastici signal schodovitého tvaru. Hoci dané
signaly su tvarovo kompletne odlisni, zodpovedajtice zoradené vektory su identické. Vektor

zoradenych hodnot pre obidva signaly vyzera nasledovne:
y = (—20,—-20,-17,—-17,-10,-10,0,0, 10, 10, 10, 17, 17, 20).

Rovnaky vektor zoradenych hodnot dostaneme aj pre hocijakt ini permutaciu vektorov

y1 alebo 1,. Potom aj vystupy filtrov, ktoré nezohladiiuji povodni polohu dét, budd
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rovnaké. Jednou z metéd, ktord ddva doraz nielen na zoradenie dat podla velkosti, ale aj
na ich poradie v ¢ase, je tak zvany C-filter [11], alebo kombinovany filter.

Dany filter sa d4 chépat dvoma roéznymi sposobmi:

o Cfilter je L-filter, ktorého vahy priradené hodnotdm Y(;) st zdvislé na umiestneni

prislusnych hodnot v case;

e C-filter je vazeny priemer hodnot Y;, vstupujucich do okna filtrovania, kde véhy su

zavislé na umiestneni danych hodnot po zoradeni.

Vystup C-filtra ma potom nasledovni formulaciu [8]:
C(Y1,Ya, ... .Y C) =Y e(R(Y)), i)Y, (14)

kde C' = [c(i, j)] je N x N matica véh a R(Y;) je poradové ¢islo hodnoty Y; v zoradenej po-
stupnosti vstupnych hodnoét. Je vidiet, Ze vahy priradené vstupnym hodnotdm si zavislé
na zoradeni dat. Pre kazdi permutaciu vstupnych hodnot sa zvolia vahy z matice C' a
vazeny stcet dat vygeneruje vystup filtra v danom ¢asovom bode. Velmi ddlezitou 1ilohou
pri pouzivani daného filtra je rozumnd volba matice koeficientov. Z formuldcie (14) taktiez
vidno, ze sucet vah priradenych datam pri poc¢itani vystupu filtra v konkrétnom ¢asovom
bode sa nemusi rovnat 1. Tento problém sa d& vyriesif tym, Ze v kazdom kroku filtrova-
nia sa spocita sucet vah, ktorym sa potom znormalizuje vystup filtra. Potom formulacia

normalizovaného C-filtra vyzerd nasledovne [8]:

S e(R(Y:), i)Y,
NormC(Y1,Ys, ..., YN;C) == : (15)

N

> c(R(Y2), i)

1=

—

—_

Na priklade jednoduchého signédlu y = (2,7,9, 20, 5) a matice koeficientov C, ktord ma

nasledovny tvar:
0.00 0.05 0.05 0.05 0.00

0.10 0.15 0.15 0.15 0.10
0.50 0.65 0.80 0.65 0.50
0.10 0.15 0.15 0.15 0.10
0.00 0.05 0.05 0.05 0.00

ukazeme princip fungovania C-filtra.
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V prvom rade sa vytvori vektor rankov zodpovedajici danému vektoru y, ktory sme
oznaéili ako 7. Cize r = (1,3,4, 5, 2), ¢o znamena ze prva hodnota vektora y je najmensia,
druhd hodnota bude na trefom meste po zoradeni dat patriacich do y a tak dalej. Hodnoty
vektora r ukazuji na riadok matice C, z ktorého sa priradi vaha prislusnej hodnote vektora
y. Umiestnenie danej hodnoty vo vektore y potom urcuje stfpec koeficientov matice C'.

V nasom pripade sa vystup C-filtra zrata nasledovnym sposobom:

C(2,7,9,20,5;C) =2 ¢(1,1) +7-¢(3,2) +9-c(4,2) + 20 - ¢(5,4) + 5 - ¢(2,5) =
0-2+40.65-7+0.15-9+0.05-20+0.10-5 = 7.4.

Po predeleni danej hodnoty stuc¢tom pouzitych vah dostaneme vystup normalizovaného

C-filtra. Sucet vah sa rovna:
0+ 0.65 4+ 0.15+0.05 + 0.10 = 0.95.
Potom dostavame:

Norm(C(2,7,9,20,5,C) = & ~ 7.79.

.95

Dalsiu vlastnost C-filtra uvadzéame vo Vete 2.2, ktort sme naformulovali z prikladu zo

zdroja [8] (str.254). Nami spravené riesenie je potom dokazom tejto vety.

Veta 2.2 (O nenulovosti vah). Nech C' je N x N matica koeficientov. Potom mnoZina
vdh zodpovedagiica lubovolnému vstupnému vektoru bude obsahovat aspori jednu nenulovii
hodnotu za podmienky, Ze dand matica C' obsahuje podmaticu n X m s nenulovymi koefi-

cientami, kde n +m = N + 1.

Doékaz. V kazdom kroku filtrovania sa pouziva iba jeden koeficient z kazdého riadku
a stipca matice C'. Predpokladdame, ze matica C obsahuje nulové elementy vSade, okrem
nenulovej podmatice rozmeru n x m. Cize pocet nulovych riadkov je N — n, a pocet
nulovych stipcov sa rovna N —m. Potom najvacsi mozny pocet nulovych vah priradenych

datam zodpovedd poctu nulovych riadkov a stipcov spolu:
(N—=n)+ (N—-=m)=2N—(n+m)
Pouzitim podmienky n +m = N + 1 dostavame:
2N —(n+m)=2N—-(N+1)=N —1.
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Celkovy pocet dat vstupujucich do filtra je N, ¢ize aspon jedna vaha bude urcite nenulova.
O
Matice tohto typu sa ¢asto pouzivaju pri odstranovani Sumu z dat pomocou C-filtrov.

V tejto casti sme popisali filter, ktorého vyhodou oproti L-filtrom a ostatnym metédam
pouzivajucich zoradenie dat bolo to, ze sa brala do tvahy informécia o povodnej polohe
dat v case. S podobnym problémom sa stretavame aj pri oby¢ajnom medianovom filtri,
modifikovanou verziou ktorého je takzvany wvdZeny medidnovy filter, popisany v dalsej

casti.

2.6 Vazeny medianovy filter

Pri pouZivani oby¢ajného medidnového filtra sa castokrat nardzame na situdcie, ked sa
relevantné detaily povodného signalu stracaju. Je to dosledkom toho, ze vsetky vstupné
data maju na vystup filtra v danom kroku rovnaky vplyv. Pouzitim vdZeného medidnového
filtra [12] sa dé& zdoraznit vplyv dét, ktoré sa nachddzaji na urcitych miestdch okna
filtrovania. Obvykle sa dava vicsi doraz centralnej hodnote okna, ¢ize hodnote, pre ktoru
sa v danom ¢asovom bode rdta vystup filtra, alebo aj vedlajsim ddtam. Inymi slovami
idea, na ktorej je zaloZeny dany filter, je priradif niektorym ddtam vicsiu vahu pri hladan{
medidnu z hodnot okna. V pripade tohto filtra sa to d4 dosiahnut tak, Ze hodnoty, ktoré
st na urcitych pozicidch v okne filtrovania, sa zopakuji niekolkokrat a nésledne sa spocita
medidn. Pocet opakovani je zavisly od vah w;, ktoré s kladné celé ¢cisla.

Operaciu opakovania sme oznacili ako ¢. Cize, rOy = v, . .., y predstavuje postupnost
hodndt y, kde hodnota y sa zopakovala r-krat. Napriklad postupnost ¢isel {1,1,1,2,3,3}
sa da prepisat ako {301,2,203}.

Ak vahy oznacime ako vektor w = (wy,ws,...,wy), potom formuldcia vazeného

medidnového filtra je nasledovna [8]:
WeightMed(Yy,Ys, ..., Yy, w) = MED{w0Y1, we0Ys, ..., wnOYN}. (16)

Dany filter sa d4 naformulovat aj ako optimalizacna tloha. V tomto pripade mé vazeny

medidnovy filter nasledovny tvar [8]:
N
WeightMed(Y1,Ys, ..., YN, w) :argmﬂinZwiD/;—m, (17)
i=1
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inymi slovami vazenym medidnom hodnot (Y3,Ys, ..., Yy) je hodnota S, ktord minimali-

zuje sucet
N
> wilY; — Bl
i=1

Na to, aby sa ukézala ekvivalencia formuldci{ (16) a (17), je potrebné dokdzat, ze
rieSenim optimaliza¢nej tlohy (17) je medidn M mnoziny {w;Q0Y7, weQYa, ..., wyOYn}.
Pocet hodnot v danej mnozine sme oznacili ako n. Zrejme plati, Zze tento pocet spfﬁa
nerovnost n > N, ¢ize pri dokaze budeme uvazovat mnozinu dat {Y1,Ys,...,Y,}. Pre

jednoduchost budeme predpokladat, Zze dané hodnoty st usporiadané nasledovne:

Yi<Y, <...<Y,.

Najprv uvazujme pripad, ked n je neparne ¢islo, ¢ize n = 21+ 1, pre nejaké [ € N. Pri
dokaze sa pouzije trojuholnikové nerovnost, z ktorej vyplyva, Ze pre Iubovolné tri éfsla a,

b, ¢ plati:
la — bl + |a—c| > |c—1),

pricom rovnost sa nadobida prave vtedy, ked b < a < ¢. Pre Tubovolné &fslo 3 potom
plati:

20+1

> B=Yi|=[-V[+[B-Ya|+...+|B — Yo =
i=1

(18=Y1|+ |8 =Youu|) + (B =Yo| +[B=Ya|) +... + (|8 = Y| + |8 = Yiga|) + |8 = Yipa| =
Y1 = Yo+ Yo =Yyl + ...+ Y = Y| + |6 — Yl

Vychddzajtc z trojuholnikovej nerovnosti vieme povedat, Ze rovnost sa nadobudne vtedy,
ked za 3 dosadime medidn M = Y;, ;. Dana hodnota sa nachddza medzi kazdou z dvojic Y}
aYoit, ..., Y aY . Cize minimum funkcie % w;|Y; — 5| sa nadobuda pri 5 = M = Y44,
&ize medigne hodnét {Yi,Ya, ..., Yo}, -
V pripade, ked n je parne ¢islo, n = 2[, sa analogickym sposobom sa ukdze, Ze rieSenim
optimalizd¢énej tilohy je lubovolné éfslo medzi Y; a Y;;; vratane medidnu M = (Y;+Y;,1)/2.
Na hlbsie pochopenie charakteru vazeného medidanového filtra a preukazanie nie-
ktorych vlastnosti danej metddy sme taktiez vyriesili priklady z [8] (str. 254).
Priklad. Nech A(.) je monoténna funkcia. Ukazte, ze plati:

h(WeightMed(Yy,Ya, ..., Yn;w)) = Weight Med(h(Y1), h(Ya), ..., h(Yy);w).
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RieSenie.
Podla definicie monotdénne rastiicej funkcie plati nasledujica implikdcia:

Ty < w3 = f(x1) < f(22).

Podobne pre monoténne klesajucu funkciu plati:

ry < 1wy = f(21) > f(22).

Aplikovanim véh w a operatora ¢ dostdvame postupnost hodnot Y;,Ys,...,Y,, n > N,
z ktorych sa nésledne podla formuldcie (16) zrdta medidn. Predpokladdme, ze hodnoty

Y1,Ys,, ..., Y, st v nasledovnom vztahu:
ESYQSSYmedSSYn
Aplikovanim na dané hodnoty monoténne rasticej funkcie a pouzitim definicie dostavame:

h(Y1) < h(Ys) < ... < h(YViea) < ... < (Ya),

o~ . s . ’ ) 7 )
¢ize poradie sa nezmeni. Potom vieme zapisat nasledujicu rovnost:

h(WeightMed(Y1,Ys, ..., Yn;w)) = h(MED{Y1, ..., Yimeds - - Yn}) = h(Yined) =
MED{hY1),...,h(Yimed), -, h(Yn)} = Weight Med(h(Y1), h(Y2), ..., h(Yn);w).

V pripade, ze funkcia h(.) je monoténne klesajica, dostaneme rovnaky vysledok. Z de-

finicie monoténne klesajucej funkcie vyplyva:

Vi<V <. S Ya <. S Y = A(Y1) = A(Y2) > > h(Yied) = ... > (Yo,

¢ize po aplikovani funkcie h(.) sa poradie hodnot preklopi, ale centrdlna hodnota, ktora

je medidnom danej postupnosti, sa nezmeni.
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3 Regularizacia a Hodrick-Prescottov filter

Uzitoénym ndstrojom pri odstrafiovani sumu z dat moze byt aj optimalizdcia. Jednou
z takych metdd, ktord sa d4 aplikovat na vy¢istenie signalov, je takzvand reqularizacnd
aprorimdcia, ktora je ilohou konvexnej optimalizacie. Na popis tejto metédy je potrebné
zaviest niektoré pojmy stivisiace s danou problematikou.

Vo vSeobecnosti mé tloha regularizacnej aproximécie nasledovny tvar [13]:
min ([|Az =], |[z)- (18)

Vidime, zZe v tejto tlohe sa minimalizuji naraz dve ucelové funkcie v tvare vektorovych
noriem. Normy sa dajui volit Tubovolne. Dand 1loha je urc¢itym rozsirenim takzvanej wlohy

normovanej aprozimdcie, ¢ize ulohy tvaru [13]:
min || Ax — bl|, (19)

kde A € R™™ a b € R™ si zname déta, x € R™ je premenna a ||.|| je norma na priestore
R™. RieSenie optimalizacnej ilohy (19) sa niekedy nazyva pribliznym rieSenim Az ~ b v

norme ||.||. Vektor odchylok (alebo rezidui) sa oznacuje nasledovne:
r=Ax —b.

Optimaliza¢nd tiloha (19) je tilohou konvexnej optimalizacie a je riesitelnd [13]. Tédto
uloha vzdy ma aspon jedno optimalne riesenie. Hodnota ticelovej funkcie sa rovna nule iba
vtedy, ked b € S(A), kde S(A) oznacuje stipcovy priestor matice A. Dany problém je ale
zaujimavejsi a uzitocnejsi, ked b ¢ S(A). Obvykle sa predpokladd, Ze stipce matice A4 st
nezdvislé a plati, ze m > n. Ked m = n, tak optimélne riesenie tlohy (19) m4 analytické
vyjadrenie v tvare A7'b a mozeme predpokladat, ze m > n.

Pri uvedenom probléme sa obvykle stretavame s [y a I normami. V pripade [; normy,
ktord je definovand ako |y|li = |y1] + ... + |yn|, kde y € R™, optimalizacnd tiloha (19)

nadobuda nasledovny tvar:
min |[Az —blly = || + ... + |rm].

Dan4 tloha sa dd naformulovat ako tloha linedrneho programovania v nasledovnej forme

[13]:
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min 17t
—t<Ar—-b<t,

kde x € R™ at € R™ st premenné.

Pouzitim [y normy v tlohe (19), ktord je zndma aj ako Euklidova norma a je definovana

ako: ||ylla = Vyi+...+y?, kde y € R™, sa dostdvame k optimalizacnému problému

nasledovného tvaru:

min ||Ax = b|5 =1 +ri+. .. 2.

Tato tuloha predstavuje sticet stvorcov rezidui. Dany problém sa dd vyriesit analyticky.

Po vyjadreni tcelovej funkcie ako konvexnej kvadratickej funkcie tvaru [13]
f(x) = 2T AT Az — 20T Az + bTD
sa hlad4 minimum danej funkcie. Bod 2 minimalizuje f, ak je splnend nasledujiica rovnost:
Vf(z) =2AT Az — 2ATb = 0.
Potom z mus{ spliiaf:
AT Ax = AT,

Uvedend rovnost vidy mé rieSenie. Ak navySe plati, Ze matica A ma nezdvislé stfpce,
problém m4 jediné riesenie z = (AT A)"1ATbH [13].

Uloha regularizdcie (18) sa da naformulovat ako optimaliza¢nd tloha, ktord pred-

stavuje minimalizdciu vézeného sicétu dvoch tucelovych funkcii predstavenych v (18).

Prislusnd tloha vyzera nasledovne [13]:
min || Az —bl| + y|[z]], (20)

kde v > 0 je vaha priradené norme vektora x. Pri pouziti Euklidovej l; normy sa obvykle
pouziva ina forma regularizacnej tlohy, ktorou je minimalizacia vazeného siuctu stvorcov
noriem:

min || Az — bll3 + v]|z3, (21)

Postupnou zmenou parametra v v intervale (0,00) a nasledovnym vypoctom optima-

lizacnej tlohy (20) sa d& nakreslit trade-off krivka predstavujica optimélne hodnoty
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|Az — b]| a ||z|| v zavislosti od hodnoty parametra «. Dand krivka potom ukazuje na
to, akd velkd ma byt jedna z ticelovych funkcif na to, aby druhd bola mala.

Idea regularizacie v tvare (20) ma aj urcité rozsirenia. Tak napriklad, pri takzvanej re-
qularizdcii vyhladenia sa norma vektora x, ktora vyjadruje velkost riesenia optimalizacne;j

tulohy, nahrad{ funkciou ||Dz||. Potom dostdvame tlohu tvaru [13]:
min || Az — b]| + || D], (22)

kde matica D predstavuje operator prvych alebo druhych diferencii optimalneho riesenia
x. Cize v optimalizaénej tilohe (22) urcuje ||Dx| mieru variancie alebo mieru hladkosti
optimalneho riesenia x.

Predstavme si, ze vektor x € R"™ predstavuje hodnoty nejakej fyzikalnej veli¢iny,
napriklad teploty, pozdlz intervalu [0,1]. Hodnota x; je teplota v bode i/n. Aproximécia
gradientu alebo prvej derivécie parametra v okoli bodu i/n sa d& vyjadrit v tvare n(x; , —

x;), a aproximécia druhej derivacie je vyjadrena v tvare druhych diferencit:
n(n(miﬂ — Iz) — TL(IZ — xi_l)) = n2<CL’Z‘+1 - 2(131 + xi—l)

Matica D v optimalizacnej ilohe (22) je teda trojdiagonédlna matica nasledovného tvaru:

1 -2 1 0 ... 0 0 0 O
o1 -21 ... 0 0 0 O
I
0O 0 0 0. -2 1 0 0
o 0 0 0 . 1 =2 1 0
o 0 0 0. 0o 1 =21

Potom Dz reprezentuje aproximéciu druhej derivacie parametra a ||Dz||3 urcuje stredné
kvadratické zakrivenie parametra = pozdlz intervalu [0, 1].
S problémom regularizacnej aproximéacie sa vieme detailnejsie obozndmit v bakaldrske;

préace [14].

3.1 Aplikacia regularizacie na odstranovanie Sumu z dat
Pri rekonstrukeii zasumeného signdlu sa opét vraciame k povodnej formuldcii:
}/t - ft + Xta
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kde f; zodpoveda ocistenému signalu a X; je Sum. Vo vSeobecnosti sa predpoklada, ze
signal f; sa nemeni prilis rychlo, ¢o znamena, ze f; ~ f;,1. Po zavedeni tohto predpokladu
je ulohou odstranit sum a zaroven zachovat do istej miery hladkost povodného signélu.
Potom v zmysle zdkladnej formuldcie tloh regularizacnej aproximéacie (18) dostdvame

nasledujici tvar optimalizacnej dlohy pre dany problém [13]:

min (|.f = Ylla, |1 F]1) (23)

kde ]? je premenna reprezentujuca filtrovanu verziu signdlu a Y je vopred dany zasumeny
signél. Vysledkom optimaliza¢nej tlohy rekonstrukcie signalu (23) je signal . ktory je
blizko zasumenej verzie Y v zmysle [, normy a zaroven je dostatocne vyhladeny, cize
hodnota | ]| je malé. Uloha (23) je tilohou konvexnej optimalizdcie, ¢o znamend ze na jej
riesenie sa dajui pouzit metédy, sivisiace s danou problematikou.

Zakladnou metdédou rekonstrukcie signalu je takzvané kvadratické vyhladenie. Pri uve-

denej metdde sa pouziva kvadratickd funkcia vyhladenia, ktora vyzera nasledovne [13]:
A& 2 22
Gquad(f) = 22 (fis1 — fi)* = | DfII3,

i=1

kde D € RN=DXN je dvoj-diagondlna matica:

-1 1 0 0 0 0
0 -1 1 0 0 0
D=
0 0 0 .. -1 10
0 0 0 .. 0 —11

Vychadzajic z formulacie (20) dostdvame optimalizacni ilohu pre odstranovanie Sumu z

dat v nasledovnom tvare:

min |[f =Yz +yIIDf]3, (24)

kde parameter v > 0 urcuje trade-off medzi hladkostou filtrovaného vystupu ]? a jeho
blizkosti k zasumenému signalu z hladiska I, normy. Riesenie danej optimaliza¢nej tlohy

sa da vyjadrit analyticky v tvare [13]:

~

f=(I+~D"D)" Y.
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Dané analytické rieSenie sa da spoéitat velmi efektivne, pokym matica I + vDTD je
trojdiagondlna, ¢o v tomto pripade plati [13].

Metdda kvadratického vyhladenia funguje dobre pri rekonstrukcii signalov v pripade,
ze povodny signél bez sumu je dostatocne hladky, ¢ize neobsahuje vyrazné okamzité skoky.
Akékolvek rychle zmeny povodného signdlu budi zrejme zoslabené alebo odstrdnené kvad-
ratickym vyhladenim.

V pripade krokovych alebo aj inych signdlov obsahujucich okamzité rychle zmeny
vhodnou je metdda rekonstrukcie totdlnou varidciou. Tato metdda je zalozend na funkcii

vyhladenia nasledovného tvaru [13]:
N-1 _ N N
O = 2. |fisa = fil = IDf]x-
i=1

Dana funkcia je totdlnou varidciou vektora ]? € RN apodobne ako funkcia ¢,,qq zdoraziiuje
velké okamzité zmeny vo vystupnom signali. Odlisné je to, Ze funkcia ¢y, pri optimalizécii
priradi vyrazne mensie penalty hodnotam |ﬁ+1 — ﬁ| > 1 nez ¢gyad, €O znamena, ze nie-
ktoré dolezité detaily, ako st napriklad skoky alebo kroky, mozu byt vo vyfiltrovanom
signali zachované. Optimaliza¢na tloha zodpovedajica danej funkcii vyhladenia ma po-
tom nasledovny tvar:

min |f = Y||2+~|Df]. (25)

Na lepsie pochopenie uvedenej metodiky porovname tieto dva pristupy na priklade
zasumeného krokového signdlu Y;, ktory sme uviedli na Obr.34 spolu s jeho pévodnou
ocistenou verziou f;.

Najprv sa pozrieme na rieSenie dané¢ho problému metédou kvadratického vyhladenia.
Riesenim optimalizacnej ilohy (24) sa pre rézne hodnoty v € [0,00) zostroji trade-off
krivka, popisujtica zévislost velkosti || f — Y||2 od || Df]|2. Ako uz bolo spomenuté vyssie,
optimalizaéna tloha (24) je tlohou konvexnej optimalizicie, ¢ize na jej rieSenie sa da
pouzit modelovaci systém CVX [15], [16], ktory je nadstavbou softvéru MATLAB a je

urceny na rieSenie tloh konvexnej optimalizacie. Pouzitim nizsie uvedeného kodu:

cvx_begin
variable x(n)
minimize( norm(x - Y) + gamma*norm(D*x) )

cvx_end
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Obr. 34: Krokovy signél f; a jeho zaSumena verzia Y;.

vyriesime optimalizacni ulohu (24). Premennd z je v tomto pripade vystupom filtrovania,
¢ize v zmysle formuldcie (24) tato premennd zodpovedd optimélnemu filtrovanému signélu
f. Na vykreslenie trade-off krivky sme pouzili 20 hodnét parametra ~y, presnejsie to boli
hodnoty logspace(-2, 2, 20). Na Obr.35 je uvedend trade-off krivka zodpovedajica tymto
hodnotam a signalu zobrazenému na Obr.34. Extrémna hodnota na pravej strane trade-off
krivky zodpoveds vystupu f = Y a hodnota téelovej funkcie je potom rovna || Df]|2 =
85, 3. Extrémna hodnota na lavej strane krivky zodpovedd vystupu f: 0, pre ktory plati
IF=YIZ= VI3 = 331,5.

Na Obr.36 sme pre porovnanie uviedli vystupy filtrovania pre tri rozne hodnoty ||f—
Y'||3, ¢ize aj pre 3 rozne hodnoty parametra v. Horny obrazok zodpoveda signdlu vypocitanému
pri v = 2,07 a hodnota miery podobnosti zasumenému signalu sa v tomto pripade rovna
If = Y2 = 58,09. Obrézok v strede zodpoved4 hodnotdm v = 3,36, || f — Y||2 = 68, 82.
Dolny obrézok je pre hodnotu v = 8,86 a || f — V|2 = 95, 50.

Na obrézku je vidiet, ze v porovnani s povodnym signdlom znézornenym na Obr.34
sa najlepsie vyhladenie dosiahlo pri hodnote ||f — Y||2 = 68,82, ktord zodpoved4 zlomu
na trade-off krivke. Vysledok filtrovania ziskany pri vicsej velkosti je prili§ vyhladeny, ¢o
znamena ze sa stratili dolezité detaily v tvare krokov. Naopak na hornom obrazku vidime,

7e sa dostatocne vela Sumu neodstranilo pri aplikovani kvadratického vyhladenia s takto
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Obr. 35: Trade-off krivka zodpovedajica krokovému signélu. Cervené krizky zodpovedaji

vysledkom ziskanym pre rozne hodnoty v = logspace(—2, 2, 20).

zvolenymi hodnotami parametrov.
Podobnym sposobom sme ukéazali fungovanie metédy rekonstrukcie signalu totalnou
variaciou. Pre analyzu sme zvolili signal zobrazeny na Obr.34. Na vyriesenie ulohy kon-

vexnej optimalizacie (25) sme pouzili modelovaci systém CVX a koéd uvedeny nizsie:

cvx_begin
variable x(n)
minimize( norm(x - Y) + gamma*norm(D*x, 1) )

cvx_end

Na Obr.37 je uvedend trade-off krivka, ktora bola spravena rovnakym sposobom ako
pri kvadratickom vyhladeni.

Obr.38 zodpoveda trom réznym vystupom filtrovania zasumeného signalu metédou
totdlnej varidcie, konkrétne su to signdly zodpovedajice hodnotdam H]/”\— Y3 = 25,45,
If=YI3=41,12a||f = Y[ = 86,15,

Horny signal na Obr.38 obsahuje velké mnozstvo neodstrdaneného sumu. Dolny signdl
je prilis vyhladeny, ¢ize neobsahuje pomaly sa meniace casti povodného signalu. Signél
v strede Obr.38 zodpovedd hodnotdm na zlome trade-off krivky. DoleZitou vlastnostou

metody totalnej variacie je to, ze na rozdiel od kvadratického vyhladenia zachovava
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Obr. 36: Vysledky filtrovania krokového signalu metédou kvadratického vyhladenia. Horny
obrazok zodpovedd signdlu vypocitanému pri v = 2,07 a ||f— Y||2 = 58,09. Obrazok v strede
v =3,36, ||f — Y2 = 68,82. Dolny obrdzok v = 8,86 a ||f — Y2 = 95, 50.

okamzité zmeny povodného signalu ako napriklad kroky.
Inou casto pouzivanou metédou na vytvorenie trendu ¢asovych radov a odstranovanie

sumu z dat je Hodrick-Prescottov filter, ktory opiseme v dalsej casti tejto prace.
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Obr. 37: Trade-off krivka zodpovedajica krokovému signélu. Cervené krizky zodpovedaji

vysledkom ziskanym pre rézne hodnoty v = logspace(—2, 2, 20).
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Obr. 38: Vysledky filtrovania krokového signalu metédou totalnej varidcie. Horny obrazok
zodpoveda signdlu vypoéitanému pri v = 0,04 a ||f— Y||3 = 25,45. Obrézok v strede v = 0, 30,
If = Y||2 = 41,12. Dolny obréazok v = 2,07 a || f — Y||2 = 85, 15.
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3.2 Hodrick-Prescottov filter

Hodrick-Prescottov filter, ktory sa obvykle pouziva na generovanie trendu ¢asovych radov a
vyhladenie dét, je taktiez regularizacnou metédou. Na rozdiel od kvadratického vyhladenia
a vyhladenia pomocou totédlnej variacie sa v danej metode miera vyhladenia dat pocita
pomocou druhych diferencii. Pri danom filtri odhad ocisteného signalu ﬁ je riesenim

optimaliza¢nej tlohy nasledovného tvaru [17]:

N R N-1 o
min (Vi — fi)? +79 2 (fier — 2/ + fien)?
=1 =2

kde v > 0 je parameter regularizdcie, ktory zodpovedd za trade-off medzi hladkostou
oc¢isteného signalu a odchylkou od zasumenej verzie Y;. VSimneme si, ze argument, zod-
povedajiici druhému sicinitelu danej minimalizacnej tilohy, ﬁ,\l — 2]/“; + ﬁ:l, je nulovy iba
vtedy, ked body f/t_\l, ]?t, ﬁ:l lezia na priamke. To znamena, ze druhé tcelova funkcia tejto
optimalizacnej tilohy je nulova v pripadoch, ked vystup filtrovania ﬁ je afinnou funkciou
]/”\t =« + ft, kde « a f st konstanty:.
Vychddzajic z formuldcie regularizaénej ilohy (20) dostdvame nasledovny tvar pre
Hodrick-Prescottov filter:
min | f — Y3+ Durfl3, (26)

kde matica Dgyp je maticou druhych diferencii v nasledovnej forme:

1 -2 1 0 ... 0 0 0 O

0o 1 -2 1 0O 0 0 0
Dpp =

o 0o 0 0 ... -2 1 00

0O 0 0 0. 1 -2 1 0

0O 0 0 0. 0o 1 =21

Optimalizacnd tloha (26) je konvexnou tlohou a podobne ako v (24) sa jej riesenie dé
vyjadrit analitycky. Potom dané rieSenie vyzera nasledovne [17]:

o~

f=I+2yDypDpp)”'Y.

Vidime, ze vystup Hodrick-Prescottovho filtra je linéarnou funkciou casového radu Y.
Dalsou uzitoénou vlastnostou tejto metédy je ohranicenost relativnej chyby fitovania

signalu Y. Relativna chyba je zhora ohranicend a splia nasledujicu nerovnost [17]:
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1Y —Fll2 32y
Y2 = T+32y°

Uvedens nerovnost ukazuje na to, ze pri priblizovan{ regulariza¢ného parametra v k nule
konverguje riesenie optimaliza¢nej ilohy J?k povodnému zasumenému signalu Y.

Pri zvysSovani regularizacného parametra v vystup Hodrick-Prescottovho filtra konver-
guje k priamke, ktora najlepsie popisuje data Y. To znamenad, ze pri v — oo konverguje
vystup filtra k afinnej funkcii:

f=a+pt,

kde konstanty o a 8 majui nasledovné vyjadrenia [17]:

o
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4 Experiment

V predoslych castiach sme videli, ze kazdy filter alebo metéda na odstranovanie Sumu
z dat mali svoje vyhody a nevyhody v zavislosti od typu signalu alebo sumu. Kva-
lita ocistenia signalu je taktiez ovplyvnend volbou parametra h, ¢iZe rozsahom hodnot
signalu vstupujucich do filtra v danom c¢asovom bode. Pri regularizacnych metédach je
vysledok ovplyvneny volbou parametra . Optiméalnost volby danych parametrov nie je
jednoznacne dana pre konkrétne metédy, ¢ize obvykle hodnotu parametrov vieme len od-
hadnit. Napriklad v pripade regularizdcie sa parameter v voli po vykresleni trade-off

krivky a vyskusanim niektorych hodnot leziacich v okoli jej zlomu.

4.1 Popis experimentu

Ideou experimentu bolo porovnat kvalitu ocistenia niektorych metdéd prebranych v tejto
préaci na generovanych signaloch rézneho typu v zavislosti od mnozstva impulzného Sumu
pritomného v datach. Kvalitu ocistenia zaSumeného signalu sme merali pomocou prie-
mernej kvadratickej odchylky (MSE) ocisteného signalu £, od jeho povodnej nezasumenej
verzie f;. Taktiez sme chceli experimentdlne potvrdit niektoré teoretické vlastnosti metéd
a zistit, ¢i existuje nejakd zavislost medzi mnoZstvom impulzného Sumu a optimdlnou
volbou parametrov & a -, pri ktorych sa dosahuje optimélne ocistenie v zmysle MSE.

Experiment sme programovali prostrednictvom softvéru R a na skimanie metdd regu-
larizacie sme pouzivali modelovaci systém CVX, ktory je nadstavbou softvéru MATLAB.
V Prilohe A je iba ¢ast nami vytvoreného kédu kvoli jeho zdlhavosti. Dan ¢ast kédu pred-
stavuje experiment s linearnym sklonom, naprogramovany pomocou softvéru R. Vsetky
pouzité filtre boli ru¢ne naprogramované v tvare funkcii.

Sktimali sme §tyri typy signalov: konstantny signdl, linearny sklon, krokovy signal
a rastticu sfnusoidu. Dizka experimentalnych signdlov je rovnha N = 500. Dané signaly
zasumené jednou z realizdcii gaussovského sumu N(0,4) sme uviedli na Obr.39.

V experimente sme pouzivali krokovy signal, ktory bol znazorneny na Obr.34. Rasttca
sinusoida je sic¢tom linedrneho sklonu a sinusoidy s predpisom 15sin(x), kde = € [0, 8.

Na danych signaloch sme pozorovali spravanie piatich filtrov, ktorymi si: mean filter,

medidnovy filter, Gaussove kernel filtre (4), (5), a taktiez modifikovany trimmed mean
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Obr. 39: Signély zasumené gaussovskym Sumom N (0,2). Konstantny signdl (vlavo hore),

linedrny sklon (vpravo hore), krokovy signal (vlavo dole), rastiica sinusoida (vpravo dole).

filter s parametrom ¢ = 10. Do analyzy sme zapojili aj regularizacné metody, konkrétne
metodu kvadratického vyhladenia, rekonstrukciu totalnou varidciou a Hodrick-Prescottov
filter.

V kazdom opakovani experimentu sa na zaciatku generoval zasumeny signal, ktory je
suc¢tom povodného signdlu bez Sumu f; a realizacii ndhodnej premennej X, = N(0,4),

¢ize gaussovského Sumu. Ako vysledok dostavame signal tvaru:
Y= fi + Xi.

Pre kazdy takto vygenerovany signal sme postupne vymienali 2% jeho hodnot za im-
pulzny sum, ktorého velkost bola taktieZ ndhodnd v intervale od 12 do 18. Impulzny
Sum sme priddvali desatkrit, teda na konci sme mali signdl obsahujici 20% impulzov
(100 dét) a 80% gaussovského sumu (400 dat). V kazdej faze pridania impulzov sme ap-
likovali na ziskany signal filter, pre ktory sme menili parameter h v intervale od 1 do
250. Prejdenim cez vsetky hodnoty velkosti okna sme ziskali optimalnu mieru vyhladenia

daného zasumeného signalu v zmysle MSE a jej zodpovedajicu optimalnu hodnotu para-
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metra h. V pripade regulariza¢nych metod sme v kazdej faze pouzivali 20 r6znych hodnot

parametra vy vygenerovanych pomocou prikazu:
gamma = logspace( -2, 2, 20 ).

Takto naprogramovany algoritmus sme aplikovali na styri typy experimentalnych signélov.
Kvoli casovej naro¢nosti daného experimentu sme spravili 100 opakovani pre kazdy typ
signélu. Ziskané vysledky pre vSetky typy filtrov a signalov sme potom spriemerovali a
dostali sme priemerné hodnoty optimélnej MSE pre rozne pocty impulzného Sumu a im

zodpovedajice priemerné optimélne hodnoty parametrov h a 7.

4.2 Vysledky experimentu

Ziskané priemery sme spracovali do grafov a uviedli v tejto ¢asti. Na Obr.40 st znazornené

priemerné optimalne MSE pre konstantny signél a pat typov filtrov.
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Obr. 40: Priemerné optimalne MSE v zavislosti od po¢tu impulzov pritomného v détach pre

konstantny signdl a p#t skimanych filtrov.

Cervens farba zodpoved4 vysledkom pre mean filter (Mean), modré farba — medidnovy

filter (Median), z1t4 — Gaussov kernel s oknom filtrovania, ktory bol naformulovany ako (5)
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a pre jednoduchost oznaceny ako GaussK, zelens farba zodpoveds vysledkom pre Gaus-
sov kernel (4) (GaussK?2), ¢ierna — modifikovany timmed mean filter (7rimm). Krazky
na grafoch zodpovedaji hodnotam ziskanym pocas experimentu pre rozne mnozstva im-
pulzného Sumu. Podobnym sposobom sme na Obr.41 zobrazili vysledky priemerovania

optimalnej hodnoty parametra h.

optimalne h
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Obr. 41: Priemerné optiméalne hodnoty parametra h v zavislosti od po¢tu impulzov pritomného

v dédtach pre konstantny signdl a piit skimanych filtrov.

Z Obr.40 je vidiet, Ze pri zvySovani mnoZstva impulzného sumu Trimm a Median filtre
vykazuji najlepsiu kvalitu vyhladenia. GaussK, GaussK2 a Mean maju podobny rastici
trend optimalnej MSE pri zvySovani poctu impulzov. Dokonca hodnoty optimalnej MSE
pre Mean a GaussK filtre su skoro identické.

7 Obr.41 je vidiet, Ze optimalna MSE sa vo vicsine pripadov dosiahla pri maximélnej
moznej hodnote parametra h = 250. V prvej kapitole sme popisali zavislost vystupu
linedrnych filtrov od zvysSovania parametra h a videli sme, Ze sa priblizovali k vodorovnej
¢iare, ¢ize konStantnému signélu. Inym vysvetlenim je aj to, ze Sum bol generovany z
rozdelenia N(0,4), ¢ize ¢im viac ddt bude vstupovat do priemeru, tym sa budeme viac

priblizovat k strednej hodnote daného rozdelenia, ktord zodpoveds hodnote konstantného
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signdlu v Tubovolnom ¢ase. Rovnako aj pri medidnovom filtri vicsie okno filtrovania
zarucuje to, Ze vyrazne odlisné hodnoty, povazované za impulzny sum, budi ¢o najdalej
od medianu dat, ¢ize neovplyvnia vystup.

Na Obr.42, Obr.44 a Obr.46 st zndzornené optimalne MSE pre tri dalSie experi-
mentalne signdly. Vieme usudit, Ze vo vsetkych pripadoch nezévislé od typu signélu sa
lepsie ukéazali nelinearne filtre, z ktorych najkvalitnejsie vyhladenie pri rastiicom mnozstve
impulzného sumu zarucuje modifikovany trimmed mean filter. Rychlost narastu optimdlne;j
MSE pri rasticom pocte impulzov v pripade skimanych linedrnych filtrov je vyrazne
vyssia nez rychlost zodpovedajica nelinedarnym metédam. Dané experimentalne vysledky
nie su v rozpore s tedriou, ¢ize sa potvrdil ten fakt, ze v pripade impulzného Sumu su
nelinedrne metody vyhodnejsie.

Na Obr.43, Obr.45 a Obr.47 su zakreslené optimélne hodnoty parametra h, zodpo-
vedajiceho najlepsej kvalite vyhladenia pre tri zvysné typy signdlov. Nezavislé od tvaru
zasumeného signalu trend optimélnych hodnot A pri zvysujicom sa mnozstve impulzov je
podobny pre linedarne metédy a taktiez aj pre nelinearne. Pri linearnych filtroch sa okno
filtrovania rozsiruje pri zvysovani impulzného Sumu. Naopak pre nelinearne filtre vidime

konstantny alebo klesajuci trend.

7 Obr.43 a Obr.47 vidime, ze pre linearny sklon a rasticu sinusoidu sme dostali po-
dobné vysledky v zmysle trendov jednotlivych kriviek. Napriklad pri zvySovani poctu im-
pulzov bol optimalny parameter h pre Median a Trimm filter zhruba na rovnakej drovni.
Pri linearnych filtroch pozorujeme rastici trend s hodnotami vyssimi nez pri nelinedrnych
metodach. Pri GaussK2 filtri nastalo prekrocenie optimalnych hodnot nelinearnych metéd

pri 10% impulzného sumu pre obidva typy signdlov.

Vysledky zodpovedajice krokovému signalu, ktoré si zobrazené na Obr.45, poukazuju
na klesajuci trend pri nelinedrnych metédach. Taktiez vidime, ze linearne filtre dosahuju
najlepsie vyhladenie v zmysle MSE pre malé hodnoty h. V prvej kapitole sme ukazovali, ze
¢im mensie okno filtrovania sa pouzije pri vyhladeni, tym bude vystup filtra viac podobny
zasumenému signalu. Dany fakt potvrdzuje to, ze rekonstrukcia krokov je problémova pre

linearne metddy, ¢o vidime aj z optimalnych hodnét MSE na Obr.44.
Vysledky experimentu pre regularizacné metody a Styri typy experimentalnych signélov

sme uviedli na d'alsich obrdzkoch. Priemerné optimélne MSE st zndzornené na Obr.48,
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Obr.50, Obr.52 a Obr.54. Priemerné optimélne hodnoty regulariza¢ného parametra v pri
ktorych sa dosiahla najlepsia kvalita vyhladenia, st uvedené na Obr.49, Obr.51, Obr.53
a Obr.55.

Pri vsetkych typoch signdlov vidime narast optimélnej MSE pri zvySovani mnozstva
impulzného Sumu v datach. Z Obr.50 a Obr.54, ktoré zodpovedaju linearnemu sklonu
a rasticej sinusoide vidime, ze najlepsia kvalita vyhladenia pre tieto dva typy signalov
sa dosiahla pomocou Hodrick-Prescottovho filtra (HP). Najhorsie v tomto pripade do-
padla metdda totdlnej varidcie (L1). Opa¢nd situdcia nastala pri konstantnom a krokovom
signaloch, o ¢om sa vieme presvedéif z Obr.48 a Obr.52. V pripade konstantného signdlu
metdda totdlnej varidcie a metéda kvadratického vyhladenia (L2) maji rovnaké prie-
merné optimalne hodnoty MSE v intervale od 0.0178 pri 2% impulzného sumu do 0.0929
pri 20%. Regularizacne metédy sa preukézali najhorsie pri vyhladeni krokového signélu. Z
Obr.52 vidime, Ze najvicsia chybovost zodpovedd HP filtru, konkrétne optimalne hodnoty
MSE sa menia od 3.5647 do 8.7072 pri zvySujucom sa pocte impulzného sumu. Najlepsou
je v tomto pripade L1 metéda s hodnotami optimélnej MSE od 0.6927 do 2.6465.

Na vsetkych grafoch priemernej optimalnej hodnoty parametra ~ vidime, ze najvécsie
vysledky zodpovedaju HP filtru. Jedine pri krokovom signali na Obr.53 pozorujeme rastici
trend pri HP filtri a po prekroceni 8% hranici poc¢tu impulzov, hodnoty ~ pre dany filter
su vacsie nez hodnoty zodpovedajice L2 metdde. Pri spracovani tedrie o danom filtri sme
videli, ze pri zvySovani regularizacného parametra vystup HP filtra konverguje k priamke,
ktora najlepsie popisuje data. V pripade linedarneho sklonu a konstantného signalu, ktoré

maju tvar priamky, HP filter dosahuje najlepsie vyhladenie pri hrani¢nej hodnote v = 100.

66



1.0

0.8
|

primerna MSE
0.6

0.4

0.2

0.0
|

T T T T T T T T T 1
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

% impulzov

Obr. 42: Priemerné optimalne MSE v zavislosti od po¢tu impulzov pritomného v datach pre

linearny sklon a pét skimanych filtrov.
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Obr. 43: Priemerné optimélne hodnoty parametra h v zavislosti od poc¢tu impulzov pritomného

v ddtach pre linearny sklon a pit skimanych filtrov.
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Obr. 44: Priemerné optimalne MSE v zavislosti od po¢tu impulzov pritomného v datach pre

krokovy signal a piat skimanych filtrov.
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Obr. 45: Priemerné optimélne hodnoty parametra h v zavislosti od poc¢tu impulzov pritomného

v ddtach pre krokovy signal a pitf skimanych filtrov.
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Obr. 46: Priemerné optimalne MSE v zavislosti od po¢tu impulzov pritomného v datach pre

rasticu sinusoidu a pét skiimanych filtrov.
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Obr. 47: Priemerné optimélne hodnoty parametra h v zavislosti od poc¢tu impulzov pritomného

v ddtach pre rasticu sinusoidu a pét skimanych filtrov.
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Obr. 48: Priemerné optimalne MSE v zavislosti od po¢tu impulzov pritomného v datach pre

konstantny signal a tri typy regulariza¢nych metdd.
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Obr. 49: Priemerné optimélne hodnoty parametra v v zavislosti od po¢tu impulzov pritomného

v datach pre konsStantny signal a tri typy regulariza¢nych metdd.
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Obr. 50: Priemerné optimalne MSE v zavislosti od po¢tu impulzov pritomného v datach pre

linearny sklon a tri typy regulariza¢nych metdéd.
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Obr. 51: Priemerné optimélne hodnoty parametra v v zavislosti od po¢tu impulzov pritomného

v datach pre linedrny sklon a tri typy regulariza¢nych metdod.
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Obr. 52: Priemerné optimalne MSE v zavislosti od po¢tu impulzov pritomného v datach pre

krokovy signdl a tri typy regulariza¢nych metdéd.
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Obr. 53: Priemerné optimélne hodnoty parametra v v zavislosti od po¢tu impulzov pritomného

v datach pre krokovy signal a tri typy regulariza¢nych metdd.
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Obr. 54: Priemerné optimalne MSE v zavislosti od po¢tu impulzov pritomného v datach pre

rasticu sinusoidu a tri typy regulariza¢nych metdd.
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Obr. 55: Priemerné optimélne hodnoty parametra v v zavislosti od po¢tu impulzov pritomného

v datach pre rasticu sinusoidu a tri typy regulariza¢nych metdod.
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Zaver

Cielom diplomovej prace bolo prehladne spracovat rozne algoritmy odstraiiovania sumu
z dat, vyuzivajuc metédy z roznych oblasti matematiky. Pri spracovani dat sme pouzili
softvér R a MATLAB. Tieto systémy umoznili vygenerovat vhodné ddta a porovnat na
nich fungovania prebratych metod a algoritmov.

V prvej kapitole sme sa zameriavali na linearne filtre, ktoré si neparametrickymi
metédami odstranovania Sumu z dat. Uviedli sme zdkladnt formuléciu linedrnych fil-
trov. Nasledne boli popisané najjednoduchsie, ale ¢asto pouzivané filtre: obojstranny a
jednostranny moving average algoritmus. Dané algoritmy sme naprogramovali a overili
sme ich vlastnosti na datach pomocou softvéru R. Tieto filtre sme taktiez porovnali s
komplikovanejsimi kernel metodami, ktoré sme taktiez podrobne skimali a popisovali v
danej kapitole. Ukazali sme vplyv parametrov skalovania na vystupy Gaussovho a Epa-
nechnikovho kernelov. Pri spracovani tejto problematiky sme vychadzali hlavne z [1] a [2].
Na konci kapitoly sme prebrali metédu exponencidlneho vyhladenia, ktora je vylepsenou
verziou jednostranného moving average algoritmu. Pri popise danej metédy sme pouzili
hlavne zdroj [7].

Pri spracovani druhej kapitoly sme vychddzali hlavne zo zdroja [8]. V tejto Casti
prace sme sa zaoberali nelinearnymi filtrami, konkrétne sme zaviedli pojem medidanového
filtra, trimmed mean filtra, L-filtra, C-filtra a vadZzeného medianového filtra. Porovna-
nie linedrnych a nelinearnych metéd sme spravili na priklade dvoch zékladnych filtrov,
ktorymi st mean a medidnovy filter. Vdaka softvéru R sme otestovali spravanie tychto
metod v pripade zasumenia troch ukazkovych signalov gaussovskym alebo impulznym
sumom. Dalsie metédy pritomné v tejto kapitole sme podrobne popisali, poukézali sme
na ich vyhody a na sposoby ich pouzitia.

V tretej kapitole sme popisali vyuzitie optimalizacie pri probléme odstranovania Sumu
z dat. Konkrétne sme sa venovali metdde regularizacnej aproximacie a jej aplikovaniu pri
rekonstrukeii signélov. Informécie o tejto problematike sme cerpali hlavne z [13]. Dané
metody su naformulované v tvare tloh konvexnej optimalizacie, preto sme na ich riesenie
pouzivali modelovaci systém CVX. Na priklade metody kvadratického vyhladenia a re-
konstrukcie totalnou varidciou sme ukazali sposob filtrovania zasumeného signéalu, ktory

je zaloZzeny na pouziti trade-off krivky. Skimali sme zavislost riesenia optimalizacnych
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uloh od hodnoty regulariza¢ného parametra v. Napokon sme zaviedli formulaciu Hodrick-
Prescottovho filtra ako tlohy regularizacnej aproximécie a popisali sme najdolezitejsie
vlastnosti danej metody.

V poslednej casti tejto prace sme sa venovali navrhnutiu a naslednému spracova-
niu experimentu, v ktorom sme skimali vplyv zvySovania mnozstva impulzného Sumu
v dédtach na optimalnu hodnotu priemernej kvadratickej odchylky (MSE). Taktiez sme
sa pozerali na hodnoty parametrov h a ~, pri ktorych dana optimalna hodnota bola
dosiahnuta. Vysledky experimentu sme spracovali do grafov, ktoré sme uviedli v tejto
kapitole. Zo vSetkych skimanych filtrov sa najlepsie v zmysle MSE preukézal modifiko-
vany trimmed mean filter. Taktiez sme usudili, ze pri vSetkych skimanych typoch expe-
rimentalnych signalov, nelinearne filtre funguju lepsie, nez linearne. Tym sme potvrdili
teoretické myslienky o vhodnosti pouziti nelinedrnych filtrov v pripade impulzného sumu.
Pri regularizacnych metodach sme zistili, ze Hodrick-Prescottov filter je lepsi na pouzitie
pri signaloch typu linedrneho sklonu alebo rasticej sinusoidy. V pripade konstantného
a krokového signalov sa najlepsie ukazala metdda totalnej variacie. Pre kazdd pouzitu
metodu sme taktiez odhalili charakter zavislosti optimalnej hodnoty parametra h alebo ~
od mnozstva impulzného Sumu v experimentalnych signaloch.

Podla mojho nézoru, tato problematika je nielen zaujimava, ale aj velmi uzitocnd. V
dnesnej dobe sa castokrat stretdvame s obrovskym mnozstvom dét, ktoré majui velkd frek-
venciu, ¢ize trend je tazko rozlisitelny. Nami prebrané metédy umoziiuji nielen odstranit

Sum 7z dat, ale aj zachovat signifikantné vykyvy.
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Priloha A

Experiment pre linearny sklon naprogramovany v softvéri R

HE#H#HARH#E kniznice #HHHHHHHHH
library(pracma)
#H###H##IH#E pocet opakovani v experimente ######HH##H
pocet<-100
#H##H#HH##E experiment s linearnym sklonom ##########
error_mean_l<-matrix(rep(0, pocet*10), nrow = pocet, ncol=10)
error_GaussK_l<-matrix(rep(0, pocet*10), nrow = pocet, ncol=10)
error_med_l<-matrix(rep(0, pocet*10), nrow = pocet, ncol=10)
error_tream_l<-matrix(rep(0, pocet*10), nrow = pocet, ncol=10)
error_GaussK2_l<-matrix(rep(0, pocet*10), nrow = pocet, mncol=10)
h_mean_l<-matrix(rep(0, pocet*10), nrow = pocet, ncol=10)
h_GaussK_l<-matrix(rep(0, pocetx*10), nrow = pocet, ncol=10)
h_med_l<-matrix(rep(0, pocet*10), nrow = pocet, mncol=10)
h_tream_l<-matrix(rep(0, pocet*10), nrow = pocet, ncol=10)
h_GaussK2_l<-matrix(rep(0, pocet*10), nrow = pocet, ncol=10)
#H######## definovanie signalu ####H######
t<-seq(1,500,by=1)
f2<-rep(1, 500)
for (i in 1:500){

f2[il<-t[i]%0.2
}
for (z in 1:pocet){
X2<-rnorm(500, mean = 0, sd = 2)
Y2<-£2+X2
#H#dH#H#E rozsah impulzov ##########
a<-12
b<-20
###HHEHHHARHHEE pridanie impulzov ####HHHHHHHHESHHAHHH
for(i in 1:10) {
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pos<-floor (500*runif (0.02*length(Y2), min = 0, max = 1))
impulz<-(b-a)*runif (0.02*xlength(Y2), min = 0, max = 1)+a
znak<-runif (0.02*length(Y2), min = O, max = 1)
for (n in 1:(0.02%length(Y2))) {
if (znak[n]<0.5){
znak[n]<- -1
}
else{
znak[n]<- 1
}
}
for(j in 1:(0.02*length(Y2))){
Y2[pos[jll<-f2[pos[jl]+impulz[j]*znak[j]
}
#H##H#HH###AR prechod cez vsetky h pre mean #########H#H#H#H#AH#
error_mean_1[z,i]<-sum((f2-mean_filter(l, Y2))~2)/length(Y2)
h_mean_1[z,i]<-1
for (j in 1:250) {
if (sum((f2-mean_filter(j, Y2))"2)/length(Y2)<error_mean_1[z,i]){
error_mean_1[z,i]<-sum((f2-mean_filter(j, Y2))~2)/length(Y2)
h_mean_1[z,i]<-j
}
}
i ####E prechod cez vsetky h pre GaussK ###########
error_GaussK_1[z,i]<-sum((f2-GaussK_filter (1, Y2))~2)/length(Y2)
h_GausskK_1[z,i]l<-1
for (j in 1:250) {
if (sum((f2-GaussK_filter(j, Y2))~2)/length(Y2)<error_GaussK_1l[z,i]){
error_GaussK_1[z,i]<-sum((f2-GaussK_filter(j, Y2))~2)/length(Y2)
h_GaussK_1[z,i]<-j
}
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}
i #### prechod cez vsetky h pre GaussK2 ################
error_GaussK2_1[z,i]<-sum((f2-GaussK2_filter(1, Y2, 1, t))~2)/length(Y2)
h_Gaussk2_1[z,i]l<-1
for (j in 1:250) {
if (sum((f2-GaussK2_filter(j, Y2, 1, t))"2)/length(Y2)<error_GausskK2_1[z,i]){
error_GaussK2_1[z,i]<-sum((f2-GaussK2_filter(j, Y2, 1, t))~2)/length(Y2)
h_Gaussk2_1[z,i]<-j
}
}
#H###H##H### prechod cez vsetky h pre MED ###########H####E
error_med_1[z,i]<-sum((f2-med_filter (1, Y2))~2)/length(Y2)
h_med_1[z,i]l<-1
for (j in 1:250) {
if (sum((f2-med_filter(j, Y2))~2)/length(Y2)<error_med_1[z,i]){
error_med_1[z,i]<-sum((f2-med_filter(j, Y2))~2)/length(Y2)
h_med_1[z,i]<-j
}
}
#iudf#H## prechod cez vsetky h pre MTM #ust#tf#iH#####
error_tream_l[z,i]<-sum((f2-MTM_filter(10,1,Y2))"2)/length(Y2)
h_tream_1[z,i]l<-1
for (j in 1:250) {
if (sum((£f2-MTM_filter(10,j,Y2))"~2)/length(Y2)<error_tream_1[z,i]){
error_tream_1[z,i]<-sum((£f2-MTM_filter(10,j,Y2))"2)/length(Y2)
h_tream_1[z,i]<-j
}
}
HAHHSHAH S HEH S HEH SR GRS H SRS SRS SR R RS
}
}
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