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Abstrakt

KOVAC, Lukas: Keizerov paradox: Extinkcia v Markovovskom modeli pre logisticky
popula¢ny rast v blizkosti deterministickej limity [Diplomova pracal, Univerzita Ko-
menského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovane]
matematiky a Statistiky; Skolitel: Mgr. Pavol Bokes, PhD., Bratislava, 2018, 36 s.
Praca sa zaobera matematickym modelovanim vyvoja populécie pomocou dvoch po-
vahovo odlisnych modelov. Prvym z nich je stochasticky model zaloZeny na tedrii mar-
kovovskych retazcov, ktorého popula¢nt dynamiku zabezpec¢uja intenzity porodnosti a
umrtnosti jedincov. Vhodnou substitiiciou a aproximéciou odvodime spojity determi-
nisticky model s charakterom logistického rastu a so stabilnym stacionarnym stavom.
S rastiicim objemom systému idicim k nekonecénu je stochasticky model konzistentny
s deterministickym, napriek tomu, ze v dlhodobom horinzonte populacia v stochas-
tickom modeli vyhynie s pravdepodobnostou 1. Existenciu fundamentalne odlisnych
stacionarnych stavov napriek konzistencii oboch modelov v limite velkych ¢isel v préci
blizsie analyzujeme. N4jdeme pravdepodobnostné rozdelenia staciondrnych stavov a
skimame ich citlivost na zmeny parametrov modelu. Na zaver ohodnocujeme podob-

nost oboch modelov s rastiicim objemom systému.

Krlucéové slova: Stochasticky model, Deterministickd aproximécia, Logisticky rast,
Markovovské retazce, Stacionarne rozdelenie, Fano faktor, Celkova varia¢né

vzdialenost



Abstract

KOVAC, Lukas: Keizer’s paradox: Extinction in a Markovian model for logistic popula-
tion growth close to the deterministic limit [Graduation Thesis|, Comenius University
in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied
Mathematics and Statistics; Supervisor: Mgr. Pavol Bokes, PhD., Bratislava, 2018, 36
p.

In this work we use two different mathematical models in order to simulate popu-
lation growth. First one is a stochastic model based on Markov chain theory, in which
population dynamics are represented by birth-death rates. By using proper substitu-
tion and approximation we derive continuous deterministic logistic growth model with
stable stationary state. With system size closing to infinity stochastic model converges
to deterministic despite the fact, that in long term population in stochastic model be-
comes extinct with certainty. In thesis we closely analyze this phenomenon, where two
models consistent in system size limit have fundamentally different steady states. We
find probabilistic distributions of these states and examine their sensitivity to alter-
nation of parameters. In the end we evaluate similarity of the models with increasing

system size.

Keywords: Stochastic model, Deterministic approximation, Logistic growth, Markov

chains, Stacionary distribution, Fano factor, Total variation distance
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UVOD UVOD

Uvod

Matematické modelovanie je zastiipené v roznych vednych disciplinach. Dolezitt ilohu
zohrava aj v chémii a bioldgii, sltizi napriklad na popisanie dynamiky v chemickych
reakcidch. Najzauzivanej$im matematickym modelom pre chemické rovnice je determi-
nisticky model zaloZeny na zakone t¢inku hmotnostil. Jeho vystupom je ststava dife-
rencidlnych rovnic koncentracii molekil reaktantov vyskytujtcich sa v reakcii. V nie-
ktorych vnitrobunkovych biochemickych reakciadch, napriklad pri regulacii génov alebo
transdukcii? [10], je deterministicky model nepostacujici. Vhodnejsim sa ukazuje dis-
krétny stochasticky model, ktory kladie déraz na nahodnost zrazok pocas reakcie a
na celo¢iselné mnozstva molekul reaktantov. Stochasticky model je reprezentovany su-
stavou diferencidlnych rovnic pre pravdepodobnostné rozdelenie po¢tov molekil v Case,
tzv. master rovnicou®.

V druhej polovici 20.-teho storocia sa americky profesor biologickych vied, Joel Kei-
zer, zaoberal jednoduchou autokatalytickou reakciou [4]. Na reakciu aplikoval oba spo-
minané modely, pricom pozoroval zaujimavy fenomén. Stochasticky model sa s rasticou
velkostou systému blizi k deterministickému, zatial ¢o oba modely vykazuju povahovo
odligné stacionarne stavy. Z matematického hladiska nemozno zamenit limity pre vel-
kost systému a ¢as idici k nekone¢nu. Konvergenciu k deterministickému modelu s ras-
tiicim objemom systému v minulosti dokazal Kurtz |5, 6]. Obdobnt chemicki reakciu a
jej variacie rozvijal Van Kampen [11], stacionarne stavy a ¢asové 8kaly blizsie studovali
Vellela a Qian [12]|. Kontroverzny ukaz pozorovany v limitnych hodnotach premennych
dostal pomenovanie Keizerov paradox.

V préaci problém prevedieme do oblasti biologie. Namiesto koncentréacie, respektive
mnozstva molekil budeme modelovat mnozstvo jedincov v populacii. Pohyby v pocte
jedincov budi mat podobni dynamiku ako spominané chemické reakcie.

V prvej casti zostrojime stochasticky model pre pocet jedincov pomocou teérie mar-
kovovskych retazcov [3]. Popula¢ni dynamiku budi zastupovat intenzity porodnosti a

amrtnosti. Zostrojime maticu prechodov medzi stavmi v markovovom retazci a odvo-

ILaw of Mass Action

2prenos DNA medzi bunkami

3master equation



dime ststavu diferencialnych rovnic pre pravdepodobnostné rozdelenie poctu jedincov
v c¢ase. Najdeme efektivnu numerickia metédu na rieSenie systému a postup implemen-
tujeme v programovacom jazyku Matlab.

V druhej ¢asti aplikujeme substitiiciu pouziti v [11], ktord ndm umozni modelo-
vat vysku populéacie ako spojiti premenniu. Sustavu diferencialnych rovnic transformu-
jeme na diferencialnu rovnicu pre spojita hustotu pravdepodobnostného rozdelenia. Po-
mocou Taylorovho rozvoja odvodime aproximéaciu hustoty rozdelenia, reprezentovani
Fokker-Planckovou diferencialnou rovnicou. Najdeme parametre rozdelenia a ukazeme,
7e aproximéacia mé deterministicky charakter logistického rastu. Nasledne najdeme sta-
cionarny stav rozdelenia a analyzujeme jeho vlastnosti.

V zaverecnej Casti prace sa budeme venovat pravdepodobnostnym rozdeleniam sto-
chastického modelu i jeho deterministickej aproximécie pre konkrétne zvolené para-
metre. Skimat budeme vplyv pociatoCnej podmienky a zmien hodnét parametrov
na tvar a vlastnosti pravdepodobnostnych rozdeleni. Na zéver analyzujeme vztahy
medzi stochastickym a deterministickym modelom* a celkovii varia¢ni vzdialenost ich

rozdeleni [9] s rasticim objemom systému.

4y praci na stochasticky model ¢asto skratene referujeme ako na model, na deterministicky model

odkazujeme pojmom aproximécia



1. Stochasticky Markovovsky model

1 Stochasticky Markovovsky model

1.1 Tvorba modelu

V nasledujucej ¢asti budeme predpokladat, ze vyvoj populacie sa sprava ako homo-
génny spojity Markovovsky refazec, kde mnozinu stavov predstavuje pocet jedincov
populacie. Medzi intenzitami prechodov budu figurovat nasledovné parametre:

A - intenzita pérodnosti jedného jedinca

(- intenzita imrtnosti jedného jedinca, p < A

K - intenzita neprirodzenych amrti (jedného péaru jedincov)

Na lepsie znazornenie procesu slizi nasledujtica schéma:

(n—1)A nA

nu+nn—1)k (n+1p+(n+1)nk

Z TubovoIného stavu populacie n sa vieme dostat iba do susednych stavov n — 1 a
n+1. Intenzity porodnosti rasti linearne s vel kostou populacie, zatial ¢o intenzita amr-
tnosti zavisi linedrne od miery parametra p a kvadraticky od intenzity neprirodzenych
amrti k. Parameter x v sebe zahfha negativne interakcie medzi jedincami v populécii,

ktoré prudko narastaji so zvySujicou sa koncentréciou obyvatelstva.

1.2 Konstrukcia systému diferencidlnych rovnic

Na popisanie aktivity v jednotlivych stavoch je nutné zachytit vSetky vstupné a vy-
stupné pohyby charakterizované intenzitami prechodov. Pre pravdepodobnostné roz-

delenia v stavoch n a ¢ase t dostavame sustavu rovnic:

dp,(t
Po08) _ (y 1) Apaca (0 (4 Dt (14 D) (t) — (oA (= ) 1)
(1.1)
Substiticiou t = /\%u upravime na tzv. bezrozmerny tvar a dostavame
dp, (1)
o = (Lkp)npu_s(T)+(p(n+1)+e(nt1)n)pur (1) = ((1+p)ntpn-ten(n—1))pa(7),

(1.2)



1.3 Numerické riesenie systému diferencidlnych rovnic

kde p = /\%# ac= ﬁ st bezrozmerné veli¢iny. Maticovo zapiSeme ako
dp
() _ Q'P(r), n=1,2.3,..., (1.3)
dr

kde

1 0 0 0 0

p —(1+2p) 1+p 0 0

0 2p+2 —2(1+2p+¢e) . 0 0
W=

0 0 0 L (= 1)1+ 2p + ne) (n—1)(1+ p)

0 0 0 np —n(l+2p+ (n+ 1))

('1'.4)

je matica intenzit prechodov medzi jednotlivymi stavmi.

1.3 Numerické rieSenie systému diferenciadlnych rovnic

Systém linearnych rovnic (1.3) je nekonecny. Aby sme mohli systém numericky vy-
rieSit, je nutné zvolit dostato¢ne velky hrani¢ny stav 2, vdaka ktorému bude systém
rovnic ohraniceny. Stav {2 bude pohlcujici, nebudia v niom figurovat ziadne vystupné
intenzity a tento stav bude trvaly. Z toho dovodu je potrebné zvolit velkost stavu 2
tak, aby pravdepodobnost jeho nastatia bola takmer nulova. Zaroven by bolo vhodné
¢o najviac obmedzit velkost systému (1.3), z dovodu jednoduchosti a rychlosti nume-
rického vypoctu. Z numerickych rieseni sa ukazuje rozumnym zvolit hrani¢ny stav (2
v zavislosti od parametra e~ '. Logické odovodnenie moZeme najst v master rovnici
(1.2), kde v pripade n = ¢!, intenzity amrtnosti za¢inaji prevazovat nad intenzitami
porodnosti. Dostavame teda kone¢ny systém

dP(7)
dr

=QR'P(r), n=1,2,3,...,9Q, (1.5)
spolu s pociato¢nou podmienkou

17 n = no,
pn(0) = (1.6)
Oa n 7é Ny,

kde ng je pociato¢ny stav populécie.

10



1.3 Numerické riesenie systému diferencidlnych rovnic

V kapitole (1.1) sme predpokladali, Ze proces sa zo stavu n moéze dostat iba do dvoch
susednych stavov alebo zotrvat v samotnom stave n. Intenzity prechodov medzi mno-
hymi dvojicami stavov budt nulové a matica prechodov @ bude riedka, konkrétne
trojdiagonélna, ¢o pomoze znizit vypoctové naroky numerického riesenia. V programe

Matlab vieme maticu (3 zapisat pomocou nasledovnych prikazov.

n=[0: (omega-1)]7;
q=(1+rho) *n;
q(omega)=0;
r=rho*n+eps*n.*(n-1);
r(omega)=0;

Q=spdiags([q,-q-r,r],-1:1,0omega,omega) ;

Inou uZito¢nou informaciou je skuto¢nost, Ze systém (1.5) je linearny a jeho gradien-
tom je samotnd matica Q. Mnohé z numericky solverov maji moznost zadat podobné
dodato¢né informécie, ¢o opat znizi vypoctovi a ¢asovi naro¢nost problému. V prog-

rame Matlab implementujeme rieSenie systému nasledovne:

options=odeset(’Jacobian’,Q);

[tau,p] = odelbs(@(tau,p) Q*p,tau,pO,options);

11



2. Spojita aproximdcia diskrétneho Markovovského procesu

2 Spojita aproximacia diskrétneho Markovovského pro-
cesu

V nasledujicej kapitole odvodime spojitt deterministick aproximéciu markovovského

modelu sformulovaného v kapitole (1).

2.1 Formulacia aproximaéacie

Master rovnicu (1.2) upravime do tvaru

dpy, (1)
dr

= (L+p)(E™" = D)npu(r) + (E = Dn(p +e(n — 1))pa(7), (2.1)
kde n je nezavisla premenné, E je operator posunu a plati:

En=n+41, Epn(T) = pn+1(T)>

E'n=n-— 1, ]E_lpn(T) = pn—l(T)’

Podobne ako v [11], populaciu budeme modelovat ako sucet dvoch zloziek

n(r) = e71¢(1) + e 2E(T), (2.2

kde ¢(7) je deterministicka zlozka, ktora zaznamenava koncentraciu, respektive trend,
akym sa populécia vyvija. Nahodna premenna® £(7) predstavuje normalne rozdelené
vychylky okolo tohto trendu. Zatial ¢o n(7) € Ny bola diskrétna premenna, premenné
(1) € R a &(1) € R su spojité. Podobne k pravdepodobnostnému rozdeleniu p,,(7)

zoberieme jeho spojity ekvivalent

pn(T) = H(&T)v (23)

kde II(&, 7) je funkcia hustoty. Pre derivaciu podla ¢asovej zlozky plati

dp, _ 0T OId¢ 0N 1 dpdll

i or T oEd or C dr e (24)

SRovnakym oznafenim n, respektive ¢ budeme oznacovat nezavisli premennt pravdepodobnost-

ného rozdelenia, ako aj ndhodny proces popisany jej rozdelenim.

12



2.1 Formulacia aproximacie

Po substittcii a dosadeni do rovnice (2.1) dostavame

oIl 1d¢8H 1 -1
5 —e” dT@f =1+ p)(E -1 (et +e26)0 2.5

+(E-1D(E o+ 28)(p+e(ep+e 26 — 1)

Operator E transformuje n na n + 1, potom aj & na & + 2. Rozvinutim funkcie E

do Taylorovho rozvoja dostaneme

10 1 9? 3
E:1+828—§+§56—£2+0(52). (26)
Dosadenim do (2.5) mame
oIl 1dg Ol 1001 0? E 1
87' Ea_f_ 1+p)(—€ 8_€+§€a_£2_0( ))( 1¢+€ 5)
+ (z’:‘é% + %55—; + 0(63)) (e l'o+e28)(p+e(ep+e 26— 1)
(2.7)
Upravime na tvar
o _ .y (do )\ o1l
5. = ¢ (dT (1+p)¢+p¢+¢) o
1 0°11 0 1 0211 1
+e (1+0) (305 — (€D ) + (0 20) (€00 + 500+ ) 5 ) + 0(e?),
(2.8)

Koncentréciu obyvatel'stva ¢ podmienime, aby bol ¢len pri rade 2 nulovy. Dostavame
diferencialnu rovnicu pre koncentraciu populécie charakteristicka pre logisticky rast

¢

N (2.9)

Rovnica je separovatelna, mézme ju upravit do tvaru

do

= dr. 2.10
pE—— (2.10)
Integrovanim dostaneme
In (%) =T+4c¢ (2.11)
a postupnymi tupravami dostaneme vSeobecné rieSenie
o) = (212
T) = . .
1+ce ™

13



2.1 Formulacia aproximacie

Zvolme pociato¢ni vychylku £(0) = 0. Potom z podiatoénej podmienky n(0) = ny a

zo vztahu (2.2) mame pociatoéni podmienku pre ¢(7)

$(0) = ¢o, (2.13)

kde ¢g = eng. Pre rovnicu (2.9) vieme néjst explicitné riesenie

1
o) = T e (219

1

Vo vztahu (2.8) je ¢len pri e~z nulovy. Ak zanedbame o(e %) dostaneme aproximaciu

oIl 0 0?11
G = (0= D€ + 5006+ 20+ 1) 5

ktora je linearnou Fokker-Planckovou rovnicou a jej rieSenim je podla [11] Gaussian.

(2.15)

Funkcia T1(€, 7) je zaroven hustotou ndhodnej premennej £, ktora je tym padom z nor-
malneho rozdelenia. Na jednozna¢né urcenie rozdelenia nam postacuje stredna hodnota
a disperzia, respektive prvy a druhy moment ndhodnej premennej. Oba momenty do-
kazeme vyjadrit bez nutnosti hladania explicitného rieSenia Fokker-Planckovej rovnice
pomocou nasledovného postupu. Obe strany rovnice (2.15) vynasobime premennou ¢

a nésledne zintegrujeme cez &.

[t = o—n) [ eteinae+ Jotor 21 [ 5hae o)

Zamenou derivacie s integralom® na l'avej strane rovnice dostavame deriviciu strednej

hodnoty. Vo vyrazoch na pravej strane pouzijeme integraciu per-partes.

dELE] _ (o )<[§2Hﬁm_/m §Hd§>+%¢(¢+2p+1) ({ g_lﬂ :_ GHdS)

dt s 73
(2.17)
Po tpravach dostaneme diferenciadlnu rovnicu pre strednit hodnotu &
dE &
P _ (1 - 20800 (218)

Podobnym principom po vynasobeni (2.15) £? a integrovanim mame

o 0l o . 1
[ Skt eo-n) [ e+ Jow 2o+ [~ @S0 @)

6zamena je mozni vdaka vyhovujicim vlastnostiam hustoty normalneho rozdelenia

14



2.2 Stacionarny stav

Po integracii per-partes

dE[€? 0 o
P o (I, - [ 2
e (2.20)
1 , 011 Ol
rgotoraen (|e] - [ 2ege)
a néslednych upravach dostavame diferencidlnu rovnicu pre druhy moment
dE[£?
KL 010 + o6+ 20+ 1), (2.21)

Funkciu ¢(7) sme explicitne vyjadrili v (2.14), poc¢iato¢né podmienky ziskame vdaka

skuto¢nosti, ze premenna £(7) je v ¢ase 7 = 0 nendhodn4 a plati
E[£(0)] =0, B[E¥(0)] =0, (2.22)
Nasledujtci kod najde numerické riesenia v programe Matlab:

phiO=eps*n0;

phi=@(tau) 1./(exp(log(1/phi0-1) - tau) + 1);

odeE = @(tau,Exi) (1-2*phi(tau))*Exi;

[tau,Exi] =ode4b5(odeE,tau,0) ;

odeE2 = @(tau,Dxi) (2-4*phi(tau))*Dxi+phi(tau)*(phi(tau)+2*rho+1);
[tau,E2xi] =ode45(odeE2,tau,0);

Nagli sme parametre rozdelenia ndhodnej vychylky &, nasledne mozme spatnym dosa-

denim do (2.2) najst priblizné rozdelenie populécie n(r)

n(rt) ~ N (€*1¢(7),5*1E[§2(7’)]) ) (2.23)

2.2 Stacionarny stav

Dolezitym poznatkom o aproximacii je aj situdcia po ustaleni pravdepodobnostného
rozdelenia. Zaujima nas, k akym hodnotam konverguji parametre rozdelenia pre cas
iduci do nekonecna, hladame

n* = lim n(7). (2.24)

T—00
Nutnou podmienkou existencie stacionarneho rieSenia je konvergencia funkcie hustoty

o(7), od ktorej zavisi stredna hodnota rozdelenia. Funkciu ¢(7) sme vyjadrili v (2.14),

15



2.2 Stacionarny stav

limitu vypocitame ako

¢* = lim ¢(7) = lim = 1. (2.25)

Vo vyraze pre disperziu n(7) vystupuje druhy moment ndhodnej premennej &(7),
pre ktory nemame explicitny vztah. Vyuzijeme fakt, ze druhy moment je v stacionar-
nom stave konstantny. Potom plati

lim dE[E’]

7200 dt

= 0. (2.26)

Zlimitovanim diferencidlne rovnice (2.21) a vyuzitim (2.26) dostavame

0=(2—4¢")E*[&*] + ¢"(¢" + 2p + 1), (2.27)
kde
B[ = Jim BlE(r)?]. (2.29)

Upravou (2.27) a pouzitim (2.25) dostavame limitu druhého momentu &(7)
E* &) =1+ p. (2.29)
Stacionarne rozdelenie n* vieme vyjadrit” z (2.23) ako
n* ~ N (e7'¢* e E 7). (2.30)
Dosadenim (2.25) a (2.29) mame
n*~N (e e (14 p). (2.31)

Jednou z charakteristik pravdepodobnostného rozdelenia je tzv. Fano faktor |2|, defi-
novany ako

2
F= Z—EVV (2.32)

kde o3, a uy st variancia a stredna hodnota ndhodného procesu na Casovom okne
W. Na Fano faktor sa da pozerat ako na pomer Sumu k signalu. Vyjadruje mieru spo-
T'ahlivosti, s akou méze byt odhadnuta ndhodna premenné, ktora na ¢asovom okne W

obsahuje v priemere py ndhodnych udalosti. Ak je ¢asové okno zvolené na nekonecno,

"limitné prechody mézeme pouzit vdaka vhodnym vlastnostiam normalneho rozdelenia
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2.2 Stacionarny stav

ako v nasom pripade, Fano faktor nazyvame aj pojmom index disperzie. Fano faktor

pre aproximéciu v staciondrnom stave vyjadrime ako
=1+p. (2.33)

Fano faktor rovny jednej je charakteristicky pre Poissonovo rozdelenie, ktoré ma strednu
hodnotu zhodnu s disperziou. Rozdelenie, ktoré ma vo Fano faktore Sum navySe sa
nazyva nadmerne rozptylené®.

V nasledujucich kapitolach odvodené diferencidlne rovnice a ich numerické vypocty
implementujeme v programe Matlab. Zobrazime tvar pravdepodobnostnych rozdeleni

pre rozne hodnoty parametrov vo viacerych ¢asovych okamihoch.

8over-dispersed

17



3. Citlivost pravdepodobnostnych rozdeleni modelu a aproximaécie na zmenu
parametrov

3 Citlivost pravdepodobnostnych rozdeleni modelu a
aproximacie na zmenu parametrov

V kapitole (1) sme odvodili numericky vypoc¢et pravdepodobnostného rozdelenia po-
pulacie v modeli. V kapitole (2) sme skonstruovali aproximéaciu a rozdelenie, podla
ktorého sa riadi. V nasledujicej kapitole budeme sledovat priebeh rozdelenia populacie
pre konkrétne zvolené parametre. Pozorovat budeme predovsetkym situéciu po usté-
leni rozdeleni a vplyv parametrov modelu na rychlost konvergencie, tvar rozdeleni a

stacionarneho stavu.

3.1 Zavislost stacionarneho stavu od pociato¢ného podmienky

Za 1ucelom pozorovania vplyvu pociato¢nej podmienky si zvolime konkrétne parametre
modelu:
p=10, &=0.01. (3.1)

1

Hrani¢ny stav 2 zvolime na hodnotu 367" a pociato¢néd populacia bude vo vyske

Ng = 50.
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3.1 Zavislost stacionarneho stavu od pociato¢ného podmienky

stochasticky model

nn=5ﬂ
— =48 |
0.03 e =098
— =2 48
0.025 o 1
’ = = péistena stredna hodnota
a
2
£ 0.02 T ]
[=]
=]
(=]
o
© 0.015 .
]
-
o
(=1
0.01 .
0.005 .
0 ,
0 50 100 150 200 250 300
populacia
aproximacia
nD=50
| +=0.48 |
0.03 +=0.98
— =2 48
0.025 = = stredna hodnota| |
b7
2
£ oozt . .
[=]
=]
[=]
o
© 0.015 | :
]
=
o
(=8
0.01 1 ! 1
|
|
0.005 | : :
]
0 . . :
0 50 100 150 200 250 300

populacia

Obr. 1: Pravdepodobnostné rozdelenia pre poc¢iato¢nta podmienku ng = 50

Na obrazku 1 je zachytenych niekolko ¢asovych okamihov pravdepodobnostného
rozdelenia stavu populacie v Markovovskom stochastickom modeli a jeho aproximacii.
Pravdepodobnostné rozdelenia sa pomerne rychlo dostant do kvazistacionarneho
stavu. Aproximécia sa v tomto stave ustali, zatial ¢o pravdepodobnost vyhynutia po-

pulacie v Markovovskom modeli bude pomalym tempom narastat a v limite nastane
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3.1 Zavislost stacionarneho stavu od pociato¢ného podmienky

s pravdepodobnostou 1. Podla tedrie Markovovskych refazcov [3| je tento jav zrozu-
mitelny, kedZe refazec obsahuje spoc¢itatelne vela navzajom dosiahnutelnych stavov a
jedinym stacionarnym stavom je stav vyhynutia populacie®. Prerugovanymi ¢iarami st
na obrazku 1 znazornené stredné hodnoty rozdelenia, v pripade stochastického modelu
stredné hodnoty ocistené od pravdepodobnosti vyhynutia populécie.

Na obrazku 1 si mézme vSimnut pozitivny sklon rozdelenia stochastického modelu
v prvotnych ¢asovych okamihoch. Tento fenomén nie je spésobeny polohou pociatoc¢nej
podmienky vzhladom na kvézistacionarny stav, ako uvidime pri zmene pociato¢ného

stavu populacie na hodnotu ny = 200 (vid obr. 2).

9Kvoli ohrani¢eniu systému diferencidlnych rovnic v kapitole (2) sme za pohlcujici uréili aj stav
Q. Konec¢ny stav bol vSak vhodne navoleny a jeho existencia signifikantne neovplyvni konvergenciu

pravdepodobnostného rozdelenia.
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3.1 Zavislost stacionarneho stavu od pociato¢ného podmienky

stochasticky model
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Obr. 2: Pravdepodobnostné rozdelenia pre pociatoéni podmienku ng = 200

Z obrazku 2 mozeme usudit, Ze kvézistacionarny stav je rovnaky pre ITubovolnu
pociato¢nia podmienku. pre limitu strednej hodnoty aproximéacie sme v kapitole (2)
odvodili vztah

E(n*) =¢ " (3.2)

Nakol'ko stredn& hodnota aproximéacie v dlhodobom horizonte zavisi iba od parametra
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3.2 Citlivost pravdepodobnostnych rozdeleni na zmenu parametra p

g, pofiato¢néd podmienka stacionarny stav skutocne neovplyviuje. Velkost pociatocnej
populacie pdsobi iba na pravdepodobnost vyhynutia populacie v Markovovskom modeli

a rychlost jej konvergencie.

3.2 Citlivost pravdepodobnostnych rozdeleni na zmenu para-

metra p

V limitnom rozdeleni pre aproximéciu (2.31) parameter p nevystupuje v strednej hod-
note, avSak priamo imerne ovplyviiuje varianciu rozdelenia. Oc¢akivame, Ze znizovanim

parametra p sa budi obe rozdelenia zuzovat.
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3.2 Citlivost pravdepodobnostnych rozdeleni na zmenu parametra p

stochasticky model
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Obr. 3: Model a aproximécia pri hodnote parametra p =1

Na obrazku 3 st zobrazené rozdelenia pre hodnotu parametra p = 1 s rovna-
kymi pociatoénymi podmienkami a rozsahmi osi ako na obrazku 2. MéZzeme usudit,
ze zmena parametra p vplyva na disperziu oboch rozdeleni pocas celého procesu. Roz-

diely v oboch obrazkoch naznacujti, 7e rychlost konvergencie do stacionarneho stavu'®

10y pripade stochastického modelu sa jedné o kvazistacionarny stav
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3.2 Citlivost pravdepodobnostnych rozdeleni na zmenu parametra p

sa nezmenila, avSak poklesla rychlost narastu pravdepodobnosti zaniku populécie v sto-

chastickom modeli.

Pravdepodobnost' zaniku populacie

0.35

0.3 7

0.25T

027

015

pravdepodobnost’

017

0.05

cas

Obr. 4: Pravdepodobnost vyhynutia populicie pre rozne hodnoty p

Obrazok 4 obsahuje pravdepodobnosti vyhynutia populécie v stochastickom mo-
deli pre rozne hodnoty parametra p. Po ustaleni rozdelenia v kvazistacionarnom stave
narasta pravdepodobnost zaniku priblizne linearne a strmost krivky mé pozitivnu ko-

relaciu s hodnotou p. Dévod mézeme néjst v substitucii

L

- (3.3)

p

pouzitej v kapitole 1. Hodnota parametra p narasta, ak stipne miera imrtnosti y alebo
klesne intenzita porodnosti A. V oboch pripadoch je odovodnené urychlenie vymierania
populacie.

V zéaverec¢nej kapitole budeme analyzovat podobnost oboch rozdeleni s rasticim ob-
jemom systému'!. Sustredit sa budeme na vol'by parametrov a ¢asové obdobia, pri kto-

rych st model a aproximécia konzistentné.

objem systému je nepriamo Gmerny parametru e
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4. Porovnanie modelu a aproximacie

4 Porovnanie modelu a aproximacie

4.1 Vzdialenost pravdepodobnostnych rozdeleni

V nasledujicej ¢asti sa budeme ststredit na rozdiely medzi pravdepodobnostnymi roz-
deleniami. Na ohodnotenie rozdielnosti modelu a jeho aproximacie pouzijeme rdzne
sposoby a metriky. Medzi najzakladnejSie sposoby vycislenia vzdialenosti patri abso-

litna a relativna odchylka.

absolitna odchylka
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0.01 T

=0.48
— =] 08
— =248 |

— =

0.009 r

0.008

0.007

g

pravdepodobnost’
[=] [=]
2 ]
E &

0.003

0.002

0.001

0 50 100 180 200 250 300
populacia

Obr. 5: Vyvoj absolitnej odchylky medzi aproximaciou a modelom

Obrazok 5 obsahuje absolitne odchylky!? medzi rozdeleniami aproximéacie a modelu
v roznych ¢asovych okamihoch. Parametre modelu st navolené na hodnotach ny = 200,
p =10 a¢e = 0.01. Podla obrazku 5 sa zda, Ze rozdiely medzi aproximaciou a modelom
s Casom narastaji, ¢o by mohlo byt spésobené odlisnostou ich limitnych staciondrnych
stavov. AvSak spominané rozdiely by sa mali prejavovat az v dlhodobom ¢asovom ho-
rizonte. Pozrieme sa, ako rozdelenia reaguji na zmenu parametra e, nasledny dopad

na kvalitu aproximécie a ¢asovy vyvoj absolutnej odchylky.

120brazok priebehu relativnej odchylky pre rovnaké hodnoty parametrov sa nachadza v prilohe A
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4.1 Vzdialenost pravdepodobnostnych rozdeleni
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Obr. 6: Pravdepodobnostné rozdelenia pre rozne hodnoty parametra e

Obrazok 6 zachytava pravdepodobnostné rozdelenia po ustaleni pri dvoch rozdiel-
nych hodnotach'® parametra . Zaroven je na obrazku zobrazena absoliitna a relativna
odchylka aproximécie od modelu v rovnakom c¢asovom okamihu. 7Z obrazku sa zda,

7e s klesajicou hodnotou e rastie kvalita aproximacie, zdanie ale moze byt spésobené

Bpravdepodnostné rozdelenia pre viacero hodnét parametra ¢ sa nachadzajt v prilohe A
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4.1 Vzdialenost pravdepodobnostnych rozdeleni

roznymi rozsahmi siradnicovych osi.
Aby sme dokéazali ohodnotit celkovii mieru zhody aproximacie a modelu v jednot-
livych ¢asovych okamihoch, pouZijeme metriku zvant celkova varia¢na vzdialenost!?

pravdepodobnostnych rozdeleni, definovana v [9].

Definicia 4.1. Celkovd variacnd vzdialenost medzi dvomi pravdepodobnostnymi rozde-

lentami v a v na mnoZine udalosti Q) je definovand ako
CVV(11.0) = sup|(4) = v(A)]. (4.1)
€

Za ucelom zniZenia vypoctovych narokov vyuzijeme pomocni vetu, naformulovanta

a dokazanu v [7]:

Veta 4.2. Nech i a v siu pravdepodobnostné rozdelenia na mnozine udalosti ). Potom
pre celkovi variaénid vzdialenost plati
1
CVV (i) = 5 3" luta) = v()] (4.2)
z€Q
Namiesto hladania supréma moézeme celkova varia¢na vzdialenost vypoc¢tovo nena-

ro¢ne ziskat pomocou ¢;-normy rozdielu pravdepodobnostnych rozdeleni.
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Obr. 7: éasovy vyvo]j celkovej variacnej vzdialenosti pre rézne hodnoty parametra

4yvoIny preklad terminu Total variation distance
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4.2 Vypoctova naroc¢nost modelov

Obrézok 7 zaznamenava blizkost pravdepodobnostnych rozdeleni aproximéacie a mo-
delu v case pomocou celkovej variacnej vzdialenosti. Pre vSetky hodnoty e bol ako
podiato¢ny stav populéacie zvoleny ny = 100. Nakolko s poklesom parametra ¢ ras-
tie velkost systému a mnozstvo stavov, je zmysluplné porovnat aj fo-normu odchylok,
ktord nizkym hodnotam priradi mensiu vihu. Vyvoj fs-noriem odchylok sa nachadza
v prilohe A.

V ¢lankoch [5, 6] bolo dokazané, 7ze pri modelovani priebehu chemickych rovnic sto-
chastické modely zaloZené na master rovnici s rastiicim objemom systému'® konverguji
k deterministickym, postavenym na zakone u¢inku hmotnosti'®. Nase modely spomi-

nanti vlastnost zdielaji a z obrazka 7 vidime, Ze uZ pre € na tarovni 1072 je medzi

modelmi v strednodobom horizonte!” vyrazne nizka celkova varia¢né vzdialenost.

4.2 Vypocétova naro¢nost modelov

Na zaver uvadzame vypoctové ¢asy potrebné na numerické rieSenie systémov diferen-
cidlnych rovnic v programe Matlab. Deterministicky model obsahoval diferencidlnu
rovnicu pre druhy moment'® nahodnej premennej £. Stochasticky model riesil systém
s velkostou rovnou po¢tu stavov.

V nasledujticej tabulke sa nachadzaju ¢asové naroky na vypocet pravdepodobnost-

nych rozdeleni z kapitoly (3.1) pre rozne hodnoty e.

€ D S S,
0.01 || 0.0120 s | 0.5060 s | 0.0860 s
0.005 || 0.0120 s | 1.2850 s | 0.1140 s
0.001 || 0.0120 s | 60.7520 s | 0.5680 s

Znakom D je oznaceny deterministicky model, S predstavuje stochasticky model a S,
s Casy rieSenia systému v pripade, Ze vyuzijeme znalost matice gradientov. Numerické

vypocty boli vykonané na pocitaci s nasledovnymi parametrami:

Bekvivalentné s e idacim k 0
6T aw of Mass Action

"Pod pojmom strednodoby horizont rozumieme ¢as od ustalenia v kvézistaciondrnom stave az
do vyrazného narastu pravdepodobnosti vyhynutia populdcie(experimentalne na trovni 7 ~ (pg)~1).

Cas do zaniku je blizsie sledovany v préci [12]
18prvy moment sa dal vyjadrif explicitne
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4.2 Vypoctova naroc¢nost modelov

program Matlab (v. R2016a)
solver odelbs
OS Windows 7
CPU Intel Core 2 Quad Q6600, 2.4 GHz
RAM 6 GB DDR2, 800 MHz
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Zaver

V praci sme sa zaoberali modelovanim poc¢tu jedincov v populéacii. Na tivod sme pred-
stavili stochasticky model zalozeny na teorii markovovskych procesov. Pomocou aproxi-
mécie sme odvodili spojity deterministicky model, hustotu jeho pravdepodobnostného
rozdelenia a limitny stacionarny stav. Na zaver sme analyzovali vyvoj pravdepodob-
nostnych rozdeleni v ¢ase a ich citlivost na zmenu parametrov a poc¢iato¢nej podmienky.
Skimali sme podobnost pravdepodobnostnych rozdeleni a vypoctové naroky na ich
najdenie v zavislosti od rastucej velkosti systému.

Medzi vyhody deterministického modelu patri predovsetkym vypoctova nenaroc-
nost. Pocet diferencidlnych rovnic nutnych k najdeniu pravdepodobnostnych rozdeleni
zavisi od poc¢tu populacii'® v modeli, vypoctové naroky sa s rastom velkosti systému
nemenia. Systémy je mozné v niektorych pripadoch vyriesit explicitne, pripadne vyjad-
rit pomocou konkrétnych rozdeleni. Poznanie rozdelenia vedie k znizeniu pamétovych i
vypoctovych ndrokov pocas rieSenia i naslednej préci s rozdeleniami. Namiesto sklado-
vania celych pravdepodobnostnych rozdeleni je postacujice pamétat si charakteristické
parametre rozdelenia a na pravdepodobnostné rozdelenie zavolat pomocou hustoty, pri-
padne inych jemu typickych funkcii.

Stochasticky model je priznaény svojou schopnostou vystihniat ndhodnt povahu po-
rodov, imrt{ a interakcii v populacii?. Realistickejsi pristup stochastického modelu sa
prejavi najmé pri nizSom objeme systému, kde uz malé ndhodné odchylky v porod-
nosti/umrtnosti dokdzu zésadne ovplyvnit priebeh procesu. Nahodnost rastom objemu
systému straca vplyv, nakolko sa redlne po¢ty poérodov/tmrti blizia k svojim strednym
hodnotam. Skutoc¢nost, Ze rieSenie sa vo vSeobecnosti neriadi znamym pravdepodob-
nostnym rozdelenim nemusi byt vzdy iba nevyhodou. Moznost modelovania rozdelenia
populacie bez ramcovania do ,,pekného* rozdelenia moze viest k realistickej$im vysled-
kom.

Stochasticky model naraza na svoje limity s rastom velkosti systému a poc¢tu stavov
z dovodu prudkého narastu vypoctovej naroc¢nosti. Problém sa da ¢iastocne vyriesit

uvedenim dodato¢nych informécii o systéme diferencidlnych rovnic a naslednej moz-

19y pripade chemickej rovnice od poétu reaktantov
20y pripade chemickych reakcii nahodnt povahu zrazok molekil reaktantov
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nosti pouzitia ,silnejsich® numerickych metéd. V nasom modeli sme vyuzili znalost
matice gradientov, ¢o viedlo k rddovému zniZeniu vypoctového c¢asu.

V préaci sme ohodnocovali podobnost oboch modelov. Skiimali sne hodnoty para-
metrov a ¢asové horizonty, pri ktorych sa daji oba modely povazovat za ekvivalentné
a mozeme vyuzivat vSetky ich pozitivne vlastnosti. Pozorovali sme odlisné spravanie
sa modelov v dlhodobom horizonte, napriek zdanlivej podobnosti ich stacionarnych
rozdeleni.

Vysledky z prace sa daja aplikovat aj v inych vednych odvetviach. Odvodené mo-
dely dokézu popisat dynamiku v niektorych autokatalitickych reakcidch v biochémii,
¢i Specifickych ulohach teorie hromadnej obsluhy. Postup konstrukcie deterministic-
kej aproximécie z master rovnice (vid kapitola (2.1)) je mozné analyticky zopakovat
pri modeloch s réznym charakterom a dynamikou. V analyze modelov je mozné po-
kracovat napriklad skimanim oc¢akavanych ¢asov do extinkcie, ¢i bliz§im rozoberanim

problému zameny Casovej a objemovej limity pomocou teérie matematickej analyzy.
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V prilohe uvadzame dodato¢né ukazky pravdepodobnostnych rozdeleni pri variacii pa-

rametrov modelu a dodato¢né grafy charakterizujice vztahy medzi modelmi.
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Obr. A.8: Pravdepodobnostné rozdelenia pre rézne hodnoty parametra e

Na obrazku A.8 st pozorovatelné radikalnejsie rozdiely v podobnosti rozdeleni s po-

klesom parametra €.
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relativna odchylka
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Obr. A.9: Vyvoj relativnej odchylky medzi aproximaciou a modelom

Obréazok A.9 zaznamenéva Casovy priebeh relativnej odchylky medzi modelmi podi-

tanej ako

_lpp(1) = ps(7)]
op(7) = po(1) +ps(r) (A1)

kde pp(7) a pg(7) st pravdepodobnostné rozdelenia deterministického, respektive sto-

chastického modelu.
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Obr. A.10: Vyvoj ¢y-normy absolatnej odchylky

S poklesom parametra ¢ rastie velkost systému a mnoZstvo stavov a je zmysluplné
porovnat aj f>-normu odchylok, ktora nizkym hodnotam priradi mengiu vahu. Podla

obrazka A.10 je vplyv hodnoty ¢ eSte vyraznejsi ako v pripade ¢;-normy.
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