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Abstrakt

KOVÁ�, Luká²: Keizerov paradox: Extinkcia v Markovovskom modeli pre logistický

popula£ný rast v blízkosti deterministickej limity [Diplomová práca], Univerzita Ko-

menského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej

matematiky a ²tatistiky; ²kolite©: Mgr. Pavol Bokes, PhD., Bratislava, 2018, 36 s.

Práca sa zaoberá matematickým modelovaním vývoja populácie pomocou dvoch po-

vahovo odli²ných modelov. Prvým z nich je stochastický model zaloºený na teórii mar-

kovovských re´azcov, ktorého popula£nú dynamiku zabezpe£ujú intenzity pôrodnosti a

úmrtnosti jedincov. Vhodnou substitúciou a aproximáciou odvodíme spojitý determi-

nistický model s charakterom logistického rastu a so stabilným stacionárnym stavom.

S rastúcim objemom systému idúcim k nekone£nu je stochastický model konzistentný

s deterministickým, napriek tomu, ºe v dlhodobom horinzonte populácia v stochas-

tickom modeli vyhynie s pravdepodobnos´ou 1. Existenciu fundamentálne odli²ných

stacionárnych stavov napriek konzistencii oboch modelov v limite ve©kých £ísel v práci

bliº²ie analyzujeme. Nájdeme pravdepodobnostné rozdelenia stacionárnych stavov a

skúmame ich citlivos´ na zmeny parametrov modelu. Na záver ohodnocujeme podob-

nos´ oboch modelov s rastúcim objemom systému.

K©ú£ové slová: Stochastický model, Deterministická aproximácia, Logistický rast,

Markovovské re´azce, Stacionárne rozdelenie, Fano faktor, Celková varia£ná

vzdialenos´



Abstract

KOVÁ�, Luká²: Keizer's paradox: Extinction in a Markovian model for logistic popula-

tion growth close to the deterministic limit [Graduation Thesis], Comenius University

in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied

Mathematics and Statistics; Supervisor: Mgr. Pavol Bokes, PhD., Bratislava, 2018, 36

p.

In this work we use two di�erent mathematical models in order to simulate popu-

lation growth. First one is a stochastic model based on Markov chain theory, in which

population dynamics are represented by birth-death rates. By using proper substitu-

tion and approximation we derive continuous deterministic logistic growth model with

stable stationary state. With system size closing to in�nity stochastic model converges

to deterministic despite the fact, that in long term population in stochastic model be-

comes extinct with certainty. In thesis we closely analyze this phenomenon, where two

models consistent in system size limit have fundamentally di�erent steady states. We

�nd probabilistic distributions of these states and examine their sensitivity to alter-

nation of parameters. In the end we evaluate similarity of the models with increasing

system size.

Keywords: Stochastic model, Deterministic approximation, Logistic growth, Markov

chains, Stacionary distribution, Fano factor, Total variation distance
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ÚVOD ÚVOD

Úvod

Matematické modelovanie je zastúpené v rôznych vedných disciplínach. Dôleºitú úlohu

zohráva aj v chémii a biológii, slúºi napríklad na popísanie dynamiky v chemických

reakciách. Najzauºívanej²ím matematickým modelom pre chemické rovnice je determi-

nistický model zaloºený na zákone ú£inku hmotnosti1. Jeho výstupom je sústava dife-

renciálnych rovníc koncentrácií molekúl reaktantov vyskytujúcich sa v reakcii. V nie-

ktorých vnútrobunkových biochemických reakciách, napríklad pri regulácii génov alebo

transdukcii2 [10], je deterministický model neposta£ujúci. Vhodnej²ím sa ukazuje dis-

krétny stochastický model, ktorý kladie dôraz na náhodnos´ zráºok po£as reakcie a

na celo£íselné mnoºstvá molekúl reaktantov. Stochastický model je reprezentovaný sú-

stavou diferenciálnych rovníc pre pravdepodobnostné rozdelenie po£tov molekúl v £ase,

tzv. master rovnicou3.

V druhej polovici 20.-teho storo£ia sa americký profesor biologických vied, Joel Kei-

zer, zaoberal jednoduchou autokatalytickou reakciou [4]. Na reakciu aplikoval oba spo-

mínané modely, pri£om pozoroval zaujímavý fenomén. Stochastický model sa s rastúcou

ve©kos´ou systému blíºi k deterministickému, zatia© £o oba modely vykazujú povahovo

odli²né stacionárne stavy. Z matematického h©adiska nemoºno zameni´ limity pre ve©-

kos´ systému a £as idúci k nekone£nu. Konvergenciu k deterministickému modelu s ras-

túcim objemom systému v minulosti dokázal Kurtz [5, 6]. Obdobnú chemickú reakciu a

jej variácie rozvíjal Van Kampen [11], stacionárne stavy a £asové ²kály bliº²ie ²tudovali

Vellela a Qian [12]. Kontroverzný úkaz pozorovaný v limitných hodnotách premenných

dostal pomenovanie Keizerov paradox.

V práci problém prevedieme do oblasti biológie. Namiesto koncentrácie, respektíve

mnoºstva molekúl budeme modelova´ mnoºstvo jedincov v populácii. Pohyby v po£te

jedincov budú ma´ podobnú dynamiku ako spomínané chemické reakcie.

V prvej £asti zostrojíme stochastický model pre po£et jedincov pomocou teórie mar-

kovovských re´azcov [3]. Popula£nú dynamiku budú zastupova´ intenzity pôrodnosti a

úmrtnosti. Zostrojíme maticu prechodov medzi stavmi v markovovom re´azci a odvo-
1Law of Mass Action
2prenos DNA medzi bunkami
3master equation
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díme sústavu diferenciálnych rovníc pre pravdepodobnostné rozdelenie po£tu jedincov

v £ase. Nájdeme efektívnu numerickú metódu na rie²enie systému a postup implemen-

tujeme v programovacom jazyku Matlab.

V druhej £asti aplikujeme substitúciu pouºitú v [11], ktorá nám umoºní modelo-

va´ vý²ku populácie ako spojitú premennú. Sústavu diferenciálnych rovníc transformu-

jeme na diferenciálnu rovnicu pre spojitú hustotu pravdepodobnostného rozdelenia. Po-

mocou Taylorovho rozvoja odvodíme aproximáciu hustoty rozdelenia, reprezentovanú

Fokker-Planckovou diferenciálnou rovnicou. Nájdeme parametre rozdelenia a ukáºeme,

ºe aproximácia má deterministický charakter logistického rastu. Následne nájdeme sta-

cionárny stav rozdelenia a analyzujeme jeho vlastnosti.

V závere£nej £asti práce sa budeme venova´ pravdepodobnostným rozdeleniam sto-

chastického modelu i jeho deterministickej aproximácie pre konkrétne zvolené para-

metre. Skúma´ budeme vplyv po£iato£nej podmienky a zmien hodnôt parametrov

na tvar a vlastnosti pravdepodobnostných rozdelení. Na záver analyzujeme vz´ahy

medzi stochastickým a deterministickým modelom4 a celkovú varia£nú vzdialenos´ ich

rozdelení [9] s rastúcim objemom systému.

4v práci na stochastický model £asto skrátene referujeme ako na model, na deterministický model

odkazujeme pojmom aproximácia
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1. Stochastický Markovovský model

1 Stochastický Markovovský model

1.1 Tvorba modelu

V nasledujúcej £asti budeme predpoklada´, ºe vývoj populácie sa správa ako homo-

génny spojitý Markovovský re´azec, kde mnoºinu stavov predstavuje po£et jedincov

populácie. Medzi intenzitami prechodov budú �gurova´ nasledovné parametre:

λ - intenzita pôrodnosti jedného jedinca

µ - intenzita úmrtnosti jedného jedinca, µ < λ

κ - intenzita neprirodzených úmrtí (jedného páru jedincov)

Na lep²ie znázornenie procesu slúºi nasledujúca schéma:

n n+ 1n− 1 . . .. . .

nλ

nµ+ n(n− 1)κ (n+ 1)µ+ (n+ 1)nκ

(n− 1)λ

Z ©ubovo©ného stavu populácie n sa vieme dosta´ iba do susedných stavov n − 1 a

n+1. Intenzity pôrodnosti rastú lineárne s ve©kos´ou populácie, zatia© £o intenzita úmr-

tnosti závisí lineárne od miery parametra µ a kvadraticky od intenzity neprirodzených

úmrtí κ. Parameter κ v sebe zah¯¬a negatívne interakcie medzi jedincami v populácii,

ktoré prudko narastajú so zvy²ujúcou sa koncentráciou obyvate©stva.

1.2 Kon²trukcia systému diferenciálnych rovníc

Na popísanie aktivity v jednotlivých stavoch je nutné zachyti´ v²etky vstupné a vý-

stupné pohyby charakterizované intenzitami prechodov. Pre pravdepodobnostné roz-

delenia v stavoch n a £ase t dostávame sústavu rovníc:

dpn(t)

dt
= (n− 1)λpn−1(t) + ((n+ 1)µ+ (n+ 1)nκ)pn+1(t)− (nλ+nµ+n(n− 1)κ)pn(t).

(1.1)

Substitúciou t = τ
λ−µ upravíme na tzv. bezrozmerný tvar a dostávame

dpn(τ)

dτ
= (1+ρ)npn−1(τ)+(ρ(n+1)+ε(n+1)n)pn+1(τ)−((1+ρ)n+ρn+εn(n−1))pn(τ),

(1.2)
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1.3 Numerické rie²enie systému diferenciálnych rovníc

kde ρ = µ
λ−µ a ε = κ

λ−µ sú bezrozmerné veli£iny. Maticovo zapí²eme ako

dP(τ)

dτ
= QTP(τ), n = 1, 2, 3, . . . , (1.3)

kde

Q =



1 0 0 · · · 0 0 · · ·

ρ −(1 + 2ρ) 1 + ρ · · · 0 0 · · ·

0 2ρ+ 2ε −2(1 + 2ρ+ ε)
. . . 0 0 · · ·

...
...

. . .
. . .

. . .
... · · ·

0 0 0
. . . −(n− 1)(1 + 2ρ+ nε) (n− 1)(1 + ρ) · · ·

0 0 0 · · · nρ −n(1 + 2ρ+ (n+ 1)ε)
. . .

...
...

...
...

...
. . .

. . .


(1.4)

je matica intenzít prechodov medzi jednotlivými stavmi.

1.3 Numerické rie²enie systému diferenciálnych rovníc

Systém lineárnych rovníc (1.3) je nekone£ný. Aby sme mohli systém numericky vy-

rie²i´, je nutné zvoli´ dostato£ne ve©ký hrani£ný stav Ω, v¤aka ktorému bude systém

rovníc ohrani£ený. Stav Ω bude pohlcujúci, nebudú v ¬om �gurova´ ºiadne výstupné

intenzity a tento stav bude trvalý. Z toho dôvodu je potrebné zvoli´ ve©kos´ stavu Ω

tak, aby pravdepodobnos´ jeho nastatia bola takmer nulová. Zárove¬ by bolo vhodné

£o najviac obmedzi´ ve©kos´ systému (1.3), z dôvodu jednoduchosti a rýchlosti nume-

rického výpo£tu. Z numerických rie²ení sa ukazuje rozumným zvoli´ hrani£ný stav Ω

v závislosti od parametra ε−1. Logické odôvodnenie môºeme nájs´ v master rovnici

(1.2), kde v prípade n ∼= ε−1, intenzity úmrtnosti za£ínajú prevaºova´ nad intenzitami

pôrodnosti. Dostávame teda kone£ný systém

dP(τ)

dτ
= QTP(τ), n = 1, 2, 3, . . . ,Ω, (1.5)

spolu s po£iato£nou podmienkou

pn(0) =

1, n = n0,

0, n 6= n0,

(1.6)

kde n0 je po£iato£ný stav populácie.
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1.3 Numerické rie²enie systému diferenciálnych rovníc

V kapitole (1.1) sme predpokladali, ºe proces sa zo stavu n môºe dosta´ iba do dvoch

susedných stavov alebo zotrva´ v samotnom stave n. Intenzity prechodov medzi mno-

hými dvojicami stavov budú nulové a matica prechodov Q bude riedka, konkrétne

trojdiagonálna, £o pomôºe zníºi´ výpo£tové nároky numerického rie²enia. V programe

Matlab vieme maticu Q zapísa´ pomocou nasledovných príkazov.

n=[0:(omega-1)]';

q=(1+rho)*n;

q(omega)=0;

r=rho*n+eps*n.*(n-1);

r(omega)=0;

Q=spdiags([q,-q-r,r],-1:1,omega,omega);

Inou uºito£nou informáciou je skuto£nos´, ºe systém (1.5) je lineárny a jeho gradien-

tom je samotná matica Q. Mnohé z numerický solverov majú moºnos´ zada´ podobné

dodato£né informácie, £o opä´ zníºi výpo£tovú a £asovú náro£nos´ problému. V prog-

rame Matlab implementujeme rie²enie systému nasledovne:

options=odeset('Jacobian',Q);

[tau,p] = ode15s(@(tau,p) Q*p,tau,p0,options);
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2. Spojitá aproximácia diskrétneho Markovovského procesu

2 Spojitá aproximácia diskrétneho Markovovského pro-

cesu

V nasledujúcej kapitole odvodíme spojitú deterministickú aproximáciu markovovského

modelu sformulovaného v kapitole (1).

2.1 Formulácia aproximácie

Master rovnicu (1.2) upravíme do tvaru

dpn(τ)

dτ
= (1 + ρ)(E−1 − 1)npn(τ) + (E− 1)n(ρ+ ε(n− 1))pn(τ), (2.1)

kde n je nezávislá premenná, E je operátor posunu a platí:

En = n+ 1, Epn(τ) = pn+1(τ),

E−1n = n− 1, E−1pn(τ) = pn−1(τ).

Podobne ako v [11], populáciu budeme modelova´ ako sú£et dvoch zloºiek

n(τ) = ε−1φ(τ) + ε−
1
2 ξ(τ), (2.2)

kde φ(τ) je deterministická zloºka, ktorá zaznamenáva koncentráciu, respektíve trend,

akým sa populácia vyvíja. Náhodná premenná5 ξ(τ) predstavuje normálne rozdelené

výchylky okolo tohto trendu. Zatia© £o n(τ) ∈ N0 bola diskrétna premenná, premenné

φ(τ) ∈ R+
0 a ξ(τ) ∈ R sú spojité. Podobne k pravdepodobnostnému rozdeleniu pn(τ)

zoberieme jeho spojitý ekvivalent

pn(τ) = Π(ξ, τ), (2.3)

kde Π(ξ, τ) je funkcia hustoty. Pre deriváciu pod©a £asovej zloºky platí

dpn
dτ

=
∂Π

∂τ
+
∂Π

∂ξ

dξ

dτ
=
∂Π

∂τ
− ε−

1
2
dφ

dτ

∂Π

∂ξ
. (2.4)

5Rovnakým ozna£ením n, respektíve ξ budeme ozna£ova´ nezávislú premennú pravdepodobnost-

ného rozdelenia, ako aj náhodný proces popísaný jej rozdelením.
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2.1 Formulácia aproximácie

Po substitúcii a dosadení do rovnice (2.1) dostávame

∂Π

∂τ
− ε−

1
2
dφ

dτ

∂Π

∂ξ
= (1 + ρ)(E−1 − 1)(ε−1φ+ ε−

1
2 ξ)Π

+ (E− 1)(ε−1φ+ ε−
1
2 ξ)(ρ+ ε(ε−1φ+ ε−

1
2 ξ − 1))Π.

(2.5)

Operátor E transformuje n na n + 1, potom aj ξ na ξ + ε
1
2 . Rozvinutím funkcie E

do Taylorovho rozvoja dostaneme

E = 1 + ε
1
2
∂

∂ξ
+

1

2
ε
∂2

∂ξ2
+ o(ε

3
2 ). (2.6)

Dosadením do (2.5) máme

∂Π

∂τ
− ε−

1
2
dφ

dτ

∂Π

∂ξ
= (1 + ρ)

(
−ε

1
2
∂

∂ξ
+

1

2
ε
∂2

∂ξ2
− o(ε

3
2 )

)
(ε−1φ+ ε−

1
2 ξ)Π

+

(
ε

1
2
∂

∂ξ
+

1

2
ε
∂2

∂ξ2
+ o(ε

3
2 )

)
(ε−1φ+ ε−

1
2 ξ)(ρ+ ε(ε−1φ+ ε−

1
2 ξ − 1))Π.

(2.7)

Upravíme na tvar

∂Π

∂τ
= ε−

1
2

(
dφ

dτ
− (1 + ρ)φ+ ρφ+ φ2

)
∂Π

∂ξ

+ ε0

(
(1 + ρ)

(
1

2
φ
∂2Π

∂ξ2
− ∂

∂ξ
(ξΠ)

)
+ (ρ+ 2φ)

∂

∂ξ
(ξΠ) +

1

2
(φ(ρ+ φ))

∂2Π

∂ξ2

)
+ o(ε

1
2 ).

(2.8)

Koncentráciu obyvate©stva φ podmienime, aby bol £len pri ráde ε−
1
2 nulový. Dostávame

diferenciálnu rovnicu pre koncentráciu populácie charakteristickú pre logistický rast

dφ

dτ
= φ2 − φ. (2.9)

Rovnica je separovate©ná, môºme ju upravi´ do tvaru

dφ

φ2 − φ
= dτ. (2.10)

Integrovaním dostaneme

ln

(
φ

1− φ

)
= τ + c (2.11)

a postupnými úpravami dostaneme v²eobecné rie²enie

φ(τ) =
1

1 + ce−τ
. (2.12)
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2.1 Formulácia aproximácie

Zvo©me po£iato£nú výchylku ξ(0) = 0. Potom z po£iato£nej podmienky n(0) = n0 a

zo vz´ahu (2.2) máme po£iato£nú podmienku pre φ(τ)

φ(0) = φ0, (2.13)

kde φ0 = εn0. Pre rovnicu (2.9) vieme nájs´ explicitné rie²enie

φ(τ) =
1

1 + (φ−1
0 − 1)e−τ

. (2.14)

Vo vz´ahu (2.8) je £len pri ε−
1
2 nulový. Ak zanedbáme o(ε

1
2 ), dostaneme aproximáciu

∂Π

∂τ
= (2φ− 1)

∂

∂ξ
(ξΠ) +

1

2
φ(φ+ 2ρ+ 1)

∂2Π

∂ξ2
, (2.15)

ktorá je lineárnou Fokker-Planckovou rovnicou a jej rie²ením je pod©a [11] Gaussián.

Funkcia Π(ξ, τ) je zárove¬ hustotou náhodnej premennej ξ, ktorá je tým pádom z nor-

málneho rozdelenia. Na jednozna£né ur£enie rozdelenia nám posta£uje stredná hodnota

a disperzia, respektíve prvý a druhý moment náhodnej premennej. Oba momenty do-

káºeme vyjadri´ bez nutnosti h©adania explicitného rie²enia Fokker-Planckovej rovnice

pomocou nasledovného postupu. Obe strany rovnice (2.15) vynásobime premennou ξ

a následne zintegrujeme cez ξ.∫ ∞
−∞

ξ
∂Π

∂τ
dξ = (2φ− 1)

∫ ∞
−∞

ξ ˙(ξΠ)dξ +
1

2
φ(φ+ 2ρ+ 1)

∫ ∞
−∞

ξ
∂2Π

∂ξ2
dξ. (2.16)

Zámenou derivácie s integrálom6 na ©avej strane rovnice dostávame deriváciu strednej

hodnoty. Vo výrazoch na pravej strane pouºijeme integráciu per-partes.

dE[ξ]

dt
= (2φ−1)

([
ξ2Π

]∞
−∞ −

∫ ∞
−∞

ξΠdξ

)
+

1

2
φ(φ+2ρ+1)

([
ξ
∂Π

∂ξ

]∞
−∞
−
∫ ∞
−∞

∂Π

∂ξ
dξ

)
.

(2.17)

Po úpravách dostaneme diferenciálnu rovnicu pre strednú hodnotu ξ

dE[ξ]

dt
= (1− 2φ)E[ξ]. (2.18)

Podobným princípom po vynásobení (2.15) ξ2 a integrovaním máme∫ ∞
−∞

ξ2∂Π

∂τ
dξ = (2φ− 1)

∫ ∞
−∞

ξ2 ˙(ξΠ)dξ +
1

2
φ(φ+ 2ρ+ 1)

∫ ∞
−∞

ξ2∂
2Π

∂ξ2
dξ. (2.19)

6zámena je moºná v¤aka vyhovujúcim vlastnostiam hustoty normálneho rozdelenia

14



2.2 Stacionárny stav

Po integrácii per-partes

dE[ξ2]

dt
= (2φ− 1)

([
ξ3Π

]∞
−∞ −

∫ ∞
−∞

2ξ2Πdξ

)
+

1

2
φ(φ+ 2ρ+ 1)

([
ξ2∂Π

∂ξ

]∞
−∞
−
∫ ∞
−∞

2ξ
∂Π

∂ξ
dξ

) (2.20)

a následných úpravách dostávame diferenciálnu rovnicu pre druhý moment

dE[ξ2]

dt
= (2− 4φ)E[ξ2] + φ(φ+ 2ρ+ 1). (2.21)

Funkciu φ(τ) sme explicitne vyjadrili v (2.14), po£iato£né podmienky získame v¤aka

skuto£nosti, ºe premenná ξ(τ) je v £ase τ = 0 nenáhodná a platí

E[ξ(0)] = 0, E[ξ2(0)] = 0. (2.22)

Nasledujúci kód nájde numerické rie²enia v programe Matlab:

phi0=eps*n0;

phi=@(tau) 1./(exp(log(1/phi0-1) - tau) + 1);

odeE = @(tau,Exi)(1-2*phi(tau))*Exi;

[tau,Exi] =ode45(odeE,tau,0);

odeE2 = @(tau,Dxi)(2-4*phi(tau))*Dxi+phi(tau)*(phi(tau)+2*rho+1);

[tau,E2xi] =ode45(odeE2,tau,0);

Na²li sme parametre rozdelenia náhodnej výchylky ξ, následne môºme spätným dosa-

dením do (2.2) nájs´ pribliºné rozdelenie populácie n(τ)

n(τ) ∼ N
(
ε−1φ(τ), ε−1E[ξ2(τ)]

)
. (2.23)

2.2 Stacionárny stav

Dôleºitým poznatkom o aproximácii je aj situácia po ustálení pravdepodobnostného

rozdelenia. Zaujíma nás, k akým hodnotám konvergujú parametre rozdelenia pre £as

idúci do nekone£na, h©adáme

n∗ = lim
τ→∞

n(τ). (2.24)

Nutnou podmienkou existencie stacionárneho rie²enia je konvergencia funkcie hustoty

φ(τ), od ktorej závisí stredná hodnota rozdelenia. Funkciu φ(τ) sme vyjadrili v (2.14),

15



2.2 Stacionárny stav

limitu vypo£ítame ako

φ∗ = lim
τ→∞

φ(τ) = lim
τ→∞

1

1 + (φ−1
0 − 1)e−τ

= 1. (2.25)

Vo výraze pre disperziu n(τ) vystupuje druhý moment náhodnej premennej ξ(τ),

pre ktorý nemáme explicitný vz´ah. Vyuºijeme fakt, ºe druhý moment je v stacionár-

nom stave kon²tantný. Potom platí

lim
τ→∞

dE[ξ2]

dt
= 0. (2.26)

Zlimitovaním diferenciálne rovnice (2.21) a vyuºitím (2.26) dostávame

0 = (2− 4φ∗)E∗[ξ2] + φ∗(φ∗ + 2ρ+ 1), (2.27)

kde

E∗[ξ2] = lim
τ→∞

E[ξ(τ)2]. (2.28)

Úpravou (2.27) a pouºitím (2.25) dostávame limitu druhého momentu ξ(τ)

E∗[ξ2] = 1 + ρ. (2.29)

Stacionárne rozdelenie n∗ vieme vyjadri´7 z (2.23) ako

n∗ ∼ N
(
ε−1φ∗, ε−1E∗[ξ2]

)
. (2.30)

Dosadením (2.25) a (2.29) máme

n∗ ∼ N
(
ε−1, ε−1(1 + ρ)

)
. (2.31)

Jednou z charakteristík pravdepodobnostného rozdelenia je tzv. Fano faktor [2], de�-

novaný ako

F =
σ2
W

µW
, (2.32)

kde σ2
W a µW sú variancia a stredná hodnota náhodného procesu na £asovom okne

W . Na Fano faktor sa dá pozera´ ako na pomer ²umu k signálu. Vyjadruje mieru spo-

©ahlivosti, s akou môºe by´ odhadnutá náhodná premenná, ktorá na £asovom okne W

obsahuje v priemere µW náhodných udalostí. Ak je £asové okno zvolené na nekone£no,
7limitné prechody môºeme pouºi´ v¤aka vhodným vlastnostiam normálneho rozdelenia

16



2.2 Stacionárny stav

ako v na²om prípade, Fano faktor nazývame aj pojmom index disperzie. Fano faktor

pre aproximáciu v stacionárnom stave vyjadríme ako

F =
ε−1(1 + ρ)

ε−1
= 1 + ρ. (2.33)

Fano faktor rovný jednej je charakteristický pre Poissonovo rozdelenie, ktoré má strednú

hodnotu zhodnú s disperziou. Rozdelenie, ktoré má vo Fano faktore ²um navy²e sa

nazýva nadmerne rozptýlené8.

V nasledujúcich kapitolách odvodené diferenciálne rovnice a ich numerické výpo£ty

implementujeme v programe Matlab. Zobrazíme tvar pravdepodobnostných rozdelení

pre rôzne hodnoty parametrov vo viacerých £asových okamihoch.

8over-dispersed
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3. Citlivos´ pravdepodobnostných rozdelení modelu a aproximácie na zmenu
parametrov

3 Citlivos´ pravdepodobnostných rozdelení modelu a

aproximácie na zmenu parametrov

V kapitole (1) sme odvodili numerický výpo£et pravdepodobnostného rozdelenia po-

pulácie v modeli. V kapitole (2) sme skon²truovali aproximáciu a rozdelenie, pod©a

ktorého sa riadi. V nasledujúcej kapitole budeme sledova´ priebeh rozdelenia populácie

pre konkrétne zvolené parametre. Pozorova´ budeme predov²etkým situáciu po ustá-

lení rozdelení a vplyv parametrov modelu na rýchlos´ konvergencie, tvar rozdelení a

stacionárneho stavu.

3.1 Závislos´ stacionárneho stavu od po£iato£ného podmienky

Za ú£elom pozorovania vplyvu po£iato£nej podmienky si zvolíme konkrétne parametre

modelu:

ρ = 10, ε = 0.01. (3.1)

Hrani£ný stav Ω zvolíme na hodnotu 3ε−1 a po£iato£ná populácia bude vo vý²ke

n0 = 50.

18



3.1 Závislos´ stacionárneho stavu od po£iato£ného podmienky

Obr. 1: Pravdepodobnostné rozdelenia pre po£iato£nú podmienku n0 = 50

Na obrázku 1 je zachytených nieko©ko £asových okamihov pravdepodobnostného

rozdelenia stavu populácie v Markovovskom stochastickom modeli a jeho aproximácii.

Pravdepodobnostné rozdelenia sa pomerne rýchlo dostanú do kvázistacionárneho

stavu. Aproximácia sa v tomto stave ustáli, zatia© £o pravdepodobnos´ vyhynutia po-

pulácie v Markovovskom modeli bude pomalým tempom narasta´ a v limite nastane
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3.1 Závislos´ stacionárneho stavu od po£iato£ného podmienky

s pravdepodobnos´ou 1. Pod©a teórie Markovovských re´azcov [3] je tento jav zrozu-

mite©ný, ke¤ºe re´azec obsahuje spo£ítate©ne ve©a navzájom dosiahnute©ných stavov a

jediným stacionárnym stavom je stav vyhynutia populácie9. Preru²ovanými £iarami sú

na obrázku 1 znázornené stredné hodnoty rozdelenia, v prípade stochastického modelu

stredné hodnoty o£istené od pravdepodobnosti vyhynutia populácie.

Na obrázku 1 si môºme v²imnú´ pozitívny sklon rozdelenia stochastického modelu

v prvotných £asových okamihoch. Tento fenomén nie je spôsobený polohou po£iato£nej

podmienky vzh©adom na kvázistacionárny stav, ako uvidíme pri zmene po£iato£ného

stavu populácie na hodnotu n0 = 200 (vi¤ obr. 2).

9Kvôli ohrani£eniu systému diferenciálnych rovníc v kapitole (2) sme za pohlcujúci ur£ili aj stav

Ω. Kone£ný stav bol v²ak vhodne navolený a jeho existencia signi�kantne neovplyvní konvergenciu

pravdepodobnostného rozdelenia.
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3.1 Závislos´ stacionárneho stavu od po£iato£ného podmienky

Obr. 2: Pravdepodobnostné rozdelenia pre po£iato£nú podmienku n0 = 200

Z obrázku 2 môºeme usúdi´, ºe kvázistacionárny stav je rovnaký pre ©ubovo©nú

po£iato£nú podmienku. pre limitu strednej hodnoty aproximácie sme v kapitole (2)

odvodili vz´ah

E(n∗) = ε−1. (3.2)

Nako©ko stredná hodnota aproximácie v dlhodobom horizonte závisí iba od parametra
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3.2 Citlivos´ pravdepodobnostných rozdelení na zmenu parametra ρ

ε, po£iato£ná podmienka stacionárny stav skuto£ne neovplyv¬uje. Ve©kos´ po£iato£nej

populácie pôsobí iba na pravdepodobnos´ vyhynutia populácie v Markovovskom modeli

a rýchlos´ jej konvergencie.

3.2 Citlivos´ pravdepodobnostných rozdelení na zmenu para-

metra ρ

V limitnom rozdelení pre aproximáciu (2.31) parameter ρ nevystupuje v strednej hod-

note, av²ak priamo úmerne ovplyv¬uje varianciu rozdelenia. O£akávame, ºe zniºovaním

parametra ρ sa budú obe rozdelenia zuºova´.
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3.2 Citlivos´ pravdepodobnostných rozdelení na zmenu parametra ρ

Obr. 3: Model a aproximácia pri hodnote parametra ρ = 1

Na obrázku 3 sú zobrazené rozdelenia pre hodnotu parametra ρ = 1 s rovna-

kými po£iato£nými podmienkami a rozsahmi osí ako na obrázku 2. Môºeme usúdi´,

ºe zmena parametra ρ vplýva na disperziu oboch rozdelení po£as celého procesu. Roz-

diely v oboch obrázkoch nazna£ujú, ºe rýchlos´ konvergencie do stacionárneho stavu10

10v prípade stochastického modelu sa jedná o kvázistacionárny stav

23



3.2 Citlivos´ pravdepodobnostných rozdelení na zmenu parametra ρ

sa nezmenila, av²ak poklesla rýchlos´ nárastu pravdepodobnosti zániku populácie v sto-

chastickom modeli.

Obr. 4: Pravdepodobnos´ vyhynutia populácie pre rôzne hodnoty ρ

Obrázok 4 obsahuje pravdepodobnosti vyhynutia populácie v stochastickom mo-

deli pre rôzne hodnoty parametra ρ. Po ustálení rozdelenia v kvázistacionárnom stave

narastá pravdepodobnos´ zániku pribliºne lineárne a strmos´ krivky má pozitívnu ko-

reláciu s hodnotou ρ. Dôvod môºeme nájs´ v substitúcii

ρ =
µ

λ− µ
(3.3)

pouºitej v kapitole 1. Hodnota parametra ρ narastá, ak stúpne miera úmrtnosti µ alebo

klesne intenzita pôrodnosti λ. V oboch prípadoch je odôvodnené urýchlenie vymierania

populácie.

V závere£nej kapitole budeme analyzova´ podobnos´ oboch rozdelení s rastúcim ob-

jemom systému11. Sústredi´ sa budeme na vo©by parametrov a £asové obdobia, pri kto-

rých sú model a aproximácia konzistentné.

11objem systému je nepriamo úmerný parametru ε
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4. Porovnanie modelu a aproximácie

4 Porovnanie modelu a aproximácie

4.1 Vzdialenos´ pravdepodobnostných rozdelení

V nasledujúcej £asti sa budeme sústredi´ na rozdiely medzi pravdepodobnostnými roz-

deleniami. Na ohodnotenie rozdielnosti modelu a jeho aproximácie pouºijeme rôzne

spôsoby a metriky. Medzi najzákladnej²ie spôsoby vy£íslenia vzdialenosti patrí abso-

lútna a relatívna odchýlka.

Obr. 5: Vývoj absolútnej odchýlky medzi aproximáciou a modelom

Obrázok 5 obsahuje absolútne odchýlky12 medzi rozdeleniami aproximácie a modelu

v rôznych £asových okamihoch. Parametre modelu sú navolené na hodnotách n0 = 200,

ρ = 10 a ε = 0.01. Pod©a obrázku 5 sa zdá, ºe rozdiely medzi aproximáciou a modelom

s £asom narastajú, £o by mohlo by´ spôsobené odli²nos´ou ich limitných stacionárnych

stavov. Av²ak spomínané rozdiely by sa mali prejavova´ aº v dlhodobom £asovom ho-

rizonte. Pozrieme sa, ako rozdelenia reagujú na zmenu parametra ε, následný dopad

na kvalitu aproximácie a £asový vývoj absolútnej odchýlky.
12obrázok priebehu relatívnej odchýlky pre rovnaké hodnoty parametrov sa nachádza v prílohe A
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4.1 Vzdialenos´ pravdepodobnostných rozdelení

Obr. 6: Pravdepodobnostné rozdelenia pre rôzne hodnoty parametra ε

Obrázok 6 zachytáva pravdepodobnostné rozdelenia po ustálení pri dvoch rozdiel-

nych hodnotách13 parametra ε. Zárove¬ je na obrázku zobrazená absolútna a relatívna

odchýlka aproximácie od modelu v rovnakom £asovom okamihu. Z obrázku sa zdá,

ºe s klesajúcou hodnotou ε rastie kvalita aproximácie, zdanie ale môºe by´ spôsobené
13pravdepodnostné rozdelenia pre viacero hodnôt parametra ε sa nachádzajú v prílohe A
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4.1 Vzdialenos´ pravdepodobnostných rozdelení

rôznymi rozsahmi súradnicových osí.

Aby sme dokázali ohodnoti´ celkovú mieru zhody aproximácie a modelu v jednot-

livých £asových okamihoch, pouºijeme metriku zvanú celková varia£ná vzdialenos´14

pravdepodobnostných rozdelení, de�novanú v [9].

De�nícia 4.1. Celková varia£ná vzdialenos´ medzi dvomi pravdepodobnostnými rozde-

leniami µ a ν na mnoºine udalostí Ω je de�novaná ako

CV V (µ, ν) = sup
A∈Ω
|µ(A)− ν(A)|. (4.1)

Za ú£elom zníºenia výpo£tových nárokov vyuºijeme pomocnú vetu, naformulovanú

a dokázanú v [7]:

Veta 4.2. Nech µ a ν sú pravdepodobnostné rozdelenia na mnoºine udalostí Ω. Potom

pre celkovú varia£nú vzdialenos´ platí

CV V (µ, ν) =
1

2

∑
x∈Ω

|µ(x)− ν(x)|. (4.2)

Namiesto h©adania supréma môºeme celkovú varia£nú vzdialenos´ vypo£tovo nená-

ro£ne získa´ pomocou `1-normy rozdielu pravdepodobnostných rozdelení.

Obr. 7: �asový vývoj celkovej varia£nej vzdialenosti pre rôzne hodnoty parametra ε

14vo©ný preklad termínu Total variation distance
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4.2 Výpo£tová náro£nos´ modelov

Obrázok 7 zaznamenáva blízkos´ pravdepodobnostných rozdelení aproximácie a mo-

delu v £ase pomocou celkovej varia£nej vzdialenosti. Pre v²etky hodnoty ε bol ako

po£iato£ný stav populácie zvolený n0 = 100. Nako©ko s poklesom parametra ε ras-

tie ve©kos´ systému a mnoºstvo stavov, je zmysluplné porovna´ aj `2-normu odchýlok,

ktorá nízkym hodnotám priradí men²iu váhu. Vývoj `2-noriem odchýlok sa nachádza

v prílohe A.

V £lánkoch [5, 6] bolo dokázané, ºe pri modelovaní priebehu chemických rovníc sto-

chastické modely zaloºené na master rovnici s rastúcim objemom systému15 konvergujú

k deterministickým, postaveným na zákone ú£inku hmotnosti16. Na²e modely spomí-

nanú vlastnos´ zdie©ajú a z obrázka 7 vidíme, ºe uº pre ε na úrovni 10−3 je medzi

modelmi v strednodobom horizonte17 výrazne nízka celková varia£ná vzdialenos´.

4.2 Výpo£tová náro£nos´ modelov

Na záver uvádzame výpo£tové £asy potrebné na numerické rie²enie systémov diferen-

ciálnych rovníc v programe Matlab. Deterministický model obsahoval diferenciálnu

rovnicu pre druhý moment18 náhodnej premennej ξ. Stochastický model rie²il systém

s ve©kos´ou rovnou po£tu stavov.

V nasledujúcej tabu©ke sa nachádzájú £asové nároky na výpo£et pravdepodobnost-

ných rozdelení z kapitoly (3.1) pre rôzne hodnoty ε.

ε D S Sg
0.01 0.0120 s 0.5060 s 0.0860 s

0.005 0.0120 s 1.2850 s 0.1140 s

0.001 0.0120 s 60.7520 s 0.5680 s

ZnakomD je ozna£ený deterministický model, S predstavuje stochastický model a Sg
sú £asy rie²enia systému v prípade, ºe vyuºijeme znalos´ matice gradientov. Numerické

výpo£ty boli vykonané na po£íta£i s nasledovnými parametrami:
15ekvivalentné s ε idúcim k 0
16Law of Mass Action
17Pod pojmom strednodobý horizont rozumieme £as od ustálenia v kvázistacionárnom stave aº

do výrazného nárastu pravdepodobnosti vyhynutia populácie(experimentálne na úrovni τ ∼ (ρε)−1).

�as do zániku je bliº²ie sledovaný v práci [12]
18prvý moment sa dal vyjadri´ explicitne
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4.2 Výpo£tová náro£nos´ modelov

program Matlab (v. R2016a)

solver ode15s

OS Windows 7

CPU Intel Core 2 Quad Q6600, 2.4 GHz

RAM 6 GB DDR2, 800 MHz
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ZÁVER ZÁVER

Záver

V práci sme sa zaoberali modelovaním po£tu jedincov v populácii. Na úvod sme pred-

stavili stochastický model zaloºený na teórii markovovských procesov. Pomocou aproxi-

mácie sme odvodili spojitý deterministický model, hustotu jeho pravdepodobnostného

rozdelenia a limitný stacionárny stav. Na záver sme analyzovali vývoj pravdepodob-

nostných rozdelení v £ase a ich citlivos´ na zmenu parametrov a po£iato£nej podmienky.

Skúmali sme podobnos´ pravdepodobnostných rozdelení a výpo£tové nároky na ich

nájdenie v závislosti od rastúcej ve©kosti systému.

Medzi výhody deterministického modelu patrí predov²etkým výpo£tová nenáro£-

nos´. Po£et diferenciálnych rovníc nutných k nájdeniu pravdepodobnostných rozdelení

závisí od po£tu populácií19 v modeli, výpo£tové nároky sa s rastom ve©kosti systému

nemenia. Systémy je moºné v niektorých prípadoch vyrie²i´ explicitne, prípadne vyjad-

ri´ pomocou konkrétnych rozdelení. Poznanie rozdelenia vedie k zníºeniu pamä´ových i

výpo£tových nárokov po£as rie²enia i následnej práci s rozdeleniami. Namiesto sklado-

vania celých pravdepodobnostných rozdelení je posta£ujúce pamäta´ si charakteristické

parametre rozdelenia a na pravdepodobnostné rozdelenie zavola´ pomocou hustoty, prí-

padne iných jemu typických funkcií.

Stochastický model je prízna£ný svojou schopnos´ou vystihnú´ náhodnú povahu pô-

rodov, úmrtí a interakcií v populácii20. Realistickej²í prístup stochastického modelu sa

prejaví najmä pri niº²om objeme systému, kde uº malé náhodné odchýlky v pôrod-

nosti/úmrtnosti dokáºu zásadne ovplyvni´ priebeh procesu. Náhodnos´ rastom objemu

systému stráca vplyv, nako©ko sa reálne po£ty pôrodov/úmrtí blíºia k svojím stredným

hodnotám. Skuto£nos´, ºe rie²enie sa vo v²eobecnosti neriadi známym pravdepodob-

nostným rozdelením nemusí by´ vºdy iba nevýhodou. Moºnos´ modelovania rozdelenia

populácie bez rámcovania do �pekného� rozdelenia môºe vies´ k realistickej²ím výsled-

kom.

Stochastický model naráºa na svoje limity s rastom ve©kosti systému a po£tu stavov

z dôvodu prudkého nárastu výpo£tovej náro£nosti. Problém sa dá £iasto£ne vyrie²i´

uvedením dodato£ných informácií o systéme diferenciálnych rovníc a následnej moº-
19v prípade chemickej rovnice od po£tu reaktantov
20v prípade chemických reakcií náhodnú povahu zráºok molekúl reaktantov
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nosti pouºitia �silnej²ích� numerických metód. V na²om modeli sme vyuºili znalos´

matice gradientov, £o viedlo k rádovému zníºeniu výpo£tového £asu.

V práci sme ohodnocovali podobnos´ oboch modelov. Skúmali sne hodnoty para-

metrov a £asové horizonty, pri ktorých sa dajú oba modely povaºova´ za ekvivalentné

a môºeme vyuºíva´ v²etky ich pozitívne vlastnosti. Pozorovali sme odli²né správanie

sa modelov v dlhodobom horizonte, napriek zdanlivej podobnosti ich stacionárnych

rozdelení.

Výsledky z práce sa dajú aplikova´ aj v iných vedných odvetviach. Odvodené mo-

dely dokáºu popísa´ dynamiku v niektorých autokatalitických reakciách v biochémii,

£i ²peci�ckých úlohách teórie hromadnej obsluhy. Postup kon²trukcie deterministic-

kej aproximácie z master rovnice (vi¤ kapitola (2.1)) je moºné analyticky zopakova´

pri modeloch s rôznym charakterom a dynamikou. V analýze modelov je moºné po-

kra£ova´ napríklad skúmaním o£akávaných £asov do extinkcie, £i bliº²ím rozoberaním

problému zámeny £asovej a objemovej limity pomocou teórie matematickej analýzy.
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Príloha A

V prílohe uvádzame dodato£né ukáºky pravdepodobnostných rozdelení pri variácii pa-

rametrov modelu a dodato£né grafy charakterizujúce vz´ahy medzi modelmi.

Obr. A.8: Pravdepodobnostné rozdelenia pre rôzne hodnoty parametra ε

Na obrázku A.8 sú pozorovate©né radikálnej²ie rozdiely v podobnosti rozdelení s po-

klesom parametra ε.
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Obr. A.9: Vývoj relatívnej odchýlky medzi aproximáciou a modelom

Obrázok A.9 zaznamenáva £asový priebeh relatívnej odchýlky medzi modelmi po£í-

tanej ako

δp(τ) =
|pD(τ)− pS(τ)|
pD(τ) + pS(τ)

, (A.1)

kde pD(τ) a pS(τ) sú pravdepodobnostné rozdelenia deterministického, respektíve sto-

chastického modelu.
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Obr. A.10: Vývoj `2-normy absolútnej odchýlky

S poklesom parametra ε rastie ve©kos´ systému a mnoºstvo stavov a je zmysluplné

porovna´ aj `2-normu odchýlok, ktorá nízkym hodnotám priradí men²iu váhu. Pod©a

obrázka A.10 je vplyv hodnoty ε e²te výraznej²í ako v prípade `1-normy.
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