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Abstrakt

LETOVANEC, Jakub: Optimélny névrh experimentov bez replikicii [Diplomova
praca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a infor-
matiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; Skolitel: Mgr. Lenka Filova,
PhD., Bratislava, 2018, 64 s.

V préci sa budeme venovat konstrukcii algoritmu pre néjdenie optiméalneho né-
vrhu experimentu bez replikacii merani v jednom bode a s linedArnym ohranicenim,
napriklad na cenu experimentu. Uvedieme ideu povodného algoritmu, od ktorého
sa dostaneme aZ k novému, origindlnemu programu. Stcastou prace je aj ndjdenie
metédy hladania inicializa¢ného navrhu, ktory bude vstupom pre algoritmus hlada-
jaci optimalny navrh. Na zaver otestujeme algoritmus na réznych typoch prikladov,

porovname ho s inymi algoritmami a vyhodnotime jeho funk¢nost.

Kléové slova: optimalny navrh, vymenny algoritmus, optimalita, efektivita,

inicializacny navrh, exaktny navrh



Abstract

LETOVANEC, Jakub: Optimal design of experiments without replications [Master
thesis], Comenius university in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and
Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: Mgr.
Lenka Filova, PhD., Bratislava, 2018, 64 p.

In this thesis, we will deal with the construction of an algorithm finding optimal
design of an experiment without replications of observations in a single point, and
with linear constraints, e.g. for experiment price. We will introduce an idea of an
original algorithm, which will lead to a new, authentic program. Part of the thesis
is also about finding a method computing an inicial design, which will be an input
of the algorithm looking for an optimal design. In the end we will test our prog-
ram on various examples, comparing it with different algorithms and evaluate its

functionality.

Keywords: optimal design, exchange algorithm, optimality, efectivity, inicial

design, exact design
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Uvod

Navrhovanie experimentov je stcastou mnohych vyskumov v roéznych oblastiach
vedy. Pri v8etkych experimentoch vyvstava potreba tento experiment naplanovat.
Tieto experimenty mozu byt vSak velmi nékladné a naSe zdroje, ¢i uz financné,
materialne alebo ¢asové, mozu byt do znacnej miery obmedzené. Za tymto tc¢elom
vznikla potreba tieto ndvrhy optimalizovaft tak, aby sme vSetky potrebné obmedzenia
spliiali.

Zaklady modernej tedrie navrhovania experimentov polozil J. Kiefer [10] v druhe;
polovici 20. storo¢ia. Za ten ¢as sa stihli rozvinif mnohé sposoby ich riesenia, od
jednoduchych az po komplikované algoritmy.

Cielom nasej prace bude naprogramovat a rozvinit jednu z najpopularnejsich
metdd na vypocet exaktnych navrhov experimentov. KL-vymenny algoritmus sa po
prvy krat objavil v publikécii od Atkinsona a Doneva [2] v roku 1989 ako modifikécia
klasického Fedorovovho vymenného algoritmu [4] z roku 1972. Podstatou vymenného
algoritmu je v kazdom kroku vymazat ”zly “ bod nédvrhu a nahradit ho ”dobrym “[5].
My sa tento algoritmus pokisime vylep$it tak, aby bol schopny zohladnif aj iné
ohranicenia, ako len to na pocet experimentov a zapojime tak aj ohranicenie na cenu,
¢i Tubovolné iné ohrani¢enie. Budeme sa tak snazit dosiahnut efektivny program a
poskytnaf rychlu, ale aj dostato¢ne spolahlivii metédu na hladanie optimalneho

navrhu.
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Kapitola 1
Optimalny navrh experimentu

V tejto kapitole zadefinujeme Standardni tlohu optimalneho navrhovania experi-
mentov pozostavajicu z linearneho regresného modelu, matice navrhu experimentu

a kritéria optimality. Podrobnejsie informécie sa moze citatel dozvediet v zdrojoch

3], [6].

1.1 Linearny regresny model

Predpokladajme, Ze chceme vykonat experiment, ktorého pozorovania sa daju zapi-

sat jednoduchym linearnym regresnym modelom

Y =F0+¢, (1.1)

kde

Y = (yh "'Jyn)T

je stlpcovy vektor pozorovani,

filzy)  fa(zr) oo finlz1) ST (1)
Fo— fl(.l’Q) f2(‘ff2) fm(‘fz) _ fT('l"z) (1.2)
fi(wn)  fo(zn) o finlzn) fT ()

15



je matica regresorov v bodoch merani x;, z mnoziny X = {zy,...,z,} a fi(x) je

znama funkcia. Funkcia f(x) bude teda stipcovy vektor

f@) = (fi(@), fo@), . fin(2))"

Vektor 6 obsahuje odhadované parametre
0 - (91, ceey Hm)T

£= (1, en)’

je vektor chyb, nezavislych, normélne rozdelenych, homoskedastickych, s E(g) = 0

aVar(e) = o

Pre kazdé meranie y;,i € {1,...,n} teda plati

Nasim cielom je ¢o najpresnejsie odhadntf neznamy vektor parametrov . Jeho

odhad 6 mozeme najst pomocou metdédy najmensich Stvorcov.

0 = argmein Y — Fo|,
kde ||.|| je Euklidovska norma. Potom plati, ze
0 = (FT'F)~'FY, (1.4)

pricom 0 mé strednti hodnotu E(f) = 6 a varianciu Var(0) = o2(FTF)~1.

1.2 Navrh experimentu

Nasim cielom je spomedzi vSetkych moznych merani vybraf tie, ktoré nam daju
najviac informécie o hodnotach vektora neznamych parametrov. Tento vyber nazy-
vame navrhom experimentu. Pod pojmom exaktny navrh rozumieme predpis, ktory
nam hovori, kolko merani mdme vykonat v jednotlivych bodoch z X. Standardne

zapisujeme exaktny navrh pomocou tzv. matice navrhu &y:

16



Trr ... Tp
éN - )

W1 ... Wy

kde w; je pocet merani v bode navrhu z;,i € {1,...,n} a spliia podmienku

N je teda velkost navrhu, alebo celkovy pocdet merani. Body navrhu zi, xo, ..., 7,
patria do tzv. oblasti ndvrhu X'. Mnozinu vSetkych navrhov na X oznacujeme =. V
nasom pripade, kedZe sa zaoberame len navrhmi bez opakovania merania v jednom
bode, pocet merani mdze byt len 0 alebo 1, teda w; € {0, 1}.

Okrem exaktného navrhu zavedieme eSte pojem aproximativneho navrhu. Ma-
tica exaktného névrhu &y modze na rozdiel od aproximativneho (spojitého) navrhu
obsahovat len celoc¢iselné pocty merani. Aproximativny nidvrh mozeme teda pova-
zovat za akusi relaxdciu exaktného. Optimélny aproximativny navrh sa da pouzif
ako dobra referencia k tomu, ako blizko sme sa dostali k teoretickému optimu. Jeho
vyhodou je tiez to, Ze sa da jednoducho najst. Kedze predpokladdme, Ze hladdme
maximum konkévnej (resp. minimum konvexnej) funkcie (vid podkapitolu 1.5) na
kompaktnej mnozine, mozeme pouzit silnt tedriu konvexnej optimalizécie. Problém
nastava, ked sa snazime z aproximativneho navrhu dostat k exaktnému. Tato tému

rozoberieme v kapitole 3.

1.3 Ohranicenia experimentu

V praktickych situaciach su c¢asto potrebné ohranicenia na pocty merani v expe-
rimente. Okrem ohranicenia na velkost navrhu N sa mozeme stretnit aj s inymi
typmi ohraniceni.

Linearne ohranicCenia sa zadavaju v standardnej forme Aw < b, kde A je matica
typu k x n a b je vektor dlzky k. Hodnota k oznacuje pocet roznych ohraniceni.
MézZu tu byt zahrnuté napriklad ohrani¢enia na cenu, mnozstvo zdrojov, pozadovana
"vzdialenost “ medzi bodmi merania a podobne.

Predstavme si, ze vykonanie experimentu v bode x; stoji ¢; jednotiek penazi a

celkové néklady na experiment nesmu presiahnut C' peniaznych jednotiek. Matica A

17



by mala v tom pripade nasledovny tvar:
A= (Cl, Co,y ...,y Cn)

a druhéa strana nerovnosti by bola jednoducho b = C.
Pre zakomponovanie uz spominaného ohranicenia na celkovy pocet merani by

stacilo pridat do matice A riadok samych jednotiek a do vektora b by sme pridali

1T ... ¢C C
A= " b=
1 ... 1 N
Ak by sme chceli, aby poc¢et merani v i-tom bode nepresiahol b;, do matice A
vlozime riadok s jednotkou len na ¢-tom mieste a do vektora b pridame prvok b;.
Harman, Bachrata a Filova [8] uvadzaju dalsi typ ohrani¢eni na zdroje. Uvazme
situdciu, v ktorej mozeme v i-tom pokuse pouzif len isté mnozstvo r-tého zdroja.
Takéto obmedzenie zapiSeme nasledovne:
n
Zariwi < b, Vre{l,..l}, (1.6)
i=1
kde a,; je spotreba r-tého zdroja v i-tom bode navrhu a b, je obmedzenie r-tého

zdroja. Konstanta [ oznacuje pocet zdrojov. O rdznych typoch ohranic¢eni piseme

podrobnejsie v kapitole 4.1.

1.4 Informacna matica

Pri hladani optimalneho navrhu hra klucova tlohu informacnd matica. Informacné

matica M navrhu £y je definovand vztahom
M(En) = wif () f" (2:) (L.7)
i=1
Variancia odhadovaného merania je

Var(j(x)) = o* f1 () (F'F) " f ().

Pre naSe vypocty vsak budeme pouzivat standardizovan varianéni funkciu vzhla-
dom na o2, ktorti definujeme nasledovne (vid [3]):

A, 6x) = F7 (@) M) f(x) = 2V ), (1.8)

g

18



1.5 Kritéria optimality

Nasim cielom je z navrhovaného experimentu vytazit ¢o najviac informéacie. Bohu-
zial, velkost informécie sa v nasom pripade nedd jednoznacne vyjadrit. Nasu infor-

maciu bude vyjadrovaf funkcia ®, ktora je zévisla od informacnej matice M.
D1 M() — BIM(E)] € (0,00)

Tuato funkciu nazyvame kritérium optimality. Hovorime, ze navrh £* je ®-optimalny,
ak plati, ze
* = argmax ®(M(§)). (1.9)

V nasej praci, tak ako v [7], budeme pouZivat $peciélne verzie kritérii, nazyvané
informacné funkcie. Funkcia ® : ST — (0,00) definovand na mnozine pozitivne
semidefinitnych matic m x m (S7'), sa nazyva informacna funkcia, ak to nie je

nulovéa funkcia a spliia:
e izotonicita: D — C' € 87" = ®(C) < ®(D),VC,D € ST
e konkévnost: ®(aC+(1—a)D) > a®(C)+(1—a)®(D),VC,D € ST, a € (0,1)
e pozitivna homogénnost: ®(aC) = a®(C),VC € ST, a >0

e polospojitost zhora: Mnoziny {C' € ST ®(C) > c} st uzavreté pre vsetky

ceR

dalej uvedieme najpouzivanejsie kritéria optimality v ich konkévnej a pozitivne ho-

mogénnej verzii.

e D-optimalita

Najpouzivanejsim je kritérium D-optimality, ktoré je definované nasledovne:

Cp(M(€) =M (&)™, (1.10)

kde symbolom [.| budeme oznacovat determinant matice a kde m je rozmer

vektora neznamych parametrov.

19



e A-optimalita
Kritérium A-optimality definujeme ako

m

PA(M(E)) = BT (1.11)

pre reguldrne informac¢né matice. Pre singularne M, je &4 =0
e (G-optimalita
Na zéver uvedieme G-optimalitu. Jej kritérium vyjadrime pomocou vztahu
D (M(€)) = f1 ()M (En) f(2), (1.12)

¢o ale nie je ni¢ iné ako Standardizovana varianéna funkcia (1.8). Pre singularne

informacné matice je hodnota kritéria opét nulova.

1.5.1 Efektivita navrhu

Pre porovnanie kvality navrhu je délezita aj efektivita, alebo tzv. eficiencia navrhu.

T popisuje [11] nasledovnym vztahom:

eff(M(£)[®) = majiﬁ(gf)(@) (1.13)
Konkrétne pre D-optimalitu to bude
1/m
eff(M(&)[|Pp) = {IK\Z((?)'I} . (1.14)

Plati, ze eff(M(£)|®) € {0,1} a hovori ndm o tom, kolko informéacie sa nam
podarilo ziskat. Efektivita eff= 0, 5 teda vyjadruje, Ze pomocou daného navrhu vieme

ziskat polovicu informécie o parametroch v porovnani s optimalnym néavrhom.

20



Kapitola 2
Vymenné algoritmy

V tejto kapitole popiseme hlavni myslienku vymennych algoritmov. Najprv uve-
dieme vSeobecny princip vymennych algoritmov a nasledne sa budeme venovat KL-

vymennému algoritmu.

2.1 Idea vymennych algoritmov

Vymenné algoritmy st iterativne numerické procesy, ktoré vychadzaji z pociato-
¢ného N-prvkového navrhu. Nasledne zamenou kandidatov na odobranie a prida-
nie zlepsuju hodnotu vybraného kritéria optimality. Odobratim a pridanim rov-
nakého poctu bodov sa teda zachova pocet bodov N z pociato¢ného navrhu. Pre
D-optimalitu je pri vybere kandidatov a realizacii vymeny dolezity determinant in-
formacnej matice. Namiesto hladania determinantu vSak vieme pouzit vypoctovo
menej narocny sposob pre najdenie optima. Pre nejaké ¢ > 0, ktoré oznacuje pocet

doteraz vykonanych iteracii a pre j € {1,2,...,n} plati:

det(M(&i41)) = det(M (&) (1 + f(x)M™H&) 1 (25)) = det(M(&))(1 + d(x5, &),
(2.1)
kde d(z;,&;) je variancné funkcia. Kedze det(M (;)) je znamy z predoslej iteracie, zo
vztahu (2.1) vyplyva, Ze pre maximalizaciu determinantu informac¢nej matice ndm
sta¢i maximalizovat varianéni funkciu.
Atkinson a Donev [3] uvadzaju vztahy, ktorymi popisuji zmenu informécie pri

jednej vymennej iteracii. Nech i(¢ > 0) je pocet doteraz vykonanych iteracii. Nech
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cr a ¢ spliaji:
1. ¢ =(N+1)"' ¢ =0 ak bod z; je pridany do navrhu
2. ¢g = (N +1)7' ¢, = 0 ak bod }, je odstraneny z navrhu
3. ¢ = ¢ = (N +1)7! ak bod z; je vymeneny za bod x;

Nech prislusné riadky matice regresorov st fI = fT(xy) a ff' = f7(x;). Potom

plati, ze

1—Cl

M (1) = M(&) + (afifl — cefufi) (2.2)

1—Ck 1_Ck

Mgl = [ {14 12 dm e} {1- 26

+@%%;ﬂ%uﬂm&ﬂ(l_”>mmﬂ@n(za

1—Ck

1—Ck

e = {e - atimnlg) e
kde
d(w, ax, &) = [EM7HE) fi
qg=1—c¢+qd(z;,&)
2=1—¢ — cpd(zp, &)
a

A=czfif| + acd(@, xe, &) (fufi + fofl) — aafufi

Teda ak priddme bod z; do N-bodového navrhu s informac¢nou maticou M (&;),

determinant informac¢nej matice bude

N

N—+1) |M (&),

M) = {1+ (2,6} (

a ak z N + 1 bodového navrhu s informa¢nou maticou M (¢;) odstranime bod zy,

potom

Mgl = 11— dlon g} () o
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Ak spravime tato vymenu naraz, determinant informacnej matice bude

Pévodny vymenny algoritmus [4] vezme kandidatov na odobranie, kandidatov
na pridanie a navzajom ich povymiena, ¢im vyskasa vsetky moznosti kombinécii.
Pre kazda dvojicu vypocita velkost zmeny determinantu a vyberie ta, ktord pri-
nesie najvicsie zvysenie jeho hodnoty. Kandidatov v8ak moze byt vela a pocitanie
determinantu pre kazdu ich kombindciu moze byt ¢asovo naro¢né. Tak isto, vela z
nich moze byt uplne zbytocnych. O zefektivnenie tejto metddy sa snazi KL-vymenny

algoritmus.

2.2 KL-vymenny algoritmus

KL-vymenny algoritmus, na rozdiel od pévodného vymenného algoritmu, neusku-
tocnuje vsetky mozné vymeny. Kandidatov na odobranie a pridanie najprv zoradi
podla hodnoty varian¢nej funkcie danej vztahom (1.8).

Porovnavanie na zaklade varian¢nej funkcie zoradi body rovnako, ale je vypo-
¢tovo jednoduchsie ako vypocet kritéria optimality pre kazdy bod. KedZe sa snazime
vymenou ¢o najviac zvysit determinant matice, kandidatov na odobratie zoradime
tak, aby Co najmenej znizovali jeho hodnotu. Naopak, od kandidatov na pridanie
ocakavame Co najvicsie zvysenie hodnoty determinantu. Algoritmus nasledne vybe-
rie k najlepsich kandidatov na odobratie a [ najlepsich kandidatov na pridanie, a
uskutoéni vymeny len medzi nimi. MozZe sa tak radikdlne zmensit pocet kombiné-
cii a urychli sa vypocet. Od pomenovania premennych k a [ je odvodeny aj nazov
algoritmu.

Vyber parametrov k a [ zavisi od viacerych Specifik problému. Podla [3] je to
napriklad velkost ndvrhu N. Nemé zmysel, aby bolo k& > N, kedze kandidatov na
odobratie moze byt maximéalne N. S narastajicim poctom parametrov je vhodné

zvysit aj k. Hodnota [ narasta s velkostou problému, nezvykne vsak presiahnut %
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Kapitola 3

Inicializac¢ny navrh experimentu

Pre KL-vymenny algoritmus je jednym z potrebnych vstupov inicializa¢ny, alebo
pocdiatoény néavrh experimentu, od ktorého sa budeme vylepSovanim snazit najst
optimalny navrh. V tretej kapitole rozoberieme metody, akymi sa tento navrh da

najst.

3.1 Zaokruhlovanie aproximativneho navrhu

Riesenim relaxovaného problému dostaneme aproximativny navrh, ten ma teda naj-
lepSiu moznii hodnotu kritéria optimality. Jeho problém je vsak to, Ze je v praxi
nevyuzitelny. V skutoénom svete totiz v podstate kazdu jednotku diskretizujeme, ¢i
uZ je to jednotka ¢asu, dizky, hmotnosti, skratka ¢ohokolvek. V nasom pripade je to
ranie bud vykoname, alebo nevykoname. Preto vyzadujeme hodnoty navrhu len 0 a
1. Na zaokruhlovanie existuje niekolko sposobov, my sa budeme venovat niektorym

7 nich.

3.1.1 Konické programovanie druhého radu

Zac¢neme s vypoctom aproximativneho navrhu. Na to pouzijeme funkciu od.SOCP
z kniznice OptimalDesign [9], naprogramovanej v prostredi programu R. Téato fun-
kcia pocita aproximativne optiméalne navrhy experimentov pre modely s linedrnymi

ohrani¢eniami na vahy pomocou kénického programovania druhého radu.
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Tato metédu rozoberaji G. Sagnol a R Harman [12]. Ich problém je v8ak oproti
nasmu vseobecnejsi. Zaoberaju sa pripadom, kedy experimentatora zaujima odhad
podsystému parametrov ¥ = K70, kde K je matica m x k(k < m) plnej hodnosti
(hodnost K = k). Informa¢n4 matica ma v tomto pripade tvar (KT M~ K)™! (ak
stipcovy priestor K je podmnozinou stipcového priestoru M). Pod symbolom M~
rozumieme zovseobecnenu inverzni maticu M. Analdgiou ku kritériu D-optimality

v tomto pripade je kritérium D g-optimality definované nasledovne:
Py (M(8)) = (det KTM™K) . (3.1)

Ak ak stipcovy priestor K nie je podmnozinou stipcového priestoru M, hodnota
kritéria je rovna nule. Pre nas pripad jednoducho polozime maticu K rovnu identite
rozmerov m X m a dostaneme tak informac¢nd maticu a kritérium D-optimality
zhodné s nasim.

Teraz si povedzme nieco o tom, ¢o je to iloha kénického programovania druhého
radu, alebo Second order cone programing (SOCP). V tlohe SOCP podla [12] ma-
ximalizujeme hodnotu linearnej funkcie fZx cez vietky x z mnoziny S = {z € R" :
Vi=1,2,.... N, ||Gix + hi|| < 'z + d;}, kde Gy, h;, ¢; a d; st matice (resp. vektory)
vhodnych rozmerov. Sagnol a Harman [12] uvadzaju definiciu, za akych podmienok
pre vlastnosti tychto matic je tloha tzv. SOC reprezentovatelné. Nésledne sa takéto
tlohy daju efektivne riesit pomocou optimalizaénych metdd vnitorného bodu.

Teraz uz mozeme uviest SOCP formulaciu kritéria D-optimality, ktord vychadza

z formulécie pre Dg-optimalitu v ¢lanku [12]:

mn 1
max dp(M(E)) = e jl;[l(Jj,j) m

i=1

J je dolna trojuholnikovd matica

1 Zigj |2 < tijwr(i € {1, ...n},j € {1,...m}) (32)
;tij < Jpi0 € {1, .om})

ti; > 00 e {l,...,n},je{l,..m})

wew
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Vektor Z; je i-ty stipec matice Z,,j. Mnozina W je mnozina vietkych pripust-
nych vektorov vdh w a ;; je skalar. Riesenim tejto tlohy vypocitame aproximativny
navrh. Pocet vykonanych merani v bode z; (w;) preto tento krat nie je iba 0 alebo
1, ale mdze nadobudntt hodnotu z celého intervalu (0, 1). Vysledkom procedtry je
zstvo Startovacich navrhov. Z roznych bodov moze totiz algoritmus dokonvergovat

k r6znym rieseniam. Problém ilustruje obrazok 3.1.

Obr. 3.1: Z roznych bodov méze algoritmus dokonvergovat k roznym lokdlnym optimam

Z toho dévodu je nutné do zaokrihlovania pridat istt ndhodnost. Na zaokrihlo-
vanie sme vyskusali niekolko metéd, za vSetky mozeme spomenut napriklad pipage
rounding [1].Pre potrebu dodrzania ohranifeni nam vSak casto nekonvergovali k

pouZzitelnému rieSeniu. Z toho dovodu sme boli niteni navrhnit vlastny algoritmus.

3.1.2 Metdda zaokruhlovania aproximativneho navrhu

Idea nasej metédy zaokrihlovania tkvie v zachovani ¢o najviac informdcie z apro-
ximativneho navrhu. Ten totiZ v mnohych pripadoch rozhodne tak, ze v niektorych
bodoch sa mé merat prave jeden krat, alebo je to ¢islo velmi blizke jednotke. Tieto
body sme sa preto rozhodli zachovat. Merania v zvySnych bodoch nésledne polozime

rovné nule.
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V tejto situacii viak s najvicsou pravdepodobnostou nebudeme spliiat ohranice-
nie na pocet merani N, nakolko nam bude chybat niekolko merani. Z tohoto dovodu
musime vybraf niekolko bodov, v ktorych sa experiment nevykonava a v tychto
bodoch experiment vykonat.

KedZe ocakavame, Ze neskor budeme na vypocty pouzivat viac takychto iniciali-
za¢nych navrhov, vystup z nasho algoritmu by nemal byt deterministicky. Z tohoto
dévodu dopliiame body navrhu nahodne. Deje sa to tak, Ze sa vygeneruje ndhodné
p-tica pozicii vo vektore w, na ktorych sa nachadza nula, kde p je rozdiel medzi
pozadovanou velkostou navrhu N a velkostou zaokrthleného aproximativneho néa-
vrhu. Na tieto pozicie sa nasledne doplni jednotka a testuje sa, ¢ takyto navrh splia
ohranic¢enia. Ak ano, pouzijeme ho ako inicializa¢ny, ak nie, generujeme novu p-ticu.

Takato metéda vSak moze viest k niekolkym tskaliam.

e Névrh s ndhodne doplnenymi bodmi uz nemusi spliiat ohranicenia Aw < b
zo zadania. Preto je délezité kontrolovat, & ich spliia a pripadne vygenerovat

nové body navrhu.

e MozZe sa staf, Ze aj pri menej ako N bodoch navrhu je nejaky parameter az
prilis blizko svojmu ohrani¢eniu a neexistuje bod, ktory by sme mohli doplnit
tak, aby navrh spliial toto ohranicenie. V takom pripade sa pontika jednoduché
rieSenie, kde skratka vymenime najdrahsie meranie za najlacnejsie mozné a

doprajeme tak navrhu viac volnosti.
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Kapitola 4

Vymenny algoritmus pre modely

bez replikacii

Problémom standardného KL-vymenného algoritmu je, Ze berie do tivahy len jediné
ohranicenie, a to je velkost Startovacieho ndvrhu N. Ohrani¢enia na cenu, ¢i iné
obmedzenia zadané v tvare Aw < b neriesi. Nasou tlohou bolo preto tieto obmedze-
nia zakomponovat do algoritmu. Nagim cielom bude skonstruovat algoritmus, ktory
po zadani Startovacieho ndvrhu bude vymenou bodov zlepsovat hodnotu kritéria

optimality a zaroven dodrziavat ohranicenia:

" = argmax  O(M(£))
Aw < (4.1)
w;, €{0,1},ie{1,...,n}

4.1 Linearne ohranicenia na vahy

Vo v8eobecnom pripade moze matica A obsahovat obmedzenia na stéty merani v
nejakych skupinach bodov, rézne poc¢ty merani v konkrétnych bodoch a podobne.
O rdéznych typoch ohraniceni sme pisali uz v prvej kapitole. Teraz si rozoberieme
niekolko typov ohraniceni, s ktorymi sme sa stretavali v nasej praci a aplikujeme ich

v nasom algoritme:
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e Ohranicenie na poc¢et merani v jednom bode

Pozadujeme, aby pocet merani v bode w; bol mensi, alebo rovny b;. Takéto
ohranicenie sa dé zapisat v maticovom tvare pomocou identickej matice, a to

nasledovne:

1 0 .0 w1 by
01 0 .. 0 w b

< (4.2)
0 .. 01 Wn b,

Vektor b obsahuje maximalne po¢ty merani v danom bode.

Vyhodou nésho typu problému je, Ze vieme, ze b; = 1,Vi = 1,2, ...,n. Vdaka
tomuto faktu mozeme z nasho programu celt tato cast obmedzeni vynechat a

v priebehu algoritmu len menit po¢ty merani podla potreby z 0 na 1 a naopak.

e Ohranidenie na stiet merani

Dalsim typom ohrani¢enia je ohranicenie na celkovy podet merani (1.5), kde
celkovy pocet merani nesmie presiahnut N. Vektorovo sa da takéto ohranicenie

zapisat nasledovne:

w1
(1,1, ..., 1)1xn . <N (4.3)

Wn
Takéto obmedzenie mozeme tiez vynechat, kedZe nas algoritmus pocas vy-
poctov zachovava pocet merani z inicializacného navrhu, preto pokial uz ten

spliia tto podmienku, nem4 pre nas zmysel sa iiou dalej zaoberat.

e Vseobecné linearne ohranicenia

Poslednym typom ohraniceni, ktorymi sa budeme zaoberat, st ostatné - vSe-
obecné ohranicenia, do ktorych spada napriklad ohranicenie na cenu experi-
mentov a pod. Tieto ohrani¢enia uz zaujimaji aj nas. Oznacime ich nasle-
dovne:

Aw <V, (4.4)
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pricom podotykame, ze A’ ani ' uz nepodliehaji ziadnemu pravidlu, ako to
bolo v predo$lych pripadoch. Musia mat ale pozadované rozmery.

Vo v8eobecnom pripade by sa ohranicenia (4.2), (4.3) a (4.4) skombinovali
do jednej podmienky v tvare Aw < b, v naSom pripade sa vSak podmienky

zredukuju len na (4.4).
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Kapitola 5

Priklady

V poslednej kapitole uvedieme priklady riesené pomocou nami naprogramovaného
KL-vymenného algoritmu a vysledky porovname s rieSeniami inych algoritmov. Fun-
kcie, ktoré sme naprogramovali pre potrebu vymenného algoritmu st popisané v pri-
lohe. Experimenty boli vykonané v programe RStudio (Version 1.1.383), s verziou R
3.2.2 na operac¢nom systéme Windows 10 nainstalovanom na SSD ADATA Premier
Pre SP900, s procesorom Inter(R) Core(TM) i5-3230M CPU @ 2.60GHz a RAM
8GB.

5.1 D-optimalny navrh na kvadratickom modeli

Ako prvy testovaci priklad zvolime ukézkovy priklad z kniZznice OptimalDesign.
Budeme uvazovat kvadraticky model y(z) = z; + 9 + 2% 4+ 23 + 2172 na Stvorcovej
sieti (—1,-0.8,—0.6,...,0.8,1)%. Ked%e sa pohybujeme v dvojrozmernom priestore,
kazdy bod ndvrhu x; = (;1, %;2) bude mat dve zlozky. V poradi i-ty riadok f7(z;)
matice F' (1.2) bude mat tvar

7 b b b b b b
f ([E) <1ﬂxllax227gjll y Li2 alefoZ)'

Matica F preto bude mat n = 121 riadkov a m = 6 stlpcov. Matica A sa bude

skladat z “cien” experimentov v jednotlivych bodoch navrhu, danych predpisom

Cirip = (11 +1,1) + (42 + 1, 1). Ich vizualizaciu moézeme vidiet na obrazku 5.1.
Vektor b bude obsahovat len jeden prvok a to ohranicenie na stucet cien experi-

mentov B = 28. N4&s algoritmus bude nésledne riesit problém (4.1).
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Ceny vykonu merani
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Obr. 5.1: Graf cien vykonu experimentov v jednotlivych bodoch navrhu

Testovanie algoritmu bude prebiehat nasledovne: Najprv vypocitame optiméalny
navrh pomocou funkcie od.MISOCP. Néasledne zbehne niekolko opakovani experimen-
tov, v ktorych vykona KL-vymenny algoritmus pre pozadovany pocet inicializa¢nych

navrhov. Z nich vyberie ten najlepsi a zapise ho. Na zaver vypocita efektivitu tohoto

navrhu.
Test sme vykonali so vstupnymi hodnotami:

e £=10,1=10
e A b, F zo zadania prikladu 1
e Pocet experimentov NumO fExp = 100
e Maximalny pocet inicializa¢nych navrhov inic.d.mazxr = 10
Znamena to, ze sme vykonali 100 experimentov a v kazdom jednom sme vybrali
najlepsi navrh spomedzi 10 Startovacich navrhov pre KL-vymenny algoritmus. S

priemernym ¢asom 0,3994 sekundy dosiahol program priemernt efektivitu 98,543%.

Vypocet optimalneho navrhu pomocou od.MISOCP trval az 93 sekind.
Nésledne mozeme testovat, ako sa zmeni vysledok, ak budeme narabat so vstup-

nymi parametrami. Predpokladali sme, Ze so zvySenim poctu inicializa¢nych navrhov
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na 50 mozeme ocCakavat efektivnejsi navrh, ale za cenu zvysSenia vypoctového Casu.
Tento predpoklad sme experimentom potvrdili. Cas vypocétu narastol na 0,95 se-
kundy, ale efektivita sa zlepsila len minimélne. Skusili sme preto znizit poc¢et navrhov
na inic.d.max = 5. Vysledky boli velmi podobné tym z prvého pokusu.

Vzhladom na to, Ze ¢as nasho algoritmu je v porovnani s MISOCP zanedbatelny,
skusili sme mu pocet inicializa¢nych navrhov este zvysit, tento krat na 100. Oproti
pokusu s 50 inicializacnymi navrhmi sa ndm cas zvysil o polovicu, ale zlepSenie je

zanedbatelné. Vysledky st zhrnuté v tabulke 5.1.

Tabulka 5.1: Vysledky testov pre rozne pocty inicializa¢nych navrhov

inic.d.mazx | priem. ¢as | priem. efektivita
5 0,3832 98,264%
10 0,3994 98,543%
50 0,95 99,018%
100 1,461 99,102%

5.2 Lokalny D-optimalny navrh v nelinearnom mo-

deli

Dalsi priklad, na ktorom sme testovali na$ program, je priklad z ¢lanku [13] od
Wrighta, Sigala a Bailera. Jeho zadanie je nasledovné: Hladdme optimalne ¢asy vy-
konavania experimentov v modeli, ktory dava do stvislosti ¢as a vnutorna koncen-
traciu chemickej latky (fluoraténu) v organizme. Priemernd vnitorna koncentracia
latky v case t je dana vzorcom

0
pe(01,02) = e_l(e—egma:c{t—7270} - 6—021:)’ (5.1)
2

kde parametre ¢, a 05 zodpovedaji absorbénym a elimina¢nym pomerom. Sled expe-
rimentov sa zacne pociatoénym experimentom v ¢ase s a bude trvat nasledovnych
144 hodin. Preto oblast navrhu X = {0,1,2,...,144}. Cas t vykonu experimentu
bude znamenat pocet hodin, ktoré uplynuli od ¢asu s. Pre potrebu linearizacie mo-

delu navrhuje [13] pouzif hodnotu 6y = 0,2381, od parametra #; model nezavisi,
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kedZe je v iom linearny. Riadky matice F' buda obsahovat hodnoty

Jiry = Vi (01, 02), (5.2)

kde t € X je bod navrhu zodpovedajici ¢asu experimentu, [(t) = t+1 je index bodu
navrhu a symbol V oznacuje gradient.

V zadani prikladu je tiez uvedené, ze v ¢asoch t = 0, t = 72 a t = 144 je nutné
vykonat experiment. Tito podmienku mézeme do nasho algoritmu implementovat
viacerymi sposobmi. Jeden spdsob je taky, ze do matice linedrnych ohranic¢eni A
priddme dva dalSie riadky, pricom jeden by obsahoval samé nuly a na miestach
1, 73 a 145 by mal jednotku, druhy by na rovnakych miestach obsahoval -1. Do
vektora b by tiez pribudli dve hodnoty a to 3 a -3. Takato iprava by zarucila, ze v
tychto troch bodoch sa experiment urcite vykona. Priklad by sa tym vsSak radikalne
skomplikoval (na komplikacie poukazuji experimenty v podkapitole 5.3.3). Druha
moznost je do algoritmu vlozit poc¢iatoény névrh s jednotkami len na pozadovanych
miestach. Ostatné jednotky sa doplnia ndhodne tak, aby navrh spliial ohranicenie
na celkovii cenu experimentu a zéroveii napliial pozadovant velkost experimentu N.
Tymto spdsobom sa teda nahradi krok hladania poc¢iatoéného navrhu nasou metédou
zaokruhlovania aproximativneho névrhu. Vyhodou tohoto spdsobu je fakt, Zze do
matice A nemusime pridavat dalsie riadky ohranic¢eni a komplikovat tak vypocty.

Matica (vektor) cien A zodpovedd cendm vykonu experimentu v jednotlivych
hodinéch, respektive hodinovym mzdém v danych c¢asoch. Mozné mzdy st nasle-
dovné: v standardnej pracovnej dobe (Pondelok - Piatok, 8:00 - 17:00) je cena za
vykon experimentu rovna le. Pocas vikendu ( Piatok 19:00 - Pondelok 6:00) je mzda
dvojnasobna, teda 2¢c. Vo vSetkych ostatnych ¢asoch je mzda rovna 1,5¢. Maximalna
povolena cena experimentu vyjadrena ohrani¢enim b je 13c.

KedZe experiment moze zacat v ktorejkolvek hodine v tyzdni, nas algoritmus pre
hladanie optimélneho navrhu sme museli spustif pre kazdy jeden pripad, teda 168
krat.

Jednou z vlastnosti KL vymenného algoritmu je, Ze mu musime zadat pozado-
vanu velkost navrhu N. Ta bohuzial nevieme. Vieme, ze N < 13, pri¢om 13 bodov
moze mat sled experimentov vykonévanych len v ¢asoch standardnej pracovnej doby.

Pre dolné ohranicenie sme sa experimentalne dopracovali k hodnote 9. Museli sme
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preto hladat optimélny navrh pre vSetky tieto hodnoty N. Pre N = 9 a N = 10
zbehol algoritmus vzdy. Pre dalSie hodnoty /N uz tomu tak nebolo. V niektorych pri-
padoch totiz program nevedel najst takych N bodov, aby navrh spliial ohranic¢enia
a mohol tak byt pouzity ako inicializac¢ny. Bolo teda nutné skusat, aky velky navrh

je pre jednotlivé s mozné pouzit. Prislusné velkosti ndvrhu v zavislosti od zaciatku

ﬁ

T T
100 150

experimentu vidime na obrazku 5.2.
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Obr. 5.2: Velkost ndvrhu N pre jednotlivé pocdiatoéné casy s, v ktorych sme dosiahli

najvyssiu efektivitu

N&$ algoritmus sme porovnévali s algoritmom od.MISOCP [9]. Vysledky st zna-

zornené na nasledujucom grafe (Obr. 5.3).
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Obr. 5.3: Efektivity nasho KL vymenného algoritmu (¢ervenou) a od.MISOCP (modrou)

v porovnani s optimalnym aproximativoym navrhom

Obmedzenim pre KL vymenny algoritmus bolo stanovenie maximalneho poctu
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inicializa¢nych navrhov na 10. Program od.MISOCP mal na vypocty stanoveny maxi-
malny ¢as 120 sekiind. Mo6zeme si v§imnut, Ze priemernd efektivita oboch algoritmov
je takmer rovnaka (preruSované ¢iary sa skoro prekryvaji). V niektorych pripadoch
je lepsi algoritmus od .MISOCP, no prekvapivo v niektorych vitazi nas algoritmus. V
tychto pripadoch sa algoritmus vyuzivajtci kénické programovanie urcite nedostal
do optima v stanovenom case.

Hovorit o ¢ase vypoctov pre nas algoritmus je trochu komplikované. Pre kazdy
Startovaci ¢as s sme museli spustit algoritmus pre rozny pocet velkosti navrhov N.
V niektorych pripadoch sme teda spustali program len dvakrat, v inych az pétkrat.
Ak by sme pre kazdy pociatoény cas scitali ¢asy jednotlivych realizacii vypoctov a
nasledne spravili priemer, dostali by sme sa k hodnote 8,4 sekundy. Pre od.MISOCP
bol priemerny cas 47,5 sekundy, pricom zo 168 pokusov az 53 krat skoncil z dévodu
nedostatku ¢asu (dostal sa k ohranic¢eniu 120 sektnd). Pre vSetkych 168 Startovacich
¢asov s bolo vykonanych spolu 550 spusteni nasho vymenného algoritmu, teda pre
kazdé s v priemere 3,27 roznych N. Vypocty pre jedno N a jedno s teda v priemere
trvali 2,56 sekundy.

Na zéver moZeme este porovnat nas algoritmus s velmi efektivnym algoritmom
od.RC, tieZ z kniZnice OptimalDesign [9]. Ten sme pre kazdy podciatoény cas s

spustili na 120 sekind.
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Obr. 5.4: Efektivity nasho KL vymenného algoritmu (Cervenou) a od.RC (zelenou) v

porovnani s optimélnym aproximativnym névrhom
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Vysledky moézeme pozorovat na obrazku 5.4. Algoritmus dosahuje v niektorych
pripadoch rovnaké, alebo o malo lepsie vysledky ako nas algoritmus, v mnohych
pripadoch vsak dosahuje znac¢ne horsie vysledky. To sa prejavilo aj na priemerne;j

efektivite vyznacCenej prerusovanou ciarou.

5.3 Testovanie programu na nahodnych maticiach

Pre lepsie a vSeobecnejSie odsktiSanie nasho programu sme sa rozhodli testovat ho
na ndhodne vygenerovanych maticiach. Testovali sme, ako sa sprava pri réznych

rozmeroch vstupnych matic a pri réznych hodnotach parametrov.

5.3.1 Testovanie zmeny velkosti navrhu N

V tejto podkapitole nas bude zaujimat, ako sa zmeni rychlost a efektivita vypoctov
pre rozne hodnoty velkosti navrhu N.

Do funkcie vstupuju matice Fj,xm, Aqxn a vektor b,.;. Pocet riadkov matice
A sme zvolili » = 1, kedZe tento pripad je pre nasu pracu taziskovy. Spustili sme
funkciu KL.exchange(k,1,F,A,b,N, inic.d.max = 200) a merali sme c¢as vypo-
¢tu a efektivitu vzhladom na optimélny aproximativny navrh vypoditany pomocou
funkcie od.S0OCP.

Test sme vykonali najprv pre 50 nadhodne vygenerovanych sad matic F, A a
b. Generovanie dat bolo z norméalneho rozdelenia N(0,1) so strednou hodnotou 0
a disperziou 1. Nasledne bola z vygenerovanych c¢isel spravena absoltitna hodnota,
aby sme predisli zapornym hodnotam. Pre kazdu sadu matic bola vykonana kontrola
uskutoénitelnosti experimentu (sucet N ”"najlacnejsich“ merani musi byt mensi ako
b).

Pre ich rozmery platilo m = 5,n = 100 a za /N sme postupne dosadzovali hodnoty
10,20 a 50. Vysledky st graficky znazornené na obrazkoch 5.5 a 5.6. Cervena farba
zodpoveda vysledkom pre hodnotu N = 10, modra pre N = 20 a zelena pre N = 50.

Z obrazku 5.5 je vidno, ze pre vyssie N rastie aj stabilita a priemerna efektivita
vypoctu. Z obrazku 5.6 zasa vidno, Ze priemerné ¢asy vyznacené prerusovanou ¢iarou

sa lisia len minimélne (prerusované ¢iary pre N = 20 a N = 50 sa prekryvaju).
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Obr. 5.5: Graf efektivit KL algoritmu pre N=10 (Cervena), 20 (modra), 50 (zelena),
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Obr. 5.6: Graf ¢asov vypoc¢tu KL algoritmu pre N=10 (¢ervend), 20 (modra), 50 (zelend),
n = 100
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Experiment sme zopakovali aj pre zmenend hodnotu n = 200. Vysledky st na

obrazkoch 5.7, resp. 5.8.
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Obr. 5.7: Graf efektivit KL algoritmu pre N=10 (Cervend), 20 (modrd), 50 (zelend),
n = 200

Rozdiely kolisavosti vysledkov st tu este lepsie viditelné, zvicsili sa aj rozdiely
v dlzke trvania vipoc¢tu. Pre zvysujice sa N sa algoritmus zrjchluje. Rozdiely viak

opéf nie su velké.

5.3.2 Porovnanie KL algoritmu s vypoc¢tom optimalneho

navrhu

V tejto kapitole ukdzeme, ze exaktné navrhy, ktoré ddva nas algoritmus maja velmi
vysoku efektivitu. Toto porovnanie vykoname pre model takych rozmerov, pre ktory
vieme najst exaktny optimélny navrh pomocou metéd kénického programovania,
konkrétne funkciou od.MISOCP z kniZnice Optimal Design [9]. Nasim cielom bolo
zistit, ako sa s pribudajicim ¢asom zlepsuje efektivita ndsho algoritmu a od .MISOCP
a nésledne ich porovnat.

Pre citatelnost obrézkov sme testy vykonali vZdy len na troch sadach nadhodne

vygenerovanych matic (generovanych rovnakym sposobom ako v podkapitole 5.3.1).
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Obr. 5.8: Graf ¢asov vypo¢tu KL algoritmu pre N=10 (éervend), 20 (modra), 50 (zelena),
n = 200

Jednotlivé typy ¢iar (plnd, prerusovana a bodkovand) zodpovedaji saddm matic,
modré ciary patria KL algoritmu a cervené programu od.MISOCP. Efektivity st po-
rovnavané s aproximativnym optimalnym navrhom, ktory je vystupom z funkcie

od.SOCP.

Na prvom grafe z obréazku 5.9 mézeme vidiet vysledky pre vypoctovo najjed-
noduchsiu kombinaciu parametrov. Pre dve sady matic st efektivity velmi vysoké
(velmi blizke 1) a ich rozdiely pre jednotlivé spdsoby vypoctu st minimdlne. Velky
rozdiel je vSak v Case vypoctu. Pre nas algoritmus sa kone¢na hodnota nadobudla
prakticky okamzite (Gasovy krok bol 0,05s), zatial ¢o MISOCP sa k nejakému vy-
sledku dopracoval az po vyse pol sekunde.

Pri zvySeni parametra m na 8 sa vypoc¢tova naro¢nost zvysuje. Rozdiel efektivity
exaktného a aproximativneho optimalneho riesenia sa tiez zvysil. Na druhom grafe
mozeme vidiet, Ze efektivita nasho algoritmu je nizsia ako efektivita od.MISOCP, aj
ked v jednom pripade sa skoro rovnaju. Nespochybnitelnou prednostou je vSak opéft
rychlost.

Na trefom obrazku je situdcia podobna, iba ¢asova naro¢nost MISOCP je nizsia.
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Obr. 5.9: Porovnanie efektivit nasho algoritmu a od.MISOCP
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Posledny graf asi najlepsie ilustruje vyhody nasho algoritmu. Sice mu uz niekedy
trva aj dve sekundy, kym néajde nejaky néavrh, jeho efektivita vSak velmi rychlo
stupne k najvyssej hodnote, ku ktorej sa vie dostat. Druhy algoritmus sa mu zacne
vyrovnavat az po desiatkach sekind.

Problém nésho algoritmu je ten, Ze sa mdze v niektorych pripadoch zaseknut v
nejakom lokalnom optime a uz sa z neho nevie dostat. Na eliminéciu tohoto problému
slizi zvysSenie maximalneho poctu inicializa¢nych navrhov, no ani to nie je zaruka
idealneho vysledku. Tento pocet bol v nasom experimente rovny 200.

Musime este podotknut, Ze v poslednom pripade je vypoctova naroc¢nost taka
vysokd, ze program od.MISOCP nie nutne nasiel optimalny navrh. Parameter, ktory
hovoril o maximalnom ¢ase trvania vypoctov bol nastaveny na 120s a az tento limit

ukon¢il vypocty. Ak vS8ak program nenasiel optimum, predpokladame, Zze k nemu

bol velmi blizko.

5.3.3 KL vymenny algoritmus s viacerymi ohrani¢eniami

Dalsim vysledkom tejto prace je navrh programu, ktory by dokazal riesit problémy
s maticou A, ktord ma viac ako jeden riadok. Tato komplikacia vSak predstavuje

Problém je ten, Ze nevieme jednoznacne povedat, Ze meranie v jednom bode
navrhu je ”lacnejsie“, ako meranie v druhom bode. Hodnota v matici A; ; moze byt
mensia ako hodnota A, ;, avSak v druhom riadku uz moze byt A, ; vicsia, ako A, ;.
Tato skuto¢nost nam komplikuje program v dvoch pripadoch.

Prvy pripad, ktory nastastie nepredstavuje zdsadny problém, je redukcia kandi-
datov na pridanie. Ked algoritmus vyberie kandid4ta na odobratie a odoberie ho, v
povodnom algoritme moézeme zizit skupinu kandidatov na pridanie len na tych, ktori
nie st "drahsi“ ako nas kandidat na odobratie. Toto ztzenie vyberu kandidatov na
pridanie moze zrychlit vypocty (aj ked za cenu mierneho zniZenia efektivity). V nie-
ktorych pripadoch je totiz skuto¢nych kandidatov na pridanie menej ako [ a staci tak
pocitat hodnotu kritéria optimality pre menej kombinécii odobratych a pridanych
bodov. Kedze v pripade viacerych ohraniceni nevieme takymto sposobom zmensit

pocet vypoctov, zaplatime pomyselnit pokutu v podobe vic¢sieho vypoctového casu.
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Druhy problém, na ktory nardzame, uZz odstranit nevieme. Tyka sa hladania
inicializa¢ného navrhu. V kapitole 3.1.2 sme popisali sposob zaokriihlovania apro-
ximativneho navrhu, ktory sme pouzili na najdenie inicializacného navrhu, teda
Startovacieho bodu pre nas algoritmus. Problém v 1iom nastal, ked bol zaokrthleny
aproximativny navrh prilis blizko ohranicenia a nevedeli sme mu doplnit pozadovany
pocet bodov navrhu. Takyto pripad sme riesili pridanim ”najlacnejsieho“ bodu. To
v8ak teraz nevieme. Vieme si zvolit jeden riadok a dufaf, Zze bod bude ”lacnejsi“
vo viacerych riadkoch, a takéto pridanie pomoze. Inac¢ si v tomto spésobe hladania
inicializa¢ného navrhu nevieme pomoct a pre spolahlivé rieSenie tohoto problému je

potrebné najst intt metédu.

Rozdiel medzi algoritmom, ktory riesi len jednoriadkové matice A a tym, ktory
riesi aj viacriadkové spociva iba v zuzovani kandiddtov na pridanie. Rozhodli sme
sa tieto algoritmy porovnat. Vygenerovali sme 20 ndhodnych sad matic F, A a b pre
rozne kombinacie parametrov m a n. Hodnota /N bola rovna 10 a maximéalny pocet
inicializa¢nych navrhov bol 200.

Na z-ovej osi grafov v Tavom stlpci je tento krat hodnota determinantu a nie
efektivita, rozdiely v efektivite by pre tvar vztahu pre jej vypocet (1.14) boli mini-
malne a z grafu necitatelné. Cervend farba zodpoveda vzdy povodnému algoritmu
pre jednoriadkové A, modra zasa zovseobecnenému algoritmu. Z obrazku 5.10 si mo6-
zeme vSimnit, Ze hodnota determinantu z oboch algoritmov je skoro rovnaka, avsak
v niektorych pripadoch je vSeobecnejsi algoritmus lepsi. MdZe to byt sposobené tym,
7e kandidat na pridanie, ktory je drahsi ako kandidat na odobratie, este spliia ohra-
ni¢enie a zaroven prinasa lepsiu hodnotu kritéria optimality. V druhom stlpci grafov
vsak vidime, Ze cena za jemne zvySenu efektivitu je Cas, ktory je v pripade druhého

algoritmu vzdy vyssi, ¢asto o niekolko sektund.
Na zaver sme testovali aj to, ako sa menia vysledky algoritmu, ak priddvame

riadky do matice A. Opéf sme vygenerovali ndhodné matice s parametrami m =

5,n =100 a N sme zvolili 10.
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Obr. 5.10: Porovnanie determinantov a trvania vypoctov algoritmov urcenych pre maticu
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Obr. 5.11: Porovnanie efektivity a trvania vypoctov pre rézne pocty riadkov matice A

(A1x100 Cervenou, Asyx 100 modrou, Asx1gp zelenou)

Na obrazku 5.11 zodpoveda cervend Ciara matici A s jednym riadkom, modra
dvom a zelené trom riadkom. Efektivita je porovnavana s optimalnym aproximativ-
nym navrhom. Zatial ¢o priemerné efektivity znézornené na lavom grafe prerusova-
nou ¢iarou pre jedno a dvojriadkovi maticu A st velmi podobné, pre trojriadkova
maticu je uz efektivita zna¢ne nizsia. Casy vypoc¢tu s po¢tom ohranic¢eni zd4a sa
nekoreluju.

Co ale z grafov nie je vidno, je netspesnost hladania poéiato¢nych navrhov. Pre
jednoriadkové ohranicenia zbehol program vzdy. Pre dvojriadkové ohranicenia sa
uz ale situdcia komplikovala. Pre dosiahnutie 50 merani sme museli vyradit 4 sady
matic, pre ktoré program nezbehol. Pre trojriadkové ohranicenia sme narazili na
problém az 12 krat. S pribudajicimi ohrani¢eniami teda narasta netspesnost nasho

algoritmu, ktord je spdsobend neschopnostou najst inicializa¢ny néavrh.

5.3.4 Testovanie zmeny hodnoty parametrov k a [

V doterajsich vypoctoch sme mali stanovené hodnoty parametrov k£ a [ na 10. V
mnohych pripadoch sme tak ale nevyuzili vyhodu algoritmu, vdaka ktorej mozeme
zmen$it pocet vymen kandididtov na odobratie a pridanie. Ak je velkost névrhu
N = 10 a pocet kandidatov na odobratie £ = 10, nardbame vlastne so vSetkymi
bodmi navrhu. Na ndhodnych maticiach s parametrami m = 5, n = 100 a N = 10

sme preto vyskusali hodnoty parametrov k a [ menit. Zvolili sme hodnoty 10, 5 a 2.
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Obr. 5.12: Porovnanie hodnot kritérii algoritmu pre k,l = 10 (modrou), k,l = 5 (Cerve-
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Obr. 5.13: Porovnanie vypoétovych ¢asov algoritmu pre k,I = 10 (modrou), k,l = 5

(Gervenou) a k,l = 2 (zelenou)

Na grafe 5.12 znazornujucom hodnoty kritérii je vidno, ze ich hodnoty sa lisia
len minimalne. Znizenie hodnoty parametrov teda prinasa len miniméalne zniZenie
hodnoty kritéria. Na druhej strane, pri znizeni hodnoty parametrov dochidza k
zadsadnému skrateniu trvania vypoctov. Pre k,[ = 10 bol priemerny cas 1,92s, pre

k,l =5 to bolo 0,94s a pre k,l = 2 to bolo len 0,65s.
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5.4 KL vymenny algoritmus pre kritérium A-optimality

Do programu sme okrem D-optimality zaradili aj kritérium A-optimality. Rozdiel
oproti povodnému algoritmu je nie len v zmene kritéria, na zaklade ktorého vybe-
rame najlepsiu vymenu kandidatov na odobratie a pridanie, ale aj v zmene varia-

ncénej funkcie. Pri tej nastava oproti (1.8) jemna zmena [3]:
a(z, &) = 1 (x)M(En) 7 f(2) (5:3)

Kritérium optimality sme popisovali uz v prvej kapitole (1.11).

Algoritmus pre toto kritérium sme testovali na ndhodnych maticiach. Vygenero-
vali sme ich podobne ako v predoslych prikladoch, pre m = 5, n = 100 a N = 10. Pre
50 sad takychto matic A, b a F' sme porovnali vysledky nasho algoritmu s od.MISOCP.

Hodnoty k a [ boli rovné 10. Vysledky testu st znazornené na nasledujtcich grafoch.
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Obr. 5.14: Efektivita KL-vymenného algoritmu pre kritérium A-optimality
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Obr. 5.15: Casy KL-vymenného algoritmu pre kritérium A-optimality (¢ervenou) v po-

rovnani s ¢asmi od.MISOCP (modrou)

Priemernd efektivita algoritmu oproti optimalnemu exaktnému navrhu sa pohy-

bovala na trovni 97%. Nespochybnitelnou vyhodou vSak ostava vypoctovy cas.
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Z.aver

V tejto praci sme sa venovali optimalnemu navrhu experimentov. Za ciel sme si zvolili
naprogramovat KL-vimenny algoritmus a modifikovat ho tak, aby navrh spliial aj
isté typy ohranic¢eni. Ocakavali sme, Ze jeho prednostou bude rychlost vypoctu.

Na zaciatku prace sme zhrnuli teériu potrebni k porozumeniu zidkladom na-
vrhovania experimentov. Popisali sme tiez ideu vymennych algoritmov so zvySenou

pozornostou na KL-vymenny algoritmus.

Stucastou nasho problému bolo aj ndjdenie kvalitného inicializa¢ného néavrhu.
Nasli sme niekolko existujicich metéd, ale pre nase potreby sme museli vytvorit
vlastny algoritmus na jeho najdenie. Ukazalo sa, Ze od pociatoéného navrhu do velkej
miery zavisi aj vysledny - optimalizovany navrh a preto je metdda jeho najdenia
velmi dolezit4.

Naprogramovany algoritmus sme testovali na niekolkych prikladoch. Porovnéavali
sme ho s inymi algoritmami a zistovali sme aj zmeny vo vysledkoch pri zmene
vstupnych parametrov a matic. Presli sme cez priklady, na ktorych boli testované
iné algoritmy, ale zaujimalo néas aj spravanie programu na prikladoch s nahodne
vygenerovanymi maticami. Pri testovaniach sa algoritmus ukézal byt velmi rychly.
Oproti porovnavanym algoritmom bol niekolkonésobne rychlejsi. Zaroven dosahoval
dostatocne vysoké efektivity, ¢o povazujeme za priaznivy vysledok.

Do programu sme zaradili okrem D-optimality aj kritérium A-optimality. Efek-
tivita v porovnani s optimalnym exaktnym navrhom uz nebola taka dobra, ako pre
D-optimalitu, rychlost vypoctu navrhu vsak bola vynikajica.

N&s vymenny algoritmus pre modely bez replikacii sa ukazal ako efektivny na-
stroj pre hladanie optimalneho navrhu a aj napriek nedokonalostiam povazujeme

nas ciel za splneny. Jeho nedostatky vidime hlavne v komplikdcidch spdsobenych
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viacerymi ohrani¢eniami, kedy sa najdenie inicializa¢ného navrhu stava narocnejsim
a bolo by vhodné najst taky algoritmus, ktory by bol na tento tcel spolahlivejsi.
Kéd algoritmu je v takom stave, ze po miernych formalnych tpravach a preciznejsom

testovani by bolo mozné ho implementovat do kniZznice OptimalDesign [9] .Verime,

-----
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Priloha A

A.1 Hlavny algoritmus

#K,L...parametre KL vymenneho algoritmu
#A...matica A
#b...vektor b, spolu s A su sucastou systemu Aw <= b
#F...matica regresorov
#N...velkost navrhu
#pevne body inicializacneho navrhu
#crit. . .kriterium optimality
#inic.d.min...minimalny pocet inicializacnych navrhov
#inic.d.max...maximalny pocet inicializacnych navrhov
#t.max...maximalna dlzka trvania experimentu [s]
#d.check.. .maximalny pocet iterdcii algritmu, v ktorych nedojde k

zlepseniu hodnoty kriteria

start <- as.numeric(proc.time() [3]) #ulozi pociatocny cas
finish <- FALSE

if (is.null(A)) A <- rep(1, dim(F)[1])

if (is.null(b)) b <- N

if (is.null(K)) K <- max(c(10, min(ceiling(sqrt(c(N, n))))))
if (is.null(L)) L <- max(c(10, min(ceiling(sqrt(n)))))
A<-rbind(A) #riadkovy vektor ulozi ako riadkovu maticu

count<- mem <-1 #count pocita pocet roznych inicializacnych navrhov
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all.w <- matrix(NaN, ncol = dim(A)[2] + 1, nrow = inic.d.max) #matica
na priebezne zapisovanie navrhov a hodnot kriterii
if(is.null(wl)) w_1 <- Inic.Des.Phasel(F,A,b,N, crit = crit) #pokial

nie je stanovene inak, vytvori ciastocny inicializacny navrh

while ((!finish & (count <= inic.d.max)) | (count <= inic.d.min & !finish)) {
#pokial nie je koniec, nenaplnil max. pocet opakovani alebo neprekrocil
min. pocet opakovani, iteruje
wy <- Inic.Des.Phase2(w_1,A,b,N) #doplni ciastocny inicializacny navrh

na kompletny

if (crit=="D") w <- KL.D.exchanger(K,L, F, A, b ,wy,wl) #vykona prislusny
vymenny algoritmus
if (crit=="A") w <- KL.A.exchanger(K,L, F, A, b ,wy,wl)

all.wlcount,] <- c(w$Phi.best ,wPw.best)

if(count > 1 & (all.wlcount,1] > max(all.w[1l:(count-1),1]1))){
#ak sa zlepsila hodnota kriteria, resetuje pocitadlo

mem <- 1

if(mem > d.check & (all.wl[count,1] <= max(all.w[1:(count-1),11))){
finish <- TRUE

break

count <- count + 1
mem <- mem + 1
finish <- as.numeric(proc.time()[3]) > start + t.max #koniec ak sme

prekrocili casovy limit
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W <- na.omit(all.w) #odstrani nevyplnene riadky
if (is.null(W)) {
print ("Algorithm has not found feasible initialising design" )
break
} else {
Phi.best <- W[order(W[,1], decreasing = TRUE),][1,1]
list(Phi.best = Phi.best, w.best = W[lorder(W[,1], decreasing = TRUE),]
[1,2:dim(W) [2]]1)

A.2 Vymenny algoritmus pre D-optimalitu

KL.D.exchanger <- function(X,L,F,A,b,w,wl = NULL,crit){

A <- rbind(A) #riadkovy vektor ulozi ako riadkovu maticu
n <- dim(F) [1] #nacita parametre

m <- dim(F) [2]

M <- od.infmat(F,w)

eps <- 0.00001

critNew <- det(M)

crit0ld <- critNew - eps #aby nas to hned na zaciatku nezastavilo

while(crit0ld < critNew){ #kym zlepsuje hodnotu kriteria
crit0ld <- critNew
d.fun <- apply((F %*’% solve(M)) * F, 1, sum)
d.fun <- cbind(d.fun, 1:length(d.fun)) #prvy riadok hodnoty var.f,
druhy riadok prislusne indexy

if(is.null(wl)) { d_k <- d.fun[which(w==1),] #ak sme nedefinovali fixne
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body navrhu
} else {
d_kb <- d.fun[-which(wl==1),] #z kandidatov na odobratie vyradi fixne
body
cand <- d.fun[which(w==1),]
bad <- match(which(wl==1),candl[,2])

d_k <- cand[-bad,] #kandidati na odobratie

if(is.vector(d_k)) {d_k<-rbind(d_k)}

d_k <- d_k[order(d_k[,1], decreasing = FALSE),] #zoradeni kandidati na
odobratie podla hodnoty var. f. od najmensej

d_1 <- d.fun[which(w==0),] #kandidati na pridanie

d_1 <- d_l[order(d_1[,1], decreasing = TRUE),] #zoradeni kandidati na
pridanie podla hodnoty var. f. od najvacse]j

criteria <- matrix(-Inf, nrow = K, ncol = L) #matica ukladajuca

determinanty, z ktorych hladam po vymene ten najvacsi

for(i in 1:min(K , dim(d_k)[1]1)){
wld_k[i,2]] <- 0 #odoberie kandidata
if (sum(A[dim(A) [1],d_1[,2]]1<=A[dim(A) [1],d_k([i,2]]1)!=0){
d_1_new <- matrix(d_1[A[dim(A)[1],d_1[,2]1]1<=Al[dim(A)[1],d_k[i,2]]1,],
ncol = 2, byrow = FALSE) #vyberame len tie d_1 s mensou alebo
rovnakou cenou
}else d_1_new <- matrix(NaN, ncol = 2) #ak nema ziadneho kandidata

na pridanie, pocita s maticou NaN

for(j in 1:min(L, dim(d_1l_new) [1])){ #pre kazdeho kandidata na
odobratie popridava postupne vsetkych moznych kand. na pridanie
wld_1_new[j,2]] <- 1

if ( sum(A%*%w <= b) == length(b) ){ #ak splna ohranicenia (pre pripad
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s jednoriadkovym A je toto zbytocna podmienka)
M1 <- M - (Fld_k[i,2]1,D1)%*%t(F[d_k[i,2]1,1) + (F[d_l_new[j,2],1)
%x%t (F[d_1_new(j,2],])
criteriali,j] <- det(M1)
}
wld_1_new[j,2]] <- O #spatne odoberie kandidata na pridanie
}
wld_k[i,2]] <- 1 #spatne prida kandidata na odobratie
}
criterialis.nan(criteria)] <- -Inf
criterialis.na(criteria)] <- -Inf
coord <- which(criteria == max(criteria), arr.ind = TRUE)
ki <- coord[1]
1i <- coord[2]
if (is.matrix(coord)){
ki <-coord[1,1]
1i <-coord[1,2]
}
w_control<-w
w_control[d_k[ki,2]] <- O #skusobna vymena
#replikujeme vyber kandidatov na pridanie pre vybraneho kandidata na
odobratie
if (sum(A[dim(A) [1],d_1[,2]]1<=A[dim(A) [1],d_k[ki,2]])!=0){
d_1_new <- matrix(d_1[A[dim(A)[1],d_1[,2]]1<=A[dim(A)[1],d_k[ki,2]1],],
ncol = 2, byrow = FALSE)

} else d_1_new <- matrix(NaN, ncol = 2)

w_control[d_l_new[1i,2]] <- 1
if( sum(AY*%w_control <= b) == length(b) ){ #ak splna ohranicenia po
vymene, spravi vymenu

wld_k([ki,2]] <- 0 #vykonanie vymeny
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wld_1_new([1i,2]] <- 1
}
M <- od.infmat (F,w)
critNew <- det(M)
}

list(Phi.best = max(criteria)~(1/m) , w.best = w)

A.3 Vymenny algoritmus pre A-optimalitu

KL.A.exchanger <- function(X,L,F,A,b,w,wl = NULL,crit){

A<-rbind(A) #riadkovy vektor ulozi ako riadkovu maticu
n <- dim(F) [1] #nacita parametre

m <- dim(F) [2]

M <- od.infmat(F,w)

eps <- 0.00001

critNew <- m/(sum(diag(solve(M))))

crit0ld <- critNew - eps #aby nas to hned na zaciatku nezastavilo

while(crit0ld < critNew){ #kym zlepsuje hodnotu kriteria
crit0ld <- critNew
d.fun <- apply((F %*% solve(M)*%M)) * F, 1, sum)
d.fun <- cbind(d.fun, 1:length(d.fun)) #prvy riadok hodnoty var.f,
druhy riadok prislusne indexy
if(is.null(wl)) { d_k <- d.fun[which(w==1),] #ak sme nedefinovali fixne

body navrhu
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} else {
d_kb <- d.fun[-which(wl==1),] #z kandidatov na odobratie vyradi fixne
body
cand <- d.fun[which(w==1),]
bad <- match(which(wl==1),cand[,2])

d_k <- cand[-bad,] #kandidati na odobratie

if (is.vector(d_k)) {d_k<-rbind(d_k)}

d_k <- d_k[order(d_k[,1], decreasing = FALSE),] #zoradeni kandidati na
odobratie podla hodnoty var. f. od najmense]j

d_1 <- d.fun[which(w==0),] #kandidati na pridanie

d_1 <- d_1l[order(d_1[,1], decreasing = TRUE),] #zoradeni kandidati na
pridanie podla hodnoty var. f. od najvacse]j

criteria <- matrix(-Inf, nrow = K, ncol = L) #matica ukladajuca

determinanty, z ktorych hlada po vymene ten najvacsi

for(i in 1:min(K , dim(d_k)[1]1)){
wld_k[i,2]] <- 0 #odoberie kandidata
if (sum(A[dim(A) [1],d_1[,2]1<=A[dim(A) [1],d_k[i,2]])'=0){
d_1_new <- matrix(d_1[A[dim(A)[1],d_1[,2]11<=A[dim(A)[1],d_k[i,2]]1,],
ncol = 2, byrow = FALSE) #vyberame len tie d_1 s mensou alebo
rovnakou cenou
}else d_1_new <- matrix(NaN, ncol = 2) #ak nema ziadneho kandidata

na pridanie, pocita s maticou NaN

for(j in 1:min(L, dim(d_1l_new) [1])){ #pre kazdeho kandidata na
odobratie popridava postupne vsetkych moznych kand. na pridanie
wld_1_new[j,2]] <- 1
if( sum(A%*%w <= b) == length(b) ){ #ak splna ohranicenia (pre

pripad s jednoriadkovym A je toto zbytocna podmienka)
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M1 <- M - (F[d_k[i,2],])%*%t(F[d_k[i,2],]) + (F[d_l_newl[j,2],])
%%t (FId_1_new[j,21,1)
criteriali,j] <- m/(sum(diag(solve(M1))))
}
wld_1_new[j,2]] <- O #spatne odoberie kandidata na pridanie
}
wld_k[i,2]] <- 1 #spatne prida kandidata na odobratie
}
criterialis.nan(criteria)] <- -Inf
criterialis.na(criteria)] <- -Inf
coord <- which(criteria == max(criteria), arr.ind = TRUE)
ki <- coord[1]
1i <- coord[2]
if (is.matrix(coord)){
ki <-coord[1,1]
1i <-coord[1,2]
+
w_control<-w
w_control[d_k[ki,2]] <- 0 #skusobna vymena
#replikujeme vyber kandidatov na pridanie pre vybraneho kandidata
na odobratie
if (sum(A[dim(A) [1],d_1[,2]1]1<=A[dim(A) [1],d_k[ki,2]])!=0){
d_1_new <- matrix(d_1[A[dim(A)[1],d_1[,2]]1<=A[dim(A)[1],d_k[ki,2]],],
ncol = 2, byrow = FALSE)

} else d_1_new <- matrix(NaN, ncol = 2)

w_control[d_1l_new[1i,2]] <- 1
if ( sum(A%*%w_control <= b) == length(b) ){ #ak splna ohranicenia po
vymene, spravi vymenu

wld_k[ki,2]] <- 0 #vykonanie vymeny

wld_1_new([1i,2]] <- 1
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}

M <- od.infmat(F,w)

critNew <- m/(sum(diag(solve(M))))
}

list(Phi.best = max(criteria) , w.best = w)

A.4 Zaokruhlenie aproximativneho navrhu

Inic.Des.Phasel <- function(F,A,b,N,crit){

A<-rbind (A)

#zvacsime model pre potreby od.SOCP

Abig <- rbind(A,rep(1l, times = dim(A) [2]), diag(rep(1l, times = dim(A)[2])))

dim(A) [2]))

bbig <- c(b, N, rep(l, times
sink( tempfile() ) #skrytie zbytocnych vystupov

w_b <- od.SOCP(F=F,b=bbig,A=Abig,crit=crit)$w.best #aprox. navrh
sink ()

eps <- 0.01

w_b <- floor(w_b + eps) #zaokruhleny navrh

return(w_b)
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A.5 Doplnenie navrhu na pozadovana velkost

Inic.Des.Phase2 <- function(w_b,A,b,N, t.1lim = 1){

A<-rbind(A)
pocet <- N - sum(w_b) #kolko bodov chceme doplnit

start <- as.numeric(proc.time() [3])

while (sum(w_b) < N) { #kym nenaplnime velkost experimentu
w_bc <- w_b
w_bc[sample(x = which(w_bc == 0), size = pocet)]<-1
#nahodne doplnime pozadovany pocet bodov
if ( sum(A%*%w_bc <= b) == length(b) ){
w_b <- w_bc
}
if ((as.numeric(proc.time()[3]) - start ) > t.1lim) { #ak prekrocime
limit, vymenime najdrahsie meranie za najlacnejsie nezrealizovane
ceny <- cbind(A[dim(A) [1], w_b == 1], which(w_b == 1))
ceny <- cenylorder(ceny[,1], decreasing = TRUE),]
ceny2 <- cbind(A[dim(A) [1], w_b == 0], which(w_b == 0))
ceny2 <- ceny2[order(ceny2[,1], decreasing = FALSE),]
w_b[ceny[1,2]] <- 0
w_b[ceny2[1,2]] <- 1

start <- as.numeric(proc.time()[3]) #resetujeme casomieru

3

return(w_b)
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