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Abstrakt v statnom jazyku

LITVAJOVA, Radka: Analyza vztahov medzi ¢asovymi radmi metodami sietovej ana-
lyzy a zhlukovania [Diplomova pracal|, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta
matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; skoli-

tel: doc. RNDr. Beata Stehlikova, PhD., Bratislava, 2018, 96 s.

Vzdialenost medzi ¢asovymi radmi sa da merat roznymi metédami. Populdrnym né-
strojom na vyjadrenie tychto vztahov sa stali korelacie. V poslednom obdobi vzniklo
viacero prac, ktoré sa zaoberaju tymto problémom. Cielom prace je skimanie vzdiale-
nosti ¢asovych radov inymi pristupmi, a tak obohatit a priniest novy pohlad na tuto
problematiku. Preto sme sa v nasej praci okrem klasickych metéd zamerali aj na tech-
niky, ktoré nie st v tychto pracach zahrnuté. Pomocou vypoctu parcialnych korelacii
alebo pouzitim LASSO metody sa daju vztahy medzi ¢asovymi radmi velmi dobre
analyzovat. Na vyjadrenie vlastnosti pouzivame rozne typy grafov, ako napriklad naj-
lacnejsie kostry alebo grafy korela¢nych vztahov. V préci sa tiez zaoberdme centralitou
vrcholov, koeficientmi zhlukovania a v zavere prace priblizime testy na zistovanie zhody

korela¢nych matic, ¢o s touto témou tzko sivisi.

Krlucové slova: ¢asovy rad, korelacie, LASSO metoda, zhlukova analyza,

najlacnejsia kostra grafu, graf korela¢nych vztahov



Abstract

LITVAJOVA, Radka: Analysis of relations between time series using methods of ne-
twork analysis and clustering [Diploma Thesis|, Comenius University in Bratislava,
Faculty of Mathematics, Physics, and Informatics, Department of Applied Mathema-
tics and Statistics; Supervisor: doc. RNDr. Beata Stehlikova, PhD., Bratislava, 2018,
96 p.

The distance between time series is analyzed by different methods. A correlation
has become the popular tool for expressing these relationships. Recently, a number of
works has been done to address this issue. The aim of this thesis is to investigate the
distance of time series by other approaches and by means of this work enrich and bring
a new perspective on this issue. Therefore, in our work, apart from classical methods,
we have also focused on techniques that are not included in these works. Using partial
correlation or using the LASSO method, relationships between time series can be very
well analyzed. To express the properties, we use different types of graphs, such as the
minimum spanning tree or correlation graphs. We also deal with centrality indices,
clustering coefficients, and at the end of the work, we approach tests of differences

between correlation matrices, which are closely related to this topic.

Keywords: time series, correlation, LASSO method, cluster analysis, minimum

spanning tree, correlation graph
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UvVOD

Uvod

éasovy rad vyjadruje postupnost po sebe nasledujicich tdajov, ktoré charakterizuja
naslednost udalosti v rovnakom ¢asovom rozostupe. Stacionarny ¢asovy rad je defino-
vany ako taky, ktory pri posune na ¢asovej osi nemeni rozdelenie pravdepodobnosti,
teda vlastnosti ako priemer, odchylka a autokorelécie ostavaja rovnaké.

Vzdialenost ¢asovych radov sa da merat prostrednictvom korelacii. Toto metrické
vyjadrenie vzdialenosti ma Siroké vyuzitie. D4 sa aplikovat v roznych odvetviach ma-
tematiky. My budeme korelacie pouzivat predovsetkym v zhlukovej analyze.

Oby¢ajné korelacie vSak nie st jedinym prostriedkom na vyjadrenie takychto vzta-
hov, dokonca v niektorych pripadoch dochadza k nepresnostiam, ktoré mozu vyrazne
ovplyvnit interpretaciu vysledkov. Preto sme sa v praci zamerali aj na iné, menej bezné
metody.

Touto problematikou sa zaoberalo viacero autorov, ktori svoje vysledky publikovali
v ¢lankoch. Niektoré z nich sa stali motivaciou pre nasu pracu. V praci [I8] sa autori
zaoberali vizualizaciou zlozitych vztahov na devizovych trhoch. Pomocou korelacii a
najlacnejsej kostry grafu analyzovali rozmanité vztahy eurépskych ako aj svetovych
mien. Publikacia [19)] je venovana arokovym mieram na kapitalovych a finanénych tr-
hoch. Urokové miery a dlhopisy maji velmi podobné spravanie, ¢o vypoveda o vysokej
korel4cii. Autori skiimali vztahy pomocou zhlukovej analyzy. Na vyhodnocovanie ko-
relécii medzi ¢asovymi radmi vyuzili hierarchické zhlukovanie.

V poslednom obdobi sa popularnym nastrojom na vizualizéciu finanénych vztahov
stali siete. V praci [20] autori vyuZzivaji korela¢nu siet na zachytenie dynamiky vztahov
medzi vynosmi cien akcii. Najlacnejsia kostra grafu posluzila na zoskupenie akcii podla
vlastnosti a zatriedenie do skupin podla hospodarskych sektorov.

V mnohych pracach st vztahy medzi ¢asovymi radmi vyjadrené korelaciami, ¢o st
zakladné postupy pri tvoreni sieti. Na zaklade ich vypoctu sa casové rady analyzované
najlacnejSou kostrou grafu. V préci [I] autor rozobera talianske akciové trhy s vyuzi-
tim vynosov firiem a Styrmi réznymi metédami zostrojuje najlacnejsie kostry, ktoré
nasledne porovnava. Vlastnosti devizovych trhov, vo vztahu k menovym krizam pri-
stupom najlacnejSej kostry, st analyzované v ¢lanku [2]. Dalsia praca [3] sa zaobera

priemyslom obnovitelnych zdrojov. Pomocou najlacnejsej kostry rozobera spoloc¢nosti
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v tomto odvetvi, ich postavenie v rozvoji obnovitelnych zdrojov z hladiska kapitalovych
trhov.

Obsahom diplomovej prace je skiimanie vztahov medzi vybranymi ¢asovymi radmi.
Aplikdciou met6d zhlukovej analyzy budeme vizualizovat nase vysledky pomocou gra-
fov, ako je najlacnejSia kostra grafu alebo graf korela¢nych vztahov. Nasu pozornost
upriamime na tvorbu komunit v grafe roznymi algoritmami, centralitu pozorovanych
objektov a meranie zhody korela¢nych matic.

Doterajsie prace, zaoberajice sa problematikou vzdialenosti ¢asovych radov a tvor-
bou komunit, vyuzivaju ako zékladny stavebny prvok korelacie. Pouzitim parcidlnych
korelacii a metody LASSO tuto problematiku rozsirime a poskytneme novy pohlad na
skiimanie vztahov medzi ¢asovymi radmi.

Praca je rozdelena do piatich ¢asti. V prvej kapitole priblizime vypocet obyc¢ajnych
a parcialnych korelacii. Stru¢ne vysvetlime fungovanie niektorych metod, ktoré sa budua
v préaci pouzivat. Nasledne tieto poznatky aplikujeme na jednoduchom nazornom pri-
klade o vymennych kurzoch. Podrobnejsie sa parcidlnym koreldciam budeme venovat v
druhej kapitole. V tejto casti tiez rieSime problematiku centrality vrcholov a tendenciu
zhlukovania sa uzla, vyjadrentd veli¢inou nazyvajicou sa koeficient zhlukovania. Tretia
kapitola sa zameriava na porovnavanie dvoch obdobi, pred svetovou finan¢nou krizou
a pocas krizy. Rozdiely medzi ¢asovymi radmi modelujeme na multifaktorovych pro-
duktivitach. Pre lepsie pozorovanie zmien zostrojime intervaly spolahlivosti. V §tvrtej
casti, parcidlne korelacie vyjadrime inym sposobom, pomocou regularizacnej metody
LASSO. Jej aplikicia je modelovand na nazornom priklade, ktory rozobera vztahy rastu
HDP krajin Eurozony. Posledna kapitola bude venované testom zhody korela¢nych ma-
tic vypocitanych z casovych radov, ktoré vyjadruju rast zamestnanosti v eurépskych
krajinach.

V praci budeme pracovat v prostredi softvéru R [4]. Vietky déta, prostrednictvom
ktorych budeme tedériu aplikovat na nazornych prikladoch, ¢erpdme z internetovej

stranky Organizacie pre hospodarsku spolupracu a rozvoj, www.oecd.org [5].



Vymenné kurzy

1 Vymenné kurzy

Na nazornom priklade vysvetlime vypocet korelacii a tiez aplikidciu réznych metod,
ktorych hlavnym prvkom su korelacie. Budeme pracovat so sadou ro¢nych dat, ktoré
sme Cerpali z internetovej stranky Organizéicie pre hospodarsku spolupriacu a rozvoj
[5]. Déata pozostavaju z vymennych kurzov 18 mien sveta pocas rokov 1992 az 2016.
Vymenny kurz vyjadruje cenu jednej meny vo vztahu k druhej mene. Tento ukazovatel

je merany vzhladom k narodnej mene dolar.

1.1 Korelacie

Jeden z najvyznamnej$ich a najviac pouzivanych prostriedkov na opisanie zavislosti
medzi pozorovanymi premennymi je korelacia. Korela¢ny koeficient oznacujeme pre-
mennou pxy, kde X a Y st ndhodné premenné. Vo vSeobecnosti vyjadruje numerick
mieru korelacie medzi premennymi. Existuje viacero druhov korelacii, my budeme pra-
covat s jednym z najbeznejSich typov, Pearsonovym korelacnym koeficientom. Meria
linedrnu zavislost. Tak ako ostatné, tiez nadobida hodnoty z intervalu [—1,1]. Ak sa
jeho vel'kost blizi ku krajnym hodnotam intervalu, hovorime o silnej linearnej korelécii.
Naopak, korelacie priblizujice sa k nule vyjadruju ¢oraz vicsiu linedrnu nezavislost,
ale ani v tom pripade to nemusi nutne hovorit o nezavislosti.

Pearsonov korelacny koeficient vypocitame nasledovne

_ cov(X,Y)
P DX DY) (1)

1.2 Stacionarita ¢asovych radov

Stacionarne ¢asové rady, volne povedané, su tie, pri ktorych predpokladame, ze ich
Statistické vlastnosti, ako stredna hodnota, disperzia, autokorelacie a iné, sa ¢asom
nemenia a ostavaju rovnaké v minulosti ako aj v budicnosti. VacSina metdd sliziacich
na progno6zu casovych radov st postavené na predpoklade ich stacionarity. Napriklad,
pri zostrojovani ARIMA modelov je tato poziadavka dolezita [11]. Takisto pri opisovani

budiiceho spravania sa ¢asovych radov a pri zmysluplnej analyze Statistik a vztahov

10
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medzi nimi.

Stacionarita ¢asového radu moze byt silna alebo slabé. Pri silnej stacionarite predpo-
kladame, ze zdruzena distribu¢na funckia (X, , Xy,, ..., X3, ) pre casovy rad {X;,t € Z}
je rovnaka ako posunuté distribu¢na funckia (X, 1n, Xtyin, - - ., Xe,4+n). To znamena, ze
sa Casom nemeni a zavisi len od posunu h a nie od ¢asu (t1,to, ..., ).

My budeme pracovat so slabou stacionaritou, ktora ma konstantnt strednti hodnotu

a pozaduje, aby autokorelacia bola dana ako

cov(xy, xs) = (|t — s]),

pricom 7 je konStanta, a teda autokorelacia je zavisla len od vzdialenosti t od s. Z toho

vyplyva, ze disperzia je tiez konStantna.

Nech premenna {u;} oznacuje biely Sum, ktory definujeme ako stacionarny proces
s nulovou strednou hodnotou, bez autokorelacii a s konStantnou varianciou. Slizi na
definiciu ostatnych procesov a pri tvorbe modelov.

Kazdy proces, ktory je stacionarny, sa da zapisat v tvare, ktory nazyvame Woldova

reprezentacia [17]
Ty = M+Z¢jut_j, Z¢? < 00, (12)
§=0 §=0
kde u je konStanta a vy = 1. Pri zapise v tomto tvare plati:
E(zy) = p, Var(z,) = Z¢;27 Cov(wy, 2441) = 07 Zj Vit

Majme stacionarny ¢asovy rad dany predpisom
Ty = 6 +o1x 1 + QX9 + QpTi—p + Uy, (13)

kde u; je biely Sum a (8 konStanta. Predpis sa da upravit do tvaru pouzitim ope-
ratora posunu L [I7], ktory vrati hodnotu procesu posunutu o jedno obdobie dozadu

nasledovne
a(L)xy = 5+ uy, a(L)=1—a;L —al?* — ... —a,LP.
Dalej vyraz upravime do tvaru

= a YL)(B + w),

11
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kde a=1(L) je inverzny operator hladany v tvare a (L) = 1 + ¢ L + oL + ...,
¢o vyjadruje nekonecny rad s nezndmymi koeficientami, ktoré rekurzivne doratame

metodou neurcitych koeficientov. Z rovnice
1=a(L)a (L)
porovnanim koeficientov pri L’ ziskame pre ; nasledovni diferen¢n rovnicu

Uk — a1 — ... — pthp—p = 0.

Ako sme spominali vySsie, kazdy stacionarny rad sa d& zapisat v tvare , preto
kvoli splneniu podmienky konvergencie » %2 < oo vyplyvajicej z Woldovej reprezen-
técie, musia byt korene charakteristickej rovnice \¥ — oy \*=1 — ... — a, = 0 vo vntri
jednotkového kruhu, a teda korene (L) = 0 sa musia nachidzat mimo jednotkového
kruhu. Téato vlastnost je podmienkou stacionarity ¢asového radu (1.3). Ak nastane
pripad, Ze proces mé jednotkovy koren, potom je nestacionarny. Podrobnejsie o tejto

problematike sa mozeme docitat v ¢lankoch [14] [15].

Uvedieme jednoduchy priklad. Uvazujme proces
Ty = Ty_1 + Uy, To =0, (1.4)
ktory pouzitim operatora posunu L upravime do tvaru
xp—xg = (1 — L)xy = uy.

Koren charakteristického polynému (1 — L) = 0 je rovny 1, preto proces ma jednotkovy
koren.

Ak proces podrobne rozpiSeme, dostaneme nasledovny tvar
t
Ty =To+ )i Uy

Ak predpokladame, 7Ze u; je biely Sum, ktory je charakterizovany ako nekorelovany
stochasticky proces s nulovou strednou hodnotou a konstantnou varianciou o2, potom

pre varianciu procesu x; plati

Var(x;) = to?.

12
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Z toho vyplyva, Ze variancia procesu je zavisla od t a s narastajicim ¢asom sa zvicsuje

az donekonecna, preto je proces nestacionarny.

Majme dva nestacionarne casové rady X; a Y; pozorované v tom istom obdobi.
Ak podliehajua trendu, ten ovplyviiuje ich spominané vlastnosti, ktoré uz nemusia byt
konstantné, ale zavislé od c¢asu t. Preto, ak by sme sledovali ich korelaciu, potrebujeme
stacionaritu ¢asovych radov, aby hodnoty neboli ovplyvnené spolo¢nym trendom.

Uvedieme dva nazorné priklady, v ktorych nestacionarita ¢asovych radov sposobuje
problémy. Prvy rozobera korelaciu medzi dovozom ropy do USA z Norska (US crude oil
imports from Norway) a poc¢tom vodi¢ov zabitych pri kolizii s vlakom (Railway train
collisions) [16]. Z Obr. pozorujeme silni zavislost aj napriek tomu, Ze tieto dve

veli¢iny sa neovplyviujt. Ich korelacia ma velkost 0.9545.

Correlation: 95.45% (r=0.954509)

1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009
150 million barrels 100 deaths

100 million barrels 80 deaths

50 million barrels 60 deaths

Us crude oil imports from Norway
SUOISH||02 uledl Aemjiey

0 million barrels 40 deaths
1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

-8 Railway train collisions == US crude oil imports from Norway

Obr. 1.1: Porovanie dvoch nezavislych ¢asovych radov [16]

V druhom priklade pouZijeme nase déta, s ktorymi budeme v d'alSej ¢asti pracovat.
Na Obr. je vykresleny priebeh dvoch ¢asovych radov - vymennych kurzov dvoch
svetovych mien voc¢i mene dolar, CHF vlavo a JPY vpravo. Vyvoj sa zda byt odlisny,
ale aj napriek tomu vypocitana koreldcia mé& hodnotu pomerne vysoku, rovnu 0.64.
Lenze po stabilizacii ¢asovych radov diferencovnim, aby sme z nich ziskali stacionarne
casové rady, ziskame koreléciu, ktora je takmer o polovicu mensia, s hodnotou 0.34.

Ak ¢asové rady nie s stacionarne, je nutné ich transformovat do tvaru, ktory splia
tiato poziadavku. Existuje viacero technik, ktoré rieSia problém stacionarity. Diferenco-
vanie je jedna z metod, ktord vytvori z nestacionarneho ¢asového radu stacionarny eli-

minaciou trendu alebo odstranenim jednotkového korena, a zaroven stabilizuje stredni

13



Vymenné kurzy
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Obr. 1.2: Porovanie dvoch ¢asovych radov

hodnotu tohto radu.

Na zistenie stacionarity ¢asového radu sa v Statistike pouzivaju testy jednotkového
korefia. Nulova hypotéza vyjadruje pritomnost jednotkového korena, ¢o znamend ne-
stacionaritu. Existuje niekolko takychto testov, my pouZijeme ADF test (angl. The
Augmented Dickey-Fuller) [6], ktory je implementovany v softvéri R [4] v balicku urca
[8] pod nazvom wur.df. Nazna¢ime myslienku tohto testu podla [7].

Upravou ¢asového radu daného predpisom ([1.3) ziskame nasledovny tvar (bez ujmy

na vSeobecnosti zvolime 5 = 0)

rr=(+ag+ - Foap)r1 — (e + -+ op)Tig + aatio+ -+ Ty, + Uy
=(at+ar+-Fap)rg — (gt ) (@1 —T2) + -+ (Trp1 — Tpp) + U
Kvoli zjednoduSeniu preznacime vyrazy (og + -+ + ) = —01,...,0, = —0,_1, 2

rozdiel z;_; — x;_;_1 zapiSeme ako diferenciu Ax;_; pre i = 1,2,...,p. Od obidvoch

stran rovnice odc¢itame vyraz x;_; a dany predpis nadobudne nasledovny tvar
Al’t = (061 +op+ -+ ap — 1)]3,5_1 + QlAl’t_l + -+ QpAJ]t_p_l + Uyg. (15)

Plati, Ze ak mé uvedeny proces jednotkovy korei, potom vyraz 1 —o; —ae —... —
je rovny nule. Rovnost ekvivalentne vyjadrime ako ) «; = 1. Teda nulova hypotéza
zodpovedajica testu jednotkového koreha ma tvar: Hy : > «o; = 1.

Hypotéza je odvodena z nasledujtcich uvah. Ak vyraz (|1.5)) rozlozime do pévodného

tvaru, ziskame rovnicu
(1 - L —al?® — ... — a,LP)z; = .

14
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Jednotkovy koren v tomto pripade znamend, Ze ak operatok posunu L bude rovny 1,
vyraz 1—a1L—a2L2—...—apr:O, ¢izel —ap —as—...—a, =0.

Ak sa vratime k prikladu , nulova hypotéza v tomto pripade mé tvar Hy : o = 1.
Vyraz (1 — aL) = 0 spliia rovnicu len pre L = 1, pretoze a = 1. Z nulovej hypotézy

teda vyplyva, Ze proces ma jednotkovy koren.

Vratme sa spit k prikladu o vymennych kurzoch. Pévodné nestacionarne data mu-
sime upravit. Funkcia wr.df nezamieta pritomnost jednotkového korena, preto data
diferencujeme a zlogaritmujeme. Logaritmovanie slizi na stabilizaciu variancie. Obr.
zachytava dva grafy. Prvy vykresluje vyvoj vymennych kurzov, druhy uz upravené

¢asové rady.

100 150 200 250
0.2

_/\w e |

50
I

-0.2

0
1

T T T T
2000 2005 2010 2015 2000 2005 2010 2015

a) Vyvoj vymennych kurzov v pévodnom tvare b) Vyvoj vymennych kurzov v upravenom tvare

Obr. 1.3: Vykreslenie ¢asovych radov

Po odhade Pearsonovych korelacii p;; pomocou (1.1)) mézeme korelacné vztahy zo-

brazit graficky. Tieto vztahy st spolo¢ne zachytené v korela¢nej matici na Obr.

Obr. 1.4: Korela¢na matica
Z matice pozorujeme silni zavislost niektorych vymennych kurzov. Lenze nevieme z

15



Vymenné kurzy

nej vyvodit zavery o tom, ktoré vztahy su signifikantné. Preto sa budeme d'alej zaoberat
testovanim signifikancie korela¢nych koeficientov.

Prvym krokom takéhoto testovania je tprava korela¢nych koeficientov. Aby sme s
korel4aciami mohli dalej pracovat, je dolezité ich upravit do tzv. varia¢no-stabiliza¢ného
tvaru. Korelatny koeficient dosahuje ohrani¢ené hodnoty z intervalu [—1,1]. V praci

budeme pouzivat nasledovnu Fisherovu transforméciu

. 1. (1+py)
Zij = tanh 1(/01']') = élog m

Slazi na konvertovanie rozdelenia Pearsonovych korela¢nych koeficientov na hodnoty

(1.6)

s priblizne normalnym rozdelenim. Podrobnejsie informacie o transformécii moézeme
najst napr. v praci [39)].

Dalsim dolezitym krokom je spravny vypocet p-hodnoty, ktord hovori o sile hypotézy
a jej signifikancii. Ak by sme testovali kazda hypotézu nezavisle, ale pri rovnakej arovni
signifikancie, vysledna pravdepodobnost nespréavneho zamietnutia by bola ovela vyssia
ako nominélna, ktord sme pouzili pri samostatnych testoch. Kedze chceme testovat
viacero hypotéz sicasne, je nutné pouzit jej upravent hodnotu (angl. adjusted p-value)
[22], ktora berie do tvahy viacnésobné testovanie.

Korelacie vyjadruju vztahy medzi objektmi. Vztahy mozu byt pozitivne alebo ne-
gativne, zalezia od znamienka koreldcie. Nésledne tieto vztahy mozeme zakreslit do
spolo¢ného grafu, kovariaéného (korelatného) grafu G = (V, E), kde objekty predsta-

vuju vrcholy V' a korelacie hrany medzi nimi

E={{i,j} € V®:py; #0}.

Okrem tohto spominaného grafu existuje viacero tried grafov. Napriklad, ak st hrany
vazené, pricom vahy mozu byt dané korelaciami, hovorime o vazenych grafoch. Dalsim
typom st orientované a neorientované grafy, ktoré sa urc¢uju podla toho ¢i hrany maju
urcenu orientaciu alebo nie.

My budeme pouzivat vyssSie opisany korela¢ny graf. Pri zostrojovani jeho hran je
dolezité rozoznat, ktoré vztahy su signifikantné. Je to ekvivalentné s testovanim hypo-
tézy

Hy:pij=0 vs. Hy :pij #0. (1.7)
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Obr. 1.5: Korela¢ny graf

—N(Jgfl) hypotéz simultanne. Toto

Ak sledujeme zavislost na N objektoch, testujeme
¢islo predstavuje mnozstvo potencialnych hran v grafe G.

V nasom pripade pozorujeme 18 vymennych kurzov, ktoré mézu mat medzi sebou
153 vyznamnych vztahov. Vypoditanim upravenej p-hodnoty a naslednym testovanim
hypotéz (1.7)), ziskame 46 signifikantnych korelacii.

Vdaka vypocitanym signifikantnym korelaciam vieme vykreslit graf korelac¢nych

vztahov (Obr. [1.5), ktorych pocet je vyrazne mensi neZ mnozstvo potencialnych hran

v grafe.

1.3 Vzdialenosti vypocitané z korelacii

Dolezitou veli¢inou pouzivanou v matematike je matica vzdialenosti. V teorii grafov
mé Siroké vyuzitie, napriklad v analyze hierarchického zhlukovania (angl. Hierarchical
Cluster Analysis), ¢o je jedna z metod zhlukovej analyzy. Vlastnosti, ktorymi sa vy-
znacuje si: Stvorcovost, symetrickost a nulova diagonala. Hodnoty v matici vyjadruja
vzdialenosti medzi pozorovanymi objektami a mézu byt vypocitané pomocou réznych
metrik.

Nasu maticu vzdialenosti ziskame z korela¢nej matice transforméaciou korelacnych

koeficientov, vypocitanim euklidovskych vzdialenosti nasledovnym spésobom
dij = /2(1 = pyj).
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Dovod pouZivania prave tejto vzdialenosti je odvodeny v praci [20, 21]. Vyhodou zvo-
lenia tejto miery je, Ze vSetky vzdialenosti d;; lezia medzi hodnotami 0 a 2, kedze
korela¢ny koeficient nadobtida hodnoty z intervalu [—1, 1].

Usporiadané zhluky, ziskané pomocou hierarchického zhlukovania, sa zvycajne gra-
ficky vyobrazuji pomocou Specidlnych stromovych grafov, nazyvanych dendrogramy.
Tie obsahuji ramené spajajice udaje - uzly, a tak vytvaraja strom urcitej vysky. Tato
vySka vyjadruje vzdialenost objektov, ¢im st dva uzly od seba viac vzdialené, tym
maju medzi sebou mensiu korel4ciu.

Dendrogram ziskany z vypocitanych hodnot korelacii vymennych kurzov je zachy-
teny na Obr. [I.6] Spomedzi vSetkych vzdialenosti ma dvojica vymennych kurzov -
danska koruna (DKK) a euro (EUR), nachadzajica sa v spodnej Casti, najmensiu
vzdialenost.

Na druhej strane, japonsky jen (JPY) je v grafe umiestneny najvyssie, ¢o znadi o
jeho velkej vzdialenosti od ostatnych mien. Z definicie vzdialenosti d;; jeho postavenie

hovori o malej hodnote korelécie vo¢i ostatnym menam.
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1.4 Stromy a najlacnejSie kostry

Teodria grafov [24] 27] slazi na definovanie objektov a vzfahov medzi nimi. Kazdy graf
G = (V, E) sa sklada z mnoziny vrcholov V| ktoré predstavuji objekty a mnoziny hran
E vyjadrujucich ich vzajomné vztahy.

Strom je stvisly neprazdny graf, ktory neobsahuje kruznicu. Je to grafické vyjadrenie
¢lenenia mnoziny a jej podmnozin. Oznacuje sa pismenom 7' = (V| E).

Urcit ¢i dany graf je strom moéze byt v niektorych pripadoch zlozité. Preto sa po-
uzivaju rozne definicie a charakteristiky. Dolezitym pozorovanim je, Ze kazdy strom s
asponi dvomi vrcholmi obsahuje aspon dva vrcholy stupia jeden, t.j. koncové vrcholy
alebo tiez nazyvané listy (pozorovanie plati len pre koneéné stromy). V tejto ¢asti prace

budeme pracovat s literattarou [24].

Nasledujtca veta uvadza hlavné vlastnosti stromu v tvare piatich ekvivalencili.

Veta 1. (Charakterizdcia stromu podla [2]]) Nech G = (V, E) je graf, pre ktory si

nasledujice podmienky ekvivalentné:
i) G je strom.

i) (jednoznacnost cesty) Pre kazdé dva vrcholy x,y € V existuje prdve jedind cesta

zx doy.

iii) (minimdlna siuvislost) Graf G je suvisly. Vynechanim lubovolnej hrany vznikne

nesuvisly graf.

w) (mazimdlny graf bez kruznic) Graf G neobsahuje kruznicu a pridanim novej hrany

vznikne novy graf, ktory uz obsahuje kruznicu.

v) (Eulerov vzorec) Graf G je suvisly a plati |V| = |E| + 1.

Kostra grafu

Kazdy suvisly graf méa kostru. Teda ak G = (V| E) je graf, potom kostra grafu G je
strom T = (V, E'), kde E' C E. Zaroven je podgrafom grafu G a obsahuje vsetky
vrcholy povodného grafu G. Plati vlastnost, ze medzi kazdymi dvomi vrcholmi existuje

prave jedna cesta.
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Na néajdenie kostry grafu existuju rozne algoritmy. My uvedieme dva z nich.

Algoritmus 1.

Nech G = (V, E) je graf obsahujtci n vrcholov a m hran, ktoré st T'ubovolne zoradené
do postupnosti {e, es,..., e}

Algoritmus postupnym pridavanim hran vytvara mnoziny Ey C Ey,--- C E, kde
Ey = 0. Kondi, ak po pridani dalsej hrany vznikne kruznica, teda obsahuje n — 1 hran
alebo sa uz prebrali vSetky hrany grafu G, teda i = m.

Algoritmus je dany nasledovnou formulkou

. E;_1 U{e;} ak graf (V) E;_; U{e;}) neobsahuje kruznicu

Ei—l inak.

Tvrdenie spolu s dokazom o spravnosti algoritmu je popisany v literature [24].

Algoritmus 2.

Rovnako ako v predchadzajiucom algoritme uvazujme, ze graf G = (V, E) je zlozeny z
n vrcholov a m hran. Postupne budeme vytvarat mnoziny vrcholov Vo C V;--- CV a
mnoziny hran Fy C Fy,--- C E, kde Vi = {v} je Tubovolny vrchol a Ey = 0.
Algoritmus funguje nasledovne: po vytvoreni mnozin V;_; a F; ; ndjdeme hranu e; =
{z;,y:} € E(GQ), kde z; € V;_1 ay; € V\V;_1. Vzniknti nové mnoziny V; = V; 1 U{y;} a
E; = FE; 1 Ue;. V pripade, 7Ze takd hrana neexistuje, algoritmus konc¢i. Algoritmus ako

aj tvrdenie o jeho spravnosti nadjdeme v knihe [24].

Najlacnejsia kostra grafu

V tejto casti pozadujeme graf G = (V| F) s ohodnotenymi hranami. To znamena, Ze
kazdej hrane e € E priradime ur¢iti vahu w(e) (nezapornt hodnotu), ¢o v niektorych
pripadoch moéze reprezentovat vzdialenost medzi vrcholmi . Takyto graf s ohodnotenim
hran w : E — R nazyvame siet.

V teorii grafov najlacnejSou kostrou grafu (angl. Minimum Spanning Tree) sa ozna-
¢uje Specidlny druh grafu, ktory spaja vSetky vrcholy bez vytvorenia kruznice a zaroven

velkost stromu, teda dizka hran, je minimalna.
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Pod problémom najlacnejsej kostry grafu rozumieme tlohu néjst podgraf (V, E'),
kde stcet ohodnotenych hran bude minimélny, ¢o méZzeme zapisat, Ze uvedeny sucet

w(E) = w(e)

ecE’

bude ¢o najmensi.

Graf moze obsahovat viacero kostier. Existuje niekolko metdod na rieSenie tohto
problému. V naSej praci budeme pouzivat Kruskalov algoritmus. Ostatné algoritmy

(ako Boruvkov, Primov, ale aj zlozitejsie) najdeme v pracach |24, 25, 26].

Kruskalov algoritmus

Vstupom algoritmu je savisly graf G = (V, E) s ohodonotenymi hranami w a ich
usporiadanim podla vahy w(e;) < w(ey) < -+ < w(ey,). Po aplikovani algoritmu 1.
ziskame Kruskalov algoritmus, tiez nazyvany pazravy algoritmus.

Uvedeny algoritmus riesi problém najlacnejsej kostry, ¢o je podrobne rozobraté v
literature [24].

Pre lepsie pochopenie uvedieme priklad Kruskalovho algoritmu. Pokisime sa najst

najlacnejsiu kostru nasledujiceho grafu.

Kruskalov algoritmus postupne vybera hrany s najmensou vahou. Tymto sposobom
spoji vSetky vrcholy. Podmienkou ale je, Ze spojenim dvoch vrcholov neméze vzniknut
kruznica.

V nasom priklade ako prvit hranu vyberie s vahou 1, ktord sa nachadza medzi
vrcholmi F a G, druhd hranu medzi vrcholmi A a B s ohodonotenim 2, atd. Postup,

ako aj najlacnejsSia kostra grafu, je vyznaceny na nasledujicom obrazku.
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Najlacnejsia kostra a vymenné kurzy

Vratme sa k prikladu o vymennych kurzoch. Na tieto data aplikujeme vypocet najlac-
nejsej kostry. Z vypocitanej matice vzdialenosti odvodime maticu dosazitelnosti (angl.
Adjacency matriz). Matica sluzi na reprezentaciu koneéného grafu a jej ¢leny vyjadruja
¢ vrcholy v grafe spolu susedia alebo nie. Nasledne ju vyuzijeme na vypocet najlacnejsej
kostry. Pomocou funkcie minimum.spanning.tree z balicka igraph [9], ktorej vstupom

je prave tato matica, ziskame nasledujicu kostru.

®9

® @
e® ® 2
)

Obr. 1.7: Najlacnejsia kostra grafu

1.5 Zhlukovanie a tvorba komunit

Ulohou sietovej analyzy je zoskupenie objektov do spoloénych zhlukov, pricom tieto

objekty zdielaju spolo¢né znaky a si si navzajom viac podobné ako s objektami z inych
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zhlukov. Tymto sposobom sa snazi najst Struktaru dat a na tvorbu skupin vyuziva len
informécie ziskané z dat.

Existuje viacero sposobov ako zoskupit data do zhlukov. My sme v naSej praci vyuzi-
vali bali¢ek igraph [9], ktory sa pouziva pri praci so siefovou analyzou a vizualizaciou
grafov. Si v fiom zahrnuté algoritmy, ktoré st schopné pocitat zhluky v grafoch a
mnoho inych funkcii.

V préaci sme kniznicu a v nej implementované algoritmy vyuzivali predovsetkym na
zistovanie komunit a ich tvorbu v najlacnejSej kostre. Ich procesy sa navzajom lisia,
pretoze su zalozené na odlisnych principoch. Nizsie poskytujeme stru¢né vysvetlenie

niektorych z nich [13].

e cluster edge betweenness - hierarchickd metoda, ktord na vytvorenie ko-
munit vyuziva blizkost (angl. betweenness) vrcholov, ¢o je jeden z centralnych
indexov. Algoritmus je zostaveny z niekolkych krokov. Najskor z grafu postupne
odstranuje hrany s najvysSou hodnotou blizkosti. V druhom kroku znovu vypo-
¢ita blizkost vrcholov a opakuje prvy krok. Proces sa opakuje, az kym nie su

odstrdnené vsetky hrany z grafu.

e cluster fast greedy - nedeterministickd aglomerativna metéda, ktord priamo
optimalizuje vysledky modularity. Najde optimalne lokalne rieSenia, ¢o ale v nie-
ktorych pripadoch moéze sposobit komplikacie. Algoritmus je schopny spracovat

aj vel'mi velké siete a najst ich Struktaru.

e cluster label prop - algoritmus vyuZiva metoédu detekcie komunity. To zna-
mené, ze na zaciatku je kazdy vrchol oznaceny a v kazdom kroku vrcholy ziska-
vajui také oznacenie ako méa vic¢sina susednych vrcholov. Algoritmus je schopny

pracovat tiez s vazenymi hranami v grafe.

e cluster louvain - algoritmus je zaloZzeny na modularitnej optimalizacii. V kaz-
dom kroku sa priradia do komunity objekty s najvic¢sou vzajomnou modularitou.
Proces prirad ovania prebieha dovtedy, kym nevznikne jeden velky zhluk zlozeny

zo vietkych objektov alebo pokial sa modularita uz nezvysuje a ostéva rovnaka.

e cluster optimal - hlavnou dlohou tejto metddy je transformacia modularne;

optimalizacie na problém celociselného programovania. V tomto Stadiu algorit-
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mus pracuje s kniznicou GLPK, ¢o je softvér na rieSenie rozsiahleho linearneho

programovania.

e cluster walktrap - proces je zaloZeny na metode nahodnej prechadzky, pomo-
cou ktorej vrcholom priraduje podobnost. Tento algoritmus patri medzi najrych-

lejsie, je veImi efektivny a schopny vhodne zachytit Struktaru zhlukov.

Aplikaciou funkcie cluster walktrap na vypocitani najlacnejsiu kostru na Obr.
ziskame zhluky vymennych kurzov na Obr.

Obr. 1.8: Najlacnejsia kostra grafu a zhluky

1.6 Parciadlne korelacie

Uvedieme priklad podla [23]. K dispozicii mame vyber 153 génovych expresii bektérie
Escherichia.coli, znamej ako E.coli, so 40 meraniami v réznych podmienkach. Tieto data
st obsiahnuté v bali¢ku sand [10]. Budeme skimat ich spravanie pocas experimentov a
hladat asociacie medzi nimi. Na Obr. st vykreslené zname vztahy medzi vSetkymi
génmi, aj tymi, ktoré nie st v nasom vybere. Celkovo tychto vztahov - hran je 209.
Budeme postupovat podla [23], kde bola tato metoda spracovana. KedZe neuva-

= 11628 potencialnych vztahov,

dzame vSetky génove expresie, budeme skimat 122x152

ktoré moézu mat tieto vybrané gény medzi sebou a vykoname rovnaky pocet simultan-

nych testov na ziskanie signifikantnych korelacii. Ku kazdému vypocitame p-hodnoty
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Obr. 1.9: Siet vztahov medzi génmi baktérie E.coli

a porovname s prislusnou pét percentnou kritickou hodnotou normélneho rozdelenia,
pretoze ak vektor (X;, X;)7 ma viacrozmerné normalne rozdelenie, potom aj hustotu
korelacie p;; za platnosti nulovej hypotézy, ktord hovori o nezavislosti vztahov, vieme
aproximovat hustotou norméalneho rozdelenia.

Testovanim ziskame 5 227 signifikantnych vztahov medzi génmi, ktoré tvoria hrany
v grafe. Tato hodnota predstavuje nadmerne velké ¢islo, ktoré je pochybné, pretoze
také mnozstvo vztahov medzi génmi nie je v skuto¢nosti mozné. O tomto zavere sa
mozeme presvedcit tiez z Obr. [I.9] kde je pocet hran medzi génmi podstatne mensi,
pritom st na nom vykreslené vsetky vztahy a nie len tie, ktoré my skiimame.

Kvoli nedoveryhodnym predchadzajticim vysledkom sme motivovani skiimat vztahy
génovych expresii inym sposobom. Vyuzijeme parcidlne korelacie, a po ich aplikacii
na data baktérie E.coli, ziskame 25 podmienenych p-hodnot, ktoré sa vyznacujia ako
Statisticky vyznamné. Je to podstatne mensie ¢islo ako v predchadzajicom pripade. Ak
by sme si vypisali dvojice so signifikantnou p-hodnotou a porovnali s databizou alebo
literatarou, kde su tieto vztahy uvedené, Tahko by sme sa presvedéili o korektnosti

vztahov.

Ak maji dva vrcholy 4, j € V silnt korelaciu medzi charakteristikami X; a X, nutne
to neznamend, 7e musia byt silno korelované. Tento vztah mo6ze byt ovplyvneny inym,

tretim vrcholom k£ € V, s ktorym st tieto dva atributy silno korelované. Pomocou
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parcialnych korelacii mozeme tieto nepriaznivé vztahy odstranit.
Nech mnozina S,, = {ki,...,k,}. Potom parcidlne korelacie medzi X; a X; vzhla-

dom k Xg, = (X&,,..., X, )" definujeme nasledovne

9ij|Sm

PilSen = Forisndiiion
Po vypocte parcidlnych korelacii mozu byt vztahy vizualizované pomocou sieti.
Kazdy vrchol zodpoveda jednej premennej a hrana zavislému vztahu, kde parcialna
korel4cia vyjadruje vahu hrany. Dva objekty nezdielaji medzi sebou Ziadnu hranu, ak
ich parcidlna korelacia je rovna nule.
Pri zostrojovani korela¢ného grafu vytvarame hrany inym sposobom ako pri obycaj-

nych korelacidch, nasledovne
E={{i,j} € V¥ : pys, #0, pre vietky S, € V\({T;}}
Pri testovani, ¢i dana hrana existuje alebo nie, testujeme nové hypotézy
Hy : pijis,, = 0 pre nejaké S, € V\(glz} vs.  Hi:pijs,, # 0 pre vietky S,, € V\?Zi‘}’

ktoré mozeme rozlozit na mnozinu mensich podtestov s hypotézami

HO : pzj\sm = O vUS. Hl . pij|Sm, # O (18)

Ako v predchédzajtcom pripade, korelacie p;js,, nahradime vyberovymi korelaciami

Dij| S, ktoré transformujeme Fisherovou transforméciou [23]

1 1405w,
Zij\Sm = ElOg[—l_ﬁij\Sm]'
Prislusné p-hodnoty vypocitame ako

‘ (m)
Dijmaz = maq;{pij\sm : Sm < ‘/\{i’j}}7

kde pjjis,, st p-hodnoty z mensich podtestov.

Existuju dva najbeznejsie postupy vypoctu parcidlnych korelacii. Prvy z nich [2§],
ked parcialne korelacie ziskame ako inverzni maticu kovarian¢nej matice X spocitanej
zo stboru dat X, s ktorymi pracujeme. Predpokladdme, 7e vyber ma rozdelenie s

varian¢nou maticou Y. Korel4cie zapiSeme nasledovne
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K=y

kde k;; po Standardizacii vyjadruje parcidlnu koreldciu medzi x; a x;. Matica K sa
nazyva koncentracénd matica (angl. Concentration matriz) a opisuje Gplni parcidlnu

korel4dciu medzi vSetkymi objektami

—Kij

plx;, $j|$*(i,j)) = Veurii®

Druhy pristup [29] je pomocou regresie, kedy je jedna premenna modelovana pomo-

cou ostatnych premenych

Y; = Bio + Buy + B2y ... +ei,  t=1,2,...,N.

Plati, Ze ak f3;; # 0 pre nejaké ¢ # j, tak potom 7 a j si parcialne korelované.
Ak standardnt odchylku pre nejaki premennu z oznacime D(z), potom korelacie

vypocitame nasledovne

igD(e;
p(xmxj’x—(i»j)) - /BJD(S)J)’

¢o vyjadruje ekvivalenciu medzi tym, Ze z; a x; s parcidlne korelované a linearnou

korel4dciou medzi reziduami z; a x;.

Teoériu parcialnych korelacii aplikujeme na ¢asovych radoch obsahujicich informacie
o vymennych kurzoch. Vypoé&itame ich pomocou funkcie pcor z balicka ppcor [12] a
spolo¢ne vykreslime v korela¢nej matici na Obr.

Pri porovnani matice s oby¢ajnymi korelaciami na Obr[l.4] si v§imneme vyrazné
rozdiely. Okrem pozitivnych vztahov, vyznacenych modrou farbou, sa tu objavuje vacsi
pocet negativnych korelacii.

Po otestovani hypotéz (1.8)) ziskame 19 signifikantnych parcialnych korelacii, ktoré
st v grafe na Obr. reprezentované hranami. Struktira siete sa odlisuje od grafu
obyc¢ajnych korelacii. Deli sa na $tyri mensSie podgrafy. Je to sposobené vplyvom sil-
nych negativnych korelacii, ktoré spésobuji separaciu vymennych kurzov a mensim
poctom Statisticky vyznamnych vztahov. Vymenné kurzy v kazdom podgrafe sii na-
vzajom pozitivne korelované a v porovnani s ostatnymi vrcholmi, ktoré sa v danom

podrafe nevyskytuju, si tieto vztahy silnejsie. Toto plati pre kazda skupinu az na jednu
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Obr. 1.10: Matica parcidlnych korelacii

o,

Obr. 1.11: Graf parcidlnych korelacii

vynimku, ktord obsahuje CZK. Ostatné meny st v podgrafe navzajom silno negativne
korelované, len so CZK vykazuje pozitivnu korelaciu.

Z parcialnej korelacnej matice ziskame maticu vzdialenosti rovnakym vypoctom ako
pri obycajnych korelaciach, pomocou euklidovskych vzdialenosti d;; = \/m . Vy-
kreslime prislichajici stromovy diagram - dendrogram. Rovnako plati, ¢im je korelacia
medzi dvomi vrcholmi mensia, tym je ich vzdialenost vic§ia a naopak.

Pri hladani najlacnejSej kostri pre parcidlne korelacie budeme pokracovat ako v
pripade obycajnych korelicii a na vypocitané parcialne korelacie uplatnime rovnaké

funkcie. Ziskana najlacnejsia kostra spolu so zhlukmi je vyobrazena na Obr.
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Obr. 1.12: Dendrogram parcialnych korelacif

Obr. 1.13: Najlacnejsia kostra pre parcidlne korelacie

V&imnime si umiestnenie vrcholov CZK, PLN, CHF, GBP, ktoré sa v korela¢nom
grafe na Obr. vyskytuji v spolo¢nom podgrafe aj napriek silnym vzajomnym ne-
gativnym parcidlnym koreldciam. Algoritmus na urcenie komunit v najlacnejSej kostre
ich zatriedil do spolo¢ného zhluku. CZK, ktora ma silné pozitivne korelacie s ostatnymi

menami, sa nachadza uprostred a s kazdou menou zdiela hranu. Ostatné spomenuté
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Vymenné kurzy

meny nezdielaji medzi sebou Ziadne hrany. Dovodom, preco tato Stvorica Statov tvori
samostatnu skupinu, moze byt silna pozitivna korelacia tychto vymennych kurzov s
CZK. Funkcia minimum.spanning.tree vytvorila hrany CZK s ostatnymi spomenutymi

menami, ale vztahy medzi PLN, CHF a GBP sa uz v najlacnejsej kostre neobjavuja.
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2 Vynosové rozpitie

Jednym z meradiel, ktoré pouzivaji investori na meranie vydavkov konkrétnych dlho-
pisov, sa nazyva vynosové rozpitie (angl. Yield Spread) [38]. Vo vSeobecnosti je defino-
vany ako rozdiel medzi vynosmi dvoch finanénych nastrojov s réznou dobou splatnosti,
teda ho spocitame odratanim vynosu do splatnosti jedného produktu od vynosu do
splatnosti druhého produktu. Vyjadruje rizikovii prémiu jedného produktu nad dru-
hym [37]. Napriklad, ak dlhopis s maturitou 30 rokov ma vynos 10 % a iny dlhopis s
maturitou 5 rokov vynéasa 5 %, potom vynosové rozpitie medzi nimi sa vypocita ako:
10%-5%=5%.

Vynosové rozpitie moze mat v sic¢asnosti mnohostrannejsie vyuzitie. Ako je uvedené
v ¢lanku [36], autor sa zaoberal predikovanim budicich vyskytov simultannych recesii v
niektorych krajinach sveta. Vyskyt recesii skimal pomocou vynosového rozpétia, ktoré
pouzil v probit modeloch.

Kvoli zaujimavému vyuzitiu a mnohotvarnosti vynosového rozpétia sme sa aj my
zamerali na tato veli¢inu a prostrednictvom nej skimame vztahy europskych krajin a
ich vzajomnych korelécii.

V tejto casti budeme pracovat s dlhodobymi a kratkodobymi trokovymi mierami
siucasne. Dlhodobé trokové miery sa vztahuju na Statne dlhopisy s dlhsou dobou splat-
nosti. St vyvodené z cien, s ktorymi st Statne dlhopisy obchodované na finan¢nych
trhoch a ich splatenie zarucuje vlada. Kratkodobé drokové miery st sazby, za ktoré
obchoduji finan¢né institacie.

Data budeme ¢erpat z internetovej stranky OECD [5]. V nasom pripade budeme
pracovat s irokovymi mierami dvanastich krajin, ktoré s sii¢astou Eurozony. Dlhodobé
urokové miery maju splatnost desat rokov a kratkodobé trokové miery expirac¢niu dobu
tri mesiace. Data st mesac¢né, v ¢asovom rozpiti od januara 2001 do februara 2017. Na
Obr. je znazorneny vyvoj kratkodobych a dlhodobych trokovych mier niektorych
statov.

Odréatanim kratkodobych trokovych mier od dlhodobych ziskame vynosové rozpa-
tie. ADF testy, zahrnuté v balicku urca [§], potvrdia nestacionaritu ¢asovych radov.
Diferencovanim dat ziskame stacionarne ¢asové rady, ¢o je podstatny krok pre dalgiu

korektni pracu s datami, ako sme vysvetlili v predchadzajicej kapitole. V nasledujtce;j
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Obr. 2.1: Kratkodobé a dlhodobé urokové miery krajin: SVK, DEU, ITA, GRC

Casti sa budeme zaoberat vztahmi medzi vynosovymi rozpéatiami statov, ich korelaciami
a parciadlnymi korelaciami. Obr. znéazorhuje vyvoj vynosového rozpitia v jednotli-
vych krajinidch. Prvy obrazok pred diferencovanim radov, na druhom st vykreslené

stacionarne ¢asové rady.

Obr. 2.2: Vyvoj ¢asovych radov (vlavo pred diferencovanim)

Vyber §tatov tvoria ¢lenovia Eurozony. Nezvolili sme vSetky krajiny, ale len tie, ku
ktorym sme mali dostatok dat k dispozicii. Krajiny Eurozény maja spolo¢né niektoré
finan¢né institacie (napr. Eurépsku centralnu banku), ktoré rozhoduji o mnohych do-
lezitych otézkach. Ich ekonomiky st poprepédjané, ¢o sa odzkradluje na vypoditanych
korelaciach. Obr. zachytava korela¢nit maticu. Vzajomné vztahy vynosovych rozpéti
Statov sa zdaju byt silno korelované az na jednu vynimku - Grécko, ktorého korelacie
st takmer vsetky nulové.

Data st tvorené 12 eur6pskymi Statmi, ktoré mozu medzi sebou nadobudnut maxi-
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Obr. 2.3: Korela¢na matica

malne 66 korelacii. V8etky korelacie v8ak nemusia byt signifikantné.

Budeme postupovat ako v predchadzajucej kapitole [1l Korelacie stabilizujeme po-
mocou Fisherovej transformacie , otestujeme hypotézy o nulovosti korelacii a
vypocitame p-hodnoty, ktoré porovname s pét percentymi kritickymi hodnotami nor-
méalneho rozdelenia. Tymto sposobom ziskame 56 Statisticky vyznamnych korelacii.
Signifikantné vztahy vykreslime do grafu (Obr. 2.4). Siet vztahov je husta, pretoze

obsahuje vela hran - signifikantnych korelacii.

®
® o

Obr. 2.4: Graf oby¢ajnych korela¢nych vztahov

Spocitame parcidlne korelacie. To nam umoziiuje vylacit vztahy dvoch Statov, ktoré
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st ovplyvnené vynosovym rozpitim treticho Statu, s ktorym maji tieto dve krajiny
vzajomni koreldciu. Otestujeme hypotézy o nulovosti podmienenych korelécii
a nasledne vypocitané p-hodnoty porovnavame s pét percentnymi kritickymi hodno-
tami normalneho rozdelenia. Postupne sa dopracujeme k vysledku s 21 signifikantnymi
parciadlnymi korelaciami, ktoré si vyobrazené na Obr. Rozdiel v poc¢te korelécii s

predo§lym vysledkom je nezanedbatelne vyrazny.

Obr. 2.5: Graf parcidlnych korela¢nych vztahov

Na predchadzajucich vysledkoch pozorujeme dolezitost pocitania parcidlnych kore-
lacii najmé pri praci s vac§im poc¢tom objektov, ktoré sa mozu navzajom ovplyviiovat.
Tak odstranime neexistujuce vztahy, ktoré by mohli vyrazne ovplyvnif interpreticiu

vysledkov.

Porovnanie obycajnych a parcialnych korelacii

Pri poéitani obycajnych korel4cii vyslo 56 signifikantnych z celkového poctu 66. Ak vy-
pocitame parcialne korelacie, toto mnozstvo sa zredukuje na 21 vyznamnych korelacii,
¢o je podstatny rozdiel. Porovnanim grafov korelaénych vztahov (Obr. a Obr. [2.5)

si vS§imneme, 7e v pripade parcidlnych korelacii sa vela hran v grafe uz neobjavuje.

Dalsi pristup, ktory poslizi na analyzu vztahov vynosového rozpétia, je najlacnej-
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Sia kostra grafu. Jej grafickym vyjadrenim pozorujeme rozdiely medzi obycajnymi a

paridlnymi korelaciami.

Obr. 2.6: Najlacnejsie kostry grafu pre oby¢ajné (vlavo) a parcidlne (vpravo) korelacie

Grafy na Obr. predstavuju najlacnejSie kostry grafu pre vynosové rozpéitia kra-
jin. Graf vlavo vyjadruje obycajné korelacie, vpravo parcidlne korelacie. St vykres-
lené pomocou funkcie minimum.spanning.tree a zhluky st zhotovené funkciou walk-
trap.community, obidve funkcie st z bali¢ka igraph [9).

Ako sme vys8ie spominali, pri obycajnych koreladciach mozu vznikat vztahy, ktoré
v skutoc¢nosti neexistuji. Tieto dosledky pozorujeme ako rozdiely medzi najlacnejSimi
kostrami obyc¢ajnych a parcidlnych korelécii a vytvoreni zhlukov.

Pri porovnani korela¢nych matic parcidlnych a obycajnych korelacii na Obr. si
vSimneme vyrazné zmeny. Ako prvé, velky ubytok signifikantnych parcialnych korelacii.
Suvislosti vztahov st tiez pozorovatelné na Obr[2.6] Napriklad, krajina FRA ma podla
matic vyraznejsie vztahy s BEL, AUT a DEU, a zaroven tieto vztahy pozorujeme
v najlacnejSej kostre parcialnych korelacii, kde FRA priamo zdiela hrany s tymito
krajinami.

Ak upriamime pozornost na stat GRC, vSimneme si druhti zmenu. V obidvoch gra-
foch sa sice nachadza na okrajoch, ¢o vypoveda o jeho slabych korelaciach v porovnani
s ostatnymi krajinami, ale v pripade parcialnych korelacii pozorujeme v matici ich
narast. V kladnom smere s krajinami ESP a PRT a v zapornom vztahu s ITA a NLD.

Pomocou matic na Obr. mozeme lepSie porozumiet ako vznikla najlacnejsia
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Obr. 2.7: Porovnanie korela¢nych matic pre vynosové rozpitie: vlavo obyc¢ajné korelé-

cie, vpravo parcialne korelacie

kostra parcidlnych korel4cii. Krajiny s najvyssim poc¢tom signifikantnych korelacii, ako
ITA, FRA a ESP, maja viac vztahov s ostatnymi krajinami, ¢o sa prejavuje va¢sim
po¢tom hrén v grafe.

Zaujimava je zmena korelacii pri dvojiciach statov DEU-BEL a ITTA-GRC. V pripade
druhej dvojice sa negativna korelacia, ktora sme pozorovali len miernu pri obyc¢ajnych
korelaciach, zvysila dost vyrazne. Na druhej strane, stadty DEU-BEL mali medzi se-
bou silnt pozitivnu korelaciu. V pripade parcidlnych korelacii sa zmenila na vyrazne
negativnu.

V najlacnejsej kostre niektoré hrany nevystupuji ako v grafe korela¢nych vztahov
na Obr. ¢o je dosledkom stavby tohto typu stromu. Preto moézeme podrobnejsie
skumat suvislost vynosového rozpétia Statov, ich vzajomni prepojenost a pozorovat,

ktoré Staty st vyznamnejSie alebo menej vyznamné v porovnani s ostatnymi.

2.1 Centralita vrcholov

Dolezitou susastou sietovej analyzy a tedrie grafov je sktimanie centrality vrcholov.
Znamena to identifikaciu, ktoré uzly su v sieti vplyvnejsie nez ostatné. V praci sme sa
zaoberali tromi zdkladnymi mierami centrality, ktoré vypocitame pomocou vhodnych

funkcii, ktoré si zahrnuté v balicku igraph [9).
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o (entralita stupna udava absolutny pocet hran, ktoré st priamo spojené s danym
uzlom. VACSi pocet vizieb evokuje zvyhodnent poziciu, teda viacsiu centralitu.

Po¢itame ju pomocou funkcie degree.

o (entralita blizkosti matematicky vyjadruje prevrateni hodnotu suctu vzdiale-
nosti [od jedného vrchola ku vietkym ostatnym. Inak povedané, ako dany vr-
chol moze jednoducho dosiahnit ostatné vrcholy bez toho, aby musel byt s nimi
priamo spojeny. Cim je blizkost vrchola viidsia, tym vidsia je moznost sa z neho

dostat ku ostatnym vrcholom. Tieto hodnoty vypocitame funkciou closeness.

e (Centralita stredovej medzipolohy udava pocet pripadov, kedy je vrchol najkratsou
cestou medzi ostatnymi vrcholmi. Vacsia hodnota vyjadruje viac ciest, ktoré buda
danym vrcholom prechadzat. Funkcia betweenness slizi na vypocet centrality

stredovej medzipolohy.

Budeme pracovat s parcialnymi korelaciami a nasu pozornost upriamime na dva typy
grafov, graf korela¢nych vztahov a najlacnejsiu kostru. Ich vykreslenim na Obr2.5 a
Obr2.6] (vpravo najlacnejsia kostra) a vzajomnym porovnanim vysledkov potvrdime
ich odlisnd strukturu. Preto predpokladame, ze aj hodnoty ich mier centrality sa budua
lisit. V tabulke uvadzame porovnanie mier centralit vrcholov pre tieto dva typy
grafov.

Podl'a vypoc¢tov, najcentralnejsim vrcholom v najlacnejsej kostre je stat FRA. Je
umiestneny v strede stromu a spojeny s dal$imi $tyrmi $tatmi. Ostatné miery centrality
tiez nadobidaji vysoké hodnoty. Medzi dalsie centrilnejie Staty patri napr. BEL a
ITA. Na druhej strane, presna polovica Statov zdiela prave jednu hranu s inym $tatom.
7 tychto vrcholov mé najnizsie hodnoty ostatnych mier FIN, IRL a GRC.

V korelacnom grafe je za najvplyvnejsi stat jednoznacne uréené BEL so $iestimi
zdiefanymi hranami. Medzi dalgie "vplyvné"vrcholy patria DEU a GRC. Na druhej
strane, SVK ako jediny vrchol nie je prepojené s ostatnymi krajinami. Jeho centralita
stupiia a centralita stredovej medzipolohy st nulové a centralita blizkosti velmi nizka.

7 definicie najlacnejSej kostry vieme, ze tento druh stromu sa snazi vytvorit graf

s minimalnou dlzkou hran. Graf korela¢nych vztahov zobrazuje vietky signifikantné

!Vzdialenost dvoch vrcholov v koneénom grafe je definovana ako pocet hran v najkratgej ceste,

ktora spaja dané vrcholy [47].
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Najlacnejsia kostra grafu Graf korela¢nych vztahov
Stupenn Blizkost Medzipoloha | Stupen Blizkost Medzipoloha

BEL 2 0.0364 30 6 0.0384 14.50
ESP 3 0.0284 19 4 0.0333 3.50
FIN 1 0.0186 0 3 0.0333 0.83
GRC 1 0.0213 0 5 0.0357 4.16
AUT 1 0.0260 0 2 0.0294 0.00
SVK 1 0.0245 0 0 0.0075 0.00
DEU 2 0.0289 18 5 0.0357 5.66
PRT 1 0.0241 0 4 0.0357 5.58
IRL 1 0.0210 0 2 0.0294 0.33
NLD 2 0.0234 10 4 0.0344 3.08
FRA 4 0.0364 37 3 0.0322 1.08
ITA 3 0.0334 31 4 0.0357 3.25

Tabulka 2.1: Miery centrality vrcholov

parciidlne korelacie medzi Statmi. O tom, Ze grafy st od seba vyrazne rozdielne sa
mozeme presvedc¢it ¢i uz z obrazkov, ale aj z vysledkov. Najvacsi rozdiel je v urceni
najmenej centralneho bodu. Zatial ¢o v korela¢nom grafe je SVK zretelne odélenené
od celého grafu, v najlacnejSej kostre je najmenej centralnym statom GRC. Zaujimavé
je, ze v korela¢nom grafe tento Stat patri medzi tie najvplyvnejSie a nachadza sa v
strede grafu.

Kvoli rozdielnym struktiram grafov mézeme pozorovat odlisné hodnoty indexov. Na
Obr. [2.8]st vykreslené hodnoty blizkosti uzlov. Na x-ovej osi sit hodnoty pre najlacnejsiu
kostru a na y-ovej osi hodnoty blizkosti pre uzly z korela¢ného grafu. Ako si mozeme
vSimnut z grafu, nevyskytuje sa tu ziadna zévislost. Preto si mozeme klast otazku,
na ktoré vysledky by sme sa mali zamerat a ktoré ignorovat? Odpoved nie je jasna,
pretoze nevieme urcit, ktory graf je lepsi alebo horsi, alebo ktoré vypocitané centrality

vrcholov su tie spravne.
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Obr. 2.8: Porovnanie blizkosti uzlov pre korela¢ny graf a najlacnejsiu kostru

2.2 Rozne algoritmy tvorby zhlukov

Na datach vynosovych rozpati krajin zopakujeme postup tvorby zhlukov v najlacnej-

Sej kostre pomocou algoritmov z kapitoly [I] Vysledky st zachytené v tabulke zhlukov

na Obr. Zistime, Ze aZ na par vynimiek algoritmy zatriedili krajiny do rovnakych

skupin. Prvych Sest algoritmov vytvorilo takmer identické zhluky. Posledné dve fun-

kcie patria medzi algoritmy zhlukovej analyzy. Princip tvorby zhlukov je odlisny od

predchadzajicich, preto vytvorenie zhlukov sa tiez lisi. Ich podrobnej$im popisom sa

budeme zaoberat v d'alsich ¢astiach prace.

ClustOpt | ClustFastGr

ClustLouv

ClustLabPr

ChustEdgeBt

ClustWalk

K-mean

HClust

GRC

ESP
FIN

DEU
AUT
SVK
FRA
ITA
BEL
PRT

Obr. 2.9: Tabulka zhlukov, pouzité funkcie: cluster optimal, cluster fast greedy,

cluster louvain, cluster label prop, cluster edge betweenness, cluster walktrap,

kmeans, hclust

Vo vSeobecnosti hlavnou vstupnou zlozkou algoritmov je graf, v nasom pripade naj-
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lacnejsia kostra grafu. Hrany a cely strom su zostavené na zaklade parcidlnych korelé-
cii vyjadrujicich vztahy vynosovych rozpéati. Pomocou tohto vstupu sa funkcie snazia
vytvorit subgrafy, nazyvané komunity. Prvych Sest algoritmov pocita prostrednictvom
principu, ktory sme struc¢ne priblizili v predchadzajicej kapitole 1l Postupne priblizime

posledné dva algoritmy.

2.3 Hierarchické zhlukovanie

Zhlukovi analyzu méZeme vo vSeobecnosti definovat ako proceduru, ktora spaja ob-
jekty do spolo¢nych zhlukov podla urcitych logickych podobnosti a zaroven oddeluje
objekty od seba odlisné [51]. Metody, ktoré zahriuje, rozdelujeme do dvoch zéaklad-
nych skupin, hierarchické a nehierarchické. V predchédzajicich ¢astiach prace sme sa
zaoberali hlavne nehierarchickymi metédami.

Analyza hierarchického zhlukovania zahifia metody, ktoré vytvaraju systém zhlukov
usporiadanych hierarchicky. Po vykresleni dendrogramu na Obr. kde sme vyuzivali
obycajné korelacie, mozeme pozorovat vztahy vynosovych rozpéti jednotlivych krajin.
Skupiny statov st zoskupené v spolo¢nych ramikoch. Vo funkcii hclust z balicka stats
[50], ktora sluzi na vytvorenie dendrogramu, sme pocet zhlukov nadstavili manualne
pre k = 3.

Pri porovnani tychto dvoch grafov, dendrogramu na Obr. a najlacnejsej kostri
na Obr[2.6] vlavo, ktoré st vytvorené z obycajnych korelacii, si v§imneme rozdielnu
Struktiru zhlukov. Krajiny v komunitich st zoskupené tplne odlisne, ¢o je dosledok
rozdielnych metod, ktoré tieto dve funkcie pouzivaji pri tvorbe zhlukov. Obidva pri-
stupy vychédzaju z korela¢nej matice upravenej do tvaru matice vzdialenosti. V tabulke
2.2 su zachytené porovnania zhlukov vytvorenych v najlacnejsej kostre a dendrograme.

Pre lepsie pochopenie vzniku dendrogramu (Obr. uvedieme vztah dvoch $tatov
- FIN a NLD. Maja silné vzajomné korelacie, preto sa nachadzaju blizko seba a v
rovnakej vyske. O ich vztahu sa moézeme presvedcit z korelacnej matice na Obr. 2.11]

Z korela¢nych vztahov sa daju vycitat dalSie usporiadania krajin. AUT ma naj-
silnejsi vztah s FRA, ¢o sa takisto prejavuje spoloénym prepojenim v dendrograme.
Stvorica krajin sa nachadza na samom spodku grafu, pretoze ako vidime z korela¢nej

matice, maji vicsie mnozstvo silnych korelacii s ostatnymi krajinami.

40



Vymnosové rozpitie

Cluster Dendrogram

|

15

10
1
G
SVK

z [ —
2 r 4
I o =
= ]
o <
n =
_ w -
o =) % = <
° w Z 9 5 o
(s w z < [

Obr. 2.10: Dendrogram obycajnych korelécii

MST | Dendrogram
BEL 3 3
FRA 3 3
FIN 3 1
NLD 3 4
AUT 3 2
SVK 2 2
DEU 2 1
PRT 2 4
IRL 2 3
ITA 2 4
ESP 2 2
GRC 1 1

Tabulka 2.2: Porovnanie zhlukov v dendrograme a v najlacnejSej kostre pre obycajné

korelacie

Prva dvojica je dalej spojenda s DEU vdaka silnym korelaciam obidvoch Stéatov s
touto krajinou (s FIN 0,96 a s NLD 0,97) a druh& dvojica so $tatom BEL. Nakoniec je
Sestica Statov prepojena do spolo¢ného subgrafu, ktory tvori podstatni ¢ast dendro-
gramu. Viac o tejto problematike a metédach pri zostavovani dendrogramov sa mézeme

docitat v ¢lanku [52].
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Obr. 2.11: Matica obycajnych korelacii

Ako zakladny material pre tvorbu zhlukov v hierarchickom zhlukovani slizi matica

vzdialenosti. Zhotovenie takejto matice moze byt zaloZzeny na roéznych metdédach, my

sme pouzivali vzdialenost vypo¢itani nasledovne d;; = 1/2(1 — p;;) [20].

Obr. zobrazuje maticu vzdialenosti pre nase data vypocitana funkciou as.dist z
bali¢ka stats [50]. Dvojice statov s najmensimi vzdialenostami (FIN-NLD, AUT-FRA)

si v dendrograme priamo prepojené. Tieto vztahy sme mohli pozorovat z korelacnej

matice. Krajina DEU mé najmensiu vzdialenost s hodnotou velkosti 0,258 s NLD, lenze

NLD mé najmens$iu vzdialenost s FIN a to 0,2437. Na druhej strane, ak upriamime

pozornost na GRC, z korelatnej matice pozorujeme velmi nizke korelacie. V matici

vzdialenosti sa prejavuji ako velké hodnoty vzdialenosti GRC voci ostatnym Statom.

BEL

ESP 0.6423883
FIN 0.4926871
GRC 1.4301698
AUT 0.3703565
Svk 1.0929771
DEU 0.5938041
PRT 1.0973336
IRL 0.9701426
NLD 0.5035513
FRA 0.3304428
ITA 0.6570295
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Obr. 2.12: Matica vzdialenosti

Po vykresleni dendrogramu pre parcialne korelécie (Obr. [2.13)) a porovnani s pred-

chadzajicim dendrogramom si vSimneme odlisnost Struktiry. Medzi uzlami st vzdia-

lenosti mensie a roztriedenie krajin do jednotlivych ordmovanych skupin je rovnomer-

42



Vymnosové rozpitie

nejsie. Je to sposobené mensimi rozdielmi v korelacidch, teda tym, Ze v parcidlnych

korelaciach nevystupujua také vyrazné vztahy ako v obyc¢ajnych.
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Obr. 2.13: Dendrogram parcialnych korelacif

Ak existuje krajina, ktora nema vztahy s ostatnymi krajinami vyznamné alebo su
ich korelacie blizke nule, nezdiela v grafe ziadnu hranu s inou krajinou. V naSom
pripade pri praci s parcidlnymi korelaciami je takou krajinou SVK. Jej odstranenim z
dat vytvorime nové grafy (Obr. . Zoradenie krajin v najlacnejSej kostre ani graf
korela¢nych vztahov to neovplyvnilo, pretoze SVK nemalo silny vplyv na tvorbu grafov
a siete. V pripade korela¢ného grafu, ako sme sa uz presveddili, je vynosové rozpétie

tohto Statu najmenej centralne. V najlacnejSej kostre patri tiez medzi slabsie vrcholy.

2.4 K-means algoritmus

Dalsia metdda, ktort strucne priblizime, je K-means algoritmus. Tak ako ostatné me-
tody zhlukovej analyzy, tiez vyjadruje podobnost pozorovanych objektov, ktoré zara-
duje do zhlukov, v ktorych su si tieto objekty viac podobné v porovnani s objektami
v ostatnych zhlukoch.

K-means slazi na skimanie Struktiry mnoziny, ale nie na hlbkové analyzovanie.
Zalezi to od pozorovanych dat. Hlavnou nevyhodou tohto algoritmu je, Ze na zaciatku
procedury pozaduje urcenie po¢tu k zhlukov. Vyhodami st jednoduchost algoritmu a
jeho konvergencia pri kone¢nom pocte krokov. O dalsich vyhodach a nevyhodach sa

mozeme docitat v praci [49].
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Obr. 2.14: Graf parcidlnych korela¢nych vztahov a najlacnejsej kostry

Hlavnou myslienkou algoritmu k-means je rozdelenie mnoziny n objektov na k zhlu-
kov, kde k < n. Ciefom je minimalizicia vnatornej variability zhlukov, ktoré st de-
finované taziskom (tieZ nazyvané ako centroida zhluku). Klasicky pristup na urcenie

variability mozeme vyjadrit nasledovne [48]

W(Ck) =3, .o, (Ti — ),

kde x; je objekt z dat, u strednd hodnota objektov priradenych k zhluku C. Celkovy

sticet suctu stvorcov, ktory minimalizujeme, formalne vyjadrime ako

S W(C) = Sy Yo, (i — ).

Viac o tomto algoritme a nac¢rtnutych krokoch postupu metédy sa moézeme dozvediet
v spominanych pracach [48], 49].

Tato metodu pocitame pomocou funkcie kmeans, ktoré je zahrnuta v balicku stats
[50].

Vratme sa spit k prikladu z ¢asti 2.2 v ktorom sme vytvarali zhluky rozdielnymi
algoritmami v najlacnejsej kostre. V&imneme si, Ze k-means algoritmus zatriedil krajiny

rovnako ako algoritmus pri hierarchickom zhlukovani.
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2.5 Koeficient zhlukovania

V teorii grafov vieme pre kazdy uzol vyjadrit isty stupen v grafe. Urcuje, do akej miery
mé tento uzol tendenciu sa zhlukovat s ostatnymi uzlami. Veli¢ina vyjadrujica tito
mieru stupia sa nazyva koeficient zhlukovania.

Existuje viacero sposobov na vypocet tejto hodnoty, lenze vSetky metody vypoctov
predpokladaji nedplné grafy. Blizsi popis tychto met6d mozeme najst napriklad v
¢lankoch [B3, 541 55]. My sa v tejto ¢asti prace zameriame na plné vaZené neorientované
grafy. To znamend, Ze budeme predpokladat existenciu hran medzi kazdym parom
vrcholov. Dovodom upriamenia pohladu na tplné vazené neorientované grafy je ten,
7e prave tento typ grafu dobre vystihuje korelacie. Kazdy pozorovany objekt ma vztah

.....

nas stal ¢lanok [56].

Predpokladajme, ze premenna w;; € [0,1] vyjadruje hranu s ur¢itou vahou medzi
vrcholmi ¢ a j. Podla [56], ak hrana prislichajica dvom vrcholom méa velkost blizku
jednej, potom sa tieto vrcholy povazuji za silngch susedov. V opacnom pripade si
vrcholy slabymi susedmi. Uzly s hranou, ktorej velkost sa nachddza niekde medzi nulou
a jednotkou, sa oznacuju ako mierni susedia.

Koeficient zhlukovania pre Tubovolny vrchol vo vazenom neorientovanom grafe by

mal spliiat nasledovné charakteristiky:

e Koeficient zhlukovania pre vrchol i nadobuda velka hodnotu, ak jeho silné su-
sedné vrcholy st si navzajom silnymi susednymi bodmi. Naopak, hodnota koefi-
cientu vrchola ¢ klesa, ak podiel jeho silnych susedov, ktoré st si navzajom slabé,

stapa.

e Ak vahy vizieb zahifhajuce ostatnych susedov vrchola ¢ narastaji, potom aj ko-

eficient zhlukovania tohto vrchola by mal narastat proporcionalne.

e Koeficient zhlukovania uzla ¢ by mal byt nizky, ak uzol ma len slabych susedov

alebo najviac jedného nie slabého suseda.

Aby koeficient zhlukovania splial tieto znaky aj pre Gplny vaZeny neorientovany graf
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je potrebné, aby sa zaviedli oznacenia a definicie dolezité na vypocet a presni definiciu

koeficientu.

1. Maticu susednosti pre graf V; definujeme ako A; = [1{w;; > t}], kde t € [0, 1].
Graf N; vznika pridelenim hran medzi vSetkymi parmi uzlov, ktorych viha medzi
sebou je aspon taka velkd ako zvolena hodnota ¢. Prvok matice A; nachadzajuci

sa v i-tom riadku a v j-tom stlpci oznacujeme afj.

2. Nech 7;(t) ozna¢uje pocet trojuholnikov, kedy jeden z uzlov je uzol i a ostatné dva

uzly st Tubovolné susedné body tohto uzla. Tuto veli¢inu vypoc¢itame nasledovne
3
ilt) = Z Z aﬁjaé‘kagk = [Af]u-
J# k#i,g
Nech N je pocet uzlov a T';(t) oznafuje mnoZstvo trojuholnikov, kde jeden z

vrcholov je uzol i a ostatné dva st susedné vrcholy tohto uzla a zéroven su si

susednymi uzlami navzajom. Vypocitame
Li(t) = Z Z aﬁjagk = [A:O A,
i ki
kde O = 1.17 — I, pricom 1 vyjadruje jednotkovy vektor dizky N a Ije N x N
identick&d matica.

7 tychto dvoch hodnét definujeme koeficient zhlukovania pre vrchol ¢ a graf N,

nasledovne

ak [AtOAt]” 7é 07 inak Cz(t) = 0.

3. Koeficient zhlukovania zodpovedajici uzlu ¢ vo vaZzenom neorientovanom grafe

vypocitame ako
1
C; = [ Ci(t)dt.
0

4. Koeficient zhlukovania pre graf N je definovny ako priemerni hodnota koeficien-

tov zhlukovania nad vSetkymi uzlami
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N
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V nasom pripade budi vahy predstavovat korelacie. Aj napriek tomu, Ze niektoré
korelacie st velmi malé, bude splneny predpoklad o nenulovosti hran a teda o uplnom

grafe.

Vypocet koeficientu zhlukovania vrcholov, ktory sme definovali vyssie, ilustrujeme
na priklade vynosového rozpitia krajin Eurozony. Korelidcie medzi krajinami zakres-
lime do tplného vazeného neorientovaného grafu na Obr. Farba a hribka hran
reprezentuju velkost koreldcii medzi vynosovymi rozpatiami. Cervena farba vyjadruje
negativne korelacie, zelena farba pozitivne korelacie. Niektoré hrany medzi krajinami

nie s viditelné, ¢o vyjadruje korelaciu bliZiacu sa k nule medzi pozorovanymi objektmi.
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Obr. 2.15: Uplny vazeny neorientovany graf oby¢ajnych korelacii pre vynosové rozpétie

a korela¢ni matica

Po aplikacii vyssie uvedeného postupu na data ziskame hodnotu koeficientu pre
kazdy uzol. Hodnoty si vyznacené na diagrame na Obr.

Pre zaujimavost, pomocou koeficientu zhlukovania porovname tri ¢asové obdobia
vyvoja vynosového rozpatia v Eurozone. Ako medznik zvolime globélnu finan¢na krizu,
ktord vypukla v septembri v roku 2008. Preto vynosové rozpitie, ktory analyzujeme
od januara 2001 po februar 2017, rozdelime nasledovne: prvé obdobie - januar 2001
az august 2008, druhé obdobie - september 2008 az december 2012, tretie obdobie -
januar 2013 az februar 2017.
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Obr. 2.16: Stlpcovy graf koeficientov zhlukovania

Na Obr. st zachytené grafy s korela¢nymi maticami pre jednotlivé obdobia a
na Obr. stlpcové diagramy koeficientov zhlukovania. UZ z obrazkov sa da vy¢itat,
ktoré uzly maji nizke hodnoty koeficientov. V predkrizovom obdobi korel4cie dosahuju
vysoké hodnoty az na tri vynimky - GRC, SVK a IRL. Tieto tri uzly maja v porovnani
s ostatnymi krajinami najnizsie hodnoty koeficientov. Na stipcovom diagrame sa to
prejavuje ako velky schodkovity rozdiel medzi jednotlivymi koeficientami. V poslednych
dvoch obdobiach nie je kontrast v korelaciach tak vel'mi vyrazny ako v prvom obdobi,
o sa tiez prejavi na tvare stpcovych diagramov.

Postavenie uzlov v grafoch sa vyrazne nemeni. Najniz§iu tendenciu zhlukovania sa
mé krajina GRC vo vSetkych troch obdobiach. Ostatné krajiny s nizkym koeficientom
zhlukovania st SVK, IRL a pocas krizy PRT. Na druhej strane, DEU patri medzi
krajiny s velkou hodnotou tejto veli¢iny, z ¢oho mozeme tvrdit, Ze zohrava délezita

ulohu v zostrojenych grafoch.
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Obr. 2.17: Uplné vazené neorientované grafy s prislusSnymi korela¢nymi maticami
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Obr. 2.18: Stlpcové grafy koeficientov zhlukovania pre tri ¢asové obdobia
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3 Multifaktorova produktivita

Multifaktorova produktivita je ukazovatel, ktory hovori o celkovej efektivnosti, s akou
sa vstupy, ako praca, kapital, energia, material a iné spolu pouzivaji vo vyrobe. Akeé-
kol'vek zmeny v multifaktorovej produktivite sa prejavuji ako zmeny napriklad v nékla-
doch, organiza¢nych zmenéch alebo v tsporéch. Ak sa vstupy medzi dvomi obdobiami
nezmenia, potom multifaktorova produktivita odréza vsetky zmeny v produkcii. Tento
faktor je merany v ro¢nej miere rastu [5].

Budeme pracovat s ¢asovymi radmi, ktoré predstavuji ro¢né data multifaktorove;j
produktivity 15 Statov sveta v ¢asovom rozpati od roku 1989 do roku 2013. Budeme
ich analyzovat pocas celého ¢asového obdobia, ale tiez data rozdelime na mensie ¢asové
useky. Prvia skupiny budu tvorit data do roku 2007 vratane, pretoze v roku 2008 nastala
vo svete finan¢éné kriza. Druhé cast dat predstavuje krizové obdobie a tretiu cast tvori
len jeden rok, konkrétne 2013, ¢o je pokrizové obdobie. S jednym pozorovanim sa vSak
nedaju robit ziadne vypocty, preto tento rok v tomto deleni nebudeme pouzivat. V
zavere vysledky navzajom porovname. Rovnako ako v predchadzajtcich castiach prace,
data Cerpame zo stranky OECD [5].

Na Obr. je znazorneny vyvoj produktivit krajin. Hodnoty dat predstavuja per-
centualnu zmenu produktivity voci predchadzajicemu roku. Cervenou farbou je vy-
znaceny ich priemer. Ned4 sa prehliadnut velky pokles okolo roku 2008, kedy vo svete

prepukla finan¢na kriza, ktora mala velky dopad na vSetky ekonomiky sveta.

Froduktivita

Obr. 3.1: Vyvoj multifaktorovej produktivity
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Vztahy medzi produktivitami Statov spocitame pomocou korela¢nych koeficientov
ako v kapitole Celkovo je tychto vztahov 105. Podla predpisu ((1.6) upravime ko-
relacie pomocou Fisherovej transformacie, aby sme ich signifikantnost mohli otestovat
rovnakym postupom ako v kapitole Tymto sposobom ziskame 37 Statisticky vy-
znamnych vztahov.

Na Obr. B.2] je graficky znazornena korelacna matica. Modra farba vyjadruje pozi-

tivnu koreléciu, negativne korelécie st vykreslené ¢ervenou farbou.
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Obr. 3.2: Korela¢na matica

Ako si mozeme vSimnit z korela¢nej matice, vztahy medzi ¢asovymi radmi sa len
pozitivne a tiez sa da pozorovat prevazne silnd korelacia. Kedze vi¢Sina Statov sa na-
chadza v Eurépe alebo patri do Eur6pskej tinie, ekonomiky $tatov st navzajom zavislé
a prepojené, preto vysoka korelacia nie je velmi prekvapujica. Jedine Novy Zéland je
slabo korelovany s ostatnymi Statmi. Tato takmer nulova korelacia je sposobend tym,
7e jeho ekonomika je prepojena s inymi krajinami ako tu uvadzame, predovsetkym
kvoli geografickému umiestneniu krajiny.

Korela¢ni maticu transformujeme do matice vzdialenosti a vysledky graficky vykres-
lime. Funkciou walktrap.community z balicka igraph|9] vytvorime komunity priamo v
diagrame najlacnejsej kostri na Obr. B3] St tvorené $tatmi s podobnym vyvojom pro-
duktivity pocas celého pozorovaného obdobia.

Skupina grafov na Obr. vyobrazuje priebeh multifaktorovych produktivit §tatov,
ktoré boli spolu zaradené do rovnakych skupin. Na prvom grafe NZI., KOR, JPN, DEU,
PRT, na druhom grafe IRL, DNK, ESP, ITA, FRA a na trefom grafe SWE, CAN, NLD,
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Obr. 3.3: Najlacnejsia kostra grafu

GBR, USA. Z obrizka mozeme pozorovat, ze vyvoj Statov v spolo¢nych zhlukoch je

podobny.

3.1 Multifaktorova produktivita do roku 2008

Pri analyzovani dat z ¢asového rozpétia 1989 - 2008 sa vysledky vzajomnych vztahov
lisia od vysledkov z celych dat. Tento rozdiel je dobre pozorovatelny na korelacnej
matici, ktora je vyobrazena na Obr.

Mozeme si vS§imnit, zZe okrem pozitivnych vztahov sa tu objavuja aj negativne zavis-
losti, vyjadrené ¢ervenou farbou. Produktivita Statov je menej korelovana v porovnani
s predchadzajicou korela¢nou maticou na Obr. Tiez ubudlo statisticky doélezitych
korelécii, ktorych je len 10. Ich pocet ziskame rovnakym postupom ako v predchadza-
jucej Casti tejto kapitoly alebo v [1.1]

Kvoli tymto rozdielom vznikli iné zhluky krajin. St vykreslené pomocou najlacnej-
Sej kostry na diagrame Vystupuje tu ovela viac zhlukov, ¢o moze byt dosledkom
negativnych korelécii. Niektoré centralne umiestnené staty, ako ITA, FRA a DEU, ne-
zmenili svoje pozicie. Na druhej strane, ked berieme do uvahy celé data, SWE patri
medzi centralne krajiny a je prepojené so Styrmi inymi Statmi. V redukovanych détach

sa nachadza na okraji a je prepojené len s GBR.

Grafy na Obr. poskytuji ndhTad vyvoja produktivit. Mozeme pozorovat ekono-

mické situacie statov z minulosti po zlukoch, do ktorych boli zatriedené.

02



Multifaktorova produktivita
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Obr. 3.4: Grafy vyvoja multifaktorovych produktivit krajin zadelenych do spolo¢nych

zhlukov [5]

Na grafe ¢) je vykreslena skupina FRA, GBR, CAN a IRL. Aj napriek tomu, Ze

produktivita IRL je vyS$8ia, tieto krajiny maju velmi podobny vyvoj produktivit aZ na

druht polovicu 90. rokov. V tomto obdobi ma IRL vo¢i ostatnym krajindm vyrazny rast

produktivity. Medzi pri¢iny sposobujice tento vyrazny rozdiel patri napriklad zlepSenie

konkurencie schopnosti Irska, atraktivne zahrani¢né investicie, ¢lenstvo v EU/EMU,

zlepSenie flexibility, investicie do vzdelania a iné [66, [67].

Vyvoj produktivity v ESP, znazorneny na prvom grafe b) vpravo, je takmer kon-

Stantny v porovnani s DNK, s ktorym je v spolo¢nej skupine. Podla [43] bolo v Dansku
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Obr. 3.5: Korela¢na matica z dat do roku 2008

Obr. 3.6: Najlacnejsia kostra grafu z dat do roku 2008

od 90. rokov minulého storo¢ia vykonanych niekol'ko sektorovych analyz a rozvojovych
programov s cielom zvysit produktivitu, predovSetkym v stavebnictve a priemysle.
Vyrazny skok vo vyvoji moézeme pozorovat na grafe hlavne okolo roku 1994.

Korea a Novy Zéland st najvzdialenejSie krajiny od ostatnych statov, ktorymi sa
zaoberame. Preto nie je velmi prekvapujtce, Ze sa nachadzaju v spolo¢nom zhluku.
7 najlacnejSej kostry na Obr. [3.6] je tiez jasne vidno, ze ich produktivita je rozdielna
od ostatnych, lebo sa nachidzaji na samotnom konci a st oddelené od ostatnych
ekonomik. Na grafe a) na Obr. pozorujeme vyrazny pokles v rokoch 1997-1998.
V pripade Korei bola pricinou Azijska financéna kriza sposobena krizou komeréného

bankovnictva. Jej nasledkom holo tiez zvySenie nezamestanosti na Novom Zélande [65],
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Obr. 3.7: Vyvoj produktivit [5]: a)NZL,KOR; b)ESP,DNK; ¢)IRL,GBR,FRA,CAN;
d)USA,SWE,GBR; ¢)DEU,JPN,PRT ITA

a teda aj celkové znizenie produktivity Nového Zélandu. Kriza zasiahla predovsetkym
azijské krajiny, preto jej nasledky vo forme znizenej produktivity pozorujeme vyrazne

len na tychto dvoch ekonomikach.

3.2 Rozne algoritmy na porovnanie zhlukov

Na celych datach vyskasame algoritmy, s ktorymi sme sa zaoberali v podkapitolach
a[2.4) a pomocou nich vytvorime zhluky. Vysledky sit zaznamenané v nasledujice;j
tabulke na Obr. Kazdy stipec zodpoveda jednému algoritmu.
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K-mean HClst ClustWalk ClustFastGr ClustEdgeBt ClustLabPr ClustLouwv CLustOpt
CAN
NLD
SWE
GBR
USA
FRA
IRL
DNK
ITA

JPN

DEU
PRT
NZL
KOR

Obr. 3.8: Tabulka pre rozne algoritmy, vietky data

Mozeme si v§imnut, Ze niektoré algoritmy tvorili zhluky velmi podobne, niektoré sa
od seba viditel'ne ligia. Dovodom je princip, na akom tieto algoritmy funguju.

Skupiny krajin, ktoré kazdy jeden algoritmus zaradil spolu do rovnakej skupiny, st
vyznacené v spoloénom ¢iernom ramiku alebo zachytené v tabulke [3.1] Ostatné Staty,

ktoré nie su zaznamenané v tabulke, tvoria kazdy osobitne samostatni skupinu.

CAN, NLD, SWE
DNK, ITA, ESP
JPN, DEU

Tabulka 3.1: Skupiny krajin

Ak porovname vysledky s tabulkou na obrazku ktora vyjadruje zhluky pre data
do roku 2008, vS§imneme si rozdiely. Ak zoberieme do tvahy vSetky déta, tretina krajin
sa nachadza v samostatnom ¢iernom ramiku. Na druhej strane, pre data do roku 2008
plati, Ze osem krajin, ¢o je viac ako polovica, st v samostatnom ramiku. Z toho mézeme
pozorovat aj nizsiu korelaciu medzi krajinami pred finan¢nou krizou a rovnako nérast
negativnych korelacii.

Pri porovnavani tabuliek d6jdeme k zaujimavym pozorovaniam, a tiez k potvrde-
niu predchadzajacich vysledkov. Z prvej tabulky zistime, Ze mame dve velké skupiny
krajin, kazda sa sklada z troch Statov. Prva trojprvkovi skupinu tvori CAN, NLD a
SWE. Aj z korela¢nej matice na Obr. [3.2] je zrejmé, Ze tieto $taty st silno korelované.
Pri porovnani s druhou tabulkou, SWE sa nachéadza v inej skupine. CAN a NLD sa
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K-mean HClst ClostWalk ClostFastGr ClustEdgsBt ClustLabPr ClustLouv CLustOpt
SWE
GBR
Usa

NLD
FRA
IRL
KOR
NZL
JPN
PRT
DEU
ITA
DMK
ESP

Obr. 3.9: Tabulka pre rozne algoritmy, redukované data

nenachidzaji v rovnakom ramceku, lebo algoritmus cluster edge betweenness ich
zatriedil do rozdielnych zhlukov. SWE sa nachadza v skupine spolu s GBR a USA.
Tieto dva §taty tvorili samostatni skupinu, ked sme brali do uvahy vSetky data. Rov-
nako st spolu zoradené aj v druhej tabulke, teda tieto Staty su silno korelované pred
finan¢nou krizou, ale aj pocas celého pozorovaného obdobia.

V predchadzajicej ¢asti sme spominali, Zze v datach do roku 2008 st medzi §tatmi aj
zaporné korelacie. Tieto vztahy sa daju pozorovat v druhej tabulke 3.9 prostrednictvom
farieb. Zatial ¢o v prvej polovici tabulky prevlada ¢ervené farba s ruzovou, v spodnej
¢asti modra so zltou. Kedze v prvej korela¢nej matici nemame zaporné vztahy, tak prva
tabulka nie je vyrazne rozdelené farbami ako druhé. To znamena, Ze v pasme Cervenej
farby v hornej ¢asti sa vyskytuji aj farby ako modra zo spodnej casti tabulky.

7 druhej tabulky si mozeme vSimnut eSte jednu zaujimavost. ététy, ktoré su
zaradené podla algoritmov do viac ako troch zhlukov, teda obsahuju viac farieb v
riadku, maji malé takmer nulové korelacie. V redukovanych datach sem patria staty

FRA a IRL, ktoré sa nachadzaju v strednom pasme tabulky.

3.3 Porovnanie produktivit

Casové rady, s ktorymi pracujeme, vyjadruji rocné zmeny multifaktorovej produkti-
vity krajin sveta v rozmedzi rokov 1989 az 2013. Z dat vyclenime roky 2008 az 2012,

ktoré vyjadruji obdobie finan¢nej krizy vo svete. Vypocitanim korela¢nych koeficien-

o7



Multifaktorova produktivita

tov ziskame silné pozitivne zavislosti medzi pozorovanymi krajinami. Pri testovani ich
signifikancie ziskame vysoké ¢islo, 82 Statisticky vyznamnych vztahov. Graficky s vy-

kreslené pomocou korela¢nej matice na Obr.

|
xR HHHEER
usa IR

0.6
[ [ B | | &
NZL ] BER

Obr. 3.10: Korela¢na matica pre obdobie pocas financ¢nej krizy

Korelacie sa vyrazne liSia, ak ich porovname s korelacnou maticou z predkrizového
obdobia. Negativne korelacie sa zmenili na pozitivne. Najvyraznejsi rozdiel pozorujeme
pri krajinach GBR, PRT, DEU SWE a NLD. Z toho dévodu sa budeme zaoberat otaz-
kou ¢i je Statisticky vyznamny rozdiel v korelacidch pred krizou a pocas nej. Vypoctom
intervalu spolahlivosti pre korelacné koeficienty z krizového obdobia zistime vztah ku
korela¢nym koeficientom pre predkrizové roky. Budeme postupovat ako v praci [44].
Vypocet 95%-ného intervalu spolahlivosti plynie z transformécie a jeho tvar je

nasledovny
p € [tanh(atanh(r) + 22545 E), tanh(atanh(r) — 23545 EF)].

Premennou p oznacujeme korelac¢ny koeficient a premennou r jeho odhad. SE vyjadruje
Standardni odchylku definovaniu ako SE = \/%, kde n je pocet pozorovanych objektov
a z-score je pre 95%-ny interval rovné hodnote 1,96.

Vykreslenim intervalov spolahlivosti vytvorenych z dat pocas krizy a zaznacenim
korelacii vypocitanych z predkrizového obdobia, ziskame 15 grafov, pre kazda jednu
krajinu zv1ast.

Uvedieme grafy vysSie spomenutych krajin, ktorym sa najvyraznejSie zmenila siln&

negativna korelacia na silno pozitivnu alebo neutralnu. Body na x-ovej osi prislichaji
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jednotlivym krajindm. Z grafov na Obr. potvrdime naSe predoslé pozorovania.
Vztahy medzi krajinami st vyjadrené ¢ervenymi bodmi. Mimo intervalu spolahlivosti
sa nachadzaju tie, ktorych korelacie sa zmenili velmi vyrazne. Vo vSetkych pripadoch
su odhadnuté korelacie nizSie, ¢o je v silade s korela¢nymi maticami. Zatial ¢o v
predkrizovom obdobi su tieto korelacie velmi nizke, v obdobi krizy nadobudajia vysoké
hodnoty blizke jednej.

PRT SWE

Correlations
0

T T T T T T T T T T T T T T ! T T T T T T T T T T T T T T
CAN DNK FRA DEU RL TA JPN KOR ND NZL ESP SWE GBR USA CAN DNK FRA DEU RL TA JPN KOR ND NZL PRT ESP GBR USA

GBR NLD

Correlations
0

Correlations
0

T T T T T T T T T T T T T T ' T T T T T T T T T T T T T T
CAN DNK FRA DEU IRL TA JPN KOR ND NZL PRT ESP SWE USA CAN DNK FRA DEU IRL TA JPN KOR Nz PRT ESP SWE GBR USA

Correlations
00

T T T T T T T T T T T T T T
CAN DNK FRA IRL TA JPN KOR NLD NZL PRT ESP SWE GBR USA

Obr. 3.11: 95%-né intervaly spolahlivosti

Intervaly spolahlivosti zvySnych krajin takisto obsahovali korelacie mimo intervalov,
ale nie az tak vyrazne alebo sa koreldcie nachidzali na ich hranici. Vo vysledkoch sa
tiez objavili vynimky, ktorych vSetky korelacie spadali medzi hornti a dolnt hranicu
intervalov. St to krajiny CAN, IRL, KOR a FRA. Z korela¢nej matice sa m6zeme pre-
svedcit, ze produktivita prvych troch krajin pocas krizy patri medzi menej korelované
v porovnani s ostatnymi. Vztahy pred finan¢nou krizou nie st az tak vyrazné, preto

zapadaju do intervalov.

Zopakujeme predchadzajuci postup. Vytvorime intervaly spolahlivosti pre data z
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obdobia pred finan¢nou krizou a do grafov zakreslime korelacie z krizového obdobia.

Ako vidime z grafov niektorych krajin na Obr. [3.12] nemaju také Siroké rozpétie ako

v predchadzajicich vysledkoch. Vysledok je porovnatelny s prislusnou korela¢nou ma-

ticou. Vztahy medzi krajinami nie st az tak vyrazné ako v pripade vztahov pocas

krizy. Vela krajin ma medzi sebou neutralne korelacie, o ¢om sved¢i aj otestovanie ich

vzajomnej signifikantnosti.

Correlations

Correlations
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Obr. 3.12: 95%-né

KOR  NLD

NZL PRT ESP SWE GBR USA

intervaly spolahlivosti

V tomto pripade sa takmer vic¢sina korelacii z krizového obdobia nachddza mimo

intervalov. Korelacie nadobtidaji vyssie hodnoty ako su intervalové hranice, ¢o je tiez

podmienené tvarom korela¢nej matice.

7 vysledkov mézeme vyvodit zaver, ze vztahy medzifaktorovych produktivit krajin

v predkrizovom obdobi sa vyrazne lisia od vztahov produktivit pocas finan¢nej krizy.
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4 HDP krajin Eurozony

V préci sa zaoberame vzdialenostami stacionarnych ¢asovych radov. Tieto vztahy vieme
vyjadrit pomocou korelacii. Data vyjadruja roéné HDP na jedného obyvatela krajin
patriacich do Eurépskej menovej tinie pocas rokov 1996 - 2006.

Aby sme s ddtami mohli pracovat, potrebujeme, aby tieto ¢asové rady boli v staci-
onarnom tvare. Pomocou funkcie ur.df z balitka urca [§| otestujeme ich stacionaritu.

Povodné ¢asové rady st nestabilné, preto HDP upravime do nasledujiceho tvaru
xy:=log(HDP,), 1y:=mx — x4 1,

a dalej budeme pouzivat rychlost rastu HDP vyjadrent ako r;, kde ¢ je ¢as. Obr.
obsahuje dva grafy. Prvy vyjadruje ¢asové rady pred diferencovanim a druhy vykresluje

¢asové rady v upravenom tvare, ktoré st uz vhodné pre dalSie spracovanie.

1

1

0e+00 2e+04 4e+04 6e+04 Be+04 1e+05

1

T T T T T T T T
1995 2000 2005 2010 2015 2000 2005 2010 2015

a) Vyvoj HDP krajin Eurozény b) Vyvoj rastu HDP krajin Eurozény

Obr. 4.1: Grafy vyvoja HDP a rastu HDP krajin Eurozony

4.1 Korela¢né vztahy HDP krajin

Pomocou korelécii vyjadrime vztahy medzi rychlostami rastu HDP jednotlivych statov.
Na vypocet korela¢nych koeficientov pouzijeme Pearsonovu metodu ako v predchadza-
jucich kapitolach. Vzajomné zavislosti vyobrazime graficky prostrednictvom korela¢nej
matice na Obr. Kazdé jedno policko zodpovené jednému vztahu. Cim je tmavsej
farby, tym je korelacia silnejSia.

Rast HDP krajin Eurozony sa zda byt silno korelovany az na dve vynimky - MLT
a IRL. Vsetky tieto vztahy, ktorych sila je merand pomocou korelacii, nemusia byt
vyznamné. Preto z dovodu odstranenia nepodstatnych vztahov je nutné ich otestovat.

Na to posliazi p-hodnota, doélezité meradlo na postudenie Statistickej signifikancie.
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Obr. 4.2: Matica korela¢nych koeficientov

Prvym krokom testovania je iprava korelacii do stabiliza¢ného tvaru ((1.6)) a nasledny

vypocet p-hodnoty. Celkovy mozny pocet signifikantnych korelacii je N(]g_l), teda 171,

kde N je pocet objektov, v naSom pripade 19 krajin Eurozény. Ak oznac¢ime X; a X
ako dva objekty, ktoré pozorujeme, potom testujeme hypotézy s nulovou hypotézou, ze
korelacia p; ; je nulova. Po aplikacii testov na déata ziskame 111 signifikantnych korelacii.

Graf na Obr. vyjadruje tieto vztahy.

Obr. 4.3: Graf korela¢nych vztahov

Najlacnejsia kostra grafu a dendrogram

Eurépsku menova dniu tvoria Staty, ktoré si sucastou EU a pouzivaji spolo¢ni menu

- euro. Ako sme predpokladali, krajiny su silno prepojené, o ¢om svedéi korela¢na
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matica. V nasledujicej ¢asti prace sa budeme zaoberat najlacnejSou kostrou grafu a
dendrogramami, s ktorymi sme pracovali uz v predchadzajicich kapitolach.
Najlacnejsia kostra grafu je nastroj, pomocou ktorého sa da mnozina Statov rozdelit
do zhlukov podla ich podobnosti a zarovenn poskytuje vizualizaciu vytvorenych komu-
nit. Zhluky v najlacnejSej kostre sa mozu zostrojit pomocou roznych metod. My sme
na tomto konkrétnom priklade pouzili funkciu walktrap. community z balicka igraph [9).
Na Obr. mozeme pozorovat dva grafické dtvary. Prvy zobrazuje najlacnejsiu kos-
tru vyratani pomocou Kruskalovho algoritmu spolu so zatriedenim krajin do zhlukov.
Druhy obrazok ilustruje dendrogram spolu so zhlukmi pre k£ = 5. Pocet zhlukov sme

zvolili na zéklade poc¢tu zhlukov vytvorenych v najlacnejsej kostre.

Cluster Dendrogram
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Obr. 4.4: Najlacnejsia kostra grafu a dendrogram hierarchického zhlukovania
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4.2 Parciilne korelacie HDP krajin

Parcialna korelacia meria silu korel4cie medzi dvomi objektmi, pricom kontroluje vplyv
jedného alebo skupiny inych objektov.

Po vypocte parcidlnych korelacii moézu byt tieto vztahy vizualizované pomocou sieti.
Kazdy vrchol zodpoveda jednej premennej a hrana zéavislému vztahu, kde parcialna
korelacia vyjadruje vahu hrany. Dva objekty nezdielaju medzi sebou Ziadnu hranu, ak
ich parcidlna korelacia je rovna nule.

Ak vypocitame parcidlne korelacie pre rast HDP europskych krajin a vykreslime ich
pomocou korelaénej matice (Obr. , vlavo), ziskame necakané vysledky. Kazdy jeden
vztah sa zda byt silno korelovany. Okrem pozitivnych korelacii, vykreslenych modrou
farbou, st tu vo ve[kom mnoZstve zastupené aj negativne korelacie, vykreslené ¢ervenou

farbou. Tiez sa nedé zanedbat, ze Staty sa uplne jasne oddelujua a tvoria akoby tri bloky.
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Obr. 4.5: Matica parcidlnych korelacii

Jeden z moznych dovodov tohto tvaru korela¢nej matice je nedostatok dat. Pocet
pozorovanych premennych je 19, zatial ¢o pocet pozorovani - rokov vyvoja rastu HDP,
je len 21. Po pridani roku 1995 k povodnym déatam (pozorované obdobie bude 1995
- 2016, spolu 22 rokov) sa matica zmeni a nadobudne novy tvar zachyteny na Obr.
vpravo. Vela predchédzajucich vztahov, ktoré sa spociatku zdali velmi silné, sa
zredukovalo, ale aj napriek tomu si matica ponechava svoju Struktiru a deli sa na
bloky, aj ked menej vyrazne.

Kvoli nedostupnosti dalsich dat pre vSetky Staty nie je mozné analyzovat parciilne
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korelacie a vztahy medzi rastom HDP spésobom ako v predchadzajicich prikladoch.
KedZe interpretacia vysledkov nie je iplne jasna, snazili sme sa najst metodu, ktorou by

bolo mozné korektne sledovat parcidlne korelacie rychlosti rastu HDP krajin Eurozény.

4.3 Regularizovani siet parcialnych korelacii

Hlavnym predpokladom odhadu siete parcidlnych korelacii pomocou regularizacie je
tzv. riedkost. To znamena, Ze siet nie je uplna a oCakavame existenciu vrcholov, ktoré
nie st navzajom spojené pomocou hrany.

Siet vieme tplne definovat pomocou koncentracnej matice K a matice susednosti A.

Riedkost sa prejavuje ako velky pocet nulovych prvkov v tychto maticiach.

LASSO regularizacia

V nasledujicej Casti textu sa pod pojmom korelécie bud vzdy brat do tivahy parcialne
korelécie. Priblizime vypocet parcialnych korelacii inym spdsobom ako v predchadza-
jacich kapitolach. Cerpat budeme predovietkym z ¢lanku [30].

Po odhade korelacii takmer nikdy nenastane pripad, dokonca ani pri podmienene;j
nezavislosti ] 7e by premenné vykazovali presne nulovii korelaciu. Dosledkom toho sa
v grafe vyskytujua hrany, ktoré sii velmi slabé a znacia tzv. falosné korelacie (angl. spu-
rious alebo false positives). Aby sme sa vyhli zlej interpretacii vysledkov, potrebujeme
eliminovat ¢o najviac tychto korelacii. Na to sluzia tzv. regulariza¢né metody, jednou z
nich je metoda LASSO (angl. Least Absolute Shrinkage and Selection Operator), kto-
rou sa budeme podrobnejsie zaoberat. Tento model je odvodeny z metdédy najmensich
Stvorcov.

Hlavnym cielom metody LASSO je ohranic¢enie sic¢tu korelacii, pri¢om sa tieto kore-
lacie zmenguju a niektoré nadobudnt presne nulovii hodnotu. Tato vlastnost je dolezité
najma kvoli ziskaniu riedkej siete. Zo zlozitého grafu s ve[kym poctom hran sa stava
coraz jednoduchsi, ktory obsahuje len dolezité vztahy vyjadrené v parcidlnych korelé-

ciach.

2Dva objekty A a B st nezavisle podmienené vzhladom k objektu C len a len vtedy, ak pravde-
podobnostné rozdelenie A pre B je rovnaké a pravdepodobnostné rozdelenie B pre A je tiez rovnakeé,

matematicky to vyjadrime nasledovne P(A N B|C) = P(A|C)P(B|C) [51].
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Cielom metody je odhadnutie matice K maximalizaciou penalizovanej vierohod-

nostnej funkcie
L(\) =logdet(K) —tr(SK) — )\Z<i,j> |kijl,

kde premennou S oznacujeme vyberovu korela¢ni maticu, K vyjadruje koncentra¢nu
maticu a k;; prvky matice K. Funkcia sa penalizuje priamo prostrednictvom ladiaceho
parametra A, ktory urcuje mieru kontroly. Pri nizkej hodnote parametra zo siete od-
budne mélo hran. Na druhej strane, ak je jeho hodnota prilis vysoka, je odstranenych
vela hran a okrem faloSnych moze dojst k zmiznutiu aj tych dolezitych. Preto vyber

optimalnej hodnoty tohto parametra je podstatnym krokom v LASSO regularizacii.

Vyber parametra lambda

Existuje viacero sposobov ako vybrat najvhodnejSiu hodnotu parametra . Napriklad
ako je uvedené v ¢lanku [35], A uréime z logaritmicky rozlozeného intervalu, kde jedna
krajna hodnota zodpoveda maximalnej absolitnej korelacii, ¢o je maximélne A\, a druha
hodnota je jej skalarnym nasobkom.

Princip metédy LASSO je zalozeny na tom, 7e vytvori viacero grafov pre rozne
hodnoty A, usporiada ich podla hustoty sieti, a potom vyberie ti najvhodnejsiu. Na
urcenie vhodnej siete, a ku nej prislichajtcej optimélnej hodnote A, sa vyuziva infor-
macné kritérium. Hlavnou myslienkou hladania siete je minimalizacia informacného
kritéria a pomocou toho optimalizacia prisposobenia siete datam. Najbeznejsie pouzi-
vané kritérium je rozsirené Bayesovo informa¢né kritérium (EBIC, angl. Eztended Ba-
yesian Information Criterion), ktoré ako sa ukéazalo, patri medzi najvhodnejsie hlavne
pri praci s riedkymi siefami. Viac o tomto kritériu moézeme najst napriklad v pracach

311, 32].

Nastroj, ktory vyuziva EBIC kritérim, je hyperparameter . Tento parameter sluzi
na kontrolu ostatnych parametrov a jeho hodnota sa nadstavuje manualne. Vyjadruje
preferencie kritéria, nakolko EBIC uprednostiiuje jednoduchsi model pred zlozitej$im.
Rozsah parametra sa nadstavuje medzi 0 a 0,5. Ak nadstavime ~ rovné nule, je od-
hadnuté vac¢sie mnozstvo hran, medzi nimi aj tie falo$né. Naopak, pre ~ velkosti 0,5

preferujeme jednoduchsi model s mensim poctom hran, ale odstranené mozu byt aj
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dolezité vztahy. EBIC vypocitame nasledovne
EBIC(E), = —2L + Elog(N) + 4yElog(P),

kde N je velkost vyberovej vzorky, E mnozstvo nenulovych hran, P mnozstvo vrcholov

al vyjadruje maximum vierohodnostnej funkcie v logaritickom tvare.

Numerickad implementacia LASSO dlohy

Vo v8eobecnosti mozeme LASSO odhad definovat ako
éA = argemin Z?:l (yz‘ - Xz‘e)z + A 21;:1 |9j’7 A >0,

kde y € R™ vyjadruje vektor vysvetlovanej premennej a X € R"*P maticu vysvetluji-
cich premennych.

Ekvivalentne mozeme LASSO odhad vyjadrit pomocou noriem nasledovne
6\ = arg minfly — X6]3 + A0]|,
0

kde ||.||; vyjadruje l;-normu. Zo zadania tlohy vyplyva, Ze vypocet odhadu tejto metody
regresnej analyzy patri medzi tlohy konvexného programovania.

Interpretacia LASSO odhadu je podobnéa ako pri odhade metddou najmensich Stvor-
cov s tym rozdielom, Ze pri minimalizacii suc¢tu Stvorcov chyb berie do tvahy ladiaci
parameter . Vypocet odhadu patri medzi tlohy kvadratického programovania a je

mozné ho riesit Standardnymi algoritmami numerickej analyzy.

Softvér R obsahuje vstavané algoritmy na rieSenie iloh LASSO. Medzi ne patria dva
zékladné balicky, Glmnet |58| a Lars [59]. Glmnet (angl. Lasso and elastic-net regu-
larized generalized linear models) odhaduje vieobecny model penalizaciou maximéalne;
vierohodnostnej funkcie. Regularizacna cesta je pocitand vo forme mriezky, v ktorej st
uloZené hodnoty regulariza¢ného parametra. Lars (angl. Least Angle Regression, Lasso
and Forward Stagewise) je metdda, ktora funguje na principe, 7e z mnoziny moznych
vysvetlujucich premennych vyberie ti, ktord nadobuda najvac¢siu absolutnu korelaciu
s vysvetlovanou premennou y. Viac o tychto balickoch a ich porovnani sa mozeme

dozvediet v praci [45].
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Balicek CVRX [46] je odvodeny od toolboxu CVX v softvéri Matlab. Takisto je
zamerany na konvexnd optimalizaciu. Prostrednictvom modelovacieho jazyka, urce-
ného pre disciplinované konvexné programovanie, umoziuje formulovat optimaliza¢ny

problém prirodzenymi matematickymi pravidlami.

4.4 Aplikacia LASSO regularizacie

V predchadzajicej ¢asti sme struéne nacértli fungovanie LASSO metody. V nasleduji-
com texte aplikujeme tito regulariza¢nt metédu na redlnych datach.

Na vizualizaciu LASSO metody slazi graficky LASSO algoritmus, nazyvany glasso.
Parcialne korelacie odhaduje invertovanim vyberovej korela¢nej matice. V nasledujtce;j
¢asti budeme pracovat s balickom glasso [60]. Funkcia vyuzivajuca EBIC informacné
kritérium je zahrnuta v balicku ggraph [61] a bootnet [62].

V tejto casti budeme pokracovat s prikladom o rychlosti rastu HDP. Aplikiciou
metddy LASSO na data odhadneme siet parcidlnych korelacii a zhluky krajin ako pri
praci s obyc¢ajnymi korelaciami.

Priamo vo funkcii estimateNetwork z bali¢ka bootnet [62] zvolime hodnotu hyper-
parametra . Funkcia odhadne parcidlne korelacie, ktoré moézu byt nésledne vizuali-
zované vo vazenej sieti. Kazdy vrchol v grafe vyjadruje premenni a hrana zavislost
medzi dvomi premennymi. Ak st dva objekty nekorelované, t.j. korelacia je presne nu-
lova, nezdielaju 7iadnu spolo¢nt hranu. Farba a sytost hrany vyjadruju silu korelacie.
Modrou farbou st vyznacené pozitivne korelacie, cervenou farbou negativne. Na Obr.
4.6/ st vykreslené grafy pre rozne hodnoty hyperparametra.

Podl'a ocakavania, siet, ktorej hyperparameter mal najmensiu t.j. nulova hodnotu,
obsahuje najvicsi pocet hran. Postupnym zvac¢Sovanim parametra odbidaja hrany, az
pre hodnoty vicsie nez 0,2237 sa v sieti neobjavuju Zziadne hrany.

V prvych dvoch grafoch pozorujeme vacsi pocet zapornych korelacii. Postupnou

elimin&ciou hran ostane len jedna silnejSia a to medzi DEU a GRC.

Miera dolezitosti vrcholov v grafe sa d4 merat pomocou indexov centrality. Mame
tri zakladné indexy, ktorymi sme sa zaoberali v kapitole [2.1} centralita stupia, blizkosti

a stredovej medzipolohy. VSetky uvedené miery sa daji graficky vyobrazit pomocou
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EBIC (gamma = 0) EBIC (gamma = 0.1)
Pocet hran = 84 Pocet hran = 84

EBIC (gamma = 0.2) @ EBIC (gamma = 0.221)
Podet hran = 66 Pocet hran = 66

@@
® ® @ g @
@@
® 5 ©

EBIC (gamma = 0.2237) EBIC (gamma > 0.2237)
Pocet hran =0

Pocet hran = 66

Obr. 4.6: Siete parcidlnych korelécii pre rozne

funkeif z balitka ggraph [61]. Cim st hodnoty indexov pre dany objekt viicsie, tym sa
zvacsuje dolezitost vrcholu v grafe.

Nasledujtca tabulka poskytuje vystup funkcie centrality z balicka qgraph [61],
ktora spocita hodnoty dvoch indexov centrality pre zvoleny hyperparameter v = 0, 2.
Vysledky su graficky zachytené na Obr. [1.7]

Z tejto tabulky a z obrazka sa da vy¢itat dolezitost uzlov - Statov v grafe. Staty, ako
ESP, NLD a GRC dosahuja vo vSetkych troch indexoch vicgie hodnoty v porovnani s
ostatnymi, preto ich moézeme pokladat za vyznamnejSie v zmysle centrality. Na druhej
strane, MLT a IRL nadobtdaji najnizsie hodnoty. Na Obr. sa tieto krajiny naché-

dzaju na okraji siete so slabou intenzitou hran, c¢o tiez sved¢i o ich menej vyznamne;]
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Betweenness Closeness Strength

s

Obr. 4.7: Indexy centrality pre v = 0,2

Betwenneess | Closeness Betwenneess | Closeness

AUT 16 0.0054 ITA 2 0.0058
BEL 28 0.0055 LTU 20 0.0052
CYP 0 0.0050 LUX 24 0.0059
DEU 28 0.0064 LVA 34 0.0055
EST 14 0.0050 MLT 6 0.0041
ESP 76 0.0066 NLD 46 0.0062
FIN 24 0.0059 PRT 10 0.0052
FRA 16 0.0057 SVK 22 0.0054
GRC 38 0.0064 SVN 44 0.0061
IRL 0 0.0034

Tabulka 4.1: Hodnoty indexov cetrality

centralite.

Zluky a LASSO algoritmus

Parcialne korelacie ziskané vypoctami pomocou LASSO algoritmu vieme aplikovat na
tvorbu zhlukov krajin. balej budeme pracovat so sietou, ktort sme ziskali pri nadstaveni
hyperparametra na velkost v = 0,2. VoI'ba tejto konkrétnej siete je podmienend tym,
7e neobsahuje prilis vela hran ako v pripadoch pre mensiu hodnotu v, a tak odstranime

falosné korelacie, ktoré sa v grafe objavuji. Na druhej strane, skladé sa z dostato¢ného
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mnozstva korelacii vhodnych na pozorovanie vztahov, tvorbu komunit a interpretaciu

vysledkov.

Obr. 4.8: Siet parcialnych korelacii pre v =0, 2

Ziskana siet je vykreslena na Obr. 4.8 Graf obsahuje 66 hran. Z celkového poétu
vztahov pozorujeme len malo silno vyznacenych korelacii a az na jednu vyrazna vy-
nimku, len kladné vztahy.

Pouzitim vhodnych funkcii z balicka igraph [9] a ggraph [61] extrahujeme priradenia
krajin do jednotlivych komunit. Vysledky nasledne vykreslime do grafu na Obr. 1.9

Obr. 4.9: Zatriedenie krajin do zhlukov

Vznikne pét zoskupeni, z toho dve su tvorené len jednym Statom - DEU a GRC.
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Tato dvojica krajin sa vyznacuje silnou zapornou korelaciou s hodnotou -0,44905 (ur-
¢ena podla LASSO metody). Mohli sme ju pozorovat tiez na predchéadzajucich grafoch.
Tretiu skupinu tvoria staty LVA, LTU a EST. Tieto tri krajiny spolu tvoria $taty Po-
baltia. Zdielaju spolo¢né vlastnosti a historiu, ked ze do devatdesiatych rokov minulého
storo¢ia boli stc¢astou Sovietskeho zviizu. Spolu tvoria integrovani ekonomicki oblast.
Prepojenost tychto ekonomik je podrobnejsie rozpracovana v [34].

Posledné dve skupiny st pocetnejSie. Preco st krajiny usporiadané prave do tychto
komunit uz nie je az tak zrejmé, pretoze su zlicené krajiny s ekonomikami na réznych

stupfioch trovni. Hierarchické usporiadanie zachytava dendrogram na Obr. [4.10]

1
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o ]
P
o - L N L ] * & & &+ & & & & & » b
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O O wo O w =

Obr. 4.10: Dendrogram hierarchickych zhlukov

V nasledujtcej Casti sa zameriame na stabilitu metody v zmysle ¢i aj v tomto pripade
st vysledky ovplynené malym poctom dat ako sme skimali na zaciatku tejto kapitoly.
To znamena, ak pridame rok 1995 k povodnym datam ¢i sa vyrazne zmenia zhluky
krajin. Budeme teda pracovat s rastom HDP v ¢asovom obdobi 1995 - 2016. Ako sa
mozeme presvedcit z Obr. vysledky sa zmenili, ¢o sa da pozorovat hlavne v pocte
zhlukov. Vytvorilo sa sedem komunit obsahujicich len jeden vrchol, konkrétne CYP,
DEU, GRC, IRL, MLT, PRT a SVK. V sieti pribudlo viacero negativnych korelacii, ¢o

moze byt dovodom vytvorenia viacsieho poctu zhlukov.

72



HDP krajin Eurozéony

Obr. 4.11: Siet pacidlnych korelacii pre v = 0,2 a tabulka porovnania zhlukov pre
obdobia 1996-2016 a 1995-2016

Podla [42] mala svetova finan¢na kriza, ktora vypukla v roku 2008, v ramci Eurépske;
unie najvacsi vplyv na ¢lenov Eurozény. Zacala sa prejavovat v prvom Stvrtroku 2008,
kedy sa rast velmi spomalil a inflacia prudko narastala. Tento rok mdZze mat vyrazny
vplyv na vypocet korelacii a silno ovplyvnit vztahy medzi krajinami. Dosledky krizy
sa daju pozorovat tiez z Obr.

Ak v datach ponechame pridany rok 1995 a odstranime rok 2008, spoc¢itame nové
hodnoty korelécii, ziskame vysledky, ktoré sa lisia od povodnych. Otestovanim signifi-
kantnosti korelacii, ako v kapitole [I.T] ziskame len 48 §tatisticky vyznamnych korelécii.
V porovnani s predchédzajicim vysledkom je to vyrazny rozdiel. Désledkom mensieho
poctu tychto vztahov pri vypocte parcidlnych korelacii metédou LASSO a ponechani
hyperparametra v rovné hodnote 0,2, ziskame graf, ktory neobsahuje ziadne hrany.

Preto musime parameter zmengit. NizSou hodnotou ~ pripustame zlozitejsiu siet s vac-
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$im po¢tom hran. Pri nadstaveni v rovné 0,1 ziskame grafy na Obr. Ako si mozeme
vSimnut, tak aj v tomto pripade sa medzi $tatmi objavuje vicSie mnozstvo zhlukov,

ktoré je podmienené vacsim vyskytom zapornych korelacii.

Obr. 4.12: Siet pacidlnych korelacii pre v = 0,1 a obdobie 1995-2016 s vynechanym
rokom 2008 z dat

Po pridani jedného roku k povodnym datam sa vysledky ¢iasto¢ne zmenili. Aj na-
priek tomu sa metdéda LASSO ukazala efektivnejsia ako vypocet parcidlnych korelacii
podla postupu z kapitoly pretoze sme boli schopni analyzovat rast HDP krajin a

zatriedit ich do zhlukov, ¢o predtym nebolo mozné.
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5 Zamestnanost

Doposial sme sa v praci venovali korelaciam, ktoré sme pouzivali na tvorbu sieti. Vypo-
¢itané korelacné koeficienty sme zapisovali do spolo¢nej tabulky - korela¢nej matice. Ta
sme nasledne pouzivali pri dalsich vypoc¢toch a analyzach. V tejto kapitole sa budeme
zaoberat len samotnymi korela¢nymi maticami. Tak ako v predchédzajicich ¢astiach,
aj tu budeme pozorovat zmeny vo vysledkoch pri pouziti dat z rdéznych obdobi.
Mnohé situacie si vyzaduju Statistické porovnania korela¢nych koeficientov alebo
korelacnych matic, ktoré st merané na tych istych pozorovanych objektoch. Vo vse-

obecnosti je snahou testovat nulovi hypotézu v tvare
Hy: PV =p@ =...=pk  [>2

kde premennou P® oznac¢ujeme korela¢ni maticu.

Existuje viacero testov vyvinutych konkrétne pre tito problematiku, my strucne
nacrtneme tri z nich, ktoré si implementované v balicku psych [63].

Jednou z moznosti je hladat a porovnavat stcet druhych mocnin korelacii alebo
ich Fisherovych transformacii . Nulova hypotéza skiima ¢i st tieto hodnoty rovné
nule, teda ¢i st prvkami identickej matice. Za platnosti nulovej hypotézy maji hodnoty
chi-kvadrat rozdelenie a korelacie st nezavislé. Tento postup je uzito¢ny hlavne pri
skimani otazky ¢ st prvky v korela¢nej matici blizke nule, alebo pri porovnévani
matic navzajom. Metodou sa zaoberal J. Steiger (1980) v ¢lanku [40]. V balicku psych
mozeme tiato funkciu néjst pod ndzvom cortest alebo cortest.normal.

Autorom druhého postupu je R. Jennrich (1970), ktory sa tieZ zameral na testovanie
rovnosti dvoch matic prostrednictvom chi-kvadrat testu. Ako uvadza vo svojej praci
[41], poc¢itanie LRT (angl. Likelihood Ratio Test) Statistiky moze byt v niektorych pri-
padoch zlozité, preto uviedol nova testovaciu Statistiku s vylepSenymi vypoctovymi a
distribu¢nymi vlastnostami. Nevyhodou ale je, Ze je urcena pre velké data. Testova-
cia Statistika ma za platnosti nulovej hypotézy asymptoticky chi-kvadrat rozdelenie.
Funkcia je v baliku implementovana pod nazvom cortest.jennrich. Vo svojej praci tiez
uvadza vylepSenu testovaciu Statistiku urcend pre malé vybery dat, ktora sa riadi nor-
méalnym rozdelenenim za platnosti nulovej hypotézy.

Poslednou funkciou, ktora sa zaobera porovnévanim matic, je cortest.mat. Vyuziva
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princip podobny faktorovej analyze, v ktorej odhad metdédou maximalnej vierohodnosti

(angl. Mazimum Likelihood Estimation) mé tvar
f=log(tr((FFT 4+ Uy)™'R)) — log(|(FFT + Uy) "' R|) — n,

pricom (FFT + U,) je odhad korela¢nej matice modelovany pomocou faktorovej ana-
lyzy (F je p x k rozmerna matica nakladov), R povodna korelatna matica a n pocet
pozorovanych objektov.

Funkcia vypocitané f nasledne upravi do tvaru, ktory sa riadi chi-kvadrét rozdelenim

2 _ m—1—(2p+5) 2« factors
X = 6 - 3 f

Vo vSeobecnosti premenné m urcuje pocet pozorovani, p vyjadruje hodnoty pravde-
podobnosti uréenych pri zostrojovani intervalov spolahlivosti a factors pocet faktorov,

ktoré maju byt odhadnuté [64].

5.1 Zamestnanost

V tejto Casti budeme pracovat s datami, ktoré predstavuju zamestnanost v eur6pskych
krajinach. Data st kvartalne od roku 2000 po rok 2016. Rovnako ako v predchadzaju-
cich prikladoch ich budeme ¢erpat zo stranky organizacie OECD [5]. Tu st dostupné
data pre mieru zamestnanosti. Tento indikatok vyjadruje, do akej miery sa vyuzivané
dostupné pracovné sily, I'udia schopni pracovat. Je zavisla od hospodarskych cyklov,
v dlhodobom horizonte je vyznamne ovplyvnend napr. vyskou vzdelania alebo politi-
kou Statu. Pocitame ju ako pomer zamestanych Iudi k celkovému poc¢tu Tudi v pro-
duktivnom veku, teda v rozmedzi od 15 do 64 rokov. Tento indikator je ocisteny od
sezoénnych vplyvov a je vyjadreny bud v percentach pracujiceho obyvatelstva, alebo
v tisickach Tudi nad 15 rokov. V praci pouzijeme déata vyjadrujtce prave pocet Tudi v
produktivnom veku. Tieto hodnoty nasledne upravime, aby sme ziskali percentuélny

rast zamestnanosti.
Najskor budeme testovat sedem eurdpskych statov. Vyber nie je nahodny. Snahou
bola vol'ba takych, o ktorych vieme, Ze z pohladu zamestnanosti sa navzajom ovplyv-

nuju, a tak by sa na nich dala pozorovat vysvetliteIna korelacia. Grafy na Obr.
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zachytévaju vyvoj zamestnanosti v tychto eur6épskych krajiniach. Na Obr. je vy-

kreslené korela¢nd matica zamestnanosti pre celé ¢asové obdobie.

1
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Obr. 5.1: Korela¢na matica zamestnanosti

DEU
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Zameriame sa na porovnanie viacerych korela¢nych matic tych istych statov, vypo-
¢itanych pocas roznych casovych obdobi. Pracujeme v ¢asovom rozmedzi od roku 2000
po rok 2016. V roku 2008 vypukla svetova finan¢na kriza, preto chceme pozorovat &i
toto obdobie ovplyvni zamestnanost v krajinach a ak ano, do akej miery to ovplyvni
tvar korela¢nych matic.

Casové obdobie rozdelime na Sest rovnakych ¢asti, kazda bude obsahovat 11 udajov
- kvartalnych dat zamestnanosti, ¢o je presne 2.75 roka. Pre ¢asové tseky vypocitame
korela¢né matice, ktoré st zachytené na Obr. 5.3

Z jednotlivych korela¢nych matic pozorujeme, Ze negativne korelacie vystupuju pre-
vazne v prvej a Siestej matici, ¢o si matice z dvoch obdobi najviac vzdialenych od
finan¢nej krizy. Zaujimavostou ale je, ze mnoho pozitivnych korelécii sa zmenilo na ne-
gativne a naopak. Stvrta matica zachytéva obdobie vypuknutia financnej krizy, ktoré
sa zda byt silno pozitivne korelované.

V Tabulke [5.1] uvadzame p-hodnoty vypocitané z dvoch spominanych testovacich
funkcii, kde navzajom porovnévame korelacné matice z dvoch obdobi. Prvok r;; pre
i < j vyjadruje p-hodnotu z cortest.jennrich testu a prvok r;; pre ¢ > j vyjadruje p-
hodnotu z cortest.mat testu pri porovnani korela¢nych matic z obdobia ¢ a j. Jennrichov
test prijima nulovt hypotézu vo viacerych pripadoch. Lenze funkcia cortest.mat zamieta

podobnost v8etkych porovnanych matic okrem dvojice R3 — R5, kde premennou Rk
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Obr. 5.2: Vyvoj zamestnanosti v pozorovanych krajinach

vyjadrujeme korelacnt maticu z k-teho obdobia. Preto zo ziskanych vysledkov mézeme
tvrdit, Ze matice, ktoré vyjadruju zamestnanost v siedmych eur6pskych krajinach pocas
pozorovaného obdobia, nie si podobné kvoli takmer nulovym p-hodnotdm v druhej
funkcii az na jednu vynimku, kedy je p-hodnota vyssia nez patf percent v obidvoch

funkciach.

5.2 VySehradska Stvorka

Vytvorime novi skupinu tvoreni $tatmi VySehradskej Stvorky (ozn. V4). Krajiny sa
starocia uzko spojené, pretoze vidy boli sucastou jednej civilizacie a zdielaja spolo¢né
hodnoty a korene. Ich ekonomiky sa navzéjom ovplyviuju [68].

Prvé styri grafy na Obr. [5.4] vykresluji vyvoj zamestnanosti, ktory ma rastici trend.
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Q42013 - Q2 2016

zamestnanosti pre rozne ¢asové tseky

cortest.jennrich
R1 R2 R3 R4 R5 R6

R1 1 791e7%  1.1e7™  6e ™  0.098  0.0039
= R2 1.4e718 1 0.0032  0.8216  0.3983  0.04998
; R3 | 4.8¢7%  0.0026 1 0.0337  0.4897  0.0046
% R4 | 337 55e7 !t 3.6e7%0 1 0.799  1.2¢7*
i R5 | 1.6e797  0.0042  0.065 1.4 10 1 0.0662

R6 | 5.1e722 5971 1.7¢720 6.6e74 1.4e 12 1

Tabulka 5.1: Porovnanie korela¢nych matic: p-hodnoty z testov cortest.jennrich a cor-

test.mat

Posledny graf zobrazuje rast zamestnanosti tychto statov. Mozeme vidiet, Ze obdobie

finan¢nej krizy (od roku 2008) malo dopad na zmenu zamestnanosti, ale nie velmi

vyrazne. Pri¢inou poklesu mnozstva pracujucich Tudi je aj to, Ze finan¢né kriza rovnako
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zasiahla krajiny zapadnej Europy. To malo za néasledok navrat pracujucich Tudi zo
zahranicia do vlastnych krajin. V krajinach SVK a HUN kriza nesposobila dlhotrvajtci
upadajici trend zamestnanosti. V POL zamestnanost pocas celého obdobia neklesala,
skor od roku 2008 len stagnovala. Co sa tyka CZE, zamestnanost sa udrziavala priblizne

na rovnakej hodnote pocas celého obdobia.
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Obr. 5.4: Vyvoj zamestnanosti v krajinach V4

V tejto ¢asti budeme pozorovat zavislost korela¢nych matic a navzajom ich porov-
navat. Najskor ¢asové obdobie rozdelime na Styri casti, kazd& zahffia Styri roky.

V tabulke st uvedené p-hodnoty pre jednotlivé testy, ak porovnavame dve po
sebe nasledujice obdobia. Hodnoty testov sa vyrazne liSia, p-hodnota metody cor-
test.mat nadobuda velmi nizke hodnoty. Dokonca v kazdom jednom pripade zamieta
podobnost korela¢nych matic ako v predchadzajicom priklade. Jennrichova metoda v
prvych dvoch pripadoch prijima nulovi hypotézu o podobnosti matic. Tieto vysledky

nie st prekvapivé. Ak si vSimneme tvary matic a hodnoty korela¢nych koeficientov na
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Obr. tak uz na prvy pohlad bez testovania sa zdaja byt matice odlisné.

cortest.jennrich | cortest.mat
RivsRy 0.0651 0.0023
RovsR3 0.1435 0.0084
R3vsRy 0.0117 6.3e-06
Tabulka 5.2: Porovnanie korela¢nych matic

V tabulke[5.3| poskytujeme p-hodnoty ako vystupy z testov, ktoré ziskame pri porov-

nani v8etkych korela¢nych matic navzdjom. Prvok r;; v tabulke vyjadruje p-hodnotu

z testov pri porovnani matice R; a I?;.

V druhom pripade rozdelime déata na Sest obdobi ako v predchadzajicom priklade a

otestujeme podobnost korela¢nych matic. Obrazky su zachytené na Obr. a tabulka

b.4 poskytuje vysledky p-hodnét z testov, kde porovnavame dve obdobia nasledujiice po

sebe. Z obrazkov na prvy pohlad nevieme usudit, v ktorych obdobiach by zamestnanost

mohla byt podobné. V pripade, kedy ani jeden z testov nezamietol nulovi hypotézu,

st tseky vyjadrené korelacnymi maticami R2 — R3 a R5 — R6.
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cortest.jennrich
R1 R2 R3 R4
= RL| 1 00651 00012 0.0352
g R2 | 0.0023 1  0.1435 0.06816
% R3 | 8.7¢7%  0.0084 1 0.0117
T OR4| 0024 00006 6.3 1

Tabulka 5.3: Porovnanie korela¢nych matic: p-hodnoty z testov cortest.jennrich a cor-

test.mat
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Ak by sme porovnali v8etky dvojice matic navzajom, dalsie podobnosti matic vyjda

len v pripade R1-R5 a R1-R6. Dvojica R1-R6 vyjadruje korela¢né matice z obdobi

najviac vzdialenych od vypuknutia financnej krizy. Zda sa, akoby sa zamestnanost po

krizovom obdobi dostala do podobného stavu ako bola pred finan¢nou krizou. Vysledky

porovnani v8etkych korelaénych matic obsahuje tabul'ka[5.5 Takisto aj v tomto pripade
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cortest.jennrich | cortest.mat
RivsRa 0.0414 0.0008
RovsR3 0.4783 0.45
R3vsRy 0.2552 0.028
RivsRs 0.0265 1.9e-05
RsvsRg 0.2996 0.31

Tabulka 5.4: P-hodnoty z porovnani korela¢nych matic pre V4

plati, ze prvok tabulky r;; vyjadruje p-hodnoty z testov pri porovnani korelac¢nych

matic z obdobi 7 a j.

cortest.jennrich

R1 R2 R3 R4 R5 R6

R1 1 0.0414 0.0897 0.0012 0.1444 0.1865
R2 | 0.0008 1 0.4783  0.0633 0.0740 0.1461

=

é R3 | 3.3¢7%% 045 1 0.2552  0.0788 0.2202

% R4 | 1.6e=%® 0.018  0.028 1 0.0265 0.0558

- R5| 0.34  0.0025 8.7e% 1.9¢ % 1 0.2996
R6 | 022  0.012 0031 23e% 031 1

Tabulka 5.5: Porovnanie korela¢nych matic: p-hodnoty z testov cortest.jennrich a cor-

test.mat

V predchédzajicich pripadoch sme porovnavali zhodu korela¢nych matic pre obdo-
bia rozdelené na rovnako dlhé tuseky. Ak rozdelime pozorované obdobie na rozne dlhé
¢asy, aj v tomto pripade testy zhody zamietnu nulové hypotézy o podobnosti korelac-
nych matic, ¢o sved¢i o rozdielnom vyvoji zamestnanosti v krajinach V4 vo zvolenych
obdobiach.

Ako sme uz spominali, v roku 2008 vypukla svetova finan¢né kriza odstartovana pa-
dom banky Lehman Brothers v USA. Konkrétne bol bankrot vyhlaseny 15. septembra
2008. Tento datum zapada do tretieho kvartalu roku 2008. Pri testoch, kedy sme ana-
lyzovali rozne dlhé obdobia, sme roky 2000 az 2016 rozdelili nasledovne: prvé obdobie

2000 Q1 - 2008 Q2, druhé obdobie 2008 Q3 - 2012 Q4, kedy rok 2012 je povazovany

83



Zamestnanost

za koniec finan¢nej krizy a tretie obdobie 2013 Q1 - 2016 Q2. Ani v tomto pripade
nenastala zhoda korela¢nych matic, ziadny test nepotvrdil nulovi hypotézu.

V druhom pripade sme sa zamerali na dve obdobia. Prvé - pred vypuknutim financ¢nej
krizy, teda 2000 Q1 az 2008 Q2, a druhé obdobie predstavuje zvysné roky, 2008 Q3 -
2016 Q2. Lenze ani v tomto pripade nenastala zhoda korel4cii.

Z jednotlivych analyz vyplyva, ze ak sme delili obdobia bud na rovnaké ¢asti, alebo

podla udalosti vo svete, len v par pripadoch vysla zhoda korela¢nych matic.

5.3 Intervaly spolahlivosti

V predoslej casti sme testovali zhodu korelaénych matic krajin tvoriacich V4 v Siestich
obdobiach. Az na par vynimiek testy zhody vysli negativne. Na potvrdenie zhody a
odlisnosti korela¢nych matic, ktoré vyjadruji vztahy medzi zamestnanostou krajin, po-
uzijeme iny pristup. Aplikujeme intervaly spolahlivosti a budeme postupovat rovnako
ako v kapitole [3.3]

V prvom pripade sa zameriame na obdobia, kedy testy potvrdili zhodu korela¢nych
matic. Dokopy boli styri, my vyberieme t etapu, v ktorej vysla zhoda najvyssia.

Najskor vypocitame 95%-né intervaly spolahlivosti pre korelacie z obdobia 2002 Q4
- 2005 Q2 a zakreslime do nich korelacie z rokov 2005 Q3 - 2008 Q1. Na Obr. st
vyobrazené prislusné grafy pre vSetky Styri krajiny V4. Mozeme si v8imnit, ze vSetky
korelacie nezapadaji do intervalov. Kazdy graf obsahuje korelaciu nachadzajucu sa pod
spodnym rozhranim intervalu a ostatné tesne pri hraniciach.

Ak vysledky porovnédme s korela¢nymi maticami prislichajicich obdobi na Obr.
tak pozorovania sa potvrdia. Ako priklad uvedieme CZE. NajvyraznejSie sa prejavi
korelécia s krajinou SVK, povodne pozitivny vztah sa zmeni na negativny. To v grafe
pozorujeme ako ¢erveni bodku nachadzajicu sa pod spodnou hranicou intervalu.

S POL sa pozitivna korelacia zmeni na slabgiu, preto sa korelacia z druhého obdobia,

zakreslend tiez ¢ervenou bodkou, nachidza tesne pod spodnou hranicou intervalu.

V druhom pripade upriamime pozornost na dva ¢asové useky, kedy korela¢né matice
nevykazuju zhodu. Zvolime si obdobia 2008 Q2 - 2010 Q4 a 2011 Q1 - 2013 Q3. Stav
korelacii v tomto pripade opisuju grafy na Obr. 5.8
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Obr. 5.8: Intervaly spolahlivosti pri odlisnych korela¢nych maticiach z obdobia: 2008
Q2 - 2010 Q4 a 2011 Q1 - 2013 Q3

Hodnoty odhadnutych korelacii sa nenachadzaji v intervaloch. NajvyraznejSie sa

to prejavuje medzi dvojicami CZE a SVK, HUN a SVK, POL a HUN. Vysledky st
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v stlade s maticami na Obr. Korelacie medzi zamestnanotou v krajinach V4 v
prvom obdobi st vyrazne odlisné od korelacii z druhého obdobia ako usudzujeme podla
vysledkov z grafov a zakreslenych intervalov. Preto sa nemozu zhodovat ani matice,

ktoré pozostavaji z tychto korelacnych koeficientov.
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Zaver

V praci sme sa zaoberali vzdialenostami medzi stacionarnymi ¢asovymi radmi, ktora sa
da merat korelaciami. Prostrednictvom roznych met6d sme analyzovali vybrané ¢asové
rady. Na vyjadrenie vztahov pouzivame prevazne grafy, ako je najlacnejsia kostra alebo
graf korela¢nych vztahov.

V tvode prace struc¢ne priblizujeme zakladné pojmy, ako korelacia, stacionarita ¢a-
sovych radov, najlacnejsia kostra, ale aj postup testovania signifikantnosti korelacii.
Néasledne sme teériu aplikovali na konkrétnych datach vymennych kurzoch a ziskané
vysledky sme zobrazili graficky. Vztahy medzi ¢asovymi radmi sa daja skimat aj inym
spdsobom, pomocou parcidlnych korelacii. Tomu sme sa venovali v druhej ¢asti prvej
kapitoly, ¢im sme chceli predchadzajice vysledky vylepsit, a tak zredukovat povodné
vztahy o tie nesignifikantné. Najskor opisujeme ich vypocet dvomi moznymi spdsobmi
a nasledne koncepty aplikujeme na priklade.

Druhéa kapitola, sa okrem vypoctov korelacii, zameriava na postavenie vrcholov v
grafe. Tieto vlastnosti vyjadruju indexy centrality. Pomocou ziskanych vysledkov, ktoré
sme testovali na datach vynosového rozpétia, porovnavame dva typy grafov, najlacnej-
Siu kostru grafu s grafom korela¢nych vztahov. Pomocou algoritmov na tvorbu zhlukov
v grafe sme zistovali stabilitu rieSeni. Koeficient zhlukovania tiez vyjadruje postavenie
vrchola v grafe. Tejto veli¢ine sme sa venovali v zavere druhej ¢asti prace.

V dalgej kapitole sme skiimali vplyv svetovej finan¢nej krizy na korelacie. Pracovali
sme s multifaktorovou produktivitou $tatov. Metodami, ktorymi sme sa zaoberali v
predchadzajicich kapitolach, sme porovnavali predkrizové obdobie s pokrizovym. Novy
pohlad na dant problematiku priniesli intervaly spolahlivosti pre korelacie, ¢im sme
potvrdili vysledky z predchadzajucich testovani.

V §tvrtej casti prace pracujeme s HDP krajin Eurdpskej menovej tnie. V tomto
pripade vsak nastal problém pri vyjadreni parcialnych korelacii, ktory sme sa pokusali
riesit hTadanim novej metody. Pomocou LASSO regularizacie sme vyjadrili vzdjomné
vztahy, vytvorili grafy a zhluky. Hlavnym motivom zamerania sa na novi metodu
LASSO bola neddveryhodnost vypocitanych parcialnych korelacii kvoli nedostatku dat.
Vdaka jej aplikacii sme mohli §taty rozdelit do zhlukov, pricom analyza vysledkov sa

zdala byt v tomto pripade spolahlivejsia.
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V poslednej kapitole testujeme zhodu korela¢nych matic na datach zamestnanosti.
Pozorované obdobie sme rozdelili na viaceré casové tuseky, pre ktoré sme vypocitali
korela¢né matice a nasledne sme ich medzi sebou porovnavali. Najskor sme pracovali s
viacerymi eur6pskymi $tatmi, potom sme sa zamerali na krajiny VySehradskej Stvorky.
V zéavere kapitoly sa vysledky odtestovali pomocou intervalov spolahlivosti ako v tretej
kapitole.

Prinosom prace bolo obohatenie témy merania vzdialenosti ¢asovych radov o iné me-
tody, ktoré su schopné vylepsit vysledky, a tak skvalitnit analyzu vztahov. Oby¢ajné
korel4cie neboli ¢astokrat postacujice na vyjadrenie vzdialenosti ¢asovych radov, pre-
toze vznikali nedoveryhodné vztahy. Zamerali sme sa na metody, ktoré sa schopné
spracovat informacie inym spodsobom, a tiez sa vysporiadat s mensim poc¢tom dat.

Dolezitou sucastou prace bola grafickd interpretéacia vysledkov.
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