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Abstrakt v ²tátnom jazyku

LITVAJOVÁ, Radka: Analýza vz´ahov medzi £asovými radmi metódami sie´ovej ana-

lýzy a zhlukovania [Diplomová práca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta

matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky; ²koli-

te©: doc. RNDr. Beáta Stehlíková, PhD., Bratislava, 2018, 96 s.

Vzdialenos´ medzi £asovými radmi sa dá mera´ rôznymi metódami. Populárnym ná-

strojom na vyjadrenie týchto vz´ahov sa stali korelácie. V poslednom období vzniklo

viacero prác, ktoré sa zaoberajú týmto problémom. Cie©om práce je skúmanie vzdiale-

ností £asových radov inými prístupmi, a tak obohati´ a prinies´ nový poh©ad na túto

problematiku. Preto sme sa v na²ej práci okrem klasických metód zamerali aj na tech-

niky, ktoré nie sú v týchto prácach zahrnuté. Pomocou výpo£tu parciálnych korelácií

alebo pouºitím LASSO metódy sa dajú vz´ahy medzi £asovými radmi ve©mi dobre

analyzova´. Na vyjadrenie vlastností pouºívame rôzne typy grafov, ako napríklad naj-

lacnej²ie kostry alebo grafy korela£ných vz´ahov. V práci sa tieº zaoberáme centralitou

vrcholov, koe�cientmi zhlukovania a v závere práce priblíºime testy na zis´ovanie zhody

korela£ných matíc, £o s touto témou úzko súvisí.

K©ú£ové slová: £asový rad, korelácie, LASSO metóda, zhluková analýza,

najlacnej²ia kostra grafu, graf korela£ných vz´ahov



Abstract

LITVAJOVÁ, Radka: Analysis of relations between time series using methods of ne-

twork analysis and clustering [Diploma Thesis], Comenius University in Bratislava,

Faculty of Mathematics, Physics, and Informatics, Department of Applied Mathema-

tics and Statistics; Supervisor: doc. RNDr. Beáta Stehlíková, PhD., Bratislava, 2018,

96 p.

The distance between time series is analyzed by di�erent methods. A correlation

has become the popular tool for expressing these relationships. Recently, a number of

works has been done to address this issue. The aim of this thesis is to investigate the

distance of time series by other approaches and by means of this work enrich and bring

a new perspective on this issue. Therefore, in our work, apart from classical methods,

we have also focused on techniques that are not included in these works. Using partial

correlation or using the LASSO method, relationships between time series can be very

well analyzed. To express the properties, we use di�erent types of graphs, such as the

minimum spanning tree or correlation graphs. We also deal with centrality indices,

clustering coe�cients, and at the end of the work, we approach tests of di�erences

between correlation matrices, which are closely related to this topic.

Keywords: time series, correlation, LASSO method, cluster analysis, minimum

spanning tree, correlation graph
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ÚVOD

Úvod

�asový rad vyjadruje postupnos´ po sebe nasledujúcich údajov, ktoré charakterizujú

následnos´ udalostí v rovnakom £asovom rozostupe. Stacionárny £asový rad je de�no-

vaný ako taký, ktorý pri posune na £asovej osi nemení rozdelenie pravdepodobností,

teda vlastnosti ako priemer, odchýlka a autokorelácie ostávajú rovnaké.

Vzdialenos´ £asových radov sa dá mera´ prostredníctvom korelácií. Toto metrické

vyjadrenie vzdialenosti má ²iroké vyuºitie. Dá sa aplikova´ v rôznych odvetviach ma-

tematiky. My budeme korelácie pouºíva´ predov²etkým v zhlukovej analýze.

Oby£ajné korelácie v²ak nie sú jediným prostriedkom na vyjadrenie takýchto vz´a-

hov, dokonca v niektorých prípadoch dochádza k nepresnostiam, ktoré môºu výrazne

ovplyvni´ interpretáciu výsledkov. Preto sme sa v práci zamerali aj na iné, menej beºné

metódy.

Touto problematikou sa zaoberalo viacero autorov, ktorí svoje výsledky publikovali

v £lánkoch. Niektoré z nich sa stali motiváciou pre na²u prácu. V práci [18] sa autori

zaoberali vizualizáciou zloºitých vz´ahov na devízových trhoch. Pomocou korelácií a

najlacnej²ej kostry grafu analyzovali rozmanité vz´ahy európskych ako aj svetových

mien. Publikácia [19] je venovaná úrokovým mieram na kapitálových a �nan£ných tr-

hoch. Úrokové miery a dlhopisy majú ve©mi podobné správanie, £o vypovedá o vysokej

korelácii. Autori skúmali vz´ahy pomocou zhlukovej analýzy. Na vyhodnocovanie ko-

relácií medzi £asovými radmi vyuºili hierarchické zhlukovanie.

V poslednom období sa populárnym nástrojom na vizualizáciu �nan£ných vz´ahov

stali siete. V práci [20] autori vyuºívajú korela£nú sie´ na zachytenie dynamiky vz´ahov

medzi výnosmi cien akcií. Najlacnej²ia kostra grafu poslúºila na zoskupenie akcií pod©a

vlastností a zatriedenie do skupín pod©a hospodárskych sektorov.

V mnohých prácach sú vz´ahy medzi £asovými radmi vyjadrené koreláciami, £o sú

základné postupy pri tvorení sietí. Na základe ich výpo£tu sú £asové rady analyzované

najlacnej²ou kostrou grafu. V práci [1] autor rozoberá talianske akciové trhy s vyuºi-

tím výnosov �riem a ²tyrmi rôznymi metódami zostrojuje najlacnej²ie kostry, ktoré

následne porovnáva. Vlastnosti devízových trhov, vo vz´ahu k menovým krízam prí-

stupom najlacnej²ej kostry, sú analyzované v £lánku [2]. �al²ia práca [3] sa zaoberá

priemyslom obnovite©ných zdrojov. Pomocou najlacnej²ej kostry rozoberá spolo£nosti
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ÚVOD

v tomto odvetví, ich postavenie v rozvoji obnovite©ných zdrojov z h©adiska kapitálových

trhov.

Obsahom diplomovej práce je skúmanie vz´ahov medzi vybranými £asovými radmi.

Aplikáciou metód zhlukovej analýzy budeme vizualizova´ na²e výsledky pomocou gra-

fov, ako je najlacnej²ia kostra grafu alebo graf korela£ných vz´ahov. Na²u pozornos´

upriamime na tvorbu komunít v grafe rôznymi algoritmami, centralitu pozorovaných

objektov a meranie zhody korela£ných matíc.

Doteraj²ie práce, zaoberajúce sa problematikou vzdialeností £asových radov a tvor-

bou komunít, vyuºívajú ako základný stavebný prvok korelácie. Pouºitím parciálnych

korelácií a metódy LASSO túto problematiku roz²írime a poskytneme nový poh©ad na

skúmanie vz´ahov medzi £asovými radmi.

Práca je rozdelená do piatich £astí. V prvej kapitole priblíºime výpo£et oby£ajných

a parciálnych korelácií. Stru£ne vysvetlíme fungovanie niektorých metód, ktoré sa budú

v práci pouºíva´. Následne tieto poznatky aplikujeme na jednoduchom názornom prí-

klade o výmenných kurzoch. Podrobnej²ie sa parciálnym koreláciám budeme venova´ v

druhej kapitole. V tejto £asti tieº rie²ime problematiku centrality vrcholov a tendenciu

zhlukovania sa uzla, vyjadrenú veli£inou nazývajúcou sa koe�cient zhlukovania. Tretia

kapitola sa zameriava na porovnávanie dvoch období, pred svetovou �nan£nou krízou

a po£as krízy. Rozdiely medzi £asovými radmi modelujeme na multifaktorových pro-

duktivitách. Pre lep²ie pozorovanie zmien zostrojíme intervaly spo©ahlivosti. V ²tvrtej

£asti, parciálne korelácie vyjadríme iným spôsobom, pomocou regulariza£nej metódy

LASSO. Jej aplikácia je modelovaná na názornom príklade, ktorý rozoberá vz´ahy rastu

HDP krajín Eurozóny. Posledná kapitola bude venovaná testom zhody korela£ných ma-

tíc vypo£ítaných z £asových radov, ktoré vyjadrujú rast zamestnanosti v európskych

krajinách.

V práci budeme pracova´ v prostredí softvéru R [4]. V²etky dáta, prostredníctvom

ktorých budeme teóriu aplikova´ na názorných príkladoch, £erpáme z internetovej

stránky Organizácie pre hospodársku spoluprácu a rozvoj, www.oecd.org [5].
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Výmenné kurzy

1 Výmenné kurzy

Na názornom príklade vysvetlíme výpo£et korelácií a tieº aplikáciu rôznych metód,

ktorých hlavným prvkom sú korelácie. Budeme pracova´ so sadou ro£ných dát, ktoré

sme £erpali z internetovej stránky Organizácie pre hospodársku spoluprácu a rozvoj

[5]. Dáta pozostávajú z výmenných kurzov 18 mien sveta po£as rokov 1992 aº 2016.

Výmenný kurz vyjadruje cenu jednej meny vo vz´ahu k druhej mene. Tento ukazovate©

je meraný vzh©adom k národnej mene dolár.

1.1 Korelácie

Jeden z najvýznamnej²ích a najviac pouºívaných prostriedkov na opísanie závislosti

medzi pozorovanými premennými je korelácia. Korela£ný koe�cient ozna£ujeme pre-

mennou ρX,Y , kde X a Y sú náhodné premenné. Vo v²eobecnosti vyjadruje numerickú

mieru korelácie medzi premennými. Existuje viacero druhov korelácií, my budeme pra-

cova´ s jedným z najbeºnej²ích typov, Pearsonovým korela£ným koe�cientom. Meria

lineárnu závislos´. Tak ako ostatné, tieº nadobúda hodnoty z intervalu [−1, 1]. Ak sa

jeho ve©kos´ blíºi ku krajným hodnotám intervalu, hovoríme o silnej lineárnej korelácii.

Naopak, korelácie pribliºujúce sa k nule vyjadrujú £oraz vä£²iu lineárnu nezávislos´,

ale ani v tom prípade to nemusí nutne hovori´ o nezávislosti.

Pearsonov korela£ný koe�cient vypo£ítame nasledovne

ρX,Y =
cov(X, Y )√
D(X)D(Y )

. (1.1)

1.2 Stacionarita £asových radov

Stacionárne £asové rady, vo©ne povedané, sú tie, pri ktorých predpokladáme, ºe ich

²tatistické vlastnosti, ako stredná hodnota, disperzia, autokorelácie a iné, sa £asom

nemenia a ostávajú rovnaké v minulosti ako aj v budúcnosti. Vä£²ina metód slúºiacich

na prognózu £asových radov sú postavené na predpoklade ich stacionarity. Napríklad,

pri zostrojovaní ARIMA modelov je táto poºiadavka dôleºitá [11]. Takisto pri opisovaní

budúceho správania sa £asových radov a pri zmysluplnej analýze ²tatistík a vz´ahov
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Výmenné kurzy

medzi nimi.

Stacionarita £asového radu môºe by´ silná alebo slabá. Pri silnej stacionarite predpo-

kladáme, ºe zdruºená distribu£ná funckia (Xt1 , Xt2 , . . . , Xtk) pre £asový rad {Xt, t ∈ Z}

je rovnaká ako posunutá distribu£ná funckia (Xt1+h, Xt2+h, . . . , Xtk+h). To znamená, ºe

sa £asom nemení a závisí len od posunu h a nie od £asu (t1, t2, . . . , tk).

My budeme pracova´ so slabou stacionaritou, ktorá má kon²tantnú strednú hodnotu

a poºaduje, aby autokorelácia bola daná ako

cov(xt, xs) = γ(|t− s|),

pri£om γ je kon²tanta, a teda autokorelácia je závislá len od vzdialenosti t od s. Z toho

vyplýva, ºe disperzia je tieº kon²tantná.

Nech premenná {ut} ozna£uje biely ²um, ktorý de�nujeme ako stacionárny proces

s nulovou strednou hodnotou, bez autokorelácií a s kon²tantnou varianciou. Slúºi na

de�níciu ostatných procesov a pri tvorbe modelov.

Kaºdý proces, ktorý je stacionárny, sa dá zapísa´ v tvare, ktorý nazývame Woldova

reprezentácia [17]

xt = µ+
∞∑
j=0

ψjut−j,
∞∑
j=0

ψ2
j <∞, (1.2)

kde µ je kon²tanta a ψ0 = 1. Pri zápise v tomto tvare platí:

E(xt) = µ, V ar(xt) =
∑
ψ2
j , Cov(xt, xt+k) = σ2

∑
j ψjψj+k

Majme stacionárny £asový rad daný predpisom

xt = β + α1xt−1 + α2xt−2 · · ·+ αpxt−p + ut, (1.3)

kde ut je biely ²um a β kon²tanta. Predpis sa dá upravi´ do tvaru pouºitím ope-

rátora posunu L [17], ktorý vráti hodnotu procesu posunutú o jedno obdobie dozadu

nasledovne

α(L)xt = β + ut, α(L) = 1− α1L− α2L
2 − . . .− αpLp.

�alej výraz upravíme do tvaru

xt = α−1(L)(β + ut),

11



Výmenné kurzy

kde α−1(L) je inverzný operátor h©adaný v tvare α−1(L) = 1 + ψ1L + ψ2L
2 + . . . ,

£o vyjadruje nekone£ný rad s neznámymi koe�cientami, ktoré rekurzívne dorátame

metódou neur£itých koe�cientov. Z rovnice

1 = α(L)α−1(L)

porovnaním koe�cientov pri Lj získame pre ψj nasledovnú diferen£nú rovnicu

ψk − α1ψk−1 − . . .− αpψk−p = 0.

Ako sme spomínali vy²²ie, kaºdý stacionárny rad sa dá zapísa´ v tvare (1.2), preto

kvôli splneniu podmienky konvergencie
∑
ψ2
j < ∞ vyplývajúcej z Woldovej reprezen-

tácie, musia by´ korene charakteristickej rovnice λk − α1λ
k−1 − . . .− αp = 0 vo vnútri

jednotkového kruhu, a teda korene α(L) = 0 sa musia nachádza´ mimo jednotkového

kruhu. Táto vlastnos´ je podmienkou stacionarity £asového radu (1.3). Ak nastane

prípad, ºe proces má jednotkový kore¬, potom je nestacionárny. Podrobnej²ie o tejto

problematike sa môºeme do£íta´ v £lánkoch [14, 15].

Uvedieme jednoduchý príklad. Uvaºujme proces

xt = xt−1 + ut, x0 = 0, (1.4)

ktorý pouºitím operátora posunu L upravíme do tvaru

xt − xt−1 = (1− L)xt = ut.

Kore¬ charakteristického polynómu (1−L) = 0 je rovný 1, preto proces má jednotkový

kore¬.

Ak proces podrobne rozpí²eme, dostaneme nasledovný tvar

xt = x0 +
∑t

j=1 uj.

Ak predpokladáme, ºe ut je biely ²um, ktorý je charakterizovaný ako nekorelovaný

stochastický proces s nulovou strednou hodnotou a kon²tantnou varianciou σ2, potom

pre varianciu procesu xt platí

V ar(xt) = tσ2.

12



Výmenné kurzy

Z toho vyplýva, ºe variancia procesu je závislá od t a s narastajúcim £asom sa zvä£²uje

aº donekone£na, preto je proces nestacionárny.

Majme dva nestacionárne £asové rady Xt a Yt pozorované v tom istom období.

Ak podliehajú trendu, ten ovplyv¬uje ich spomínané vlastnosti, ktoré uº nemusia by´

kon²tantné, ale závislé od £asu t. Preto, ak by sme sledovali ich koreláciu, potrebujeme

stacionaritu £asových radov, aby hodnoty neboli ovplyvnené spolo£ným trendom.

Uvedieme dva názorné príklady, v ktorých nestacionarita £asových radov spôsobuje

problémy. Prvý rozoberá koreláciu medzi dovozom ropy do USA z Nórska (US crude oil

imports from Norway) a po£tom vodi£ov zabitých pri kolízii s vlakom (Railway train

collisions) [16]. Z Obr. 1.1 pozorujeme silnú závislos´ aj napriek tomu, ºe tieto dve

veli£iny sa neovplyv¬ujú. Ich korelácia má ve©kos´ 0.9545.

Obr. 1.1: Porovanie dvoch nezávislých £asových radov [16]

V druhom príklade pouºijeme na²e dáta, s ktorými budeme v ¤al²ej £asti pracova´.

Na Obr. 1.2 je vykreslený priebeh dvoch £asových radov - výmenných kurzov dvoch

svetových mien vo£i mene dolár, CHF v©avo a JPY vpravo. Vývoj sa zdá by´ odli²ný,

ale aj napriek tomu vypo£ítaná korelácia má hodnotu pomerne vysokú, rovnú 0.64.

Lenºe po stabilizácií £asových radov diferencovním, aby sme z nich získali stacionárne

£asové rady, získame koreláciu, ktorá je takmer o polovicu men²ia, s hodnotou 0.34.

Ak £asové rady nie sú stacionárne, je nutné ich transformova´ do tvaru, ktorý sp¨¬a

túto poºiadavku. Existuje viacero techník, ktoré rie²ia problém stacionarity. Diferenco-

vanie je jedna z metód, ktorá vytvorí z nestacionárneho £asového radu stacionárny eli-

mináciou trendu alebo odstránením jednotkového kore¬a, a zárove¬ stabilizuje strednú
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Obr. 1.2: Porovanie dvoch £asových radov

hodnotu tohto radu.

Na zistenie stacionarity £asového radu sa v ²tatistike pouºívajú testy jednotkového

kore¬a. Nulová hypotéza vyjadruje prítomnos´ jednotkového kore¬a, £o znamená ne-

stacionaritu. Existuje nieko©ko takýchto testov, my pouºijeme ADF test (angl. The

Augmented Dickey-Fuller) [6], ktorý je implementovaný v softvéri R [4] v balí£ku urca

[8] pod názvom ur.df. Nazna£íme my²lienku tohto testu pod©a [7].

Úpravou £asového radu daného predpisom (1.3) získame nasledovný tvar (bez ujmy

na v²eobecnosti zvolíme β = 0)

xt = (α1 + α2 + · · ·+ αp)xt−1 − (α2 + · · ·+ αp)xt−1 + α2xt−2 + · · ·+ αpxt−p + ut

= (α1 + α2 + · · ·+ αp)xt−1 − (α2 + · · ·+ αp)(xt−1 − xt−2) + · · ·+ αp(xt−p−1 − xt−p) + ut.

Kvôli zjednodu²eniu prezna£íme výrazy (α2 + · · · + αp) = −θ1, . . . , αp = −θp−1, a

rozdiel xt−i − xt−i−1 zapí²eme ako diferenciu ∆xt−i pre i = 1, 2, . . . , p. Od obidvoch

strán rovnice od£ítame výraz xt−1 a daný predpis nadobudne nasledovný tvar

∆xt = (α1 + α2 + · · ·+ αp − 1)xt−1 + θ1∆xt−1 + · · ·+ θp∆xt−p−1 + ut. (1.5)

Platí, ºe ak má uvedený proces jednotkový kore¬, potom výraz 1−α1−α2− . . .−αp
je rovný nule. Rovnos´ ekvivalentne vyjadríme ako

∑
αi = 1. Teda nulová hypotéza

zodpovedajúca testu jednotkového kore¬a má tvar: H0 :
∑
αi = 1.

Hypotéza je odvodená z nasledujúcich úvah. Ak výraz (1.5) rozloºíme do pôvodného

tvaru, získame rovnicu

(1− α1L− α2L
2 − . . .− αpLp)xt = ut.
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Jednotkový kore¬ v tomto prípade znamená, ºe ak operátok posunu L bude rovný 1,

výraz 1− α1L− α2L
2 − . . .− αpLp = 0, £iºe 1− α1 − α2 − . . .− αp = 0.

Ak sa vrátime k príkladu (1.4), nulová hypotéza v tomto prípade má tvar H0 : α = 1.

Výraz (1 − αL) = 0 sp¨¬a rovnicu len pre L = 1, pretoºe α = 1. Z nulovej hypotézy

teda vyplýva, ºe proces má jednotkový kore¬.

Vrá´me sa spä´ k príkladu o výmenných kurzoch. Pôvodné nestacionárne dáta mu-

síme upravi´. Funkcia ur.df nezamieta prítomnos´ jednotkového kore¬a, preto dáta

diferencujeme a zlogaritmujeme. Logaritmovanie slúºi na stabilizáciu variancie. Obr.

1.3 zachytáva dva grafy. Prvý vykres©uje vývoj výmenných kurzov, druhý uº upravené

£asové rady.

Obr. 1.3: Vykreslenie £asových radov

Po odhade Pearsonových korelácií ρ̂ij pomocou (1.1) môºeme korela£né vz´ahy zo-

brazi´ gra�cky. Tieto vz´ahy sú spolo£ne zachytené v korela£nej matici na Obr. 1.4.

Obr. 1.4: Korela£ná matica

Z matice pozorujeme silnú závislos´ niektorých výmenných kurzov. Lenºe nevieme z
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nej vyvodi´ závery o tom, ktoré vz´ahy sú signi�kantné. Preto sa budeme ¤alej zaobera´

testovaním signi�kancie korela£ných koe�cientov.

Prvým krokom takéhoto testovania je úprava korela£ných koe�cientov. Aby sme s

koreláciami mohli ¤alej pracova´, je dôleºité ich upravi´ do tzv. varia£no-stabiliza£ného

tvaru. Korela£ný koe�cient dosahuje ohrani£ené hodnoty z intervalu [−1, 1]. V práci

budeme pouºíva´ nasledovnú Fisherovu transformáciu

zij = tanh−1(ρ̂ij) =
1

2
log

(1 + ρ̂ij)

(1− ρ̂ij)
. (1.6)

Slúºi na konvertovanie rozdelenia Pearsonových korela£ných koe�cientov na hodnoty

s pribliºne normálnym rozdelením. Podrobnej²ie informácie o transformácií môºeme

nájs´ napr. v práci [39].

�al²ím dôleºitým krokom je správny výpo£et p-hodnoty, ktorá hovorí o sile hypotézy

a jej signi�kancii. Ak by sme testovali kaºdú hypotézu nezávisle, ale pri rovnakej úrovni

signi�kancie, výsledná pravdepodobnos´ nesprávneho zamietnutia by bola ove©a vy²²ia

ako nominálna, ktorú sme pouºili pri samostatných testoch. Ke¤ºe chceme testova´

viacero hypotéz sú£asne, je nutné pouºi´ jej upravenú hodnotu (angl. adjusted p-value)

[22], ktorá berie do úvahy viacnásobné testovanie.

Korelácie vyjadrujú vz´ahy medzi objektmi. Vz´ahy môºu by´ pozitívne alebo ne-

gatívne, záleºia od znamienka korelácie. Následne tieto vz´ahy môºeme zakresli´ do

spolo£ného grafu, kovaria£ného (korela£ného) grafu G = (V,E), kde objekty predsta-

vujú vrcholy V a korelácie hrany medzi nimi

E = {{i, j} ∈ V (2) : ρij 6= 0}.

Okrem tohto spomínaného grafu existuje viacero tried grafov. Napríklad, ak sú hrany

váºené, pri£om váhy môºu by´ dané koreláciami, hovoríme o váºených grafoch. �al²ím

typom sú orientované a neorientované grafy, ktoré sa ur£ujú pod©a toho £i hrany majú

ur£enú orientáciu alebo nie.

My budeme pouºíva´ vy²²ie opísaný korela£ný graf. Pri zostrojovaní jeho hrán je

dôleºité rozozna´, ktoré vz´ahy sú signi�kantné. Je to ekvivalentné s testovaním hypo-

tézy

H0 : ρij = 0 vs. H1 : ρij 6= 0. (1.7)

16



Výmenné kurzy

Obr. 1.5: Korela£ný graf

Ak sledujeme závislos´ na N objektoch, testujeme N(N−1)
2

hypotéz simultánne. Toto

£íslo predstavuje mnoºstvo potenciálnych hrán v grafe G.

V na²om prípade pozorujeme 18 výmenných kurzov, ktoré môºu ma´ medzi sebou

153 významných vz´ahov. Vypo£ítaním upravenej p-hodnoty a následným testovaním

hypotéz (1.7), získame 46 signi�kantných korelácií.

V¤aka vypo£ítaným signi�kantným koreláciám vieme vykresli´ graf korela£ných

vz´ahov (Obr. 1.5), ktorých po£et je výrazne men²í neº mnoºstvo potenciálnych hrán

v grafe.

1.3 Vzdialenosti vypo£ítané z korelácií

Dôleºitou veli£inou pouºívanou v matematike je matica vzdialeností. V teórii grafov

má ²iroké vyuºitie, napríklad v analýze hierarchického zhlukovania (angl. Hierarchical

Cluster Analysis), £o je jedna z metód zhlukovej analýzy. Vlastnosti, ktorými sa vy-

zna£uje sú: ²tvorcovos´, symetrickos´ a nulová diagonála. Hodnoty v matici vyjadrujú

vzdialenosti medzi pozorovanými objektami a môºu by´ vypo£ítané pomocou rôznych

metrík.

Na²u maticu vzdialeností získame z korela£nej matice transformáciou korela£ných

koe�cientov, vypo£ítaním euklidovských vzdialeností nasledovným spôsobom

dij =
√

2(1− ρij).
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Dôvod pouºívania práve tejto vzdialenosti je odvodený v práci [20, 21]. Výhodou zvo-

lenia tejto miery je, ºe v²etky vzdialenosti dij leºia medzi hodnotami 0 a 2, ke¤ºe

korela£ný koe�cient nadobúda hodnoty z intervalu [−1, 1].

Usporiadané zhluky, získané pomocou hierarchického zhlukovania, sa zvy£ajne gra-

�cky vyobrazujú pomocou ²peciálnych stromových grafov, nazývaných dendrogramy.

Tie obsahujú ramená spájajúce údaje - uzly, a tak vytvárajú strom ur£itej vý²ky. Táto

vý²ka vyjadruje vzdialenos´ objektov, £ím sú dva uzly od seba viac vzdialené, tým

majú medzi sebou men²iu koreláciu.

Dendrogram získaný z vypo£ítaných hodnôt korelácií výmenných kurzov je zachy-

tený na Obr. 1.6. Spomedzi v²etkých vzdialeností má dvojica výmenných kurzov -

dánska koruna (DKK) a euro (EUR), nachádzajúca sa v spodnej £asti, najmen²iu

vzdialenos´.

Na druhej strane, japonský jen (JPY) je v grafe umiestnený najvy²²ie, £o zna£í o

jeho ve©kej vzdialenosti od ostatných mien. Z de�nície vzdialenosti dij jeho postavenie

hovorí o malej hodnote korelácie vo£i ostatným menám.

Obr. 1.6: Dendrogram
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1.4 Stromy a najlacnej²ie kostry

Teória grafov [24, 27] slúºi na de�novanie objektov a vz´ahov medzi nimi. Kaºdý graf

G = (V,E) sa skladá z mnoºiny vrcholov V, ktoré predstavujú objekty a mnoºiny hrán

E vyjadrujúcich ich vzájomné vz´ahy.

Strom je súvislý neprázdny graf, ktorý neobsahuje kruºnicu. Je to gra�cké vyjadrenie

£lenenia mnoºiny a jej podmnoºín. Ozna£uje sa písmenom T = (V,E).

Ur£i´ £i daný graf je strom môºe by´ v niektorých prípadoch zloºité. Preto sa po-

uºívajú rôzne de�nície a charakteristiky. Dôleºitým pozorovaním je, ºe kaºdý strom s

aspo¬ dvomi vrcholmi obsahuje aspo¬ dva vrcholy stup¬a jeden, t.j. koncové vrcholy

alebo tieº nazývané listy (pozorovanie platí len pre kone£né stromy). V tejto £asti práce

budeme pracova´ s literatúrou [24].

Nasledujúca veta uvádza hlavné vlastnosti stromu v tvare piatich ekvivalencií.

Veta 1. (Charakterizácia stromu pod©a [24]) Nech G = (V,E) je graf, pre ktorý sú

nasledujúce podmienky ekvivalentné:

i) G je strom.

ii) (jednozna£nos´ cesty) Pre kaºdé dva vrcholy x, y ∈ V existuje práve jediná cesta

z x do y.

iii) (minimálna súvislos´) Graf G je súvislý. Vynechaním ©ubovo©nej hrany vznikne

nesúvislý graf.

iv) (maximálny graf bez kruºníc) Graf G neobsahuje kruºnicu a pridaním novej hrany

vznikne nový graf, ktorý uº obsahuje kruºnicu.

v) (Eulerov vzorec) Graf G je súvislý a platí |V | = |E|+ 1.

Kostra grafu

Kaºdý súvislý graf má kostru. Teda ak G = (V,E) je graf, potom kostra grafu G je

strom T = (V,E ′), kde E ′ ⊆ E. Zárove¬ je podgrafom grafu G a obsahuje v²etky

vrcholy pôvodného grafu G. Platí vlastnos´, ºe medzi kaºdými dvomi vrcholmi existuje

práve jedna cesta.
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Na nájdenie kostry grafu existujú rôzne algoritmy. My uvedieme dva z nich.

Algoritmus 1.

Nech G = (V,E) je graf obsahujúci n vrcholov a m hrán, ktoré sú ©ubovo©ne zoradené

do postupnosti {e1, e2, . . . , em}.

Algoritmus postupným pridávaním hrán vytvára mnoºiny E0 ⊆ E1, · · · ⊆ E, kde

E0 = ∅. Kon£í, ak po pridaní ¤al²ej hrany vznikne kruºnica, teda obsahuje n− 1 hrán

alebo sa uº prebrali v²etky hrany grafu G, teda i = m.

Algoritmus je daný nasledovnou formulkou

Ei =

Ei−1 ∪ {ei} ak graf (V,Ei−1 ∪ {ei}) neobsahuje kruºnicu

Ei−1 inak.

Tvrdenie spolu s dôkazom o správnosti algoritmu je popísaný v literatúre [24].

Algoritmus 2.

Rovnako ako v predchádzajúcom algoritme uvaºujme, ºe graf G = (V,E) je zloºený z

n vrcholov a m hrán. Postupne budeme vytvára´ mnoºiny vrcholov V0 ⊆ V1 · · · ⊆ V a

mnoºiny hrán E0 ⊆ E1, · · · ⊆ E, kde V0 = {v} je ©ubovo©ný vrchol a E0 = ∅.

Algoritmus funguje nasledovne: po vytvorení mnoºín Vi−1 a Ei−1 nájdeme hranu ei =

{xi, yi} ∈ E(G), kde xi ∈ Vi−1 a yi ∈ V \Vi−1. Vzniknú nové mnoºiny Vi = Vi−1∪{yi} a

Ei = Ei−1 ∪ ei. V prípade, ºe taká hrana neexistuje, algoritmus kon£í. Algoritmus ako

aj tvrdenie o jeho správnosti nájdeme v knihe [24].

Najlacnej²ia kostra grafu

V tejto £asti poºadujeme graf G = (V,E) s ohodnotenými hranami. To znamená, ºe

kaºdej hrane e ∈ E priradíme ur£itú váhu w(e) (nezápornú hodnotu), £o v niektorých

prípadoch môºe reprezentova´ vzdialenos´ medzi vrcholmi . Takýto graf s ohodnotením

hrán w : E → R nazývame sie´.

V teórii grafov najlacnej²ou kostrou grafu (angl. Minimum Spanning Tree) sa ozna-

£uje ²peciálny druh grafu, ktorý spája v²etky vrcholy bez vytvorenia kruºnice a zárove¬

ve©kos´ stromu, teda d¨ºka hrán, je minimálna.
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Pod problémom najlacnej²ej kostry grafu rozumieme úlohu nájs´ podgraf (V,E ′),

kde sú£et ohodnotených hrán bude minimálny, £o môºeme zapísa´, ºe uvedený sú£et

w(E ′) =
∑
e∈E′

w(e)

bude £o najmen²í.

Graf môºe obsahova´ viacero kostier. Existuje nieko©ko metód na rie²enie tohto

problému. V na²ej práci budeme pouºíva´ Kruskalov algoritmus. Ostatné algoritmy

(ako Bor·vkov, Primov, ale aj zloºitej²ie) nájdeme v prácach [24, 25, 26].

Kruskalov algoritmus

Vstupom algoritmu je súvislý graf G = (V,E) s ohodonotenými hranami w a ich

usporiadaním pod©a váhy w(e1) ≤ w(e2) ≤ · · · ≤ w(em). Po aplikovaní algoritmu 1.

získame Kruskalov algoritmus, tieº nazývaný paºravý algoritmus.

Uvedený algoritmus rie²i problém najlacnej²ej kostry, £o je podrobne rozobraté v

literatúre [24].

Pre lep²ie pochopenie uvedieme príklad Kruskalovho algoritmu. Pokúsime sa nájs´

najlacnej²iu kostru nasledujúceho grafu.

Kruskalov algoritmus postupne vyberá hrany s najmen²ou váhou. Týmto spôsobom

spojí v²etky vrcholy. Podmienkou ale je, ºe spojením dvoch vrcholov nemôºe vzniknú´

kruºnica.

V na²om príklade ako prvú hranu vyberie s váhou 1, ktorá sa nachádza medzi

vrcholmi F a G, druhú hranu medzi vrcholmi A a B s ohodonotením 2, at¤. Postup,

ako aj najlacnej²ia kostra grafu, je vyzna£ený na nasledujúcom obrázku.
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Najlacnej²ia kostra a výmenné kurzy

Vrá´me sa k príkladu o výmenných kurzoch. Na tieto dáta aplikujeme výpo£et najlac-

nej²ej kostry. Z vypo£ítanej matice vzdialeností odvodíme maticu dosaºite©nosti (angl.

Adjacency matrix ). Matica slúºi na reprezentáciu kone£ného grafu a jej £leny vyjadrujú

£i vrcholy v grafe spolu susedia alebo nie. Následne ju vyuºijeme na výpo£et najlacnej²ej

kostry. Pomocou funkcie minimum.spanning.tree z balí£ka igraph [9], ktorej vstupom

je práve táto matica, získame nasledujúcu kostru.

Obr. 1.7: Najlacnej²ia kostra grafu

1.5 Zhlukovanie a tvorba komunít

Úlohou sie´ovej analýzy je zoskupenie objektov do spolo£ných zhlukov, pri£om tieto

objekty zdie©ajú spolo£né znaky a sú si navzájom viac podobné ako s objektami z iných
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zhlukov. Týmto spôsobom sa snaºí nájs´ ²truktúru dát a na tvorbu skupín vyuºíva len

informácie získané z dát.

Existuje viacero spôsobov ako zoskupi´ dáta do zhlukov. My sme v na²ej práci vyuºí-

vali balí£ek igraph [9], ktorý sa pouºíva pri práci so sie´ovou analýzou a vizualizáciou

grafov. Sú v ¬om zahrnuté algoritmy, ktoré sú schopné po£íta´ zhluky v grafoch a

mnoho iných funkcií.

V práci sme kniºnicu a v nej implementované algoritmy vyuºívali predov²etkým na

zis´ovanie komunít a ich tvorbu v najlacnej²ej kostre. Ich procesy sa navzájom lí²ia,

pretoºe sú zaloºené na odli²ných princípoch. Niº²ie poskytujeme stru£né vysvetlenie

niektorých z nich [13].

• cluster_edge_betweenness - hierarchická metóda, ktorá na vytvorenie ko-

munít vyuºíva blízkos´ (angl. betweenness) vrcholov, £o je jeden z centrálnych

indexov. Algoritmus je zostavený z nieko©kých krokov. Najskôr z grafu postupne

odstra¬uje hrany s najvy²²ou hodnotou blízkosti. V druhom kroku znovu vypo-

£íta blízkos´ vrcholov a opakuje prvý krok. Proces sa opakuje, aº kým nie sú

odstránené v²etky hrany z grafu.

• cluster_fast_greedy - nedeterministická aglomeratívna metóda, ktorá priamo

optimalizuje výsledky modularity. Nájde optimálne lokálne rie²enia, £o ale v nie-

ktorých prípadoch môºe spôsobi´ komplikácie. Algoritmus je schopný spracova´

aj ve©mi ve©ké siete a nájs´ ich ²truktúru.

• cluster_label_prop - algoritmus vyuºíva metódu detekcie komunity. To zna-

mená, ºe na za£iatku je kaºdý vrchol ozna£ený a v kaºdom kroku vrcholy získa-

vajú také ozna£enie ako má vä£²ina susedných vrcholov. Algoritmus je schopný

pracova´ tieº s váºenými hranami v grafe.

• cluster_louvain - algoritmus je zaloºený na modularitnej optimalizácii. V kaº-

dom kroku sa priradia do komunity objekty s najvä£²ou vzájomnou modularitou.

Proces prira¤ovania prebieha dovtedy, kým nevznikne jeden ve©ký zhluk zloºený

zo v²etkých objektov alebo pokia© sa modularita uº nezvy²uje a ostáva rovnaká.

• cluster_optimal - hlavnou úlohou tejto metódy je transformácia modulárnej

optimalizácie na problém celo£íselného programovania. V tomto ²tádiu algorit-
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mus pracuje s kniºnicou GLPK, £o je softvér na rie²enie rozsiahleho lineárneho

programovania.

• cluster_walktrap - proces je zaloºený na metóde náhodnej prechádzky, pomo-

cou ktorej vrcholom prira¤uje podobnos´. Tento algoritmus patrí medzi najrých-

lej²ie, je ve©mi efektívny a schopný vhodne zachyti´ ²truktúru zhlukov.

Aplikáciou funkcie cluster_walktrap na vypo£ítanú najlacnej²iu kostru na Obr. 1.7,

získame zhluky výmenných kurzov na Obr. 1.8.

Obr. 1.8: Najlacnej²ia kostra grafu a zhluky

1.6 Parciálne korelácie

Uvedieme príklad pod©a [23]. K dispozícii máme výber 153 génových expresií bektérie

Escherichia.coli, známej ako E.coli, so 40 meraniami v rôznych podmienkach. Tieto dáta

sú obsiahnuté v balí£ku sand [10]. Budeme skúma´ ich správanie po£as experimentov a

h©ada´ asociácie medzi nimi. Na Obr. 1.9 sú vykreslené známe vz´ahy medzi v²etkými

génmi, aj tými, ktoré nie sú v na²om výbere. Celkovo týchto vz´ahov - hrán je 209.

Budeme postupova´ pod©a [23], kde bola táto metóda spracovaná. Ke¤ºe neuvá-

dzame v²etky génove expresie, budeme skúma´ 153×152
2

= 11628 potenciálnych vz´ahov,

ktoré môºu ma´ tieto vybrané gény medzi sebou a vykonáme rovnaký po£et simultán-

nych testov na získanie signi�kantných korelácií. Ku kaºdému vypo£ítame p-hodnoty
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Obr. 1.9: Sie´ vz´ahov medzi génmi baktérie E.coli

a porovnáme s príslu²nou pä´ percentnou kritickou hodnotou normálneho rozdelenia,

pretoºe ak vektor (Xi, Xj)
T má viacrozmerné normálne rozdelenie, potom aj hustotu

korelácie ρij za platnosti nulovej hypotézy, ktorá hovorí o nezávislosti vz´ahov, vieme

aproximova´ hustotou normálneho rozdelenia.

Testovaním získame 5 227 signi�kantných vz´ahov medzi génmi, ktoré tvoria hrany

v grafe. Táto hodnota predstavuje nadmerne ve©ké £íslo, ktoré je pochybné, pretoºe

také mnoºstvo vz´ahov medzi génmi nie je v skuto£nosti moºné. O tomto závere sa

môºeme presved£i´ tieº z Obr. 1.9, kde je po£et hrán medzi génmi podstatne men²í,

pritom sú na ¬om vykreslené v²etky vz´ahy a nie len tie, ktoré my skúmame.

Kvôli nedôveryhodným predchádzajúcim výsledkom sme motivovaní skúma´ vz´ahy

génových expresií iným spôsobom. Vyuºijeme parciálne korelácie, a po ich aplikácií

na dáta baktérie E.coli, získame 25 podmienených p-hodnôt, ktoré sa vyzna£ujú ako

²tatisticky významné. Je to podstatne men²ie £íslo ako v predchádzajúcom prípade. Ak

by sme si vypísali dvojice so signi�kantnou p-hodnotou a porovnali s databázou alebo

literatúrou, kde sú tieto vz´ahy uvedené, ©ahko by sme sa presved£ili o korektnosti

vz´ahov.

Ak majú dva vrcholy i, j ∈ V silnú koreláciu medzi charakteristikami Xi a Xj, nutne

to neznamená, ºe musia by´ silno korelované. Tento vz´ah môºe by´ ovplyvnený iným,

tretím vrcholom k ∈ V , s ktorým sú tieto dva atribúty silno korelované. Pomocou
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parciálnych korelácií môºeme tieto nepriaznivé vz´ahy odstráni´.

Nech mnoºina Sm = {k1, . . . , km}. Potom parciálne korelácie medzi Xi a Xj vzh©a-

dom k XSm = (Xk1 , . . . , Xkm)T de�nujeme nasledovne

ρij|Sm =
σij|Sm√

σii|Smσjj|Sm
.

Po výpo£te parciálnych korelácií môºu by´ vz´ahy vizualizované pomocou sietí.

Kaºdý vrchol zodpovedá jednej premennej a hrana závislému vz´ahu, kde parciálna

korelácia vyjadruje váhu hrany. Dva objekty nezdie©ajú medzi sebou ºiadnu hranu, ak

ich parciálna korelácia je rovná nule.

Pri zostrojovaní korela£ného grafu vytvárame hrany iným spôsobom ako pri oby£aj-

ných koreláciách, nasledovne

E = {{i, j} ∈ V (2) : ρij|Sm 6= 0, pre v²etky Sm ∈ V (m)
\{i,j}}.

Pri testovaní, £i daná hrana existuje alebo nie, testujeme nové hypotézy

H0 : ρij|Sm = 0 pre nejaké Sm ∈ V (m)
\{i,j} vs. H1 : ρij|Sm 6= 0 pre v²etky Sm ∈ V (m)

\{i,j},

ktoré môºeme rozloºi´ na mnoºinu men²ích podtestov s hypotézami

H0 : ρij|Sm = 0 vs. H1 : ρij|Sm 6= 0. (1.8)

Ako v predchádzajúcom prípade, korelácie ρij|Sm nahradíme výberovými koreláciami

ρ̂ij|Sm , ktoré transformujeme Fisherovou transformáciou [23]

zij|Sm = 1
2
log[

1+ρ̂ij|Sm

1−ρ̂ij|Sm
].

Príslu²né p-hodnoty vypo£ítame ako

pij,max = max{pij|Sm : Sm ∈ V (m)
\{i,j}},

kde pij|Sm sú p-hodnoty z men²ích podtestov.

Existujú dva najbeºnej²ie postupy výpo£tu parciálnych korelácií. Prvý z nich [28],

ke¤ parciálne korelácie získame ako inverznú maticu kovarian£nej matice Σ spo£ítanej

zo súboru dát X, s ktorými pracujeme. Predpokladáme, ºe výber má rozdelenie s

varian£nou maticou Σ. Korelácie zapí²eme nasledovne
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K = Σ−1,

kde κij po ²tandardizácii vyjadruje parciálnu koreláciu medzi xi a xj. Matica K sa

nazýva koncentra£ná matica (angl. Concentration matrix ) a opisuje úplnú parciálnu

koreláciu medzi v²etkými objektami

ρ(xi, xj|x−(i,j)) =
−κij√
κiiκjj

.

Druhý prístup [29] je pomocou regresie, kedy je jedna premenná modelovaná pomo-

cou ostatných premených

yi = βi0 + βi1y1 + βi2y2 . . .+εi, i = 1, 2, . . . , N .

Platí, ºe ak βij 6= 0 pre nejaké i 6= j, tak potom i a j sú parciálne korelované.

Ak ²tandardnú odchýlku pre nejakú premennú x ozna£íme D(x), potom korelácie

vypo£ítame nasledovne

ρ(xi, xj|x−(i,j)) =
βijD(εj)

D(εi)
,

£o vyjadruje ekvivalenciu medzi tým, ºe xi a xj sú parciálne korelované a lineárnou

koreláciou medzi rezíduami xi a xj.

Teóriu parciálnych korelácií aplikujeme na £asových radoch obsahujúcich informácie

o výmenných kurzoch. Vypo£ítame ich pomocou funkcie pcor z balí£ka ppcor [12] a

spolo£ne vykreslíme v korela£nej matici na Obr. 1.10.

Pri porovnaní matice s oby£ajnými koreláciami na Obr.1.4 si v²imneme výrazné

rozdiely. Okrem pozitívnych vz´ahov, vyzna£ených modrou farbou, sa tu objavuje vä£²í

po£et negatívnych korelácií.

Po otestovaní hypotéz (1.8) získame 19 signi�kantných parciálnych korelácií, ktoré

sú v grafe na Obr. 1.11 reprezentované hranami. �truktúra siete sa odli²uje od grafu

oby£ajných korelácií. Delí sa na ²tyri men²ie podgrafy. Je to spôsobené vplyvom sil-

ných negatívnych korelácií, ktoré spôsobujú separáciu výmenných kurzov a men²ím

po£tom ²tatisticky významných vz´ahov. Výmenné kurzy v kaºdom podgrafe sú na-

vzájom pozitívne korelované a v porovnaní s ostatnými vrcholmi, ktoré sa v danom

podrafe nevyskytujú, sú tieto vz´ahy silnej²ie. Toto platí pre kaºdú skupinu aº na jednu
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Obr. 1.10: Matica parciálnych korelácií

Obr. 1.11: Graf parciálnych korelácií

výnimku, ktorá obsahuje CZK. Ostatné meny sú v podgrafe navzájom silno negatívne

korelované, len so CZK vykazuje pozitívnu koreláciu.

Z parciálnej korela£nej matice získame maticu vzdialeností rovnakým výpo£tom ako

pri oby£ajných koreláciách, pomocou euklidovských vzdialeností dij =
√

2(1− ρij). Vy-

kreslíme prislúchajúci stromový diagram - dendrogram. Rovnako platí, £ím je korelácia

medzi dvomi vrcholmi men²ia, tým je ich vzdialenos´ vä£²ia a naopak.

Pri h©adaní najlacnej²ej kostri pre parciálne korelácie budeme pokra£ova´ ako v

prípade oby£ajných korelácií a na vypo£ítané parciálne korelácie uplatníme rovnaké

funkcie. Získaná najlacnej²ia kostra spolu so zhlukmi je vyobrazená na Obr. 1.13.
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Obr. 1.12: Dendrogram parciálnych korelácií

Obr. 1.13: Najlacnej²ia kostra pre parciálne korelácie

V²imnime si umiestnenie vrcholov CZK, PLN, CHF, GBP, ktoré sa v korela£nom

grafe na Obr. 1.11 vyskytujú v spolo£nom podgrafe aj napriek silným vzájomným ne-

gatívnym parciálnym koreláciám. Algoritmus na ur£enie komunít v najlacnej²ej kostre

ich zatriedil do spolo£ného zhluku. CZK, ktorá má silné pozitívne korelácie s ostatnými

menami, sa nachádza uprostred a s kaºdou menou zdie©a hranu. Ostatné spomenuté

29



Výmenné kurzy

meny nezdie©ajú medzi sebou ºiadne hrany. Dôvodom, pre£o táto ²tvorica ²tátov tvorí

samostatnú skupinu, môºe by´ silná pozitívna korelácia týchto výmenných kurzov s

CZK. Funkcia minimum.spanning.tree vytvorila hrany CZK s ostatnými spomenutými

menami, ale vz´ahy medzi PLN, CHF a GBP sa uº v najlacnej²ej kostre neobjavujú.
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2 Výnosové rozpätie

Jedným z meradiel, ktoré pouºívajú investori na meranie výdavkov konkrétnych dlho-

pisov, sa nazýva výnosové rozpätie (angl. Yield Spread) [38]. Vo v²eobecnosti je de�no-

vaný ako rozdiel medzi výnosmi dvoch �nan£ných nástrojov s rôznou dobou splatnosti,

teda ho spo£ítame odrátaním výnosu do splatnosti jedného produktu od výnosu do

splatnosti druhého produktu. Vyjadruje rizikovú prémiu jedného produktu nad dru-

hým [37]. Napríklad, ak dlhopis s maturitou 30 rokov má výnos 10 % a iný dlhopis s

maturitou 5 rokov vyná²a 5 %, potom výnosové rozpätie medzi nimi sa vypo£íta ako:

10 % - 5 % = 5 %.

Výnosové rozpätie môºe ma´ v sú£asnosti mnohostrannej²ie vyuºitie. Ako je uvedené

v £lánku [36], autor sa zaoberal predikovaním budúcich výskytov simultánnych recesií v

niektorých krajinách sveta. Výskyt recesií skúmal pomocou výnosového rozpätia, ktoré

pouºil v probit modeloch.

Kvôli zaujímavému vyuºitiu a mnohotvárnosti výnosového rozpätia sme sa aj my

zamerali na túto veli£inu a prostredníctvom nej skúmame vz´ahy európskych krajín a

ich vzájomných korelácií.

V tejto £asti budeme pracova´ s dlhodobými a krátkodobými úrokovými mierami

sú£asne. Dlhodobé úrokové miery sa vz´ahujú na ²tátne dlhopisy s dlh²ou dobou splat-

nosti. Sú vyvodené z cien, s ktorými sú ²tátne dlhopisy obchodované na �nan£ných

trhoch a ich splatenie zaru£uje vláda. Krátkodobé úrokové miery sú sazby, za ktoré

obchodujú �nan£né in²titúcie.

Dáta budeme £erpa´ z internetovej stránky OECD [5]. V na²om prípade budeme

pracova´ s úrokovými mierami dvanástich krajín, ktoré sú sú£as´ou Eurozóny. Dlhodobé

úrokové miery majú splatnos´ desa´ rokov a krátkodobé úrokové miery expira£nú dobu

tri mesiace. Dáta sú mesa£né, v £asovom rozpätí od januára 2001 do februára 2017. Na

Obr. 2.1 je znázornený vývoj krátkodobých a dlhodobých úrokových mier niektorých

²tátov.

Odrátaním krátkodobých úrokových mier od dlhodobých získame výnosové rozpä-

tie. ADF testy, zahrnuté v balí£ku urca [8], potvrdia nestacionaritu £asových radov.

Diferencovaním dát získame stacionárne £asové rady, £o je podstatný krok pre ¤al²iu

korektnú prácu s dátami, ako sme vysvetlili v predchádzajúcej kapitole. V nasledujúcej
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Obr. 2.1: Krátkodobé a dlhodobé úrokové miery krajín: SVK, DEU, ITA, GRC

£asti sa budeme zaobera´ vz´ahmi medzi výnosovými rozpätiami ²tátov, ich koreláciami

a parciálnymi koreláciami. Obr. 2.2 znázor¬uje vývoj výnosového rozpätia v jednotli-

vých krajinách. Prvý obrázok pred diferencovaním radov, na druhom sú vykreslené

stacionárne £asové rady.

Obr. 2.2: Vývoj £asových radov (v©avo pred diferencovaním)

Výber ²tátov tvoria £lenovia Eurozóny. Nezvolili sme v²etky krajiny, ale len tie, ku

ktorým sme mali dostatok dát k dispozícii. Krajiny Eurozóny majú spolo£né niektoré

�nan£né in²titúcie (napr. Európsku centrálnu banku), ktoré rozhodujú o mnohých dô-

leºitých otázkach. Ich ekonomiky sú poprepájané, £o sa odzkrad©uje na vypo£ítaných

koreláciách. Obr. 2.3 zachytáva korela£nú maticu. Vzájomné vz´ahy výnosových rozpätí

²tátov sa zdajú by´ silno korelované aº na jednu výnimku - Grécko, ktorého korelácie

sú takmer v²etky nulové.

Dáta sú tvorené 12 európskymi ²tátmi, ktoré môºu medzi sebou nadobudnú´ maxi-
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Obr. 2.3: Korela£ná matica

málne 66 korelácií. V²etky korelácie v²ak nemusia by´ signi�kantné.

Budeme postupova´ ako v predchádzajúcej kapitole 1. Korelácie stabilizujeme po-

mocou Fisherovej transformácie (1.6), otestujeme hypotézy o nulovosti korelácií (1.7) a

vypo£ítame p-hodnoty, ktoré porovnáme s pä´ percentými kritickými hodnotami nor-

málneho rozdelenia. Týmto spôsobom získame 56 ²tatisticky významných korelácií.

Signi�kantné vz´ahy vykreslíme do grafu (Obr. 2.4). Sie´ vz´ahov je hustá, pretoºe

obsahuje ve©a hrán - signi�kantných korelácií.

Obr. 2.4: Graf oby£ajných korela£ných vz´ahov

Spo£ítame parciálne korelácie. To nám umoº¬uje vylú£i´ vz´ahy dvoch ²tátov, ktoré
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sú ovplyvnené výnosovým rozpätím tretieho ²tátu, s ktorým majú tieto dve krajiny

vzájomnú koreláciu. Otestujeme hypotézy o nulovosti podmienených korelácií (1.8)

a následne vypo£ítané p-hodnoty porovnávame s pä´ percentnými kritickými hodno-

tami normálneho rozdelenia. Postupne sa dopracujeme k výsledku s 21 signi�kantnými

parciálnymi koreláciami, ktoré sú vyobrazené na Obr. 2.5. Rozdiel v po£te korelácií s

predo²lým výsledkom je nezanedbate©ne výrazný.

Obr. 2.5: Graf parciálnych korela£ných vz´ahov

Na predchádzajúcich výsledkoch pozorujeme dôleºitos´ po£ítania parciálnych kore-

lácií najmä pri práci s vä£²ím po£tom objektov, ktoré sa môºu navzájom ovplyv¬ova´.

Tak odstránime neexistujúce vz´ahy, ktoré by mohli výrazne ovplyvni´ interpretáciu

výsledkov.

Porovnanie oby£ajných a parciálnych korelácií

Pri po£ítaní oby£ajných korelácií vy²lo 56 signi�kantných z celkového po£tu 66. Ak vy-

po£ítame parciálne korelácie, toto mnoºstvo sa zredukuje na 21 významných korelácií,

£o je podstatný rozdiel. Porovnaním grafov korela£ných vz´ahov (Obr. 2.4 a Obr. 2.5)

si v²imneme, ºe v prípade parciálnych korelácií sa ve©a hrán v grafe uº neobjavuje.

�al²í prístup, ktorý poslúºi na analýzu vz´ahov výnosového rozpätia, je najlacnej-
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²ia kostra grafu. Jej gra�ckým vyjadrením pozorujeme rozdiely medzi oby£ajnými a

pariálnymi koreláciami.

Obr. 2.6: Najlacnej²ie kostry grafu pre oby£ajné (v©avo) a parciálne (vpravo) korelácie

Grafy na Obr. 2.6 predstavujú najlacnej²ie kostry grafu pre výnosové rozpätia kra-

jín. Graf v©avo vyjadruje oby£ajné korelácie, vpravo parciálne korelácie. Sú vykres-

lené pomocou funkcie minimum.spanning.tree a zhluky sú zhotovené funkciou walk-

trap.community, obidve funkcie sú z balí£ka igraph [9].

Ako sme vy²²ie spomínali, pri oby£ajných koreláciách môºu vznika´ vz´ahy, ktoré

v skuto£nosti neexistujú. Tieto dôsledky pozorujeme ako rozdiely medzi najlacnej²ími

kostrami oby£ajných a parciálnych korelácií a vytvorení zhlukov.

Pri porovnaní korela£ných matíc parciálnych a oby£ajných korelácií na Obr. 2.7 si

v²imneme výrazné zmeny. Ako prvé, ve©ký úbytok signi�kantných parciálnych korelácií.

Súvislosti vz´ahov sú tieº pozorovate©né na Obr 2.6. Napríklad, krajina FRA má pod©a

matíc výraznej²ie vz´ahy s BEL, AUT a DEU, a zárove¬ tieto vz´ahy pozorujeme

v najlacnej²ej kostre parciálnych korelácií, kde FRA priamo zdie©a hrany s týmito

krajinami.

Ak upriamime pozornos´ na ²tát GRC, v²imneme si druhú zmenu. V obidvoch gra-

foch sa síce nachádza na okrajoch, £o vypovedá o jeho slabých koreláciách v porovnaní

s ostatnými krajinami, ale v prípade parciálnych korelácií pozorujeme v matici ich

nárast. V kladnom smere s krajinami ESP a PRT a v zápornom vz´ahu s ITA a NLD.

Pomocou matíc na Obr. 2.7 môºeme lep²ie porozumie´ ako vznikla najlacnej²ia
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Obr. 2.7: Porovnanie korela£ných matíc pre výnosové rozpätie: v©avo oby£ajné korelá-

cie, vpravo parciálne korelácie

kostra parciálnych korelácií. Krajiny s najvy²²ím po£tom signi�kantných korelácií, ako

ITA, FRA a ESP, majú viac vz´ahov s ostatnými krajinami, £o sa prejavuje vä£²ím

po£tom hrán v grafe.

Zaujímavá je zmena korelácií pri dvojiciach ²tátov DEU-BEL a ITA-GRC. V prípade

druhej dvojice sa negatívna korelácia, ktorú sme pozorovali len miernu pri oby£ajných

koreláciách, zvý²ila dos´ výrazne. Na druhej strane, ²táty DEU-BEL mali medzi se-

bou silnú pozitívnu koreláciu. V prípade parciálnych korelácií sa zmenila na výrazne

negatívnu.

V najlacnej²ej kostre niektoré hrany nevystupujú ako v grafe korela£ných vz´ahov

na Obr. 2.5, £o je dôsledkom stavby tohto typu stromu. Preto môºeme podrobnej²ie

skúma´ súvislos´ výnosového rozpätia ²tátov, ich vzájomnú prepojenos´ a pozorova´,

ktoré ²táty sú významnej²ie alebo menej významné v porovnaní s ostatnými.

2.1 Centralita vrcholov

Dôleºitou sú²as´ou sie´ovej analýzy a teórie grafov je skúmanie centrality vrcholov.

Znamená to identi�káciu, ktoré uzly sú v sieti vplyvnej²ie neº ostatné. V práci sme sa

zaoberali tromi základnými mierami centrality, ktoré vypo£ítame pomocou vhodných

funkcií, ktoré sú zahrnuté v balí£ku igraph [9].
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• Centralita stup¬a udáva absolútny po£et hrán, ktoré sú priamo spojené s daným

uzlom. Vä£²í po£et väzieb evokuje zvýhodnenú pozíciu, teda vä£²iu centralitu.

Po£ítame ju pomocou funkcie degree.

• Centralita blízkosti matematicky vyjadruje prevrátenú hodnotu sú£tu vzdiale-

ností 1od jedného vrchola ku v²etkým ostatným. Inak povedané, ako daný vr-

chol môºe jednoducho dosiahnú´ ostatné vrcholy bez toho, aby musel by´ s nimi

priamo spojený. �ím je blízkos´ vrchola vä£²ia, tým vä£²ia je moºnos´ sa z neho

dosta´ ku ostatným vrcholom. Tieto hodnoty vypo£ítame funkciou closeness.

• Centralita stredovej medzipolohy udáva po£et prípadov, kedy je vrchol najkrat²ou

cestou medzi ostatnými vrcholmi. Vä£²ia hodnota vyjadruje viac ciest, ktoré budú

daným vrcholom prechádza´. Funkcia betweenness slúºi na výpo£et centrality

stredovej medzipolohy.

Budeme pracova´ s parciálnymi koreláciami a na²u pozornos´ upriamime na dva typy

grafov, graf korela£ných vz´ahov a najlacnej²iu kostru. Ich vykreslením na Obr.2.5 a

Obr.2.6 (vpravo najlacnej²ia kostra) a vzájomným porovnaním výsledkov potvrdíme

ich odli²nú ²truktúru. Preto predpokladáme, ºe aj hodnoty ich mier centrality sa budú

lí²i´. V tabu©ke 2.1 uvádzame porovnanie mier centralít vrcholov pre tieto dva typy

grafov.

Pod©a výpo£tov, najcentrálnej²ím vrcholom v najlacnej²ej kostre je ²tát FRA. Je

umiestnený v strede stromu a spojený s ¤al²ími ²tyrmi ²tátmi. Ostatné miery centrality

tieº nadobúdajú vysoké hodnoty. Medzi ¤al²ie centrálnej²ie ²táty patrí napr. BEL a

ITA. Na druhej strane, presná polovica ²tátov zdie©a práve jednu hranu s iným ²tátom.

Z týchto vrcholov má najniº²ie hodnoty ostatných mier FIN, IRL a GRC.

V korela£nom grafe je za najvplyvnej²í ²tát jednozna£ne ur£ené BEL so ²iestimi

zdie©anými hranami. Medzi ¤al²ie "vplyvné"vrcholy patria DEU a GRC. Na druhej

strane, SVK ako jediný vrchol nie je prepojené s ostatnými krajinami. Jeho centralita

stup¬a a centralita stredovej medzipolohy sú nulové a centralita blízkosti ve©mi nízka.

Z de�nície najlacnej²ej kostry vieme, ºe tento druh stromu sa snaºí vytvori´ graf

s minimálnou d¨ºkou hrán. Graf korela£ných vz´ahov zobrazuje v²etky signi�kantné
1Vzdialenos´ dvoch vrcholov v kone£nom grafe je de�novaná ako po£et hrán v najkrat²ej ceste,

ktorá spája dané vrcholy [47].
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Najlacnej²ia kostra grafu Graf korela£ných vz´ahov

Stupe¬ Blízkos´ Medzipoloha Stupe¬ Blízkos´ Medzipoloha

BEL 2 0.0364 30 6 0.0384 14.50

ESP 3 0.0284 19 4 0.0333 3.50

FIN 1 0.0186 0 3 0.0333 0.83

GRC 1 0.0213 0 5 0.0357 4.16

AUT 1 0.0260 0 2 0.0294 0.00

SVK 1 0.0245 0 0 0.0075 0.00

DEU 2 0.0289 18 5 0.0357 5.66

PRT 1 0.0241 0 4 0.0357 5.58

IRL 1 0.0210 0 2 0.0294 0.33

NLD 2 0.0234 10 4 0.0344 3.08

FRA 4 0.0364 37 3 0.0322 1.08

ITA 3 0.0334 31 4 0.0357 3.25

Tabu©ka 2.1: Miery centrality vrcholov

parciálne korelácie medzi ²tátmi. O tom, ºe grafy sú od seba výrazne rozdielne sa

môºeme presved£i´ £i uº z obrázkov, ale aj z výsledkov. Najvä£²í rozdiel je v ur£ení

najmenej centrálneho bodu. Zatia© £o v korela£nom grafe je SVK zrete©ne od£lenené

od celého grafu, v najlacnej²ej kostre je najmenej centrálnym ²tátom GRC. Zaujímavé

je, ºe v korela£nom grafe tento ²tát patrí medzi tie najvplyvnej²ie a nachádza sa v

strede grafu.

Kvôli rozdielnym ²truktúram grafov môºeme pozorova´ odli²né hodnoty indexov. Na

Obr. 2.8 sú vykreslené hodnoty blízkosti uzlov. Na x-ovej osi sú hodnoty pre najlacnej²iu

kostru a na y-ovej osi hodnoty blízkosti pre uzly z korela£ného grafu. Ako si môºeme

v²imnú´ z grafu, nevyskytuje sa tu ºiadna závislos´. Preto si môºeme klás´ otázku,

na ktoré výsledky by sme sa mali zamera´ a ktoré ignorova´? Odpove¤ nie je jasná,

pretoºe nevieme ur£i´, ktorý graf je lep²í alebo hor²í, alebo ktoré vypo£ítané centrality

vrcholov sú tie správne.
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Obr. 2.8: Porovnanie blízkosti uzlov pre korela£ný graf a najlacnej²iu kostru

2.2 Rôzne algoritmy tvorby zhlukov

Na dátach výnosových rozpätí krajín zopakujeme postup tvorby zhlukov v najlacnej-

²ej kostre pomocou algoritmov z kapitoly 1. Výsledky sú zachytené v tabu©ke zhlukov

na Obr. 2.9. Zistíme, ºe aº na pár výnimiek algoritmy zatriedili krajiny do rovnakých

skupín. Prvých ²es´ algoritmov vytvorilo takmer identické zhluky. Posledné dve fun-

kcie patria medzi algoritmy zhlukovej analýzy. Princíp tvorby zhlukov je odli²ný od

predchádzajúcich, preto vytvorenie zhlukov sa tieº lí²i. Ich podrobnej²ím popisom sa

budeme zaobera´ v ¤al²ích £astiach práce.

Obr. 2.9: Tabu©ka zhlukov, pouºité funkcie: cluster_optimal, cluster_fast_greedy,

cluster_louvain, cluster_label_prop, cluster_edge_betweenness, cluster_walktrap,

kmeans, hclust

Vo v²eobecnosti hlavnou vstupnou zloºkou algoritmov je graf, v na²om prípade naj-
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lacnej²ia kostra grafu. Hrany a celý strom sú zostavené na základe parciálnych korelá-

cií vyjadrujúcich vz´ahy výnosových rozpätí. Pomocou tohto vstupu sa funkcie snaºia

vytvori´ subgrafy, nazývané komunity. Prvých ²es´ algoritmov po£íta prostredníctvom

princípu, ktorý sme stru£ne priblíºili v predchádzajúcej kapitole 1. Postupne priblíºime

posledné dva algoritmy.

2.3 Hierarchické zhlukovanie

Zhlukovú analýzu môºeme vo v²eobecnosti de�nova´ ako procedúru, ktorá spája ob-

jekty do spolo£ných zhlukov pod©a ur£itých logických podobností a zárove¬ odde©uje

objekty od seba odli²né [51]. Metódy, ktoré zahr¬uje, rozde©ujeme do dvoch základ-

ných skupín, hierarchické a nehierarchické. V predchádzajúcich £astiach práce sme sa

zaoberali hlavne nehierarchickými metódami.

Analýza hierarchického zhlukovania zah¯¬a metódy, ktoré vytvárajú systém zhlukov

usporiadaných hierarchicky. Po vykreslení dendrogramu na Obr. 2.10, kde sme vyuºívali

oby£ajné korelácie, môºeme pozorova´ vz´ahy výnosových rozpätí jednotlivých krajín.

Skupiny ²tátov sú zoskupené v spolo£ných rámikoch. Vo funkcii hclust z balí£ka stats

[50], ktorá slúºi na vytvorenie dendrogramu, sme po£et zhlukov nadstavili manuálne

pre k = 3.

Pri porovnaní týchto dvoch grafov, dendrogramu na Obr. 2.10 a najlacnej²ej kostri

na Obr.2.6 v©avo, ktoré sú vytvorené z oby£ajných korelácií, si v²imneme rozdielnu

²truktúru zhlukov. Krajiny v komunitách sú zoskupené úplne odli²ne, £o je dôsledok

rozdielnych metód, ktoré tieto dve funkcie pouºívajú pri tvorbe zhlukov. Obidva prí-

stupy vychádzajú z korela£nej matice upravenej do tvaru matice vzdialeností. V tabu©ke

2.2 sú zachytené porovnania zhlukov vytvorených v najlacnej²ej kostre a dendrograme.

Pre lep²ie pochopenie vzniku dendrogramu (Obr. 2.10) uvedieme vz´ah dvoch ²tátov

- FIN a NLD. Majú silné vzájomné korelácie, preto sa nachádzajú blízko seba a v

rovnakej vý²ke. O ich vz´ahu sa môºeme presved£i´ z korela£nej matice na Obr. 2.11.

Z korela£ných vz´ahov sa dájú vy£íta´ ¤al²ie usporiadania krajín. AUT má naj-

silnej²í vz´ah s FRA, £o sa takisto prejavuje spolo£ným prepojením v dendrograme.

�tvorica krajín sa nachádza na samom spodku grafu, pretoºe ako vidíme z korela£nej

matice, majú vä£²ie mnoºstvo silných korelácií s ostatnými krajinami.
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Obr. 2.10: Dendrogram oby£ajných korelácií

MST Dendrogram

BEL 3 3

FRA 3 3

FIN 3 1

NLD 3 4

AUT 3 2

SVK 2 2

DEU 2 1

PRT 2 4

IRL 2 3

ITA 2 4

ESP 2 2

GRC 1 1

Tabu©ka 2.2: Porovnanie zhlukov v dendrograme a v najlacnej²ej kostre pre oby£ajné

korelácie

Prvá dvojica je ¤alej spojená s DEU v¤aka silným koreláciám obidvoch ²tátov s

touto krajinou (s FIN 0,96 a s NLD 0,97) a druhá dvojica so ²tátom BEL. Nakoniec je

²estica ²tátov prepojená do spolo£ného subgrafu, ktorý tvorí podstatnú £as´ dendro-

gramu. Viac o tejto problematike a metódach pri zostavovaní dendrogramov sa môºeme

do£íta´ v £lánku [52].
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Obr. 2.11: Matica oby£ajných korelácií

Ako základný materiál pre tvorbu zhlukov v hierarchickom zhlukovaní slúºi matica

vzdialeností. Zhotovenie takejto matice môºe by´ zaloºený na rôznych metódach, my

sme pouºívali vzdialenos´ vypo£ítanú nasledovne dij =
√

2(1− ρij) [20].

Obr. 2.12 zobrazuje maticu vzdialeností pre na²e dáta vypo£ítanú funkciou as.dist z

balí£ka stats [50]. Dvojice ²tátov s najmen²ími vzdialenos´ami (FIN-NLD, AUT-FRA)

sú v dendrograme priamo prepojené. Tieto vz´ahy sme mohli pozorova´ z korela£nej

matice. Krajina DEU má najmen²iu vzdialenos´ s hodnotou ve©kosti 0,258 s NLD, lenºe

NLD má najmen²iu vzdialenos´ s FIN a to 0,2437. Na druhej strane, ak upriamime

pozornos´ na GRC, z korela£nej matice pozorujeme ve©mi nízke korelácie. V matici

vzdialeností sa prejavujú ako ve©ké hodnoty vzdialenosti GRC vo£i ostatným ²tátom.

Obr. 2.12: Matica vzdialeností

Po vykreslení dendrogramu pre parciálne korelácie (Obr. 2.13) a porovnaní s pred-

chádzajúcim dendrogramom si v²imneme odli²nos´ ²truktúry. Medzi uzlami sú vzdia-

lenosti men²ie a roztriedenie krajín do jednotlivých orámovaných skupín je rovnomer-
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nej²ie. Je to spôsobené men²ími rozdielmi v koreláciách, teda tým, ºe v parciálnych

koreláciách nevystupujú také výrazné vz´ahy ako v oby£ajných.

Obr. 2.13: Dendrogram parciálnych korelácií

Ak existuje krajina, ktorá nemá vz´ahy s ostatnými krajinami významné alebo sú

ich korelácie blízke nule, nezdie©a v grafe ºiadnu hranu s inou krajinou. V na²om

prípade pri práci s parciálnymi koreláciami je takou krajinou SVK. Jej odstránením z

dát vytvoríme nové grafy (Obr. 2.14). Zoradenie krajín v najlacnej²ej kostre ani graf

korela£ných vz´ahov to neovplyvnilo, pretoºe SVK nemalo silný vplyv na tvorbu grafov

a siete. V prípade korela£ného grafu, ako sme sa uº presved£ili, je výnosové rozpätie

tohto ²tátu najmenej centrálne. V najlacnej²ej kostre patrí tieº medzi slab²ie vrcholy.

2.4 K-means algoritmus

�al²ia metóda, ktorú stru£ne priblíºime, je K-means algoritmus. Tak ako ostatné me-

tódy zhlukovej analýzy, tieº vyjadruje podobnos´ pozorovaných objektov, ktoré zara-

¤uje do zhlukov, v ktorých sú si tieto objekty viac podobné v porovnaní s objektami

v ostatných zhlukoch.

K-means slúºi na skúmanie ²truktúry mnoºiny, ale nie na h¨bkové analyzovanie.

Záleºí to od pozorovaných dát. Hlavnou nevýhodou tohto algoritmu je, ºe na za£iatku

procedúry poºaduje ur£enie po£tu k zhlukov. Výhodami sú jednoduchos´ algoritmu a

jeho konvergencia pri kone£nom po£te krokov. O ¤al²ích výhodách a nevýhodách sa

môºeme do£íta´ v práci [49].
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Obr. 2.14: Graf parciálnych korela£ných vz´ahov a najlacnej²ej kostry

Hlavnou my²lienkou algoritmu k-means je rozdelenie mnoºiny n objektov na k zhlu-

kov, kde k ≤ n. Cie©om je minimalizácia vnútornej variability zhlukov, ktoré sú de-

�nované ´aºiskom (tieº nazývané ako centroida zhluku). Klasický prístup na ur£enie

variability môºeme vyjadri´ nasledovne [48]

W (Ck) =
∑

xi∈Ck
(xi − µk)2,

kde xi je objekt z dát, µk stredná hodnota objektov priradených k zhluku Ck. Celkový

sú£et sú£tu ²tvorcov, ktorý minimalizujeme, formálne vyjadríme ako

∑k
k=1 W (Ck) =

∑k
k=1

∑
xi∈Ck

(xi − µk)2.

Viac o tomto algoritme a na£rtnutých krokoch postupu metódy sa môºeme dozvedie´

v spomínaných prácach [48, 49].

Túto metódu po£ítame pomocou funkcie kmeans, ktorá je zahrnutá v balí£ku stats

[50].

Vrá´me sa spä´ k príkladu z £asti 2.2, v ktorom sme vytvárali zhluky rozdielnymi

algoritmami v najlacnej²ej kostre. V²imneme si, ºe k-means algoritmus zatriedil krajiny

rovnako ako algoritmus pri hierarchickom zhlukovaní.
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2.5 Koe�cient zhlukovania

V teórii grafov vieme pre kaºdý uzol vyjadri´ istý stupe¬ v grafe. Ur£uje, do akej miery

má tento uzol tendenciu sa zhlukova´ s ostatnými uzlami. Veli£ina vyjadrujúca túto

mieru stup¬a sa nazýva koe�cient zhlukovania.

Existuje viacero spôsobov na výpo£et tejto hodnoty, lenºe v²etky metódy výpo£tov

predpokladajú neúplné grafy. Bliº²í popis týchto metód môºeme nájs´ napríklad v

£lánkoch [53, 54, 55]. My sa v tejto £asti práce zameriame na úplné váºené neorientované

grafy. To znamená, ºe budeme predpoklada´ existenciu hrán medzi kaºdým párom

vrcholov. Dôvodom upriamenia poh©adu na úplné váºené neorientované grafy je ten,

ºe práve tento typ grafu dobre vystihuje korelácie. Kaºdý pozorovaný objekt má vz´ah

s inými, pri£om váhy medzi nimi sú vyjadrené koreláciami. Hlavnou in²piráciou sa pre

nás stal £lánok [56].

Predpokladajme, ºe premenná wij ∈ [0, 1] vyjadruje hranu s ur£itou váhou medzi

vrcholmi i a j. Pod©a [56], ak hrana prislúchajúca dvom vrcholom má ve©kos´ blízku

jednej, potom sa tieto vrcholy povaºujú za silných susedov. V opa£nom prípade sú

vrcholy slabými susedmi. Uzly s hranou, ktorej ve©kos´ sa nachádza niekde medzi nulou

a jednotkou, sa ozna£ujú ako mierni susedia.

Koe�cient zhlukovania pre ©ubovo©ný vrchol vo váºenom neorientovanom grafe by

mal sp¨¬a´ nasledovné charakteristiky:

• Koe�cient zhlukovania pre vrchol i nadobúda ve©kú hodnotu, ak jeho silné su-

sedné vrcholy sú si navzájom silnými susednými bodmi. Naopak, hodnota koe�-

cientu vrchola i klesá, ak podiel jeho silných susedov, ktoré sú si navzájom slabé,

stúpa.

• Ak váhy väzieb zah¯¬ajúce ostatných susedov vrchola i narastajú, potom aj ko-

e�cient zhlukovania tohto vrchola by mal narasta´ proporcionálne.

• Koe�cient zhlukovania uzla i by mal by´ nízky, ak uzol má len slabých susedov

alebo najviac jedného nie slabého suseda.

Aby koe�cient zhlukovania sp¨¬al tieto znaky aj pre úplný váºený neorientovaný graf
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je potrebné, aby sa zaviedli ozna£enia a de�nície dôleºité na výpo£et a presnú de�níciu

koe�cientu.

1. Maticu susednosti pre graf Nt de�nujeme ako At = [1{wij ≥ t}], kde t ∈ [0, 1].

Graf Nt vzniká pridelením hrán medzi v²etkými pármi uzlov, ktorých váha medzi

sebou je aspo¬ taká ve©ká ako zvolená hodnota t. Prvok matice At nachádzajúci

sa v i-tom riadku a v j-tom st¨pci ozna£ujeme atij.

2. Nech γi(t) ozna£uje po£et trojuholníkov, kedy jeden z uzlov je uzol i a ostatné dva

uzly sú ©ubovolné susedné body tohto uzla. Túto veli£inu vypo£ítame nasledovne

γi(t) =
∑
j 6=i

∑
k 6=i,j

atija
t
jka

t
ik = [A3

t ]ii.

Nech N je po£et uzlov a Γi(t) ozna£uje mnoºstvo trojuholníkov, kde jeden z

vrcholov je uzol i a ostatné dva sú susedné vrcholy tohto uzla a zárove¬ sú si

susednými uzlami navzájom. Vypo£ítame

Γi(t) =
∑
j 6=i

∑
k 6=i,j

atija
t
ik = [AtOAt]ii,

kde O = 1.1T − I, pri£om 1 vyjadruje jednotkový vektor d¨ºky N a I je N × N

identická matica.

Z týchto dvoch hodnôt de�nujeme koe�cient zhlukovania pre vrchol i a graf Nt

nasledovne

Ci(t) = γi(t)
Γi(t)

=
[A3

t ]ii
[AtOAt]ii

,

ak [AtOAt]ii 6= 0, inak Ci(t) = 0.

3. Koe�cient zhlukovania zodpovedajúci uzlu i vo váºenom neorientovanom grafe

vypo£ítame ako

Ci =
1∫
0

Ci(t)dt.

4. Koe�cient zhlukovania pre graf N je de�novný ako priemerná hodnota koe�cien-

tov zhlukovania nad v²etkými uzlami
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C = N−1

N∑
i=1

Ci.

V na²om prípade budú váhy predstavova´ korelácie. Aj napriek tomu, ºe niektoré

korelácie sú ve©mi malé, bude splnený predpoklad o nenulovosti hrán a teda o úplnom

grafe.

Výpo£et koe�cientu zhlukovania vrcholov, ktorý sme de�novali vy²²ie, ilustrujeme

na príklade výnosového rozpätia krajín Eurozóny. Korelácie medzi krajinami zakres-

líme do úplného váºeného neorientovaného grafu na Obr. 2.15. Farba a hrúbka hrán

reprezentujú ve©kos´ korelácií medzi výnosovými rozpätiami. �ervená farba vyjadruje

negatívne korelácie, zelená farba pozitívne korelácie. Niektoré hrany medzi krajinami

nie sú vidite©né, £o vyjadruje koreláciu blíºiacu sa k nule medzi pozorovanými objektmi.

Obr. 2.15: Úplný váºený neorientovaný graf oby£ajných korelácií pre výnosové rozpätie

a korela£ná matica

Po aplikácií vy²²ie uvedeného postupu na dáta získame hodnotu koe�cientu pre

kaºdý uzol. Hodnoty sú vyzna£ené na diagrame na Obr. 2.16.

Pre zaujímavos´, pomocou koe�cientu zhlukovania porovnáme tri £asové obdobia

vývoja výnosového rozpätia v Eurozóne. Ako medzník zvolíme globálnu �nan£nú krízu,

ktorá vypukla v septembri v roku 2008. Preto výnosové rozpätie, ktorý analyzujeme

od januára 2001 po február 2017, rozdelíme nasledovne: prvé obdobie - január 2001

aº august 2008, druhé obdobie - september 2008 aº december 2012, tretie obdobie -

január 2013 aº február 2017.
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Obr. 2.16: St¨pcový graf koe�cientov zhlukovania

Na Obr. 2.17 sú zachytené grafy s korela£nými maticami pre jednotlivé obdobia a

na Obr. 2.18 st¨pcové diagramy koe�cientov zhlukovania. Uº z obrázkov sa dá vy£íta´,

ktoré uzly majú nízke hodnoty koe�cientov. V predkrízovom období korelácie dosahujú

vysoké hodnoty aº na tri výnimky - GRC, SVK a IRL. Tieto tri uzly majú v porovnaní

s ostatnými krajinami najniº²ie hodnoty koe�cientov. Na st¨pcovom diagrame sa to

prejavuje ako ve©ký schodkovitý rozdiel medzi jednotlivými koe�cientami. V posledných

dvoch obdobiach nie je kontrast v koreláciách tak ve©mi výrazný ako v prvom období,

£o sa tieº prejaví na tvare st¨pcových diagramov.

Postavenie uzlov v grafoch sa výrazne nemení. Najniº²iu tendenciu zhlukovania sa

má krajina GRC vo v²etkých troch obdobiach. Ostatné krajiny s nízkym koe�cientom

zhlukovania sú SVK, IRL a po£as krízy PRT. Na druhej strane, DEU patrí medzi

krajiny s ve©kou hodnotou tejto veli£iny, z £oho môºeme tvrdi´, ºe zohráva dôleºitú

úlohu v zostrojených grafoch.
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Výnosové rozpätie

Obr. 2.17: Úplné váºené neorientované grafy s príslu²nými korela£nými maticami

Obr. 2.18: St¨pcové grafy koe�cientov zhlukovania pre tri £asové obdobia

49



Multifaktorová produktivita

3 Multifaktorová produktivita

Multifaktorová produktivita je ukazovate©, ktorý hovorí o celkovej efektívnosti, s akou

sa vstupy, ako práca, kapitál, energia, materiál a iné spolu pouºívajú vo výrobe. Aké-

ko©vek zmeny v multifaktorovej produktivite sa prejavujú ako zmeny napríklad v nákla-

doch, organiza£ných zmenách alebo v úsporách. Ak sa vstupy medzi dvomi obdobiami

nezmenia, potom multifaktorová produktivita odráºa v²etky zmeny v produkcii. Tento

faktor je meraný v ro£nej miere rastu [5].

Budeme pracova´ s £asovými radmi, ktoré predstavujú ro£né dáta multifaktorovej

produktivity 15 ²tátov sveta v £asovom rozpätí od roku 1989 do roku 2013. Budeme

ich analyzova´ po£as celého £asového obdobia, ale tieº dáta rozdelíme na men²ie £asové

úseky. Prvú skupiny budú tvori´ dáta do roku 2007 vrátane, pretoºe v roku 2008 nastala

vo svete �nan£ná kríza. Druhá £as´ dát predstavuje krízové obdobie a tretiu £as´ tvorí

len jeden rok, konkrétne 2013, £o je pokrízové obdobie. S jedným pozorovaním sa v²ak

nedajú robi´ ºiadne výpo£ty, preto tento rok v tomto delení nebudeme pouºíva´. V

závere výsledky navzájom porovnáme. Rovnako ako v predchádzajúcich £astiach práce,

dáta £erpáme zo stránky OECD [5].

Na Obr. 3.1 je znázornený vývoj produktivít krajín. Hodnoty dát predstavujú per-

centuálnu zmenu produktivity vo£i predchádzajúcemu roku. �ervenou farbou je vy-

zna£ený ich priemer. Nedá sa prehliadnú´ ve©ký pokles okolo roku 2008, kedy vo svete

prepukla �nan£ná kríza, ktorá mala ve©ký dopad na v²etky ekonomiky sveta.

Obr. 3.1: Vývoj multifaktorovej produktivity
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Vz´ahy medzi produktivitami ²tátov spo£ítame pomocou korela£ných koe�cientov

ako v kapitole 1.1. Celkovo je týchto vz´ahov 105. Pod©a predpisu (1.6) upravíme ko-

relácie pomocou Fisherovej transformácie, aby sme ich signi�kantnos´ mohli otestova´

rovnakým postupom ako v kapitole 1.1. Týmto spôsobom získame 37 ²tatisticky vý-

znamných vz´ahov.

Na Obr. 3.2 je gra�cky znázornená korela£ná matica. Modrá farba vyjadruje pozi-

tívnu koreláciu, negatívne korelácie sú vykreslené £ervenou farbou.

Obr. 3.2: Korela£ná matica

Ako si môºeme v²imnú´ z korela£nej matice, vz´ahy medzi £asovými radmi sú len

pozitívne a tieº sa dá pozorova´ prevaºne silná korelácia. Ke¤ºe vä£²ina ²tátov sa na-

chádza v Európe alebo patrí do Európskej únie, ekonomiky ²tátov sú navzájom závislé

a prepojené, preto vysoká korelácia nie je ve©mi prekvapujúca. Jedine Nový Zéland je

slabo korelovaný s ostatnými ²tátmi. Táto takmer nulová korelácia je spôsobená tým,

ºe jeho ekonomika je prepojená s inými krajinami ako tu uvádzame, predov²etkým

kvôli geogra�ckému umiestneniu krajiny.

Korela£nú maticu transformujeme do matice vzdialeností a výsledky gra�cky vykres-

líme. Funkciou walktrap.community z balí£ka igraph[9] vytvoríme komunity priamo v

diagrame najlacnej²ej kostri na Obr. 3.3. Sú tvorené ²tátmi s podobným vývojom pro-

duktivity po£as celého pozorovaného obdobia.

Skupina grafov na Obr. 3.4 vyobrazuje priebeh multifaktorových produktivít ²tátov,

ktoré boli spolu zaradené do rovnakých skupín. Na prvom grafe NZL, KOR, JPN, DEU,

PRT, na druhom grafe IRL, DNK, ESP, ITA, FRA a na tre´om grafe SWE, CAN, NLD,
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Obr. 3.3: Najlacnej²ia kostra grafu

GBR, USA. Z obrázka môºeme pozorova´, ºe vývoj ²tátov v spolo£ných zhlukoch je

podobný.

3.1 Multifaktorová produktivita do roku 2008

Pri analyzovaní dát z £asového rozpätia 1989 - 2008 sa výsledky vzájomných vz´ahov

lí²ia od výsledkov z celých dát. Tento rozdiel je dobre pozorovate©ný na korela£nej

matici, ktorá je vyobrazená na Obr. 3.5.

Môºeme si v²imnú´, ºe okrem pozitívnych vz´ahov sa tu objavujú aj negatívne závis-

losti, vyjadrené £ervenou farbou. Produktivita ²tátov je menej korelovaná v porovnaní

s predchádzajúcou korela£nou maticou na Obr. 3.2. Tieº ubudlo ²tatisticky dôleºitých

korelácií, ktorých je len 10. Ich po£et získame rovnakým postupom ako v predchádza-

júcej £asti tejto kapitoly alebo v 1.1.

Kvôli týmto rozdielom vznikli iné zhluky krajín. Sú vykreslené pomocou najlacnej-

²ej kostry na diagrame 3.6. Vystupuje tu ove©a viac zhlukov, £o môºe by´ dôsledkom

negatívnych korelácií. Niektoré centrálne umiestnené ²táty, ako ITA, FRA a DEU, ne-

zmenili svoje pozície. Na druhej strane, ke¤ berieme do úvahy celé dáta, SWE patrí

medzi centrálne krajiny a je prepojené so ²tyrmi inými ²tátmi. V redukovaných dátach

sa nachádza na okraji a je prepojené len s GBR.

Grafy na Obr. 3.7 poskytujú náh©ad vývoja produktivít. Môºeme pozorova´ ekono-

mické situácie ²tátov z minulosti po zlukoch, do ktorých boli zatriedené.
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Obr. 3.4: Grafy vývoja multifaktorových produktivít krajín zadelených do spolo£ných

zhlukov [5]

Na grafe c) je vykreslená skupina FRA, GBR, CAN a IRL. Aj napriek tomu, ºe

produktivita IRL je vy²²ia, tieto krajiny majú ve©mi podobný vývoj produktivít aº na

druhú polovicu 90. rokov. V tomto období má IRL vo£i ostatným krajinám výrazný rast

produktivity. Medzi prí£iny spôsobujúce tento výrazný rozdiel patrí napríklad zlep²enie

konkurencie schopnosti Írska, atraktívne zahrani£né investície, £lenstvo v EÚ/EMÚ,

zlep²enie �exibility, investície do vzdelania a iné [66, 67].

Vývoj produktivity v ESP, znázornený na prvom grafe b) vpravo, je takmer kon-

²tantný v porovnaní s DNK, s ktorým je v spolo£nej skupine. Pod©a [43] bolo v Dánsku
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Obr. 3.5: Korela£ná matica z dát do roku 2008

Obr. 3.6: Najlacnej²ia kostra grafu z dát do roku 2008

od 90. rokov minulého storo£ia vykonaných nieko©ko sektorových analýz a rozvojových

programov s cie©om zvý²i´ produktivitu, predov²etkým v stavebníctve a priemysle.

Výrazný skok vo vývoji môºeme pozorova´ na grafe hlavne okolo roku 1994.

Kórea a Nový Zéland sú najvzdialenej²ie krajiny od ostatných ²tátov, ktorými sa

zaoberáme. Preto nie je ve©mi prekvapujúce, ºe sa nachádzajú v spolo£nom zhluku.

Z najlacnej²ej kostry na Obr. 3.6 je tieº jasne vidno, ºe ich produktivita je rozdielna

od ostatných, lebo sa nachádzajú na samotnom konci a sú oddelené od ostatných

ekonomík. Na grafe a) na Obr. 3.7 pozorujeme výrazný pokles v rokoch 1997-1998.

V prípade Kórei bola prí£inou Ázijská �nan£ná kríza spôsobená krízou komer£ného

bankovníctva. Jej následkom bolo tieº zvý²enie nezamestanosti na Novom Zélande [65],

54



Multifaktorová produktivita

Obr. 3.7: Vývoj produktivít [5]: a)NZL,KOR; b)ESP,DNK; c)IRL,GBR,FRA,CAN;

d)USA,SWE,GBR; e)DEU,JPN,PRT,ITA

a teda aj celkové zníºenie produktivity Nového Zélandu. Kríza zasiahla predov²etkým

ázijské krajiny, preto jej následky vo forme zníºenej produktivity pozorujeme výrazne

len na týchto dvoch ekonomikách.

3.2 Rôzne algoritmy na porovnanie zhlukov

Na celých dátach vyskú²ame algoritmy, s ktorými sme sa zaoberali v podkapitolách 1.5,

2.3 a 2.4, a pomocou nich vytvoríme zhluky. Výsledky sú zaznamenané v nasledujúcej

tabu©ke na Obr. 3.8. Kaºdý st¨pec zodpovedá jednému algoritmu.
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Obr. 3.8: Tabu©ka pre rôzne algoritmy, v²etky dáta

Môºeme si v²imnú´, ºe niektoré algoritmy tvorili zhluky ve©mi podobne, niektoré sa

od seba vidite©ne lí²ia. Dôvodom je princíp, na akom tieto algoritmy fungujú.

Skupiny krajín, ktoré kaºdý jeden algoritmus zaradil spolu do rovnakej skupiny, sú

vyzna£ené v spolo£nom £iernom rámiku alebo zachytené v tabu©ke 3.1. Ostatné ²táty,

ktoré nie sú zaznamenané v tabu©ke, tvoria kaºdý osobitne samostatnú skupinu.

CAN, NLD, SWE

DNK, ITA, ESP

JPN, DEU

Tabu©ka 3.1: Skupiny krajín

Ak porovnáme výsledky s tabu©kou na obrázku 3.9, ktorá vyjadruje zhluky pre dáta

do roku 2008, v²imneme si rozdiely. Ak zoberieme do úvahy v²etky dáta, tretina krajín

sa nachádza v samostatnom £iernom rámiku. Na druhej strane, pre dáta do roku 2008

platí, ºe osem krajín, £o je viac ako polovica, sú v samostatnom rámiku. Z toho môºeme

pozorova´ aj niº²iu koreláciu medzi krajinami pred �nan£nou krízou a rovnako nárast

negatívnych korelácií.

Pri porovnávaní tabuliek dôjdeme k zaujímavým pozorovaniam, a tieº k potvrde-

niu predchádzajúcich výsledkov. Z prvej tabu©ky zistíme, ºe máme dve ve©ké skupiny

krajín, kaºdá sa skladá z troch ²tátov. Prvú trojprvkovú skupinu tvorí CAN, NLD a

SWE. Aj z korela£nej matice na Obr. 3.2 je zrejmé, ºe tieto ²táty sú silno korelované.

Pri porovnaní s druhou tabu©kou, SWE sa nachádza v inej skupine. CAN a NLD sa
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Obr. 3.9: Tabu©ka pre rôzne algoritmy, redukované dáta

nenachádzajú v rovnakom rám£eku, lebo algoritmus cluster_edge_betweenness ich

zatriedil do rozdielnych zhlukov. SWE sa nachádza v skupine spolu s GBR a USA.

Tieto dva ²táty tvorili samostatnú skupinu, ke¤ sme brali do úvahy v²etky dáta. Rov-

nako sú spolu zoradené aj v druhej tabu©ke, teda tieto ²táty sú silno korelované pred

�nan£nou krízou, ale aj po£as celého pozorovaného obdobia.

V predchádzajúcej £asti sme spomínali, ºe v dátach do roku 2008 sú medzi ²tátmi aj

záporné korelácie. Tieto vz´ahy sa dajú pozorova´ v druhej tabu©ke 3.9 prostredníctvom

farieb. Zatia© £o v prvej polovici tabu©ky prevláda £ervená farba s ruºovou, v spodnej

£asti modrá so ºltou. Ke¤ºe v prvej korela£nej matici nemáme záporné vz´ahy, tak prvá

tabu©ka nie je výrazne rozdelená farbami ako druhá. To znamená, ºe v pásme £ervenej

farby v hornej £asti sa vyskytujú aj farby ako modrá zo spodnej £asti tabu©ky.

Z druhej tabu©ky 3.9 si môºeme v²imnú´ e²te jednu zaujímavos´. �táty, ktoré sú

zaradené pod©a algoritmov do viac ako troch zhlukov, teda obsahujú viac farieb v

riadku, majú malé takmer nulové korelácie. V redukovaných dátach sem patria ²táty

FRA a IRL, ktoré sa nachádzajú v strednom pásme tabu©ky.

3.3 Porovnanie produktivít

�asové rady, s ktorými pracujeme, vyjadrujú ro£né zmeny multifaktorovej produkti-

vity krajín sveta v rozmedzí rokov 1989 aº 2013. Z dát vy£leníme roky 2008 aº 2012,

ktoré vyjadrujú obdobie �nan£nej krízy vo svete. Vypo£ítaním korela£ných koe�cien-
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tov získame silné pozitívne závislosti medzi pozorovanými krajinami. Pri testovaní ich

signi�kancie získame vysoké £íslo, 82 ²tatisticky významných vz´ahov. Gra�cky sú vy-

kreslené pomocou korela£nej matice na Obr. 3.10.

Obr. 3.10: Korela£ná matica pre obdobie po£as �nan£nej krízy

Korelácie sa výrazne lí²ia, ak ich porovnáme s korela£nou maticou z predkrízového

obdobia. Negatívne korelácie sa zmenili na pozitívne. Najvýraznej²í rozdiel pozorujeme

pri krajinách GBR, PRT, DEU SWE a NLD. Z toho dôvodu sa budeme zaobera´ otáz-

kou £i je ²tatisticky významný rozdiel v koreláciách pred krízou a po£as nej. Výpo£tom

intervalu spo©ahlivosti pre korela£né koe�cienty z krízového obdobia zistíme vz´ah ku

korela£ným koe�cientom pre predkrízové roky. Budeme postupova´ ako v práci [44].

Výpo£et 95%-ného intervalu spo©ahlivosti plynie z transformácie (1.6) a jeho tvar je

nasledovný

ρ ∈ [tanh(atanh(r) + z2.5%SE), tanh(atanh(r)− z2.5%SE)].

Premennou ρ ozna£ujeme korela£ný koe�cient a premennou r jeho odhad. SE vyjadruje

²tandardnú odchýlku de�novanú ako SE = 1√
n−3

, kde n je po£et pozorovaných objektov

a z-score je pre 95%-ný interval rovné hodnote 1,96.

Vykreslením intervalov spo©ahlivosti vytvorených z dát po£as krízy a zazna£ením

korelácií vypo£ítaných z predkrízového obdobia, získame 15 grafov, pre kaºdú jednu

krajinu zvlá²´.

Uvedieme grafy vy²²ie spomenutých krajín, ktorým sa najvýraznej²ie zmenila silná

negatívna korelácia na silno pozitívnu alebo neutrálnu. Body na x-ovej osi prislúchajú
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jednotlivým krajinám. Z grafov na Obr. 3.11 potvrdíme na²e predo²lé pozorovania.

Vz´ahy medzi krajinami sú vyjadrené £ervenými bodmi. Mimo intervalu spo©ahlivosti

sa nachádzajú tie, ktorých korelácie sa zmenili ve©mi výrazne. Vo v²etkých prípadoch

sú odhadnuté korelácie niº²ie, £o je v súlade s korela£nými maticami. Zatia© £o v

predkrízovom období sú tieto korelácie ve©mi nízke, v období krízy nadobúdajú vysoké

hodnoty blízke jednej.

Obr. 3.11: 95%-né intervaly spo©ahlivosti

Intervaly spo©ahlivosti zvy²ných krajín takisto obsahovali korelácie mimo intervalov,

ale nie aº tak výrazne alebo sa korelácie nachádzali na ich hranici. Vo výsledkoch sa

tieº objavili výnimky, ktorých v²etky korelácie spadali medzi hornú a dolnú hranicu

intervalov. Sú to krajiny CAN, IRL, KOR a FRA. Z korela£nej matice sa môºeme pre-

sved£i´, ºe produktivita prvých troch krajín po£as krízy patrí medzi menej korelované

v porovnaní s ostatnými. Vz´ahy pred �nan£nou krízou nie sú aº tak výrazné, preto

zapadajú do intervalov.

Zopakujeme predchádzajúci postup. Vytvoríme intervaly spo©ahlivosti pre dáta z
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obdobia pred �nan£nou krízou a do grafov zakreslíme korelácie z krízového obdobia.

Ako vidíme z grafov niektorých krajín na Obr. 3.12, nemajú také ²iroké rozpätie ako

v predchádzajúcich výsledkoch. Výsledok je porovnate©ný s príslu²nou korela£nou ma-

ticou. Vz´ahy medzi krajinami nie sú aº tak výrazné ako v prípade vz´ahov po£as

krízy. Ve©a krajín má medzi sebou neutrálne korelácie, o £om sved£í aj otestovanie ich

vzájomnej signi�kantnosti.

Obr. 3.12: 95%-né intervaly spo©ahlivosti

V tomto prípade sa takmer vä£²ina korelácií z krízového obdobia nachádza mimo

intervalov. Korelácie nadobúdajú vy²²ie hodnoty ako sú intervalové hranice, £o je tieº

podmienené tvarom korela£nej matice.

Z výsledkov môºeme vyvodi´ záver, ºe vz´ahy medzifaktorových produktivít krajín

v predkrízovom období sa výrazne lí²ia od vz´ahov produktívít po£as �nan£nej krízy.
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4 HDP krajín Eurozóny

V práci sa zaoberáme vzdialenos´ami stacionárnych £asových radov. Tieto vz´ahy vieme

vyjadri´ pomocou korelácií. Dáta vyjadrujú ro£né HDP na jedného obyvate©a krajín

patriacich do Európskej menovej únie po£as rokov 1996 - 2006.

Aby sme s dátami mohli pracova´, potrebujeme, aby tieto £asové rady boli v staci-

onárnom tvare. Pomocou funkcie ur.df z balí£ka urca [8] otestujeme ich stacionaritu.

Pôvodné £asové rady sú nestabilné, preto HDP upravíme do nasledujúceho tvaru

xt := log(HDPt), rt := xt − xt−1,

a ¤alej budeme pouºíva´ rýchlos´ rastu HDP vyjadrenú ako rt, kde t je £as. Obr. 4.1

obsahuje dva grafy. Prvý vyjadruje £asové rady pred diferencovaním a druhý vykres©uje

£asové rady v upravenom tvare, ktoré sú uº vhodné pre ¤al²ie spracovanie.

Obr. 4.1: Grafy vývoja HDP a rastu HDP krajín Eurozóny

4.1 Korela£né vz´ahy HDP krajín

Pomocou korelácií vyjadríme vz´ahy medzi rýchlos´ami rastu HDP jednotlivých ²tátov.

Na výpo£et korela£ných koe�cientov pouºijeme Pearsonovu metódu ako v predchádza-

júcich kapitolách. Vzájomné závislosti vyobrazíme gra�cky prostredníctvom korela£nej

matice na Obr. 4.2. Kaºdé jedno polí£ko zodpovená jednému vz´ahu. �ím je tmav²ej

farby, tým je korelácia silnej²ia.

Rast HDP krajín Eurozóny sa zdá by´ silno korelovaný aº na dve výnimky - MLT

a IRL. V²etky tieto vz´ahy, ktorých sila je meraná pomocou korelácií, nemusia by´

významné. Preto z dôvodu odstránenia nepodstatných vz´ahov je nutné ich otestova´.

Na to poslúºi p-hodnota, dôleºité meradlo na posúdenie ²tatistickej signi�kancie.
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Obr. 4.2: Matica korela£ných koe�cientov

Prvým krokom testovania je úprava korelácií do stabiliza£ného tvaru (1.6) a následný

vypo£et p-hodnoty. Celkový moºný po£et signi�kantných korelácií je N(N−1)
2

, teda 171,

kde N je po£et objektov, v na²om prípade 19 krajín Eurozóny. Ak ozna£íme Xi a Xj

ako dva objekty, ktoré pozorujeme, potom testujeme hypotézy s nulovou hypotézou, ºe

korelácia ρi,j je nulová. Po aplikácii testov na dáta získame 111 signi�kantných korelácií.

Graf na Obr. 4.3 vyjadruje tieto vz´ahy.

Obr. 4.3: Graf korela£ných vz´ahov

Najlacnej²ia kostra grafu a dendrogram

Európsku menovú úniu tvoria ²táty, ktoré sú sú£as´ou EÚ a pouºívajú spolo£nú menu

- euro. Ako sme predpokladali, krajiny sú silno prepojené, o £om sved£í korela£ná
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matica. V nasledujúcej £asti práce sa budeme zaobera´ najlacnej²ou kostrou grafu a

dendrogramami, s ktorými sme pracovali uº v predchádzajúcich kapitolách.

Najlacnej²ia kostra grafu je nástroj, pomocou ktorého sa dá mnoºina ²tátov rozdeli´

do zhlukov pod©a ich podobností a zárove¬ poskytuje vizualizáciu vytvorených komu-

nít. Zhluky v najlacnej²ej kostre sa môºu zostroji´ pomocou rôznych metód. My sme

na tomto konkrétnom príklade pouºili funkciu walktrap.community z balí£ka igraph [9].

Na Obr. 4.4 môºeme pozorova´ dva gra�cké útvary. Prvý zobrazuje najlacnej²iu kos-

tru vyrátanú pomocou Kruskalovho algoritmu spolu so zatriedením krajín do zhlukov.

Druhý obrázok ilustruje dendrogram spolu so zhlukmi pre k = 5. Po£et zhlukov sme

zvolili na základe po£tu zhlukov vytvorených v najlacnej²ej kostre.

Obr. 4.4: Najlacnej²ia kostra grafu a dendrogram hierarchického zhlukovania
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4.2 Parciálne korelácie HDP krajín

Parciálna korelácia meria silu korelácie medzi dvomi objektmi, pri£om kontroluje vplyv

jedného alebo skupiny iných objektov.

Po výpo£te parciálnych korelácií môºu by´ tieto vz´ahy vizualizované pomocou sietí.

Kaºdý vrchol zodpovedá jednej premennej a hrana závislému vz´ahu, kde parciálna

korelácia vyjadruje váhu hrany. Dva objekty nezdie©ajú medzi sebou ºiadnu hranu, ak

ich parciálna korelácia je rovná nule.

Ak vypo£ítame parciálne korelácie pre rast HDP európskych krajín a vykreslíme ich

pomocou korela£nej matice (Obr. 4.5, v©avo), získame ne£akané výsledky. Kaºdý jeden

vz´ah sa zdá by´ silno korelovaný. Okrem pozitívnych korelácií, vykreslených modrou

farbou, sú tu vo ve©kom mnoºstve zastúpené aj negatívne korelácie, vykreslené £ervenou

farbou. Tieº sa nedá zanedba´, ºe ²táty sa úplne jasne odde©ujú a tvoria akoby tri bloky.

Obr. 4.5: Matica parciálnych korelácií

Jeden z moºných dôvodov tohto tvaru korela£nej matice je nedostatok dát. Po£et

pozorovaných premenných je 19, zatia© £o po£et pozorovaní - rokov vývoja rastu HDP,

je len 21. Po pridaní roku 1995 k pôvodným dátam (pozorované obdobie bude 1995

- 2016, spolu 22 rokov) sa matica zmení a nadobudne nový tvar zachytený na Obr.

4.5 vpravo. Ve©a predchádzajúcich vz´ahov, ktoré sa spo£iatku zdali ve©mi silné, sa

zredukovalo, ale aj napriek tomu si matica ponecháva svoju ²truktúru a delí sa na

bloky, aj ke¤ menej výrazne.

Kvôli nedostupnosti ¤al²ích dát pre v²etky ²táty nie je moºné analyzova´ parciálne
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korelácie a vz´ahy medzi rastom HDP spôsobom ako v predchádzajúcich príkladoch.

Ke¤ºe interpretácia výsledkov nie je úplne jasná, snaºili sme sa nájs´ metódu, ktorou by

bolo moºné korektne sledova´ parciálne korelácie rýchlosti rastu HDP krajín Eurozóny.

4.3 Regularizovaná sie´ parciálnych korelácií

Hlavným predpokladom odhadu siete parciálnych korelácií pomocou regularizácie je

tzv. riedkos´. To znamená, ºe sie´ nie je úplná a o£akávame existenciu vrcholov, ktoré

nie sú navzájom spojené pomocou hrany.

Sie´ vieme úplne de�nova´ pomocou koncentra£nej matice K a matice susednosti A.

Riedkos´ sa prejavuje ako ve©ký po£et nulových prvkov v týchto maticiach.

LASSO regularizácia

V nasledujúcej £asti textu sa pod pojmom korelácie budú vºdy bra´ do úvahy parciálne

korelácie. Priblíºime výpo£et parciálnych korelácií iným spôsobom ako v predchádza-

júcich kapitolách. �erpa´ budeme predov²etkým z £lánku [30].

Po odhade korelácií takmer nikdy nenastane prípad, dokonca ani pri podmienenej

nezávislosti 2, ºe by premenné vykazovali presne nulovú koreláciu. Dôsledkom toho sa

v grafe vyskytujú hrany, ktoré sú ve©mi slabé a zna£ia tzv. falo²né korelácie (angl. spu-

rious alebo false positives). Aby sme sa vyhli zlej interpretácii výsledkov, potrebujeme

eliminova´ £o najviac týchto korelácií. Na to slúºia tzv. regulariza£né metódy, jednou z

nich je metóda LASSO (angl. Least Absolute Shrinkage and Selection Operator), kto-

rou sa budeme podrobnej²ie zaobera´. Tento model je odvodený z metódy najmen²ích

²tvorcov.

Hlavným cie©om metódy LASSO je ohrani£enie sú£tu korelácií, pri£om sa tieto kore-

lácie zmen²ujú a niektoré nadobudnú presne nulovú hodnotu. Táto vlastnos´ je dôleºitá

najmä kvôli získaniu riedkej siete. Zo zloºitého grafu s ve©kým po£tom hrán sa stáva

£oraz jednoduch²í, ktorý obsahuje len dôleºité vz´ahy vyjadrené v parciálnych korelá-

ciách.

2Dva objekty A a B sú nezávisle podmienené vzh©adom k objektu C len a len vtedy, ak pravde-

podobnostné rozdelenie A pre B je rovnaké a pravdepodobnostné rozdelenie B pre A je tieº rovnaké,

matematicky to vyjadríme nasledovne P (A ∩B|C) = P (A|C)P (B|C) [57].
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Cie©om metódy je odhadnutie matice K maximalizáciou penalizovanej vierohod-

nostnej funkcie

L(λ) = log det(K)− tr(SK)− λ
∑

<i,j> |κij|,

kde premennou S ozna£ujeme výberovú korela£nú maticu, K vyjadruje koncentra£nú

maticu a κij prvky matice K. Funkcia sa penalizuje priamo prostredníctvom ladiaceho

parametra λ, ktorý ur£uje mieru kontroly. Pri nízkej hodnote parametra zo siete od-

budne málo hrán. Na druhej strane, ak je jeho hodnota príli² vysoká, je odstránených

ve©a hrán a okrem falo²ných môºe dôjs´ k zmiznutiu aj tých dôleºitých. Preto výber

optimálnej hodnoty tohto parametra je podstatným krokom v LASSO regularizácii.

Výber parametra lambda

Existuje viacero spôsobov ako vybra´ najvhodnej²iu hodnotu parametra λ. Napríklad

ako je uvedené v £lánku [35], λ ur£íme z logaritmicky rozloºeného intervalu, kde jedna

krajná hodnota zodpovedá maximálnej absolútnej korelácii, £o je maximálne λ, a druhá

hodnota je jej skalárnym násobkom.

Princíp metódy LASSO je zaloºený na tom, ºe vytvorí viacero grafov pre rôzne

hodnoty λ, usporiada ich pod©a hustoty sietí, a potom vyberie tú najvhodnej²iu. Na

ur£enie vhodnej siete, a ku nej prislúchajúcej optimálnej hodnote λ, sa vyuºíva infor-

ma£né kritérium. Hlavnou my²lienkou h©adania siete je minimalizácia informa£ného

kritéria a pomocou toho optimalizácia prispôsobenia siete dátam. Najbeºnej²ie pouºí-

vané kritérium je roz²írené Bayesovo informa£né kritérium (EBIC, angl. Extended Ba-

yesian Information Criterion), ktoré ako sa ukázalo, patrí medzi najvhodnej²ie hlavne

pri práci s riedkymi sie´ami. Viac o tomto kritériu môºeme nájs´ napríklad v prácach

[31, 32].

Nástroj, ktorý vyuºíva EBIC kritérim, je hyperparameter γ. Tento parameter slúºi

na kontrolu ostatných parametrov a jeho hodnota sa nadstavuje manuálne. Vyjadruje

preferencie kritéria, nako©ko EBIC uprednost¬uje jednoduch²í model pred zloºitej²ím.

Rozsah parametra sa nadstavuje medzi 0 a 0,5. Ak nadstavíme γ rovné nule, je od-

hadnuté vä£²ie mnoºstvo hrán, medzi nimi aj tie falo²né. Naopak, pre γ ve©kosti 0,5

preferujeme jednoduch²í model s men²ím po£tom hrán, ale odstránené môºu by´ aj
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dôleºité vz´ahy. EBIC vypo£ítame nasledovne

EBIC(E)γ = −2L̂+ E log(N) + 4γE log(P ),

kde N je ve©kos´ výberovej vzorky, E mnoºstvo nenulových hrán, P mnoºstvo vrcholov

a L̂ vyjadruje maximum vierohodnostnej funkcie v logaritickom tvare.

Numerická implementácia LASSO úlohy

Vo v²eobecnosti môºeme LASSO odhad de�nova´ ako

θ̂λ = arg min
θ

∑n
i=1(yi −Xiθ)

2 + λ
∑p

j=1 |θj|, λ ≥ 0,

kde y ∈ Rn vyjadruje vektor vysvet©ovanej premennej a X ∈ Rn×p maticu vysvet©ujú-

cich premenných.

Ekvivalentne môºeme LASSO odhad vyjadri´ pomocou noriem nasledovne

θ̂λ = arg min
θ
‖y −Xθ‖2

2 + λ‖θ‖1,

kde ‖.‖1 vyjadruje l1-normu. Zo zadania úlohy vyplýva, ºe výpo£et odhadu tejto metódy

regresnej analýzy patrí medzi úlohy konvexného programovania.

Interpretácia LASSO odhadu je podobná ako pri odhade metódou najmen²ích ²tvor-

cov s tým rozdielom, ºe pri minimalizácií sú£tu ²tvorcov chýb berie do úvahy ladiaci

parameter λ. Výpo£et odhadu patrí medzi úlohy kvadratického programovania a je

moºné ho rie²i´ ²tandardnými algoritmami numerickej analýzy.

Softvér R obsahuje vstavané algoritmy na rie²enie úloh LASSO. Medzi ne patria dva

základné balí£ky, Glmnet [58] a Lars [59]. Glmnet (angl. Lasso and elastic-net regu-

larized generalized linear models) odhaduje v²eobecný model penalizáciou maximálnej

vierohodnostnej funkcie. Regulariza£ná cesta je po£ítaná vo forme mrieºky, v ktorej sú

uloºené hodnoty regulariza£ného parametra. Lars (angl. Least Angle Regression, Lasso

and Forward Stagewise) je metóda, ktorá funguje na princípe, ºe z mnoºiny moºných

vysvet©ujúcich premenných vyberie tú, ktorá nadobúda najvä£²iu absolútnu koreláciu

s vysvet©ovanou premennou y. Viac o týchto balí£koch a ich porovnaní sa môºeme

dozvedie´ v práci [45].
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Balí£ek CVRX [46] je odvodený od toolboxu CVX v softvéri Matlab. Takisto je

zameraný na konvexnú optimalizáciu. Prostredníctvom modelovacieho jazyka, ur£e-

ného pre disciplinované konvexné programovanie, umoº¬uje formulova´ optimaliza£ný

problém prirodzenými matematickými pravidlami.

4.4 Aplikácia LASSO regularizácie

V predchádzajúcej £asti sme stru£ne na£rtli fungovanie LASSO metódy. V nasledujú-

com texte aplikujeme túto regulariza£nú metódu na reálnych dátach.

Na vizualizáciu LASSO metódy slúºi gra�cký LASSO algoritmus, nazývaný glasso.

Parciálne korelácie odhaduje invertovaním výberovej korela£nej matice. V nasledujúcej

£asti budeme pracova´ s balí£kom glasso [60]. Funkcia vyuºívajúca EBIC informa£né

kritérium je zahrnutá v balí£ku qgraph [61] a bootnet [62].

V tejto £asti budeme pokra£ova´ s príkladom o rýchlosti rastu HDP. Aplikáciou

metódy LASSO na dáta odhadneme sie´ parciálnych korelácií a zhluky krajín ako pri

práci s oby£ajnými koreláciami.

Priamo vo funkcii estimateNetwork z balí£ka bootnet [62] zvolíme hodnotu hyper-

parametra γ. Funkcia odhadne parciálne korelácie, ktoré môºu by´ následne vizuali-

zované vo váºenej sieti. Kaºdý vrchol v grafe vyjadruje premennú a hrana závislos´

medzi dvomi premennými. Ak sú dva objekty nekorelované, t.j. korelácia je presne nu-

lová, nezdie©ajú ºiadnu spolo£nú hranu. Farba a sýtos´ hrany vyjadrujú silu korelácie.

Modrou farbou sú vyzna£ené pozitívne korelácie, £ervenou farbou negatívne. Na Obr.

4.6 sú vykreslené grafy pre rôzne hodnoty hyperparametra.

Pod©a o£akávania, sie´, ktorej hyperparameter mal najmen²iu t.j. nulovú hodnotu,

obsahuje najvä£²í po£et hrán. Postupným zvä£²ovaním parametra odbúdajú hrany, aº

pre hodnoty vä£²ie neº 0,2237 sa v sieti neobjavujú ºiadne hrany.

V prvých dvoch grafoch pozorujeme vä£²í po£et záporných korelácií. Postupnou

elimináciou hrán ostane len jedna silnej²ia a to medzi DEU a GRC.

Miera dôleºitosti vrcholov v grafe sa dá mera´ pomocou indexov centrality. Máme

tri základné indexy, ktorými sme sa zaoberali v kapitole 2.1: centralita stup¬a, blízkosti

a stredovej medzipolohy. V²etky uvedené miery sa dajú gra�cky vyobrazi´ pomocou
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Obr. 4.6: Siete parciálnych korelácií pre rôzne γ

funkcií z balí£ka qgraph [61]. �ím sú hodnoty indexov pre daný objekt vä£²ie, tým sa

zvä£²uje dôleºitos´ vrcholu v grafe.

Nasledujúca tabu©ka 4.1 poskytuje výstup funkcie centrality z balí£ka qgraph [61],

ktorá spo£íta hodnoty dvoch indexov centrality pre zvolený hyperparameter γ = 0, 2.

Výsledky sú gra�cky zachytené na Obr. 4.7.

Z tejto tabu©ky a z obrázka sa dá vy£íta´ dôleºitos´ uzlov - ²tátov v grafe. �táty, ako

ESP, NLD a GRC dosahujú vo v²etkých troch indexoch vä£²ie hodnoty v porovnaní s

ostatnými, preto ich môºeme poklada´ za významnej²ie v zmysle centrality. Na druhej

strane, MLT a IRL nadobúdajú najniº²ie hodnoty. Na Obr. 4.8 sa tieto krajiny nachá-

dzajú na okraji siete so slabou intenzitou hrán, £o tieº sved£í o ich menej významnej
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Obr. 4.7: Indexy centrality pre γ = 0, 2

Betwenneess Closeness Betwenneess Closeness

AUT 16 0.0054 ITA 2 0.0058

BEL 28 0.0055 LTU 20 0.0052

CYP 0 0.0050 LUX 24 0.0059

DEU 28 0.0064 LVA 34 0.0055

EST 14 0.0050 MLT 6 0.0041

ESP 76 0.0066 NLD 46 0.0062

FIN 24 0.0059 PRT 10 0.0052

FRA 16 0.0057 SVK 22 0.0054

GRC 38 0.0064 SVN 44 0.0061

IRL 0 0.0034

Tabu©ka 4.1: Hodnoty indexov cetrality

centralite.

Zluky a LASSO algoritmus

Parciálne korelácie získané výpo£tami pomocou LASSO algoritmu vieme aplikova´ na

tvorbu zhlukov krajín. �alej budeme pracova´ so sie´ou, ktorú sme získali pri nadstavení

hyperparametra na ve©kos´ γ = 0, 2. Vo©ba tejto konkrétnej siete je podmienená tým,

ºe neobsahuje príli² ve©a hrán ako v prípadoch pre men²iu hodnotu γ, a tak odstránime

falo²né korelácie, ktoré sa v grafe objavujú. Na druhej strane, skladá sa z dostato£ného
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mnoºstva korelácií vhodných na pozorovanie vz´ahov, tvorbu komunít a interpretáciu

výsledkov.

Obr. 4.8: Sie´ parciálnych korelácií pre γ = 0, 2

Získaná sie´ je vykreslená na Obr. 4.8. Graf obsahuje 66 hrán. Z celkového po£tu

vz´ahov pozorujeme len málo silno vyzna£ených korelácií a aº na jednu výraznú vý-

nimku, len kladné vz´ahy.

Pouºitím vhodných funkcií z balí£ka igraph [9] a qgraph [61] extrahujeme priradenia

krajín do jednotlivých komunít. Výsledky následne vykreslíme do grafu na Obr. 4.9.

Obr. 4.9: Zatriedenie krajín do zhlukov

Vznikne pä´ zoskupení, z toho dve sú tvorené len jedným ²tátom - DEU a GRC.
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Táto dvojica krajín sa vyzna£uje silnou zápornou koreláciou s hodnotou -0,44905 (ur-

£ená pod©a LASSO metódy). Mohli sme ju pozorova´ tieº na predchádzajúcich grafoch.

Tretiu skupinu tvoria ²táty LVA, LTU a EST. Tieto tri krajiny spolu tvoria ²táty Po-

baltia. Zdie©ajú spolo£né vlastnosti a históriu, ke¤ºe do devä´desiatych rokov minulého

storo£ia boli sú£as´ou Sovietskeho zväzu. Spolu tvoria integrovanú ekonomickú oblas´.

Prepojenos´ týchto ekonomík je podrobnej²ie rozpracovaná v [34].

Posledné dve skupiny sú po£etnej²ie. Pre£o sú krajiny usporiadané práve do týchto

komunít uº nie je aº tak zrejmé, pretoºe sú zlú£ené krajiny s ekonomikami na rôznych

stup¬och úrovní. Hierarchické usporiadanie zachytáva dendrogram na Obr. 4.10.

Obr. 4.10: Dendrogram hierarchických zhlukov

V nasledujúcej £asti sa zameriame na stabilitu metódy v zmysle £i aj v tomto prípade

sú výsledky ovplynené malým po£tom dát ako sme skúmali na za£iatku tejto kapitoly.

To znamená, ak pridáme rok 1995 k pôvodným dátam £i sa výrazne zmenia zhluky

krajín. Budeme teda pracova´ s rastom HDP v £asovom období 1995 - 2016. Ako sa

môºeme presved£i´ z Obr. 4.11, výsledky sa zmenili, £o sa dá pozorova´ hlavne v po£te

zhlukov. Vytvorilo sa sedem komunít obsahujúcich len jeden vrchol, konkrétne CYP,

DEU, GRC, IRL, MLT, PRT a SVK. V sieti pribudlo viacero negatívnych korelácií, £o

môºe by´ dôvodom vytvorenia vä£²ieho po£tu zhlukov.
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Obr. 4.11: Sie´ paciálnych korelácií pre γ = 0, 2 a tabu©ka porovnania zhlukov pre

obdobia 1996-2016 a 1995-2016

Pod©a [42] mala svetová �nan£ná kríza, ktorá vypukla v roku 2008, v rámci Európskej

únie najvä£²í vplyv na £lenov Eurozóny. Za£ala sa prejavova´ v prvom ²tvr´roku 2008,

kedy sa rast ve©mi spomalil a in�ácia prudko narastala. Tento rok môºe ma´ výrazný

vplyv na výpo£et korelácií a silno ovplyvni´ vz´ahy medzi krajinami. Dôsledky krízy

sa dajú pozorova´ tieº z Obr. 4.1.

Ak v dátach ponecháme pridaný rok 1995 a odstránime rok 2008, spo£ítame nové

hodnoty korelácií, získame výsledky, ktoré sa lí²ia od pôvodných. Otestovaním signi�-

kantnosti korelácií, ako v kapitole 1.1, získame len 48 ²tatisticky významných korelácií.

V porovnaní s predchádzajúcim výsledkom je to výrazný rozdiel. Dôsledkom men²ieho

po£tu týchto vz´ahov pri výpo£te parciálnych korelácií metódou LASSO a ponechaní

hyperparametra γ rovné hodnote 0,2, získame graf, ktorý neobsahuje ºiadne hrany.

Preto musíme parameter zmen²i´. Niº²ou hodnotou γ pripú²´ame zloºitej²iu sie´ s vä£-
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²ím po£tom hrán. Pri nadstavení γ rovné 0,1 získame grafy na Obr. 4.12. Ako si môºeme

v²imnú´, tak aj v tomto prípade sa medzi ²tátmi objavuje vä£²ie mnoºstvo zhlukov,

ktoré je podmienené vä£²ím výskytom záporných korelácií.

Obr. 4.12: Sie´ paciálnych korelácií pre γ = 0, 1 a obdobie 1995-2016 s vynechaným

rokom 2008 z dát

Po pridaní jedného roku k pôvodným dátam sa výsledky £iasto£ne zmenili. Aj na-

priek tomu sa metóda LASSO ukázala efektívnej²ia ako výpo£et parciálnych korelácií

pod©a postupu z kapitoly 1.1, pretoºe sme boli schopní analyzova´ rast HDP krajín a

zatriedi´ ich do zhlukov, £o predtým nebolo moºné.
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5 Zamestnanos´

Doposia© sme sa v práci venovali koreláciám, ktoré sme pouºívali na tvorbu sietí. Vypo-

£ítané korela£né koe�cienty sme zapisovali do spolo£nej tabu©ky - korela£nej matice. Tú

sme následne pouºívali pri ¤al²ích výpo£toch a analýzach. V tejto kapitole sa budeme

zaobera´ len samotnými korela£nými maticami. Tak ako v predchádzajúcich £astiach,

aj tu budeme pozorova´ zmeny vo výsledkoch pri pouºití dát z rôznych období.

Mnohé situácie si vyºadujú ²tatistické porovnania korela£ných koe�cientov alebo

korela£ných matíc, ktoré sú merané na tých istých pozorovaných objektoch. Vo v²e-

obecnosti je snahou testova´ nulovú hypotézu v tvare

H0 : P (1) = P (2) = · · · = P (k), k ≥ 2,

kde premennou P (i) ozna£ujeme korela£nú maticu.

Existuje viacero testov vyvinutých konkrétne pre túto problematiku, my stru£ne

na£rtneme tri z nich, ktoré sú implementované v balí£ku psych [63].

Jednou z moºností je h©ada´ a porovnáva´ sú£et druhých mocnín korelácií alebo

ich Fisherových transformácií (1.6). Nulová hypotéza skúma £i sú tieto hodnoty rovné

nule, teda £i sú prvkami identickej matice. Za platnosti nulovej hypotézy majú hodnoty

chí-kvadrát rozdelenie a korelácie sú nezávislé. Tento postup je uºito£ný hlavne pri

skúmaní otázky £i sú prvky v korela£nej matici blízke nule, alebo pri porovnávaní

matíc navzájom. Metódou sa zaoberal J. Steiger (1980) v £lánku [40]. V balí£ku psych

môºeme túto funkciu nájs´ pod názvom cortest alebo cortest.normal.

Autorom druhého postupu je R. Jennrich (1970), ktorý sa tieº zameral na testovanie

rovnosti dvoch matíc prostredníctvom chí-kvadrát testu. Ako uvádza vo svojej práci

[41], po£ítanie LRT (angl. Likelihood Ratio Test) ²tatistiky môºe by´ v niektorých prí-

padoch zloºité, preto uviedol novú testovaciu ²tatistiku s vylep²enými výpo£tovými a

distribu£nými vlastnos´ami. Nevýhodou ale je, ºe je ur£ená pre ve©ké dáta. Testova-

cia ²tatistika má za platnosti nulovej hypotézy asymptoticky chí-kvadrát rozdelenie.

Funkcia je v balíku implementovaná pod názvom cortest.jennrich. Vo svojej práci tieº

uvádza vylep²enú testovaciu ²tatistiku ur£enú pre malé výbery dát, ktorá sa riadi nor-

málnym rozdelenením za platnosti nulovej hypotézy.

Poslednou funkciou, ktorá sa zaoberá porovnávaním matíc, je cortest.mat. Vyuºíva
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princíp podobný faktorovej analýze, v ktorej odhad metódou maximálnej vierohodnosti

(angl. Maximum Likelihood Estimation) má tvar

f = log(tr((FF T + U2)−1R))− log(|(FF T + U2)−1R|)− n,

pri£om (FF T + U2) je odhad korela£nej matice modelovaný pomocou faktorovej ana-

lýzy (F je p × k rozmerná matica nákladov), R pôvodná korela£ná matica a n po£et

pozorovaných objektov.

Funkcia vypo£ítané f následne upraví do tvaru, ktorý sa riadi chí-kvadrát rozdelením

χ2 = m−1−(2p+5)
6

− 2∗factors
3

f .

Vo v²eobecnosti premenná m ur£uje po£et pozorovaní, p vyjadruje hodnoty pravde-

podobností ur£ených pri zostrojovaní intervalov spo©ahlivosti a factors po£et faktorov,

ktoré majú by´ odhadnuté [64].

5.1 Zamestnanos´

V tejto £asti budeme pracova´ s dátami, ktoré predstavujú zamestnanos´ v európskych

krajinách. Dáta sú kvartálne od roku 2000 po rok 2016. Rovnako ako v predchádzajú-

cich príkladoch ich budeme £erpa´ zo stránky organizácie OECD [5]. Tú sú dostupné

dáta pre mieru zamestnanosti. Tento indikátok vyjadruje, do akej miery sú vyuºívané

dostupné pracovné sily, ©udia schopní pracova´. Je závislá od hospodárskych cyklov,

v dlhodobom horizonte je významne ovplyvnená napr. vý²kou vzdelania alebo politi-

kou ²tátu. Po£ítame ju ako pomer zamestaných ©udí k celkovému po£tu ©udí v pro-

duktívnom veku, teda v rozmedzí od 15 do 64 rokov. Tento indikátor je o£istený od

sezónnych vplyvov a je vyjadrený bu¤ v percentách pracujúceho obyvate©stva, alebo

v tisíckach ©udí nad 15 rokov. V práci pouºijeme dáta vyjadrujúce práve po£et ©udí v

produktívnom veku. Tieto hodnoty následne upravíme, aby sme získali percentuálny

rast zamestnanosti.

Najskôr budeme testova´ sedem európskych ²tátov. Výber nie je náhodný. Snahou

bola vo©ba takých, o ktorých vieme, ºe z poh©adu zamestnanosti sa navzájom ovplyv-

¬ujú, a tak by sa na nich dala pozorova´ vysvetlite©ná korelácia. Grafy na Obr. 5.2
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zachytávajú vývoj zamestnanosti v týchto európskych krajinách. Na Obr. 5.1 je vy-

kreslená korela£ná matica zamestnanosti pre celé £asové obdobie.

Obr. 5.1: Korela£ná matica zamestnanosti

Zameriame sa na porovnanie viacerých korela£ných matíc tých istých ²tátov, vypo-

£ítaných po£as rôznych £asových období. Pracujeme v £asovom rozmedzí od roku 2000

po rok 2016. V roku 2008 vypukla svetová �nan£ná kríza, preto chceme pozorova´ £i

toto obdobie ovplyvní zamestnanos´ v krajinách a ak áno, do akej miery to ovplyvní

tvar korela£ných matíc.

�asové obdobie rozdelíme na ²es´ rovnakých £astí, kaºdá bude obsahova´ 11 údajov

- kvartálnych dát zamestnanosti, £o je presne 2.75 roka. Pre £asové úseky vypo£ítame

korela£né matice, ktoré sú zachytené na Obr. 5.3.

Z jednotlivých korela£ných matíc pozorujeme, ºe negatívne korelácie vystupujú pre-

vaºne v prvej a ²iestej matici, £o sú matice z dvoch období najviac vzdialených od

�nan£nej krízy. Zaujímavos´ou ale je, ºe mnoho pozitívnych korelácií sa zmenilo na ne-

gatívne a naopak. �tvrtá matica zachytáva obdobie vypuknutia �nan£nej krízy, ktoré

sa zdá by´ silno pozitívne korelované.

V Tabu©ke 5.1 uvádzame p-hodnoty vypo£ítané z dvoch spomínaných testovacích

funkcií, kde navzájom porovnávame korela£né matice z dvoch období. Prvok rij pre

i < j vyjadruje p-hodnotu z cortest.jennrich testu a prvok rij pre i > j vyjadruje p-

hodnotu z cortest.mat testu pri porovnaní korela£ných matíc z obdobia i a j. Jennrichov

test prijíma nulovú hypotézu vo viacerých prípadoch. Lenºe funkcia cortest.mat zamieta

podobnos´ v²etkých porovnaných matíc okrem dvojice R3 − R5, kde premennou Rk

77



Zamestnanos´

Obr. 5.2: Vývoj zamestnanosti v pozorovaných krajinách

vyjadrujeme korela£nú maticu z k-teho obdobia. Preto zo získaných výsledkov môºeme

tvrdi´, ºe matice, ktoré vyjadrujú zamestnanos´ v siedmych európskych krajinách po£as

pozorovaného obdobia, nie sú podobné kvôli takmer nulovým p-hodnotám v druhej

funkcii aº na jednu výnimku, kedy je p-hodnota vy²²ia neº pä´ percent v obidvoch

funkciách.

5.2 Vy²ehradská ²tvorka

Vytvoríme novú skupinu tvorenú ²tátmi Vy²ehradskej ²tvorky (ozn. V4). Krajiny sú

stáro£ia úzko spojené, pretoºe vºdy boli sú£as´ou jednej civilizácie a zdie©ajú spolo£né

hodnoty a korene. Ich ekonomiky sa navzájom ovplyv¬ujú [68].

Prvé ²tyri grafy na Obr. 5.4 vykres©ujú vývoj zamestnanosti, ktorý má rastúci trend.
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Obr. 5.3: Korela£né matice zamestnanosti pre rôzne £asové úseky

cortest.jennrich

R1 R2 R3 R4 R5 R6

co
rt
es
t.
m
a
t

R1 1 7.91e−05 1.1e−04 6e−04 0.098 0.0039

R2 1.4e−18 1 0.0032 0.8216 0.3983 0.04998

R3 4.8e−09 0.0026 1 0.0337 0.4897 0.0046

R4 3.3e−43 5.5e−11 3.6e−20 1 0.799 1.2e−4

R5 1.6e−07 0.0042 0.065 1.4e−10 1 0.0662

R6 5.1e−52 5.9e−15 1.7e−20 6.6e−41 1.4e−12 1

Tabu©ka 5.1: Porovnanie korela£ných matíc: p-hodnoty z testov cortest.jennrich a cor-

test.mat

Posledný graf zobrazuje rast zamestnanosti týchto ²tátov. Môºeme vidie´, ºe obdobie

�nan£nej krízy (od roku 2008) malo dopad na zmenu zamestnanosti, ale nie ve©mi

výrazne. Prí£inou poklesu mnoºstva pracujúcich ©udí je aj to, ºe �nan£ná kríza rovnako
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zasiahla krajiny západnej Európy. To malo za následok návrat pracujúcich ©udí zo

zahrani£ia do vlastných krajín. V krajinách SVK a HUN kríza nespôsobila dlhotrvajúci

upadajúci trend zamestnanosti. V POL zamestnanos´ po£as celého obdobia neklesala,

skôr od roku 2008 len stagnovala. �o sa týka CZE, zamestnanos´ sa udrºiavala pribliºne

na rovnakej hodnote po£as celého obdobia.

Obr. 5.4: Vývoj zamestnanosti v krajinách V4

V tejto £asti budeme pozorova´ závislos´ korela£ných matíc a navzájom ich porov-

náva´. Najskôr £asové obdobie rozdelíme na ²tyri £asti, kaºdá zah¯¬a ²tyri roky.

V tabu©ke 5.2 sú uvedené p-hodnoty pre jednotlivé testy, ak porovnávame dve po

sebe nasledujúce obdobia. Hodnoty testov sa výrazne lí²ia, p-hodnota metódy cor-

test.mat nadobúda ve©mi nízke hodnoty. Dokonca v kaºdom jednom prípade zamieta

podobnos´ korela£ných matíc ako v predchádzajúcom príklade. Jennrichova metóda v

prvých dvoch prípadoch prijíma nulovú hypotézu o podobnosti matíc. Tieto výsledky

nie sú prekvapivé. Ak si v²imneme tvary matíc a hodnoty korela£ných koe�cientov na
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Obr. 5.5: Korela£né matice pre Vy²ehradskú ²tvorku

Obr. 5.5, tak uº na prvý poh©ad bez testovania sa zdajú by´ matice odli²né.

cortest.jennrich cortest.mat

R1vsR2 0.0651 0.0023

R2vsR3 0.1435 0.0084

R3vsR4 0.0117 6.3e-06

Tabu©ka 5.2: Porovnanie korela£ných matíc

V tabu©ke 5.3 poskytujeme p-hodnoty ako výstupy z testov, ktoré získame pri porov-

naní v²etkých korela£ných matíc navzájom. Prvok rij v tabu©ke vyjadruje p-hodnotu

z testov pri porovnaní matice Ri a Rj.

V druhom prípade rozdelíme dáta na ²es´ období ako v predchádzajúcom príklade a

otestujeme podobnos´ korela£ných matíc. Obrázky sú zachytené na Obr. 5.6 a tabu©ka

5.4 poskytuje výsledky p-hodnôt z testov, kde porovnávame dve obdobia nasledujúce po

sebe. Z obrázkov na prvý poh©ad nevieme usúdi´, v ktorých obdobiach by zamestnanos´

mohla by´ podobná. V prípade, kedy ani jeden z testov nezamietol nulovú hypotézu,

sú úseky vyjadrené korela£nými maticami R2−R3 a R5−R6.
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cortest.jennrich

R1 R2 R3 R4

co
rt
es
t.
m
a
t R1 1 0.0651 0.0012 0.0352

R2 0.0023 1 0.1435 0.06816

R3 8.7e−09 0.0084 1 0.0117

R4 0.024 0.0006 6.3e−06 1

Tabu©ka 5.3: Porovnanie korela£ných matíc: p-hodnoty z testov cortest.jennrich a cor-

test.mat

Obr. 5.6: Korela£né matice pre Vy²ehradskú ²tvorku

Ak by sme porovnali v²etky dvojice matíc navzájom, ¤al²ie podobnosti matíc vyjdú

len v prípade R1-R5 a R1-R6. Dvojica R1-R6 vyjadruje korela£né matice z období

najviac vzdialených od vypuknutia �nan£nej krízy. Zdá sa, akoby sa zamestnanos´ po

krízovom období dostala do podobného stavu ako bola pred �nan£nou krízou. Výsledky

porovnaní v²etkých korela£ných matíc obsahuje tabu©ka 5.5. Takisto aj v tomto prípade
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cortest.jennrich cortest.mat

R1vsR2 0.0414 0.0008

R2vsR3 0.4783 0.45

R3vsR4 0.2552 0.028

R4vsR5 0.0265 1.9e-05

R5vsR6 0.2996 0.31

Tabu©ka 5.4: P-hodnoty z porovnaní korela£ných matíc pre V4

platí, ºe prvok tabu©ky rij vyjadruje p-hodnoty z testov pri porovnaní korela£ných

matíc z období i a j.

cortest.jennrich

R1 R2 R3 R4 R5 R6

co
rt
es
t.
m
a
t

R1 1 0.0414 0.0897 0.0012 0.1444 0.1865

R2 0.0008 1 0.4783 0.0633 0.0740 0.1461

R3 3.3e−04 0.45 1 0.2552 0.0788 0.2202

R4 1.6e−08 0.018 0.028 1 0.0265 0.0558

R5 0.34 0.0025 8.7e−05 1.9e−05 1 0.2996

R6 0.22 0.012 0.031 2.3e−04 0.31 1

Tabu©ka 5.5: Porovnanie korela£ných matíc: p-hodnoty z testov cortest.jennrich a cor-

test.mat

V predchádzajúcich prípadoch sme porovnávali zhodu korela£ných matíc pre obdo-

bia rozdelené na rovnako dlhé úseky. Ak rozdelíme pozorované obdobie na rôzne dlhé

£asy, aj v tomto prípade testy zhody zamietnu nulové hypotézy o podobnosti korela£-

ných matíc, £o sved£í o rozdielnom vývoji zamestnanosti v krajinách V4 vo zvolených

obdobiach.

Ako sme uº spomínali, v roku 2008 vypukla svetová �nan£ná kríza od²tartovaná pá-

dom banky Lehman Brothers v USA. Konkrétne bol bankrot vyhlásený 15. septembra

2008. Tento dátum zapadá do tretieho kvartálu roku 2008. Pri testoch, kedy sme ana-

lyzovali rôzne dlhé obdobia, sme roky 2000 aº 2016 rozdelili nasledovne: prvé obdobie

2000 Q1 - 2008 Q2, druhé obdobie 2008 Q3 - 2012 Q4, kedy rok 2012 je povaºovaný
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za koniec �nan£nej krízy a tretie obdobie 2013 Q1 - 2016 Q2. Ani v tomto prípade

nenastala zhoda korela£ných matíc, ºiadny test nepotvrdil nulovú hypotézu.

V druhom prípade sme sa zamerali na dve obdobia. Prvé - pred vypuknutím �nan£nej

krízy, teda 2000 Q1 aº 2008 Q2, a druhé obdobie predstavuje zvy²né roky, 2008 Q3 -

2016 Q2. Lenºe ani v tomto prípade nenastala zhoda korelácií.

Z jednotlivých analýz vyplýva, ºe ak sme delili obdobia bu¤ na rovnaké £asti, alebo

pod©a udalostí vo svete, len v pár prípadoch vy²la zhoda korela£ných matíc.

5.3 Intervaly spo©ahlivosti

V predo²lej £asti sme testovali zhodu korela£ných matíc krajín tvoriacich V4 v ²iestich

obdobiach. Aº na pár výnimiek testy zhody vy²li negatívne. Na potvrdenie zhody a

odli²nosti korela£ných matíc, ktoré vyjadrujú vz´ahy medzi zamestnanos´ou krajín, po-

uºijeme iný prístup. Aplikujeme intervaly spo©ahlivosti a budeme postupova´ rovnako

ako v kapitole 3.3.

V prvom prípade sa zameriame na obdobia, kedy testy potvrdili zhodu korela£ných

matíc. Dokopy boli ²tyri, my vyberieme tú etapu, v ktorej vy²la zhoda najvy²²ia.

Najskôr vypo£ítame 95%-né intervaly spo©ahlivosti pre korelácie z obdobia 2002 Q4

- 2005 Q2 a zakreslíme do nich korelácie z rokov 2005 Q3 - 2008 Q1. Na Obr. 5.7 sú

vyobrazené príslu²né grafy pre v²etky ²tyri krajiny V4. Môºeme si v²imnú´, ºe v²etky

korelácie nezapadajú do intervalov. Kaºdý graf obsahuje koreláciu nachádzajúcu sa pod

spodným rozhraním intervalu a ostatné tesne pri hraniciach.

Ak výsledky porovnáme s korela£nými maticami prislúchajúcich období na Obr. 5.5,

tak pozorovania sa potvrdia. Ako príklad uvedieme CZE. Najvýraznej²ie sa prejaví

korelácia s krajinou SVK, pôvodne pozitívny vz´ah sa zmení na negatívny. To v grafe

pozorujeme ako £ervenú bodku nachádzajúcu sa pod spodnou hranicou intervalu.

S POL sa pozitívna korelácia zmení na slab²iu, preto sa korelácia z druhého obdobia,

zakreslená tieº £ervenou bodkou, nachádza tesne pod spodnou hranicou intervalu.

V druhom prípade upriamime pozornos´ na dva £asové úseky, kedy korela£né matice

nevykazujú zhodu. Zvolíme si obdobia 2008 Q2 - 2010 Q4 a 2011 Q1 - 2013 Q3. Stav

korelácií v tomto prípade opisujú grafy na Obr. 5.8.
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Obr. 5.7: Intervaly spo©ahlivosti pri zhode korela£ných matíc z £asových období: 2002

Q4 - 2005 Q2 a 2005 Q3 - 2008 Q1

Obr. 5.8: Intervaly spo©ahlivosti pri odli²ných korela£ných maticiach z obdobia: 2008

Q2 - 2010 Q4 a 2011 Q1 - 2013 Q3

Hodnoty odhadnutých korelácií sa nenachádzajú v intervaloch. Najvýraznej²ie sa

to prejavuje medzi dvojicami CZE a SVK, HUN a SVK, POL a HUN. Výsledky sú
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v súlade s maticami na Obr. 5.5. Korelácie medzi zamestnano´ou v krajinách V4 v

prvom období sú výrazne odli²né od korelácií z druhého obdobia ako usudzujeme pod©a

výsledkov z grafov a zakreslených intervalov. Preto sa nemôºu zhodova´ ani matice,

ktoré pozostávajú z týchto korela£ných koe�cientov.
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Záver

V práci sme sa zaoberali vzdialenos´ami medzi stacionárnymi £asovými radmi, ktorá sa

dá mera´ koreláciami. Prostredníctvom rôznych metód sme analyzovali vybrané £asové

rady. Na vyjadrenie vz´ahov pouºívame prevaºne grafy, ako je najlacnej²ia kostra alebo

graf korela£ných vz´ahov.

V úvode práce stru£ne pribliºujeme základné pojmy, ako korelácia, stacionarita £a-

sových radov, najlacnej²ia kostra, ale aj postup testovania signi�kantnosti korelácií.

Následne sme teóriu aplikovali na konkrétnych dátach výmenných kurzoch a získané

výsledky sme zobrazili gra�cky. Vz´ahy medzi £asovými radmi sa dajú skúma´ aj iným

spôsobom, pomocou parciálnych korelácií. Tomu sme sa venovali v druhej £asti prvej

kapitoly, £ím sme chceli predchádzajúce výsledky vylep²i´, a tak zredukova´ pôvodné

vz´ahy o tie nesigni�kantné. Najskôr opisujeme ich výpo£et dvomi moºnými spôsobmi

a následne koncepty aplikujeme na príklade.

Druhá kapitola, sa okrem výpo£tov korelácií, zameriava na postavenie vrcholov v

grafe. Tieto vlastnosti vyjadrujú indexy centrality. Pomocou získaných výsledkov, ktoré

sme testovali na dátach výnosového rozpätia, porovnávame dva typy grafov, najlacnej-

²iu kostru grafu s grafom korela£ných vz´ahov. Pomocou algoritmov na tvorbu zhlukov

v grafe sme zis´ovali stabilitu rie²ení. Koe�cient zhlukovania tieº vyjadruje postavenie

vrchola v grafe. Tejto veli£ine sme sa venovali v závere druhej £asti práce.

V ¤al²ej kapitole sme skúmali vplyv svetovej �nan£nej krízy na korelácie. Pracovali

sme s multifaktorovou produktivitou ²tátov. Metódami, ktorými sme sa zaoberali v

predchádzajúcich kapitolách, sme porovnávali predkrízové obdobie s pokrízovým. Nový

poh©ad na danú problematiku priniesli intervaly spo©ahlivosti pre korelácie, £ím sme

potvrdili výsledky z predchádzajúcich testovaní.

V ²tvrtej £asti práce pracujeme s HDP krajín Európskej menovej únie. V tomto

prípade v²ak nastal problém pri vyjadrení parciálnych korelácií, ktorý sme sa pokú²ali

rie²i´ h©adaním novej metódy. Pomocou LASSO regularizácie sme vyjadrili vzájomné

vz´ahy, vytvorili grafy a zhluky. Hlavným motívom zamerania sa na novú metódu

LASSO bola nedôveryhodnos´ vypo£ítaných parciálnych korelácií kvôli nedostatku dát.

V¤aka jej aplikácii sme mohli ²táty rozdeli´ do zhlukov, pri£om analýza výsledkov sa

zdala by´ v tomto prípade spo©ahlivej²ia.
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ZÁVER

V poslednej kapitole testujeme zhodu korela£ných matíc na dátach zamestnanosti.

Pozorované obdobie sme rozdelili na viaceré £asové úseky, pre ktoré sme vypo£ítali

korela£né matice a následne sme ich medzi sebou porovnávali. Najskôr sme pracovali s

viacerými európskymi ²tátmi, potom sme sa zamerali na krajiny Vy²ehradskej ²tvorky.

V závere kapitoly sa výsledky odtestovali pomocou intervalov spo©ahlivosti ako v tretej

kapitole.

Prínosom práce bolo obohatenie témy merania vzdialeností £asových radov o iné me-

tódy, ktoré sú schopné vylep²i´ výsledky, a tak skvalitni´ analýzu vz´ahov. Oby£ajné

korelácie neboli £astokrát posta£ujúce na vyjadrenie vzdialeností £asových radov, pre-

toºe vznikali nedôveryhodné vz´ahy. Zamerali sme sa na metódy, ktoré sú schopné

spracova´ informácie iným spôsobom, a tieº sa vysporiada´ s men²ím po£tom dát.

Dôleºitou sú£as´ou práce bola gra�cká interpretácia výsledkov.
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