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Abstrakt v statnom jazyku

PELLEROVA, Daniela: Stabilita pridenia v reaktivnych pérovitych prostrediach, Uni-
verzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra
aplikovanej matematiky a Statistiky; skolitel: Doc. RNDr. Peter Guba, PhD., Brati-
slava, 2018, 49 stran.

V préci sa zaoberame modelom reaktivneho frontu pridiaceho pérovitym prostre-
dim s rozpustnymi minerdlmi. Uvadzame systém diferencialnych rovnic a okrajovych
podmienok popisujuci model, jeho rieSenie pre zakladny stav a bezrozmernt formula-
ciu. Do systému zavadzame poruchové funkcie, pomocou ktorych analyzujeme linearnu
stabilitu odvodeného dvojbodového okrajového vlastnohodnotového problému.

Analyzu linearnej stability uvddzame pre rozne formy permeabilitného zédkona v
porovitom prostredi. Aplikdciou spektralnych numerickych metéd identifikujeme sta-

bilitné charakteristiky pérovitého systému v zavislosti na kontrolnych parametroch.

KTIicové slova: pérovité prostredie, reaktivny front, linedrna stabilita



Abstract

PELLEROVA, Daniela: Stability of flows in reactive porous media, Comenius Uni-
versity in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department
of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: Doc. RNDr. Peter Guba, PhD.,
Bratislava, 2018, 49p.

In our thesis we study a model of reactive front propagating through porous me-
dia with dissoluble minerals. We introduce system of differential equations with cor-
responding boundary conditions, its solution for earlier defined base state and non-
dimensionalized formulation.

Adding perturbations and linearizing about the base state we derive a two-point
boundary eigenvalue problem. We analyze linear stability for various forms of perme-
ability law in reactive porous media. Applying spectral numerical methods we identify
the stability characteristics of the porous system as a function of underlying control

parameters.

Keywords: Porous media, Reactive front, Linear stabiliy



Obsah

Uvod
1 Riadiace rovnice

2 Zakladny stav
2.1 Zéakladny stav: Rozmerny tvar . . . . . .. .. .. ... Lo

2.2 Zakladny stav: Bezrozmerny tvar . . . . . . . ... ...
3 Linearizovany poruchovy systém

4 Numerické rieSenie vlastnohodnotového problému
4.1 Vysledky pre permeabilitu £y (w) . . . . ... oL L
4.2 Vysledky pre permeabilitu xo(w) . . . . . .. oo
4.3 Vysledky pre permeabilitu k3(w) . . . .. .. ..o

Zaver
Zoznam citovanej literattiry
Priloha A  CebySevova spektrilna diskretizaéna metéda

Priloha B  Zdrojové kédy

10

11
11
13

15

18
18
23
27

31

32

33

43



Uvod

Tedria hydrodynamickej stability [1] predstavuje dolezitt sticast matematického popisu
dynamiky tekutin. Jej hlavnou snahou je ur¢it podmienky pre prechod laminarneho
pradenia k turbulencii. Laminarne priadenie je z matematického hladiska ponimané ako
zékladny stav systému a jeho identifikicia je prvym krokom pri analyze hydrodyna-
mickej stability. Zavedenim perturbéacii zakladného stavu ziskavame poruseny systém.
Analyza takéhoto poruseného systému je ciefom aj nasej diplomovej prace. Laminédrne
priadenie aj jeho perturbacie st riadené systémom parcidlnych diferencialnych rovnic,
ktoré reprezentuju zdkony zachovania. V linedrnej tedrii stability sa zameriavame na
poruchové veli¢iny, ktorych velkost je mensia v porovnani s velkostou zakladného stavu
[1].

Prudenie chemicky reaktivnej kvapaliny v pérovitom prostredi, t.j. kvapaliny oboha-
tenej o kyselinu, je spojené s rozpustanim pevnej fazy porovitého prostredia s naslednou
zmenou permeability (priepustnosti). Reaktivny front, t.j. rozhranie medzi neporuSe-
nou a ¢iasto¢ne rozpustenou ¢astou poérovitého prostredia, ¢asto podlieha morfologicke;j
nestabilite tzv. reactive infiltration instability [3]. Takéto reakcie mozeme pozorovat na-
priklad pri uskladnovani CO5 v podzemnych pérovitych rezervoaroch (tzv. sekvestracia;
6)).

Predchédzajice prace boli zalozené na predpoklade (i) tenkej hrubky reakéného
frontu a (ii) relativne slabej zavislosti permeability na koncentra¢nom poli (pozri [8],
[9]). Model predpoklada, Ze kvapalina obohatena o kyselinu, uplne vypliuje pérovité
prostredie a Ze povrch rozpustnych minerdlov je imerny ich objemu [3].

Cielom nagej prace je analyza linedrnej infiltra¢nej stability pre (i) lubovolnt dlzkova
skalu, a teda [ubovolna hribku reaktivneho infiltra¢ného frontu, a (ii) pre komplexne-
jSie permeabilitné vztahy vystupujice v Darcyho rovnici. Najskor sa budeme venovat
identifikdcii a analyze parametrickej zavislosti zdkladného stavu (kapitola 2). Odvo-
dime a vyrieSime systém sebepodobnych diferencidlnych rovnic pre zaujmové veliciny
a zbezrozmernenim pripravime systém pre stabilitn analyzu.

Zavedenim poruchovych funkcii do systému a linearizaciou na okoli zdkladného stavu

sa dostavame k formulacii okrajovej dvojbodovej vlastnohodnotovej tlohy pre poru-



chové funkcie resp. poruchové amplittdy (kapitola 3). Tento systém budeme v kapitole
4 riegit numericky CebySevovou spektralnou metédou [10] v systéme MATLAB, pri-
¢om budeme stavat na kniznici HYDROSTAB [12]. Uvedieme numerické vysledky a
ich porovnanie pre Specifické volby permeabilitnych vztahov a zvazime vplyv dalSich

parametrov na stabilitu systému.



1 Riadiace rovnice

Nech ¢(z,y,t) a w(z,y,t) st postupne koncentracia kyseliny na jednotku objemu pdéro-
vitého prostredia a koncentracia rozpustnych mineralov na jednotku objemu pevného
prostredia. Premennou u(z, y,t) budeme oznacovat objemovy tok kyseliny na jednotku
plochy pdérovitého média a predpokladame, Ze pérovitost tohto prostredia (ozn. ®) sa
vyrazne nemeni. Rovnako predpokladédme, Ze permeabilita (priepustnost) prostredia
je zavisla na koncentracii w, ozn. k(w). Nakoniec predpokladame, Ze chemicka reak-
cia ma rychlostnii konstantu k& a stechiometricky koeficient r. Riadiace rovnice pre

koncentracie ¢ a w maju tvar

(I)E + V- (uc) = —kwe, (1.1)
ow
v(l— @)E = —kwe. (1.2)

Podiatoéna hodnota koncentracie kyseliny je ¢y a zodpoveda stavu, ked si vetky
mineraly rozpustené, teda ked w = 0. Analogicky stavu, kedy Ziadne z mineralov nie st
rozpustené zodpoveda hodnota koncentracie rozpustnych mineralov w = wy a hodnota
koncetracie kyseliny ¢ = 0. Uvazujeme nekonecne rozlahly systém v smere x, pricom
¢ —cpaw— 0 pre z — —oo; analogicky ¢ — 0 a w — wy pre x — +00. Rychlostné

pole u a tlak p su riadené Darcyho rovnicou a lokalnym zdkonom zachovania v tvare

u=— Vp, (1.3)

V-u=0, (1.4)

kde premenna p je viskozita kvapalnej fazy a x = k(w) je permeabilita pérovitého

prostredia. V zlozkovom tvare majua rovnice (1.3) a (1.4) tvar

_ K(w)dp
u= o or (1.5)
k(w) Op
v =29 1.6
Oy (1.6)
ou Ov
92 + o 0 (1.7)
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2 Zakladny stav

2.1 Zakladny stav: Rozmerny tvar

Pod zékladnym stavom rozumieme rieSenie pre polia ¢, w,w a p, ktoré si funkciou
priestorovej premennej x a casu t prostrednictvom novej nezavislej premennej £ =
x—Vt (sebepodobnd premennd), kde V' je konstanta (rychlost frontu), ktora je sti¢astou
rieSenia. Polia ¢, w a p su funkciou & a rychlostné pole w ma tvar u = Ue,, kde U je
predpisand kon$tantna rychlost (streaming flow) a €, je jednotkovy vektor v smere

T-0vej osi.

L

Ueé,

Obr. 1: Rychlostné pole u = Ue,,.

Potom pre okrajové podmienky plati, ze ak x — oo tak aj & — oo (rovnako ked
r — —o0, tak £ — —00).
Rovnice (1.1) a (1.2) moéZeme po zavedeni sebepodobnej premennej £ = = — Vit

prepisat ako

-0V +Ud = —kwe, (2.1)

—v(1 = P)Vu' = —kwe, (2.2)

kde ¢ a w’ postupne oznacuju dc/d¢ a dw/d€ cez interval (—oo, ). Aplikiciou okra-

jovych podmienok pre ¢ a w pre £ — —o0 z rovnic (2.1) a (2.2) dostdvame
(U—-2V)(c—co) =—v(1l —D)Vw. (2.3)

Analogicky, integraciou cez interval (£, 00) a aplikdciou okrajovych podmienok pri & —

oo dostavame

(U—=3dV)e=—-v(l—P)V(w — wp). (2.4)

11



Z rovnic (2.3) a (2.4) potom dostavame rovnicu
(U—2V)cy =v(l — @)V, (2.5)

ktora urcuje konstantnt rychlost frontu

U
V= e (26)
kde a = ¢y /[v(1 — ®)wy] je tzv. kapacitné &islo.
Z rovnice (2.1) potom pre w méame
(eV -U) ¢

Pre neskorsie pouZitie vyjadrime aj w’

o B0 () )

¢
Dosadenim vztahov (2.7) a (2.8) do rovnice (2.2) dostaneme nelinedrnu obycajna dife-

rencidlnu rovnicu pre c v tvare

1 "\’
U = BV) = vl = 9V (DV ~ V) (%) , (2.9)
, v(1=o)WV [
=—7—). 2.1
¢ k: . (2.10)
Separaciou premennych ¢ a c ziskame rieSenie v tvare
1
c(€) = o pe (2.11)
kde 8 = Uv(1 — ®@)/[k(Pcy + v(1 — @)wy)]-
Z rovnice (2.7) potom pre rieSenie w(§) mame
w(8) = woy e (2.12)

kde sme vyuzili vztah (2.6) a definiciu pre koeficient o = ¢y/[v(1 — ®)wy]. Uvedené
vztahy motivuji vyber nasledujicich rozmernych $kal: ¢y pre ¢, wo pre w a 1/5 pre £ v
kapitole 2.2. Graf uz zbezrozmernencyh koncentracii ¢ a w moézeme vidiet na obrazku
2.

Rovnice (1.5) a (1.6) st predpokladom u = Ué€, a p = p(&) splnené automaticky,

zatial ¢o rovnica (1.7) urcuje tlakové pole v tvare

3
p(€) = po —MU/ ,{[wl(g)]

pre lubovolnt predpisant funkciu permeability k = x(w) (vid nizZsie).

d¢, (2.13)

12



Obr. 2: Graf bezrozmernych koncentracii ¢/co a w/wq ako funkcii £/0.

2.2 Zakladny stav: Bezrozmerny tvar

Pre bezrozmernt formulaciu zavadzame rozmerné skaly cq pre ¢, wg pre w, V pre u,

1/8 pre & a y, 1/BV pre t a uV/ (ko) pre p.

Zavislé a nezavislé bezrozmerné premenné definujeme v tvare

" =c/co,

w* = w/wy,

ot =1/(1/8), (2.19)
y =y/(1/8), (2.20)
t=t/(1/8V). (2.21)

V dalsej ¢asti symbol * nebudeme pisat a vSetky nezavislé a zavislé premenné budeme

chapat ako bezrozmerné.

13



Pozrieme sa postupne, Co sa stane s riadniacimi rovnicami (1.1) a (1.2).

co Oc L
o 1BV i + V - (uc) VBeoe = —kwowegc, (2.22)
Oc
a (@E +V- (uc)) = —we, (2.23)

kde o = ¢o/(1/6V).
Analogicky zbezrozmernime aj rovnice (1.2)—(1.4). Vysledny bezrozmerny systém

mé potom tvar

a (@g—; +V- (uc)) = —we, (2.24)
ow

5 = WG (2.25)

u = —k(w)Vp, (2.26)

V-u=0. (2.27)

Okrajové podmienky pre bezrozmerny systém majua tvar ¢ — 1L,w — 0,p — 1
priz - —oc0cac— 0,w — 1,p — 0 pri z — oo. Bezrozmerné parametre v tychto
rovniciach si a, ® a parametre v permeabilitnom zdkone x = k(w) uvedené v kapitole
4.

Vyuzitim definicii (2.14)—(2.21) mozno zdkladny stav odvodeny v 2.1 vyjadrif v

nasledovnej kompletnej forme

c(§) = ﬁ (2.28)
w(§) = % (2.29)
pO=1- @ 1/0) [ ol 2:30)

= (®+1/a)c, (2.31)

kde €, je jednotkovy vektor v smere osi x.

14



3 Linearizovany poruchovy systém

V tejto ¢asti budeme analyzovat stabilitu zakladného stavu vodi linearizovanym poru-
chdm. Zavedieme poruchové funkcie ¢(§,y,t) v tvare normalnych médov (analogicky

pre ostatné veli¢iny) v tvare:

1 )
c=C+et= T T eeMTIWE(€), (3.1)
3
- ~ € A+iay,~
w =W+ ew = T ot + e w(§), (3.2)
u=1u+ et =d+at + e MWG(E), (3.3)
v =10+ e =0+ eeMTWH(E), (3.4)
. ¢ 4ot —
p=p+ep= / ———d€ + M TG(E), (3:5)
—oo H(w)

kde ¢ je koncentracia kyseliny v zdkladnom stave (analogicky pre ostatné veli¢iny) a € je
maly parameter, ktory meria amplitidu porich. Poruchové veli¢iny st imerné eM+%,
pretoze poruchovy diferencidlny systém je separovatelny v premennych y a t.

Systém je stabilny voci linearizovanym porucham, ak redlne casti vSetkych vlast-
nych ¢isel su zaporné. Ak aspon jedno vlastné ¢islo ma kladnt redlnu cast, systém je

nestabilny. V pripade nulového vlastného ¢isla ide o neutralnu stabilitu. Dosadenim

vztahov (3.1) — (3.5) do rovnice (2.24) dostédvame

o (@% (c+et)+V- ((fa+ea)(a+eé))> = —(w + ew) (3.6)

« (cb% + @eg—; + V- (uc) + €V - (ac + ac) + 62(116)) = —cw — e(cw)+ (3.7)

VyuZitim rovnice (2.24) pre zakladny stav a zanedbanim ¢lenov O(e?) mame rovnicu

pre poruchovi funkciu koncentracie kyseliny ¢(&, y, t)

A

a@% +aV - (ac + uc) = —(cw + cw). (3.8)

Analogicky pre rovnicu (2.25) méame

%(zﬂ—i—a&) = —(w + ew)(c + €¢), (3.9)
ow 0w P U
wn + €y = ~CW — €C — eCw — €ue. (3.10)

15



Pouzitim rovnice (2.25) dostavame rovnicu pre poruchovi funkciu (€, y, t)

i
a—t’ = (& + éw). (3.11)
Dalsie poruchové rovnice ziskame z Darcyho rovnice (2.26) a lokdlneho zdkona za-

chovania (2.27). V zlozkovom tvare mame

u= —/ﬁ(w)g—i, (3.12)
v=— (w)g—z, (3.13)
0= % g_z, (3.14)
alebo

u+ et = —r(w+ ew)w, (3.15)
U+ €0 = —ﬁ(w+ew)a(ﬁa——;€ﬁ), (3.16)
0= 8(“(;; ) a(”;y €0). (3.17)

Vyraz k(w + ew) rozvinieme do Taylorovho radu na okoli w v tvare
k(W + e) = k(W) + ex’(0)w + O(€); (3.18)

¢leny O(€?) sa v linearizovanom pripade neprejavia. Rovnice (3.15) — (3.17) mozno

potom zapisat v tvare

o(p+ ep)

U+ et = —[k (0) + ex' (W) + O(€®)] R (3.19)
T+ €b = —[x (@) + e’ (@)D + 0(62)}3@6—;6@, (3.20)
o Aate) O+ ei) (3.21)

ox oy

Vyuzitim rovnic (2.26) a (2.27) pre zédkladny stav dostdvame poruchové rovnice pre

u,0 a p v tvare

s O _Op
U= —wk'(0) e (w>8:c’ (3.22)
X N/ _\Op
_ op O 2
0 wk' (W) 2y /i(w)ay, (3.23)
ou 00
0= % + a—y (324)



Ked7e pre tlak v zakladnom stave plati 9p/0z = (®+1/a)k~(w) a Op/dy = 0 rovnice
(3.22) — (3.24) sa redukujt na tvar
op

it = — ! (@)(P + 1/a)n™ (@) — K(@) 5 (3.25)
b= —n(w)g—z, (3.26)
0= % + g_Z' (3.27)

Zo systému rovnic (3.25) — (3.27) mozno eliminovat tlakové pole p. Derivovanim (3.26)

a pouzitim rovnice (3.27) dostavame

ou BN
D1 L OPp 0%
o5 = k(W) Ov20n + fi/(w)w/?, (3.29)
o 9D o, ., 0u
i R(M)M + K (w)w'k (w)% (3.30)
Podobne derivovanim (3.25) mame
0%u 0%(w) Pp
=— 0)(® + 1))k (0) — k(D) 57— 3.31
55 =~ ()@ + 1) @) — k() (3.31)
Kombinaciou (3.30) a (3.31) dostdvame rovnicu pre poruchovia funkciu @
0*0 g, 00 0% 1 0*w
i K (w)w'k 1(w)% + a2 + &' (w)k () (P + 1/oz)8—y2 = 0. (3.32)
Vysledny systém rovnic pre poruchové premenné ¢, w a 4 ma tvar:
9
a(IDa—j +aV - (48 + G) + @b + éw = 0, (3.33)
i
3_1: + cw + cw = 0, (3.34)
0?0 g, 00 D% I O*w
i K (w)w'k 1(w)% + a2 + &' (w)kH (w) (P + 1/0z)8—y2 = 0. (3.35)

Separaciou poruchovych funkcii v tvare normalnych médov mozno odvodit nasledu-
juci systém pre poruchové amplitady ¢(§), w(§) a a(§):
a[PAE + D¢t + ia] et + uDeé + e + éw = 0, (3.36)

A + & + ¢ = 0, (3.37)

Diu — &' (0)w's~ (0)Dett — a*t — o’k (w)k ™ (@) (¢ + 1 /) = 0, (3.38)

kde D¢¢ oznacuje derivaciu dé(€)/d¢ (rovnako pre ostatné poruchové amplitidy). Na-
vySe okrajové podmienky pre systém poruchovych amplitid maju tvar ¢ = 0, w — 0

au— 0 pre & — £o0.
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4 Numerické riesenie vlastnohodnotového problému

Numerické rieSenie tlohy (3.36) — (3.38) spektralnou diskretiziciou sme naimplemento-
vali v systéme MATLAB vyuzitim kniZnice spektralnych diferen¢nych matic [12], [11].
Kniznica HYDROSTAB [12] je vhodna pre rieSenie vlastnohodnotovych diferencialnych
uloh, ktoré produkuji zovseobecnené vlastnohodnotové linearne systémy rovnic. Tato
kniznica umoznuje numerické riesenie pre tulohy s viacerymi oblastami a konecénym
alebo nekonecnym intervalom premennej x.

Spektralna diskretizacia vlastnohodnotového problému (3.36) — (3.38) vedie k zo-
vSeobecnenému vlastnohodnotovému systému Au = ABu, kde A, B st matice typu
(N+1) x (N+1) awu je vektor typu (N + 1) x 1, ktory reprezentuje nezname hodnoty
funkcii &(€),w(€) a u(¢) v CebySevovych uzlovych bodoch.

Vzhladom k tomu, Ze rovnica (3.38) neobsahuje ¢asovii deriviciu, matica B nema
plnt hodnost a preto si niektoré vlastné hodnoty neohranicené. Tieto vlastné hod-
noty sa v kontexte spektralnych metdéd oznacuja ako falo§né (spurious) a musime ich
odfiltrovat.

V nasledujucich podkapitolach budeme Studovaft tri typy zakonov pre permeabilitnt

funkciu:
Ky (w) = e, (4.1)
Ko(w) = 1/(1 + dw), (4.2)
k3(w) = Ko = konstanta. (4.3)

4.1 Vysledky pre permeabilitu x;(w)

Prvou volbou permeabilitnej funkcie x(w) bude x;(w) = e~ (obrazok 3).

Na obrazku 4 je zobrazené spektrum tlohy (3.36) — (3.38) pre zvolené parametre
a, P aa.

Zévislost vlastnych hodnét od vlnového ¢isa a je zobrazend na obrazkoch 5 a 6.
Samostatne je zobrazena cast, ktord reprezentuje rychlost rastu portich a imaginarna
cast, ktora reprezentuje frekveciu portch.

Zavislost maximalnej rychlosti rastu porach, maxrRe(\), od vinového ¢isla a je uve-
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Obr. 4: Spektrum vlastnych hodndt zobrazené pre « = 1, ® = 0.11,§ = 3, a = 3 a spektralne rozlisenie
N = 25,

dené na obrazku 7.

7 obréazku vidime, ze normalny mdéd s maximélnou rychlostou rastu je nestabilny,
takZze reaktivny front s profilmi koncentracii ¢(§) a w(§) je nestabilny. NavySe, pre
malé vlnové ¢isla a je rychlost rastu portch linedrnou funkciou a, zatial ¢o pre velké a
dochéadza k saturacii Re()) [3, asymptotickd aproximécia pre a — 0].

Na obrézku 8 st zobrazené poruchové amplitady ¢(&),w(§) a u(€). Je zaujimavé
poznamenat, Ze poruchové amplitidy sa lokalizované v oblasti pred frontom (£ = 0).

Celkové poruchové funkcie, t.j. Re [eMT19¢(¢)] a podobne pre w(€,y,t) a a(&,y,t)

su zobrazené na obrazkoch 9 — 14.
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Obr. 6: Frekvencia poruch Im()\) ako funkcia vlnového ¢isla a.
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Obr. 7: Maximélna rychlost rastu Re(A) ako funkcia vlnového ¢isla a.

Re(é), Im(¢)

Re(w), Im(

Re(),Im(a)

Obr. 8: Redlne (modré, symbol o) a imagindrne (¢ervené, symbol +) zlozky funkcii ¢(£),w(€) a u(€)

pre permeabilitu x; = e~0%.
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&, y,t)

Obr. 9: Poruchova funkcia koncentracie kyse- Obr. 10: Poruchové funkcia koncentracie ky-

liny ¢ v case t = 0 pre vinové ¢islo a = 0.4.  seliny ¢ v ¢ase t = 0 pre vlnové ¢islo a = 2.

B(E,y,t)

Obr. 11: Poruchova funkcia koncentracie roz- Obr. 12: Poruchova funkcia koncentracie roz-
pustnych minerdlov w v ¢ase t = 0 pre vlnové pustnych minerdlov w v ¢ase t = 0 pre vlnové

¢islo a = 0.4. ¢islo a = 2.

W y,t)

Obr. 13: Poruchova funkcia rychlosti v smere Obr. 14: Poruchova funkcia rychlosti v smere

x 4 v Case t = 0 pre vlnové ¢islo a = 0.4. x 4 v Case t = 0 pre vlnové ¢islo a = 2.
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4.2 Vysledky pre permeabilitu xo(w)

V tejto Casti uvedieme vysledky pre permeabilitn funkeciu ko(w) = 1/(14+0w) (obr. 15).
Zobrazime spektrum vlastnych hodnot vlastnej hodnoty (obrazok 17 a 18) a maximalnu
rychlost rastu ako funkciu vlnového ¢isla a (obrazok 19).
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Re[)]

Obr. 16: Spektrum vlastnych hodnot zobrazené pre @« = 1, = 0.11,0 = 3,a = 3 a spektralne

rozli$enie N = 2°.

Poruchové amplitady (), w(xi), a(§) pre rao(w) = 1/(1 4+ dw) s zobrazené na
obrazku 20, a celkové poruchové funkcie ¢(&,y,t), w(§,y,t) a u(€, y,t) na obrazkoch 21
— 26.
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Obr. 17: Rychlost rastu poriich Re(\) ako funkcia vinového éisla a.
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Obr. 18: Frekvencia portich Im(\) ako funkcia vinového éisla a.
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Obr. 19: Maximélna rychlost rastu Re(\) ako funkcia vinového ¢isla a.
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Obr. 20: Reélne (modré, symbol o) a imagindrne (Gervené, symbol +) zlozky funkcii é(¢), w(&) a u(€)

pre permeabilitu ko(w) = 1/(1 + dw).
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Obr. 21: Poruchova funkcia koncentracie ky- Obr. 22: Poruchové funkcia koncentracie ky-

seliny ¢ v case t = 0 pre vlnové ¢islo a = 0.4. seliny ¢ v ¢ase t = 0 pre vlnové ¢islo a = 2.

SN
SN

B(E,y,t)

Obr. 23: Poruchova funkcia koncentracie roz- Obr. 24: Poruchova funkcia koncentracie roz-
pustnych minerdlov w v ¢ase t = 0 pre vlnové pustnych minerdlov w v ¢ase t = 0 pre vlnové

¢islo a = 0.4. ¢islo a = 2.

FRINS
SO

TN
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Obr. 25: Poruchova funkcia rychlosti v smere Obr. 26: Poruchova funkcia rychlosti v smere

x 4 v Case t = 0 pre vlnové ¢islo a = 0.4. x 4 v Case t = 0 pre vlnové ¢islo a = 2.
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4.3 Vysledky pre permeabilitu x3(w)

Tretim pripadom tvaru funkcie x bude pripad, kedy je permeabilita nezavisla od kon-
centracie rozpustnych minerdlov w, teda ked k3(w) = kg je konStantnou funkciou. V

tomto pripade sa systém (3.33) — (3.35) zjednodusi na

5
o@a—j +aV - (G¢+ @é) + @b + éw = 0, (4.4)
o
8_@; + éw + cw = 0, (4.5)
0% 9%
gu, 4,
927 + oy 0 (4.6)

Na obrazkoch 27 — 30 je postupne zobrazené spektrum vlastnych hodnot, velkost

rastu portch, ich frekvencia a maximalna rychlost rastu portch.

000000000 41

Im([\]

Re[\]

Obr. 27: Spektrum vlastnych hodnot zobrazené pre @« = 1, = 0.11,0 = 3,a = 3 a spektralne

rozliSenie N = 2°.

Vidime, Ze pri volbe konstantnej funkcie permeability, najvic¢sia redlna vlastné hod-
nota (obrazok 27) aj frekvencia portch (obrizok 30) st nulové a navySe frekvencia
portch nie je zavisla od vlnového ¢isla a.

Poruchové amplitudy é(€), w(§), @(€) st zobrazené na obrazku 31.

Kedze Re(A) < 0 pre vSetky vlastné hodnoty, s narastajicim ¢asom ¢ bude ¢len
e Mty klesat do nuly a teda mézeme ustdit, Ze pre tento tvar permeabilitného zakona
je reaktivny front stabilny pre vSetky vinové ¢isla a. NavySe, kedZe najvic¢sia redlna

vlastna hodnota je presne nulova, hovorime o neutralnej stabilite.
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Obr. 28: Rychlost rastu portch Re(\) ako funkcia vlnového ¢isla a.
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Obr. 29: Frekvencia portich Im(\) ako funkcia vlnového éisla a.
28



Re[A]

Obr. 30: Maximélna rychlost rastu Re(\) ako funkcia vinového ¢isla a.

Re(é), Im(¢)

Re(w), Im(

MmO

Re(),Im(a)

Obr. 31: Realne (modré, symbol o) a imaginarne (¢ervené, symbol +) zlozky funkcii ¢(£), w(§) a a(€)

pre permeabilitu k3(w) = ko = konstanta.
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é(&,y,1)

Obr. 32: Poruchova funkcia koncentracie ky-

seliny ¢ v case t = 0 pre vlnové ¢islo a = 0.4.

0"‘i‘\\
AN

(€, y,t)

Obr. 384: Poruchova funkcia koncentracie roz-

pustnych minerdlov w v ¢ase t = 0 pre vlnové

¢islo a = 0.4.

Obr. 33: Poruchova funkcia koncentracie ky-

seliny ¢ v case t = 0 pre vlnové ¢islo a = 2.

Obr. 35: Poruchové funkcia koncentracie roz-

pustnych minerdlov w v ¢ase t = 0 pre vlnové

¢islo a = 2.
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Zaver

Cielom diplomovej prace bola analyza stability reaktivneho frontu, ktory propaguje
pérovitym prostredim s permeabilitou (priepustnostou) zavislou od koncentrécie roz-
pustnych mineralov.

V prvej kapitole sme uviedli matematicka formulaciu modelu reaktivneho pérovi-
tého prostredia a okrajovych podmienok. Transforméciou modelovych rovnic do po-
hybujtcej sa sustavy sme ziskali systém nelinedrnych obyc¢ajnych diferecialnych rovnic
pre zakladny stav problému. Separaciou premennych sme ziskali rieSenie pre zakladny
stav. Zakladny stav je tiez zdrojom typickych skal, pomocou ktorych sme modelové
rovnice previedli do bezrozmerného tvaru. Do systému sme zaviedli poruchové funkcie,
resp. poruchové amplitidy, nasobené faktormi normélnych modov, a ziskali systém
linedrnych diferencidlnych rovnic pre poruchy.

Vyuzitim [10] sme derivicie nahradili diferenénymi maticami, ktoré zodpovedaji
Cebygevovym diskretizaénym uzlov, ¢im sme vlastnohodnotovy problém na neohra-
ni¢enom intervale transformovali na vlastnohodnotovy problém na intervale [—1,1] a
rieSili pomocou knZznice [12].

Numerické vysledky sme ziskali pre tri typické permeabilitné vztahy. V prvych dvoch

dw

pripadoch (pre permeabilitu k1 (w) = ™" a ko(w) = 1/(140w), kde w je koncentricia
rozpustnych minerdlov v pérovitom prostredi a ¢ je zvolena konstanta) konstatujeme
nestabilitu, pozri obrazky 7 a 19. Jej dovodom je, ze maximalne redlne casti vlastnych
¢isel, ktoré st zodpovedné za rychlost rastu portich, si kladné pre uvazované vlnové
c¢isla. Naopak, v pripade konstantnej permeability sme nenasli ziadnu vlastn hodnotu

s kladnou redlnou ¢astou. S narastajicim ¢asom pre ttto volbu permeabilitného zdkona

je teda nas systém stabilny.
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Cebysevova spektralna diskretizacnd metéda

V tejto casti predstavime myslienku Cebysevovej spektralnej diskretizacnej metdédy
podla [10]. Najskor definujeme pojem CebySevovych polynémov a aproximécie deri-
vacie pomocou diferen¢nych matic. Na zaklade toho budeme moct uviest myslienku
Cebysevovych diferenénych matic podobne ako [4] ilustrovaf ich vyuZitie a presnost

aproximadcie na niekolkych prikladoch.

Cebysevove polynémy

Pri numerickych rieseniach vyuzivajtcich spektralne metdédy sme potrebovali interval,
na ktorom pracujeme, rozdelit pomocou deliacich uzlov. Jednym z pristupov je vo-
Iba uzlov pomocou Cebysevovych polynémov, ktorych myslienku a zdkladné vlastnosti

uvadzame nizsie (podrobnejsie v [2]).
Definicia A.1 Polynomy T,(z), n € N definované ako

T, (z) := cos(narccos(z)), e [-1,1], (A7)
nazijvame Cebysevovymi polyndmami.

Pre lepsiu predstavu o tvare CebySevovych polynémov uvedieme aj vzfah pomocou

algebraickych polynémov. Z goniometrickej identity

cos(nf) + isin(nf) = (cos(#) + isin(f))", (A.8)
= cos"(0) + 1(7;) cos" ! fsin 6§ + i? (Z) cos" 2 0sin’ 6 + ...
(A.9)
a zo vztahu
sin?™ § = (1 — cos® )™, m €N, (A.10)
dostavame potom
T, (cos ) := cos(nd), (A.11)
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kde T, (2) := cos(narccos(z)) = ol

+

polynémy stupnov 0,1,2 a 3 maju tvar

(n) (n), .2

0T+ X ...oz%

n
) g

. Potom Cebysevove

1 T T T T T T T T T
&~
—1! | | L | | |
-1 -08 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Obr. 36: Cebysevove polynémy stupia 2,3 a 4.

nosti CebySevovych polynémov — ortogonalitu, rekurentny vztah a ohrani¢enost [2].

Veta A.1 Cebysevove polyndmy T,, a T,, st ortogondlne, teda plati

m
(Tm Tm)(O,w) = 5

CnOn,ms m,n € N,

(A.16)

kde 0, ., je Kroneckerov delta symbol, koeficienty c,, si definované ako

0, n <0,
2, n =0,
1, n >0

a vaZeny skaldrny sicin (u,v), je definovany ako

(woli= [

1 u(z)v(z)w(z)de,

1
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kde w: I = [—1,1] — R, je vdhovd funkcia v tvare

1
w(z) == N (A.19)

Veta A.2 Pre Cebysevove polynomy plati rekurentnyj vztah
Tii1(x) = 22T (x) — Thr(z), k>0, To(z)=1, Ti(z)==z. (A.20)
Veta A.3 Pre Cebysevove polynémy Ty(x) plati

Th(2)| <1, |z| <1, Tu(£l) = (£1)*, (A.21)

Ta()| < K2, |2 <1, T(£1) = (£1)"F* (A.22)

Diferenéné matice

Definujme na mnozine uzlov zy,z1,..., 2y, kde z; # x; pre ¢ # j, mnozinu zodpove-
dajucich funkénych hodnot {v(a:j)}ﬁio. Nech p je interpola¢ny polyném stupna N pre

tieto body, teda p(x;) = v; pre 0 < j < N a w je jeho derivacia v uzlovych bodoch z;,

t.j. plati w; = p'(x;). Potom vektory v a w spliaji vzfah

w = Dv, (A.23)

kde maticu D nazyvame diferenénou maticou typu (N + 1) x (N + 1).
Na odvodenie tvaru jednotlivych zloziek diferencénej matice pomocou definovanych

interpola¢nych uzlov vyuzijeme Lagrangeov tvar interpola¢ného polynému

p(z) = kal}k(w), (A.24)

kde

N
r — T
Le(x) =[] p— gj (A.25)
j=0 "k

j#k

je k-ty Lagrangeov kardinalny polyném, ktory nadobida hodnotu 0 pre x; a 1 pre
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Diferen¢né matice D pre N =1 a N = 2 teraz vypocitame v prikladoch a nasledne
uvedieme tvar explicitného vzorca.

Nech N = 1. Lagrangeov tvar interpola¢ného polynému podla (A.24) potom splha

r — T T — 2o
+ v )
o — I1 Tr1 — X

p(z) = vo (A.26)

kde vy, v; st funkéné hodnoty v interpolac¢nych uzloch xg, x1. Derivacia tohto polynému
ma tvar

pla)= —2— g 2 (A.27)

To—x1 X1 —To

Kedze vztah (A.27) je vzhladom na x konstantnou funkciou, diferenénd matica D ma
zhodné zlozky a ma tvar

1 1

_ To—x1 To—T1
D= " e (A.28)
To—T1 TO—T1

Nech N = 2. Pomocou interpolac¢nych uzlov xg,z; a x5 vyjadrime tvar interpola-

¢ného (kvadratického) polynému a jeho derivicie (linearneho polynému) ako

r—Tr1 r—2I r—Tg r—XT r—Tg r—XT
p(z) = vo ! 2 4 0 2 4 Vg 0 ! , (A.29)
To — L1 Xy — T2 T1 — o1 — T2 Lo — g T2 — X1
20 —x1— T 20 —x9g — T 20 —xg —
p'(x) = v "ty 02 4y 0 =71 (A.30)
(2o — 21)(0 — 72) (21— 20) (21 — T2) (22 — x0)(22 — 71)
Potom diferenéné matica je typu (3 x 3) a ma tvar
1 1 To—T2 ro—T1
xo—T1 zo—z2  (v1—w0)(T1—22) (x2—z0)(T2—71)
_ r1—T 1 1 r1—T
D= (zoﬂci)(acifxz) z1—T0 + T1—T2 (zzfﬂc(l))(ngm) ’ (A'31)
To—x1 To—x0 1 + 1
(xo—z1)(x0—22) (x1—z0)(x1—22) @2—2T0 Ta—x1

Pre vSeobecny tvar diferen¢nej matice D potom formulujeme vo vete spolu s doka-

zom podla [10].

Veta A.4 Pre N > 1 oznac¢me riadky a stlpce (N + 1) x (N + 1) diferencnej matice

od 0 po N. Jej prvky potom maéZeme vyjadrit v tvare

N
Djj=Y (wj—z)",  j=0,1,...,N, (A.32)
k=0
K]
1 a
Dy=—1|(ei—2;)=—"———, i#j,  4,j=01,...,N, (A33)
a; —0 CLj(IZ' — ZEj)
ki,
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kde

N
a; = [ [(x; — xx)- (A.34)

k=0

k#j
Dékaz: Vztahom (A.23) st jednotlive zlozky diferenc¢nej matice D definované ako

derivacie j-teho Lagrangeovho kardinalneho polynému v i-tom uzle, teda
Dij = Ly(w;), 1,7 =0,1,...,N. (A.35)

Derivaciu Lagrangeovho kardindlneho polynému vyjadrime pomocou (A.25) a priro-

dzeného logaritmu ako

N N
T — T T — Tk
Li(x) = |exp | In H (xj — lﬂk) = |exp Zln (xj — ﬂ%) (A.36)
k=0 k=0
L k#j k#j
N v N N
= |exp Zln ( — i ) Z(m —a1,) " = Lj(z) Z(w — )
kg NI TR pay )
L k#j 1k k]
Diagonélne zlozky diferencenej matice D potom majua tvar
N
Djj :L;(IL‘]) :Lj(l'j) Z({E] —fL‘k)_l, ] :O,]_,...,N. (A?)?)
(=

Z definicie Lagrangeovho kardinalneho polynému mame L;(x;) = 1, teda vysledny tvar

diagonalnych zloziek je

N
D=3 (x;—a)™,  j=0,1,...,N, (A.38)

¢o zodpoveda vztahu (A.32).

Pre nediagonalne zlozky mame

N =
_ 1#7 k#4,
Dij = Lj(x:) Y (wj —x) " = Ly(;) 2 . (A.39)
o [T — )
k=0
k#j
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Vyuzitim definicie Lagrangeovho kardinalneho polynému (A.25) a upravou vyrazu

(A.39) dostavame pre nediagonalne prvky vztah

N N
oy =
. 1, . 7 . . .o
Dz]— N - N ) Z#]J Z?j_()ul?""Nu
@ =2 T — 2@ — )
k=0 k=0
k7 k7
(A.40)
ktory je ekvivalentny vztahu (A.33). O

Cebygevove diferené¢né matice

V nasledujtcej ¢asti sa budeme venovat typu diferenénych matic, ktoré vzniknt speci-
fickou volbou uzlovych bodov. Nech {v;}¥ st funkéné hodnoty definované na Ceby-
Sevovych uzloch zg,z1,..., 2N, teda z; = cos(jII/N) pre 0 < j < N. Rovnako ako v
predchadzajicej ¢asti definujme interpola¢ny polyném p stuptia N taky, ze p(z;) = v,
pre 0 < j < N a jeho derivaciu w; = p'(z;) pre kazdy uzlovy bod z;. Potom vektory v

a w spliaji vztah
w = Dyw, (A.41)

kde maticu Dy nazyvame CebySevovou diferenénou maticou typu (N + 1) x (N + 1).
Pred uvedenim veobecného vztahu pre zlozky CebySevovej diferen¢nej matice na
jednoduchych prikladoch ilustrujeme jej tvar pre N = 1 a N = 2 na intervale [—1, 1].
Nech N = 1. Pomocou Cebysevovych interpola¢nych uzlov zp = —1 a x; = 1

vyuZitim vzorca (A.28) vyjadrime prvky matice ako

D, = % % (A.42)
2 2
Analogicky pre N = 2 a Cebysevove interpolaéné uzly zop = —1,2; =0 a 5 = 1 ma
Cebysevova diferenénd matica podla (A.31) tvar
IR
Dy = % 0 _% (A.43)
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Vieobecny tvar zloziek CebySevovej diferen¢nej matice uvadzame podla [10] v na-
sledujicom tvrdeni.
Nech N > 1. Oznaéme riadky a stlpce (N + 1) x (N + 1) diferen¢nej CebySevovej

matice Dy od 0 po N. Jej zlozky potom modzeme vyjadrit v tvare

2N? +1 N2 1+ 1
(D)oo = 6 (Dn)nn = S (A.44)
D = J =1,...,.N—1 A.45
( N)]j 2(1—37?)’ J ) ) ) ( )
; -1 i+j
(DN>ZJ_C_( ) ) Z#.L i?j:17 "7N_]-7 (A46)
C; Ty — Xy
kde
1, 1=0,1
Ci = (A.A47)
2, inak.
Schematicky zobrazujeme maticu Dy na obrazku 37
AR o= 21
0 1—a; 2"
(—n™
1 (1) — L (=1
Dy = | 21—y 2(1 — J-'l 2 14+
{._1‘];. i
_ i{—ll W _.){__l:"\ _2.\': + 1
? ) l + .|'J ()

Obr. 87: Jednotlivé zlozky Cebysevovej diferenénej matice [10].

Cebysevove diferen¢né matice konstruujeme v systéme matlab pomocou programu

cheb.m [10]. Tento program na vypocet matice pouziva iba vzorec (A.46). Diagonalne
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zlozky sa potom vypocitaju ako
N
(Dn)ij = Z(DN)ij7 (A.48)
=

¢o zodpoveda rieseniu linearneho systému pre nezndme diagonalne prvky.

Presnost Cebysevovej spektralnej derivacie

V nasledujiicej ¢asti budeme CebySevove diferen¢né matice pouzivat na numericka
aproximéciu derivacii funkcie. Presnost porovname pre rozne funkcie a rozne pocty
Cebysevovych uzlov.

Nech N je pocet CebySevovych uzlov, v ktorych vyéislime hodnotu zvolenej funkcie
f(z). Tieto ulozime do vektora v. Potom vieme derivaciu v uzlovych bodoch vyjadrit
ako stac¢in Dywv, ktory porovname s explicitne vyjadrenou derivaciu zvolenej funkcie.

Na obrazku 38 mézeme vidiet presnost derivacie pomocou CebySevovej spektral-
nej metédy pri pocéte uzlov N = 10 a N = 20 pre hladka neperiodicka funkciu
f(x) = e®sin(5x). Zatial ¢o pri 10 Cebysevovych uzloch je absolitna chyba rddu 1072,
pri viicom pocte (N = 20) je chyba vyrazne nizsia (radu 107'%). Dovodom je, ze pres-
not aproximacie derivacie pomocou diferencnej matice zavisi od presnosti aproximécie
interpola¢nym polynémom, a ta sa pre rastici pocet uzlov zvicsuje.

Dalej zobrazime rozne funkcie f(r) na intervale [—1,1] (obrdzok 39) a porovname
pre ne zavislost najvicsej chyby a poétu Cebysevovych uzlov N (obrazok 40).

Pre polynomidlnu funkciu f(z) = 2'° vidime konvergenciu od poc¢tu Cebysevovych
uzlov N = 10, pretoze ide o polyném stupinia 10. Najpomalsiu konvergenciu mozeme

vidiet pri funkcii |z3|.
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Obr. 38: Chyba derivécie pre funkciu f(z) = e*sin(5z) pre N = 10 a N = 20 Cebysevovych uzlov na

intervale [—1,1].
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Obr. 39: Funkcie x'°, |23 a 1/(1 + z)? na intervale [—1,1].
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210

Obr. 40: Funkcia E(N), ktord vyjadruje maximalnu odchylku aproximovanej derivacie od analytickej

derivéacie pre jednotlivé pocty Cebysevovych uzlov.
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Zdrojové kody

V tejto cCasti uvedieme zdrojové kédy, ktoré sme pouzivali v predchadzajicich c¢as-
tiach. Vo v8etkych zdrojovych kédoch pouzivame kniznicu HYDROSTAB [12] v sys-
téme MATLAB. Rozne oznacovanie premennych v kniznici HYDROSTAB a v nasej

praci vedie k nasledovnému preznaceniu pre zdojové kédy:

gnaéa praca — Ykéd,
Ynasa praca — Tkéd,
Qnaga praca — Fxéa-
Tiez pre normalny méd v zdrojovom kéde plati:
(e)\t+1ay)

_ ( ikxfiwt)
naga praca kéd ?

¢im pre vlastné ¢isla dostavame vztah

)\naé‘.a praca — —1Wkéd-
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%%% Zobrazenie spektra vlastnych hodndét systému

clear all
close all

$Nastavenie hodndét bezrozmernych parametrov

o

alpha=1; % kapacitné ¢islo

phi=0.11; % pbérovitost

delta=3; % parameter v permeabilitnom zakone kappa
[

param vec = [alpha,phi,deltal;

% Vytvorenie hydrodynamického objektu s jednou oblastou
hs=hydrostab (1) ;

% Nastavenie velkosti intervalu a poctu uzlov

hs=set interval (hs,1,-Inf, Inf,32);

% Nastavenie vzdialenosti medzi prvym a posldnym uzlom
hs=setscale(hs,1,10);

% vektor vlnovych ¢isel

n=50;

kmin=0; kmax=3;

arrk=linspace (kmin, kmax,n) ;

% Funkcie v zdkladnom stave nezédvislé na parametroch
cbar=func ('1/ (1+exp(y))"');
wbar=func ('exp (y)/ (I+exp(y))");

ubar=phi+l/alpha;

dcbar=func('-exp(y)/ ((l+exp(y))"2)");
dwbar=func ('exp (y)/ ((1+exp(y))"2)"');

% Funkcie v zadkladnom stave za&vislé na parametroch
kappa=func (@kappa_ fun, param vec) ;

kappainv=func (Rkappainv_fun,param vec);
dkappadw=func (@dkappadw_fun,param vec);

hs=setk (hs,arrk(end)) ;
% Premenné zavislé od (x,y,t) a systém pre poruchové funkcie
hs=addvar (hs, 1, 'chat', "what', "uhat") ;
hs=addeqg (hs, alpha*phi*dt (chat)-alpha*phi*dy (chat)talpha*ubar*dy (chat) ...
+alpha*uhat*dcbar+chat*wbart+what*cbar==0) ;
hs=addeqg (hs, dt (what) -dy (what) +chat*wbar+what*cbar==0) ;
hs=addeqg (hs, dy2 (uhat) -kappainv*dkappadw*dwbar*dy (uhat) +dx2 (vuhat) ...
- (phi+1l/alpha) *kappainv*dkappadw*dx2 (what)==0) ;
% Vypocet vlastnych hodndét systému
hs=compute (hs) ;
% Zobrazenie spektra vlastnych hodnét
eige=eigenvalue (hs,1e8);

% Usporiadanie v1l. hodndt podla imagindrnej casti
[eig sorted,eig label,betal=sort eigs(eige);

nshow=21; % nastavenie poctu vl. hodndt na zobrazenie

disp('Top eigenvalues (with largest imaginary parts):');format long

eig sorted(l:nshow);format short

% Vlastné hodnoty systému

if real(eig_sorted(1l))==0; % vedica vlastnd hodnota - modréa
plot (imag(eig sorted(l)),-real (eig _sorted(l)), 'bo', 'MarkerFaceColor','b");
hold on;

plot (imag(eig sorted(2:nshow)),-real (eig sorted(2:nshow)), 'ro');

Obr. /1: Zobrazenie spektra systému pre poruchové funkcie.
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else

plot (imag(eig sorted(l)),-real(eig _sorted(l)), 'ro', 'MarkerFaceColor','b");
hold on;

plot (imag(eig sorted(2:nshow)),-real (eig sorted(2:nshow)), 'ro'");

end

% suradnicové osi (0,0)

xlim = get(gca, 'xlim"); % rozsah v smere x-ovej osi

ylim = get (gca, 'ylim'); rozsah v smere y-ovej osi

% suradnicové osi (0,0)

plot ([x1lim(1l),x1im(2)1,([0,0]1,"'--k");

plot ([0,0], [ylim(1),ylim(2)],"'--k");
axis([xlim(1l),x1lim(2),ylim(1l),ylim(2)]1);

xlabel ('Re[$\lambda$]', "interpreter', 'latex', 'fontsize',12);
ylabel ('Im[$\lambda$]', "interpreter', 'latex', 'fontsize',12);
return

Obr. 42: Pokracovanie: Zobrazenie spektra systému pre poruchové funkcie.
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%%% Zobrazenie frekvencie a rychlosti portch v zadvislosti od vlnového ¢isla

clear all
close all

%Nastavenie hodndét bezrozmernych parametrov

alpha=1; % kapacitné c¢islo

phi=0.11; % poérovitost

delta=3; % 1; % parameter v permeabilitnom zadkone kappa
param vec = [alpha,phi,delta];

[

% Vytvorenie hydrodynamického objektu s jednou oblastou
hs=hydrostab (1) ;

% Nastavenie velkosti intervalu a poctu uzlov

hs=set interval (hs,1,-Inf,Inf,32);

% Nastavenie vzdialenosti medzi prvym a posldnym uzlom
hs=setscale(hs,1,10);

% vektor vlnovych ¢isel

n=50; kmin=0; kmax=3;

arrk=linspace (kmin, kmax,n) ;

% Funkcie v zakladnom stave nezdvislé na parametroch
cbar=func ('1/ (1+exp(y))");
wbar=func ('exp (y)/ (1+exp(y)) ") ;

ubar=phi+l/alpha;
dcbar=func ('-exp (y)/ ((1+exp(y))"2)");
dwbar=func ('exp (y)/ ((l+exp(y))"2) ') ;

% Funkcie v zédkladnom stave za&vislé na parametroch
kappa=func (@kappa_ fun,param_vec) ;

kappainv=func (Rkappainv_fun,param vec);
dkappadw=func (@dkappadw_fun,param vec) ;

hs=setk (hs,arrk(end)) ;
% Premenné zavislé od (x,y,t) a systém pre poruchové funkcie
hs=addvar (hs, 1, 'chat', '"what', '"uhat"') ;

hs=addeqg (hs, alpha*phi*dt (chat) -alpha*phi*dy(chat)+alpha*ubar*dy (chat) ...

+alpha*uhat*dcbar+chat*wbart+what*cbar==0) ;

hs=addeq (hs, dt (what) -dy (what) +chat*wbar+what*cbar==0) ;

hs=addeq (hs, dy2 (uhat) -kappainv*dkappadw*dwbar*dy (uhat) +dx2 (uhat) . ..
- (phi+l/alpha) *kappainv*dkappadw*dx2 (what)==0) ;

% Vypocet vlastnych hodndt systému

hs=compute (hs) ;

% Zobrazenie spektra vlastnych hodnét
eige=eigenvalue (hs, 1e8);

% Usporiadanie vl. hodndt podla imagindrnej casti

[eig sorted,eig label,betal=sort eigs(eige);

nshow=21; % nastavenie poc¢tu vl. hodndt na zobrazenie
disp('Top eigenvalues (with largest imaginary parts):');
format long

eig sorted(l:nshow);

format short

eige top=zeros (1, length(arrk));
for i=1:n % cyklus pre vlnové c¢isla
% vypocet vl. hodndt pre konkrétnu volbu vlnového cisla

hs=setk (hs,arrk(i));

hs=addvar (hs, 1, 'chat', "what', "uhat'") ;
hs=addeqg (hs,alpha*phi*dt (chat) -alpha*phi*dy (chat)+...

Obr. 43: Frekvencia a rychlost rastu portch ako funkcie vlnového ¢isla.
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alpha*ubar*dy (chat) +alpha*uhat*dcbar+chat*wbar+what*cbar==0) ;
hs=addeq (hs, dt (what) -dy (what) +chat*wbar+what*cbar==0) ;
hs=addeqg (hs, dy2 (uhat) -kappainv*dkappadw*dwbar*dy (uhat) +dx2 (uhat) . ..
- (phi+1/alpha) *kappainv*dkappadw*dx2 (what)==0) ;
hs=compute (hs) ;
eige=eigenvalue (hs, 1e8);
[eig sorted,eig label,betal=sort eigs(eige);
% Pre kazdé k ulozime vl. ¢islo s najvac¢sSou redlnou castou:
eige top(l,i)=eig sorted(1l);
% Rychlost rastu poruch ako funkcia vlnového ¢isla
figure (1)
plot (arrk (i) *ones (length (eige),1l),imag(eige), 'b+");
axis ([0 kmax -10 101);
xlabel ('$a$', 'interpreter', 'latex', 'FontSize',12);
ylabel ('$\mathrm{Re} [\lambda]$"', 'interpreter', 'latex', 'FontSize',12);
hold on
% Frekvencia poruch ako funkcia vlnového ¢isla
figure (2)
plot (arrk (i) *ones (length (eige),1),-real (eige), 'rv+");
axis ([0 kmax -15 151]);
xlabel ('$as$', "interpreter', 'latex', 'FontSize',12);
ylabel ('$\mathrm{Im} [\lambda]$"', 'interpreter', 'latex"', 'FontSize',12);
hold on
end

% Maximalna rychlost rastu ako funkcia vlnového ¢isla

figure (3)

plot (arrk, imag (eige top), 'b+');

axis ([0 kmax 0 0.5]);

xlabel ('$as$', 'interpreter', 'latex', 'FontSize',12);

ylabel ('S$S\mathrm{Re} [\lambda]$', "interpreter', 'latex', 'FontSize',12);
return

Obr. 44: Pokracovanie: Frekvencia a rychlost rastu portch ako funkcie vinového ¢isla.
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%$%% Zobrazenie poruchovych amplitid a poruchovych funkcii

clear all
close all
% Nastavenie pociatocnych parametrov a zadefinovanie hydrodynamickeho
% objektu rovnako ako v predchadzajlcom pripade

alpha=1; phi=0.11; delta=3;

param vec = [alpha,phi,delta];

hs=hydrostab (1) ;

hs=set interval (hs,1,-Inf,Inf,32);

hs=setscale(hs,1,10);

n=50; kmin=0; kmax=3;
arrk=linspace (kmin, kmax, n) ;

xmax=10; a=2;

arrx=linspace (0, xmax,32) ;

cbar=func('1l/ (l+exp(y))");

wbar=func ('exp (y)/ (1+exp (y)) ') ;
ubar=phi+l/alpha;
dcbar=func ('-exp (y)/ ((1l+exp(y))"2)");
dwbar=func ('exp (y)/ ((l+exp(y))"2)");
kappa=func (@kappa_ fun,param vec);
kappainv=func (@kappainv_fun,param vec);
dkappadw=func (@dkappadw_ fun,param vec) ;
hs=setk(hs,arrk(end));

hs=addvar (hs, 1, 'chat', 'what', "uhat");

hs=addeq (hs, alpha*phi*dt (chat)-alpha*phi*dy (chat)+alpha*ubar*dy (chat) ...

+alpha*uhat*dcbar+chat*wbar+what*cbar==0) ;
hs=addeq (hs, dt (what) -dy (what) +chat*wbar+what*cbar==0) ;
hs=addeq (hs, dy2 (uhat) -kappainv*dkappadw*dwbar*dy (uhat) +dx2 (uhat) ...
- (phi+1l/alpha) *kappainv*dkappadw*dx2 (what)==0) ;
hs=compute (hs) ;
eige=eigenvalue (hs,1e8);
% Vlastnd hodnota s kladnou rychlostou rastu
index=find (imag(eige)>0) ;
% prouchové amplittdy
[c_vec,arryl=retrieve (hs,chat,eige (index)) ;
[w_vec,arryl=retrieve (hs,what,eige (index)) ;
[u vec,arryl=retrieve (hs,uhat,eige (index)) ;
% Zobrazenie poruchovych amplitud
figure (1)
subplot(3,1,1);
plot(arry,real (c_vec), 'b-0o') ;hold on;
plot (arry,imag(c_vec), 'r=+"');
ylabel ('$\mathrm{Re} (\tilde{c}), \mathrm{Im} (\tilde{c})s$',...
'interpreter', 'latex', 'FontSize',12);
xlabel ('$\xi$', "interpreter', 'latex', 'FontSize',12);
axis ([-10 10 -1 11]);
subplot (3,1,2);
plot (arry,real (w_vec), 'b-0o');hold on;
plot (arry,imag(w_vec), 'r-+");
ylabel ('$\mathrm{Re} (\tilde{w}), \mathrm{Im} (\tilde{w})S$',...
'interpreter', 'latex','FontSize',12);
xlabel ('$\x1$', "interpreter', 'latex', 'FontSize',12);
axis([-10 10 -1 1]);
subplot(3,1,3);
plot(arry,real (u vec), 'b-o');hold on;
plot(arry,imag(u _vec), 'r-+') ;hold on;
ylabel ('$\mathrm{Re} (\tilde{u}), \mathrm{Im} (\tilde{u})s$',...

Obr. 45: Zobrazenie poruchovych funkeii ¢(€,y,t), w(€,y,t) a a(&, y,t).
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'interpreter', 'latex', 'FontSize',12);
xlabel ('$\xi$', '"interpreter', 'latex', 'FontSize',12);
axis ([-10 10 -1 17);

arrx=arrx';

% Normalny méd a poruchové funkcie
norm _mod = cos (a*arrx) + j*sin(a*arrx);
c_pert2=c vec*norm mod';
w_pert=w_vec*norm mod';
u_pert=u_vec*norm mod';

% Zobrazenie poruchovych funkcii pre koncentrdcie a rychlostné pole
figure (2)

surf (arry,arrx,2*real (c_pert2));

xlabel ('$\xi$', "interpreter', 'latex', 'FontSize',12);

ylabel ('Sy$', "interpreter', 'latex', 'FontSize',12);

zlabel ('$\hat{c} (x,y,t)$"', "interpreter', 'latex', 'FontSize',12);
axis ([-10 10 0 xmax =2 2]);

figure (3)

surf (arry,arrx,2*real (w_pert));

xlabel ('$\x1$', "interpreter', 'latex', 'FontSize',12);

ylabel ('$y$', 'interpreter', 'latex', 'FontSize',12);

zlabel ('$\hat{w} (x,y,t)$"', '"interpreter', 'latex', 'FontSize',12);
axis ([-10 10 0 xmax -2 2]);

figure (4)

surf (arry,arrx,2*real (u_pert));

xlabel ('$\xi$', "interpreter', 'latex', 'FontSize',12);

ylabel ('Sy$', "interpreter', 'latex', 'FontSize',12);

zlabel ('$\hat{u} (x,y,t)$", "interpreter', 'latex', 'FontSize',12);
axis ([-10 10 0 xmax =2 2]);

Obr. 46: Pokracovanie: Zobrazenie poruchovych funkcii é(&,y,t), w(€, y,t) a 4(&, y,t).
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