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Abstrakt v statnom jazyku

Raucina, Jakub: Analyza redlnych sieti [Diplomové pracal, Univerzita Komenského v
Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky
a Statistiky; skolitel: doc. RNDr. Jan Boda, CSc., Bratislava, 2018, 43 s.

Tato praca sa zaobera skimanim sieti z réznych oblasti. Porovnava vlastnosti grafov
zo skutoc¢ného zivota ako napr. socidlne siete, alebo sief zamestnancov vo firme s na-
hodnymi sietami. Analyzuje modely pouzité pre simuldciu ndhodnych sieti a rozdiely
s realnymi sietami.

Prva cast je strué¢nym tivodom do sveta terminolédgie sieti, rovnako ako motivaciou
k ich studiu. Taktiez sa priblizia niektoré statistické metddy, neskér implementované
do programu R. V druhej ¢asti sa vyberie niekolko prikladov skutoénych sieti, rovnako
ako simulacia vlastnej siete pomocou Barabasi-Albertovho, Erdés—Rényiho a dalsich

modelov. V zavere je hodnotend tspesnost analyzy jednotlivych sieti.

Klicové slova: Bezskalové siete, Barabasi-Albertov model, Preferential attachment,

Néhodny graf



Abstract

Raucina, Jakub: Network analysis [Master Thesis], Comenius University in Bratislava,
Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied Mathematics
and Statistics; Supervisor: doc. RNDr. Jan Boda, CSc., Bratislava, 2018, 43p.

This thesis focuses on examining networks from various areas. Networks, that formed
organically, such as social networks, or a network of actor collaborations are compared
with randomly generated ones. Different models used for generation random networks
are tested.

The first chapter of this thesis is focused on a brief introduction to the world of
networks, as well as explaining the motivation to pursue this field. In the following
chapters, several important statistical approaches are presented and later implemented
in R. Subsequently, several examples of real networks are examined, as well as a random
graph generated using the Barabdsi-Albert model, Erdés—Rényi model and a few others.

Eventually, the analyses success is evaluated.

Keywords: Scale-free networks, Barabasi-Albert model, Preferential attachment,

Random graph
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Uvod

Siete st fenoménom, na ktory sa dokonale hodi privlastok ,staronovy®. Zaklady ich
skiimania boli polozené uz v prvej polovici 18. storoc¢ia Leonhardom Eulerom pri rieseni
tzv. problému siedmich mostov [13]. Praca o tomto zndamom priklade je povazovana za
prvua v historii zaoberajiica sa tedriou grafov, z ktorej sa samozrejme teodria sieti odvija.

Zaujem o tuto oblast vSak vyraznejsie vzrastol az v 21. storo¢i, s prichodom map sieti
ako World wide web, socidlnych sieti a takisto aj databaz a vypoctovej techniky, ktora
pomaha tudaje o tychto siefach zbierat a analyzovat. Vplyv tzv. ,siefového myslenia“ na
roznorodé vedné discipliny bol zjavny od socialnych vied po bioldgiu uz poc¢as minulého
storocia. Kvoli komplexnosti vacsiny skutoénych sieti vsak k pristup k ich analyze nebol
jednoznacny.

V tejto praci sa pozrieme na realne siete blizsie. Po uvedeni do ich problematiky
budeme v druhej kapitole skimat aké vlasnosti moze sief maf a otestujeme rézne
statistické techniky a pravdepodobnostné testy na priblizenie empirickych dat tym
modelovym. V tejto praci budeme vo velkej miere vyuzivat programovacie prostredie
R, konkrétne kniznicu igraph, pomocou ktorej st aj vsetky vizualizacie v praci robené.

V poslednej kapitole sa pozrieme hlbsie na jednu konkrétnu sief zamestnancov a
pojde nam o dokladni analyzu a spajanie dedukcie s matematickymi postupmi. Navrh-
neme zjednoduseny model sirenia informéacie a budeme sledovat rozdiely medzi realnou

siefou a generovanymi ndhodnymi grafmi.



1. UVOD DO GRAFOV

1 Uvod do grafov

Graf je definovany ako usporiadand dvojica G = (V, E), kde V je mnozina, ktorej
prvky sa nazyvaju vrcholy (z angl. vertices), resp. uzly grafu. Oznacuje sa pritom V(G),
alebo V. E je mnozina hran (z angl. edges) a vyjadruje prepojenia, resp. vztahy medzi
vrcholmi. Ak je graf neorientovang, jednotlivé hrany si neusporiadanymi dvojicami
{u,v}, kde u a v s vrcholmi patriacimi V. Ak je graf naopak orientovany, tak je
dvojica vrcholov {u,v} usporiadana. V terminolégii tejto prace budeme spominat aj
siete. Pre ucely tejto prace su siete podmnozinou grafov, pricom ich vrcholy a hrany

mozu mat dodatoéné vlastnosti.

Obr. 1: Znamosti v divadelnom kruzku

Na obr. 1 m6zme vidiet hercov v skolskom predstaveni, pricom vztahy medzi hercami
predstavuju, ¢i sa poznali aj pred krizkom alebo nie. Napriklad vrcholy Claire a Frank

spaja hrana, pretoze sa poznaju.

(s}
@
@ G
Obr. 2: Nékres grafu

V 2. obrazku vidime nakres jednoduchého, neorientovaného grafu. Ma 6 vrcholov,

9



1. UVOD DO GRAFOV

ktoré su prepojené 8 hranami. Tieto Udaje vieme prehladne zaznacit v tzv. matici
susednosti A. V tejto Stvorcovej matici, A; ; = 1 ak medzi vrcholmi ¢ a j existuje hrana.
V opacnom pripade plati A, ; = 0. VSimneme si tiez, Ze medzi vrcholmi 1 a 2 existuju
2 hrany. Preto A;, = 2. Graf, ktory obsahuje aj viacero hran medzi jednou dvojicou
vrcholov sa nazyva multigraf. Na diagonale bude mat nasa matica 0, kedze vo vacsine
pripadov vrchol neméze byt spojeny sam so sebou. Kedze sa jedna o neorientovany

graf, tak matica susednosti! bude symetrickd, a to konkrétne:

020010
201010
010100

A=
001011
110100

00010 0

Kazdy z vrcholov v sieti ma stupen k;, ktory hovori o pocte hran, ktoré z neho
vychadzaju. Napriklad kg = 1, kedZe jedinym susedom vrcholu 6 je 4. Pomocou stupniov

vrcholov vieme jednoducho vypocitat pocet hran grafu, v neorientovanom grafe to bude

1
L — = ]’CZ
52
Priemernym stupnom tohto grafu bude potom

1 Y 2L
<k>= v ; k; = e

¢o sa v nasom pripade rovna %4 ~ 2.33.
Dalsfm pojmom, ktory sa nam zide je cesta medzi dvoma vrcholmi a ich vzdialenost
d (z angl. distance). Prikladom cesty medzi vrcholmi 1 a 6 st napriklad (1,2,3,4,6),
alebo 1,5,4,6. Pritom plati, Ze za vzdialenost dvoch vrcholov povazujeme najkratsiu
moznu cestu. Teda v nasom pripade je druha cesta tou najkratSou, a vzdialenost me-
dzi vrcholmi 1,6 sa rovna 3, resp. dyg = 3. Priemerom siete nazyvame maximalnu

vzdialenost v nej, v nasom pripade je to 3.

'Pri redlnych sietach byva obvykle matica susednosti velmi riedka - pocet 0 vyrazne prevysuje

pocet 1

10



1. UVOD DO GRAFOV

Priemerné vzdialenost je parametrom, ktory nam dokaze o siefach vypovedat mnoho.
Velmi zname tvrdenie o "Siestich stupnoch separacie", ktoré hovori, ze cez 6 znamosti
vieme spojif akikolvek dvojicu Iudi na svete, suvisi prave s tymto. Tento parameter sa
pocita ako priemer vzdialenosti medzi vSetkymi moznymi dvojicami vrcholov, teda v
neorientovanom grafe:

2

kde N je pocet vrcholov v grafe. V nasom grafe je priemerna vzdialenost < d >= g ~
1.67, cize véacsina ciest v tomto grafe sa da prejst do 2 krokov.

Pri komplexnejsich grafoch sa na zistovanie vzdialenosti pouziva tzv. BFS (Breadth-
first search) algoritmus [8] , ktory postupne prechddza "troviami'podla vzdialenosti
od pociatocného bodu a prideluje im hodnoty. Neskor na zaklade tychto pridelenych
hodnot trovni zisti vzdialenosti rychlejsie, ako keby sme porovnavali vsetky dvojice
bodov postupne.

Graf sa nazyva stvislym v pripade, ak vieme Iubovolnu dvojicu vrcholov spojit jed-
nou cestou. V opac¢nom pripade sa jednd o nesuvisly graf, rozdeleny na viac kompo-
nentov, ktoré tito vlastnost spliiaji. Rozdiel medzi tymito typmi mézme vidiet v obr.
3 a 4. Tuto vlastnost pozorujeme aj v matici susednosti, kde v hornom, nestvislom

pripade vidime neprepojenost dvoch komponentov.

0 0 0
0 0 0

00 0

00 0Jo 1 0 1

00 0§01 01

. . 00 01 01 0

Obr. 3: Nesuvisly graf a jeho matica susednosti

11
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1 1§10 0 0
0 140 0 0 ©
1 0JO 0 0 0O

10 00 1 0
00 01 01

00 0j0 1 0

00 01 01

Obr. 4: Sivisly graf a jeho matica susednosti

1.1 Zhluky

Dalsim kl¢ovym ukazovatelom je miera zhlukovania, ktord opisuje, ako velmi st vr-
choly siete zhromazdené. Tento ukazovatel sa da pocitat dvoma roznymi spésobmi a
to lokalne, pre kazdy z vrholov, alebo globalne pre celu siet.

Ako prvy sa pozrime na lokalny zhlukovy koeficient (z angl. cluster), ktory je pre

vrchol ¢ definovany ako
2L;
ki(k; — 1)’

pricom L; je pocet hran medzi susedmi vrcholu i, ktorych je k; (stupen). V tejto

Ci=

definicii teda C; vyjadruje pravdepodobnost, ze ndhodné dvojica susedov vrcholu ¢

bude prepojena. Nazorne to vidno na obr. 5. V strednom pripade ma vrchol ¢ 4 susedov,

ktori maji medzi sebou dokopy 3 prepojenia. Teda C; = i—ig = %

12



1. UVOD DO GRAFOV

@ @ @
®
@ ® @ o ® @O ® @
@ @ @
C=1 C=9/14 C=0

Obr. 5: Okolie vrcholu ¢ a hodnoty zhlukovych koeficientov

Druhym typom je globalny zhlukovy koeficient (tiez nazyvany tranzitivita), ktory
sa nepozera na jednotlivé vrcholy, ale na siet ako celok. Konkrétne skiima pomer troj-
uholnikov v sieti a pocet spojenych trojic, ktoré ale nemusia nutne byt uzavreté. Teda
napriklad v strednom priklade z obrazku 5 je AiC' trojuholnikom, v ktorom sa ukryvajui
3 "netrojuholnikové"trojice, ale AiB, alebo AiD st iba trojicami. Konkrétny vypocet

je teda
3 x pocet trojuholnikov

C

~ pocet prepojenych trojic’
Poznamenavame pritom, Ze toto ¢islo sa moze liSit od priemeru vsetkych lokdlnych
zhlukovych koeficientov jednotlivych vrcholov. Ten by sa napriklad v strednom pripade

obrézkuSrovnal<C>:%Zﬁlezé(%%—%ﬂL%—l—lel):%.

1.2 Nahodné grafy

Aby sme mohli vytvorit ndhodny graf, musime pouzit model, na zaklade ktorého bu-
deme postupovat. Mame niekolko moznosti, najprv si ukazeme Gilbertov modelo na-
hodného grafu G(N, p). Do tohto modelu zadame pocet vrcholov N a pravdepodobnost

p, ze sa medzi dvoma vrcholmi vytvori hrana. Hrany pritom vznikaji nezavislo.

13



1. UVOD DO GRAFOV

Obr. 6: Tri realizdcie ndhodnej siete pre N =12 ap=1/6

V obrazku 6 mozme vidiet, ze nahodné siete vytvorené pomocou Gilbertovho modelu
mo6zu mat rozne vlastnosti ako pocet hran (7, 12, 13) a stupne jednotlivych vrcholov
aj ak st vstupné parametre (N, p) totozné. Z podstaty tohto modelu mézme vidiet, ze
jednotlivé vrcholy budi mat prave k hran s pravdepodobnostou

N -1 L
pk—< L )pk(l—p)N .

N — 1 je po¢et moznych hran tohto vrcholu, p* pravdepodobnost vytvorenia k hran a

(1 — p)N~17* je pravdepodobnost, ze so zvysnymi vrcholmi sa hrana nevytvori.
Podobnu tivahu mozme pouzit aj z hladiska celkového poc¢tu hran v sieti. Pravde-

podobnost, ze zo vSetkych (];[ ) moznych dvojic utvori hranu prave L je potom

pL:<%)ﬁ%l_mM?UJ-

Vidime, ze obe tieto premenné maji binomické rozdelenie. Ich stredné (ocakavané)
hodnoty lahko vypocitame po dosadeni do vSeobecného vzorca pre vypocet strednej
hodnoty E(z) = np. Ked teda do tohto vzorca dosadime premenné L, k dostaneme

Eﬂdzﬁwﬁ_n,
E(k) = p(N — 1).

Po dosadeni hodnét z druhej realizacie Erdos-Rényiho modelu v obr. 6, teda N =
12,p = 1/6 si tieto hodnoty vypocitame: E(L) = 11 a E(k) = 11/6 ~ 1.83. Pre
ilustraciu sa mozme pozrief na niekolko pravdepodobnosti pre rézne stupne vrcholov,

resp. po¢ty hran pre tito siet.

14



1. UVOD DO GRAFOV

ki ok L pL

0] 0.1122 7 | 0.0592
1| 0.2692 8 | 0.0874
2 1 0.2961 9 || 0.1126
3 | 0.1974 10 || 0.1284
4 || 0.0888 11 || 0.1307
5 || 0.0284 12 { 0.1198

1.3 Aproximacia binomického rozdelenia

Binomické rozdelenie zavisi na niekolkych parametroch, ¢o byt miestami nepraktické.
Poktusime sa ukazat, ze vo vacsine skutocnych sieti sa da analyticky zjednodusit a
aproximovat inym rozdelenim.

Zacneme binomickym rozdelenim charakterizujicim nahodnu siet, teda

N-1 L
pk=< N )pk(l—p)N e

Prvy ¢len tohto stucinu rozpiseme ako

KI(N —1— k)l k!

(N—l)_ (N—1)(N=1-1)(N=1-2).(N=1—k+1)(N—1—k)! (N—1)}*
k

a posledny clen upravime:
k
(1= p)M-DH = (N = 1= K)in(1 — p) = (N — 1 — k)in(1 — =y

Zaroven na tento ¢len vyuzijeme rozvoj Taylorovho radu

_1n+1 2 3
(=1) x"zx—%—i—%—...,Vm:MSl,

In(l+x) = i

n=1

n

¢im dostaneme

(k) _ Eoo
L (- ) = k),

n[(1=p)" M= (N=1-k)

¢o plati pre zlomok ﬁ bliziaci sa k 0, podmienku splneni pre N >> k, teda aj pre

vacsinu redlnych sieti. Ak tito aproximéaciu doplnime do predoslych vztahov dostavame

15



1. UVOD DO GRAFOV

Vlastnost Binomické Rozdelenie Poissonovo Rozdelenie

Hustota Pr = (Nk_l)pk(l — p)N-1-k Pr = e<k>%
Stredna hodnota p=pN—1) = (k)

Variancia o2 =p(1—p)(N—-1) o? = (k)

Tabulka 1: Porovnanie vlastnosti rozdeleni

a nasledne

e (¥ s - B e BB ) 0

k k! N -1

¢o je definicia Poissonovho rozdelenia. M6zme si vsimniit, ze toto rozdelenie nezavisi na
pocte vrcholov N, teda siete s rovnakym priemernym stuptiom (k) budd mat rovnaké
i, aj ak budu roznych velkosti. Napriek tomu, ze Poissonovo rozdelenie je iba aproxi-
maciou, ho budeme pouzivat vzhladom na jeho jednoduchost pri analyze a vypoctoch.

Zaroven je toto rozdelenie diskrétne, ¢o treba brat do tvahy pri jeho vyuziti.

1.4 Vznik a rast sieti

Aby sme mohli siete analyzovat ¢o najpresnejsie, je potrebné pochopit, ako prebieha
proces ich vzniku, a ¢o ho ovplyvinuje. Ukazeme si Barabasi-Albertov model, ktory
vyuziva dva hlavné principy: Rast siete a preferential attachment.

Siet zacne s mg vrcholmi, ktoré si prepojené ndhodne, avSak kazdy ma aspon jednu
hranu. V tejto sieti vznikne kazdu periédu novy vrchol vytvarajici m véazieb s uz
existujucimi bodmi, pricom m < mgy. Toto sa nazyva rast siete.

Druhym konceptom je preferential attachment, teda princip vytvarania tychto hran.
Majme dvoch ludi na vecierku. Peter, ktory je extrovert a poznda tu takmer kazdého
a introvert Milan, ktory tu pozna iba svoju priatelku. Pri prichode nového ¢loveka na
vecierok je vacsia Sanca, ze sa spozna s Petrom, kedze ten sa pohybuje vo viacerych
skupinach a rad spoznava novych Tudi.

Tento princip teda znamena, ze pravdepodobnost P, Ze novy vrchol vytvori vazbu

s existujucim vrcholom ¢ zavisi na jeho stupni k; a rédta sa ako




1. UVOD DO GRAFOV

V sieti, ktord vznikla na zdklade tohto modelu, je teda po t periddach N = t + my

vrcholov a L = mg + mt hran.

'y o o
o o o
o . Y
o o0 0
O
o
o
o o o o
(@)
&
.
S g e o
o e O
Or O ) o o
O
o o o o o
o
o . . & 'y
o Oy o o

Obr. 7: Vyvoj siete v Barabéasi-Albertovom modely, ¢ierna vypln oznacuje novy vrchol

Aby sme lepSie porozumeli vyvoju siete v tomto modely, pozrime sa ako sa meni
stupen k; vrcholu ¢ v zavislosti od c¢asu. S kazdym novym vrcholom s m hranami ma

vrchol ¢ m Sanci na zvysenie poc¢tu hran. Jeho vyvoj v ¢ase je teda dany vzorcom

dk; ki
gt~ Pk = TSNy

pricom suma v menovateli s¢itava stupne vsetkych vrcholov, okrem prave vzniknutého,

teda

N—

Z 2mt —
Spojenim tychto vztahov dostévame

dk; ks

dt 2t — 1

17



1. UVOD DO GRAFOV

Pre dostatocne vysoku periédu nebude hrat (—1) v menovateli vyznamni rolu, mézme

teda aproximovat na
dk;  1dt
ki 2t

Riesenie tejto rovnice po integracii bude

Vyuzitim faktu, ze k;(t;) = m, teda vrchol vzniknuty v peridéde ¢ ma m hran (vlastnost

rastu) dostavame
m

ki(t;) =m =c\/t; = c =

%

Teda vysledny vzorec bude mat tvar

ki(t) =m <t>1/2 :

t;

7 tohto vztahu vidime niekolko dosledkov pre tento model:
e Exponent je konstantny, teda stupen kazdého vrcholu rastie rovnakou mierou.

e Narast stupnov je sublinearny, kedze exponent % < 1), teda narozdiel od Erdos-

Rényiho modelu sa priemerny stuperti (k) nezvysuje s pridanymi vrcholmi.

e Cim skér bol vrchol 4 pridany, tym vacsi je jeho stupen k;(t). Centra siete (vrcholy
s vysokym stupriom) teda st centrami spravidla preto, Ze boi vytvorené skor ako
ostatné vrcholy. Tento fenomén je v biznise a marketingu znamy ako first mover

advantage.

18



2. ANALYZA EMPIRICKYCH DAT SIETI

2 Analyza empirickych dat sieti

Problém s datami, ktoré nepochadzaji z teoretickych rozdeleni je, Ze mdze byt ne-
umerne komplikované pozorovat ich vlastnosti. Naopak, ak sa da ukazaf, ze skimany
dataset sa sprava (aspon do istej miery) akoby boli jeho prvky z teoretického rozde-
lenia, mdze to znacne urychlit proces analyzy. Taktiez tymto sposobom vieme najst a
poukazat na vseobecné vlastnosti podobnych datasetov.

Preto sa v tejto kapitole blizsie pozrieme na empirické data sieti z realneho sveta
a ich charakteristiky. Zaroven budeme pozorovat, ¢i sa daju tieto data aspon priblizne

modelovat existujucimi distribuénymi modelmi generovania nahodnych grafov.

2.1 Fitovanie modelov

Casto je mozné sa pri fitovani Statistickych modelov na déata stretnif s tzv. grafickou
metdédou. Aj ked pociatocny odhad dat moze sluzit na zvolenie vhodného kandiddta na
modelovanie, stale bude potrebné overif, ¢i dané hodnoty testovanému rozdeleniu mézu
patrit. Kedze budeme v tejto praci narabat s viacerymi statistickymi rozdeleniami, ako
hlavni pomocku pri overovani fitovania modelov si zvolime Kolmogorov-Smirnov test,

ktory je v tomto ohlade vSestranny. Jeho testovacia Statistika ma hodnotu
Dn = sup |Fn(x) - F(ZE)|7
x

kde sup,, je suprémom parov vzdialenosti medzi empirickou distribuénou funkciou F, ()
a kumulativnou distribu¢nou funkciou F'(x) teoretického rozdelenia, na ktort empirické
data fitujeme.

Priebeh procesu fitovania vzorky dat na distribu¢ny model sa d4 zhrntt do 3 krokov:
1. Zvolit vhodny teoreticky model na zédklade vlastnosti dat.
2. Odhadnut parametre modelu pre vzorku nasich dat.

3. Urcit hladinu vyznamnosti - zistit ako déveryhodne model s odhadnutymi para-

metrami vystihuje pévodné data.

Na odhad parametrov jednotlivych modelov budeme vyuzivat metodu maximéalne;j

vierohodnosti (MMYV) [7], pri ktorej je pravdepodobnost (likelihood) toho, ze ndhodny
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vyber dat X, Xo, .., X,, (pricom X; je vzorka z funkcie hustoty f(X;|0)) sa spravaju

podla parametra 0:

L(0) = [] f(Xil0).
i=1
Tato funkciu maximalizujeme vzhladom na parameter 6, teda 6 = argmaxL(#). Vo
0
findlnom tvare budeme hladat riesenie rovnice

log (L(9)) = Y- 109 (X16).

Riesenia tejto rovnice a ich odvodenia pre niektoré distribticie sa daji najst v [7].

Najvacsia vyzva nastane v trefom bode, a sice pri urcovani hladiny vyznamnosti.
Jedna z limitacii Kolmogorovho-Smirnovho testu je, Ze nemozno verit hladine vyznam-
nosti, ked su pri testovani pouzité parametre odhadnuté z pévodnej datovej vzorky.
V tomto pripade moze byt totiz p-hodnota testu vyrazne nadhodnotena. Tento prob-
lém sa da vyriesit pomocou generovania novych, syntetickych datasetov zo skiimaného
teoretického rozdelenia avsak s pouzitim parametrov odhadnutych z datovej vzorky.
Pri kazdom z tychto syntetickych datasetov uré¢ime novu testovaciu Statistiku Ds, pri-
¢om p-hodnotu uréime ako percento syntetickych testovacich statistik Ds vécsich ako
testovacia Statistika povodnych dat D, alebo tiez

1k
p= EZ[DSi > DY,
i=1
pricom k je pocet synteticky vygenerovanych datasetov. Takto odhadnuta p-hodnota
je uz spolahlivejsia.

Kéd testovania tejto metdédy v R pomocou baliku MASS pre lognormalne rozdelenie
mozme vidiet nizsie, pricom sa da jednoducho upravit pre mnozstvo inych rozdeleni.
Myslienku tejto metédy cerpame z [3], kde je odvodené, Ze pre nanajvys 2500 synte-
tickych datasetov by mala byt vysledna hodnota p-hodnoty presna na dve desatinné

miesta.

\library (MASS)

lognormal = function(d, 1limit=2500) {
#odhadnutie parametrov metodou MMV
meanlog = fitdist(d, "lnorm","mle")$estimate [1];
sdlog = fitdist(d, "lnorm","mle")$estimate[2];
#testovacia statistika pre povodne data

D = ks.test(d, "plnorm", meanlog = meanlog, sdlog = sdlog)
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#vypocitanie p-hodnoty

count = 0;

for (i in 1:1limit) {
#vytvorenie syntetickho datasetu
syn = rlnorm(length(d), meanlog = meanlog, sdlog = sdlog);
meanlog2 = fitdist(syn, "lnorm","mle")$estimate [1];
sdlog2 = fitdist(syn, "lnorm","mle")$estimate [2];
#testovacia statistika pre synteticke data
Ds = ks.test(syn, "plnorm", meanlog = meanlog2, sdlog = sdlog2);
#porovnanie testovacej statistiky syntetickeho datasetu s povodnym
if (Ds$stat >= D$stat) {count = count + 1};

}

return(list (meanlog=meanlog, sdlog=sdlog, stat = t$stat, p = count/limit, KSp = D$p)

)

2.2 Power-law distribtiicia

Jednym zo zaujimavejsich typov sieti si bezskalové siete, ktorych stupne rozdeleni k
sa riadia tzv. power-law distribtiiciou. Matematicky povedané, vzorka dat = sa riadi

zakonom power-law, ak pre jej pravdepodobnostni hustotu plati

—Q

p(z) oc ™,

pricom (kladnd) « je tzv. skdlovaci parameter (resp. exponent) a obvykle sa pohybuje
v rozmedzi 2 < a < 3. V praxi je velmi obmedzeny pocet empirickych datasetov [3],
ktoré by sa riadili power-law rozdelenim ako celok. Vo vacsine pripadov data vyhovuju
tomuto rozdeleniu az od istého bodu x,,;,,. V tomto pripade hovorime, ze power-law
rozdelenim sa riadi chvost datasetu z.

Spojité power-law rozdelenie (ktorym sa budeme zaoberat) pre skiimant veli¢inu z

je opisané hustotou pravdepodobnosti p(x) takou, ze
p(x)dx = Pr(z < X <z +dzx) = Cz “dx,

kde X je pozorovana hodnota a C normalizac¢na konstanta. Z tejto definicie je zjavné, ze
toto rozdelenie pre x — 0 diverguje, teda tato rovnica nebude platit pre z > 0. Bude

preto existovat dolnd hranica x,,; ohranicujica, kde sa "spravanie"podla power-law
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zacina. Defini¢nda rovnica sa po integrovani za predpokladu, ze o > 1 rovna

p(x):Cl_Q.

KedZze v bode ©z = z,,, bude hodnota urcite patrit rozdeleniu, a teda dostavame

podmienku

Skombinovanim tychto dvoch faktov a miernou tpravou na kompaktnejsi tvar dosta-
vame findlny stav rovnice hustoty pravdepodobnosti

p(x):a_1< T >a

Tmin Tmin

pre T > T,.,. leoretické hustoty power-law rozdelenia pre rozne hodnoty a moézme

vidiet v obr. 8.
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Obr. 8: Teoretické hustoty rozdelenia pre rézne hodnoty «

Avsak pri skutocnych datach sa power-law rozdelenia obvykle vizualizuju ako dis-
tribucia frekvencii pre jednotlivé hodnoty dat. V obr. 9 st to pocty priatelstiev pouzi-

vatelov na Pokeci v log-log grafe. Vidno, ze pouzivatel s najvic¢sim poctom prepojeni
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ich méa cez 20 000, naopak Iudi s iba jednym priatelom je cez 130 000. Stupne £k vr-
cholov tejto siete zjavne nie si vSetky z rozdelenia power-law - to by tento graf musel
byt priamkou. Avsak pre ,,.. =~ 100 sa zda, ze by mohli hodnoty zo zaciatku tohto

datasetu patrit power-law rozdeleniu.

n Pokec (Socialna siet)

1e+04 1e+06

Pocet uzivatel'ovilog)
1e+02

1e+00

! I | | |
1 10 100 1000 10000

Pocet priatelov uZivatefa(log)

Obr. 9: Data o vztahoch medzi uzivatelmi slovenskej socidlnej siete Pokec, zdroj dat: [12]

2.2.1 Odhadovanie spodnej hranice

Power-law sa lisi od ostatnych rozdeleni v tejto praci prave existenciou spodnej hranice
Tmin, Ktorej odhadovanie hra délezitu rolu pri fitovani tohto modelu na empirické data.
Preto sa blizsie pozrieme na metédu jej odhadu predstaveni Clausetom v [4].

Myslienka tejto metédy spociva vo zvoleni hodnoty odhadnutého z,,,, tak, aby bolo
pravdepodobnostné rozdelenie datovej vzorky a fit power-law modelu ¢o najpodobnej-
sie pre hodnoty presahujtce Z,,;,. Teda ak zvolime Z,,;, vyssie ako skutocné x,,;,, tak
si zmensujeme datova vzorku, ¢im sa medzera medzi rozdeleniami zvac¢si kvoli Statistic-
kym fluktudciam. A naopak, ak zvolime Z,,;, nizsie ako skuto¢né x,,;,, rozdelenia budua
odlisnejsie kvoli vyuziti dat zasadne odlisSnymi oproti modelu, ktorym ich opisujeme. Z
tychto dévodov bude nas odhad ak zvolime Z,,;, vyssie ako skutocné Z,,;,, lezat medzi
tymito dvoma pripadmi.

Na testovanie rozdielu medzi spominanymi rozdeleniami pouzijeme opét Kolmogorov-
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Smirnovu testovaciu statistiku majicu tvar

D = max |S(z) — P(z)],

kde S(x) a P(z) st kumulativne distribu¢né funkcie. S(z) reprezentuje hodnoty aspon

Tmin & P(z) sa tyka power-law modelu najlepsie fitujicemu data spliiajice & > Zomin.

Nasim odhadom %,,;, bude hodnota x,,;, minimalizujica testovaciu statistiku D.
Teoretické odvodenie odhadu hodnoty « je dostupné napriklad v [3], zatial ¢o im-

plementéciu odhadov oboch tychto parametrov v Rku si predstavime neskor.

2.3 Zebry a ich interakcie

V prvej datovej vzorke sa budeme zaoberat relativne skromnou a jednoduchou siefou,
ktora sa zaobera 28 zebrami z africkej Keni (data z 11). Vrcholy V' s jednotlivé zebry,
zatial ¢o hrany E medzi nimi vyjadruju interakciu. Ak sa dve zebry z; a z; pocas studie
stretli, tak plati {z;,2;} = 1. Ak sa spolu stretévali signifikantne ¢asto, tak hodnota
ich hrany je {z;, z;} = 2. V pripade, Ze k stretnutiu nedoslo mé hrana hodnotu 0. Dalst
udaj, ktorym disponujeme, je reprodukéné stadium v ktorom sa zebra nachadza. Tie

st rozdelené do troch typov:
1. Dojciaca samica,
2. Nedojc¢iaca samica,
3. Samec.

Tieto typy st znézornené spolu s prehladom o interakciach v obr. 10.
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o

Obr. 10: Interakcie medzi zebrami v réznych stadidch reprodukcie, hrubé ciary vyjadruju

castejsie socializovanie.

Ako prvé vyskusame, ako tspesné budu pri odhade zakladnych charakteristik dva
zékladné modely predstavené v prvej kapitole: Erdés—Rényiho G(n,p) a Barabési-

Albertov model. Funkcie v R s vhodnymi parametrami budii mat tvar:

\library (igraph)
gl <- vector(’list’, 1000)
for(i in 1:1000){
gl[[i]] <- erdos.renyi.game(n = gorder(zebry), p.or.m = edge_density(zebry), type =
"gnp")
}
md_erdos <- lapply(gl, mean_distance, directed = FALSE)

trans_erdos <- lapply(gl, transitivity)

for(i in 1:1000){

gl[[i]] <- barabasi.game(n = gorder (zebry), m = gsize(zebry)/gorder (zebry))
}
md_barabasi <- lapply(gl, mean_distance, directed = FALSE)

trans_barabasi <- lapply(gl, mean_distance)

V obr. 11 mo6zme vidiet boxploty vyjadrujice priemernu vzdialenost a globalny zhlu-
kovy koeficient (tranzitivitu) pre oba tieto modely, ako aj pre pévodné déata (vodorovna
¢iara). Aj ked priemerni vzdialenost (d) jeden z modelov podhodnotil, a druhy nad-
hodnotil, tranzitivitu oba modely mnohonasobne podcenili so skuto¢nou hodnotou na
urovni 85%. Toto pripisujeme faktu, Ze v skutoénych datach si az 3 komponenty, ktoré
navyse obsahuju az 10-¢lenné "cliques", ¢o su susedstva vrcholov, v ktorych je kazda

dvojica prepojena. Tieto dva ukazatatele si velmi nezvycajné pre tak malu siet, comu
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aj pripisujeme nepresny odhad modelmi ndhodnych grafov.
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Obr. 11: Porovnanie simuldcii ndhodnych grafov so skuto¢nymi hodnotami parametrov.

7 nakresu siete sa tiez zda, ze zebry sa skor socializuji s rovnakymi typmi ako su
ony samé. Tuto tedriu otestujeme porovnanim socializovania so svojim typom oproti

vSeobecnosti.

Typ zebry | Dojciaca Nedojciaca Samec

Dojciaca 7 35 )
Nedojciaca 35 42 13
Samec 5 13 9

Tabulka 2: Pocet pit medzi jednotlivymi typmi zebry

Dvojice typov zebry z tabulky podrobime Fisherovmu exaktnému testu. Jedini dvo-
jicu typov, pri ktorej jeho p-hodnota zamieta Hy, su dojc¢iace a nedojciace samice, ¢o
znamena, ze tieto dva typy sa radsej socializuju so samicami v rovnakom stadiu re-
produkcie. Tento vysledok maji prevazne na svedomi nedojéiace samice, ktorych je v
datasete podstatne viac (15 oproti 5).

Nakoniec sa pozrieme na to, ¢i hra rozdiel medzi typmi pri vytvarani pevnejsich put:
Fisherovym exaktnym testom tentokrat porovnavame kategorické premenné, pricom p-
hodnota vychddza na trovni 8%, ¢o je tesne nad hranicou, teda nezamietame hypotézu,

ze k signifikantnému poctu interakcii moze prist medzi zebrami roznych typov.
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2.4 Socialna siet

Po malej sieti v predoslej casti sa teraz zameriame na pravy opak. Pozrieme sa na siet
priatelstiev na Youtube (déata z [14]), ktord ma 1134890 pouzivatelov, resp. vrcholov
V' a 2987624 priatelstiev, teda hran E. Pri sieti takejto velkosti je takmer nemozné ju

zrozumitelne nacrtnit, preto sa pozrieme na jej rozdelenie.

1e+04 1e+06
s

Pocet uzivatel'ovilog)
1e+02

1e+00

| I | I ! — 1
1 3 10 50 100 500 1000

Pocet priatelov uzivatela(log)

Obr. 12: Hustota rozdelenia priatelstiev medzi pouzivatelov
Z obr. 12 sa ukazuje, ze tato sief je velmi dobrym kandidatom na power-law roz-

delenie. Az 602 000 pouzivatelov (viac ako polovica) méa iba jedného priatela, ¢o opét

potvrdzuje nerovnovahu tohto rozdelenia.
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Obr. 13: Distribu¢na funkcia rozdelenia priatelstiev medzi pouzivatelov

Pomocou implementécie metédy z [3], ktort sme si predstavili v tejto kapitole, do

programu R odhadneme MLE parametre pre fitovanie tychto dat na power-law model.

\library (igraph)
\library (MASS)
#definovanie funkcii
dpareto=function(x, shape=1, location=1) shape * location~shape / x~(shape + 1);
ppareto=function(x, shape=1, location=1) (x >= location) * (1 - (location / x) “shape);
gpareto=function(u, shape=1, location=1) location/(1 - u)~(1 / shape);
rpareto=function(n, shape=1, location=1) qpareto(runif(n), shape, location);
location = function(d, max=100) {
stat = NULL;
p = NULL;
mstat = 1;
mp = NULL;
mlocation = NULL;
mshape = NULL;
for (location in 1:max) {
d = d[d >= locationl];
# MLE for shape parameter (discrete case)
shape = 1 / mean(log(d / (location - 0.5)));
t = ks.test(d, "ppareto", shape = shape, location = location);
stat [location] = t$stat;
pllocation] = t$p;
if (stat[location] < mstat) {
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25 mstat = stat[location];

26 mp = pllocation];

27 mlocation = location;

28 mshape = shape;

29 }

30 }

31 return(list(stat=mstat, p=mp, shape=mshape, location=mlocation, statvec=stat, pvec=p
D)

32|}

33

34| pareto = function(d, max=100, 1limit=2500) {

35

36 par = location(d, max);

37 shape = par$shape;

38 location = par$location;
39 t = ks.test(d[d>=location], "ppareto", shape = shape, location = location);
40

41 ntail = length(d[d>=locationl]);
42 head = d[d < location];

43 count = 0;

44 for (i in 1:1imit) {

45 syn = rpareto(ntail, shape = shape, location = location);

46 syn = c(head, syn);

a7 par2 = location(syn, max);

48 shape2 = par2$shape;

49 location2 = par2$location;

50 t2 = ks.test(syn[syn >= location2], "ppareto", shape = shape2, location =

location?2);

51 if (t2%stat >= t$stat) {count = count + 1};
52 }

53
54 return(list (shape=shape, location=location, stat = t$stat, p = count/limit, KSp = t$
p));

55|}

Pomocou tohto kédu dostavame odhad power-law exponentu a = 2.141sx,,;,, = 8,
so simulovanou p-hodnotou= 0.84 mo6zme usudit, ze rozdelenie stupna k z pévodnych

dat skutocne zodpoveda power-law distribucii.
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3 Sirenie informacii v sieti

V tejto kapitole sa budeme zaoberat sietou stretnuti spolupracovnikov v pobocke Fran-
cuzskeho instititu pre verejné zdravie (InVS) . Jednd sa o graf s 92 vrcholmi, ktoré
znacia jednotlivych zamestnancov spolo¢nosti oznacenymi ID kédmi a spolu az 9827
hranami, pricom kazda hrana oznacuje stretnutie dvoch kolegov na chodbe z obdobia 2
pracovnych tyzdiov, teda 10 dni. Tieto ddta pochadzaji z [5] a pouzijeme ich na ana-
Iyzu chovania tychto zamestnancov a jeho dopad na Sirenie nepravdivych informacii.

Budeme pritom pracovat s programom R, konkrétne kniznicou igraph.

DISQ

DMCT

DSE

SFLE

BECEQDO

SRH

Obr. 14: Vizualizacia siete zamestnancov, Fruchterman-Reingoldov model usporiadania vr-

cholov
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Oznacenie || Pocet vrcholov | Hustota hran | Tranzitivita
DISQ 15 11.371 0.684
DMCT 26 4.415 0.597
DSE 34 5.027 0.518
SFLE 4 6 0
SRH 13 33.025 0.822
Cela siet 92 2.348 0.368

Tabulka 3: Vlastnosti podgrafov oddeleni

Na obr. 14 mo6zme vidiet rozdelenie pracovnikov do oddeleni, pricom hribka hrany
medzi dvoma vrcholmi reprezentuje pocet? (resp. celkovii diiku) stretnuti pocas sle-
dovaného obdobia. Pre dalsi postup je dolezité ukazat spravanie zamestnancov vrameci
tychto oddeleni.

7 tabulky 1 vidno, ze podgrafy jednotlivych oddeleni maji znac¢ne vyssie hodnoty
hustoty a tranzitivity, z ¢oho vyplyva, ze vramci oddeleni st vrcholy prepojenejsie ako
v kontexte celej siete. Toto mo6zme pozorovat aj v obr. 14 a dava to zmysel aj v kontexte
castejsej spoluprace kolegov z rovnakého oddelenia.

Pozrieme sa preto blizSie na archetypy zamestnancov. Zo vSetkych hran je az 82%
internych - teda v ramci jedného oddelenia. Z tohto sa da usudif, Zze zamestnanci,
ktori prichadzajua do styku s ludmi z r6znych oddeleni, a teda ich prepajaji, budi mat
kIticovu rolu pri Sireni informacii.

Zéavislost mnozstva aktivity od hodiny dna sledujeme na obrazku 15, kde je tiez
zjavna dominancia internych stretnuti (modrou) nad externymi (Cervenou). Vynimkou
potvrdzujicou pravidlo je pritom miestami oddelenie SFLE (logistika), u ktorého je
vsak ¢astou dévodu fakt, Ze mé len 4 pracovnikov. Dalej pozorujeme hodiny, v ktorych
dochddza k najviac kontaktom (okolo 10. a 13. hodiny), ¢o mdze znamenat zvysené
riziko Sirenia.

Thato hypotézu porovname s dalsim koeficientom, ktorym sa casto dolezitost vrcho-

lov analyzuje. Ten sa nazyva stredova medzipoloha (z angl. Betweenness centrality,

2Takéto vizualizacia je vyrazne prehladnejsia ako zobrazovat kazdd hranu zvI4st.
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Obr. 15: Priemerna aktivita v priestoroch spoloc¢nosti - 15 minutové intervaly
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slovensky preklad z [10]) a pocita sa ako

CB(’U) _ Z O-st(v) ’

stvttev Tt

pricom oy je pocet najkratsich ciest z vrcholu s do vrcholu t a o4 (v) je podmnozina
tychto ciest prechadzajica vrcholom v. Teda vystihuje, ako kriticky je tento vrchol v

v zmysle prepajania grafu.
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Obr. 16: Vztah stredovej medzipolohy vrcholu a zlomku jeho externych (prechodnych) hran

Na obr. 16 mozeme pozorovat korelaciu medzi "dolezitostou'vrcholov a tym, kolko
percent ich hran smeruje do iného oddelenia. Zaroven si vSimneme tri zakladné ar-
chetypy spravania zametnancov. Ako sa dalo ocakavat, rezidenti - teda vrcholy ktoré
sa zdrzuju prevazne vo svojom oddeleni majui stredovii medzipolohu nizku. Zaujimavé
vsak je, ze ani tuldci - zamestnanci s vysokym percentom prechodov do inych oddeleni
nemaju tento koeficient najvyssi. Najdolezitejsimi pri prepajani budu tzv. spojky, teda
vrcholy, pri ktorych sa percento externych hran pohybuje okolo 50%. Z tohto sa da

predpokladat, ze spojky budi mat kriticka tlohu pri Sireni falosnych sprav.

3.1 Modelovy problém

Ide o postupne rasticu siet a teda je mozné sledovat jej vyvoj v case. Vdaka tejto

vlastnosti mame moznost pomocou programu R simulovat Sirenie falosnej spravy sietou.
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Budeme pracovat so zjednodusenym modelom, na ktorom bude nasim cielom ukézat

dolezitost vlastnosti vrcholov.

\library (igraph)
p<-0.03
zac<- sample(1l:gorder(g),1)
g<-set_vertex_attr(gsub,"veri",value=0)
V(g) [zacl$veri <- 1
for (i in 1:gsize(g)){
akt_edge<-ends (g,E(g)) [i,]
if (V(g) [akt_edge[1]]$veri==1 & V(g) [akt_edge [2]]1$veri==0){
V(g) [akt _edge [2]]$veri<-rbinom(1,1,p)
} else
if (V(g)[akt_edge[1]]$veri==0 & V(g) [akt_edge [2]]$veri==1){
V(g) [akt_edge[1]1]1$veri<-rbinom(1,1,p) } }

Falosna sprava sa dostane prvy den k jednému zo zamestnancov. Tento je 6znacenya
bude tuto novinku zdielat s kazdym, s kym pride do kontaktu. Existuje pritom 3%
pravdepodobnost, ze ho presvedci a teda ziska dalSieho pomocnika pri Sireni tejto
spravy. Na obr. 17 mézme vidiet vyvoj tejto siete a postupni infekciu'nepravdivou
novinou.

Dalej sa poktsime zistit, & st spojky pri §freni spravy naozaj efektivnejsie ako os-
tatné vrcholy, teda pozorovanim, aké percento zamestnancov sprave uveri. Toto otes-
tujeme nasledovne: proces budeme simulovat opakovane s roznymi zaciatoénymi vr-
cholmi. 50 krat pre vrcholy spojky, 100 krat pre ndhodny vrchol a 50 krat pre vrcholy
s najvyssim koeficientom stredovej medzipolohy. Vysledky tychto simuldcii st na obr.

18.
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Obr. 17: Ukazka Sirenia falosnej spravy sietou, dni 1,4,7 a 10

35



3. SIRENIE INFORMACII V SIETI

|

(e ]
S <
.E =2 .
= =
w L ]
o -
5 o A
o -
E ~ __,.; ! ~
()] (] | L e
c 9 Pt
;% —— $-
N = ] g ¢ Stredova medzipoloha
r © - N _

g—" Spojky
o B 4 Nahodny vyber
S
| I 1 | I I 1 I I
1 2 3 Rl 5 6 7 8 9 10

Den

Obr. 18: Zlomok zamestnancov veriacich falosnej sprave v zavislosti od typu zaciato¢ného

vrcholu

Simulacia nasu hypotézu potvrdzuje - pre zaciatocny vrchol z ndhodného vyberu sa
sprava siri pomalsie ako pre vyber z mnoziny spojkovych vrcholov. Ukazuje sa, ze by
teda pri pripadnom boji s nepravdivymi informaciami v tejto spolo¢nosti mohlo mat
zmysel zameriavat sa na spojky, ktoré prepajaji viaceré oddelenia a maju tak velky
vplyv na ostatné vrcholy v sieti®. Aj ked vrcholy s vysokym koeficientom stredovej
medzipolohy maji vysSsiu mieru Sirenia, sustredenie sa na archetypy spravania vrcho-
lov tiez prindsa vysledky a umoznilo nam lepsie pochopit dynamiku v sieti. Takisto
poznamenavame, ze rozdiel medzi spojkami a nadhodnym vyberom sa prejavil hlavne v
neskorsich fazach, ¢o prisudzujeme schopnostiam spojok preniknit do viacerych odde-

leni, v ktorych sa uz potom sprava siri jednoducho.

3.2 Skumanie vlastnosti siete

Zatial sme si utvorili veelku detailny obraz o tom, ako skimana siet vyzera, a ako sa

v nej Siria informéacie. V tejto Casti sa pozrieme na to, ako by nas model fungoval v

3Tieto vysledky st dosiahnuté za pomoci dostupnych dat, teda s vacsim ¢asovym intervalom ako

10 dni by sme mozno dosiahli presnejsie vysledky
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inych, simulovanych siefach, a ¢i existuje model vytvorenia ndhodného grafu, ktory by
dosahoval podobné vysledky ako siet z realnych dat. Za beznych podmienok by sme
zacali Erdos-Rényiho modelom, avSak ten je v tomto pripade nepouzitelny, kedze sa

nim nedaji modelovat grafy s nasobnymi hranami.
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Obr. 19: Rozdelenie stupniov k& vrcholov pévodnych dét

V obr. 19 vidime distribiiciu stupnov nasich dat, ktord ndm poslizi na zvolenie
modelov na simuléciu. Kedze nasa siet nevznikd postupnym pridavanim vrcholov, ale
len sa medzi uz existujicimi vrcholmi vytvaraju hrany, vyli¢ime aj Barabasi-Albertov
model. Postupom vysvetlenym v predoslej kapitole otestujeme, ako dobre nase data
fituji niektoré zname rozdelenia.

V tabulke 2 vidime odhadnuté parametre a p-hodnoty vyratané pomocou funkcii
z druhej kapitoly. Tato tabulka nase domnenie po zhliadnuti histogramu potvrdila -
data urcite fitovat na norméalne rozdelenie nebude redlne. Z obr. 20 vidno, Ze rozdelenia
Gamma aj Weibull st na tom relativne podobne. Naopak power-law distribicia mierne
fituje rozdelenie iba pre hodnoty x > x,,,, ¢o z tabulky 2 vieme, Ze je x > 285. Do
tejto kategérie teda spada 28% vrcholov, teda sa urcite nedd povedat, Ze nasa siet je

bezskalova.
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Rozdelenie Hustota 1. parameter | 2. parameter | p-hodnota
T— 2
Normalne L e 0 =213.63 | 6=194.76 0
1— e*(z/k)k, pre x > 0 . .
Weibull k=1.17 A =226.12 0.79
0, pre x <0
Gamma e a=135 | [=0.0063 0.88
Power law | p(x) = 2L (=) & =257 | Gpin=285 | 0.506
Tabulka 4: Vlastnosti podgrafov oddeleni
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Obr. 20: Fitovanie hustét rozdeleni na histogram stupnov vrcholov k

3.3 Simulacia pre nahodné grafy

V tejto casti zopakujeme model Sirenia falosnej informacie medzi zamestnancami, pri-
¢om budeme sledovat ako tento proces prebieha pri nahodnych grafoch. Inspirujeme

sa tabulkou vyssie a zostavime siete s distribticiou stupna k z troch roznych rozdeleni:
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Weibullovo, Gamma a Power-law. Aj ked tretie z nich nijak presne nesimulovalo stupen
povodného grafu, bude zaujimavé sledovat jeho spravanie pri tejto simulacii. N

Po odhadnuti ich parametrov pre nase data (v tabulke) vygenerujeme 92 hodnot
(rovnaky pocet vrcholov ako v pdvodnej sieti), ktoré ndsledne dosadime do funkcie
sample__degseq z kniZnice igraph v R*.

Dostavame nahodny graf, ktorého stupne st zo ziadaného rozdelenia. V tomto grafe
prevedieme rovnaku simulaciu ako na povodnych datach, pricom budeme sledovat po-
stupny vyvoj sirenia na 10 réznych ndhodnych sietach - v kazdej z nich 15 simulécii
s ndhodnymi pociatoénymi Siritelmi pre kazdé rozdelenie. Potom rovnaky postup zo-
pakujeme, ale miesto ndhodnych bodov zvolime 15 najdolezitejsich - teda vrcholov s

najvyssimi hodnotami stredovej medzipolohy.
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Obr. 21: Podiel rozsirenosti pre skiimané rozdelenia k, - ndhodny pociatoény Siritel

4Hodnoty je nutné zaokruhlit a zabezpec¢it parnost ich stétu - v neorientovanom grafe je stcet

stuptniov vzdy parny. Tieto opatrenia rozdelenie vyznamne nenarusia.
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Obr. 22: Podiel rozsirenosti pre skiimané rozdelenia k, - dolezity pociatocny Siritel

V obr. 21 a 22 vidno, ze pre ndhodny vyber pociatoéného Siritela sa ani jednému
z rozdeleni nedari kopirovat model Sirenia dosiahnuty v povodnych datach. Uz vo 4.
dni vidime naskok nahodnych grafov pred skuto¢nymi datami, ktory sa vcelku line-
arne zvacsuje az do konca skimanej doby. Tiez sledujeme, ze grafy s k z power-law
distribicie nedosiahli takmer nijaky rozdiel pri zmene spésobu vyberu pociatoéného
siritela informécie - toto nasvedcuje, ze stredova medzipoloha tychto grafov je rozde-
lena rovnomernejsie ako pri ostatnych dvoch ndhodnych rozdeleniach, v ktorych mala
tato zmena vyrazny dopad na vysledné rozsirenie. Aj vdaka tomu st pri 2. grafe vSetky
3 simulované rozdelenia v okruhu 80%, zatial ¢o empirické déata su faloSnou spravou
infikované iba na 32%.

Tato analyza naznacuje, ze grafy zo zvolenych rozdeleni st prepojené uzsie ako
povodnd siet. O tomto sveddci aj tranzitivita, teda globalny zhlukovy koeficient z obr.
23. Tu vidime postupny rast tranzitivity, teda prepojenosti trojuholnikov v grafoch
jednotlivych rozdeleni. Opéf sledujeme vyrazny rozdiel medzi empirickymi datami a
nahodnymi grafmi. Postupnym pridavanim hran rastie aj rozdiel v tranzitivite pomerne

vyrazne (narozdiel od pdvodnej siete).
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Obr. 23: Podiel rozsirenosti pre skimané rozdelenia k, - dolezity pociatocny siritel

Po porovnani modelov Sirenia informacie a tranizitivity sa zda, ze su tieto hodnoty
znacne korelované. Pearsonov test ([7]) tito domnienku potvrdzuje, koreldcia rozsire-
nosti informécie a tranzitivty v sieti je 82.5% s p-hodnotou takmer rovnou 0, vdaka
comu mozme vyvodif, Ze tieto modely st do istej miery korelované.

Usudzujeme, ze skimané nahodné grafy nedokazu spolahlivo modelovat Sirenie in-
formaécii z nasich povodnych dat. Za hlavné dévody povazujeme velkt specifickost na-
sich hran, kedze niektoré dvojice zamestnancov mohli byt v c¢astom kontakte, ¢o tieto
zjednodusené modely nemohli spolahlivo simulovat, rovnako ako faktor oddeleni. Na-
sledkom bola vécsia prepojenost vrcholov nahodnych grafov a tranzitivita, ktoré mali za
nasledok rychlejsi prenos falosnej spravy ako tomu bolo v simulécii pre empirické data
stretnuti zamestnancov. Za faktory prispievajice k netspechu pri hladani vhodného
modelu povazujeme neortodoxnost dat (multigraf s velkym poctom hran) a zjednodu-
seny model Sirenia. Napriek tomu verime, ze tento rozbor méze sluzit ako zaujimava

ukazka analyzy postupne sa vyvijajicej siete a zmien jej vlastnosti v case.
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Zaver

V tejto praci sme sa zamerali na problematiku skimani sieti a komplikacie pri ich
analyze, ktoré boli donedédvna povazované za nepodstatné. Zameranie tejto prace bolo
na postupné prenikanie hlbsie do analyz teorie sieti.

V prvej kapitole boli struc¢ne ale predstavené grafy a siete ako koncept, terminoldgia
s nimi spojend, a boli polozené teoretické zaklady pre zvysok prace. Ta sa v druhej
kapitole zaoberala najprv priblizenim a neskor aj implementaciou statistickych metod.
Tiez v nej boli predstavené 2 velmi rozdielne siete, na ktorych sme tieto rézne metody
aplikovali. Aj ked pri prvej z tychto sieti nebolo modelovanie pomocou Erdés—Rényiho a
Barabasi-Albertovho modelu Gspesné, uvedomili sme si dovod (velmi Specifické pévodné
data) a dokazali sme v nej najst iné zakonitosti.

Dalsfm vyhodou tejto prace je ukézka vSestrannosti kniznice igraph v R, pomocou
ktorej boli takmer vsetky grafy v tejto praci zobrazované. Tato kniznica velmi ulahcila
nasu pracu s datami.

V tretej kapitole sme sa zaoberali jedinou siefou zamestnancov a ich stretavaniu sa
na chodbéch. Vymysleli sme vlastny (zjednoduseny) model $irenia informécie a skiimali,
aké maju rozne vlastnosti pévodnej, a neskor aj generovanych, sieti vplyv na rychlost
sirenia pripadnej falosnej spravy. Aj ked sa ndm nepodarilo tplne splnit nase pévodné
ocakavanie najst model, ktory by ich presne vystihoval, tak povazujeme tuto pracu
za prinos v podobe predstavenia zaujimavych metod, ktoré sa pri analyzovani sieti zo

skutocného sveta daja vyuzif.
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