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Abstrakt

SILNY, Matej: Zdaiovanie a podnikanie [Diplomové praca], Univerzita Komenského v
Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky

a Statistiky; skolitel: prof. RNDr. Pavel Brunovsky, DrSc., Bratislava, 2018, 60 s.

Zakladom tejto diplomovej prace je c¢lanok, ktorého autormi su Lubos Pastor a
Pietro Veronesi. Predstavuju v nom model, ktory za istych zjednodusujucich podmienok
skima, ako zavisi ochota jednotlivcov podnikaf. Zdévodnuje tiez nerovnosti prijmov
v spoloc¢nosti. Prvou ¢astou nasej prace je skimat model z matematického hladiska a
upravit dokazy tvrdeni do formy, z ktorej je jednoduchsie vyvodit matematické zavery.
Prinosom tejto diplomovej prace je dokaz existencie ekvilibria najdeného modelom na

okoli $pecidlneho pripadu, v ktorom maju vsetci jednotlivei rovnakt averziu k riziku.

Kltcové slova: zdanovanie, podnikanie, nerovnost prijmov, maximalizdcia funkcie

uzitoénosti






Abstract

SILNY, Matej: Taxation and entrepreneurs [Master Thesis|, Comenius University in
Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied
Mathematics and Statistics; Supervisor: prof. RNDr. Pavel Brunovsky, DrSc., Brati-
slava, 2018, 60 p.

This thesis is based on a research paper by Lubos Pastor and Pietro Veronesi. In
the paper, they introduce a model which, under some simplifying conditions, explore
individuals’ willingness to run a business. It also explains income inequality in the
society. First goal of our thesis is to examine the model from mathematical point of view
and then modify proofs of propositions into forms, which are suitable for mathematical
conclusions. Contribution of this master thesis is a proof of existence of an equilibrium
found by the model in a neighbourhood of special case of common risk aversion across

all individuals.

Keywords: taxation, entrepreneurship, inequality of income, maximization of utility

function
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Uvod

Zakladom tejto diplomovej préace je clanok ,Income Inequality and Asset Prices un-
der Redistributive Taxation® [8], ktory napisali [lubos Pastor a Pietro Veronesi. Tento
clanok sktima, ako zavisi ochota jednotlivcov podnikat od ich osobnej tirovne podni-
katelskych schopnosti a averzie k riziku a ako tieto rozhodnutia ovplyviuji nerovnosti
prijmov v spoloc¢nosti. Vysledky taktiez ovplyvnuja rézne ndhodné udalosti, jednak tie
v zivote jednotlivca, jednak také, ktoré ovplynuju celu spolo¢nost. Model je vyrazne
zjednodusSeny oproti realite, kedze pocita len s dvoma druhmi jednotlivcov - podnika-
telmi a penzistami. Spolo¢nost s tymito vlastnostami funguje nasledovne: podnikatelia
investuju do svojich firiem aj do akcii ostatnych firiem a tie na konci sledovaného ob-
dobia vyprodukuju zisk vo forme penaznych jednotiek. Tento zisk je nasledne zdaneny
a rozdeleny vo forme dividend medzi akcionarov spolo¢nosti. Prijem statu z dani sa v
plnej vyske rovnomerne rozdeli medzi penzistov, pre ktorych je to jediny zdroj prijmu.

Na zaciatku nasej prace sa zaoberame tymto zakladnym modelom. Formuléacie
jednotlivych tvrdeni a ich dokazy, ktoré sa nachddzaju v internetovom dodatku k ¢lanku
[9] st vSak obcas tazko zrozumitelné, alebo jedno na druhé nenadvézujtce. Ako priklad
mozem uviest dokaz vety 2 ([9], str. 3 - 4), ktory vyuziva zavery a terminolégiu zavedenii
v dokaze vety 4 ([9], str. 6 - 14). Hlavnym cielom prvej kapitoly je preto hlavné poznatky
zo zakladného modelu spracovaf do prehladnejsej formy.

Pastor a Veronesi vo svojom texte definuji premenné, ktoré maju logicku a zrozu-
mitelntd ekonomickt interpretaciu. Obcas to vSak prispieva k tomu, Ze vzorce odvodené
v praci nie je jednoduché analyzovat z matematického hladiska. V druhej kapitole preto
urobime alternativne odvodenie niekolkych najddlezitejsich vztahov do matematicky
lepsie uchopitelnej formy, ktora vsak naopak nema ekonomickt interpretaciu.

V [8] autori analyzuju niekolko Specidlnych pripadov, v ktorych dokazuji exis-
tenciu rovnovahy. My v tretej kapitole vyuzijeme ich poznatky pre pripad, v ktorom st
vsetci podnikatelia rovnako averzni k riziku, maju teda tzv. spolo¢nu averziu k riziku.

Vychadzajic z tychto poznatkov, dokazeme existenciu rovnovahy na okoli spolocnej
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UVOD

averzie k riziku, t.j. pre také pripady, v ktorych sa averzia jednotlivych podnikatelov

len malo lisi od spolo¢nej averzie analyzovanej v [8].
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1 Zakladny model

Péstor a Veronesi vo svojom ¢lanku [8] vytvorili model, ktory predstavime na nasle-
dovnych stranach. Cielom tejto kapitoly je zosumarizovat hlavné teoretické poznatky
z ¢lanku [8] a internetového dodatku [9] do jedného prehladného textu, pri pouziti

jednotného a matematicky korektného oznacenia.

1.1 Zakladné charakteristiky modelu

V zékladnom modeli uvazujeme abstraktni mnozinu agentov J. Na tejto mnozine

mame mieru m(.), pre ktord plati

Autori [8] o tejto miere viac neuvadzaji, budeme preto predpokladat, Ze existuje. Mlcky
tiez predpokladaji to, ze tato miera je neatomickd ([7], str. 443). Z toho vyplyva, ze
miera jednobodovej podmnoziny {i} C J je nulova, t.j. m({i}) = 0. Vdaka tejto
vlastnosti potom plati, Ze pre Ilubovolnt neprazdnu podmnozinu N’ C J a bod n € N

plati
/Nx dm(i) = /N\{n} x dm(i). (1.1)

Pozndmka. V tejto praci budeme pouzivat oznacenie [\, z dm(i), ktoré je ekvivalentné
s oznacenim [y, x di pouzivanym v textoch [8] a [9], avsak obsahuje v sebe aj informéciu

o miere, ktorid pouzivame.

Pozndmka. Vlastnost (1.1) Specidlne plati aj pre mnozinu podnikatelov Z C J, ktort
predstavime neskér. Namiesto oznacenia [, x di, ktoré pouzivajt autori [8] a [9], tak

budeme v celej praci pisat [z dm(i).
Definicia 1.1. Pre kazdého agenta i € J definujeme nasledovné charakteristiky:

e 1; > 0 - troven podnikatelskych schopnosti,

17



1 ZAKLADNY MODEL

e 7; > 0 - koeficient averzie k riziku,
e BY > 0 - mnoZstvo jednotiek kapitdlu kazdého z agentov v éase 0.

Poznamka. V texte budeme rozliSovat medzi dvoma typmi indexov. V pripade, Ze sa
jedna o index agenta alebo mnoziny agentov, napiseme ho ako pravy dolny. Ak sa jedna
o Casovy index, piSeme ho vpravo hore. Tymto zjednocujeme oznacenie z [8] a [9], v

ktorych bolo toto rozne znacené.

Model pocita s dvoma zakladnymi typmi agentov, a to podnikatelmi a penzistami.
Agentov sledujeme pocas ¢asového obdobia [0,T]. V case 0 sa kazdy z agentov i € J
rozhoduje, ktorym typom agenta sa stane na celé sledované obdobie az do casu T'.
Zakladom pri tomto rozhodovani bude maximalizacia uzito¢nosti.

Pre potreby nasho modelu budeme predpokladat, Ze celkova spotreba Iubovolného
agenta v ¢ase T bude rovna jeho ¢istym prijmom v ¢ase T'. Inak povedané, agent nemina
viac ako zarobi, ale ani si neodklada kapital na neskor. Do ¢asu T agent nema ziadny

prijem ani nespotrebuje ziadny kapital.

Definicia 1.2. Nech spotreba agenta i € J v ¢ase T je CI. Potom jeho funkciu

uzitocnosti definujeme ako

U(Cf):W.

L=

V praci budeme rozlisovat medzi dvoma druhmi strednej hodnoty. Analogicky ako

(1.2)

v [8], budeme ich znacit odlisne, avSak pouzijeme oznacenie, ktoré lepsie odzrkadluje

charakter tej-ktorej strednej hodnoty.

1. Oc¢akévana hodnota ndhodnej premennej v ¢ase t - znac¢ime E'[ - ]. V texte vic-

Sinout="1T.

2. Stredna hodnota v ramci urcitej mnoziny agentov, nazvime ju povedzme M,

M C J -zacime E;[-|i€ M]. V texte vacsinou M =T.

S vyuzitim tohto oznacenia a vzorca (1.2) napiSeme ocakavant uzitocnost agenta i € J

ako

B[ (ch)] = ;=B [(e") . (13)

Uroveri zdanenia oznaéime pismenom 7 € (0,1). Aby sme aspoti ¢iastotne verne
modelovali skuto¢nu situdciu v spolo¢nosti, musime pocitat s nahodnymi udalostami,
ktoré mozu ovplyvnif produkciu - ¢ uz pozitivne, alebo negativne. Na to nam slazi

nasledovné definicia.

18



1.2. CHARAKTERISTIKA TYPOV AGENTOV

Definicia 1.3. Nahodné udalosti v spolo¢nosti modelujeme pomocou dvoch ndhodnych

premennych:

o 7 - agregatny sok. V tejto premennej st zahrnuté ndhodné zmeny, ktoré ovplyv-
nuja celt spolo¢nost. Negativnym prikladom by mohlo byt vypuknutie financnej
krizy alebo prirodna katastrofa, pozitivnym napriklad ukoncenie financnej krizy

a prechod do obdobia ekonomického rastu.

e ¢ - idiosynkraticky Sok agenta i. V tejto premennej s zahrnuté ndhodné zmeny,
ktoré ovplyvnuju len konkrétneho agenta. Ako priklad by mohlo sluzit napriklad

zranenie, ktoré sposobi docasnu praceneschopnost.

Aby sme reflektovali skutocnost, ze Sok moze byt aj pozitivny, aj negativny, plati

ET[ET) = ET[ET) = 0.

1.2 Charakteristika typov agentov

V nasledovnej sekcii popiSeme typy agentov. Tato charakteristika bude zakladom pre
urcCenie, akého typu maju byt jednotlivi agenti. Nech Z je mnozina podnikatelov. Ako

ju urcit, uvedieme neskor. Kedze Z C J, pre mieru tejto mnoziny plati m(Z) € (0,1).

1.2.1 Charakteristika podnikatelov

V pripade, zZe sa agent rozhodne stat podnikatelom, zalozi si v ¢ase 0 firmu. Nasledne
moze predat podiel vo firme vo forme akcii ostatnym podnikatelom a za zisk z tohto
predaja nakupit akcie firiem ostatnych podnikatelov alebo bezrizikové bezkuponové
dlhopisy. Aby podnikatel zostal aspon ciastocnym vlastnikom svojej firmy, je mu po-
volené predat maximalne 1 — 6 z celej hodnoty firmy, pricom 6 € [0, 1]. Autori [9] na
str. 7 zdovodnuju, ze nezavisle od toho, aké velké je ohranicenie 0, agent vzdy vyuzije
moznost predaja akcii svojej firmy v maximalnej vyske a zostane mu tak presne 6 z
celkovej hodnoty firmy.

Oznacme M} rovnovaznu trhovii hodnotu firmy 7 v ¢ase 0. Agent po predaji akcif
svojej firmy bude mat k dispozicii kapitdl vo vyske (1 —6)M?. Rozpoctové ohranicenie

Tubovolného podnikatela ¢ € Z tak mozeme napisat vo forme
(1—6)M /NO MO dm(j) + N, (1.4)
kde
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1 ZAKLADNY MODEL

o N/ 0. s akcie firmy j zakupené podnikatelom 7 v ¢ase 0, vyjadrené ako zlomok z
celkovej hodnoty firmy. Plati teda Ngj € [0,1]. Akcie prinesu svojim majitelom

zisk vo forme dividend na konci sledovaného obdobia.

e N 00 je podiel podnikatela ¢ v bezrizikovom dlhopisovom fonde v case 0. Tento
podiel je vyjadreny formou mnozstva penaznych jednotiek a zachovava si stale
rovnakd hodnotu, inak povedané Nj; = NBO Vt € [0,T]. Téato investicia teda

nezaraba.

Firma agenta i na konci sledovanej periédy, teda v ¢ase T', vyprodukuje B! ka-
pitalu. Velkost tohto kapitalu zavisi od pociatoc¢ného kapitalu, podnikatelskych schop-

nosti agenta a nahodnych sokov, ktoré sme zadefinovali v sekcii 1.1.
Definicia 1.4. Vysku kapitalu vyprodukovaného firmou ¢ v ¢ase 1" definujeme ako

B = BoemTrel+el, (1.5)

7

Vyprodukovany kapital sa po zdaneni v celej vyske rozdeli ako dividendy medzi

majitelov firmy. Spotreba podnikatela po zdaneni je rovna

Cl=01-1)

er+/N£jBf dm(j)| + N, VieT. (1.6)
I 9

Ak na oznacenie kapitdlu ocisteného od dane pouZzijeme oznacenie DI = (1 — 7)BY,

dostévame nasledovnt rovnicu:

—oD7 + / NO.DT dm(j) + N% Vi€ T. (1.7)

1.2.2 Charakteristika penzistov

Jedinym zdrojom prijmov penzistov je prijem, ktory stat ziska z dani podnikatelov a
nasledne v plnej vyske prerozdeli medzi penzistov. Oznac¢me celkovi produkciu pod-
nikatelov v ¢ase T' symbolom BT = [ BI' dm(i). Prijem z dani je rovny 7BT. Za
predpokladu rovnomerného prerozdelenia dani spotrebu penzistu vieme urcit zo vzorca

T _ BT
T 1 om(T) 1—

/BT dm(j) Vie J\T. (1.8)

1.3 Rozhodovaci proces

Rozhodnutie, ¢i sa agent stane podnikatelom alebo penzistom, zavisi od toho, z kto-
rej alternativy ocakava vyssi uzitok. Na urcenie 1zitku pouzivame funkciu uzitocnosti

definovani ako (1.2), resp. o¢akavant uzitocnost (1.3).

20



1.3. ROZHODOVACI PROCES

Mnozinu podnikatelov tak prirodzene budua tvorit ti agenti, ktorych ocakavana
uzitocnost z toho, ze sa stani podnikatelmi, bude vyssia, nez z toho, Ze sa stant

penzistami. Zapiseme
I={ieg:E;[U(CT)|iez]>E;[U(CT)|icT\1]} (1.9)

Z vyrazu (1.9) sa mnoZina podnikatelov explicitne vyjadrit nedd, je potrebné preto
vykonat urcité vypocty, ktoré v konecnom dosledku budi viest k jej urceniu.

V prvej kapitole sa objavi pojem ,state price density“, ktory by sa do slovenciny
dal prelozit ako ,hustota stavovych cien®“. My vSak pre jednoduchost budeme pouzivat

skratku SPD odvodent z anglického nazvu. Oznacovat budeme 77

v silade s [8].
V texte [8] nie je vSak velmi vysvetlené, ¢o vlastne SPD predstavuje. Pokusime sa
o0 to preto pomocou nasledovného prikladu, ktory je vsak (na rozdiel od nasej veli¢iny

7T) len na kone¢nej mnozine.

Priklad 1.1. ([2], str. 136, upravené)

Majme koneény pocet S tzv. Arrow-Debreu aktiv ([2], str. 78) a tiez S stavov, do
ktorych sa ekonomika moéze dostat na konci sledovaného obdobia (v tomto priklade
T =1). Aktivum s € {1,2,..., S} mé vlastnost, ze vyplati svojmu majitelovi 1 periazni
jednotku v pripade, Ze v Case 1 nastane stav s, a 0 penaznych jednotiek inak. Cenu
aktiva s vyjadrenu v Case 0 oznacime [3(s) a nazveme ,stavovou cenou®. Vyssie popisana

situacia je znazornena aj na tabulke 1.1.

Cas | Stav | Aktivum 1  Aktivum 2 ... Aktivum s ... Aktivum S
0 [ 0o | s 8@ . Bl .. —B(S)
1 1 1 0 . 0 . 0
1 2 0 1 . 0 o 0
1 s 0 0 1 0
1 S 0 0 o 0 o 1

Tabulka 1.1: Schéma Arrow-Debreu aktiv a stavovych cien popisanych v priklade 1.1 ([2],
str. 136, Table 4.4.A, upravené)

Veli¢ina 77 okrajovo vyuZivand v tejto praci je analégiou cien 3(s) z prikladu 1.1,

avsak na nekonecnorozmernej spocitatelnej mnozine podnikatelov Z.
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1 ZAKLADNY MODEL

1.3.1 Urc¢enie SPD

Nosnou ¢astou ¢lanku [8] je veta 4, v ktorej je vyuzitd aj veli¢ina SPD. V nasom texte
ju reprodukujeme, nezachovame vsak postupnost a struktiru ¢lanku [8] a dodatku [9] z
jednoduchého dovodu - z ekonomického hladiska tato postupnost mozno déava zmysel,
no dokazy na seba nenadvizuji. Dokazy viet 1 - 3 ([8], str. 7 - 10, resp. [9], str. 2 -
5) totiz povicsinou vychadzaju z definicii a poznatkov dokdzanych v ddkaze vety 4.
Zacneme preto touto vetou a k predoslym sa vratime v dalSich podkapitolach.

Cena cenného papiera, ktory v ¢ase T" vyplati egT, vyjadrend v case 0, je
ET [WTBET]

Z = ET [x7]

(1.10)

Veta 1.1. ([8], str. 12, Veta 4, upravené)

Nech plati tzv. podmienka vyprdzdnenia trhu (,market-clearing condition® v [8])
1—6—/1\70 dm(i (1.11)
Potom rovnovdzna SPD je dand vzorcom

€€T ET
T:/ [1+0<
z

kde a(~;) je argumentom tzv. podmienky prvého radu (v texte [8] uvedenej ako ,first-

- 1) + (1 —60)a(y,) (‘ezT - 1)] B dm(i), (1.12)

order condition) na mazimalizaciu uZitku:

0=FET

[Z+0(e" = 2) + (1= 0aly) (¢ —2)} " (¢ = 2) (1.13)

Pozndamka. Podmienka vyprazdnenia trhu (1.11) hovori, ze ak mé prist k uplnému vy-
prazdneniu trhu s akciami, musi sa celkovy pocet vypisanych akcii Tubovolného agenta

j rovnat celkovému poctu akcii tohto agenta, zakipenému ostatnymi agentmi.

Pozndmka. Formuldcia podmienky vyprazdnenia trhu (1.11) ma iny tvar ako pod-
mienka vyprazdnenia trhu vo formulacii vety 4 v texte [8]. Dévodom st vySSie uvedené
nezrovnalosti v pévodnom texte - na odvodenie tvaru pouzitého v [8] sa pouzivaju ve-
domosti z dokazu vety 2 ([9], str. 2 - 4), ktory vsak vychddza z dokazu vety 4, ktory

by sa po spravnosti mal v texte nachadzat skor.

Pozndmka. Rovnako ako v pripade N?

i & pre N? o plati, ze musi prist k vyprazdneniu

trhu. Budeme preto rovnako ako autori [8] na str. 8 pozadovat, aby boli dlhopisy v tzv.
»zero-net supply®, t.j.
/Nfo dm(i) = 0. (1.14)
I b
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1.3. ROZHODOVACI PROCES

Dokaz. Pri dokaze budeme vychadzat z rovnice, ktord pomocou SPD prepdja hod-
notu nejakého cenného papiera V' v dvoch réznych ¢asovych okamihoch ¢t a 7', t < T

Oznaé¢me tieto hodnoty V' (t) a V(T'). Potom moézeme pisat ([10], str. 106, upravené)

Ked polozime t = 0 a za V(0), V(T) dosadime M? a DI, dostdvame
T
0_ o |™ pr

0

Za predpokladu, Ze SPD je martingél, t.j. plati E7 [WT} = 7, vieme predosli rovnicu

prepisat do tvaru
E" [7"D!'| = E" [«"] M}, (1.15)
ktory autori [9] na str. 12 - 13 oznacuji aj ako tzv. ,standard pricing equation*.
Ocakévani funkciu uzito¢nosti podnikatela ¢ € Z vieme pouzitim (1.3) a (1.7)
napisat ako
1 1=;
T m\] _ T | (AT
B (e)] = i)
1
Cl-

1—;
o KQD}“ n /I NO. DT dm(j) +N30) ]

resp. po dosadeni za N?; z rozpoctového ohranicenia (1.4)

1
L=

BT [U(c)] = BT [(M? +6(DF - M) +/ZN3j (DT - ar?) dm(j))lq .

Podmienka prvého radu na maximalizaciu uzZitoénosti vzhladom na N7; je

0=ET [(Mio—i—e(DiT—Mio) +/IN§j (D} — M) dm(j))_% (DjT—MjQ)_ , (1.16)

resp. po Uprave a integrovani cez i € 7

—Yi

ET [ /Z <M£+9 (DF - M?) + /I Y, (DF - M) dm(j)) dm(i) D]T-

—i 1
_ T 0 T 0 0 T 0 . . 0
_E VZ (Mz- +0(DF = mf) + [ N0, (D] — ) dm(])) dml(i) | MO,
Toto uz vsak vyzera ako (1.15), a teda moézeme tvrdit, ze
—Yi
AT _ /I (MZ-0 +0 (D] — M) + /INZ?j (D] - MY) dm(j)> dm(i). (1.17)

Vo formulacii vety je vSak SPD uvedena v tplne inom tvare. Na to, aby sme sa k nemu

dostali, zadefinujeme si najprv niekolko veli¢in a uvedieme niekolko odvodeni.
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1 ZAKLADNY MODEL

Autori [9] na str. 6 predpokladaji, Ze SPD z4visi len od agregatneho Soku 7, t.j.
al =1 <5T>, ¢o neskor dokazuju na str. 13. Vychadzajic z tohto predpokladu, rovnice

(1.15) a vlastnosti F {eﬂ = 0, m6zeme pisat

ET [WTeETJrEiT}

, ET =7 DT| BT [77(1—7)B]]
M; = ET [77]

TR mE 0T
ET [7TT€€ }
ET [nT]

V [9] na str. 8 je definovana alokécia portfélia w;; a vynos R; firmy j ocisteny

)BT

= (1 —7)B%+T =(1—71)B%"1Z. (1.18)

od dane, ktoré sa pocitaju nasledovne:

NP MO
Wij = ]’\20 ! ) (119)
p_Dl (- ) Boehs T+ +<] - e el X (1.20)
7MY (1 —=7)Bo%wTZ - Z ' '

Podmienku maxima prvého rddu (1.16) tak vieme prepisat nasledovnym sposobom:
—i
T

V dokaze vety 4 je dalej (][9], str. 8 - 10) dokdzané, Ze rovnovazna alokécia portfélia
nadobuda multiplikativny tvar

wij = a(y;)w;j. (1.22)
Autori tento vztah interpretuji nasledovnym sposobom: vSetci podnikatelia investuju
do aktiva j rovnaky zadkladny podiel w;, ktory je potom len prisposobeny averzii k
riziku individudlneho podnikatela pouzitim a(v;). Vztah (1.22) sa nasledne podla [9]

da upravif na

a(y;) My
=(1-86 1.23
(=0 SEME dh) 2
Zavedieme pomocnid premennu ([9], str. 10)
Jr My dm(k)
= 1.24
= 0w MY dm(k) 2
a zadefinujeme vynos trhového portfdlia ([9], str. 11)
DT dm(j 1—7)B%" [emT dml(i =
RMktszjo—m(j)—lz U=7)Be fze‘ m(.z) —126——1, (1.25)
Jz Mp dm(k) (1 —7)B°Z [ erT dm(i) Z
resp.
Jz DY dm(j DT ,
S Bt A i _q
Rarw = MO dm(k / I MO dm dm(j)
= R; d 1.26
/&mmn m(;) (1.26)
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1.3. ROZHODOVACI PROCES

Po dosadeni (1.23) do (1.21) a naslednych upravich dostdvame

0= E7 <1+9Ri+/(1—9) a(y:) M
7

Jr &) My dm(k)
My
)My dm(k)

-V
Rj dm(j )) R,

o <1+0Rl-+(1—9)&(%)/1f1&(% R dm(j)> R,

MQ i
— g7 (1 +O0R; + (1— 9)&(%)9/11,1]\42;%(@3]- dm(]’)) R,

Vyuzitim (1.26) upravime rovnost na
0=E"[(1+0R+ (1-0)a(y)QRw) " Ry . (1.27)

Nésledne je mozné pouzit analogicky postup ako na str. 23, t.j. iprava na dve zatvorky,

integracia cez interval Z a néasledné vydedukovanie nového tvaru SPD pomocou rovnice
(1.15):

) T
0=E" |(1+0R; + (1= 0)a(y:)QRw) " <M]0 N )] ’
i J

B | /I (14 0R; + (1 — 0)a(7)QRyue) ™ dml(i) DT

_ g7 | 0+ 08+ (1= 0)a() 2Ra) ™ dm@} M,

Al — /I(1 FOR: + (1 — 0)a()QRame) " dm(i). (1.28)

Teraz pouzijeme oznacCenie a(7;) = a(v;)Q ([9], str. 13, rovnica (A19)) a dosadenim

(1.20) a (1.25) dostavame tvar SPD (1.12) pouzity vo formulacii vety:

T — /I l1 n (es Z+ . 1) 4 (1= 0)aly) <6Z - 1)] dmli).

V [9] na str. 11 je dokdzané, Ze podmienku prvého radu (1.27) je mozné pouzitim

(1.20) a (1.25) upravit do tvaru

0=E" [(1+0R; + (1 — 0)a(v)Q2Rark) " R ,
resp.
0=E" [{Z2+0(" = 2) + (1= 0)al) (" - 2)} " (" = 2)].

¢o uz je presny tvar podmienky prvého radu (1.13) z formulacie vety.
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1 ZAKLADNY MODEL

1.3.2 Vypocet spotreby a uzito¢nosti penzistov

V nasledujicich dvoch podkapitoldch sa zaoberdme vetami 1 a 2 ([8], str. 7 - 8, resp.
[9], str. 2 - 4), ktoré upravuji vzorce (1.7) a (1.8) do novych tvarov za pouzitia veli¢in
a vzorcov z podkapitoly 1.3.1.

Ako prvé urobime vypocty tykajice sa penzistov, ktoré nezavisia od odvodeni v
casti 1.3.1. Dokaz uvedeny v [9] na str. 2 je pomerne priamociary, nebudeme sa nim

preto hlbsie zaoberat a uvedieme len zakladné kroky:.

Veta 1.2. ([8], str. 7, Veta 1, upravené)

Spotreba penzistu je

T _ 0T wiT | s m(Z) :
C; =18 Ej{e "761}1—771(2) Vie J\ZT (1.29)

a jeho ocakdvand uzitocnost z toho, Ze sa rozhodne stat penzistom, je
1 m(Z) \' "
ET U (Ch)| = B ——
o) (2D
1=
x BT [0 (By e | jez]) . (1.30)

Dékaz. Pri vypocte spotreby vychddzame z rovnice (1.8), do ktorej sa dosadi (1.5) a
nasledne pomocou postupu popisaného v [9] upravi na pozadovany tvar (1.29). Oca-
kévand uzito¢nost penzistu sa vyjadri dosadenim vyrazu (1.29) do (1.3) a néslednej

Uprave az na tvar (1.30).
[

1.3.3 Vypocet spotreby a uzito¢nosti podnikatelov

Na rozdiel od predoslej podkapitoly, odvodenie spotreby podnikatelov si vyzaduje po-
uzif niektoré vyrazy definované alebo odvodené v casti 1.3.1. Vo vsSeobecnosti bude

odvodenie kopirovat niektoré kroky odvodenia SPD, no v inych sa bude lisit.

Veta 1.3. ([8], str. 8, Veta 2, upravené)
Spotreba podnikatela je

Cr=(1=7)B%T (240 (e = 2) + (1= 0)a(y) (" = 2)]  (131)

2

a jeho ocakdvand uzitocnost z toho, Ze sa rozhodne stat podnikatelom, je

T T 1 0 T\
E" U (c])] :ﬂ((l—T)B enT)

x ET [{Z +0 (e = Z) + (1= 0)a(w) (¢ - Z)}l_”’] . (1.32)
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1.3. ROZHODOVACI PROCES

Dokaz. Vychadzat budeme z rovnice (1.7), do ktorej dosadime rozpoc¢tové ohranicenie

(1.4). S pouzitim definicie vynosu jednotlivej firmy z (1.20) tak dostavame

Cl' =M +0 (D] — M) + /INQJ. (D] = M) dm(j)

0 NSJ'MJQ ;
= M, 1+0Ri+/z 210 R; dm(j) | .

Zlomok vo vnitri integralu nahradime premennou w; ; z (1.19) a td néasledne vyrazom

(1.23). Do vzniknutého vyrazu

dosadime pomocnt premennt (1.24) a dostavame

MO
cr = MO <1 +0R; + (1 — G)d(%)Q/IMMRj dm(]‘))

¢o sa dalej pouzitim (1.26) d4 napisat ako
Cl=M)(1+0R; + (1 — 0)a(v;)QRune) -

Za M?, R; a Ry dosadime postupne (1.18), (1.20) a (1.25), ¢o nds vedie k tvaru

eT+el el
Cl'=(1-71)B%"TZ [1 +0 <e A 1) + (1 = 0)a(y)Q (‘32 — 1)]

Upravou a dosadenim identity a(y;) = a(7:)Q pouzitej uz aj v dokaze vety 1.1 dosta-
vame findlny tvar spotreby podnikatelov (1.31).
Do vzorca na o¢akavani uzito¢nost (1.3) dosadime vyjadreny vyraz (1.31), upra-

vime a dostdvame (1.32). Aby sme zostali konzistentni s [9], pouzijeme oznacenie

Vo= BT ({240 (™ = 2) + (1 - 0)a() (¢ — Z)}”l} (1.33)
a ofakdvani uzitocnost (1.32) tak vieme napisat aj ako
E"[U(cl)] = 1_17 (- T)BoewT)l’” Vi (1.34)

1.3.4 Kritérium pri rozhodovani

V ramci sekcie ,,Rozhodovaci proces” nam zostava vykonat uz len jeden tkon - urcit
pravidlo, podla ktorého sa agent rozhoduje, ¢i sa stane podnikatelom, alebo penzistom.
Téato otazka zodpoveda vete 3 ([8], str. 10, resp. [9], str. 4 - 5) a my sa v tejto podkapitole

budeme venovat jej dokazu.
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1 ZAKLADNY MODEL

Veta 1.4. ([8], str. 10, Veta 3, upravené)
Nech ~; # 1. Agent sa stane podnikatelom vtedy a len vtedy, ak plati
1 ET [e(l—w)aT]
i > A= T In o L
i ET [{Z +0 (ea tei — Z) + (1 —0)a(y) (eaT — Z)} ]

" ;lln<1if'1ngz)>+ln(EJ " |5 e1])

(1.35)

kde a(v;) a Z si rovnovdzne hodnoty spliiajice podmienky formulované vo vete 1.1.

Dékaz. Vychadzat budeme z pravidla (1.9), pricom jednotlivé ocakévané uzitocnosti

nahradime vyrazmi (1.30) a (1.34):

. . — (- ) B T) Y

1 o m(Z i T [ (1—;)eT wiT | - T
> 1_%(731_;32)) B[00 (By [e? | jez]) T (136)

Pri tprave vyrazu (1.36) autori [9] podrobne rozoberaji alternativu v; > 1 a potom
len poznamenaji, ze pre opac¢ni nerovnost sa odvodenie urobi takmer analogicky. My
sa preto budeme venovat druhej alternative, v; < 1 a nasledne sa v pripade v; > 1 len
odvoldme na [9].

Nech v; < 1. Potom nerovnost (1.36) upravime do pozadovaného tvaru nasle-

dovne:
—
TV, > (1—7 1—m )I)> BT |t
(Eo o )™

(1 =) T+ 1n (V,) > In (ET [e(l vi)e D

T m(Z T .
#= (2 0) w(g [er| se7).
1 T [ _(1—v;)eT 17
pe > g (B [0 ]) - (V)

. [m(le . fff()z)) in (B |7 | j e 1))

Po spétnom dosadeni za V; z (1.33) dostavame tvar (1.35).
Nech v; > 1. Ako sme uz vysSie spominali, tato alternativa je odvodend v [9] a

vedie na vyraz zhodny s (1.35). Nebudeme sa nou preto viac zaoberat.
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Péstor a Veronesi sa v [9] este zaoberaju $pecidlnym pripadom «; = 1. Vychadzaji
v niom taktiez z (1.9), no funkciu uzitocnosti v tvare (1.2) nemozno pouzit prave z

dovodu ~; = 1. Namiesto nej vyuzivaju logaritmicki funkciu uzito¢nosti
U(cl)=m(cr).

Do pravidla (1.2) dosadime spotrebu penzistu (1.29) a podnikatela (1.31) pouzijic

logaritmickt funkciu uzitoc¢nosti

ET [ln {(1 — 7) BT {Z +0 (eETJFEiT - Z) + (1 —=0)a(y) (eET - Z)] H

> 7 (7 g o7 | s e 2] D] (1.37)

a z naslednej upravy v [9] vyplyva tvar velmi podobny nerovnosti (1.35):

1
i > —ET
Hi =7

In e
(Z +0 (eET“;‘F - Z) + (1 = 0)a(v:) (eET - Z))

Y ) R A P B (ED

1.4 Zdroje nerovnosti prijmov

Na zaver prvej kapitoly by este bolo vhodné aspon v kratkosti spomentt ekonomickt
interpretdciu odvodenych vysledkov, ktord sa v ¢lanku [8] nachddza na strandch 14 -
15. Autori tu uvadzaji zdovodnenie nerovnosti prijmov.

Autori [8] zaviedli oznacenie pre normalizovant spotrebu agenta i € 7, ktord sa
vypocita zo vzorca

cr

sh= ——
C [ CF dm(i)

Dalej vo vete 7 ([8], str. 14) odvodili varianciu premennej s?. Dokaz tejto vety je
pomerne jednoznac¢ny a priamociary, uvadzame preto len vysledok. Tym je vzorec na

vypocet variancie:
2 1—7)2 Egle2wT | jeT
Var(s!) = ’ + -7 29 [ ’ }
L=m(Z)  m(I)  EylewT|je1]

L+0R; + (1 = 0)a(y;) Rarwr |
1+ Ry

x Ez jeT| -1 (1.39)

Vychédzajic z (1.39), Péstor a Veronesi rozlisuju tri zdroje spdsobujtice nerovnost

prijmov:
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1 ZAKLADNY MODEL

1. Prvym zdrojom nerovnosti je rozdiel medzi priemernou spotrebou podnikatelov
a penzistov. Autori argumentuju, ze prijem podnikatelov je v priemere vyssi nez
prijem penzistov, a to z dévodu

e vyssej urovne podnikatelskych schopnosti,
e vyssej rizikovosti investicie, a z toho vyplyvajicej prémie za riziko.
2. Druhym zdrojom je heterogenita podnikatelskych schopnosti medzi jednotlivymi

podnikatelmi. Tento rozdiel sa v (1.39) prejavuje v zlomku obsahujicom dve

stredné hodnoty E ;| - |.

3. Treti zdroj nerovnosti sa v (1.39) prejavuje v trefom suciniteli, a je nim rozliény

vynos z portfélii, do ktorych investovali jednotlivi podnikatelia.
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2 Alternativne odvodenie

podmienok rovnovahy

Péstor a Veronesi v [8] a [9] prispdsobuji svoje znacenie a vztahy tomu, aby z nich
bola zrejma ekonomicka interpretacia. Z tohto dovodu su vsak vztahy castokrat ma-
tematicky fazko uchopitelné a nedaju sa na nich skimaf matematické vlastnosti. My
naopak chceme model skimat z matematického hladiska. Za tymto tcelom musime
najprv urobit Upravy vztahov a alternativne odvodenia, ¢omu bude venovana druha
kapitola.

Kapitolu nazyvame ,alternativnhym odvodenim podmienok rovnovahy*. Najprv je
vsak vhodné ozrejmit, ¢o vlastne pod pojmom ,rovnovaha“ rozumieme a aké ma roézne
trovne. Rozsirujeme tym povodni terminoldgiu, pouzivani v [8] a [9] a tiez kapitole 1

tohto textu.

2.1 Urovne rovnoviahy v modeli

V modeli rozlisujeme niekolko druhov, resp. irovni rovnovahy, ktoré si medzi sebou
previazané a jedna druhej nadradené.

Prvou turovnou je individudina rovnovdha - individudlny podnikatel maximali-
zuje svoju ocakavani uzito¢nost, vyuzivajic pri tom podmienku prvého radu (1.13).
Vysledkom jeho optimalizacie je a(7;). Optimalizacia prebieha pri zafixovanej mnozine
podnikatelov Z a konstantnej premennej Z (resp. jej alternative A, ktort predstavime
v tejto kapitole), ktora reflektuje vyvoj trhu.

Druhou drovnou je rovnovdha trhu, ktora je nadradend individudlnej rovnovahe.
Vyjadrend je podmienkou vyprazdnenia trhu (1.11), do ktorej vstupuji hodnoty «a(;)
z individudlnej rovnovahy. Vysledkom tejto rovnovahy je optiméalna hodnota premenne;j
Z (resp. jej alternativy A, ktort predstavime v tejto kapitole), ktora reflektuje vyvoj

trhu. Platnost podmienky analyzujeme pri zafixovanej mnozine podnikatelov Z. Ked
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2 ALTERNATIVNE ODVODENIE PODMIENOK ROVNOVAHY

hovorime, zZe plati rovnovaha trhu, automaticky predpokladame aj platnost individudl-
nej rovnovahy kazdého podnikatela. Teraz uz je zrejmé, ze ked sme po vzore [8] hovorili
vo vete 1.1 o ,rovnovaznej SPD“, jednalo sa o rovnovahu trhu.

Obe vyssie spominané rovnovahy platia pri zafixovanej mnozine podnikatelov Z,
potrebné je preto spomentt aj tretiu iroven rovnovahy - rovnovdhu v celej spolocnosti.
Téato nastava vtedy, ked ocakavana uzitocnost kazdého podnikatela z toho, Ze sa stal
podnikatelom, je vyssia ako ocakavana uzitoc¢nost z toho, Ze by sa stal penzistom, et
vice versa. Vysledkov je mnozina podnikatelov Z, resp. penzistov J \ Z.

Pod pojmom ,podmienky rovnovahy*, ktorym sa budeme zaoberat v kapitolach
2 a 3, budeme rozumiet platnost rovnovahy trhu a nej implikovanej individualnej rov-

novahy, ak nebude uvedené inak.

2.2 Pomocné odvodenia

Prvym odvodenim v tejto sekcii bude veta, ktord vyuziva isté ¢asti postupu v [9] a

odvadzame v nej veliciny, ktoré budeme potrebovat v sekcii 2.3.

Veta 2.1. ([8], str. 8, Veta 2, resp. [9], str. 6 - 14, dokaz Vety 4, upravené)
Pre podiel Ni[’)j podnikatela i vo firme podnikatela j plati

NO. = (14 e 2.1
i, —( - )M%)m, ( . )
resp. .
M
0 _ i
Niy=(1- 9)“(%)@; (2.2)
kde
MC = / M dm(i) (2.3)
T
je celkova trhovd hodnota firiem vsetkych podnikatelov.
Z (2.1) a (2.2) vyplgva vztah
MPO wiT
Lo C . (2.4)
Mp o [remT dm(k)
Podiel N 00 podnikatela i v bezrizikovom dlhopisovom fonde vypocitame ako
Nip=(1-0)(1—a(y) M. (2.5)

Dékaz. Vychadzat budeme z rozpoc¢tového ohranicenia (1.4) podnikatela ¢ € Z:
/ NO MO dm(5) + NO,
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2.2. POMOCNE ODVODENIA

Z (1.19) a (1.23) méme vzorec na N,

a(y:) My
Ny = (1—-0)—— d : 2.6
R TR 20
ktory dosadime do rozpoc¢tovného ohranic¢enia. Dostaneme vztah
- Jz M} dm(j)
1—0)M = (1 —0)a(y)M)——— + N7,
(== (= a0 S0 Mg dm(ey 70
Dosadime (1.24) a upravime pouzitim «a(7;) = a(v;):
(1 - 0)MO = (1 - O)MPa() + Ny, 2.7

Integrujeme cez mnozinu podnikatelov Z a dostavame rovnicu

L =0l dm(i) = (1 - 6) [ Ma() dm(@) + [ N, dm(i),

ktorti upravime pouZitim oznacenia M9 a podmienky vyprdzdnenia trhu dlhopisov

(1.14) na

My = [ Mfa(y) dmi). (28)
z
Teraz sa vratime k (2.6). Prava stranu upravime pouzitim (2.8) na
Ni,j =(1-90) = (1 —=0)a(v) )

Jr a(ye) QMY dm(k) Mp
¢o je vyraz zhodny s (2.2).
Druhy tvar (2.1) pre N; z formuldcie vety dostaneme nahradenim M} a M} v

(2.2) vyrazmi (1.18) a
Mp = [ MO dm(i) = (1 = 1)B°Z [ T dm(i).
A T

Vzorce (2.4) a (2.5) vyplyvaji priamo z rovnosti vztahov (2.1) a (2.2), resp. z
(2.7).
[ |

Na tomto mieste uvedieme alternativny tvar podmienky vyprazdnenia trhu.

Lema 2.1. Podmienka vyprazdnenia trhu (1.11) vo formuldcii vety 1.1 je ekvivalentnd

s podmienkou
/a(%)wi dm(i) =1 (2.9)
z

uvedenou vo formuldcii vety 4 ([8], str. 12). Hodnoty w; autori [8] nazgvaji vihami

kapitalizdcie trhu a si definované ([8], str. 9) ako

0 A0 0
N, s = Mg. (2.10)
(1= 0)a(y)M) ~ MY

W; =
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2 ALTERNATIVNE ODVODENIE PODMIENOK ROVNOVAHY

Vzorec (2.9) vieme vieme napisat aj v alternativnych tvaroch

M = [ a(y)Mf dm(i) (2.11)
alebo
/Ie“iT dm(i) = /Ia(%)e“iT dm(7). (2.12)

Pozndmka. Druhd rovnost v (2.10) vyplyva z (2.2).

Dékaz. Vychadzame z podmienky (1.11)
1-0= / NO. dm(i

alebo
N&M%
- /I o =L am(i),
N;,Mp
1—-106

resp. po dosadeni z (2.2)

MO
1_9:/NQ‘CY(%)Zd )
e

J
Teraz uz len staci rovnicu upravit na vhodny tvar

NO pAfO
1 — ) Jyit i
L) g

dm(7)

a dosadit z (2.10):
1= / a(v;)w; dm(i).
T
Vzorec (2.11) dostaneme priamo dosadenim pravej strany (2.10) do (2.9). Nésledne

pouzitim (2.4) upravime na (2.12).
|

2.3 Alternativne odvodenie podmienky prvého radu

V prvej kapitole mame odvodentd podmienku prvého radu, ktori musi splnat a(7;) na
to, aby platila individualna rovnovaha. Uvedena je vo viacerych tvaroch, napriklad ako
(1.13). Ziadny z tychto tvarov vSak nie je pre nas vhodny na dalsiu analyzu, preto

musime najskor odvodit vlastny. Tohto sa budu tykat vety v podkapitole 2.3.
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Pre zjednodusenie zapisu ozna¢me

& =¢el +¢l, (2.13)
MY

A= i (2.14)

Z vlastnosti €T a ] zadefinovanych v sekcii 1.1 potom priamo vyplyva E[&;] = 0.
V odvodeni na str. 2 v texte [9] sa pouziva rozsirenie tzv. zakona velkych cisel
(law of large numbers [1]) z konecného poctu nezévislych ndhodnych premennych na

ich kontinuum. Autori [9] vyuzivaju vztah

1
By [en™ |ieT] = —— / e T+l g (i), (2.15)
T

m(Z)

Téato identita nemusi byt v pripade nespocitatelnej mnoziny Z splnend pre Iubovolnui
mieru. Tomuto problému sa podrobne venuje praca [5], v ktorej je dokdzané, ze vidy
existuje miera, pri pouziti ktorej je identita (2.15) splnend. Budeme preto rovnako ako

autori [9] predpokladat, Ze pre mieru, ktori pouzivame, vztah (2.15) plati.

Lema 2.2. ([9], str. 2, upravené)
Za predpokladu platnosti (2.15) plati identita

/e“"TﬁZTJFET dm(i) = e / et T dm(4). (2.16)
T T
Dokaz. Vyuzivame nezavislost u; a e;fr, Vi,j € J, a tiez platnost E; {eEiT 1€ I} =1.
/e“"TJrazTJreT dm(i) = e / et T+el dm(1)
T T
= ¢ m(Z)Ey {e‘”T“iT i€ I}
= &' m(T)Ey [T |i € T) By [ |i € T]
= ¢ m(I)E; {e‘”T ‘ i€ I}
— ET ,U,,L'T d .
e /Ie m(i).
[ |
Veta 2.2. Spotreba podnikatela je rovnd
Cl = e {(1-7)0B% + (1-0)A
+ (1= 0)aly) (1-7)B% —A)}. (2.17)

Dokaz. Vychédzame z (1.6). Za Bl a B] dosadime z (1.5):
C’Z.T =(1-r71) l:HBOGMT—i—aT—i-E? + /ZNSjBO€ujT+eT+6jT dm(])} + NSO'
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2 ALTERNATIVNE ODVODENIE PODMIENOK ROVNOVAHY

Za N}; a N dosadime z (2.1), resp. (2.5). Vyuzijeme tiez oznaCenie (2.13) a (1.1).
Spotreba tak nadobuda tvar

eUiT

OF = (1 -m)8B°T 1 (1 7) [(1 ~ B)alx) BT+ dm(j)

T Jr e T dm(k)
+ (L= 0)(1 — alm)) M.

Za M dosadime z (2.4). Novy tvar spotreby je

T+é; :
T 1 0_piT+& _ _ T po Jz € 7 dm(j)
C; =(1—-71)8B% +(1=7)1—-80)a(y)e"" B T dm(h)

+(1=0)(1 - a(vi))M}O;W,

resp. po uprave

My
JremT dm(k)

+ file;f);g&z) ((1 —7)B° /I T+ dm(5) — Mg)}.

(2

CF = eril {(1 —7)0B% + (1 —0)

Na tpravu do findlneho tvaru (2.17) sa vyuziji vztahy (2.14) a (2.16).
[

Podobne ako vo vete 1.1, aj teraz pomocou (2.17) vyjadrime ocakavani uzitocnost

podnikatela a ndsledne ju budeme maximalizovat, aby sme dostali podmienku pre a(7;).

Veta 2.3. Aby nastala individudlna rovnoviha, o(vy;) musi splriat podmienku proého

radu v tvare

0=E"[{(1-7)0B% + (1-0)A
+ (1= 0)a(y) (1 - 7)B%" —A)} "
x ((1=7)B%" = A)]. (2.18)

Dékaz. Do (1.3) dosadime spotrebu zo vzorca (2.17). Dostavame

= ———E"[{(1-7)0B% + (1 - 0)A
1=
+ (1-8)a(y) (1 -1)B%" —A)}) ”’] . (2.19)
Maximalizujeme tito ocakavani uzitocnost, t.j. derivujeme podla a(~;) a polozime
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rovné nule:

9 T T\| _ T 9 T
o:amwfzﬁqq)]_E bwwqu)]

= (1= 0)er T IET [{(1 = 1)0B%™ + (1 - 0)A
+ (1= 0)a(y) (1 -7)B%" —A)} "
x ((1=7)B%" —A)].

Teraz uz len predelime rovnicu vyrazom nachadzajicim sa pred strednou hodnotou a
dostavame (2.18).
[ |

Veta 2.4. Podmienky prvého radu (1.13) a (2.18) st ekvivalentné.

Dékaz. Vychadzat budeme z (1.13):

0=E"

{Z + 0 (eETJ“EiT - Z) + (1= 0)a(n) (esT - Z)}_% <€€T - Z)} :
resp. z ekvivalentného zapisu
0=E"[(1+0R; + (1= 0)a(v) Rase) " Raske] -

Za vynosy R; a Ry dosadim vyrazy definované v [8] na str. 9:

(1-7)Bf
Ri= T
(1—-7)BT
R = 1.
Mkt Mg

Predosla podmienka sa tak zmeni na

fieo (B2 1) v a-iaen (S5 1)}
(5

Dosadime z (1.5) za Bl a tiez za BT = [; Bl dm(i). Taktiez aplikujeme oznacenie

0=FET
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2 ALTERNATIVNE ODVODENIE PODMIENOK ROVNOVAHY

(2.13):
0= ET Hl Lo <(1 — T)]\lj[;euiTJréi - 1)
+(1—0)a(v) <(1 —7)B ff\;g T dm() 1) } Z
" ((1 — 7)BO [ et THe dm(i) B 1)]
MY ’

Jr et T dm(k) MY, N MYerT
— ET 4L N7 1—-0)——F 1— 9B0 & P
’ H g\ et gy T T S T )

(1—7)B° [yerTF= dm(i) My -
+ (I —=0)a(v) ( Jr emT dm(k) B J7 e T dm(k)>>}
x ((1 )BT dm(i) Mg) 12»] |

Na zjednodusenie vztahu vyuzijeme (2.4):
1 (fremT dm(k)\" M) 0 &
0= E l1—0)——————~+ (1 —71)0B%"
1y ( a7y OO o iy 77O

(L= 7)B" Jy e ™5 dmf(i) My
+ (1 =0)a(n) ( Iz eukz”} dm(k) B [ emT flm(k)) }

X ((1 - T)BO/ M THE dm(i) — Mg)] .
z
Nésledne aplikujeme (2.14) a (2.16)

1 [ fpeT dm(k)
- M Mp

+ (1= 0)aly) (1-7)B%" - A)}
X ((1 —7)B%" — A)}

0

)w ET[{(1=0)A+ (1 -7)0B%"

—Vi

a findlny tvar (2.18) dostaneme predelenim rovnice vyrazom pred strednou hodnotou.

2.4 Prevod medzi p6vodnym a alternativnym zna-

¢enim

Na niekolkych poslednych stranach sme odvodili alternativne znacenie, ktoré budeme

dalej vyuzivat. Najprv by vsak bolo vhodné urobit prehlad jedného aj druhého znacenia

a ich porovnanie.

V tabulke 2.2 uvddzame niekolko najdolezitejsich pojmov v ich pévodnom aj

alternativnom znaceni.
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Pojem P6vodné oznacenie Alternativne oznacenie
(1.31) (2.17)
Spotreba Cl' = (1 —7)B%HT Cl = emit {(1 — 7)0B %"
podnikatela X [Z +6 (eET“;‘F - Z) +(1-0)A+(1—-0)a(y)
+ (1 —80)a(y) (eET — Z)} X ((1 —7)B%" — A)}
(1.13) (2.18)
0=E"[{Z+0(e " - 2) 0=E"[{(1-r)0B%"
Podmienka - -
+ (1= 0)aly) (¢ - 2)} + (1=0A+ (1 —0)aly)

prvého radu

x (e = 2)] x ((1=7)B%" — A}
x ((1—=7)B%" = A)]

My = [ a()M? dmi)

Podmienka
. resp.
vyprazdnenia 1—0= [ N;; dm(i)
" / et dm(i)
trhu I
— [ a(y)erT dmi)
I
My = (1=7)B°Z [ e dm(i),
Premenna T T
popisujica resp. 1ESp.
spravanie sa ET [1Tes” A Myp
il ikl = o dm(h)
trhu ET [nT] o
=(1-7)B"Z

Tabulka 2.2: Prevodna tabulka medzi pévodnym a alternativnym oznacenim
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2 ALTERNATIVNE ODVODENIE PODMIENOK ROVNOVAHY

2.5 Priklad vypoctu pre jednoduché rozdelenie

V predoslych sekciach sme vsetko odvadzali vo vSeobecnosti. Vysledok takychto vypoc-
tov je vSak tazko predstavitelny a uchopitelny. Teraz preto uvedieme priklad pouzitia
jednoduchého rozdelenia na modelovanie ndhodnych Sokov €7 a €T TaktieZ sa v tomto
priklade ukaze, ze nie je vzdy korektné pouzit na maximalizaciu ocakavanej funkcie
uzito¢nosti podmienku prvého radu. Takito moznost vsak autori [8] nebrali do Gvahy.

Néhodné Soky modelujeme pouzitim Specidlneho alternativneho rozdelenia:

T a s pravdepodobnostou 1/2,
o —a , s pravdepodobnostou 1/2,
o a s pravdepodobnostou 1/2,
S —a , s pravdepodobnostou 1/2.

Premennéa &; potom ma rozdelenie

2a , s pravdepodobnostou 1/4,
€ = 0 s pravdepodobnostou 1/2,
—2a , s pravdepodobnostou 1/4.

Pouzitim uvedeného rozdelenia dostava rovnica (2.19) tvar

B[ ()] =

A =n)eB%e 4 (1-0)A

1—0)a(y) (1 - m)B% —a)} ™

et T(1=7i) [ 1

{(1=7)0B% > + (1 - 0)A

1 0)a(y) (1 —r)B% - A) }“’] . (2.20)

Podme teraz analyzovat vyraz (2.20) z hladiska hladania maximalneho riesenia v

a. V hranatej zatvorke sa nachadzaju styri velmi podobné vyrazy

Viw,y,a) = {(1=7)0B%" + (1 - 0)A+ (1 - 0)a (1 - 7)B" — A)},
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2.5. PRIKLAD VYPOCTU PRE JEDNODUCHE ROZDELENIE

kde (z,y) € {(2a,a),(0,a), (0, —a), (—2a, —a)}.

Kazdy z tychto vyrazov méd dve Casti. Prvou z nich je ((1 — 7)0B%" + (1 — 6)A).
Tento vyraz je vzdy kladny, takze je pre nas z hladiska tejto analyzy nie je az tak zau-
jimavy. Dolezit4 je viak cast ((1 — 7)B%Y — A). Od nej zavisi, ¢i dany vyraz V(z,y, «)

rastie alebo klesd v «. Konkrétne tieto vlastnosti mozeme formulovat nasledovne:

klesd , ak A > (1 —7)B%,
V(z,y,a) (2.21)
rastie , ak A < (1 —7)B%V.

Toto nam este stale velmi nepomoéze, kedze tieto hodnoty vstupuju do funkcie
f(z) = 2177 ktord modze mat vSakovaky tvar v zavislosti od hodnoty . Avsak v
pripade, Ze si za 7y; zvolime nejakd rozumnu hodnotu, napr. v; = %, budeme vediet
povedat o tejto funkcii viac. V prvom rade vieme ohranicit defini¢ny obor, konkrétne
D(f) = R{. Funkcia f(z) = 22 je monoténna a po aplikdcii na linedrnu funkciu g(a)
prebera monoténnost funkcie g(«). Teda vyraz V(x,y,a)% taktiez spliia podmienky
(2.21). Pouzitim tychto podmienok vieme formulovat podmienky pre samotni oc¢aka-
vanu uzitoc¢nost:

rydzo monoténna - klesd ,ak A > H = (1 —7)B%"*,

ET {U (CzT)} rydzo monoténna - rastie ,ak A < L= (1—7)B%,
monoténnost nevieme jednoznacne urcit , ak A € (L, H).

(2.22)

Z dovodu ohraniceného definiéného oboru funkcie f(z) tiez plati, Ze definiény
obor D (ET [U (CZT )D funkcie E7 [U (C’ZT )} je tieZ ohraniceny, a to sprava, zlava resp.
z obidvoch stran v zavislosti od toho, v ktorej vetve (2.22) sa nachadzame. Presnymi
hranicami nie je potrebné sa zaoberaf, pre tito analyzu nie si dolezité.

Na Obr. 2.1 sme znazornili ocakavanu uzito¢nost ako funkciu « pre niekolko
roznych hodnot A. Hrani¢né hodnoty st v tomto pripade rovné H = 1,318977, L =
0,4852245.

Na obréazku moézeme pozorovat, ze grafy pre hodnoty mimo intervalu (L, H), t.].
A =2aA =0,1, st skutocne rydzo monoténne. Naopak, grafy pre hodnoty vo vnutri
intervalu (L, H), t.j. A = 1a A = 0,8, st konkdvne, na ¢asti intervalu rastice, na casti
klesajice. Odvodené vlastnosti (2.22) mame teda aj graficky potvrdené.

Vychadzajic z (2.22) teraz modzeme tvrdit, ze v pripade prvych dvoch vetiev, t.j.
ak A € R\ [(1—7)B% % (1 —7)B%", je z dovodu rydzej monoténnosti nekorektné
pocitat maximum ocakavanej uzitocnosti ako derivaciu vyrazu (2.20), maximum tejto

funkcie sa totiz nenadobida pre ziadny bod z intervalu (—oo, co).
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o -
W A=2
o 8 a=1
B aA=08
B A-05
B A=01
< -
Q’"
=
[T p—
o~
| | T | | | |
-30 -20 -10 0 10 20 30

Obr. 2.1: Oc¢akdvana uzitoénost ET {U (C’ZT )} ako funkcia premennej o zobrazend pre rozne

hodnoty A, pricom T =1, u; =1, 7=0,2,0=0,9, vy=0,5, Bg=1,a=0,5.

To nas vedie k zaveru, ze by bolo rozumné umelo ohranicit definicny obor premen-
nej . Maximum funkcie ET [U (C’ZT )} sa potom bude nadobtidat v jednom z krajnych
bodov, v zavislosti od velkosti A. Nech D(«) = (Lq, Hy), potom
arg max BT [U (ClT)} _ Lo ,ak A>H :=(1-7)B%"

“ H, ,ak A<L:=(1-71)B%

Dalsim prirodzenym dévodom ohrani¢enia definiéného oboru « je defini¢ny obor
D(f) = R funkcie f(z) = 22. V pripade, Ze hodnoty z, ktoré s priamo ovplyvnené
hodnotami a, stt mimo tohto defini¢ného oboru, hodnota ET [U (CZT )] neexistuje (resp.
existuje len v priestore komplexnych ¢isel). Bolo by preto rozumné ohranicit « tak, aby
k tomuto pripadu nedochadzalo. Tieto hranice samozrejme zdvisia od konkrétnych
hodnot parametrov pouzitych vo vypoctoch, nebudeme sa ich preto pokusat odvodit
vo vSeobecnosti.

Vyssie opisant situdciu mozeme pozorovat na Obr. 2.1 na grafoch zodpovedaju-
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cich A =1, resp. A = 0,8. Na obrazku tiez vidime, ze nezavisle od velkosti A, grafy
funkcii (aspon zdanlivo) prechdadzaji cez jeden bod. A skutoc¢ne to tak je, tato situacia
nastéava v bode a = 1. Vyraz (2.20) potom nadobtda tvar

5o (ef)) -

i T(1—;) .
A [1 {(1 —7)0B%** + (1 —0)(1 — T)Boea}l v

1—v 4
+ i {(1=7)0B° + (1-0)(1 - T)B%a}l‘”"

+ i {(1 —7)0B° + (1 —6)(1 — T)B%—a}l_”"

+ i {(1 —7)0B% 2 + (1 - 0)(1 — T)Boea}”} :

ktory zrejme nie je zavisly od velkosti A. Tato skutoc¢nost vsak neplati len v nasom
konkrétnom pripade, ale aj vo vSeobecnosti. Vyplyva to z rovnice (2.19) pre ocakdvant

uzito¢nost podnikatela.
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3 Existencia rovnovahy na okoli

spolocnej averzie k riziku

Autori [8] a [9] po odvodeni zékladnych vzorcov pokracuju analyzou situdcie a odvo-
denim dodatoc¢nych vztahov v niekolkych Specidlnych pripadoch. Jednym z nich je aj
pripad spolocnej averzie k riziku. My sa v tretej kapitole budeme zaoberaf formalnym
odvodenim existencie rovnovahy na okoli tohto bodu, respektive naformulujeme doda-
tocné podmienky, ktoré nam existenciu rovnovahy zarucia. Okrem iného vyuzijeme aj

vzorce odvodené v 2. kapitole.

3.1 Rovnovaha trhu

O rovnovéhe trhu sme doteraz rovnako ako autori [8] tvrdili, Ze nastava prave vtedy,

ked su zaroven splnené nasledovné podmienky:

1. rovnovéaha jednotlivcov, pocitand ako maximalizacia uzito¢nosti jednotlivcov a

vyjaderend cez podmienku prvého radu (2.18),
2. podmienka vyprazdnenia trhu vyjadrend ako (2.12).

Ako sa vsak ukéazalo v sekcii 2.5, nie je vzdy korektné pocitat maximum uzitocnosti
pomocou podmienky prvého radu. Z tvaru funkcie uzitocnosti vieme, ze sa jednda o
konkavnu funkciu, a pre takuto funkciu je podmienka prvého radu postacujicou pod-
mienkou maxima. Ak je vSak ocakavand uzitocnost monoténnou funkciou, ako tomu
bolo v niektorych pripadoch v sekcii 2.5, podmienka prvého radu nie je splnend v ziad-
nom bode. V takom pripade je nutné ohranicif interval, z ktorého moze pochadzat «;,
a maximum sa bude nadobudat na hranici tohto intervalu.

Kvoli vyssie uvedenym dovodom formulujeme dodatocény predpoklad, vdaka kto-

rému bude korektné v dalsich vypoctoch vyuzit podmienku prvého radu.
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Predpoklad 3.1. Maximum funkcie ET [U (C’f )} sa nadobtida v niektorom jej vnu-
tornom bode. Toto je zarucene splnené, ak funkcia U (C’ZT ) je konkévna, ale nie je

monotonna.

Za platnosti predpokladu 3.1 je korektné tvrdit, ze &;, ©+ € Z a A predstavuju

rovnovahu trhu prave vtedy, ked splitaji systém rovnic

O [U (q.T)] (a A) =0, i€l (3.1)

80@
/ T dm(i) = / ase™ T dm(i). (3.2)
s

A

Pozndmka. Autori v [9] na str. 12 zdovodniuji, ze «; zavisia len od ;, a teda by sme
mohli pisat aj a; = a(7;). V tejto kapitole vSak budeme z praktickych dévodov vyuzivat

oznacenie «; a platnost «; = a(y;) dokdzeme vo vete 3.2.

Definicia 3.1. Definujme ,profil averzii“ ako

7::{72'7 ZEI}

Existencia trhovej rovnovahy, t.j. rieSenie (3.1), (3.2) nie je v [8] vSeobecne vy-
riesend. Jednym z pripadov, v ktorych sa to autorom vyriesit podarilo, je pripad, v
ktorom maju vsetci agenti spolo¢ni, rovnakt averziu k riziku v, = v V i € Z. Profil
averzii, v ktorom maju vsetci agenti rovnaku averziu, budeme volaf konstatnym profi-
lom averzii. V tejto sekcii dokazeme existenciu rovnovahy trhu pre profily averzii blizke

konstantnému.

Lema 3.1. V konstantnom profile averzii plati

1, (3.3)

ai:&

A= . [{96@ -0} 0 T>B°€€T} 3.4
= ET [{9651' +(1— H)eET}ﬁ] : (3.4)

Dékaz. V odvodeni vychdadzame z podmienky vyprazdnenia trhu (2.12). KedZze plati

a; = a(v;), musi zrejme platit aj a; = a Vi € Z. Dosadime do (2.12) a dostavame

/ T dm(i) = a / T dm (i), (3.5)

I I
KedZe zrejme plati [;e*T dm(i) # 0, z (3.5) ndm uZ priamo vyplyva poZadovana

rovnost a = 1.

46



3.1. ROVNOVAHA TRHU

Vdaka (3.3) mozeme teraz podmienku prvého radu (2.18) napisat v konstantnom

profile averzii ako
0=E" {{Qegi +(1-0)" ) (1 - — A)] ,

z ¢oho vyplyva formula (3.4) na jej riesenie.

Véimnime si, ze A > 0.

Dostali sme, ze rieSenim systému rovnic (3.1), (3.2) v konstantnom profile aver-
zif, v ktorom v, =y Vi€ I, je oy = a =1, A = A. Teda za platnosti predpokladu
3.1 v konstantnom profile averzii existuje rovnovaha trhu. Existenciu riesenia systému
(3.1), (3.2) pre profily averzii blizke konstantnému je mozné dokézat pomocou vety o
implicitnej funkcii v Banachovych priestoroch ([3], str. 21, 4.1.1.). Avsak jej korektna
aplikacia by si v nasom pripade vyzadovala znalosti z funkcionalnej analyzy v neko-
necnych priestoroch, ¢o je vsak vysoko nad pozadované znalosti autora prace. Z tohto
dovodu si mnoziny zjednodusime do konecnych rozmerov a vsetky odvodenia a dokazy
spravime v tomto jednoduchSsom pripade. Na nasledujtcich riadkoch tomu prisposo-
bime oznacenie.

Nech je pocet vsetkych agentov rovny m € N a pocet podnikatelov rovny n € N|

n < m, t.j. mohutnosti mnozin Z a J su

"-7‘ =m,
|Z| = n.

Aby sme zostali konzistentni so zvyskom prace, pre pouzivant mieru m( - ) musi platit

m(J) =1,
m(Z) = % :

Bez ujmy na vsSeobecnosti mézeme predpokladat, ze
Z={12,...,n},
J\NZ={n+1,n+2,...,m}.

Profil averzii definovany v definicii 3.1 sa zmeni na n-rozmerny vektor. Oznac¢me

~ = (1,72, Ym) | € R,

¥=7--.7) €R",

a = (a1, qs,...,0,)" €R,
a=(wa,...,a) =(1,1,....,1)T =17 e R",
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kde pod symbolom 1 rozumieme riadkovy vektor. Potom terminom ,okolie konstant-

ného profilu averzii“ budeme oznacovat mnozinu
OF) = {717 =7+ (01 da o 0) 5 0l < 1¥i€,n}. (36)

Velic¢ina A nadobuda v koneénom rozmere tvar
A = L}l ‘
ZZ:I etk T
Podmienku prvého radu (2.18) a dodatoént podmienku vyprazdnenia trhu (2.12),
ktoré sme odvodili v kapitole 2, spojime do jedného celku pouzitim systému funkcii ®.

Vdaka tomu budeme vediet rozumne definovat podmienky rovnovdhy trhu na okoli

konstantného profilu averzii.

Definicia 3.2. Definujme systém funkcii ® na okoli konstantného profilu averzii ako

(I)i Z‘,O./i,A, i:1,2,...,n,
P(y,,A) = " )
¢0(7aa7A)7
P R"xR"xR— R" xR,

kde
(I)Z(IYM Qy, A) = ET {{(1 - T)QBoeéi + (]. — Q)A

+ (1-0) ((1 —7)B%" — A)}
x ((1=7)B%" —A)],

—Vi

n

@0(’7, (8 A) = Z(O[Z — 1)€'uiT.
i=1
Pri pouziti tohto oznac¢enia mézeme nahradit podmienky (3.1) a (3.2) a tvrdit,
ze ak plati predpoklad 3.1, tak bod (v, &, A) predstavuje rovnovahu trhu prave vtedy,
ked plati
®(y,a,A) =0. (3.7)

Vyssie sme dokézali, Ze v bode (¥, &, A) existuje rovnovaha, zrejme teda plati
&y, &, A) =0. (3.8)

Vychadzajic z (3.7) naformulujeme a dokdzeme vetu 3.2, ktord je nosnym bodom tejto
kapitoly, ako aj celej prace. Najprv vsak uvedieme pomocné tvrdenia (bez dokazu),

ktorych vysledky aplikujeme v dokaze vety 3.2.
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Lema 3.2. ([11], str. 4, 6.2.2., upravené)
Nech U, V' su vektorové priestory nad tym istym polom K. Nech :V — U je linedrne

zobrazenie. Potom
(a) ¢ je injektivne prdave vtedy, ked Ker ¢ = {0};
(b) ¥ je surjektivne prave vtedy, ked Im p = U.

Kedze kazdi maticu vieme reprezentovat ako linearne zobrazenie a naopak, z

lemy 3.2 vyplyva nasledovny dosledok.

Désledok 3.1. Matica M € RY x R" je reqularna prdave vtedy, ked zobrazenmie :

R"™ — RY reprezentované maticou M je injektivne a surjektivne.

Veta 3.1. (Veta o implicitnej funkcii; [4], str. 142, Veta 4.2., upravené)
Nech D C R je otvorend mnoZina, f € CY(D;R") a nech (£,1) € D je taky bod, pre

ktory je

0
fem=0 o detgl (e £0.

Potom existuje otvorené okolie U bodu &, U = U(§) C R, otvorené okolie V' bodu n,
V =V(n) CR" s vlastnostou U x V C D a spojite parcidlne diferencovatelnd funkcia

g: U— ‘/7 r = (Ilw"axk) = g(.ﬁU) = (gl(‘r)a7gn(x))
takad, Ze
f(z,g(z)) =0 pre vsetky x € U,

flz,y) #0 pre vsetky (v,y) € U XV, y # g(x),

pricom, ak je f € C*(U x V;R"), potom je g € C*(U;R"). Okrem toho

99 (x) =— <8f>_ (x,9(z)) a—f (x,g9(x)) pre vietky x € U,

oz dy ox
~1
kde (g—;) je inverznd matica k matici g—i.

Veta 3.2. (Podmienky rovnovihy na okoli konstantného profilu averzii)

Ezistuje okolie O(y) bodu 5 také, Ze ¥V v € O(%) nastava rovnovdha trhu.

Pozndmka. Vo vete dokdzeme, ze existuje okolie O(%) bodu 4 také, ze na nom plati
podmienka prvého radu. Z toho vyplyva, ze najdeny bod a skutocne je argumentom
maxima funkcie uzitocnosti. Aj ked to nie je primarnym cielom tejto vety, z jej dokazu

taktiez vyplynie skutocnost, Ze a; zavisia len od v;, t.j. a; = a(;).
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Dokaz. Vetu dokazeme aplikovanim vety o implicitnej funkcii 3.1. Overime platnost
vsetkych predpokladov formulovanych v tvrdeni vety 3.1. Najskér zamenime oznacenie
bodov, mnozin, funkcii a priestorov vo vete 3.1 tak, aby zodpovedala nasej situdcii,

pricom na vyjadrenie tejto zdmeny pouzijeme symbol =—>. Plati

R? — R",
R" = R" xR,
[ =2,

&n) = (¥,a,4).

Funkcia ® je definovana na celom priestore R xR"” xR, zrejme teda D = R"xR"xR,
¢o je otvorend mnozina. C!-diferencovatelmost funkcie @ vyplyva priamo z jej definicie.
Rovnost f(£,7) =0 = ®(5,a,A) = 0 plati vdaka (3.8). Zostava nam overit uz len

platnost poslednej podmienky, a tou je

detgjyc(f,n) #0 = detD # 0,
kde
D = Do a®(¥, &, A) (3.9)

je matica derivacii funkcie ® podla premennych o a A.

Pre ¢leny matice D platia nasledovné vztahy:

Dji = Do, ®; (7,1,4)

= 5(0-nB) T a-0E" ({6 (1 -0} T

x {(1—7)B%" —Aﬂ, ie{1,2,...,n}, (3.10)
Dyj = Do, ®; (3,1,8) =0, i #j, i,j € {1,2,...,n},
Dia = Da®; (7,1,4)
=—(1-7B") ET

{07 +(1- e)egT}ﬂ] cie{1,2,....n},
Do; == Dy, ®, (’7, 17, A) =etT e {1,2,...,n},
Doa = Da®, (§,1T,A) =0.
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Celtt maticu (3.9) tak mozeme zapisat ako

Dy 0 ... 0 Dia
0 Dy ... 0 Doa

D— . )
0 0 ... Dpn Dpa

Do Doy ... Dy, O

Matica D je blokova, schematicky ju mozeme zapisat ako

A b
¢’ 0 7
kde
Dy 0 0 Dia
0 D 0 D
A 22 | b= 2A ’

(3.11)

DOn

Podmienka detD # 0 sa alternativne da formulovat aj ako poziadavka na re-

gularitu matice D. Aby sme dokéazali, Zze matica D je regularna, podla dosledku 3.1

musime dokazaf injektivnost a surjektivnost zobrazenia reprezentovaného maticou D.

Vyhodou tohto postupu voci vypoctu determinantu matice D a analyzy jeho nenulo-

vosti je to, ze dokaz injektivnosti a surjektivnosti je mozné rozsirit aj na nekonecné

priestory vyuzitim poznatkov z [3] alebo podobnej literatury.

(a) Injektivnost: chceme dokazat, ze rieSenim systému

A b x 0

c' 0/ \y 0
moze byt len vektor
x 0
Y 0

Roznasobenim systému (3.12) dostavame

Az + by =0,
¢z =0.

Z (3.13) vyjadrime = ako
r=—Atby,

ol

~—~

3.12)
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pri¢om aby existovala inverznd matica A~!, musi platit, Ze matica A je regularna.

Zatial budeme predpokladat, Ze tato skutoc¢nost plati, a dokdzeme ju neskor.

Dosadenim vyrazu (3.15) do (3.14) dostavame
c"A by = 0.

KedZe matica A~! je invertibilnd, bilinedrna forma (b,c) — ¢ A7'b je nedegene-
rovand ([6], str. 88, 3.1.9, resp. 3.1.10). Kedze b # 0, ¢ # 0, pre lubovolni maticu
A, ktord splita vysSie uvedené vlastnosti, plati ¢" A=1b # 0. Z toho vyplyva, Ze

musi platit y = 0. Z (3.15) ndm uz potom priamo vyplyva z = 0.
Surjektivnost: chceme dokazat, ze systém rovnic

A b [z u
=], (3.16)
¢’ 0/ \y v
m4 rieSenie pre Iubovolni pravi stranu (u,v)’. Rozndsobenim systému (3.16)

dostédvame

Az + by = u, (3.17)
e =w. (3.18)

Z (3.17) vyjadrime z ako
r= A" (u— by), (3.19)

pricom opéat pozadujeme regularitu matice A. Vyraz (3.19) dosadime do (3.18) a
dostavame

T A7 u — by) = v.
Opit vyuZijeme poznatok, Ze ¢! A7'b # 0, a premennti y vyjadrime ako

B 1
y= cTA-1p

(c" A7 — ). (3.20)

Premennt x vypocitame dosadenim (3.20) do (3.19):

r=A"" (u — Cleb(cTA_lu — v)) . (3.21)

V postupe sme neformulovali Ziadny dodatoény predpoklad pre (u,v) ", skutoéne

teda plati, Ze prava strana (u,v)’ moZe byt Iubovolnd. Ku konkrétne zvolenému

(u,v)" vypo&itame riesenie (x,y)" zo vztahov (3.20) a (3.21).
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Zostava nam dokéazat, ze matica A je regularna, a teda invertibilna. Kedze A je

diagondlna, sta¢i nam dokazat, ze Dy # 0 Vi € {1,2,...,n}. Podla (3.10) plati

—~—1 —-y-1

Dy (1=mB") " (1-0)E"

— {965i +(1- H)GET}
{ (1—1) B —A}Q}.

Vyraz —5 (1 — 7)B°) 7" (1 — 0) nachéadzajici sa pred strednou hodnotou je je nenu-

lovy. Pre vyrazy vo vnutri strednej hodnoty plati

0< {Qeéi +(1- Q)GET} ,
0<{(1-nB%" ~A},

pricom rovnost v druhom pripade nastava len ak

A

e =

Premennd e je spojitd ndhodna premenna, a teda pravdepodobnost toho, ze nadobuida

jednu diskrétnu hodnotu, je nulova. Vo vSeobecnosti tak mézeme tvrdit, ze aj vyraz

"{oer -0} T - B - AY]

je nenulovy, ¢o implikuje D;; # 0, ¢o implikuje regularitu matice A.

Na predoslych stranach sme dokazali platnost vsetkych predpokladov formulova-
nych vo vete o implicitnej funkcii 3.1, plati teda implikacia v nej formulovana. Z nej
okrem iného vyplyva aj nasledovny fakt, preformulovany do nasho oznacenia: Exis-
tuje otvorené okolie U bodu 74, U = U(¥) C R", otvorené okolie V bodu (&, A),
V = V(a,A) € R* x R s vlastnostou U x V' C R* x R” x R a spojite parcidlne

diferencovatelnd funkcia

g:U=V, v=, M) = 9(¥) = (01(7), -, gn(7))
taka, ze

®(v,9(v)) =0  pre vietky v € U,

®(v,y) #0 pre vietky (v,y) € U x V, y # g(7).

Oznacme
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a dostavame, Ze existuje okolie O(5) bodu 7 také, Ze

Q(v,a(v),Aly)) =0V v € 0%),

¢o bolo treba dokazat.

3.2 Spolocenska rovnovaha

Na zaciatku druhej kapitoly, v sekcii 2.1, sme definovali tri irovne rovnovahy. V celej
druhej a tretej kapitole sme vsak potom pocitali iba na drovni trhovej rovnovahy.
Teraz by bolo vhodné, aspon okrajovo, spomentt aj spoloc¢enskt rovnovahu, ktora je
nadradena zvysSnym dvom typom rovnovahy.

Spolocenska rovnovaha nastava vtedy, ked

1. plati rovnovaha trhu a nou implikovand individualna rovnovaha kazdého z pod-

nikatelov, a naviac

2. vSetci agenti spravne zvolia ,zamestnanie“ (penzista / podnikatel).

Inak povedané, bod 2 znamend, e mnozina podnikatelov spliia vztah (1.9). Podla vety
1.4 do tejto mnoziny patria agenti, ktor{ vyhovuji nerovnosti (1.35). Této nerovnost

prepisana do oznacenia zavedeného v kapitole 2 vyzera nasledovne:

1 ) o
b > T I {E" [} — In {ET {eefz + (1= 0)a(y)e
A 1=
1 T m(Z) Cr
+ T In 1—7'1—m(I) +1n<Ej s ‘]GID . (3.22)

Zéaverom formulujeme vetu, ktora hovori, za akych podmienok nastava spolocen-

ska rovnovaha na okoli spolo¢nej averzie k riziku.

Veta 3.3. Spolocenskd rovnovdha na okoli spolocnej averzie k riziku, t.j. ¥V v € O(F),
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kde O(%) je definované ako (3.6), nastdva, ak je ¥ i € T splnend nerovnost

i > (1—17):/7 n {E" [0} —1n {ET {ee@ + (1 - 0)ae
A~ 1=
A A
1 T n i
S L e +1In (B [en” | je{1,2,...,n}]) (3.23)

a akV i€ J\I nerovnost (3.23) neplati. Hodnoty v, & a A pouzité vo vatahu splriaji

podmienku ezistencie trhovej rovnovahy (3.7), t.j. plati
(v, &,A) = 0.

Dokaz. Na to, aby vobec v nejakom bode « mohla platif spoloc¢enska rovnovaha, mu-
sime mat najprv zarucené, ze v tomto bode plati rovnovaha trhu. Vo vete 3.2 sme
vSak dokazali, ze rovnovaha trhu skutocne plati V v € O(%), a tak mame tito pod-
mienku splnentd. Nésledne uz len upravime kritérium odvodené vo vete 1.4 a upravené

na (3.22), pouzitim veli¢in a vztahov definovanych v sekcii 3.1 a dostdvame (3.23).
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Zaver

Zaverom by sme si na nasledovnych riadkoch dovolili zhrnuf vysledky dosiahnuté v
praci. Vo vseobecnosti by sa dalo povedat, Ze ciel prace, ktorym bolo ,porozumiet
praci Pastora a Veronesiho a pokusif sa rozsirit platnost existencie rovnovahy v ich
modeli“, sa ndm podarilo splnif. Konkrétne prvej casti tohto ciela zodpoveda prva

kapitola, druhej ¢asti sme venovali kapitoly ¢islo 2 a 3.

V prvej kapitole sme upravili poznatky zo zékladného modelu z textu [8] tak,
aby na seba jednotlivé vety logicky nadvézovali. NajdodlezitejSie vztahy a zavery z prvej
kapitoly by sa dali zhrntut nasledovne:

Spotrebu a ocakdvanu uzitocnost penzistov vieme vypocitat zo vzorcov (1.29) a
(1.30), spotrebu a ocakavanu uzito¢nost podnikatelov zo vzorcov (1.31), resp. (1.32).
Vychadzajic z tychto vyrazov sme odvodili rozhodovacie pravidlo, ktoré hovori, ze
jednotlivec sa stane podnikatelom prave vtedy, ked pre jeho troven podnikatelskych
schopnosti plati nerovnost (1.35). Néasledne v sekcii 1.4 uvadzame zddvodnenie nerov-

nosti prijmov medzi jednotlivcami v spolo¢nosti, ktoré odvodili autori v ¢lanku [8].

Druhé kapitola bola venovana tuprave vztahov z prvej kapitoly do matematicky
lepsie analyzovatelnych tvarov a odvodeniu alternativnych podmienok rovnovahy. Spot-
reba podnikatelov sa podla tychto odvodeni dé vypocitat zo vztahu (2.17) a rovnovaha
jednotlivca nastava, ak je splnend podmienka prvého radu (2.18). Navyse, aby platila
rovnovaha trhu, tak musi byt splnena aj podmienka vyprazdnenia trhu, ktorej niekolko
roznych tvarov uvadzame v leme 2.1. Tabulka 2.2 slizi na prevod medzi najddlezitejsimi
pojmami v povodnom aj alternativnom znaceni.

Zaujimavym zistenim je skutocnost popisana v sekcii 2.5, ze v pripade nevhodnych
vlastnosti funkcie uzito¢nosti nie je korektné na urcenie individualnej rovnovahy pouzit
podmienku prvého radu na maximalizaciu uzitocnosti. Z tohto dévodu k odvodeniam

v tretej kapitole pridavame aj podmienku, ktora zarucuje vhodné vlastnosti funkcie
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uzitocnosti.

V tretej kapitole sme vyuzitim vety o implicitnej funkcii formalne odvodili existen-
ciu rovnovahy na okoli Specidlneho pripadu, v ktorom maju vSetci podnikatelia rovnaka
averziu k riziku. Vzhladom na naroc¢nost tohto problému sme vsak ako zjednodusujuci
predpoklad obmedzili pocet agentov na konecné c¢islo. Rozsirif existenciu rovnovahy
na povodne definovani nekonecnii, no spocitatelnii mnozinu agentov, je mozné pou-
zitim funkciondlnej analyzy a poznatkov napr. z textu [3]. Najdolezitejsim tvrdenim
tejto kapitoly je veta 3.2, ktorou je dokazana rovnovaha trhu na spominanom okoli.
Nésledne vo vete 3.3 formulujeme dodatocné podmienky, ktoré musia byt splnené, aby
na spominanom okoli platila aj spolo¢enska rovnovaha. Nedokazujeme vsak, ¢i tato

rovnovaha skutoc¢ne existuje.

Autori [8] v texte okrem rovnakej averzie k riziku analyzuji aj niekolko dalsich
Specidlnych pripadov. Moznym rozsirenim tejto diplomovej prace by mohla byt tloha
analogicka tej v tretej kapitole - pokusit sa dokazat rovnovahu na okoli niektorého z
inych sSpecialnych pripadov.

Dal$ou z moznost{ by mohla byt tprava povodného modelu, a nasledné odvodenie
podmienok réznych typov rovnovahy, pripadne aj dokaz existencie. Navrhovali by sme
napriklad model rozsirit o dalsi typ agentov, ktory by predstavoval klasickych zamest-
nancov, ktorych prijem sice nepochadza z prerozdelenych dani podnikatelov, no nie je
ani v plne miere zavisly od toho, ako tispesna je ta-ktora firma, ako tomu je v pripade

podnikatelov a ich firiem.
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