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Abstrakt v statnom jazyku

SISAN, Peter: Vektorové hyperbolické PDR v teérii dopravy [Diplomovéa préca], Uni-
verzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra
aplikovanej matematiky a statistiky; skolitel doc. Mgr. Peter GUBA, PhD., Bratislava,
2018, 63 stran.

V diplomovej praci sa venujeme hyperbolickym parcialnym diferencidlnym rovniciam,
ktoré aplikujeme na makroskopické modely v teérii dopravy. V druhej kapitole ro-
zoberame sposob rieSenia jednorozmernej hyperbolickej PDR pomocou optimélneho
riadenia. Numerické priklady riesené optimalnym riadenim si uvedené v stvrtej ka-
pitole. Zovseobecnili sme jednorozmerné makroskopické modely do viacrozmernych,
pricom vozidla maji moznost zmenit svoj jazdny pruh. Na numerické riesenie sme vy-

uzili nami navrhnuti integrélnu transforméciu typu (65).

KlItcové slova: hyperbolicka parcidlna diferencialna rovnica, Lighthill-Whitham—Richardsov

model, Burgersova rovnica, Chebfun, integralna transformacia, dvojrozmerny systém



Abstract

SISAN, Peter: Vectorial hyperbolic PDEs in the theory of traffic flow [Master The-
sis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informa-

tics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: doc. Mgr. Peter
GUBA, PhD., Bratislava, 2018, 63p.

In this thesis we focuse on hyperbolic partial differential equations applied to mac-
roscopic traffic low models. In the second chapter we analyze a method for solving
one-dimensional hyperbolic PDEs which use optimal control. Numerical examples sol-
ved by optimal controll are listed in the fourth chapter. We generalize one-dimensional
macroscopic models to multidimensional wherein vehicles can change their lane. For

numerical solution we used integral transformation of type (65) which we designed.

Keywords: hyperbolic partial differential equation, Lighthill-Whitham-Richard’s mo-

del, Burger’s equation, Chebfun, integral transformation, two-dimensional system
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UvVOD

Uvod

S néarastom dopravy v priebehu 20. storocia sa objavili problémy s jej organizaciou.
Predovsetkym ako zabezpecit, aby vyhody plyntce z vacsej mobility neboli prevysené
negativnymi dosahmi na Tudské Zivoty. Na dosiahnutie tohoto ciela bolo nutné pozriet
sa na situaciu z vedeckého hladiska. Zo zaciatku islo skér o experimenty, nie o teore-
tické popisanie situacie. Vyuzivali sa hlavne statistické meté6dy na meranie priemernej
rychlosti vozidiel, jej standardnej odchylky na urcitom tseku cesty alebo v konkrétnom
bode. Taktiez sa uskutocnili pokusy o korelaciu tychto dat s niektorymi parametrami
cesty, napriklad poc¢tom jazdnych pruhov cesty a jej krivostou.

V polovici 20. storocia boli teoretické poznatky o spravani sa dopravnych tokov
omnoho mensie v porovnani s experimentalnym pristupom. Wardrop [12] zdéraznil po-
trebu prepojenia teoretickych myslienok s experimentami na dosiahnutie lepsieho po-
pisu dopravnych tokov. Teéria, ktort Wardrop vyvinul, sa d& povazovat za Statisticka.
Pomocou teérie hromadnej obsluhy riesil problém ako optimalne nastavit semaféry za
predpokladu, ze doprava vychadza z rovnakého pociatocného stavu, ma rovnaky ciel a
medzi pociatoénym stavom a cielom moze viest roznymi trasami.

Vo vsSeobecnosti existuju tri zdkladné pristupy v modelovani dopravy. Mikrosko-
picky, v ktorom modelujeme kazdé vozidlo samostatne pomocou obycajnej diferencial-
nej rovnice. Typickym prikladom si tzv. , car-following “ modely. Mezoskopicky, ktory
je podobny mikroskopickému, ale velka pozornost sa venuje prave spravaniu jednotlivca
z pohladu pravdepodobnosti. Poslednym je makroskopicky pristup, ktorému sa budeme
venovat v tejto praci. Vyuziva metddy, ktoré popisuji dopravny tok ako kinematické
viny v teérii dynamiky kvapalin. Vychddzame z ¢lankov Whithama a Lighthilla [7],
[8] a kniznej publikdcie [6]. Vhodnou oblastou pre modelovanie dopravy ako spojitého
toku st dostatocne dlhé useky ciest, na ktorych je relativne vysoka koncentracia vozi-
diel. Spojity pristup je dosledkom limitného spréavania sa stochastickiych procesov pre
dostatocne velké pocty vozidiel.

Teériu dynamiky kvapalin vyuzijeme pri predikeii vzniku nérazovych vin v do-
prave, napriklad pri zizenej ceste, obmedzeni dopravnych pruhov, v krizovatke, pri-
padne ako ddsledok interakcie medzi réznymi tcastnikmi preméavky. Pri kinematickej

narazovej vine dochadza k velkému a ndhlemu znizeniu rychlosti vozidiel, ktoré sa do
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nej dostant. V tejto praci sa budeme zaoberat numerickou analyzou jednorozmernych
a viacrozmernych tloh dopravnych tokov, ktoré budud rozsirenim existujtcich modelov
Lihthill-Whitham-Richardsov a Burgersovho typu.

Numerické vysledky modelované v tejto praci, sme implementovali v softvérovom

baliku Chebfun [1] (prirucka k baliku Chebfun [2]) pod systémom Matlab.



MATEMATICKA REPREZENTACIA ZAKONA ZACHOVANIA

1 Matematicka reprezentacia zakona zachovania

V mnohych prirodnych vedach sa stretavame s ilohami, v ktorych sa zachovavaju rozne
veli¢iny ako st hmotnost, energia alebo hybnost. Na popisanie ich ¢asovych zmien na
danej priestorovej oblasti sa pouzivaju parcidlne diferencidlne rovnice (PDR). Hyper-
bolické parcidlne diferencidlne rovnice prvého radu reprezentuju zakony zachovania
v mechanike kontinua. Pre ilustraciu, ako tieto PDR vznikaju v prirodnych vedéch,
urobme nasledujicu tvahu. Uvazujme neobmedzene dlha jednorozmernu trubicu, v
ktorej tecie kvapalina so zndmou rychlostou u(x,t), kde z reprezentuje polohu uréitého
bodu v trubici a t je ¢as. Zavedme do trubice dostatoéne malé mnozstvo (aby neovplyv-
niovala rychlostné pole u(z, t)) kontrastnej latky a sledujme, ako sa bude jej koncetracia
vyvijat v Case pozdlZ trubice. MnozZstvo kontrastnej latky na uréitom tseku méZzeme
vyjadrit ako

/gc2 q(z,t)dx.

1

Toto mnozstvo latky sa na danom tiseku vo vSeobecnosti meni. Definujme funkciu toku
ako f(z,q(x,t)) = u(x,t)q(z,t), kde u(x,t) je rychlostné pole a g(x,t) je koncentra-
cia latky v bode (z,t). Hodnota tejto funkcie vyjadruje mnozstvo latky, ktoré by pri
ustalenom toku pretieklo danym bodom z za jednotku ¢asu. Celkovii zmenu mnozstva
latky na useku (x1, z3), spésobent tokom kvapaliny, mézeme teda vyjadrit ako rozdiel

funkcie toku vyjadreny v krajnych bodoch tohto tseku. A teda odtial plati

((jt /:2 q(z,t)dx = f(x1,q(x1,1t)) — f(2e, q(22,t)) = —[f (2, q(z, t))]ﬁ7

pricom predpokladame, ze funcie f(x,q(x,t)) a g(z,t) si dostatocne hladké (az na

mnozinu s koneénym poc¢tom prvkov). Tento vztah sa da dalej prepisat na

d = z2 ()
at ), q(z,t)der = — . %f(x,q(:c,t))dx,
a teda
/I2 Qq(ﬂc t) + ﬁf(x q(z,t))| dz = 0. (1)
x1 at ’ aSU ’ ’

Na polohu bodov z; a z9 neboli kladené Ziadne Specialne naroky, a preto posledny

vztah musi platit pre kazdu dvojicu. Odtial teda plati

0

ol )+ 5 F(ralw ) =

ox
10



MATEMATICKA REPREZENTACIA ZAKONA ZACHOVANIA

¢o budeme skratene zapisovat v tvare

@(z,t) + [f(z,q(z,1))], = 0. (2)

Vztahy (1) a (2) nazyvame postupne integralnou a diferencidlnou formou zdkona zacho-
vania. Tato tivahu sme urobili s predpokladom, Ze sa na tseku (z1, z5) nenachadzaji
zdrojové cleny. Teda, Ze [;? q(x,t)dz sa meni len na zaklade tokov cez koncové body
useku. V pripade, ze zahrnieme aj zdroj ¥ (q(x,t), z,t), rovnice (1) a (2) sa modifikujt

na tvar

/ l;q(:x,t)jtif(ﬁ,q(x,t))] do = /:Q\I/(q(:)s,t),x,t)das, 3)
g (w,t) + [f(z,q(x,1))], = ¥(g(w,1),7,1). (4)

1.1 Linearna hyperbolicka PDR

Pre linearnu verziu PDR rovnice (2) plati, ze ak vi(x,t) a vy(x,t) st dve riesenia
zodpovedajice réznym pociatoénym podmienkam, potom aj ich linedrna kombindacia
je riesenim rovnice (2). Rovnica (2) je linedrna pre vSetky separovatelné funkcie toku,

teda také, ktoré mozeme zapisat v tvare

flz,q(z,t)) = u(z, t)g(z, t).

Inak povedané, pre vSetky funkcie toku f(z, q(z,t)), ktoré si linedrne verzie neznamej

funkcie g(x,t).

1.1.1 Advekéna rovnica

Za predpokladu konstantnosti rychlostného pola, teda u(z,t) = u, rovnica (2) nado-
buda tvar:

qi(x,t) + ug(x,t) =0, (5)
Rovnicu (5) nazyvame advekénd rovnica. Riesenim je akakolvek hladkd funkcia spliia-
juca q(z,t) = §(x — ut). Funkcia g, ktorad je uréend pociatocnou podmienkou ¢(z,0),
z&visi len od jednej premennej £ = x — ut, a preto sa rovnica (5) zredukuje na obycajni
diferencialnu rovnicu (ODR). S tym stuvisi aj metéda hladania rieseni PDR. Hlada sa
takda krivka, na ktorej sa PDR redukuje na ODR. Takato krivka sa nazyva charakte-
ristickd krivka [6]. V pripade rovnice (5) charaktristikou je polpriamka p(t) = x + ut.

11
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Pozdl7 tejto linedrnej charakteristiky je zmena neznimej funkcie q(z,t) nulovd, pretoze

je nezavisla od x a t.

V tomto $pecidlnom pripade konstantného rychlostného pola je teda rieSenie pozdiz
charakteristickych kriviek konstantné. Vo vSeobecnosti to neplati. Staci uvazovat situ-
aciu, kde je rychlostné pole zavislé na polohe u(x,t) = u(x). Potom (2) nadobtda tvar
qi(x,t) + [u(x)q(z,t)], = 0, pricom pre charakteristické krivky plati p/(t) = u(p(t)).

Pozdlz charakteristickej krivky ma advekénd rovnica tvar

S alplt). 1) = alpl), 1) + 7 (Do), 1)

Pre ilustraciu uvazujme, Ze rychlostné pole mé tvar u(z) = sin(x). Pre charakteristické

krivky potom plati p/(t) = sin(p(t)).

dp = sin(p)dt

p(t) = 2atan [tan(po/Q)et} +2km, ke Z

Integraciou je mozné vyjadrit p(t) = 2atan [tan(py/2)e'] + 2km, k € Z, kde py je pod-
vodné pozicia charakteristickej krivky. Vidime, Ze rieSenie nie je konStantné pozdlz
charakteristickych kriviek a charakteristické krivky nie st priamkové. Povodnd PDR

sa zredukovala na ODR s réznou pociatoénou podmienkou pre rézne charakteristiky.

dq(p, )

«0.) = —cos {Qatan [tan (]920) et] } dt

B tan? (%0) et —1
 tan? (%0) e2t + 1

mmnmzmﬁw%@yﬁ+@—ummeR

dt,

12
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q(p,t) =c [tan2 (]920) 2y 1] el ceR,
tan? <%> e?t +1
tan? (%0) +1

q <2atan {tan <];)> et} + 2k, t> = G(po + 2km)e" k€ 7.

Pre ilustraciu uvazujme konstantnii pociatocni podmienku ¢(z,0) = §(z) = 1,Vz €
2 (x

. tan (5) +1

tan? (%) + e2t

priestorovo periodické s periédou 27, t.j. q(z + 2km,t) = q(z,t), k € Z (pozri obrazky

la2).

R. Odtial potom mame ¢(x,t) = e ,x € (—m,m). Pricom rieSenie je

q, + [sin{x)}ql_= 0, q(x,0) =1

Obr. 1: Obrazok graficky znazornuje riesenie linedrnej hyperbolickej PDR s u(z) = sin(x).

Riesenie je priestorovo periodické s periédou 2.

1.1.2 Systém advekénych rovnic

Definicia 1.1. (podla[6]) Linedrny systém tvaru
q:(x,t) + Ag.(x,t) =0 (6)

sa nazyva hyperbolicky, ak stvorcovd matica A,,xm je diagonalizovatelnd a md m redl-

nych vlastnych cisel a m linedrne nezdvislych vektorov.

13
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Obr. 2: Obrazok znizornuje vyplnené kontiry rieSenia a cervené ciary predstavuji charak-

teristiky. Z obréazka je navyse vidiet, Ze rieSenie pozdlz charakteristik nie je konstantné.

Riesenie rovnice (6) budeme hladat v podobnom tvare ako v skaldrnom pripade, teda
q(z,t) = q(z — At).
Po dosadeni do rovnice (6) dostdvame
Aq (x — A\t) = M\ (x — ).

Je evidentné, ze A musi byt vlastné ¢islo matice A a ¢'(x — At) je jej vlastny vektor.

Sthrnne zapisané rieSenie rovnice (6)

3

q(z,t) =) Gi(z — \t)v;,
i=1

kde §;(x — A\;t) je hladké funkcia z R — R a v; je vlastny vektor matice A.

Na hladanie riesenia takejto linearnej stustavy sa moézeme pozeraf aj inak. Matica
A je diagonalizovatelnd, a preto plati A = RAR™!, kde A je matica s vlastnymi ¢is-
lami na diagonale. Linedrny systém (6) z definicie prendsobime zlava maticou R~ a

ekvivalentne prepiseme na:
R'q(z,t) + RTARR 'q.(z,t) = 0.
Zavedieme substiticiu w(z,t) = R™'q(x,t) a dostaneme rovnicu
wi(z, t) + Aw,(z,t) =0, (7)

14
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¢o zodpovedd m nezavislym advekénym rovniciam pre m neznamych funkcii w(zx, t).

1.2 Nelinearna hyperbolicka PDR

Na zaciatku kapitoly 1 sme uvazovali, Ze pridana kontrastna latka v trubici nesposo-
buje dodato¢ni zmenu v rychlostnom poli. Tento zjednodusujici predpoklad castokrat
nebyva splneny. V takejto situacii uz rychlostné pole u priamo zavisi aj od hodnoty
q(z,t), ktora pre plyny predstavuje hustotu plynu v danom mieste a ¢ase. Prikladom
mozu byt niektoré termodynamické deje s idedlnym plynom. Napriklad pri fikani bi-
cykla dochadza k adiabatickej kompresii plynu. Vzduch pri pieste hustilky tlac¢i na plyn
pred nim v hadicke. Hadicka ma ovela mensi objem aj priemer ako piest hustilky a do-
chadza v nej k nahlemu narastu tlaku (je to dosledok tzv. ,bottleneck® - oblast so
znizenou priepustnostou), teda aj hustoty stlaceného plynu. Ako nasledok adiabatickej
kompresie plynu pocifujeme kovové casti hadicky hustilky teplé. Podobna situécia, v
ktorej dochadza k ovplyvneniu rychlostného pola mnozstvom (hustotou) vozidiel na

nejakom useku cesty, sa vyskytuje aj v tedrii dopravy.

1.2.1 Kvazilinedrna rovnica

Definicia 1.2. (podla[11])
Rovnicu

0 0 0
@1(33’ Q)afl + a2($7 Q>852 + ...+ @n(xa Q)aan = an+1(‘ra Q>7 (8)
kde ay,as, ...,a,-R" X R — R st zadané funkcie a hladand funkcia ¢:QQ C R" — R,

nazyvame kvdzilinedrna hyperbolicka PDR prvého radu.

Tvrdenie 1.3. (podla[11])

Nech w = w(z,u) R" xR — R je C* hladké riesenie rovnice a;(z, q)g—;’i +as(z, q)g—;;—k
e Fap(z, q)% + apy1(z, Q)% = 0. Nech ¢:R* x R — R je C* hladkd funkcia takd, Ze
w(z, q(x)) = konst. a %—Z’(x,q(:c)) # 0 pre Vo € Q C R. Potom q je rieSenim rovnice
(8) na oblasti .

Uvazujme Burgersovu rovnicu v kvazilinedrnom tvare % + q% = (. Potom na zéklade
Tvrdenia 1.3 vieme ndjst jej rieSenie v implicitnom tvare ako q(z,t) = §(x — tq(x,t)),

kde 4(x) je pociatocna podmienka.

15
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1.3 Rovnica vedenia tepla

V tejto casti ukazeme dalsie prepojenie zakona zachovania a funkcie toku z modelu
uvazovanom na zaciatku kapitoly. Nech ¢(x,t) predstavuje teplotu materidlu tenkej
tyce v bode x a cCase t. Hustota vnitornej energie v bode x je potom dand vzfahom
E(z,t) = k(z,t)q(x,t), kde k(z,t) predstavuje tepelnt kapacitu materidlu. Predpo-
kladame, ze nedochadza k tepelnej vymene medzi okolim a tyc¢ou. Vnutorna energia
je potom zachovand a na tseku (z1,x2) sa moze menit len kvoli toku tepelnej energie
cez koncové body 1 a xo. Z Fourierovho zdkona vedenia tepla plati, zZe tok v danom
bode a ¢ase je timerny teplotnému gradientu g, (x,t) a tepelnej vodivosti v(z), teda
f(z,q(z,t)) = v(z)g.(x,t). Zdkona zachovania tepla mézeme pisat v tvare

2

@l K(w,t)q(z, t)dr = — [v(2)qu (2, 1)]37, 9)

resp. v diferencialnej forme

[k, t)q(x, )]s = [V(2)ga(z,1)]a- (10)

Tepelna kapacita sa bezne nemeni s casom x(x,t) = x(x), kedy sa rovnica (10) zjedno-
dusi na k(x)q(z,t) = [v(2)g.(x,t)],. Hladanie riesenia rovnice (2) pre Specidlne volby
funkcie f(z,q(z,t)) (jednou z nich je Burgersova rovnica, ktorej sa budeme venovat v
kapitole 4) vieme zjednodusit pridanim malého difizneho ¢lena k tejto rovnici. Hyper-
bolickd PDR sa zmeni na parabolickd, teda na rovnicu vedenia tepla. Tato metédu sme

zvolili, aby sme preskiimali jej presnost vzhladom na zmenu velkosti difizneho ¢lena.
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2 Skalarne rovnice zachovania s konvexnymi fun-
kciami toku

V tejto casti vyuzijeme suvis medzi skalarnymi konvexnymi zdkonmi zachovania a

Pontyarigovym principom minima ako je uvedené v [5].

2.1 VsSeobecna rovnica toku
Uvazujme povodnu skalarnu tlohu

q(z,t) + [f(z,q(x,t))]. = 0, kdexeR,te(0,7) (11)
q(z,0) = g(x), kdexeR,t=0, (12)

kde ¢: R x (0,7) — R je nezndma, f: R x R — R predstavuje zndmu funkciu
toku a funkcia g(x) je pociatoéna podmienka g: R — R. Zavedieme transformaciu
q(z,t) = ug(x,t), ktord je splnend v bodoch, v ktorych existuje druhd derivicia u(z,t)

a dosadenim do rovnic (11)—(12)

e + [f(x,u.)], = 0, kdexzeR,te (0,T) (13)
u = G, kdexeR,t=0, (14)
kde sa poc¢iatoénd podmienka zmeni na G: R — R, pricom plati G’ = g skoro vSade.
Rovnica (13) sa da prepisat na u;+ f(x, u,) = ¢, kde ¢ € R. Avsak u(z,t) sa da nastavit
tak, aby ¢ = 0. V pripade, ze ¢ # 0, staci, ak zoberieme u(z,t)* = u(x,t) 4+ ct. Potom

u = u, a uf = u; + c. Dalej teda mozme uvazovat rovnice
u + f(r,u,) = 0, kdexeR,te (0,T) (15)
u = G, kdezeR, t=0. (16)
Vztahy (15)-(16) sa tiez nazyvaju Hamilton—Jacobiho rovnicou. Zavedieme zizeni

tlohu optimélneho riadenia (OR) v Bolzovom tvare s pevnym ¢asom 7', volnym koncom

a so zaciatocnou podmienkou (x,s), x € Ra s € [0,T].

minJ,.[a] = min / " L), alr)dr + G(=(T)) (17)
z(r) = alr) (18)
x(s) = uw, (19)
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kde x: [s,T7] = R, a: [0,7] — A, A C R je riadenie, J, 2 A — R je ndkladova funkcia
a L: Rx A — R je Lagranzidan. K tlohe priradime Hamiltoniin H: Rx R x A - R, v
tvare
H(z,a,v) = L(x,a) + Yo (20)
a hodnotovt funkciu V: R x [0,7] — R, v tvare
V(z,s) = min Je sl (21)

V dalsom kroku odvodime Hamiltonovu—Jacobiho—Bellmanovu (HJB) rovnicu.

V(z,5)= min /STL(a:(r),a(r))dr%—G(a:(T))

a(r),s<r<T

— min /:M L(z(r), a(r))dr + /ih L(z(r), a(r))dr + G(=(T))

a(r)

= min /:HZ L(x(r), a(r))dr + V(x(s + h),s + h)

a(r),s<r<s+h

: oV 1%
= i, L), al)h+Viz,s) + (83<$v 8) + (2, S)a(8)> h+ o(h)

Krok oznaceny hviezdi¢kou bol pripustny kvoli Vete 2.2 z [4], ktord plati aj pre spojity
pripad. V poslednej tprave bola pouzitd Veta o strednej hodnote integralu a n €
(s,s+h).

—gh = a(r)g;i?qngﬁh [L(m(n), a(n))h + g‘;(x, s)a(s)h + o(h)]

Predelenim rovince s h a limitou h — 0 dostaneme

ov

_ ov
—r = 1021(181)1 [L(w(s), a(s)) + %(% 3)0‘(3)] )

s okrajovou podmienkou
V(z,T) = G(x(T)).
Posledné dve rovnosti prepiseme v terminoch Hamiltonidnu
Vet minH(z,0,Vz) = 0, kdezeR,se(0,7), (22)
V = G, kdezeR, s=T. (23)

Koncovii podmienku (23) upravime na zaciatoénit pomocou transformacie t =7 — s a

definujeme u(z,t) = V(z,T — t), takze mame
w(x,t) —min H(z, 0, u;) = 0, kdex €R,t€(0,7), (24)

v = G, kdexeR, t=0. (25)
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Rovnica (24) je hladand HJB s okrajovou podmienkou (25). Ak predpokladdme, ze

funkcia toku spiﬁa
f(2,) = —min H(z, 0, 0), (26)

potom HJB rovnica (24) a (25) je rovnocennd s (15) a (16). Preto vyrieSenim tlohy
optimalneho riadenia (17)—(19) vieme néjst rieSenie rovnice (15) a (16), ktoré je zvia-

zané s rieSenim (11) a (12) transforméciou u,(z,t) = q(x,t).

Pozndmka: Riesenie tlohy (11) a (12), pre ktoré plati g(z,t) = u,(x,t), nazyvame rie-
senie s minimdlnou hodnotou (z angl. minimal value solution), vzhladom na Lagranzidn
L(z,a). Dalej plati, Ze toto rieSenie je jediné pre dany LagranZian pre vetky (z,t),
pre ktoré existuje druhé derivacia. Jednoznacnost je zabezpecena vdaka jednoznacnosti

hodnotovej funkcie OR.

Z vyssie uvedeného textu vidiet, ze namiesto tlohy (11) a (12) budeme riesit tlohu
OR (17)—(19). Ozna¢me &(r) ako optimalne riesenie tlohy (17)—(19). Na zéklade Pon-
tryaginovho principu minima musi toto optimalne riesenie spltat nasledujiice nutné

podmienky [4]:
(PM) — H(z(r), &(r), %(r)) = min H(x(r), a(r), (r)),

(AR)  9(r) = — o —(a(r), &(r),%(r)).
(PT) (1) = G'(=(T)),

kde (PM) je podmienka minima, (AR) adjungovand rovnica a (PT) je podmienka
transverzality. Prislusna tloha OR, ku ktorej patria tieto nutné podmienky, je platna

pre r € (s,T). Kedze ziadna funkcia explicitne nezavisi na r, ¢as mozeme posunit o s
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spat, a teda
(PM) — H(z(r), &(r), %(r)) = min H(x(r), a(r), (1)), (27)
(AR) ¥(r) = —%Z(w(m a(r),(r)), (28)
(PT) (1) = G'(=(1)), (29)
@(r) = a(x(r)), (30)
z(0) = z, (31)

kdet =T — s ar € (0,t). V pripade, ze funkcia G’ nemé deriviciu v kone¢nom pocte

bodov ag, k =1, ...,m, tak (PT) nemusi byt splnena. Nahradi ju podmienka
x(t) = ag, kde k= 1,...,m. (32)

Pokial sa ndm podari zabezpecit platnost podmienky (26), tak na zéklade predché-
dzajuicich uvah vieme zostrojit algoritmus na néjdenie riesenia s minimdalnou hodnotou

ako aj tlohy (15) a (16).

Algoritmus 1

1. krok  Pre dany bod (z,t) ndjdeme vsSetky riesenia dvojbodovej okrajovej tlohy
(28)—(31) a (32).

2. krok  Zo vsetkych rieseni z 1. kroku uvazujeme to, ktoré dava najmensiu hodnotu
v rovnici (17).

A

3. krok  Nastavime u(z,t) = V(x,T —t) = Juu, q(z,t) = 9(0).

2.2 Funkcia toku nezavisla od polohy

Vo vSeobecnosti je narocné najst vhodny Lagranzian a Hamiltonian. Preto sa dalej
budeme zaoberat tlohou (11) a (12), v ktorej funkcia toku nebude explicitne zavisla

od polohy, teda f = f[q(z,1)].

qi(z,t) + f(q(z,t), = 0, kdexeR, te (0,T), (33)

q(z,0) = g(x), kdexeR,t=0 (34)
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a tzv. pridruzenda Hamilton—Jacobiho rovnica

u+ fluy) = 0, kdexeR,te(0,7), (35)

u = G, kdexeR,t=0, (36)

kde g(z,t) = u,(x,t). V nasledujicom texte budeme pozadovat platnost dvoch nasle-

dujucich predpokladov.

Predpoklad 1: Pocdiatoéna funkcia ¢(z,0) = g(x) je ohrani¢end v R a spojita skoro
vSade az na konecny pocet bodov x = aq, as, ..., 4.

Predpoklad 2: Funkcia toku je konvexnd a navyse spliia

m fla) _ 0. (37)

= Jq
Definicia 2.1. (podla[5]) Nech je dand funkcia F: R — R, potom jej Legendrova

transformdcia md tvar
F*(u) = sup [uv — F(v)],u € R.

Pozndmka: Ak funkcia F' v predchadzajicej definicii navyse spliia podmienku (37), tak

sup je zamenitelné s max.

Tvrdenie 2.2. (podla[5]) Predpokladajme, Ze F(u) spliia Predpoklad 2. Potom
a) zobrazenie u — F*(u) je konvexné a
lim

b) naviac plati F = (F*)*.

Dékaz. a) Nech k € (0,1), potom bod u; < kuy + (1 — k)ug < ug, pre
Vup < ug. F*(kup + (1 — k)ug) = sup,ep [kuiv + (1 — k)ugv — F(v)] <
ksup,eg [urv — F(v)[+(1=k) sup,ep [ugw — F(w)] = kF* (uy)+(1=k) F* (ug),
¢im je dokdzana konvexnost.

Fr(u) = supyer [uv — F(v)] = Aul = FQu/[u]) = Au| = maxyeon F(w),

F*
| (|u) > A, pre VA > 0.
u

b) F*(u)+F(v) = sup,eg [uv — F(v)]+F(v) > uv,Vu,v € R. Odtial F(v) >

pre A > 0. Odtial potom liminf, g

SUPyer [0 — F*(u)] = (F*)*(v). Pre opa¢ni nerovnost plati (F*)*(v) =
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SUPyer [UWV — SUP e [uw — F(w)]] = sup,eg infyer [u(v —w) + F(w)]. Na
zéklade konvexnosti u — F(u) plati F(w) > F(v) 4+ s(w —v),r € R. Ak
polozime u = s, dostaneme (F™*)*(v) > inf e [s(v — w) + F(w)] = F(v).

[

Podobne, ako v postupe pre vSeobecnt funkciu toku f(z, g(x,t)) v kapitole 2.1, budeme
pozadovat platnost podmienky (26). Nech F' o (—1): R — R reprezentuje funkciu p —

F(—p). Definujeme Lagranzidan ako

L(a) = (f o (=1))"(@) = max [pa — f(=p)]. (38)

Analogicky zavedieme tlohu OR

min /. o] = min [ " La()dr + G(a(T)) (39)
x(r) = a(r) (40)
x(s) = uw, (41)

a Hamiltonian v tvare

H(a,v) = L(a) + ¢a. (42)
Tvrdenie 2.3. Nech je splneny Predpoklad 2. Potom je splnend podmienka (26) v tvare
f(¥) = —min H(a, ).

Dékaz. 7 Tvrdenia 2.2 plati f o (—1) = L*. Pre V¢ € R plati
f(¥) = L*(—¢) = max, [-¢Ya — L(a)] = —min,, [Ya + L(a)] = —min, H(a, ). O

Nasledujtce tvrdenie nam pomoze zjednodusit hladanie riesenia Pontryaginovho prin-

cipu minima.

Tvrdenie 2.4. Nech [ je aspori jedenkrdt diferencovatelnd funkcia, ktord splria Predpo-
klad 2. Potom o* () = —f'(¢),¥ € R je jediné riesenie minimalizdcie min, H (o, ).

Dékaz. Na zaklade definicie Lagranzianu (38), mozeme pisat
Do) = X — (=),
pricom X spliia
a+ f'(=X\) =0.
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Stale nemdme zarucenu jednoznac¢nost riesenia, hoci minimalna hodnota L(«a) je dand

jednoznacne kvoli svojej konvexnosti. Dalej zavedieme pomocni funkciu

H(\ ) = H(=f'(=A), ) = =0 f'(=)) + L(=f'(-)))

= = f' (=) + max [—sf(=A) — f(—5)]

= = f'(=A) —min [sf'(=A) + f(—s3)]

= —Uf'(=A) = Af(=A) + f(=N)]

= =W+ Af' (=) = f(=A)
7 Predpokladu 2 plati, ze f/(—\) je monoténna a neohrani¢end. Preto o minimalizuje
H (o, %) prave vtedy, ked X spliiajice o+ f/(—\) = 0 minimalizuje H(),1). V dalsom
kroku sa budeme snazit minimalizovat prave H(\,1)).

HA ) = =+ ) f' (=) = F(=2) + f(¢) = f(¥)
=W+ (=N + @+ Af(Q) - f¥)
=W+ N [(=) = f(=0] = f(¥),
kde ¢ lezi medzi ¥ a —\. Mozu nastat dve situdcie, a to ak ¥ > ( > =\, ¢ + A >

0 pripadne opacne ¥ < ( < —A,¥ + A < 0. V oboch pripadoch plati, ze —(¢b +
A [f'(=X) = f'(—=C)] > 0, lebo [’ je neklesajica z dovodu konvexnosti f. Odtial nutne

plati

H(\ ) > = f(¥) = H(=,9),
teda A = —1 minimalizuje H(\,v). Preto o = —f'(¢)) minimalizuje H (o, ). V
dalsom kroku dokdzeme, ze a* = —f'(¢)) je jedind funkcia minimalizujica H(a, v

).
Predpokladajme, 7e & = —f/(—\) minimalizuje H a H. Potom H(\,v) = —f(¢). Z
definicie H plat
f@) = f(=2) + @+ N (=X). (43)
Kedze f(¢) je konvexnd, jej dotycnica nikdy nie je nad fiou, teda f(¢) > f(—=A) + (¢ +
A f'(=X), kde A predstavuje dotykovy bod. Z rovnice (43) plati, 7e aj ¢ je dotykovym
bodom k tejto dotycnici. Odtial plati, Ze

QO = F(=X)+ (C+Nf(=N)

23



SKALARNE ROVNICE ZACHOVANIA S KONVEXNYMI FUNKCIAMI TOKU

pre vietky body medzi ¢ a \. Navyde plati 1 (¢ = f’(—j\) Nech ¢ = —)\, potom
— (W) = —f(=X) = &. Teda a* = —f'(¢¥) je jeding funkcia minimalizujica H (av, 1)).
O

Budeme ziadat splnenie podmienok (28), (31) a (32) pre tlohu (39)-(41). Vdaka Tvr-

deniu 2.4 sa hladanie riesenia oproti vseobecnému pripadu zjednodusi.

P(r) =0 (44)
&(r) = o’ (Y(r)) = = f((r)) (45)

Teda @ = p, kde p je konstanta a charakteristikou je priamka. Riesenim pre & je
i =a — f'(p)r. Dalej je potrebné najst také vhodné p, aby bolo rieSenim dvojbodovej

okrajovej tlohy (28)—(31) a (32), teda musi byt splnend aspon jedna z rovnic

p = G'z—f(p)t) (46)
ap = z— f'(p)t, kdek=1,..,m, (47)

kde ay, st body nespojitosti funkcie G'(x) alebo g(x). V podkapitole 2.1 bol Pontryagi-

nov princip minima popisany diferencidlnymi rovnicami, ¢o je zasadny rozdiel oproti

tejto sitacii, ked je sustava popisand algebraickymi rovnicami. Tto zmenu sme ziskali

vdaka Predpokladu 2.

Algoritmus 2 (platny, ak st splnené Predpoklady 1 a 2)

1. krok  Pre dany bod (z,t) ndjdeme vetky rieSenia p, ktoré spliiaji aspon jednu
z algebraickych rovnic (46) a (47).

2. krok  Zo vsetkych rieseni z 1. kroku uvazujeme to, ktoré dava najmensiu hodnotu

J* = L(—f'(p)t + G(z — f'(p)t),

pre L = (fo(—=1))".
3. krok  Nastavime u(z,t) = p.

Implementacia Algoritmu 2 v systéme Chebfun pre konvexnu funkciu toku je uvedena
nizsie:
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function u = pdeccl(df,L,g,G,d,a,x,t)

% Upravene zo zdroja [4]. Implementacia funkcie ’pdeccl’ je postavena na

% nadstavbe systemu Matlab pre pracu so spektralnymi aproximaciami

% Krokl

cdf = chebfun(df, d, ’splitting’, ’on’); %vytvori chebfun fciu pre df
q = [1;

for k = 1:length(a) %hlada riesenie rovnice 47

hk = a(k) - x + t*xcdf;
q = [q, roots(hk)’];
end

dom = unique([d, ql);

h = chebfun(@(Cp) g(x - t*df(psi)) - psi, dom, ’splitting’, ’on’);

p = [roots(h); q(:)1; %hlada riesenie rovnice 46

% Krok2

J = @(psi) L(-df(psi))*t + G(x - df(psi)x*t); %spomedzi vsetkych rieseni p

[~, idx] = min(J(psi)); %vracia index ,v ktorom sa
%realizuje minimum J

% Krok3

u = psi(idx); %u(x,t) = arg min_{psi} J(psi)

end

Vstupmi funkcie pdeccl.m si postupne f’ - derivacia funkcie toku, L - Lagranzidn,
g9,G' = g - podiatofnd podmienka. d predstavuje obor hodnét g (kvoli rovnici (46))
vratane bodov, kde f’ nemusi byt hladk4, a je mnozina bodov nespojitosti pociatoc¢ne;j
podmienky ¢ a x,t st body, v ktorych pocitame hodnotu neznamej funkcie w.

Tento algoritmus poskytuje niekolko vyhod. V pritomnosti Sokovych vin je jedno-
duché najst riesenie, pretoze Krok 2 dava jednoznacné rieSenie. Taktiez nevyzaduje
splnenie Rankine-Hugoniotovej podmienky pre narazové vlny. Navyse tento algorit-
mus pri vypocte hodnoty neznamej funcie u v bode (z,t) nepotrebuje znalost o inych
bodoch, je tzv. kauzalne nezavisly. Vdaka tejto vlastnosti vieme numerické vypocty
urychlit vyuzitim viacerych jadier procesora. DalSou vyhodou kauzélnej nezévislosti
je, ze numerické chyby sa nesiria v case ani priestore, rovnaka presnost moze byt za-

chovana pocas celého vypoctu.
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3 Vektorové rovnice zachovania pri makroskopic-
kom popise dynamiky dopravy

V modeli dopravného toku uvazujeme o doprave ako o kontinuu, kde ¢(z,t) je spojita
funkcia hustoty dopravy. Avsak v skutocCnosti, ak sa pozrieme na konkrétny bod = na
ceste, tak bud tam vozidlo je alebo nie je. Moze sa teda zdat, zZe myslienka spojitej
hustoty je nezmyselnd. Situacia je vsak podobna ako pri plynoch. Tie st tiez zlozené z
velkého poctu diskrétnych castic, zvacsa molekil, ktorych spravanie sa lahsie popisuje
spojito. Navyse jednotlivé molekuly plynu sa nachadzaji dostatocne daleko od seba, a
preto je plyn stlacitelny. Napriklad zvukové viny st ndhle lokalne zhustenia koncentra-
cie molekul striedané tisekmi s nizsou koncentraciou. Pri hustejsej doprave a dostatocne
dlhom tuseku cesty je vhodné tuto analégiu pouzit. Vozidla modzeme povazovat za stla-
¢itelnu tekutinu. Intuitivne, ak je prazdna cesta, tak hustota je ¢ = 0. Pri rusnej
premavke, pri ktorej st vozidla tesne za sebou, definujeme ¢ = 1. Chceme teda, aby
0 < ¢ < 1. Dalsfm predpokladom je rovnaka dizka vsetkych vozidiel, preto polohu z bu-
deme udévat v dizkach vozidla. Taktiez maximélna rychlost u(q, z,t) je vyjadrena ako

pocet vozidiel za jednotku ¢asu. Potom pre dopravny tok plati f(x,t) = u(q, z,t)q(x,t).

Poznamka: Existuje aj diskrétny sposob riesenia, ktory uvazuje kazdé vozidlo zvlast,
pricom okamzita rychlost vozidla je funkciou vzdialenosti predchadzajiceho vozidla a

kapacity cesty - car following theory.

Uvazujme jednoprudovu cestu, na ktorej je dostatoéne mdélo vozidiel, teda vozidla sa
pohybuji maximélnou rychlostou u(z), ktora je povolend na tomto tseku cesty. Inak
povedané, vodici nie st obmedzovani inymi ucastnikmi dopravy. Takyto stav mdézeme
pozorovat, ked sedime v aute a sledujeme premavku na ceste medzi obcami. Pred sebou
dostatocne daleko vidime auto, ako sa blizi do obce. Znizi svoju rychlost a nésledne
sa zmensi vzdialenost medzi nami. Nastalo lokalne zhustenie dopravy, ktoré sa bude
niest v podobe viny spat vzhladom na autd az po koniec obce, kde sa situdcia opat
dostane do predoslého stavu. Tuto situdciu mozeme popisat nasledovnou diferencialnou

¢ (1) + [u(z)g(z, )], = 0, (48)

kde u(z) = 1, pre z € [0,10], inak u(x) = 2, s poiato¢nou podmienkou ¢(x,0) = 1/4
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pre x < 0, inak g(x,0) = 0. KedZe ide o rychlostné pole u(z), ktoré je po castiach
konstantné, mozeme pouzit tvar riesenia z 1.1.1. Pre z <0 je ¢(x,t) = 1/4 pre Vt; pre
0 <z <10je q(z,t) =1/2, ak = > t, inak g(z,t) = 0; pre z > 10 je q(x,t) = 1/4, ak

t > 10, inak ¢(x,t) = 0. Tato uloha predstavuje upraveny Riemannov problém.

q

10 15 20 -10 -5 0 5 10 15

-10

30k : 06 ' ' ' '
29 1 0.55
28 | 0s -
| .
! 0.45
! 0.4
| 0.35
! 0.3
1 1 [ Y]] P—
| |
! ! / 0.2
! ! 0.15
. 1 X 1 . , . ,
-5 0 5
X

Obr. 3: Obrazky zobrazuju situdciu v ¢ase 20 < ¢ < 30. Oblast medzi prerusovanymi ¢iarami
na obrazkoch znazornuje obmedzenie maximalnej povolenej rychlosti na polovicu. Na obrazku
vlavo su trajektérie jednotlivych aut, obrazok vpravo znazornuje skokovy narast hustoty

dopravy v tejto oblasti.

Poznamka: Model predpokladé, Ze vodic¢i vedia upravit svoju rychlost okamzite.

V pripade premavky, pri ktorej sa vodi¢i navzajom neovplyvnuju, je situacia pomerne
nezaujimava a dobre popisatelnd linedrnou hyperbolickou PDR. Uloha sa vSak skom-
plikuje, ak budeme uvazovat rusni cestu. Funkcia toku je vzdy f = u(x,q,t)q(x,t),
teda rychlost zavisi na hustote dopravy. Casto sa predpokladé, Ze u(z,q,t) = u(q),
¢ize maximélna rychlost nezavisi explicitne od polohy ani ¢asu. Pre funkciu toku f(q)
zjavne plati f(0) = 0. Pre ¢ = 1 chceme nie¢o podobné, lebo maximélna hustota
vozidiel znamend zédpchu a teda ziadny dopravny tok, f(1) = 0. Preto aj u(1l) = 0.
Na zaklade Rolleovej vety mdzeme predpokladat existenciu takej hustoty, ktord maxi-
malizuje dopravny tok. V najjednoduchsom pripade je funkcia u(q) = tnme(l — q) a
prislusny model dopravy

qt + Umaz [q (1 - q)]x =0.

Tento model sa nazyva sa LWR model podla Lighthilla, Whithama a Richardsa. Ako

ukazeme v nasledujucej kapitole, LWR model vieme linedrnou transformaciou previest
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na Burgersovu rovnicu. Ta spitia predpoklad konvexnosti funkcie toku flq) = %qQ(m, t)
z kapitoly 2. Ak by sme nasilu, t.j. bez linearnej transforméacie pozadovali, aby bola
doprava popisand Burgersovou rovnicou, vysledky by nezodpovedali realite. Pretoze
stredna rychlost vozidiel by musela narastat s ich hustotou. Tento model skér zodpoveda
spravaniu hydiny utekajtcej pred dravcami. Cim rychlejsie bezi a ¢fm je blizsie pri vés
vas sused, tym rychlejsie sa snazite bezat aj vy, aby dravec nechytil vas, ale niekoho

iného. Preto tento model budeme brat ako ilustra¢nu alternativu.

3.1 Viacrozmerny problém

V stcasnosti, najma vo vacsich mestach, sa stretdvame s dvoj a viacpridovymi cestami.
V takejto situacii dochadza k presunom vozidiel z jedného jazdného pruhu do iného ¢i
uz kvoli odbocovaniu na inti cestu, obiehaniu alebo menej hustej preméavke vo vedlaj-
som pruhu. V tejto podkapitole sa zameriame na rozsirenie uz spomenutych modelov
do viacrozmernych situacii. Neskor sa budeme podrobnejsie venovat dvojrozmernym
systémom, teda cestam s dvomi jazdnymi pruhmi.

Podla cestného zakona na Slovensku [14] mimo obce smie vodi¢ vyuzit iny ako pravy
jazdny pruh len v pripade obchadzania, predchéddzania, otac¢ania alebo odbocovania. V
obci moze vyuzit ktorykolvek pruh. V dalsich ivahach budeme predpokladat, ze vodici
mozu vzdy jazdit vo vSetkych pruhoch. Opustit svoj jazdny pruh a prejst do iného ma
zmysel vtedy, ak z toho vodi¢ ma nejakt vyhodu. Napriklad znizenie rizika dopravnej
nehody kvoli vyssej hustote dopravy v danom jazdnom pruhu. Z uvedeného mozeme
tvrdif, ze na rozhodnutie na zmenu jazdného pruhu bude vplyvat pomer koncentra-
cii vozidiel v susednych pruhoch. V najjednoduchsej situacii budeme predpokladat, ze
funkeéné zavislost na zmenu jazdného pruhu je linedrna s koeficientami k7. Tieto koefi-
cienty sa daji povazovat za rovnaké, ak vsetky jazdné pruhy povazujeme za homogénne
z hladiska praktickej vyuzitelnosti pre vodicov. Mnohokrat je ale prave pravy pruh pre
vodicov ,lakavejsi“, kvoli vychodom z dialnice alebo inym odbockam.

Na zaklade vyssie spomenutych tivah v kratkosti uvadzame zovseobecneny linedrny

model pre N —pruhovt cestu za predpokladu konstantnosti rychlostného pola v kazdom
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jazdnom pruhu:

¢ +u'q, + k% — k¢ =0,

qtg —l—ﬂ2q§ o (k21 + k:23)q2 kR =0,
qg' + ﬁjqi — g 4 (kj,jfl + kj,jﬂ)qj — fItLi gt =,

qiN + I_LNQiV + k‘N_l’NqN_l _ ]{}N’N_qu — 0’

kde ¢’(z,t) je hustota dopravy v j—tom jazdnom pruhu v bode (z,t) a k%7 > 0 je

,ochota® prechadzat z pruhu ¢ do j.

3.2 Dvojrozmerny problém

V tejto podkapitole sa v modeloch obmedzime iba na dva jazdné pruhy. Budeme uvazo-

vat iba modely s konstantnou tendenciou prechodu medzi jazdnymi pruhmi vo forme:
a + [hd' )] + K2 =K' =0, (49)
qtz + {fQ(QI;QZ)LE _ k,lqu + k21q2 —0. (50)

V kapitole 5, ako prvy analyzujeme linedrny model:
G+ e+ R = =0 (51)
G+t — k¢ + K g? = 0. (52)

Druhym bude zovSeobecnenie LWR modelu:

G + Unaalg' (1 = ¢')]e + K%' = k*¢* =0, (53)
qt2 + u?nax[q2<1 - q2)]1 - k12q1 + k21q2 = 0. (54)

V kapitole 5 taktiez ukazeme, ze takto definované modely skutoc¢ne spiﬁajfl podmienku
zakona zachovania hmoty. NavysSe ukazeme aj niektoré vlastnosti tychto modelov, ak
cas pojde v limite do nekonecna. Nevyhodou uvazovaného zovseobecnenia LWR modelu
je, ze pre urcité nezaporné pociatocné podmienky, ktoré st navyse mensie ako 1, moze

casom hustota dopravy ¢;,7 = 1,2 presiahnut hodnotu 1, ¢o je fyzikalne nemozné.
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4 Skalarne rovnice zachovania a ich numerické rie-
Senia
Priklad 4.1. Periodickd funkcia toku

Ako prvy priklad budeme analyzovat tlohu z kapitoly 1, v ktorej rychlost toku je

periodickou funkciou priestorovej premennej x
¢ + [sin(x)q|, = 0, q(z,0) =1, Vr € R,

tedriou zavedenou v kapitole 2. Lagranzian ziskame z L(z,a) = min, [pa + psin(z)].
Vzhladom na to, Ze minimalizacna premennd p je linedrna, jej hodnota zavisi na zna-
mienku « + sin(z). Jedind moznost, ako sa vyhnut nekonecnu, je pozadovat, aby
a = —sin(x), a teda L(z,«a) = 0. Hamiltonidn H(z,a,v) = pa = —isin(x). Na
zéklade Hamiltonovskej dynamiky pre bod (x,t) pozadujeme platnost vztahov (28)-
(31):

z(r) = —sin(x), =(0) =z,

Y(r) =tpcos(z), (t) =1,
pricom riesenia tychto rovnic maju tvar

_ tan (%)2 + e

x(r) = 2atan {tan <;) e_r} , p(r)=eé W.

Takto mame vykonany Krok 1 v Algoritme 1. Krok 2 m6zeme vynechat, kedze existuje

prave jedno riesenie. Hladané rieSenie ma potom tvar

tan (%) 41

r,t) =9Y0) =¢ —F 5 ——.
q(x,t) = 1(0) tan(g) o

Toto riesenie je rovnaké ako to, ktoré sme ziskali metédou charakteristik. Algoritmus
2 na tuto ulohu nemdézeme pouzit, kvoli nesplneniu Predpokladov 1 a 2. Obrazok 4
zobrazuje relativnu chybu presného riesenia tlohy ¢;+[sin(x)ql, = 0,¢(x,0) = 1,Vx € R
oproti rieseniu ziskanému Algoritmom 1. Zistujeme, ze vysledky st pomerne presné, s

relativnou chybou rddovo 107,
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Obr. 4: Relativna chyba: presné rieSenie vs. Algoritmusl.

w

%Riesenie Prikladu 1 pomocou Chebfun

g=chebfun(1l,[-pi,pil); 7 pociatocna podmienka

tmin=0; % casovy interval (tmin,tmax)

tmax=1; % ktorom riesime PDR

q= @(x,t) exp(t).*(tan(x/2).72 + 1)./(tan(x/2) .72 + exp(2*t));
Q=chebfun2(@(x,t) q(x,t), [domain(g),tmin,tmax],’vectorize’); 7 riesenie

V nasledujicej casti prevedieme PDR vyskytujicu sa v . LWR modeli na Burgersovu
rovnicu, ktora splita naSe predpoklady o konvexnosti funkcie toku. V rovnici
qt + [UmaxQ(l - Q)]x = 0,
Q(‘ra 0) = q_(x)a

kde vy je konstanta, predstavuje LWR model. Zavedieme substitiiciu

Umaz — 2(2, 1)

a po upravach dostavame

zt+<%2> — 0, (55)
Z(.]?,O) = ’Umaa:[l_zq(m)]’ (56)

Priklad 4.2. Burgersova rovnica, jeden skok

22
o (3) -

2(z,0) =1,z € (0,1),inak 2 =0
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Na numerické rieSenie tejto tlohy vyuzijeme Algoritmus 2. Taktiez uvadzame jeho
implementaciu v Matlabe. Vyhodou takejto implementacie je lahka modifikovatelnost

pri zmene pociatocnej podmienky (riadok 5).

% Burgersova rovnica
% Pociatocna podmienka z(x,0)=1, x \in [0,1], z(x,0)=0 inak
df=@(z) z; % derivacia funkcie toku, f(z) = (z"2)/2
L=@(z) z.72/2; 7 Lagranzian
g=chebfun({0,1,0},[-1,0,1,3], ’splitting’,’on’); % poc. podmienka
G=cumsum(g); % integral z poc. podmienky
d=minandmax(g) ’; % hlada lokalne extremy, kedze uvazujeme uzavrety interval
% najde aj globalne => ziskame obor hodnot funkcie g
a=g.ends (abs (jump(g,g.ends)) >10*xvscale(g)*eps); ’ najde body nespojitosti
% funkcie g
t=0:0.1:4; % casove body v ktorych hladame riesenie
Z=cell(size(t)); % inicializacia riesenia
T=cell(size(t));
z=Q@(x,t) pdeccl(df,L,g,G,d,a,x,t); 7% vracia hladanu funkcnu hodnotu v bode (x,t)
T{1}=chebfun (0, domain(g)); % vytvori chebfun funkcie pre t = 0
Z{1}=chebfun(@(x) g(x), domain(g), ’splitting’, ’on’, ’vectorize’);
parfor i=2:1length(t),
T{i}=chebfun(t (i), domain(g));
% na zakalde zabudovaneho algoritmu vycisluje funkcie z(x,t) v mnohych
% bodoch x a nasledne pomocou nich vytvori chebfun funkciu
Z{i}=chebfun(@(x) z(x,t(i)), domain(g),’splitting’,’on’,’vectorize’)
end
% vykreslenie vodopadoveho grafu
x=chebfun(’x’,domain(g));
for i=1:length(t),

plot3(x,T{i},Zz{i}, k)
hold on
end
xlabel (’$x$’,’interpreter’,’latex’,’fontsize’ ,18)

ylabel (’$t$’,’interpreter’,’latex’,’fontsize’ ,18)
zlabel (’$z$’,’ interpreter’,’latex’,’fontsize’ ,18)
grid on

Obrazok 5 predstavuje grafické znazornenie rieSenia Prikladu 4.2 v diskrétnych caso-
vych rezoch. Prerusovana ciara predstavuje skok - miesto, kde riesenie nie je diferen-

covatelné.

35

Obr. 5: Vodopadovy graf, Priklad 4.2.
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Lepsie znazornenie vyvoja oblasti nespojitosti je znazornené na obrazku 6. Ide o gra-
fickd interpoléciu riesenia v diskrétnych ¢asovych rezoch (obrazok 5) pomocou funkcie
surf.

4 1
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1.5
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1
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01
0 0
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2 2.5 3
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Obr. 6: Pohlad zhora, Priklad 4.2.

Priklad 4.3. LWR model, dva skoky

g+ [1.5¢(1 — q)], = 0, (57)

q(x,0) = 0.5,z € (—0.5,—0.3) U (—0.1,0.1),inak ¢ = 0.36 (58)

Rovnica (58) predstavuje situaciu, v ktorej sa nachadzaju dve lokdlne zhustenia

dopravy. Ulohu prevedieme na tvar Burgersovej rovnice.

2’2
o (3) -0

2(2,0) =0,z € (—0.5,—0.3) U (—0.1,0.1),inak z = 0.4

Obréazok 7a znazornuje riesenie v diskrétnych c¢asoch vodopadovym grafom. Na za-
klade tohoto obrazka mézme povedat, Ze druhy skok ,napédja“ svojou hmotou (vozid-
lami) prvy skok. Druhy skok nakoniec zanikne a situdcia sa vyvyja ako v Priklade 4.2.
Obréazok 7b je analdgiou situacie zobrazenej na obrazku 6 so zmenenou pociatocnou

podmienkou. Je na nom vidief zanik jednej z nehomogenit.
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-0.5 0 0.5 1 1.5
€T

(b)

Obr. 7: Priklad 4.3: (a) Vodopadovy graf, (b) Pohlad zhora.

Priklad 4.4. Burgersova rovnica pre nenormovani Gaussovu krivku

52
(f)
2(2,0) = e,z € (=2.5,2.5),inak z =0
V dalsom priklade budeme sledovat vznik a vyvoj nespojitosti v rieSeni. Tato ne-
spojitost v rieSeni vznika aj napriek spojitej poc¢iato¢nej podmienke. Je fakt, ze tak ako
je pociatoéna podmienka uvedend, je nespojita. Avsak tato nespojitost nema ziadny

signifikantny vplyv na vysledok. Rychlost Sirenia tejto nespojitosti v ¢ase t = 0 je
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dand ako v = ¢(x¢)/2 &~ 1073. Tto nespojitost sme sa rozhodli zaviest do pociatocnej
podmienky kvoli numerickym nepresnostiam, ktoré boli zrejme sposobené Chebfunom.
Obrazky 8a a 8b predstavuju riesenie Prikladu 4.4. Z obrazkov mézeme odhadnit cas
(t = 1), v ktorom ddjde ku vzniku skoku v rieseni. Neskor ukazeme, ako tento ¢as

vieme explicitne vyjadrif.
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Obr. 8: Priklad 4.4: (a) Vodopadovy graf, (b) Pohlad zhora.
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Priklad 4.5. LWR model pre nenormovani Gaussovu krivku

g+ a1 = q)], =0,

q(z,0) = A = (2.5,2.5),inak ¢ =0

09
08

0.7

(b)

Obr. 9: Priklad 4.5: (a) Vodopadovy graf, (b) Pohlad zhora.

Priklady 4.4 a 4.5 ukazuju zasadny rozdiel medzi Burgersovou rovnicou a LWR
modelom. Rovnaké pociatoénd podmienka vedie sice na podobné riesenia, ale skoky a
zriedovacie vlny st inak usporiadané.

Aby sme mohli hodnoverne posudit spravnost numerického riesenia ziskaného po-
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mocou Pontryaginovho principu minima, je vhodné najst aj jej explicitné vyjadrenie v
zavislosti na pociato¢nej podmienke. K pravej strane rovnice (55) pripo¢itame ez,,, kde

¢ je dostatocne malé a kladné. V dalsom kroku pouzijeme Hopf-Coleho transformaciu

Wy
= —2e—. 59
z € ” (59)

Nasledne najdeme derivacie z podla casu a priestoru,

Wy WiWy
=2 ———"]),
w w

2 2
w w 3w,w w 2w

2 > 2 3 )
w w w w w

ktoré dosadenim do rovnice (55) produkuji

2e[—wwyy + We(Wy — EWpy) + EWWesy
2

=0.

w
Citatel musi byt rovny nule, t.j. w,(w; — Wey) — w(wy — EWgy)e = 0. Z poslednej tGp-
ravy je vidiet, ze Burgersova rovnica sa zmenila na rovnicu vedenia tepla. ESte nam
zostava urcit pociatocni podmienku. Transformaciu mozeme ekvivalentne zapisat ako
z = —2¢(lnw),. Z transformdcie (59) vyplyva, ze prendsobenie funkcie w(x,t) nenulo-
vou konstantou nemd vplyv na hladané rieSenie z(x,t), a teda pociatoénti podmienku
mozeme zapisat v tvare w(z,0) = w(x) = e Jo #)/29)9s Riegenie rovnice vedenia tepla
v bode (z,1) je

(0.) 1 z2
wu¢%=[mam—%) ()dy.kde Gla,t) = ——c .

Po rozpisani pre pociato¢ni funkeciu z(x) rieSenie nadobtida tvar

(1 y +f’/

w(z,t) = }dy.

\/ 4dmet

Pouzitim spétnej tranformécie (59) a limitnym prechodom ¢ — 01 ziskame rieSenie

povodnej Burgersovej rovnice (55)—(56) v tvare

o0 r— € +f
) = Jim o= L,
e—0F 00 **[z Ik +f0

J%e ™

Nevyhodou takto ziskaného riesenia je, Ze je vzdy spojité. A teda v okoli bodov nespoji-

Lz €R,t>0. (60)

g,

tosti mozeme ocakavat horsiu konvergenciu. Obrazok 10 znazornuje situaciu z Prikladu
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4.4 v ¢ase t = 2. Ciernou ¢iarou je znazornené riesenie ziskané pomocou Algoritmu 2 a
zvy$né Ciary predstavuju explicitné rieSenia pre rozne epsilony. Vidime, ze ak ¢ — 07,

riesenia sa k sebe navzajom blizia.

Z4(22/2), =0,2(2,0) =e =2t =2
T T T Z T

\: —e=1
|‘ £=0.1 B
| £ =0.01

£ = 0.005

‘ — Algoritmus 2

Obr. 10: Priklad 4.4, rozne hodnoty parametra € vs. Algoritmus 2,t = 2.

V dalsej analyze budeme porovnéavat explicitné riesenie oproti rieseniu ziskanému
Algoritmom 2. Zvolime € = 107*, rovnomernu diskretiziciu na intervale z = (—4,4)
v 1000 bodoch a na ¢asovom intervale ¢ = (0.1,5) v 50 bodoch. Pri skimani rozdielu
medzi tymito dvoma rieseniami sa ukazalo, Ze maximdlny rozdiel je az 0.426 (v okoli
skoku), hoci len 2% z tychto bodov malo vacsi rozdiel ako 2.25 x 107*. Kvoli velkej
podobnosti medzi oboma rieseniami nie je lahké rozumne znézornit rozdiely v tychto
rieSeniach. Preto sme sa rozhodli vyuzit empiricki kumulativnu distribu¢na funkciu
ako je zndzornené na obrazku 11, pricom na abscise je absolitny rozdiel medzi ty-
mito dvoma sposobmi rieSenia. Je vidiet, Ze obe riesenia st si velmi podobné. V tomto
pripade vieme porovnat riesenia len medzi sebou, lebo k presnému rieseniu sa vieme
pomocou explicitného vzorca (60) iba priblizit. Preto dalsi priklad, ktory budeme ro-

zoberat, bude maf zndme presné riesenie.
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Obr. 11: Kumulativna pocetnost absolitnej chyby medzi numerickym a presnym riesenim.

Vysledok je ziskany pre 1000 deliacich bodov v premennej x a 50 deliacich bodov premennej

t, ktoré st distribuované rovnomerne. Graf je ziskany pre hodnotu e = 1074,

Presné riesenie Prikladu 4.2 mé tvar (pozri [3], kapitola 3.4, priklad 3):

Pre 0 <t < 2:

Y

9

z(x,t) =

0
i
1
0

?

Pre t > 2:
z <0
O<zx<t 0, z <0
t<z<1l+3 2w, t) =42, 2t
£C>1—|—% 0, x> /2t

Teda mdzeme porovnat presnost explicitného riesenia pre rézne hodnoty €. Obrazok

12 podporuje nase tvrdenie, Ze so zmensujicim sa e sa explicitny vzorec (60) sprestiuje.

Avsak ned4 sa z neho povedat, ze € = 107° je lepSia volba ako € = 10™*. Z obrazka 13

zasa vidno, Ze je najmenej vacsich numerickych nepresnosti pre e = 107 zo vsetkych

uvazovanych hodnot e.
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Obr. 12: Kumulativna pocetnost absoltitnej chyby medzi numerickym a presnym rie-
Ssenim. Vysledok je ziskany pre 1000 deliacich bodov v premennej x a 50 deliacich bo-
dov premennej t, ktoré distribuované rovnomerne. Graf je ziskany pre styri hodnoty ¢ €
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4.1 Metoda charakteristik

Ako sme spomenuli v kapitole 1, vo vSseobecnosti nemozeme ocakavat, ze rieSenie pozdlz

charakteristik bude konstantné. Toto tvrdenie ale neplati pre Burgersovu rovnicu.

dXy 0
d dX
az(Xk(t), t) = z+ d—tkzm =z + 22, =0 (62)

kde X (t) predstavuje charakteristickii krivku a k oznacuje, o ktort z kriviek ide. Da-
lej z (62) plati, ze z je podlz krivky Xj(t) konstanta. Potom na zaklade (61) plati,
ze krivka Xj(t) je polpriamka. Naviac sklon tychto polpriamok zavisi na z(zo,0),
kedze pociatocna podmienka nezvykne byt konstantna, dochadza k ich vzajomnému
pretnutiu a vzniku Sokovych vin. Na za¢iatok uvazujme dve rozne charakteristiky
Xi(t) = z(x1)t + 21 a Xo(t) = z(x2)t + x2, ktoré sa pretinaju v konecnom kladnom

¢ase. Tento ¢as urcime lahko

o iTTre (63)

(1) — 2(22)
Zapis (63) napadne pripomina prevrateni hodnotu numerickej derivacie. Ttto skutoc-

nost mozeme vyuzit pri hladani ¢asu, v ktorom vznikne Sokova vina.

Priklad 4.6. Vypocitajte presny cas t, v ktorom vznikne sokovd vina v Priklade 4.4.

. 1 e
t(r) = min ———5 = min —
z,t(z)>0 [e*x ] z,t(2)>0 270

Existuje iba jediné riesenie x.;, = \m, tmin = \/% ~ 1.1658. Pocet Sokovych vin
je zavisly od poctu lokdlnych maxim pociatocnej funkcie. Teda ak 2/(z,0) > 0 Vz
ziadne lokalne maximum neexistuje, charakteristiky sa navzajom nepretinaji. Treba
vsak davat pozor, lebo za istych podmienok by Sokova vina mohla vzniknit az potom,

¢o danym miestom prejde sokova vlna z nejakého blizkeho miesta.
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5 Vektorové rovnice zachovania a ich numerické rie-
Senia
5.1 Skalarna uloha: Integralna formulacia

Uvazujme ndhodnta premennt X s hustotou rozdelenia ¢ a distribu¢nou funkciou @),

kde hustota ¢ ndhodnej premennej X spliia diferencidlnu rovnicu

g+ ()], = 0. (64)

Nasim cielom je popis ¢aso-priestorového vyvoja daného kvantilu (napr. 10% kvantilu).
Inymi slovami, chceme popisaf, ako sa bude vyvijat distribu¢na funkcia ) v case a
priestore. Distribu¢na funkcia ma oproti hustote pravdepodobnosti vyhodu, ze vieme
ndjst numericki aproximéciu derivicie v kazdom bode, lebo je spojitd. (Poznamka:
Samozrejme sme si vedomi, ze hladat numerickii aproximaciu derivicie % napriklad
pre funkciu Q(z, tgxea) = ©H(z), kde H(x) je Heavisidova funkcia v bode x = 0, nie
je korektné. Moznym nepresnostiam, ktoré touto aproximaciou vzniknt, sa venujeme
v podkapitole 5.2.2.)

Na zaklade motivacnej tvahy o nahodnej premennej budeme predpokladat, ze
lim, 100 q(z,t) =0 a [0 q(z,t)dx < co. Nebudeme sa obmedzovat na nezaporné g a
ani pozadovat platnost rovnosti lim,_,., Q(z,t) = 1, ¢o su typické vlastnosti ndhodnej
premennej. Hoci v tejto praci sa nevenujeme problémom so zapornym ¢, odvodena

numerickd schéma je platna aj pre zaporné ¢. Definujme

Q(z,t) = [ xoo ¢(s,1)ds. (65)

Integrovanim rovnice (64) a z definicie Q(z,t) ziskame ststavu

0

Q1) = —flalx.1) + £(0), (66)

0

—Q(x,t) = q(z,t), 67

Q0 = alw0) (67)
ktord separuje priestorovii a ¢asovii derivaciu. Dalej zavedieme znacenie Q(z;,t") =
Q7. Casovii derivéciu aproximujeme doprednou diferenc¢nou schémou (Q — Q7) /At

presnosti O(At), kde At = ¢"T! — ™. 'V zavislosti na znamienku derivdcie funkcie toku

f(g) budeme rozliovat ,upwind“ a ,downstream* priestorovi diskretizéciu [6].
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Ak [’ <”1_”> < 0, potom

2Ax
ntl n n_Qn
Q At Q f(()) . f (Qz Afz—l) 7
Q= a0 - (a9 (68)

Ak f' <QZ+12;;21_1> > 0, potom

Qn—l-l Qn Qn n
G- (P52,

Q= qre a1 - (ELER)] (69)

Uvedent diskretizacnt schému sme aplikovali na rieSenie tlohy 4 z prace [5]. Graficky

vysledok je uvedeny na obrazku 14.

Burgersova rovnica: ¢(x, 0) = sin(22) + sin(z)?, 2 € (0,14), inak ¢(z,0) =0

Obr. 14: Casopriestorovy vyvoj riesenia prikladu 4 z [5].

Pre porovnanie na obrazku 15 uvddzame reprodukciu vystupu z publikécie [5]. Pozna-
menavame, ze diskretizacna schéma (68) a (69), navrhnutd v tejto diplomovej praci,
je casovo efektivnejsia. Numerické rieSenie nezabralo viac nez mindtu, pricom riesenie

pomocou Algoritmu 2 v [5] vyZzaduje niekolko hodin.
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Obr. 15: Riesenie 4 z [5]. V publikécii [5] je pouzité iné znacenie, u = q.

% Burgersova rovnica:
% Pociatocna podmienka: q(x,0) = sin(x~"2) + sin(x)~2, x \in (0,14), inak q(x,0) = 0
N=1501; J, pocet deliacich bodov premennej x

xmin=0; 7 interval, na ktorom ratame priklad (xmin,xmax)
xmax=16;

dx=(xmax-xmin) /(N-1); % dlzka priestoroveho kroku

tmax=4; 7 cas, po ktory ratame priklad

dt=10"-3; % dlzka casoveho kroku
x=linspace (xmin , xmax ,N);
g=chebfun({’sin(x."2) + sin(x)."2’,0},[xmin,14,xmax],’splitting’,’on’); % pociatocna
podmienka
gint=cumsum(g); % integral z pociatocnej podmienky
Q0=gint (x)-gint (xmin); % =zodpoveda transformacii QO0(x) = \int_{-\infty} {x} q(s,0)ds
% start cas poloha
Q=[Q0;zeros (tmax/dt,length(x))];
for n=2:(tmax/dt+1), % n - cas
for i=2:length(x)-1, % i - priestor
if (Q(n-1,i+1)-Q(n-1,i-1))<0, % podla znamienka derivacie funkcie toku
% sa rozhodneme, aku diferencnu schemu
% pouzijeme - dopredna / spatna
Q(n,i)=Q(n-1,1i)-dt/(2*dx"2)*(Q(n-1,i+1) - Q(n-1,1i))"2;
else Q(n,i)=Q(n-1,i)-dt/(2*dx"2)*(Q(n-1,i) - Q(n-1,i-1))"2;
end
end
Q(n,1)=Q0(1); 7 okrajove podmienky
Q(n,end)=Q0(end) ;
end
q=(Q(:,2:end)-Q(:,1:end-1))/dx; Jriesenie

V popise prilozeného .m kédu uvadzame, aki diferenéntt schému pouzijeme podla
znamienka derivacie funkcie toku. Kedze ide o Burgersovu rovnicu, funkcia toku je
fl@) = ¢* a f'(q) = 2q = 2Q,. Pre aproximéaciu derivicie Q, sme pouzili centralnu

kone¢no-diferenéntt aproximaciu [Q?,; — Q1 ,]/(2Ax), ktord ma presnost radu O(Az?).

5.2 Vektorova tuloha: Integralna formulacia

Integralnu transforméciu uvedeni v podkapitole 5.1 mozno zovseobecnif na stustavy

hyperbolickych diferencialnych rovnic. Zavedieme pomocné funkcie:

Q') = [

—00

T x

q'(s,t)ds, QQ(ar,t)=/ (s, t)ds.

—0o0
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Integrovanim rovnic (49) a (50) a vyuzitim definicii Q' a Q? dostdvame nasledujtci

systém rovnic pre Q', Q?, ¢* a ¢*:

8;1 = £1(0,0) = fi(¢", &%) — K2Q" + K*'Q?, (70)
ag = £2(0,0) — fo(q". ¢*) + k2Q" — K Q?, (71)
%Cif _ (72)
%Cf — (73)

V nasledujicom kroku ukézeme, ze rovnice (70)—(73) zachovavaju celkové mnozstvo
hmoty. V kontexte spojitého popisu integrujucej dopravy v dvoch jazdnych pruhoch
[13] to znamend, ze celkovy pocet vozidiel je konstantny. Na zaciatku tejto kapitoly

sme v predpokladoch pozadovali, aby lim, .1 q(z,t) =0 a teda

lim f(q17 q2) = f(ov O),

r—+o0

preto mozeme pisat

.0 . .
mh_{go an — 3}1_{{)10 fl(Oa()) o fl(ql,QQ) o leQl + k,21Q2 — wh_{go _k12Q1 + leQQ, (74)

lim ;QQ = lim f>(0,0) - fo(q', ¢°) + K7Q" = £*'Q* = lim +£7Q" — k'@, (75)

T—00

Sc¢itanim oboch rovnic mame

tm 2@+ @7 =0 (76)

Vidime, ze lim, .o [“. ¢'(s,t) + ¢*(s,t)ds = konst., a teda celkovd hmota v oboch
jazdnych pruhoch sa zachovéva. Zavedieme notaciu lim,_, Q' = Qi(t),j = 1,2, ktort

vyuzijeme v rovniciach (74) a (75).
Q_ll _ —kuél + k21C§2,
QY = K2Q — I QLS

Tym sme ziskali stustavu linearnych obycajnych diferencialnych rovnic v casovej pre-

mennej, ktorej rieSenie mozno vyjadrit v tvare:

QUO) = o [F1Q10) + @200 + K2Q1(0) — k2 @20))e ()] 77
Q) = o [F1GH0) + Q0)] - [K2Q1(0) — K Qe()}e” ()] (78)
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7 rovnic (77) a (78) plynie, Ze ak k'2Q(0) = k*'Q2(0), tak Q! a Q? s konstanty.
Navyse ak k'% a k?! nie st sucasne nulové (predpoklad nezdpornosti k'% a k?! je disku-

tovany v podkapitole 3.1), tak rieSenie ststavy konverguje pre ¢ — oo k stacionarnemu

rieseniu.
_ _ L2 - -
Q" = lm QYD) = 13y [@10) + @0)]. (79)
_ _ 112 ~ -
Q* = lim Q(t) = 15y [Q10) +Q(0)] (80)

Tieto konstanty nds informuji o celkovej doprave (v diskrétnej situdcii by islo o pocet
vozidiel) na okrajoch (z — o) jednotlivych jazdnjch pruhov v ¢ase ¢t — oco. Casovii

dynamiku funkeif Q7(t),j = 1,2 ilustruje obrazok 16¢).

t=2 t==6

pruhl
pruh2

pruhl
pruh2 4.5

pruhl
pruh2 0.45

Q1)

o 0.25 T 0.25

25 30 35 1] 5

Obr. 16: Line4rny systém dvoch rovnic s po¢iatoénou podmienkou ¢!(x,0) = 0.8,z € (0, 3)U
(5,8), inak 0 a ¢*(z,0) = 0. 41 = 4, 4z = 2, k12 = 3 a ko1 = 2. Rozdiel medzi ¢* a ¢ v
neskorsich ¢asoch (obrazky a) a b)) je spojeny s prenosom hmoty medzi dvoma jazdnymi
pruhmi. Pre ¢ > 1 sa uz efektivne dosahuje limitny stav Q7* dany (79) a (80). V pripade bez
interakcie jazdnych pruhov (k12 = k21 = 0) sa systém redukuje na dve nezviazané advekéné

rovnice s propagaciou hustotnych funkcii ¢! a ¢ bez zmeny tvaru.

Dalej uvazujme, ze funkcie toku pre oba pruhy st rovnaké a zévisia iba od jednej

premennej, kontrétne f; = f(q') a fo = f(¢?), dalej nech k2 = k! =k > 0.

g + f(¢")e +E(¢" — ¢*) =0, (81)

@+ [(¢*)e — k(" — ¢*) = 0. (82)
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Potom funkcie, ktoré si rieSeniami rovnic (81) a (82) sa ¢asom priblizuji k sebe. Toto
tvrdenie je intuitivne jasné. Obe funkcie ¢!, ¢* sa riadia rovnakou funkciou f(q) toku
a naviac, na kazdom tseku (z1,z2) na ktorom ¢'(x,t) # ¢*(x,t) dochddza k takému
toku vozidiel medzi pruhmi, ktory zmensuje rozdiel |¢' — ¢?|, nie¢o ako mean reversion
process. Inak povedané, pre cas ¢ — oo riesenia k sebe konverguju bez ohladu na

pociatocnu podmienku.

5.2.1 Numericka schéma pre dvojrozmerny systém

Numericka schému na vypocet rieSenia nasho 2D systému hyperbolickych PDR od-
vodime analogicky ako v pripade jednorozmerného problému, pricom sa obmedzime
iba na také funkcie toku, ktoré zavisia iba od jednej premennej. Zavedieme notaciu
Q7 (z;,t") = Q7", kde j = 1,2 zodpovedna jazdnému pruhu. Budeme rozliSovat upwind
a downstream pripady na zaklade znamienka derivacie fJ’(Qi) Numericka schéma pre

j-ty jazdny pruh, kde j = 1,2, ma nasledovny tvar:

Jon Jsm
[ Wit1 — Wit
Ak f; <2Ax ) < 0, potom
QMH — Q‘j?n MI — QM i7.12 11 11,21 12
G = po - g (BRSO v gt - it
| | i i | |
Qg,n+1 _ Qg,n 4 At [fj(o) _ fj <Z+1Axcgl> _ (_1)jk12Q3,n + (_1)]]{21Qz2,n )
(83)
= Qi
/' K3 11— >
Ak f] ( SAL ) > 0, potom
j,n+1 _ ]",n j",n . j"m A A
PO =0 (TSI conm - g
| | o _ i | |
Q=i+ 8 10) - (L) - caprngin + ).
(84)

5.2.2 Diskusia nespojitosti ¢(z,t) a Q.(x,t) v priestorovej premennej z

Specifikom tejto numerickej schémy je zévislost rieSenia na volbe diskretiza¢nych bo-

dov v priestorovej premennej, vid obrazok 17. Na zdklade numerickych rieseni (rézne
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diskretizacné body, rézne pociatocné funkcie, rézne funkcie toku) sme vypozorovali,
ze v niektorych pripadoch sa nepreukazala zavislost na volbe diskretiza¢nych bodov.

Dalej sa budeme zaoberat dévodom, preco je to tak.

0.5 ' ' 0.5 ! r
— —
S N\ | |‘|
0.4 N \\ - 0.4t \
0.3 \\ \ 1 0.3 \
— \\ b —
o \ \ o \\ A
0.2 Y \ 0.2} \, N\
N\ N\ \ A
0.1 N 0.1+ ‘ AN | h
| \\J \\‘ \\_. s,
0 i N . 0 N
0 2 4 6 8 10 12 0] 2 4 6 8 10 12
X X
Detail Detail
0'5 ! 0'5 """""""""""""
04l°0 00 C0000CO0C0OGOLE A A - 0.4
0.3 g 0.3
— —
o o
0.2 0.2+
0.1 1 0.1F
0 0
2.9 3 31 3.2 33 2.9 3 31 3.2 3.3
X X

Obr. 17: Nelinearny LWR systém dvoch rovnic s po¢iatoénou podmienkou ¢*(z,0) = 0.8, €
(0,3) U (5,8), inak 0 a ¢?(x,0) = 0. 4y = 4, iy = 2, k12 = ko1 = 1. RieSenie je zobrazené pre
q' v ¢ase t = 0.8. Delenie v priestorovej osi v oboch pripadoch je dz = 0.02, rozdiel je iba v

posunuti delenia o dx /2.

Prechodom od funkcie ¢ k funkcii @ v (65) sme sice odstranili skoky—miesta, kde neexis-
tuje priestorova derivacia funkcie g(x,t), ale stéle zostali ,zlomy“—body nespojitosti v
priestorovej derivacii funkcie Q(z,t), pozri obrazok 18. Nasa numerickd schéma na-
priek tomu aproximuje tiuto deriviaciu konecnou hodnotou. Dévodom, ktory vedie na
rozdielne riesenia, je prave numerickd aproximacia derivacie v oblasti ,zlomu“. Uva-
zujme dvojrozmerny systém z obrazka 17. V ¢ase t = 0 chceme aproximovat priestorovi
derivéciu funkcie Q' v okoli bodu z = 3. V bode x = 2.98 bude Q. (z,0) = 0.8 a v bode
x = 3.02 bude QL(z,0) = 0. Na intervale (2.98,3.02) bude numerick4 aproximdcia de-
rivacie niekde medzi 0 a 0.8 v zavislosti na deleni priestorovej premennej. Funkcia toku
je kvadratickd, konkrétne f(q') = u1¢*(1 —¢') = 4¢* (1 — ¢'), maximum teda nadobiida
pre ¢! = 0.5 a to f(q') = 1. Aproximécia pre ¢' je medzi 0 a 0.8, a teda aproximécia

pre f(q¢') je medzi 0 a 1, navySe funkcia toku na intervale (0,0.8) nie je prostd. V
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skok zlom
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Obr. 18: Grafické zndzornenie skoku a zlomu.

zavislosti na volbe diskretiza¢nych bodov ziskame rézne funkcie toku, pozri obréazok 19

vpravo a vlavo. V oboch pripadoch st ¢ a ) zhodné s vynimkou relativne tizkej oblasti
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Obr. 19: Grafické znazornenie priebehu funkcii toku. Obrazok vlavo, numerickd aproximaécia
derivacie QL(z,0) = 0.4 v okoli z = 3, obrazok vpravo Q.(z,0) = 0. Roziely v okoli nuly nie

su podstatné, lebo smer propagacie zmien je zlava doprava; u; > 0, us > 0.

v okoli bodov nespojitosti pociato¢nej podmienky. Tento rozdiel je dosledok toho, ze
funkcia toku nie je prostd na intervale velkosti skoku, teda (0,0.8). Ak je pociato¢nd
podmienka taka, ze funkcia toku v oblasti skoku je prosta, rieSenie uz nezavisi na pozicii
diskretizacnych bodov (vid obrazok 20). Podobné tivahy platia aj pre linedrny model,

v ktorom je funkcia toku prosta. Na obrazku 20 je vidiet, ze tvar prvého ,piku® je
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Obr. 20: Rovnaké situdcia ako na obrizku 17, az na podiatoénii podmienku funkcie ¢.

q'(2,0) = 0.8,z € (0,3) U (5,8),q¢' (x,0) = 0.5,z € (3,5) inak 0.

efektivne rovnaky v oboch pripadoch, zatial ¢o druhy ,pik“ vykazuje rozdiely. Efek-
tivnu zhodu v rieseniach vieme dosiahnuf takym vyberom diskretizacnych bodov, pre
ktoré body nespojitosti @7, j = 1,2 spadaji do stredov deliacich intervalov. Iny sposob
spoc¢iva v zhladeni funkcie v kazdom c¢asovom reze, v ktorom odhadnuta funkcia toku

zavisi na volbe deliacich bodov, napriklad pomocou moving average nizkeho stupna.

5.2.3 Pozorovania z numerickych rieseni

Numerické vypocty, ktoré sme vykonali pomocou aplikdcie APLIKACIA.m (Priloha A)
naznacuju, ze ak t — 00, rieSenia si nazvajom posunuté a prenasobené konstantou.
Pre dvojrozmerné systémy (51)—(52) a (53)—(54):

lim k¢! (z,t) = lim k*'¢*(z +4,1). (85)

V tejto casti odhadneme vztah pre priestorové posunutie ¢ pre oba modely. Uvazujme
rovnice tychto modelov pre ¢ — oo a vyuzijeme vztah (85), horny index nebudeme

pouZivat, kedze hladané ¢! a ¢* sii na sebe priamo zavislé.

q(z,t); + fla(z, )], + k2q(x,t) — K**q(z — 6,t) = 0, (86)

q(z, 1), +af[q(z, )], — kPq(z +6,t) + k*'q(z,t) = 0, (87)
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kde a = uz/u;. Ak § nie je prili§ velké, vieme ho odhadnit vyuzitim Taylorovho radu

q(z £0,t) = q(z,t) £ 0g.(x,t) + 0(d). Tento vztah vyuzijeme v (86) a (87):
f(@)e + 6k2q, — k%0(8) = af(q)e — 0K qp — k™ 0(9). (88)
Odtial pre linearny model (51) a (52) plati
(1= )i +0(k™ + k)] go = (K" = k)o(0),

a nasledne odhad pre § v linedrnom modeli ma tvar

o=ty -
Pre nelinearny LWR model (53) a (54) plati
(1= 2q)(1 = a)ay + 6(k"™ + k)| g, = (k' = k*)o(6),
a nasledne odhad pre 6 v nelinedrnom modeli ma tvar
5= (1 —2g)(a— 1)@1_ (90)

k12 + k21

V linedrnom modeli maji riesenia ¢!, ¢*> pre t — oo rovnaky tvar, pricom st posunuté

o hodnotu ¢ dant (89). Na obrazku 21 je zndzorneny pokles hodnoty integralu

/oo |2 (2, ) — k* ¢ (z + 9,t)|dx pre t € (0,40).

- k?Lg2 (x+4,b)|dx

101L

[k2qtx,0)

w02k _’ _—

I

103

Obr. 21: Integral absolutnej hodnoty rozdielu. Linedrny systém s pociato¢nou podmienkou

q'(z,0) = 0.8,z € (0,3) U (5,8), inak ¢'(z,0) =0a ¢®> =0. u1 = 4,us = 2, k2 =1, k%! = 3.
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Za predpokladu platnosti vztahu (85) mézeme tvrdit, Ze ak jedna z rychlosti uy, uy
je nulova a k'?2 > 0,k* > 0, hmota sa stdle vizualne hybe v oboch jazdnych pruhoch.
To aj napriek tomu, ze vozidla v jednom z nich stoja. Je to preto, lebo vozidlo sa
preradi z jazdného pruhu, ktory sa hybe, do stojaceho a po case sa opat preradi do

hybajiceho sa. Tymto spdésobom sa pohybuje cely jazdny pruh.

5.3 Dalsie aplikicie

V élanku [9] autori riesia problém usddzania castic vplyvom gravitécie pri priudeni sus-
penzie po naklonenej rovine. Pri tomto toku dochadza k usddzaniu castic na pevny
povrch, pricom sa vytvaraju dva fronty - rychlejsi kvapalinovy a pomalsi ¢asticovy.
Autori sa v préaci zaoberaju vplyvom naklonu spodnej hranice a pociatocnej koncentra-
cie castic. Uvazuju tok tenkej vrstvy suspenzie pozostavajucej z viskdznej kvapaliny a
drobnych sférickych castic. Predpokladaji, ze priudenie suspenzie je symetrické podla
osi y, vid obréazok 22. Dolné indexy p a [ sa vzfahuji k premennym a konstantam,
ktoré popisuju castice kvapaliny. Nutnou podmienkou je, aby suspendované sférické
castice mali vyssiu hustotu ako kvapalina p, > p;; v opa¢nom pripade by nedochadzalo
k usadzovaniu. Funkcia 0 < ®(x,z,¢) < 1 oznaCuje pomerni ¢ast objemu zastipeni
casticami. V tejto praci autori predpokladali, Ze maximalna pripustna hodnota pre &
je @, = 0.61. V skutocnosti viskozita i takejto suspenzie je funkciou @, teda p(®). V
clanku bol systematicky odvodeny model, ktory vychadza zo Stokesovych rovnic pre
suspenzie a zo zakona zachovania objemu castic. V préci [10] je rozvinuté tedria asymp-
totickej redukcie riadiacich PDR pre pripad tenkych vrstiev kvapaliny (tzv. lubrikacné
aproximacia). Tato aproximacia je pouzitd aj v modeli [9]. Kluc¢ovi tlohu zohrava
skalovanie transportnych c¢lenov, vdaka ktorym tok castic v z-ovom smere v najvys-
Som rade zanikne. Dalej uvddzame redukovany model - stistavu zviazanych parcidlnych

diferencidlnych rovnic pre premenné h(zx,t) a n(z,t):

hy + (I;S)x =0, (91)

\/973 (nh)3/2] =0, (92)

T

nt—i—

kde h(z,t) je celkova vyska suspenzie a n(z,t) je celkové mnozstvo castic. Bezrozmerny

(pp—p1) cot(a)

2 . [ Cow cs
parameter B = O K meria usadzanie castic vplyvom gravitacie v z-ovom smere
c
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Liquid

Sediment &8 .

Obr. 22: Obrézok je reprodukciou z [9]. a) zndzornuje tok suspenzie a vrstvu sedimentu
oddelujuicu fronty, b) znazornuje prierez x; - dizka frontu kvapalinovej casti, Tp - dizka frontu
Casticovej Casti, u - objemovo spriemernend rychlost, h - celkova hribka suspenzie, T - vyska
sedimentu, ® - percentudlne zastipenie castic v danom mieste, o - uhol ndklonu spodnej

hranice.

relativne k tangencidlnemu pohybu a K. je empiricky ziskana konstanta. Pociatocné a
okrajové podmienky su Specifikované v zahlavi obrazka 23.

Numerickt schému uvedena v podkapitole 5.2 sme implementovali na riesenie sys-
tému rovnic (91) a (92), vid Priloha B. Numerické vysledky st uvedené na obrazku
23 vlavo. Pre porovnanie uvadzame na obrazku 23 vpravo reprodukciu numerickych

vysledkov z préce [9].

Obr. 6a
' Joas (@) — p10.15
1t 1 1.0f S
0.75 g
{oa
" os "= 0s =
{o.05
0.25|
0 L] 0

Obr. 23: Porovnanie rieSenia sustavy rovnic (91) a (92), obrazok vlavo - numerickd metéda
odvodend v tejto kapitole, obrazok vpravo - prevzany z [9]. Poc¢iatoénd podmienka: h(x,0) =
1,z € (0,1) inak h(x,0) = 0, n(x,0) = foh(z,t), kde fo = 0.1. B =2.307 a o = 20°. RieSenie

je zobrazené v casoch t = 0.5 a t = 50.
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ZAVER

Zaver

V prvej kapitole tejto prace sme uviedli matematickt reprezentéciu zdkona zachovania
pomocou hyperbolickych parcidlnych diferencidlnych rovnic. Uviedli sme niekolko pri-
kladov hyperbolickych rovnic a nacrtli sposob ich riesenia. Nasou motivaciou pre ich
studium bola uplatnitelnost v tedrii dopravy.

V druhej kapitole sme sa zamerali na riesenie jednorozmernych hyperbolickych tiloh
pomocou preformulovania na tlohu optimalneho riadenia. Numerické aproximécie rie-
seni sme ziskali aplikdciou algoritmov zo zdroja [5], ktoré si zalozené na Pontryagino-
vom principe minima.

V tretej kapitole sme sa venovali makroskopickému popisu dynamiky dopravy. Na
zaklade tvah o spravani sa vodi¢ov na viacprudovej komunikécii sme zaviedli rozsireny
model dopravy, ktory uvazuje prechody vozidiel medzi jazdnymi pruhmi.

Stvrtéa kapitola je venovana niekolkym prikladom a sposobom numerickych vypoéc-
tov, ktoré hovoria o spravnosti zavedenej tedrie. Ide najmé o priklady vyuzivajice
Algoritmy 1 a 2 z kapitoly 2. Ako sa ukéazalo, najvic¢sou nevyhodou tychto algori-
mov bola ¢asova naroc¢nost, napriklad oproti metode vyuzivajicej viskéznu Burgersovu
rovnicu.

V poslednej kapitole sme navrhli vlastny aproximativny pristup ku rieseniu skalar-
nych a vektorovych hyperbolickych tloh. Tento pristup je zalozeny na preformulovani
hyperbolickej tlohy v terminoch neurcitého integralu funkcie toku. V podkapitole 5.3
uvadzame pouzitie odvodenych numerickych schém aj na ini tlohu.

V Prilohe A uvadzame matlabovské kédy, vdaka ktorym vieme efektivne zobra-
zif numerické riesenie dvojrozmernej hyperbolickej PDR so zvolenou funkciou toku a
zadanou pociatocnou funkciou. V Prilohe B je matlabovsky kdéd, ktory riesi stustavu
previazanych rovnic (91) a (92).

Hlavnym prinosom povodnej Casti préace je rozsirenie existujiceho modelu z préce [8]
pre tlohy s viacerymi jazdnymi pruhmi. Prinosom pre autora bolo prehibenie vedomosti
z oblasti numerického aproximativneho rieSsenia PDR, ako aj prepojenie so znalostami

z oblasti optimalneho riadenia.
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Priloha A

Hlavna funkcia APLIKACIA.m vo svojej prvej casti definuje vzhlad jednoduchého solvera
pre ulohy (51)—(52) a (53)—(54). V druhej ¢asti najprv prebehne inicializacia na zaklade
uzivatelovych vstupov, a potom pomocné funkcie linsys 2D.m a LWR_2D.m vyriesia
dant tlohu. Vystupom tohoto solvera je séria obréazkov (kresli_subploty.m) alebo
gif (vytvor_gif.m).

function [ql1,q2,x]=linsys_2D(xmin,xmax,tmax,ul,u2,k12,k21,g1,g2,G1,G2,dx,dt,N,casy)
% Linearny model
x=linspace (xmin,xmax,N) ;
t=0:dt:tmax;
Q01=G1(x)-G1(xmin) ;
Q02=G2(x)-G2(xmin) ;
Q1=[Q01;zeros(1,length(x))];
Q2=[Q02;zeros(1,length(x))];
ql=zeros(length(casy),length(x)-1);
g2=zeros (length(casy) ,length(x)-1);
for n=1:length(t),
for i=2:length(x)-1,
if ul*Q1(l,i+1)<ul*Qi(l,i-1),
Q1(2,1)=Q1(1,i)-ul*dt*(Q1(1,i+1)-Q1(1,1i))/dx -dt*k12*xQ1(1,i)+dt*xk21*Q2(1,1);
else
Q1(2,1)=Q1(1,i)-ul*dt*(Q1(1,1)-Q1(1,i-1))/dx -dt*k12xQ1(1,i)+dt*k21*Q2(1,i);
end
if u2*Q2(1,i+1)<u2%Q2(1,i-1),
Q2(2,1)=Q2(1,1i)-u2*dt*(Q2(1,i+1)-Q2(1,1i))/dx +dt*k12*xQ1(1,i)-dt*k21*Q2(1,1i);
else
Q2(2,1)=Q2(1,1i)-u2*dt*(Q2(1,1i)-Q2(1,i-1))/dx +dt*k12*xQ1(1,i)-dt*k21*Q2(1,1);
end
end
Q1(2,1)=Q01(1);
Q1(2,end)=(k21*(Q01(end)+Q02(end)) + (k12*Q01(end) - k21*Q02(end))*exp(-(k12+k21)*(t(n))))/ (k12+k21)
Q2(2,1)=Q02(1);
Q2(2,end)=(k12%(Q01(end)+Q02(end)) - (k12*Q01(end) - k21%Q02(end))*exp(-(k12+k21)*(t(n))))/(k12+k21)
if (k12==0 & k21==0),
Q1(2,end)=Q01(end);
Q2(2,end)=Q02(end) ;
end
kde=find(n==casy) ;
if ~isempty(kde),
ql(kde,:)=(Q1(1,2:end)-Q1(1,1:end-1))/dx;
q2(kde, :)=(Q2(1,2:end)-Q2(1,1:end-1))/dx;
end
Q1(1,:)=Q1(2,:);
Q2(1,:)=Q2(2,:);
end
ql(:,[1,end-1,end])=[];
q2(:,[1,end-1,end])=[1;
x=x(2:end-3);

function [ql1,q2,x]=LWR_2D(xmin,xmax,tmax,ul,u2,k12,k21,g1,g2,G1,G2,dx,dt,N,casy)
% Nelinearny model

x=linspace(xmin,xmax,N) ;

t=0:dt:tmax;

Q01=G1(x)-G1(xmin) ;

Q02=G2(x)-G2(xmin) ;

Q01=[0, (QO1(1:end-2)+Q01(2:end-1)+Q01(3:end))/3,0];
Q02=[0, (Q02(1:end-2)+Q02(2:end-1)+Q02(3:end))/3,0];
Q1=[Q01;zeros(1,length(x))];
Q2=[Q02;zeros(1,length(x))];
ql=zeros(length(casy),length(x)-1);
g2=zeros(length(casy),length(x)-1);

for n=1:length(t),
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end

ql(:
q2(:

for i=2:length(x)-1,
if ul<u1*(Q1(1,i+1)-Q1(1,i-1))/dx,
Q1(2,1)=Q1(1,1i)-ul*dt*(Q1(1,i+1)-Q1(1,1i))*(1-(Q1(1,i+1)-Q1(1,1))/dx)/dx —-dt*k12*Q1(1,i)+...
dt*k21*Q2(1,1);
else
Q1(2,1)=0Q1(1,i)-ul*dt*(Q1(1,1)-Q1(1,i-1))*(1-(Q1(1,1i)-Q1(1,i-1))/dx)/dx —-dt*k12*Q1(1,i)+...
dt*k21*Q2(1,1);
end
if u2<u2+(Q2(1,i+1)-Q2(1,i-1))/dx,
Q2(2,1)=Q2(1,1i)-u2*dt*(Q2(1,i+1)-Q2(1,1))*(1-(Q2(1,i+1)-Q2(1,1))/dx) /dx +dt*k12*Q1(1,i)-...
dt*k21*Q2(1,1);
else
Q2(2,1)=Q2(1,1i)-u2*dt*(Q2(1,1)-Q2(1,i-1))*(1-(Q2(1,1)-Q2(1,i-1))/dx) /dx +dt*k12*Q1(1,i)-...
dt*k21*xQ2(1,1);
end
end
Q1(2,1)=Q01(1);
Q1(2,end)=(k21%(Q01(end)+Q02(end)) + (k12%Q01(end) - k21%Q02(end))*exp(-(k12+k21)*(t(n))))/(k12+k21);
Q2(2,1)=Q02(1);
Q2(2,end)=(k12*(Q01(end)+Q02(end)) - (k12*Q01(end) - k21*Q02(end))*exp(-(k12+k21)*(t(n))))/(k12+k21);
if (k12==0 & k21==0),
Q1(2,end)=Q01(end) ;
Q2(2,end)=Q02(end) ;
end
kde=find(n==casy) ;
if ~isempty(kde),
ql(kde,:)=(Q1(2,2:end)-Q1(2,1:end-1))/dx;
q2(kde, :)=(Q2(2,2:end)-Q2(2,1:end-1)) /dx;
end
Q1(1,:)=Q1(2,:);
Q2(1,:)=0Q2(2,:);

,[1,end-1,end])=[];
,[1,end-1,end])=[];

x=x(2:end-3);

function kresli_subploty(ql,q2,x,casy,typ_subplotu,xmin,xmax,dt)
tl=typ_subplotu(l);

t2=typ_subplotu(2);

mingl1g2=min([min(min(ql)) ,min(min(q2))1);
maxqlq2=max ( [max (max(q1)) ,max(max(q2))1);

figure

hold on

for

end

i=1:length(casy),
subplot(t1,t2,1)
plot(x,q1(i,:),’k’)

hold on

plot(x,q2(i,:),’r?)
axis([xmin,xmax,mingl1q2,maxqlq2])
legend(’pruhl’,’pruh2’)
title([’$t = $°,’ ’,num2str((casy(i)-1)*dt)],’interpreter’,’latex’)
xlabel(’x’)

ylabel(’q’)

hold off

function vytvor_gif(ql,q2,x,casy,dt,adresa,xmin,xmax)
ming1g2=min([min(min(q1)) ,min(min(q2))]1);
maxqlq2=max ( [max (max(q1)) ,max(max(q2))1);

h =
for

figure;

n = 1:length(casy),
plot(x,ql(n,:),’k’);

hold on

plot(x,q2(n,:),’r’);
axis([xmin,xmax,minql1q2,maxqlq2])
t2=num2str ((casy(n)-1)*dt+107-3);
title([’t = ’,t2(1:end-1)])
xlabel(’x’)

ylabel(’q’)

legend(’pruh 1’,’pruh 2°)

hold off
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drawnow

% Capture the plot as an image
frame = getframe(h);

im = frame2im(frame);
[imind,cm] = rgb2ind(im,256);

% Write to the GIF File
if n ==
imwrite(imind,cm,adresa,’gif’, ’Loopcount’,inf,’DelayTime’,0.01);
else
imwrite(imind,cm,adresa,’gif’, ’WriteMode’,’append’, ’DelayTime’,0.01);
end
end

function APLIKACIA

h=figure;
set(h,’color’,[0.8,0.8,0.8],’units’, ’normalized’, ’position’,[0.1,0.05,0.8,0.6], name’,’APLIKACIA’)
set (h, ’numberTitle’,’off’,’resize’,’on’)

textO=uicontrol(’style’,’text’,’units’, ’normalized’, ’position’,[0.02,0.915,0.12,0.06]);
set (text0, ’BackgroundColor’,[0.8,0.8,0.8], FontSize’,14, HorizontalAlignment’,’left’,...
’string’, ’Vyber model:’,’ForegroundColor’,’k’)

popupl=uicontrol(’style’,’popupmenu’,’units’,’normalized’,’position’,[0.15,0.915,0.15,0.06]);
set (popupl, ’String’,{’Linearny model’,’LWR model’});

text00=uicontrol(’style’,’text’,’units’, ’normalized’,’position’,[0.375,0.915,0.12,0.06]);
set (text00, ’BackgroundColor’, [0.8,0.8,0.8], FontSize’,14, ’HorizontalAlignment’,’left’,...
’string’,’Vyber vystup:’,’ForegroundColor’,’k’)

popup2=uicontrol(’style’,’popupmenu’,’units’,’normalized’,’position’,[0.51,0.915,0.15,0.06]);
set (popup2, ’String’,{’Subplot ($)’,’Gif (x)’});

editl=uicontrol(’style’,’edit’,’units’, ’normalized’,’position’, [0.375,0.766,0.6,0.06]);

set(editl,’BackgroundColor’,’w’, ’FontSize’,16,’String’, ...
’chebfun({0,0.8,0,0.8,0},[-1,0,3,5,8,35],° ’splitting’’,’’on’’)’)

set(editl, ’HorizontalAlignment’,’left’)

textl=uicontrol(’style’,’text’,’units’,’normalized’,’position’,[0.02,0.76,0.35,0.06]);
set (textl,’BackgroundColor’,[0.8,0.8,0.8], FontSize’,14, ’HorizontalAlignment’,’left’, ...
’string’,’Zadaj pociatocnu funkciu pre prvy pruh:’,’ForegroundColor’,’k’)

edit2=uicontrol(’style’,’edit’,’units’, ’normalized’,’position’, [0.375,0.696,0.6,0.06]);
set(edit?2, ’BackgroundColor’,’w’, ’FontSize’,16,’String’, ’chebfun(0, [-1,35]) )
set(edit2, ’HorizontalAlignment’,’left’)

text2=uicontrol(’style’,’text’,’units’, ’normalized’,’position’,[0.02,0.69,0.35,0.06]);
set (text2, ’BackgroundColor’, [0.8,0.8,0.8], FontSize’,14, ’HorizontalAlignment’,’left’,...
’string’,’Zadaj pociatocnu funkciu pre druhy pruh:’,’ForegroundColor’,’k’)

edit3=uicontrol(’style’,’edit’,’units’, ’normalized’,’position’, [0.375,0.836,0.6,0.06]);
set (edit3, ’BackgroundColor’,’w’,’FontSize’,16,’String’,’[-1,35,6.5]°)
set(edit3, ’HorizontalAlignment’,’left’)

text3=uicontrol(’style’,’text’,’units’, ’normalized’,’position’,[0.02,0.83,0.35,0.06]);
set (text3, ’BackgroundColor’,[0.8,0.8,0.8], FontSize’,14, ’HorizontalAlignment’,’left’, ...
’string’,’Zadaj rozsah vypoctu [xmin,xmax,tmax]:’,’ForegroundColor’,’k’)

edit4=uicontrol(’style’,’edit’,’units’, ’normalized’,’position’, [0.375,0.626,0.6,0.06]);
set (edit4, ’BackgroundColor’,’w’, ’FontSize’,16,’String’,’ [4,2] )
set(edit4, ’HorizontalAlignment’,’left’)

text4=uicontrol(’style’,’text’,’units’, ’normalized’,’position’,[0.02,0.62,0.35,0.06]);
set (text4, ’BackgroundColor’,[0.8,0.8,0.8], FontSize’,14, ’HorizontalAlignment’,’left’,...
’string’,’Zadaj maximalne rychlosti v pruhoch:’,’ForegroundColor’,’k’)

editb=uicontrol(’style’,’edit’,’units’, ’normalized’,’position’, [0.375,0.556,0.6,0.06]);

set (edit5, ’BackgroundColor’,’w’, ’FontSize’,16, ’String’,’ [1,1]°)
set(edit5, ’HorizontalAlignment’,’left’)
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textb=uicontrol(’style’,’text’,’units’, ’normalized’,’position’,[0.02,0.55,0.35,0.06]);
set (text5, ’BackgroundColor’, [0.8,0.8,0.8], FontSize’,14, HorizontalAlignment’,’left’,...
’string’,’Zadaj konstanti prechodov:’,’ForegroundColor’,’k’)

edit6=uicontrol(’style’,’edit’,’units’, ’normalized’,’position’, [0.375,0.486,0.6,0.06]);
set (edit6, ’BackgroundColor’,’w’, ’FontSize’,16,’String’,’0:0.8:6.4’)
set(edit6, ’HorizontalAlignment’,’left’)

text6=uicontrol(’style’,’text’,’units’, ’normalized’,’position’, [0.02,0.48,0.35,0.06]);
set (text6, ’BackgroundColor’,[0.8,0.8,0.8], FontSize’,14, ’HorizontalAlignment’,’left’, ...
’string’,’Zadaj casy v ktorych chces obrazky: ($)’,’ForegroundColor’,’k’)

edit7=uicontrol(’style’,’edit’,’units’, ’normalized’,’position’,[0.375,0.416,0.6,0.06]);
set (edit7, ’BackgroundColor’,’w’, ’FontSize’,16,’String’,’ [3,3]’)
set(edit7, ’HorizontalAlignment’,’left’)

text7=uicontrol(’style’,’text’,’units’, ’normalized’,’position’,[0.02,0.41,0.35,0.06]);
set (text7, ’BackgroundColor’,[0.8,0.8,0.8], FontSize’,14, ’HorizontalAlignment’,’left’,...
’string’,’Zadaj typ (velkost) subplotu: ($)’,’ForegroundColor’,’k’)

edit8=uicontrol(’style’,’edit’,’units’, ’normalized’,’position’, [0.375,0.346,0.6,0.06]);
set (edit8, ’BackgroundColor’,’w’, ’FontSize’,16,’String’,’ /home/peter/Plocha/gifko.gif’)
set(edit8, ’HorizontalAlignment’,’left’)

text8=uicontrol(’style’,’text’,’units’, ’normalized’,’position’,[0.02,0.34,0.35,0.06]);
set (text8, ’BackgroundColor’,[0.8,0.8,0.8], FontSize’,14, ’HorizontalAlignment’,’left’, ...

’string’,’Zadaj adresu a meno na ulozenie gif: (*)’,’ForegroundColor’,’k’)

hpushl=uicontrol(h,’style’, ’pushbutton’,’units’, ’normalized’,’string’,’Pocitaj’,...
’fontsize’,20, ’fontname’,’times new roman’,’Callback’,@tl,’position’,[0.02,0.2,0.15,0.08]);

%

dx=2*10"-2;
dt=10"-3;

function t1(source,callbackdata)
rozsah=str2num(get (edit3,’String’));
gl=str2num(get (editl,’String’));
g2=str2num(get (edit2,’String’));
umax=str2num(get (edit4,’String’));
k=str2num(get (edit5,’String’));
casy=str2num(get (edit6,’String’));
typ_subplotu=str2num(get (edit7,’String’));
adresa=get (edit8,’String’);

model=get (popupl, ’Value’);
vystup=get (popup2, ’Value’) ;

xmin=rozsah(1);
xmax=rozsah(2);
tmax=rozsah(3);
ul=umax(1);
u2=umax(2) ;
N=ceil ((xmax-xmin)/dx)+1;
k12=k(1);
k21=k(2);
Gl=cumsum(gl) ;
G2=cumsum(g2) ;
if vystup==2,
casy=0:20%*dt :tmax;
end
casy=round(casy/dt)+1;

if (model==1 && vystup==1),
[a1,92,x]=1insys_2D(xmin, xmax,tmax,ul,u2,k12,k21,g1,g2,G1,G2,dx,dt,N,casy);
kresli_subploty(ql,q2,x,casy,typ_subplotu,xmin,xmax,dt)

elseif (model==2 && vystup==1),
[q91,92,x]=LWR_2D(xmin, xmax,tmax,ul,u2,k12,k21,g1,g2,G1,G2,dx,dt,N,casy);
kresli_subploty(ql,q2,x,casy,typ_subplotu,xmin,xmax,dt)

elseif (model==1 && vystup==2),
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[q1,92,x]=1insys_2D(xmin,xmax,tmax,ul,u2,k12,k21,g1,g2,G1,G2,dx,dt,N,casy);
vytvor_gif(ql,q2,x,casy,dt,adresa,xmin,xmax)

elseif (model==2 && vystup==2),
[q91,92,x]=LWR_2D(xmin,xmax,tmax,ul,u2,k12,k21,g1,g2,G1,G2,dx,dt,N,casy);
vytvor_gif(ql,q2,x,casy,dt,adresa,xmin,xmax)

end

end
end
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Priloha B

%K clanku: Dynamics of particle settling and resuspension in viscous liquid films
%Hladanie frontu x_{1} a x_{p}
%0brazky 6a(presny)
xmin=-1+0.00125;
xmax=5+0.00125;
hO=chebfun({0,1,03}, [xmin,0,1,xmax],’splitting’,’on’);
£0=10"-1; % niekedy aj Fi
n0=f0*h0; 7% pociatocna fcia pre funkciu n
Hp=cumsum(hO); % integral pociatocnych podmienok
Np=cumsum(n0) ;
poc_del_bodov=2401; 7% pocet deliacich bodov na x-ovej osi
x=linspace(xmin,xmax,poc_del_bodov); % delenie na x-ovej osi
dx=x(2)-x(1);
dt=10"-3;
tmax=50; % cas po ktory sa pocita, tmax = 50
t=dt:dt:tmax;
HO=Hp(x)-Hp(xmin); % inicializacia riesenia
NO=Np(x)-Np(xmin) ;
H=[HO;zeros(1,length(x))]; % kvoli setreniu pamate sa riesenie prepisuje a
N=[NO;zeros(1,length(x))]; % vyberaju sa z neho iba podstatne veci
% B = 2% (ro_{p} - ro_{1})*cotg(alfa)/(9*ro_{1}*K_{c}), K_{c}=0.41 (podla clanku)
B=2.307;
for cas=2:(length(t)+1),
for i=2:length(x)-1, % numericky zapis rovnic 2.30
H(2,i)=H(1,i)-dt*((H(1,i)-H(1,i-1))/dx)"3 /3;
N(2,i)=N(1,i)-dt*sqrt(2/9/B)*((N(1,1i)-N(1,i-1))*(H(1,i)-H(1,i-1))/dx"2)"(3/2);
end
H(2,1)=H0(1); % okrajove podmienky
H(2,end)=HO(end) ;
N(2,1)=N0(1);
N(2,end)=NO(end) ;
H(1,:)=H(2,:); % prepisovanie riesenia
N(1,:)=N(2,:);
h=(H(1,2:end)-H(1,1:end-1))/dx;
n=(N(1,2:end)-N(1,1:end-1))/dx;
if (cas==501), % lebo v obr. 6a zobrazuju riesenie v case t=0.5
[hAx,hLinel,hLine2]=plotyy(x(1:end-1),h,x(1:end-1) ,n); % vykreslenie pre t=0.5
hold on
hLinel.Color=’k’;
hLinel.LineWidth=2;
hLine2.LineStyle=’--7;
hLine2.Color=’k’;
hLine2.LineWidth=2;
set (hAx(1),’YColor’,’k’)
set (hAx(1),’YLim’>, [0,1.1])
set (hAx(1),’FontWeight’,’bold’)
set (hAx(1),’FontSize’,12)
set (hAx(2),’YColor’,’k’)
set (hAx(2),’YLim’, [0,0.155])
set (hAx(2),’XLim’, [-0.5,5])
set (hAx(2),’FontWeight’, ’bold’)
set (hAx(2),’FontSize’,12)
x1im([-0.5,5])
end
end
h=(H(1,2:end)-H(1,1:end-1))/dx;
n=(N(1,2:end)-N(1,1:end-1))/dx;
h(h<0)=0;
n(n<0)=0;
[hAx,hLinel,hLine2]=plotyy(x(1:end-1),h,x(1:end-1),n); %vykreslenie pre t=50
hLinel.Color="k’;
hlLinel.LineWidth=2;
hLine2.LineStyle=’--’;
hlLine2.LineWidth=2;
hLine2.Color="k’;
set (hAx(1),’YColor’,’k’)
set (hAx(1),’YLim’,[0,1.1],°Ytick’,[0,0.25,0.5,0.75,1])
set (hAx(1),’FontWeight’,’bold’)
set (hAx(1),’FontSize’,12)
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set (hAx(2),’YColor’,’k’)

set (hAx(2),’YLim’,[0,0.155],°Ytick’,[0,0.05,0.1,0.15])
set (hAx(2),’XLim’, [-0.5,5])

set (hAx(2),’FontWeight’, ’bold’)

set (hAx(2),’FontSize’,12)

x1im([-0.5,5])

lgd=legend([hLinel;hLine2],’$h$’,’$n$’);
lgd.FontSize=16;

lgd.Interpreter=’Latex’;

title(’0Obr. 6a’)

xlabel(’$x$’, ’interpreter’,’latex’,’FontSize’,14)

ylabel (hAx(1),’$h$’, ’interpreter’,’latex’,’FontSize’,14)
ylabel (hAx(2),’$n$’, ’interpreter’,’latex’,’FontSize’,14)
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