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Abstrakt v statnom jazyku

STRESKOVA, Barbora: Sirenie infekéného ochorenia v siefovom modeli Slovenska s re-
giondlnou a vekovou $trukttrou [Diplomové pracal, Univerzita Komenského v Bratislave,
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a statistiky;
skolitel: Mgr. Soma Kilianova PhD., Bratislava, 2018, 85 s.

Cielom tejto diplomovej prace je rozsirit zdkladny homogénny deterministicky SIR mo-
del o priestorovi a vekovi Strukttru. Modelovat budeme Sirenie konkrétneho infekéného
ochorenia, osypok, na Slovensku. Do heterogénneho modelu tiez zakomponujeme dvojfa-
zové ockovanie a ubuidanie imunity. Odhadneme priemerné pocty kontaktov medzi jednot-
livymi vekovymi skupinami v jednotlivych krajoch. Nakoniec urobime numerick analyzu,
kde ukazeme vysledky predstaveného modelu pri réznych scenaroch ubiidania imunity a
predpokladanej aktualnej zaockovanosti populacie. Urobime numerické experimenty so zo-
hladnenim imunity ziskanej materskymi protilatkami. V dal$ich experimentoch priddme
tretiu fazu ockovania, alebo presunieme nacasovanie ockovania druhou vakcinou. Tiez
spravime analyzu citlivosti na vybrané parametre vstupujice do odhadu matice kontak-

tov.

KlGéové slova: SIR model, infekéné ochorenie, osypky, oc¢kovanie, heterogénna
b ) ) )

populéacia, ubtudanie imunity



Abstract

STRESKOVA, Barbora: The spread of infectious disease in the network based model of
Slovakia with regional and age structure [Master Thesis|, Comenius University in Brati-
slava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied Mathe-
matics and Statistics; Supervisor: Mgr. Sona Kilianova, PhD., Bratislava, 2018, 85 p.
The main goal of this thesis is to extend homogeneous deterministic SIR model to
heterogeneous SIR model with regional and age structure. The model will describe the
spread of infectious disease, measles, in Slovakia. The heterogeneous model will be ex-
tended by two-phase vaccination and waning immunity. We provide estimate of average
number of contacts between the regional- and age- groups. We provide numerical analysis
of heterogeneous SIR model with different scenarios of waning immunity and vaccinated
population. We also provide numerical experiments with model, which includes immunity
to measles by maternal antibodies. We experiment with adding a third vaccination phase,
or with shifting the timing of the second vaccination. At the end we provide sensitivity

analysis of some parameters used to estimate contact matrix.

Keywords: SIR model, infectious disease, measles, vaccination, heterogeneous

population, waning immunity
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Uvod

Infekéné ochorenia trapia ITudstvo uz od nepamiiti. Otdzkami, kedy a ako sa choroba Siri
a moznostami prevencie sa zaobera vednéa disciplina epidemioldgia.

V tejto praci sa budeme zaoberat konkrétnym infekénym ochorenim, a to osypkami.
Osypky st jednym z mala ochoreni, ktoré st vysoko infekéné. Ochorenie sa prejavuje
nazofaryngitidou (zépal hrtanu), konjuktivitidou (zapal spojiviek), svetloplachostou, dra-
zdivym kaslom, zvySenim teploty na 39°C a belavymi bodkami s ¢ervenkastym okolim.
Osypky sa prenasaji vzduchom, kvapockami, menej ¢asto kontaminovanymi predmetmi
[5]. Na Slovensku, ako aj vo viacerych krajinach, je zavedené povinné ockovanie proti
tomuto ochoreniu. Povinnost oc¢kovania proti osypkam na Slovensku je zavedena od roku
1969 [16]. Vek ockovanej osoby, pocet ockovani a obsah ockovacej vakeciny sa odvtedy
niekolkokrat zmenil. Od roku 1995 je na Slovensku ustalené dvojfazové ockovanie kombi-
novanou vakcinou proti osypkam, mumpsu a ruzienke. Podla zakona ¢. 355/2007 Z. z. a
vyhlasky MZ SR ¢. 585/2008 Z. z. sa oc¢kuje osoba vo veku 15 mesiacov (vakcina MCV1)
a v 11. roku (vakcina MCV2) zivota.

Vdaka povinnému ockovaniu je situdcia na Slovensku dlhodobo pokojné. Za ostatné
roky sa objavilo niekolko importovanych pripadov, no vdaka vysokej zaoc¢kovanosti popu-
lacie sa choroba nerozsirila [12]. V poslednych rokoch mé vSak zaoc¢kovanost proti osypkam
klesavi tendenciu. Tento fakt podnecuje vedeckt sféru na tvorbu biomatematickych mo-
delov a vyhodnocovanie indikatorov infekénych ochoreni [17].

V nasej praci sa zameriavame na biomatematické modelovanie zalozené na tzv. Sus-
ceptible -Infectious-Recovered (SIR) modeli, predstaveného v roku 1927 panmi Kermack a
McKendrick [18]. Existuje niekolko modifikécii zdkladného SIR modelu, ktoré su prisposo-
bené roznym typom infekénych chordb. My sa v nasej praci budeme zaoberat zakladnym
SIR modelom, ktory rozsirime o vekovi a regionalnu struktiru, ¢im sa na$ model stane he-
terogénnym. Vekova heterogénnost bude spocivat v rozdeleni populécie na osem vekovych
podskupin. Priestorova heterogénnost bude spocivat v rozdeleni populacie Slovenska do
osmich krajov podla miesta trvalého bydliska. Do modelu zahrnieme aj ubtidanie imunity
0s0b zaockovanych vakcinou.

Jeden z najdolezitejSich parametrov modeluje pocet kontaktov osob. Odhadovanie

tohto parametra je vzhladom na silni heterogénnost populécie velmi obtiazne. Informaécie
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o priemernych kontaktoch os6b potom vyuzijeme v SIR modeli, aby sme realnejsie odhadli,
aké je riziko, Ze sa jednotlivé osoby od seba nakazia.

Teoreticky model napokon numericky implementujeme do prostredia Matlab. Vycha-
dzat budeme z aktudlnej situdcie zaockovanosti na Slovensku. Experimentovat budeme
dalej s rozsirenim modelu o materské protilatky, ktoré zabezpecia do¢asni imunitu nie-
ktorym batolatdm.

Nakoniec predstavime moznosti, ako by sa dala zlepsit aktualna situécia zaockovanosti.
Rozsirime model o tretie ockovanie, alebo vyskuSame presunit vek osoby pri druhom

ockovani na zaciatok inej vekovej skupiny.
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1 Zakladny SIR model

Formulacia zékladného SIR modelu v minulom storoci sposobila velky zaujem o epide-
mioldgiu [11]. Neskor boli predstavené dalsie modifikicie zakladného SIR modelu ako
napriklad modely: SI, SIS, SEIR, SIRS a pod. [1], [15]. MnoZstvo publikovanych préc
tykajucich sa matematického modelovania infek¢énych chordb svedéi o neustalom zaujme
o epidemiologickt problematiku ( napr. [13], [38], [14], [37]).

Takmer vsetky epidemiologické modely vychédzaji zo zakladného predpokladu: po-
puldciu mozno rozdelit do skupin (tzv. kompartmentov) na zaklade sktsenosti s danou

chorobou. Najjednoduchsie modely klasifikuji osoby do nasledujtcich skupin:

S (z angl. susceptible; vnimavi) - osoby, ktoré mézu ochoriet pri kontakte s infekénou

osobou na dantu chorobu;

E (z angl. infected/exposed; infikovani) - osoby, ktoré st uz nakazené, ale nesiria

chorobu;

- I (z angl. infectious; infekéni) - osoby, ktoré st infekéné a Siria chorobu;

R (z angl. recovered /removed; odolni, rezistentni) - osoby, ktoré sa nemozu nakazit.

Jednotlivé modely sa lisia v pocte skupin, ktoré uvazuju a v spésobe prenosu choroby.
Zékladny SIR model, ktory budeme neskor rozsirovat, pozostava z troch kompartmentov:
S, I a R. Nasledujtca schéma graficky zobrazuje prepojenie jednotlivych kompartmentov

zakladného SIR modelu.

novonarodeni

S nakazeni I VyZdraveni R
vnimavi infekéni odolni
zomretl zomireti zomretl

Obr. 1: Schéma zdkladného SIR modelu

Ako vidime na Obr. 1, novonarodené osoby sa dostavaju do kompartmentu vnima-

vych (S). Protilatky mdze vnimavé osoba ziskat prirodzenym prekonanim ochorenia, t.j.
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prechodom cez kompartment infekénych (I). Z modelu sa d& vystipit jedingm spdsobom,

a to prirodzenym umrtim, pricom k nemu dochédza vo vsetkych troch kompartmentoch.

Matematicky vyjadrujeme dynamiku SIR modelu pomocou systému diferencialnych
rovnic. Do systému pribtidaji novonarodené osoby rychlostou ! (natalita), a zaroveti zo
systému odchadzajt prirodzene zomreté osoby rychlostou p* (mortalita). Pre jednodu-
chost sa ¢asto vyuziva SIR model, v ktorom st tieto dva tidaje identické, t.j. u» = pM = pu.
Vdaka tomuto predpokladu dostdvame zarucenie konStantnej velkosti celej populacie v

kazdom case, t.j.
S(t)+I(t)+ R(t) = N, pre vsetky ¢ € [0, 00).

Prechod medzi kompartmentom vnimavych a kompartmentom infekénych matema-
ticky vyjadrime pomocou parametra (3, ktory predstavuje riziko ndkazy vnimavej osoby

pI(t)S(t)
N

[33]. Potom su¢in vyjadruje pocet novonakazenych osob za jednotku casu .

Prechod medzi kompartmentom infekénych a kompartmentom odolnych je vyjadreny
pomocou parametra -, ktory predstavuje rychlost vyliecenia sa. Su¢in I (t) potom urcuje
pocet vyzdravenych osob za jednotku casu t.

Matematicky vyzera zakladny SIR model nasledovne [24], [8]:

Zmena v S = —(nakazeni)+ (narodeni) — (zomreti)
ds(t) BI(t)S(t)
— = —————2 4+ uN—uS(t
o N TN = us()
Zmena v1 = +(nakazeni) — (vyzdraveni) — (zomreti)
dI(t) pI(#)S(1)
— = /= —I(t) —pl(t
I 50 1) - )
Zmena v R = +(vyzdraveni) — (zomreti)
dR(t)

—= = ~yI(t) — puR(1).
pn V() — pR(t)

Pre lahsiu interpretaciu jednotlivych ¢lenov sme pridali aj slovny opis. M6Zeme si v8im-
nut, Ze sé¢itanim vSetkych ¢lenov na pravej strane dostaneme nulu, ¢o zodpoveda tomu,
Ze populacia N zostava v tomto modeli pocas celého pozorovaného casového obdobia

konstantna.
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1.1 SIR model s ockovanim

Zakladny SIR model mézeme rozsirit o ockovanie [17], [24], [8]. SIR model s oc¢kovanim
slizi na modelovanie infekénych ochoreni preventabilnych ockovanim, medzi ktoré patria
aj osypky. Na schéme takéhoto modelu (Obr. 2) vidime, Ze osoba mdze ziskat protilatky
(dostane sa do kompartmentu odolnych) nielen prirodzenym prekonanim choroby, ale aj

formou ockovania. Nezaockované osoby ostavaju v kompartmente vnimavych.

novonarodeni

|

I R

S

nakazeni vyzdraveni

vnimavi infekéni odolni

nezaockovani

zaoCkovani

Obr. 2: Schéma SIR modelu s oc¢kovanim

Pri ochoreniach preventabilnych ockovanim rozliSujeme priemerni a aktuéalnu zaoc-
kovanost. Aktualna zaockovanost vyjadruje, kolko percent z deti narodenych za ¢asovi
jednotku sa nechd zaockovat. V zékladnom SIR modeli predpokladame, ze aktuédlna za-
ockovanost je konstantna a oznacime ju symbolom z. Pre jednoduchost v tomto homo-
génnom modeli predpokladame, Ze deti st zaockované /nezaockované ihned po narodeni.
Priemernd zaockovanost, inak povedané priemerna odolnost populacie voc¢i ochoreniu, ne-
vystupuje v modeli explicitne. Urcif ju mdzeme na zaklade poc¢tu osob v skupine odolnych
(R) v danom ¢ase (napriklad, ak R(t) = 0.95 % N, a v populacii nie st infekéné osoby,

potom priemerné zaockovanost populacie je 95% a priemernd vnimavost populacie je 5%).

Matematické vyjadrenie SIR modelu s o¢kovanim pomocou diferencidlnych rovnic vy-
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zera nasledovne [24], [8]:

narodeni
Zmena v S = —(nakazeni) + — (zomreti)
nezaockovani
ds(t) BI(t)S(t)
it oA el oA A 1—2)N —
o Nt —a)N = usS()
Zmena v I = +(nakazeni) — (vyzdraveni) — (zomreti)
ae SIS
S B () — (¢
7 N v (1) = pl ()
narodeni
Zmena v R = +(vyzdraveni) + — (zomreti)
zaockovani
dR(t)

—= = ~yI(t)+ pxN — pR(t).

Zékladny SIR model, resp. SIR model s ockovanim sa vyskytol v réznych podobach
napriklad v pracach [17], [24], [8]. Model v jednoduchej forme sa d& dalej rozsirit roz-
nymi sposobmi. My sa v dalSich kapitolach zameriame na rozsirenie modelu rozdelenim

populécie na viac mens$ich podskupin, ¢o by mohlo poméct k presnejsim vysledkom.
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2 Heterogénny SIR model s regionalnou a vekovou

Struktiurou

Priestorovy heterogénny SIR model bol opisany napriklad v pracach [25], [36]. V [25]
spocivala heterogénnost v rozdeleni skimaného tizemia (Slovenska) na K geografickych
celkov (krajov). Populaciu v kazdom kraji j € {1,2,..., K} mozeme potom rozdelit do
troch skupin: S, I; a R;, podla sktsenosti s danou chorobou.

Vekova heterogénnost bude spocivat v rozdeleni skimanej populacie na H vekovych
skupin. Pocet vekovych skupin sa moze lisit vzhladom na chorobu, ktort skiimame a
model, ktory pouzivame.

V nasej praci rozdelime populéciu na K = 8 krajov: Bratislavsky, Trnavsky, Nitrian-
sky, Trenéiansky, Zilinsky, Banskobystricky, Presovsky a Kogicky kraj. Populéciu v ka-
7dom kraji rozdelime s ohladom na slovensky gkolsky systém na H = 8 vekovych skupin

nasledovne:

e 0 - 14 mesiacov 11-15 rokov (druhy stupeti ZS)

16-24 rokov (SS, VS, praca)

e 15 mesiacov - 2 roky

e 3 roky - 5 rokov (8kdlka)

25-64 rokov (praca)

e 6-10 rokov (prvy stupeti ZS) 65+ rokov (seniori)

Takéto delenie sme urcili nielen kvéli skolskému systému na Slovensku, ale aj kvoli
dvojfazovému ockovaniu proti osypkam. Na rozdiel od predpokladu zakladného modelu,
v ktorom boli deti zaockované hned po narodeni, v heterogénnom modeli sa prvé o¢kovanie
kond v 15. mesiaci (vekova skupina v = 2) a druhé v 11. roku (vekova skupina v = 5)
zivota. Dostaneme spolu 8«8 = 64 podskupin, ktoré dalej pre potreby modelu rozdelime na
vnimavi, infeként a odolnt skupinu oséb. Model bude teda pracovat so skupinami Sj,, I},
a Rj,, kde j bude identifikator kraja a v identifikdtor vekovej skupiny. Na nasledujicom
Obr.3 je zobrazena schéma prvych dvoch vekovych skupin SIR modelu v Tubovolnom

kraji j.
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Obr. 3: Schéma heterogénneho SIR modelu s oc¢kovanim, kraj j,vekova skupina v = 1,2

Na Obr. 3 vidime, Ze novonarodené osoby vstupuji iba do kompartmentu vnima-
vych osdb prvej vekovej skupiny. Z prvej vekovej skupiny do druhej sa prestivaju osoby v
dosledku prirodzeného starnutia. Pri prechode do druhej vekovej skupiny rodicia mézu ne-
chat svoje dieta zaockovat, dosledkom ¢oho sa dieta dostane do kompartmentu odolnych.

V opac¢nom pripade diefa zostane v kompartmente vnimavych.

2.1 Matica kontaktov

Pre efektivnejsi popis Sirenia infekéného ochorenia potrebujeme poznat stretavacie navyky
0so0b z jednotlivych kompartmentov. V SIR modeli je komunikicia medzi jednotlivymi
skupinami (krajmi, vekovymi skupinami) jednym z parametrov, ktory najviac ovplyvni
vysledky. V odbornej literatire je odhad matice kontaktov vzdy problematicky a autori sa
ju snazili odhadnaf roznymi sposobmi (napr. [10], kde je spraveny odhad poc¢tu kontaktov
pre syntetickii populdciu Portlandu). Nemame informécie o tom, Ze by sa na Slovensku
doposial robila podrobnejsia studia obsahujica tieto tidaje. V nasej praci sme sa snazili
odhadnuf redlne stretavacie zvyklosti 0oséb pomocou priemernych poc¢tov dennych kon-

taktov medzi jednotlivymi skupinami.

2.1.1 Vnutrokrajova interakcia

Najskor sme si urcili priemerné pocty kontaktov jednotlivych vekovych skupin v ramci

jedného kraja. Tieto tidaje sme urcili na zaklade subjektivnych pozorovani a odhadov
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(ako Casto sa ludia navstevuji, Skolskd dochadzka, zaujmové kriazky, atd.) a na zaklade

nasledujucich udajov a zdrojov:

1. nezamestnanost [23]

2. rozvodovost (pocet rozvodov na sto sobasov) [28]

3. priemerny pocet deti v rodine (thrnné plodnost) [30]
4. priemerny pocet deti v triede v materskej skole [28]

5. priemerny pocet ziakov v triede na zékladnej skole [28]

6. priemerny pocet Ziakov v triede na strednej skole [28]
Prislusné udaje pre kazdy kraj sumarizujeme v Tab.1.

Tabulka 1: Udaje pouzité na odhad priemernych kontaktov v kraji. 1.nezamestnanost,
2.rozvodovovost, 3.ihrnna plodnost, 4.pocet deti v triede v MS, 5.pocet Ziakov v triede

na ZS, 6.pocet ziakov v triede na SS

1. 2. 3. | 4. ] 5. | 6.
BA || 451% |39.47% | 1.42 |21 |20 | 23
TT || 4.41% | 44.74% | 1.21 | 20 | 15 | 28
NR | 6.96% | 39.69% | 1.17 | 20 | 17 | 23
TN || 5.85% | 40.71% | 1.13 |20 | 19 | 24
ZA | 6.92% | 29.74% | 1.34 | 20 | 19 | 23
BB | 12.8% 43% | 1.22 |19 | 18 | 22
PO || 13.91% | 22.44% | 1.5 |20 | 18 | 23
KE | 12.76% | 35.32% | 1.49 | 19 | 19 | 23

Pomocou tdajov v Tab.1 vytvorime osem matic prislichajicich 6smim krajom Sloven-
ska. Kazd4 matica, oznac¢me ju M7, j = 1,2, ..., 8, je rozmeru 8 x 8, pri¢om riadky a stipce
predstavujt jednotlivé vekové skupiny. Napriklad hodnota v 2. riadku a 7. stlpci matice

M7 uréuje, kolko ma dennych kontaktov diefa vo veku 15 mesiacov-2 roky s osobou vo
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veku 25 — 64 rokov. Uvadzame konkrétne hodnoty pre maticu kontaktov v Bratislavskom

kraji (1). Matice M7 pre ostatné kraje uvddzame v Prilohe Al.

0.16 0.62 0.54 0.54 0.07 0.84 0.88 0.44
0.50 0.73 0.50 043 043 0.04 1.75 0.44
043 043 5.75 033 0.33 0.14 1.65 0.44
M = 0.14 0.32 0.32 6.30 0.32 0.14 1.65 0.24 )
0.14 0.28 0.32 0.32 6.26 0.32 1.65 0.14
0.85 0.04 0.14 0.28 0.32 6.60 1.38 0.04
0.17 0.17 0.14 0.14 0.14 0.54 1.67 0.44

0.17 0.17 0.17 0.09 0.04 0.02 0.19 0.90

Pre ilustraciu uvedieme vypocet jednej konkrétnej hodnoty z matice (1), a to hodnotu
v 6. riadku a 6. stlpci (komunikicia stredoskoldkov a vysokogkoldkov medzi sebou). Me-
dzivysledky, ktoré tu uvadzame, st zaokrihlené na dve desatinné miesta. V Bratislavskom
kraji je podla Tab. 1 thrnné plodnost 1.42. Predpokladéme, Ze osoby vo vekovej skupine
v = 6, maja sirodencov v piatich vekovych skupinach v = 3,4,5,6,7. Kazda osoba zo
Siestej vekovej skupiny mé potom priemerne 1.42/5 kontaktov so svojimi strodencami
z rovnakej vekovej skupiny. KedZe mame v tejto vekovej skupine nielen stredoskolékov,
ale aj vysokoskolakov, ktori ¢asto Studuji mimo domu, predpokladame, Ze nakoniec bude
strodeneckych kontaktov o polovicu menej, t.j. 1.42/5/2 = 0.14. Priemerny pocet Studen-
tov v jednej triede na strednej Skole v Bratislavskom kraji je podla Tab. 1 rovny 23. Pri
vypocte skolskych kontaktov zohladnime prazdniny, vikendy a tiez fakt, Ze nie kazdy sa
rozprava s kazdym. Vysledny pocet Skolskych kontaktov bude 23%9/12%5/7+1/2 = 6.16.
Dalej predpokladame, ze osoby v tejto vekovej skupine sa stretdvaju na réznych zaujmo-
vych krazkoch. Urcili sme, Ze priemerne kazda desiata osoba navstevuje nejaky krazok
jedenkrat tyZdenne, pricom sa tam stretne s dal$imi desiatimi rovesnikmi. Pocet takychto
kontaktov bude teda 1/10 % 10 % 1/7 = 0.14. Stredoskolaci a vysokoskolaci sa moézu stret-
nat aj s dalsimi kamaratmi (kaviaren, party, klub). Predpokladame, Ze takto sa stretavaji
2/10 0s6b raz za dva tyzdne, t.j. pocet takychto kontaktov je 2/10 x 1/14 = 0.01. Kedze
vela stredogkolédkov a vysokoskoldkov brigdduje, zohladnime aj pracovné kontakty. Pred-
pokladame, ze 1/5 z 0sob, ktoré stretnt v praci, je zo Siestej vekovej skupiny. Uré¢ili sme,

Ze priemerne stretne osoba v praci dve dalSie osoby a zohladnime aj brigddnicky-skrateny
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uvizok. Pocet pracovnych kontaktov bude teda 2 % 1/5 % 2.5/7 = 0.14. Vysledny pocet
dennych kontaktov oséb zo Siestej vekovej skupiny s osobami z tej istej vekovej skupiny
bude potom sucet vsetkych vyssie spomenutych hodnét, a to 6.60.

Na podobnom principe sa dajiu odhadnut ostatné hodnoty v matici (1). Matice kontak-
tov pre ostatné kraje sa dopocitaji podobnym spdsobom, ak pouzijeme prislusné hodnoty

uvedené v Tab. 1.

2.1.2 Medzikrajova interakcia: pracovna

Medzikrajovt interakciu sme urcili na zaklade subjektivnych pozorovani a idajov o pra-
covnej a Studentskej migracii. Pracovna migracia sa tyka vekovej skupiny v = 7 a Student-
ska vekovej skupiny v = 6. Zvysna medzikrajovi interakciu urc¢ime na zaklade vzdialenosti
krajov.

V Tab. 2 mozeme vidiet, kolko osob migruje za pracou. Stipce oznac¢ujt kraj s trvalym

bydliskom osoby a riadky oznacuju kraj, v ktorom osoba pracuje.

Tabulka 2: Tabulka pracovnej migracie [21]

kraje BA TT NR TN ZA BB PO KE
BA | 617973 | 30600 | 12100 | 7500 8400 6100 8500 2700
TT 1800 | 522042 | 2300 1500 1800 500 1700 600
NR 600 3600 | 665692 | 3400 300 3800 400 100
TN 200 1600 900 | 575113 | 2200 200 400 100
ZA 200 300 300 3000 | 674234 | 1500 1500 700
BB 600 0 3000 1200 2000 | 642686 | 700 300
PO 200 0 1200 0 1200 0 793946 | 3000
KE 200 0 300 100 300 1300 | 12300 | 787660

Ak si predstavime Tab. 2 ako maticu 7', potom pravdepodobnost, Ze sa stretne osoba

vo vekovej skupine v = 7 z kraja j s osobou z rovnakej vekovej skupiny z kraja k # 7, sa

d4 urcit ako:
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Takymto sposobom dopocitame jednotlivé pravdepodobnosti pre vsetky kombinéacie

krajov ;7 a k.

2.1.3 Medzikrajova interakcia: Studentska

Vysokoskolskt migraciu ur¢ime podobne na zéklade vzorky nami zozbieranych informacii.
Zistovali sme, kolko Studentov Studuje na univerzite/fakulte v danom kraji s trvalym byd-
liskom v jednotlivych krajoch. Oslovili sme $tudijné oddelenia fakilt najvicsich univerzit
v kazdom kraji s prosbou o poskytnutie anonymizovanych informacii o mieste trvalého
bydliska studentov. V Bratislavskom kraji sme dostali informécie o domacom kraji vset-
kych studentov z Univerzity Komenského.! Z Trnavského kraja sme oslovili vietky fakulty
na Univerzite sv. Cyrila a Metoda a Trnavskej univerzite. Informécie nam poskytli iba
Pedagogicka a Teologicka fakulta Trnavskej univerzity. V Nitrianskom kraji sme oslo-
vili Univerzitu Konstantina Filozofa a Slovenski polnohospodarsku univerzitu. Ochotni
podelit sa s informéciami boli iba dve fakulty Slovenskej polnohospodérskej univerzity:
Fakulta biotechnoldgie a potravinarstva a Fakulta zdhradnictva a krajinného inZinier-
stva. Z Trencianskej univerzity Alexandra Dubceka v Trencianskom kraji ndm poskytla
potrebné tidaje iba Fakulta $pecidlnej techniky. Zo Zilinskej univerzity poskytla informa-
cie za Zilinsky kraj Fakulta riadenia a informatiky. V Banskobystrickom kraji sme ziskali
informécie z Fakulty prirodnych vied Univerzity Mateja Bela. Za Presovski univerzitu v
Presove nam poskytli idaje Filozoficka fakulta, Pedagogicka fakulta a Pravoslavna bo-
hoslovecké fakulta. V Kosickom kraji ndm z dvoch oslovenych univerzit odpisali len zo
Strojnickej fakulty Technickej univerzity a z Fakulty verejnej spravy z Univerzity Pavla
Jozefa Safarika. Tab. 3 na zéklade tjchto informécii sumarizuje tidaje o tom, kolko percent
Studentov Studujucich v danom kraji je z ktorého kraja. Kazda hodnota v tejto tabulke
zaroven urcuje pravdepodobnost, z ktorého kraja je osoba z vekovej skupiny v = 6, ktora
stretneme v danom kraji. CiZe riadok v Tab.3 predstavuje domaéci kraj jednej osoby a

stlpec predstavuje domaci kraj osoby, ktori stretne.

IT¥ymto chceme podakovat prof. RNDr. D. Sevcovicovi, DrSc. za pomoc a poskytnutie dat.
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Tabulka 3: Tabulka vysokoskolskej migracie v percentach

kraje | BA TT NR | TN ZA BB PO KE
BA || 17.18 | 10.46 | 6.40 | 15.15 | 15.37 | 13.87 | 11.82 | 9.76
TT 8.71 | 25.49 | 5.23 | 17.65 | 2549 | 6.32 | 8.28 | 2.83
NR | 3.01 | 11.23 | 25.88 | 14.03 | 10.91 | 14.35 | 14.24 | 6.34
TN 6.67 | 1.67 | 5.00 | 57.50 | 13.33 | 833 | 6.67 | 0.83
ZA 0.48 | 2.01 | 2.35 | 15.09 | 60.07 | 941 | 6.71 | 3.88
BB 0.38 | 1.14 | 2.28 | 6.46 | 22.05 | 54.75 | 7.60 | 5.32
PO 0.09 | 0.03 | 0.18 | 0.36 | 2.33 | 1.75 | 63.09 | 32.16
KE 0.09 | 0.27 | 0.36 | 0.63 | 1.34 | 4.57 | 35.04 | 57.71

V Siestej vekovej kategorii sa nachadzaji nielen vysokoskolski Studenti, ale aj stre-
doskolski studenti. Predpokladame, Ze migruji medzi krajmi rovnako, ako Studenti na
vysokych $kolach, len s mensou intenzitou. Potom mozeme urcit, ze 5% Studentov, ktori

dochadzaju za skolou do iného kraja pocas vysokej skoly, dochadzalo do daného kraja uz

svojho trvalého bydliska. Takouto tvahou dostavame pravdepodobnosti stretnutia osob

e v

vz

navstevujucich stredni $kolu (Tab. 4).

Tabulka 4: Tabulka stredogkolskej migracie v percentéch

kraje | BA TT NR | TN ZA BB PO KE
BA [ 9586 | 0.52 | 0.32 | 0.76 | 0.77 | 0.69 | 0.59 | 0.49
TT 0.44 196.27 | 0.26 | 0.88 | 1.27 | 0.32 | 041 | 0.14
NR || 0.15 | 0.56 | 96.29 | 0.7 | 0.55 | 0.72 | 0.71 | 0.32
TN 0.33 | 0.08 | 0.25 | 97.88 | 0.67 | 0.42 | 0.33 | 0.04
ZA 0.02 | 0.1 0.12 | 0.75 | 98.00 | 0.47 | 0.34 | 0.19
BB 0.02 | 0.06 | 0.11 | 0.32 | 1.10 | 97.74| 0.38 | 0.27
PO 0.00 | 0.00 | 0.01 | 0.02 | 0.12 | 0.09 | 98.15 | 1.61
KE 0.00 | 0.01 | 0.02 | 0.03 | 0.07 | 0.23 | 1.75 | 97.89
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V siestej vekovej skupine st osoby od 16 do 24 rokov. Predpokladdme, ze prvé styri roky
navstevuji osoby stredni skolu a zvy$nych pit rokov navstevuju vysoku skolu. Vysledné
pravdepodobnosti stretavania sa osob v Siestej vekovej skupine vypocitame ako vazeny
priemer Tab. 3 a Tab. 4. Vahy budt 5/9 pre tabulku vysokoskolskej migracie (Tab. 3) a
4/9 pre tabulku stredoskolskej migracie (Tab. 4).

2.1.4 Medzikrajova interakcia: univerzalna

Pre vekové kategérie v = 1,2,3,4,5 a 8 sme nezistili informacie, na zaklade ktorych by
sme vedeli vypocitat pravdepodobnosti stretdavania sa. Pre tieto vekové skupiny preto
pouzijeme univerzalne pravdepodobnosti, ktoré vSeobecne zohladnia rodinné navstevy,
dovolenky a iné podujatia. Predpokladame, Ze vzdialenost vplyva na intenzitu streté-
vania sa. Cim st dva kraje od seba viac vzdialené, tym menej ¢asto sa osoby z tychto
krajov stretdvaji. Clanok [29] uviedol exponencialny model pre pocet kontaktov. Podla
[29] klesé pocet kontaktov exponencidlne so vzdialenostou. V nasledujicej Tab. 5 moézeme
vidiet rozdelené kraje Slovenska na zaklade blizkosti dalsich krajov. Kraje, ktoré maja
spolo¢nt hranicu, st nazvané SUSED 1. Najvzdialenejsie kraje st v tabulke zadefinované
ako SUSED 4. Kraje, ktoré st blizko seba (SUSED 1), by mali komunikovat vo vicsej

miere, a naopak najvzdialenejsie kraje (SUSED 4) by mali komunikovat najmene;.

Tabulka 5: Tabulka susediacich krajov

KRAJ | SUSED 1 SUSED 2 SUSED 3 SUSED 4
BA TT NR, TN 7ZA, BB PO, KE
TT BA, NR, TN 7ZA, BB PO, KE

NR || TT, TN, BB BA, ZA PO, KE

TN TT, NR, ZA, BB BA PO, KE

ZA TN, BB, PO TT, NR, KE | BA

BB NR, TN, ZA, PO, KE | TT BA

PO ZA, BB, KE TT, NR, TN | BA

KE BB, PO ZA TT, NR, TN | BA

Zo zdroja [26] vieme zistit rozlohu a; jednotlivych krajov Slovenska (j = 1,2,...,8).

Podla ¢lanku [29] dalej predpokladdme, Ze geografické oblasti st kruhového tvaru a vy-
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pocitame priblizny polomer r; oblasti na zéklade vztahu:

1
- ()2 o

m

Konkrétne hodnoty r; potom budi:

e BA: 26 km e ZA: 47 km
e TT: 36 km e BB: 55 km
e NR: 45 km e PO: 53 km
e TN: 38 km e KE: 46 km

Ak vzdialenost dvoch osdéb (d) je spojitd premennd, potom podla [29] jej rozdelenie

mozZeme opisat pomocou exponencidlnej distribu¢nej funkcie:

¢(d) = Ae ™. (4)
Priemernt vzdialenost medzi dvomi osobami d v roznych krajoch navrhujeme zvolit
ako vzdusnu vzdialenost medzi dvomi krajskymi mestami [34]. Zo vztahu v ¢lanku [29]:

-1
d= X? (5)

vieme vypodcitat A, t.j. \ji pre kazda dvojicu krajov j, k = 1,2, ..., 8, pricom bude platit
Ajk = Ag;. Nésledne je v ¢lanku [29] odvodeny vzfah pre pravdepodobnost, Ze sa osoby

vzdialené od seba d kilometrov nestretnt, t.j. vzdialenost d bude vacsia ako polomer r:

p=pld>r)=e?. (6)

Ak teraz chceme zistit pravdepodobnost, Ze sa osoba z kraja j stretne s osobou z kraja

k v kraji j, vypo¢itame to ako doplnok k pravdepodobnosti vo vztahu (6):
pjr=1—e Mk, (7)

Pravdepodobnosti p;; vypocitané v (7) st vahy, ktoré znazornuju, akou intenzitou ko-
munikuji jednotlivé kraje na zaklade vzdialenosti. Subjektivne predpokladame, ze kazda

osoba komunikuje s populéciou, ktorej 95% tvoria osoby z doméaceho kraja a zvysnych 5%
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Tabulka 6: Tabulka univerzalnych pravdepodobnosti p;, v percentach

kraje | BA | TT | NR | TN | ZA | BB | PO | KE

BA 95 | 1.61]1.05|0.7 | 0.5 | 0.52]0.28 | 0.28
TT 1.2 | 95 [1.32 1 0.89 | 0.53 | 0.54 | 0.26 | 0.26
NR ||0.84 (129 | 95 [0.93]0.61|0.71|0.31 | 0.32
TN 10.65 095|097 | 95 | 098 | 0.8 |0.33 | 0.32
ZA |/ 0511065 |0.711.09| 95 | 1.12 | 0.47 | 0.45
BB || 0.51]0.66 | 0.81]0.87|1.07| 95 |0.54 | 0.54
PO | 037 042|047 ]0.49|061| 0.7 | 95 | 1.95
KE | 0.36 | 0.41 | 0.47 | 0.47 | 0.57 | 0.68 | 2.03 | 95

tvoria osoby z inych krajov. Pre kazdy kraj rozdelime 5% medzi ostatné kraje pomocou

vah vypocitanych v (7). Vysledné univerzalne pravdepodobnosti potom vidime v Tab.6.

Pre ilustraciu uvadzame konkrétne denné pocty kontaktov oséb z réznych krajov a
danej vekovej skupiny s osobami zo vSetkych krajov a vSetkych vekovych skupin. Na Obr.4
vidime pocet kontaktov 0sob z prvej vekovej skupiny. Kazdy z ésmich grafov predstavuje
iny domaci kraj osoby a na kazdom grafe vidime denny pocet kontaktov s osobami z

jednotlivych krajov (xz-ova os) a jednotlivych vekovych skupin (odliSené farbami).

Zaujimavo vyzeraju poCty kontaktov pre osoby zo Siestej vekovej skupiny (Obr. 5).
V tejto skupine sme medzikrajova interakciu opisali pomocou dat ziskanych z roznych
vysokych 8kol (Kap. 2.1.3). Oproti prvej vekovej kategérii tu maju osoby vyrazne viac
kontaktov v rdamci svojho kraja a svojej vekovej skupiny. V niektorych krajoch vidime
tiez vyssi pocet kontaktov s rovesnikmi zo susediaceho kraja (napr. Kosicky s Presovskym

krajom).
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Obr. 4: Pocet dennych kontaktov oséb

z prvej vekovej kategorie a Tubovolného kraja
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Obr. 5: Pocet dennych kontaktov 0sdb zo Siestej vekovej kategdrie a Tubovolného kraja

Vysledna matica kontaktov zahrnujica vsetky kraje a vSetky vekové skupiny pozos-

tava z 8 x 8 blokov. Kazdy blok reprezentuje priemerné pocty kontaktov osob z dvoch
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konkrétnych krajov. Riadky blokov reprezentuju kraj, z ktorého pochadza prva osoba a
zéroven sa tu uskutoéni stretnutie. Stipce blokov reprezentuju kraj povodu druhej osoby.
Kazdy blok je matica velkosti 8 x 8. Riadky a stipce v bloku reprezentujt vekové skupiny
danych krajov. Strukttru vyslednej matice kontaktov vidime na Obr. 6. Na diagonale st
farebne odlisené bloky, ktoré reprezentuji komunikaciu v ramci kazdého kraja. Farebne

st tiez odlisené riadky a stipce pre vekovii skupinu v = 6 (modra) a v = 7 (oranzova).

Obr. 6: Struktira vyslednej matice kontaktov

Numerické hodnoty v jednotlivych podmaticiach (ozna¢me podmatice M;;,) vypoci-
tame na zaklade priemernych poc¢tov kontaktov v danom kraji (Priloha Al) a vyssie
uvedenych pravdepodobnosti (roznych, v zavislosti od vekovych skupin). Matica priemer-
nych poc¢tov kontaktov v rdmeci jedného kraja j je oznacend ako M’ s prvkami mf;h, kde v
je vekova skupina prvej osoby a h je vekova skupina druhej osoby. Ak teraz chceme vypo-
¢itat priemerny pocet kontaktov medzi osobou z kraja j a osobou z kraja k, potrebujeme
poznat pravdepodobnosti., ze dané osoby sa stretni.Tieto pravdepodobnosti zavisia od
vekovych skupin oséb. Pravdepodobnost, Ze osoba z kraja k a vekovej skupiny v stretne
ina osobu v kraji j, oznacime p%;. Potom na vypocet priemerného poctu kontaktov medzi
osobou z kraja j a vekovej skupiny v a osobami z kraja k a vekovej skupiny A (¢o je prvok

matice M) zvolime nasledovny postup:

My, (v,h) = m{;hp;')kp?k‘ (8)

Ak teraz chceme zistit konkrétny pocet kontaktov medzi osobou z Bratislavského kraja
(j = 1) z vekovej skupiny v = 5 a osobou z Trnavského kraja (k = 2) z vekovej skupiny

v =7, vypo&itame to ako prvok z 5. riadku a 7. stlpca matice M;,, &ize:

Mi5(5,7) = m51>7p51)2pz2‘ 9)
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Vyslednt maticu kontaktov, ktort oznacime M, ziskame spojenim podmatic M.
Konkrétne hodnoty matice M vypoc¢itame pomocou podmatic uvedenych v Prilohe Al a
pomocou Tabuliek 2, 3, 4, 6.

V heterogénnom SIR modeli vyuzijeme maticu kontaktov na vypocet matice rovnakého
rozmeru (s rovnakymi blokmi), ktorej prvky priamo vystupuji v modeli. Tato maticu
nazveme B a jej prvky [Bj.in, pricom j a k je oznacenie bloku a v a h je oznacenie
riadku a stipca v konkrétnom bloku. Prvok Bjvkn pPredstavuje riziko, Ze sa vnimava osoba
z kraja j z vekovej skupiny v nakazi od infek¢nej osoby z kraja k a z vekovej skupiny h.
Ak pozndme maticu kontaktov M a pozndme pravdepodobnost prenosu infekcie medzi
infekénou a vnimavou osobou oznac¢enou pismenom p, potom vieme dopocitat maticu B

na zaklade vztahu [33]:

B = pM. (10)

2.2 Zahrnutie ubtudania imunity

Heterogénny SIR model s regionalnou a vekovou Struktirou a so zahrnutim ockovania
rozsirime o tzv. vyvanutie imunity, v pripade, Ze osoba bola zaockované vakcinou. Rozli-

Sujeme dva pripady zlyhania vakciny [17]:

e PVF (z angl. primary vaccine failure): pravdepodobnost, ze pri o¢kovani osoby ne-
ddjde k tvorbe protilatok, a teda ak ide o MCV1, vnimava osoba sa nestava odolnou
voci ochoreniu, ak ide o MCV2, vnimava osoba sa nestane odolnou a osobe zaocko-

vanej MCV1 sa nezvysi imunita,

e SVF (z angl. secondary vaccine failure): pravdepodobnost, Ze hladina protildtok
klesne pod kritickli hodnotu, a teda zaockované osoba sa dostéva naspit do kom-

partmentu vnimavych (S).

Podla [17] hodnotu PVF povazujeme za konstantnt na trovni PV F' = 0.05. Znamena
to, ze s 95%-nou u¢innostou sa osobe po zaockovani vytvoria protilatky a stane sa odolnou
vocCi ochoreniu.

Hodnotu SVF(¢), t.j. pravdepodobnost znizenia protilatok C' pod kritickit hodnotu

Crrit v Case t od aplikovania vakciny, uréime na zdklade [22], [17]. Predpokladame, Ze
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koncentracia protilatok sa riadi lognormalnym rozdelenim, t.j. x = InC' ma normalne

rozdelenie. Hodnotu SVF(t) teda ur¢ime podla vztahu:

In(C 'rit)
1 " emera?
SVF(t) =Pz <In(Cgrit)) = 5 e 207 dx, (11)
o

kde GMT(t) je geometricky priemer hladiny protilatok, dany predpisom:
GMT(t) = GMT(0)e ™", (12)

pri¢om parameter w (z angl. waning rate) predstavuje rychlost ubudania protilatok. Viac
o urcovani tychto parametrov, ktoré budeme pouzivat aj v naSej praci, je mozné najst v
[40],[17].

V nasom modeli méme iba osem vekovych skupin, nemozeme preto sledovat ubtidanie
imunity osobitne v kazdom roku zivota. V kazdej vekovej skupine v = 1,2, ..., 8 vypocitame
strednt hodnotu SV F,,, ktoru néasledne pouzijeme v modeli. Naro¢nost vypoctu SV F,
zavisi od toho, ako detailne sa pozerame na zlozenie vekovej skupiny v. Pocet oséb vo

vekovej kategérii v, v kraji j a v Case t oznacime:

N

) = > ) =Y > nmalt),

heH, heH, deD, ,
kde n,(t) je pocet h-ro¢nych osdb v kraji j v Case t a njnq(t) predstavuje pocet h-roénych
d-dni starych oséb v kraji j v ¢ase t. H, predstavuje mnozinu ro¢nikov patriacich do
vekovej kategérie v. Potom |H,| oznacime Casové rozpitie skupiny v v rokoch, t.j. pocet
ro¢nikov v tejto kategérii. V Tabulke 7 vidime konkrétne poéty ro¢nikov v jednotlivych ve-
kovych skupindch. Hodnotu | H;| v podstate ani nepotrebujeme, ak neuvazujeme materské
protilatky. V tejto vekovej skupine nie su zaockované osoby, a teda nedochadza k ubtidaniu
imunity. Predpokladame, Ze nedochadza k ubtidaniu imunity ani u oséb, ktoré prekonali
ochorenie prirodzenym sposobom (vid [31], [4], [7]). Dalej D, , predstavuje mnoZinu dnf,
ktoré obsahuje vekova skupina v a ro¢nik h. Vekové skupiny v = 3,4, ...,8 obsahuju celé
ro¢niky, a v tom pripade mnozina D, = {1,2,...,365}, pre akékolvek h z danej veko-
vej skupiny v. Vynimkou je ro¢nik h = 1, ktory je rozdeleny do dvoch vekovych skupin
v=1,2.

Ak by sme brali do ivahy ¢asové zmeny poctu oséb v jednotlivych ro¢nikoch alebo

diioch, potrebovali by sme pocitat diferencidlnu rovnicu pre kazdy pocet osdb np, resp.
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Tabulka 7: Tabulka vekovych skupin a ich ¢asové rozpitie v rokoch

vek 0-14m | 15m-2r | 3r-br 6r-10r 11r-15r | 16r-24r | 25r-64r | 65r-100r
vek. skupina v 1 2 3 4 5 6 7 8

H, 0,1 1,2 3,45 | 6,7,8,9,10 | 11,...,15 | 16,...,24 | 25,...,64 | 65,...,100

|H,| 1,25 1,75 3 5 5 9 40 36

njna- Pre jednoduchost v8ak pri poc¢itani SVF zanedbavame vplyv ¢asu na pocet osdb v

jednotlivych skupinéch, t.j.

Nj,(t) = Nj, = Z njp = Z Z Njhd,

heH, heH, dED,

pre vSetky ¢ =[0,7].

Dalej predpokladame rovnomerné rozdelenie populacie v ramci jedného roka, takze plati:
Njhd = %g (pri¢om neuvazujeme priestupné roky).

Vo vSeobecnosti vyuzijeme vztah pre aproximaciu strednej hodnoty nejakej funkcie
X (t), zavisiacej od Casu t na intervale t € [t™", "] aritmetickym priemerom ratanym

spojito:

tmax

E(X(t)):m / X (1)dt.

tmin

(13)

Vypocet SV F, potom na zaklade miery rozdelenia populacie vo vekovej skupine v

vyzera nasledovne:

e Rozdelenie po skupinach v :
Vychadzame z predpokladu rovnomerného rozdelenia populécie v jednotlivych ve-
kovych skupinéch, t.j. v kazdej vekovej skupine v je priblizne rovnaky pocet oséb
z kazdého ro¢nika. Na Obr. 7 vidime vekové rozloZenie obyvatelstva vo vekovych

skupinach v = 2, 3, ..., 8 na Slovensku v roku 2016.

.....

ro¢nikoch priblizne vyrovnané.

Za predpokladu homogenity ro¢nikov v kazdej vekovej kategdrii v mozeme urcit

priemerny pocet 0s6b v jednom roc¢niku v tejto skupine ako

> Mn

heH,

Ty =
W |,
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Obr. 7: Pocet obyvatelov v SR vo veku 0-100 v roku 2016. Zdroj: [27].
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Pre vekovi skupinu v dalej definujeme interval tyrov, = [ty tiresr], ktory re-

prezentuje minimalny a maximalny ¢as od posledného ockovania vakciny (MCV1
alebo MCV2) v danej vekovej skupine. Tento interval je vyjadreny v diioch. Plati

tomar et — 365|H,|. Clen e vo vztahu (13) mé hodnotu st =

—¢min

1 _ 1
365|H,| =~ pocet dni vo vekovej skupine v~

Parameterom m, navyse oznacime, kolko percent osob je v priemernom veku 7, vo

vekovej skupine v. KedZe uvazujeme homogenitu ro¢nikov, polozime m, = 1.

Na zéklade vymenovanych predpokladov moézeme vyjadrit SV F,, t.j. akd cast z
0s0b zaockovanych MCV1 alebo MCV2 sa opiit stdva vnimavymi, v danej vekovej

skupine v, ako:

My

SVE, = —"“
365| |

/ SV F(t)dt. (14)
tmovw
Rozdelenie po ro¢nikoch A :
V kraji j pozndme pocty osob v jednotlivych ro¢nikoch n . Pre vekovt skupinu v a v
nej ro¢nik h definujeme interval tyov, , = [tqj\/l}b"‘}m, tq&%”‘}w], pric¢om tﬁfcn‘}m a tﬂ%ﬂ'}w
je minimélny a maximalny ¢as od podania vakciny MCV (MCV1 alebo MCV2) pre
v,h,mar tv,h,min

konkrétny roc¢nik h. Potom pre v = 3, ..., 8 urcite plati ;2 v =365 (ak

opit neuvazujeme priestupné roky).

Vztah pre SV F, potom bude vaZeny priemer cez jednotlivé ro¢niky:

My,
SVE, =Y ﬁ / SV F(t)dt. (15)

heH, tymcve,h
Parameter m,; = X{—h predstavuje, kolko percent osob je vo veku h vo vekovej
Jju

skupine v.

Rozdelenie po dnoch d :

Kvoli jednoduchosti a nedostatku iidajov predpokladame, Zze v ramci roka s osoby
vekovo rovnomerne rozdelené. Sta¢i nam teda poznat pocet oséb v jednotlivych
ro¢nikoch n;,. Potom njnq = %. Pre vekovt skupinu v, ro¢nik h a den d definujeme

. v,h,d;min ,v,h,dmax o v,h,d,min v,h,d,mazx - e 2
interval tyoviena = [ty iy ], pricom ty oy a ty sy je minimélny a
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maximélny ¢as od podania vakciny MCV (MCV1 alebo MCV2) pre osobu vo veku

h rokov a d dni. Potom plati tlj\}[%%’/mw tqj\/[hc'%/mm =1

Vztah pre SV F, bude teraz vazeny priemer cez jednotlivé rocniky a dni:

SVFE, =Y > myna / SV E(t)dt. (16)

heHy deDy,p trevvh,d

Njhd _
Njw 365*N

Parameter m, 5 4 = predstavuje, kolko percent osob je h-ro¢nych a d

dni starych vo vekovej skupine v.

V nasledujicej Tab. 8 st prehladnejsie zhrnuté parametre a vyrazy pre jednotlivé

delenia populacie.

Tabulka 8: Rozne miery aproximacie SV F,

v-vekova skupina v, h-ro¢niky v, h, d-dni
= = Dyh — Tghd _ _ Mh
m m?) - 1 m’l),h - va Tn?),h,d - va - 365*]\/‘],@
Moy My h My, h,d
SVFE, | sgii | SVF(s)ds | X 5 [ SVFE(s)ds| > > =4 [ SVF(s)ds
trvove h€H, trrovie,h h€Hy dEDy p tMCVv,h,d

KedZe ¢len SV F, vystupuje v modeli v sti¢ine s po¢tom zaockovanych osob z konkrét-
nej vekovej skupiny v a kraja j (pozri Kapitolu 2.3), potrebujeme zabezpecit, aby stucet

vah bol rovny jednej pre fixované parametre v, h, d. Vidime, Ze to plati pre vSetky miery

delenia:
1 = My,
L= S mg=> 2=,
heH, heH, Nio
365
L= hz DL M= ) 367;]1}\1@1) Z 365;;]]:_
€H, deD, j, heH, deD,

Poznamka 1. Z déovodu zjednodusenia diferencidlnych rovnic v modeli budeme pre ubi-
danie imunity uvaZovat naghrubsie delenie, t.j. delenie po skupindch v. Pri jemnejSich

aprozimdcidch by bol model vyrazne zlozZitejst.

2.3 Vysledné matematické vyjadrenie SIR modelu s regionalnou

a vekovou Struktarou, ofkovanim a ubudanim imunity

Pre kazdy kraj j = 1,2,..., K, vyzerd matematické vyjadrenie modelu vo vSeobecnosti

rovnako. Diferencialne rovnice sa vsSak liSia pre rozne vekové skupiny v = 1,2,..., H.
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Sledovat budeme v kazdom kraji j a pre kazdu vekovi skupinu v zmeny v piatich réznych

podskupinéch:

Sjv: vnimavé osoby, mozu sa nakazit chorobou,

I;,: infekéné osoby, mézu nakazit vnimavé osoby,

Rj,: odolné osoby, prekonali chorobu prirodzenym sposobom, a teda uz sa nemozu

nakazit chorobou,

lev odolné osoby zaockované prvou vakcinou (MCV1), ubtida im imunita,

Vﬁ) odolné osoby zaockované druhou vakcinou (MCV2), ubtda im imunita.

Oproti klasickému heterogénnemu SIR modelu nam pribudli dva kompartmenty v dos-
ledku dvojfazového ockovania a ubtidania imunity. Schému takéhoto modelu v kraji j a v

Siestej vekovej skupine mozeme vidiet na Obr. 8.

ubddanie imunity

ubtdanie imunity

mladsi mladsi mladsi mladsi

nakazeni m vyzdraveni
Jé Rj6

starsi, starsi, starsi, starsi,

zomretl zomreti zomretl zomreti zomreti

Obr. 8: Schéma heterogénneho SIR modelu s ockovanim a ubtdanim imunity, kraj j,

vekova skupina v = 6.
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V modeli vyuzivame nasledujtice premenné:

, . _ poCet narodenych v kraji j
° ,uj.v : natalita (porodnost), ktoré je urcena: P — Y ,,‘] ,j. Tento para-
pocet vsetkych v kraji j

meter taktiez povazujeme za mieru starnutia.

e 1M: mortalita (imrtnost) vo vekovej kategdrii v, ktora je urdena:
pocet zomretych vo vekovej skupine v

podet vietkych vo vekovej skupine v
Uvazujeme, ze imrtnosti v jednotlivych vekovych kategdriach st vo vSetkych krajoch

rovnaké.

® [Bjukn: riziko ndkazy osoby z j-teho kraja, z vekovej skupiny v, od osoby z k-teho

kraja, z vekovej skupiny h;

e 7: rychlost vylieCenia sa, rovnaka pre vSetky kraje a vetky vekové skupiny, v = 1/d,

kde d je dl7ka infekénosti;

e z;: aktudlna zaockovanost v kraji j pri prvej vakcine (MCV1). Je to ¢ast (percento)

danej populacie, ktord sa neché zaockovat.

e z7: aktualna zaockovanost v kraji j pri druhej dévke vakciny (MCV2). Je to Cast
(percento) danej populacie, ktora je zaockovana prvou vakcinou a neché sa zaockovat

aj druhou.

e 77: aktudlna zaockovanost v kraji j pri druhej davke vakciny (MCV2). Jedna sa o
¢ast (percento) danej populacie, ktora nie je zaockovana prvou vakcinou a neché sa

zaoCkovat druhou.
e |H,|: pocet ro¢nikov vo vekovej skupine v;
e PV F': pravdepodobnost zlyhania vakciny (MCV1 alebo MCV2);

e SV F': pravdepodobnost poklesu protilatok.

Pre jednoduchsie porozumenie modelu uvadzame tiez popis niektorych c¢lenov vystu-

pujucich v rovniciach:

f i BjvkhLkn S

° N : pocet novonakazenych osob v kraji j a vekovej skupine v,
k=1h=1 j
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H
,uj-v >~ Nju: pocet novonarodenych osob v kraji j,

h=1
v1j,: pocet vyzdravenych osob v kraji j a vekovej skupine v,

Sy, M 1, uM R,: podet prirodzene zomretych 0sob z jednotlivich kompartmen-

tov,

13 Sjo—1, 1 Ljv—1, i Rjy_1: poCet starnicich osob prichéddzajucich do daného kom-

partmentu v kraji j a vekovej skupine v,

,ujy (1 —x;)S;1: pocet 0sob z kraja j z prvej vekovej kategdrie, ktoré pri prechode do

druhej vekovej kategorie nesli na ockovanie vakcinou MCV1,

,uj-v x;Sj1 PV F': pocet osdb z kraja j z prvej vekovej kategdrie, , ktoré pri prechode
do druhej vekovej kategdrie isli na ockovanie vakcinou MCV1, ale nezaicinkovala

im,

p ;S5 (1= PV F): pocet osob z kraja j z prvej vekovej kategrie, ktoré pri prechode

do druhej vekovej kategorie isli na ockovanie vakcinou MCV1 a zatc¢inkovala im,

Vﬁ)m [ SVF(s)ds: pocet 0sob z kraja j, vekovej skupiny v, zaockovanych

tetpmovi,v
vakcinou MCV1, ktorym ubudla imunita a stavaji sa opdf vnimavymi,

vam [ SV F(s)ds: pocet 0sdb z kraja j, vekovej skupiny v, zaockovanych

tetpmcovew
vakcinou MCV2, ktorym ubudla imunita a stavaji sa opdt vnimavymi,
,uév(l — I;)S;j4: poCet 0sob z kraja j zo Stvrtej vekovej kategdrie, ktoré nemaju
protilatky (nesli na oc¢kovanie MCV1, alebo im nezatcinkovala) a pri prechode do

piatej vekovej kategorie nesli na ockovanie vakcinou MCV2,

,ujy 2;S;4PV F': pocet osob z kraja j zo Stvrtej vekovej kategorie, ktoré nemaji proti-
latky (nesli na o¢kovanie MCV1, alebo im nezatcinkovala) a pri prechode do piatej

vekovej kategorie isli na ockovanie vakcinou MCV2, ale nezaicinkovala im,

,uévijSﬂ(l — PV F): pocet 0s6b z kraja j zo Stvrtej vekovej kategdrie, ktoré nemaju
protilatky (nesli na oc¢kovanie MCV1, alebo im nezatc¢inkovala) a pri prechode do

piatej vekovej kategorie isli na ockovanie vakcinou MCV2 a zatcinkovala im,
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o 122V PV F: pocet os6b z kraja j zo Stvrtej vekovej kategdrie, ktoré maju proti-
latky (isli na ockovanie MCV1 a zauc¢inkovala im) a pri prechode do piatej vekovej

kategorie isli na ockovanie vakcinou MCV2, ale nezatc¢inkovala im,

° ,ué.v (1-— :1:']2.)\/]-4: pocet 0s0b z kraja j zo Stvrtej vekovej kategorie, ktoré maju proti-
latky (isli na ockovanie MCV1 a zaucinkovala im) a pri prechode do piatej vekovej

kategorie nesli na ockovanie vakcinou MCV2,

° ,uévx?\/ﬂ(l — PV F): pocet osob z kraja j zo Stvrtej vekovej kategdrie, ktoré maja
protilatky (isli na ockovanie MCV1 a zatéinkovala im) a pri prechode do piatej

vekovej kategorie isli na ockovanie vakcinou MCV?2 a zatcinkovala im.

Uvadzame vseobecni slovnt formulaciu systému diferencidlnych rovnic heterogénneho
SIR modelu pre vekovu skupinu v. Niektoré ¢leny vystupuji vo vsetkych vekovych skupi-
nach (zomreti, novi infekéni,...), no niektoré sa tykaja iba konkrétnych vekovych skupin

(¢leny tykajice sa ofkovania, ubuidania imunity).

zmena v .S = —(novi infekéni)
+(presun nezaockovanych vnimavych z v — 1 alebo novorodenych)
+(presun MCV1/2-o¢kovanych ale PVF (¢ize vnimavych) z v — 1)

—(presun vnimavych do v + 1) — (zomreti)

(
(
(
(
+(novi vnimavi kvoli ubidaniu imunity po MCV1)
+(novi vnimavi kvoli ubidaniu imunity po MCV2)
zmena v I = +(novi infekéni) — (novi vyzdraveni) — (zomreti)
+(presun infekénych z v — 1) — (presun infekénych do v + 1)
zmena v R = +(novi vyzdraveni)
(

+(presun odolnych z v — 1) — (presun odolnych do v + 1) — (zomreti)
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zmena vo V! = +(presun MCV1-o¢kovanych z v — 1)
+(presun MCV1-o¢kovanych z v — 1,
ktori boli MCV2-zaockovani ale PVF alebo MCV2-nezaockovani)
+(presun vnimavych z v — 1, ktori boli MCV1-zaockovani)
—(presun MCV1-o¢kovanych do v + 1) — (zomreti)

—(novi vnimavi kvoli ubiidaniu imunity po MCV1)

+(presun MCV1-oc¢kovanych z v — 1, ktori boli MCV2-zaockovani)
+(presun vnimavych z v — 1, ktori boli MCV2-zaoc¢kovani )

(
(
(
zmena vo V? = +(presun MCV2-oc¢kovanych z v — 1)
(
(
—(presun MCV2-o¢kovanych do v + 1) — (zomreti)
(

—(novi vnimavi kvoli ubtidaniu imunity po MCV2)

Pre prva vekova kategoriu v = 1 mame systém diferencialnych rovnic:

K H
djgl _ _ZZ 5J1khfkh531 Z _ Sjl

k=1 h=1

K H
dl; ﬁ I S
k=1 h=1
dR;
dtﬂ = 'Vljl_ﬂj'ijl_/linjl
i,
dt
d‘/f1 _ 0
dt

KedZe v tejto vekovej skupine nie st ziadne zaockované osoby, chceme, aby hodnoty

Vi (t) a V() boli nulové pre kazdy ¢as t = 1,...,T. Docielime to zvolenim pociatoénych

. . dVi Vi , . ,
podmienok V}}(0) = 0, V3(0) = 0, a kedze i 0a i 0, budt funkcie nulové

pre kazdy cas t. Funkcia lev bude nulova, kym sa neza¢ne zaockovavat vakcinou MCV1 a
funckia Vﬁ] bude nulové, kym sa nezac¢ne zaockovavat vakcinou MCV2. Predpokladéame,
Ze u osob, ktoré prirodzene prekonali ochorenie, nedochadza k ubtidaniu imunity, a teda

v prvej vekovej kategorii nie st pritomné prislusné cleny.
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Druhu vekova kategoriu ovplyviuje o¢kovanie, t.j. pri prechode z prvej vekovej skupiny
sa moze vnimava populacia zaockovat. Kedze mame v modeli uz zaockované osoby, do
hry vstupuje ubtidanie imunity. Oproti prvej vekovej kategdrii tu pribudnt ¢leny tykajtce

sa ockovania a ubtidania imunity. Systém diferencidlnych rovnic vyzera teda nasledovne:

dS;s o BizwnlenSya
d; = —;; e ]2 J M;V(]_—ZE]>S]1+M§VZE]S]1PVF
1.75
N
—15 S = 1z Sjz + Vi / 175 355 F()ds
0

dl KX 1., S;
j2 2 :j : j2khLkh® 52 M
d—; = j N J —’}/]j2+[/6§-\[]j1—,u§vfj2—,u2 ]jg
k=1 h=1 J

d?f = vl + ,Ué‘ijl — Mj'ijQ — Méijz
dVl 1.75
2 — yNe;Sq(1— PVF) — ¥V — ! / ——_SVF(s)ds
dt gy R Viz 175*365
0
vy .
dt

Vsimnime si tiez, Zze osoby z ‘/;12, ktorym klesla imunita pod kriticka hranicu (vyraz s
integralom), sa vracaju spiit do skupiny vnimavych osob. Kedze do vypoctu SV F vstupuji
udaje v rokoch, cely vyraz podelime po¢tom dni v roku (365), aby sme docielili denné
ubudnutie imunity.

Pre tretiu a stvrta vekovu kategdriu v = 3,4 vyzerd systém takto:

dsS;, e BiuknLknSjv
R I
¢ k=1 h=1 Jv
1
1% SV F(s)d
Vi / e T )ds
SEtM OV

drl;, B vkthkhS v
U S Bl g,
k=1 h=1 N
dR;,
dt
dvt
juo 1 Ny,1 My r1 1

dt = V]vl jVjv_uvv}v_V}v /

= Vljv + /Lj'Vijfl - ,Uj'Vij - ILLUMRjU
1
|H,|365

SV F(s)ds
s€tycviw

dv?
R CA—
dt
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V tychto kategdridch nie st ziadne vyznamné nové cleny. Pri c¢lene, ktory opisuje
ubtdanie imunity, definujeme pre tretiu vekovi kategériu tpcvis = [1.75,4.75] a pre

Stvrta vekova kategériu tyrevi a4 = [4.75,9.75).

Piata vekova kategéria v = 5 je zaujimava kvoli preockovavaniu. Zaockovat vakcinou
MCV2 sa mo6zu vnimavé osoby, ktoré neboli na ockovani vakcinou MCV1, alebo im ne-
zaucinkovala, alebo im casom klesla hladina protildtok. Preockovat sa mozu tiez odolné
osoby zaockované vakcinou MCV1. Prvykrat bude funkcia Vﬁj nenulova. Ubtdanie imu-
nity stéle prebieha od ¢asu posledného ockovania. Budeme teda sledovat dva rozne ¢leny

(integraly) tykajtuce sa ubudania imunity. Systém rovnic vyzerd nasledovne:

dS]5 & 6j5khjkhsj5 N ~ N ~ N M
el > TN, M (1= %) Sja+ p5 355 PV F — 5 Sjs — i Sjs
k=1 h=1 J
14.75 5
1 1
1 F 2 F
+Vis 0 365SV (s)d$+1/;5/5*3655V (s)ds
9.75 0
dl, K BisinIinS
D DD Dl v jSkh L ) T — i L — 3 s
k=1 h=1
dR;
—2 = s+ uﬁ-VRjz; — ) Rys — ' Rys
dv;lE) Ly Myl
14.75
1
1
Vis / 5*365SVF(3)d8
9.75
d‘/;25 N _21/1 N~ Ny /2 M2
= K V(1= PVE) 4 15°%;854(1 = PVF) = pj' Vis — 115" Vs

F(s)ds

—Vis
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Rovnice vo vekovych skupinach v = 6,7 maji podobny charakter ako v = 3,4. Pri-

budlo tu vsak ubtidanie imunity zaockovanych os6b vakcinou MCV2. Systém vyzera takto:

K H
dsS;, B; vkh]khs v
o T T T S = S = S
k=1 h=1 J”
1 1
p L v R(s)ds + V2 / e _SVF
ML / Hopess Fe)ds + Vi, Hopess Y Fls)ds
s€Etp v, SE€EtpMCV2,w
dl'v B vkh»[khS v
i ZZ S = Ly 4 Loy — 4 L = 1 L
k=1 h=1
dR;,
— = Vot Ryr — 45 Ryy — ' R,
dv}! 1
jv o _ 1 uNVL M1 1
7 - ‘/]v 1 j ‘/jv — Hy ‘/jv - ‘/jv / |HU|365SVF(8)dS
s€typcviw
dV? 1
v Ny N1/2 My 2 2
W - V]'U 1 lu’j V;'”U = My V;'U - V;'v / |Hv|365SVF(S)dS
s€typcvaw
V Siestej vekovej kategérii douréime tyov16 = [14.75,23.75] a tycves = [5,14]. V

siedmej vekovej kategérii plati tyrcvi 7 = [23.75,63.75] a taover = [14, 54].
Nakoniec sa pozrieme na poslednii vekovu kategériu v = H = 8. Osoby sa uz nepre-
suvaju do inej vekovej kategérie. Ubtidanie imunity sa prejavuje rovnako ako v predchéa-

dzajucich kategoriach. Rovnice vyzeraju nasledovne:

dS; KX IS
dth _ ZZBJSkh kh ]8+M§VS]7_M£45J8
k=1 h=1
99.75 90 1
1
vl SV F(s)ds + V2 / SVF(s)d
Vis | 3ga3e5° Y Flo)ds+ Vis | 35 355V I (5)ds
63.75 54
dI, 5 BisinIinS;
dts - ZZ Jgk?\fzh 22 — I8 +N§VIJ7 —Mé/lljs
k=1 h=1 J
dR;
dtjg = Yljs+ 1) Ryr — psRys
dVl 99.75 1
BNy 1
i = MV Ve =V / 36365 L s
63.75
90
dV28 Ny -2 2 1
R AR A ‘/]8/36*365SVF(8)d8

54
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Pripominame, Ze vyraz SV F(s) v integraloch sa po¢ita pomocou vztahu (11), a teda
integralne ¢leny v tychto rovniciach predstavuju dvojné integraly. Daju sa vSak napocitat
vopred, a teda do uvedenych diferencialnych rovnic namiesto integralov redlne vstupuju

vopred napocitané konstanty.
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3 Numericka implementacia a experimenty

V tejto kapitole sa zameriame na numericki implementaciu heterogénneho SIR modelu
predstaveného v predchadzajicich kapitolach. Zahrnieme do modelu materské protilatky
a navrhneme experimenty, ktoré by znizili pocet nakazenych oséb v pripade epidémie
osypok na Slovensku. Vsetky numerické vysledky st robené s nasimi odhadnutymi para-
metrami, ktoré si v istej miere subjektivne a vo vSeobecnosti velmi fazko odhadnutelné.
Neodporuc¢ame preto brat nasledujice vysledky ako absoltitnu predikciu, ale skor ako na-
hlad do spravénia sa ochorenia a do povahy vysledkov, ktoré ma tento model potencial

poskytunif v pripade lepSej znalosti parametrov.

3.1 Implementacia v prostredi Matlab

Heterogénny SIR model s regiondlnou a vekovou strukturou implementujeme do prostre-
dia Matlab. Na ratanie diferencidlnych rovnic mdZeme vyuzit zabudovani funkciu pre
Matlab ode/5. Tato funkcia vyuziva numerickit metédu Runge-Kutta 4, pricom pouziva
variabilny c¢asovy krok. Pre konkrétnejsie vysledky, napriklad pocet novych infek¢nych
0s0b za Casovi jednotku, potrebujeme ucit pevny c¢asovy krok. Preto systém diferencial-
nych rovnic ratame vlastnoru¢ne naprogramovanou Runge-Kutta 4 metédou s pevnym
krokom A (zdrojovy kéd uvadzame v Prilohe B). Runge Kutta 4 metéda sa vyuziva pri

ulohéch tvaru:

y=rfty), ylo)="yo (17)

V naSom pripade je ¢t ¢as a y = y je vektor obsahujuci vSetky stavy S;,(t), L(t),
Rjy(t), Nju(t), Vji(t), Vii(t) v Case t. Funkcia f = f bude potom tiez viacrozmerna.

Pre krok h > 0 a pre n = 0,1, 2, .. vyzerd numericky postup nasledovne [3]:

k1 = f(tnayn)a
h k.
kz - tn ~rYn h_ Y
Flto+ 5 yn+h)
h k,
k, = t — h—
3 .f( n + Qayn + 2 )7

k, = f(t,+h,yn+ hk;),

h
Ynii = Yn+ 6(k:1 + 2k, +2ks + ky), tn1 =t,+ h.
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Potrebujeme uz len pociatotné podmienky S;,(0), I;,(0), R;,(0), N;,(0), V},(0), V72 (0),
¢im uréime podiatoény vektor y,. Experimenty budeme pozorovat po dobu jedného roka,
t.j. T'= 365 dni, pricom pevny casovy krok zvolime h = 0.1 dna. Pociato¢né podmienky
budu konkrétne zvolené v zavislosti od konkrétneho experimentu.

V rovniciach modelu st ¢leny tykajice sa ubtdania imunity (vid Kapitola 2.3), v
ktorych sa nachddzaji dvojné integraly. Funkcia pod integralom nezavisi od c¢asu t (od
ktorého zavisi samotna diferencidlna rovnica), ani od nezndmych funkcii dynamického
systému (S, I, R, V1, V?), a preto si tieto integraly napo¢itame dopredu. PouZijeme na to
funkciu integral2 zabudovani v Matlabe. T4to metéda pouzZiva obdlznikovii metédu na
numericky vypocet integralu. Hodnoty, ktoré ziskame, predstavuju cast populacie, ktora
za jeden den strati imunitu.

Dalej potrebujeme urc¢it numerické hodnoty niekolkych parametrov. Hodnotu N;,(0)
(pocet 0sdb v kraji j a vekovej skupine v v ¢ase t = 0) urc¢ime zo zdroja [28], pre rok

2016. Konkrétne hodnoty potom vidime v Tab. 9.

Tabulka 9: Tabulka poc¢tu oséb v jednotlivych krajoch a vekovych skupinach na zaciatku

pozorovania. Zdroj: [28], k 31.12. 2016.
V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7 V8

BA || 9968 | 15180 | 23976 | 34057 | 25406 | 46639 | 384380 | 102190
TT | 6483 | 10057 | 16648 | 26610 | 24220 | 53875 | 336679 | 86520
NR || 7222 | 11169 | 18698 | 31006 | 29331 | 66133 | 405812 | 111316
TN || 6344 | 9696 | 16663 | 26771 | 24534 | 57598 | 350129 | 97005
ZA | 8562 | 12963 | 22108 | 35747 | 34977 | 77595 | 400500 | 98252
BB || 7271 | 11136 | 18863 | 32485 | 31413 | 66522 | 381669 | 102063
PO | 11515 | 17630 | 29661 | 49892 | 48020 | 101417 | 457293 | 106776
KE | 10408 | 16037 | 27831 | 46745 | 44454 | 89203 | 453486 | 109830

V zdroji [28] ndjdeme tiez idaje o pocte narodenych osdb pre jednotlivé kraje a pocte
zomretych os6b v kazdom veku, z ¢oho dopocitame pocet zomretych osob pre jednotlivé
vekové kategérie za rok 2016. Potom vieme numericky urc¢it hodnoty /L;-V M pre j =

1,2,...,8av=1,2,...,8, pricom treba uvazovat denné tidaje pre natalitu a mortalitu, t.].
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podelit ro¢né tdaje poc¢tom dni v roku.

0.01282 0.00462
0.00979 0.00028

0.00907 0.00011

oL 0.00907 L 0.00011
365 1 0.01061 365 [ 0.00014
0.00958 0.00046

0.01199 0.00409

0.01115 0.04756

Poznamka 2. V nasom heterogénnom SIR modeli s vekovou a regiondlnou Struktirou
sa mezachovdva konstantnd velkost populdcie, kedZe nutne neplati, Ze natalita je rovnd

mortalite.

Maticu B a jej prvky Sy, uréime podla vztahu (10) v Kap. 2.1 pomocou matice
kontaktov a parametra p. Maticu kontaktov sme uz odhadli a pravdepodobnost prenosu
infekcie pri jednom kontakte ur¢ime podla [33] na trovni p = 0.95.

Parameter v (rychlost vylieenia sa) uré¢ime na zaklade vztahu z knihy [33]: v = 1/d,
pricom d predstavuje dizku infekénosti ochorenia. Pre osypky je dlzka infekénosti 5 — 7
dni [2]. V naSej praci sme urcili d = 5, nakolko predpokladame, Ze infekéné osoba sa po
piatich drioch izoluje a viac nesiri ochorenie. Potom ur¢ime parameter v ako: v = 1/5.

Zostava uz len urcit premenné tykajice sa aktudlnej zaockovanosti: x;, 23 a 77. Para-

metre x; vieme urc¢it podla aktualnej situacie na Slovensku z [17]:

T ‘ ) ‘ T3 ‘ T4 ‘ Ty ‘ Tg ‘ g ‘ xTs

0.929 ‘ 0.96 ‘ 0.961 ‘ 0.921 ‘ 0.95 ‘ 0.942 ‘ 0.954 ‘ 0.946

Hodnoty pre parametre x? a 57?, t.j. ¢ast populécie, ktora pojde na ockovanie vakcinou
MCV2, ak je/nie je zaockovand vakcinou MCV1, uréime na trovni 3:? =0.95a :%]2 =0.5
pre kazdy kraj j.

Hodnoty parametrov PV F, SV F(t), potrebnych pre ¢leny ubtidania imunity, uré¢ime
podla [17]. PV F bude mat hodnotu PV F = 0.05 a ¢leny GMT(0), o, w, Cypit, potrebné
pre vypocet SV F(t), buda rozne v zavislosti od réznych scenarov. Ich konkrétne hodnoty

vidime v Tab.10.
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Tabulka 10: Hodnoty parametrov v jednotlivych scendroch pre ¢leny tykajtce sa ubuidania

imunity. Zdroj: [40], [17].

GMT(0) o | w(za rok) Clerit
Scenar 1 - - - -
Scenar 2 | 1914 mIU/mL | 0.92 0.069 150 mIU/mL (350 mIU/ml)
Scenar 3 | 1523 mIU/mL | 0.97 0.078 120 mIU/mL

Scenar 4 | 2000 mIU/mL | 0.9 0.05 150 mIU/mL (350 mIU/ml)
Scenéar 5 || 2000 mIU/mL | 0.9 0.03 150mIU/mL (350 mIU/ml)

V Scenari 1 predpokladédme, Ze osoba ziska ockovanim celozivotnii imunitu, t.j. ne-
dochadza u nej k ubtidaniu imunity. Scenar 2 a Scenar 3 su pesimistickejsie (rychlejsie
ubida imunita) a st uréené z udajov dostupnych v literattare [9], [19]. Scenare 4 a 5 st
optimistickejsie (pomalsie ubtida imunita) a pracuji s expertne odhadnutymi hodnotami

17].

3.2 Aktualna epidemiologicka situacia na Slovensku

Modelovat Sirenie osypok pomocou nésho heterogénneho SIR modelu sme sa snazili na
zéklade aktuélnej epidemiologickej situacie. Podla [12] sa na jar v roku 2017 objavil im-
portovany pripad osypok v Kogickom kraji. Choroba sa dalej nerozsirila. Ku koncu roku
2017 sa v Bratislavskom kraji objavilo postupne dalsich Sest pripadov. VSetky nakazené
osoby boli vo veku 25 — 64 rokov. Preto v nasich experimentoch budeme predpokladat, ze
prva nakazena osoba je z Bratislavského kraja a siedmej vekovej kategorie. Prva infekéna
osoba musi byt umelo importovand, pretoze inak by sa choroba nerozsirila vobec.
Potrebujeme este zistif priemerni odolnost jednotlivych vekovych skupin v jednotli-
vych krajoch proti osypkam, t.j. po¢iatocné podmienky. Posledny imunologicky prehlad
bol spraveny v roku 2002 [32]. Udaje o proporcii vnimavych podla scenarov z Tab.10 boli
podrobnejsie spracované v ¢lanku [40], odkial sme vyuzili zistené informécie pre vekové
skupiny v = 7,8. Pri siedmej a dsmej vekovej kategdrii sme pritom zohladnili este jeden

rok ubtdania imunity (kedze ¢lanok [40] bol prisposobeny na data z roku 2015). Vsetky
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nie vnimavé osoby z vekovej skupiny v = 8 st v skupine odolnych (R), kedze ockova-
nie nebolo povinné v ich detstve, a teda ak maja protilatky, museli chorobu prekonat
prirodzenym sposobom. Vo vekovej kategorii v = 7 sa nachadzaju osoby, ktoré nie st
zaoCkované (48 — 64 rocni), zaockované vakcinou MCV1 (38 — 47 ro¢ni) a zaockované
vakcinou MCV2 (24 — 37 ro¢ni). Preto osoby s protilatkami rozdelime pre potreby nasho
modelu do troch skupin R;7(0), V}%(0) a V%(0) na zéklade vazeného priemeru poctov osob
v jednotlivych skupindch. Prehladné spracovanie idajov o zaockovanosti roénikov vo ve-
kovych skupindch v = 2,3,4,5,6 v roznych krajoch mozeme najst v [17]. V zavislosti od
roku kontroly daného roénika sme zohladnili pocet rokov ubtidania imunity. V kazdej ve-
kovej kategorii sme nasledne vypocitali priemernt zaockovanost skupiny ako aritmeticky
priemer zaockovanosti jednotlivych ro¢nikov. Vo vekovej skupine v = 1 zanedbavame ma-
terské protilatky, t.j. predpokladdme 100%-nt vnimavost u novorodencov vo veku 0 — 14
mesiacov. Konkrétne hodnoty pociatoc¢nych podmienok vyuzitych v experimentoch mé-

zeme vidiet v Prilohe A2.

3.3 Vysledky heterogénneho SIR modelu

V tejto kapitole uvedieme vysledky modelu predstaveného v Kap. 2.3. Priebeh Sirenia
ochorenia sme sledovali po dobu jedného roka pri roznych scenaroch ubtidania imunity
(vid Tab. 10). VSetky potrebné parametre sme urcili podla vyssie spomenutych postupov,
pricom na zaciatku vstupila prva infekéna osoba do siedmej vekovej skupiny v Bratislav-
skom kraji.

Na nasledujucich obrazkoch mézeme vidief priebeh novych infekénych osob v jednot-
livych krajoch (kazdému kraju prislicha jeden graf) a v jednotlivych vekovych skupinédch
(odlisené farbami). Ku kazdému grafu prisliacha tabulka, v ktorej sa nachadzaji pocty

nakazenych oséb v jednotlivych krajoch a vekovych skupinéch.
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Obr. 9: Graf novych infek¢énych oséb v roznych krajoch, scenar 1

Tabulka 11: Tabulka po¢tu nakazenych osob v jednotlivych krajoch a vekovych skupinéch,

scenar 1

V1 V2 | V3 | V4| V5 | V6 | VT | V8

BA || 9429 | 3167 | 1586 | 294 | 771 | 182 | 577
TT || 5677 | 1726 | 386 | 33 | 74 | 34 | 360
NR || 6439 | 1913 | 509 | 47 | 96 | 114 | 393
TN || 6047 | 2021 | 744 | 88 | 205 | 117 | 405
ZA || 8239 | 2454 | 600 | 63 | 173 | 174 | 630
BB || 6929 | 2133 | 591 | 107 | 204 | 201 | 438
PO | 11745 | 3377 | 602 | 221 | 556 | 548 | 1058 | 12
KE || 10664 | 3184 | 972 | 307 | 1051 | 448 | 877 | 11

A T I N TG SO NSO RN
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Na Obr. 9 vidime pocet novych infekénych osob v kazdom dni (z-ova os) pri prvom
scenari ubtdania imunity, t.j. imunita neubtda a protilatky ziskané ockovanim maju ce-
lozivotny ucinok. Vidime, Ze v priebehu jedného roka sa choroba rozsirila a postupne
vymizla vo vSetkych krajoch na Slovensku. Zacala sa $irit v Bratislavskom kraji a okolo
50. diia sa zacala rychlo §irit aj v ostatnych krajoch. Najviac osob sa nakazilo v prvej
vekovej skupine, kde deti nemali Sancu ziskat imunitu. Pomerne vela oséb sa nakazilo aj
v druhej a tretej vekovej skupine v désledku nedostatocnej zaockovanosti v tychto skupi-
nach. Najmenej osob bolo nakazenych v 6smej vekovej skupine vdaka silnej imunite, ktort
tato skupina méa. Pocet nakazenych oséb v jednotlivych krajoch a vekovych kategéridch
modzeme vidiet v Tab. 11. Celkovo najviac 0s6b sa nakazilo v Bratislavskom, Kosickom a
Presovskom kraji. Naopak najmenej os6b bolo nakazenych v Trnavskom kraji.

Na Obr. 10 vidime priebeh novych infekénych os6b pri druhom scenéri. Choroba sa
vyrazne rozsirila do vSetkych krajov, najmi v prvej a siedmej vekovej kategorii. Siedma
vekova skupina je velmi rizikové, ak zahrnieme do modelu ubtdanie imunity. Uplynul
dlhy ¢as od ich posledného ockovania a navySe vela 0sob v tejto vekovej kategdrii nie je
ani zaockovanych, ani neprekonali ochorenie prirodzenym spésobom. Okrem spomenutych
dvoch vekovych skupin sa v pomerne velkom mnoZstve nakazili osoby z druhej a Siestej
vekovej skupiny. V Bratislavskom kraji sa choroba rozsirila najskor, kedze sa tu zacala
sirit. Priebeh ochorenia vyzeral s miernym oneskorenim podobne vo vsetkych krajoch,
pricom mozeme pozorovat dve viny ochorenia v siedmej vekovej skupine.

V Tab. 12 vidime vysledné pocty nakazenych oséb v jednotlivych krajoch a veko-
vych skupinach. Vo vsetkych krajoch sa najviac oséb nakazilo v siedmej vekovej skupine.

Najmenej osdb sa nakazilo v piatej vekovej skupine.
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Obr. 10: Graf novych infekénych osdb v roznych krajoch, scenar 2

Tabulka 12: Tabulka po¢tu nakazenych osob v jednotlivych krajoch a vekovych skupinéch,

scenar 2

V1 V2 | V3 | V4 | V5 | V6 V7 V8

BA | 17407 | 3465 | 1883 | 1258 | 1247 | 2069 | 64537 | 2444
TT || 11714 | 2037 | 674 | 680 | 469 | 2080 | 72602 | 2261
NR | 13146 | 2253 | 844 | 826 | 598 | 2911 | 87230 | 2776
TN || 11436 | 2278 | 1021 | 816 | 708 | 2518 | 75995 | 2417
ZA || 15501 | 2732 | 946 | 931 | 771 | 3306 | 84295 | 2847
BB | 13251 | 2421 | 914 | 1008 | 843 | 3101 | 78404 | 2572
PO | 20755 | 3657 | 1004 | 1543 | 1511 | 4777 | 92112 | 3379
KE | 18756 | 3433 | 1383 | 1631 | 2032 | 4220 | 89147 | 3166

Na nasledujucich grafoch (Obr. 11, Obr. 12, Obr. 13) vidime priebeh novych infekénych
0s0b v Case, pri 3.,4. a 5. scenari ubudania protilatok. Vysledné pocty nakazenych osob

pre tieto scenare vidime v Tab. 13, Tab. 14 a Tab. 15.
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Obr. 11: Graf novych infekénych os6b v réznych krajoch, scenar 3

Tabulka 13: Tabulka po¢tu nakazenych osob v jednotlivych krajoch a vekovych skupinéch,

scenar 3

V1 V2 | V3 | V4 | V5 | V6 V7 V8

BA || 17574 | 3488 | 1999 | 1677 | 1386 | 3040 | 82297 | 4214
TT || 11639 | 2052 | 755 | 1000 | 600 | 3180 | 88610 | 3878
NR || 13077 | 2270 | 935 | 1202 | 758 | 4272 | 107444 | 4839
TN || 11359 | 2292 | 1101 | 1136 | 839 | 3697 | 92353 | 4186
ZA || 15416 | 2752 | 1053 | 1361 | 960 | 4896 | 102971 | 4784
BB || 13206 | 2438 | 1006 | 1402 | 1014 | 4493 | 97851 | 4487
PO || 20694 | 3683 | 1149 | 2141 | 1768 | 6851 | 113586 | 5570
KE || 18722 | 3457 | 1518 | 2192 | 2269 | 6067 | 111177 | 5342
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Tabulka 14: Tabulka po¢tu nakazenych 0sob v jednotlivych krajoch a vekovych skupinéch,

scenar 4

V1 V2 | V3 | V4 | V5 | V6 V7 V8
BA || 17337 | 3455 | 1812 | 916 | 1151 | 1044 | 16953 | 677
TT | 11618 | 2028 | 620 | 409 | 373 | 978 | 31563 | 721
NR | 13051 | 2242 | 783 | 510 | 482 | 1533 | 37319 | 848
TN || 11347 | 2269 | 968 | 545 | 612 | 1338 | 33015 | 738
ZA || 15461 | 2721 | 875 | 572 | 636 | 1733 | 36374 | 952
BB || 13232 | 2412 | 853 | 682 | 722 | 1739 | 32609 | 797
PO | 20852 | 3642 | 910 | 1054 | 1331 | 2747 | 38213 | 1193
KE | 18866 | 3420 | 1296 | 1173 | 1868 | 2423 | 36018 | 1068
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Obr. 13: Graf novych infekénych os6b v réznych krajoch, scenar 5

Tabulka 15: Tabulka po¢tu nakazenych osob v jednotlivych krajoch a vekovych skupinéch,

scenar 5

V1 V2 | V3 | V4| V5 | V6 | V7 | V8

BA || 9790 | 3239 | 1661 | 423 | 874 | 307 | 1015 | 120
TT | 6407 | 1856 | 472 | 97 | 138 | 134 | 857 | 66
NR || 7266 | 2058 | 612 | 127 | 179 | 249 | 945 | 73
TN | 6650 | 2135 | 832 | 185 | 316 | 274 | 955 | 69
ZA || 9188 | 2593 | 717 | 175 | 302 | 421 | 1502 | 107
BB || 7672 | 2258 | 691 | 222 | 327 | 400 | 1022 | 82
PO | 12817 | 3521 | 738 | 439 | 812 | 990 | 2377 | 166
KE || 11446 | 3297 | 1105 | 526 | 1316 | 803 | 1914 | 150
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Priebeh ochorenia pri trefom a Stvrtom scenari v jednotlivych vekovych skupindch mal
podobny charakter ako pri druhom scenari. Grafy pri piatom scenari sa viac podobaji na
priebeh ochorenia v prvom scenari, t.j. pri neubtidani imunity. Najviac os6b sa nakazilo pri
trefom scenari, ¢o sa dalo o¢akavat, kedze tento scenar patril medzi pesimistickejsie. Stvrty
a piaty scenar bol optimisticke;jsi, no napriek tomu ubudla imunita mnohym osobam, ktoré
sa nasledne nakazili.

Vo vsetkych scendroch okrem prvého a piateho sa najviac osdb nakazilo v siedmej veko-
vej kategdrii. Percentualne sa tu vSak nakazilo nie viac ako 25% danej populécie. Najviac
populédcie sa vo vSetkych scendroch podla percentudlneho hodnotenia nakazilo v prvej
vekovej skupine, kde sa nakazili vSetky babétka, v dosledku neuvazovania materskych
protilatok. V 6smej vekovej skupine sa aj napriek tomu, Ze je to druh& najpocetnejsia
skupina, nakazilo méalo Tudi hlavne pri optimistickejsie orientovanych scenidroch ubtdania
imunity. Sposobené to je vysokou prirodzenou a neubtidajucou imunitou voci osypkam.
Najviac sa tu nakazilo 5% populécie, a to pri trefom scenéri. V kazdom kraji by sa nakazilo
do 2.5% populécie pri prvom scenari a maximalne 20% populdcie pri trefom scenéri.

Podla vysledkov sa d& povedaf, Ze tento model nie je realny. Ak porovname realnu
situdciu z decembra 2017 (6 nakazenych osob) s vysledkami modelu, vidime obrovsky
rozdiel. Nevyhoda spojitého SIR modelu je v tom, Ze oproti realite tu fudia komunikuja
kazdy s kazdym a model rata s desatinnymi ¢islami. Staci, aby sa v populécii objavila jedna
infek¢éna osoba a epidémia sa rozsiri do celého Slovenska. Na vypuknutie epidémie v kraji j
a vekovej skupine v dokonca stac¢i len naznak ochorenia v podobe malej kladnej zlozky
I,. Ak je v redlnom svete infekénych 0.001 osdb, epidémia pravdepodobne nenastane. V

spojitom modeli aj toto staci na rozsirenie epidémie.

3.4 Vysledky heterogénneho SIR modelu so zahrnutim mater-
skych protilatok

Zohladnenim G¢inku materskych protilatok sa zmenia niektoré diferenciélne rovnice z ma-
tematického modelu vyjadreného v Kapitole 2.3. Vychadzame z literatary [6], [17]. V [6]
je popisany SIR model s oneskorenim. Zahrnuté je tu aj ubtidanie imunity, no nie rovna-
kym sposobom ako v tejto praci. Predpokladame, ze priemerna doba t¢inku materskych

protilatok je pol roka [17]. Po a = 0.5 roku deti protilatky stratia a stani sa vnimavymi.
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Parametrom cy oznac¢ime percentualny pocet novonarodenych deti s materskymi protilat-
kami. Dlzka posobenia ako aj intenzita materskjch protilatok zévisi od vzfahu matky k
ochoreniu [35]. Ak matka prirodzene prekonala ochorenie, je vii¢sia pravdepodobnost, ze
dietatu ucinkuju protilatky dlhsie, ako ked bola matka zaockovana. Ak matka ochorenie
neprekonala a ani nebola zaockovand, dieta nemd ziadne protilatky.

V matematickom modeli pre jednoduchost oznac¢ime skupinu lel ako skupinu deti
s materskymi protilatkami. Oproti povodnému modelu sa potom zmenia diferencialne
rovnice pre Sj; a pre V}}. So zohladnenim literattry [6] a [17] budi tieto rovnice v modeli

vyzerat nasledovne:

H

dSp(t) K lekh[kh(t)sjl(t)
T T g e N

k=1 h=1 h—1

11y Sir(t) — i S5 (t) + cop; Z n(t— o) Jeri'e

H
prali CO/L;VZNjh( COMJZ it — a)e e — ' V()
h=1

Podla [17] zvolime ¢y = 0.35. To znamena, ze 35% deti ziska protilatky na pol roka od
matky. Tieto deti vstupuji po narodeni do kompartmentu lel Zvysné deti, ktoré neziskaju
protilatky od matky, sa po narodeni dostéwajﬁ do kompartmentu ;1. Oproti pévodnému
modelu pribudol v rovniciach ¢len cop] Z in(t —a)e” m'e Tento ¢len vyjadruje pocet
0sob, ktoré sa narodili pred oo = 0.5 rok}(l);rll, nezomreli (prendsobenie vyrazom e~ O‘), a
teda im ubudne imunita. Umieranie mozeme vyjadrit diskrétne alebo spojito. Ak by sme
mali diskrétny model, prislusny ¢len by sme prendsobili virazom (1 — p?)®, ¢o znamena,
7e pocas Casu a dané osoba nezomrela. Zo zakladnej financnej matematiky vieme, Ze pre

urok r a ¢as ¢t priblizne plati vzfah medzi diskrétnym a spojitym trocenim [20]:
(1 _ T)t ~ efrt,

¢o nam po substiticii 4 = r a a =t ddva presne vyraz, ktory vyuZijeme.

dVii(t)

V rovnici pre nepotrebujeme ¢len starnutia (p5 V}\ (¢)), kedZe v kompartmente
lel (t) sa nachadzaju iba osoby vo veku 0 — 0.5 roka. Deti nemaji Sancu tu zostarnat na

vek 15 mesiacov, kedy sa presivaju do druhej vekovej skupiny.
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V nasich experimentoch sme zmenili pociato¢né rozlozenie populéacie v prvej vekovej
skupine podla [40]. V skupine S;; bude na zaciatku 65% deti v danom veku a v skupine
V}} bude 35% deti. Pre jednoduchost uréime N(t — a) = N(0), pre t — o < 0.

Oproti povodnému modelu sa zohladnenim materskych protilatok nakazilo menej osob.
V prvej vekovej skupine sa nakazilo o 20 — 34% menej deti vzhladom na pdvodny mo-
del. V ostatnych vekovych skupinach sa nakazil priblizne rovnaky pocet osob. Najvacsi
vplyv materskych protilatok sa prejavil v prvom scenéri, pre ktory mozeme vidiet pocet

nakazenych osob v Tab. 16.

Tabulka 16: Tabulka po¢tu nakazenych oséb v jednotlivych krajoch a vekovych skupinéch,

zohladnené materské protilatky, scenar 1

Vi | V2 | V3 | V4| V5| V6 | V7 |VS8

BA || 6096 | 2958 | 1543 | 257 | 724 | 133 | 436 | 6
TT || 3608 | 1518 | 336 | 25 | 57 | 23 [ 254 | 3
NR || 4143 | 1692 | 451 | 36 | 75 | 78 | 279 | 4
TN || 4000 | 1856 | 701 | 73 | 173 | 8 [302| 3
6
4

ZA || 5498 | 2252 | 544 | 51 | 142 | 127 | 466
BB | 4602 | 1942 | 537 | 87 | 167 | 145 | 323
PO | 8036 | 3164 | 545 | 185 | 479 | 423 | 803 | 11
KE || 7331 | 3007 | 909 | 265 | 964 | 347 | 678 | 9

3.5 Vysledky heterogénneho SIR modelu s pridanim tretieho

ocCkovania

Z predchéadzajuicich vysledkov sa ukézalo, Ze v scendroch zohladiiujicich ubtidanie imu-
nity je najrizikovejsia siedma vekova kategoria. V tejto skupine sa nachadzaji osoby vo
veku 25 — 64 rokov. Tieto osoby s rizikové z pohladu ubtdania imunity, kedZe oc¢kovanie
absolvovali uz davno. Na Slovensku boli osoby z tejto vekovej skupiny vo veku ockovania
akurat pocas zavadzania a ustalenia povinnej vakcinacie. Niektoré osoby mozu byt zaocko-
vané iba jednou vakcinou, niektoré si vnimavé a niektoré prekonali ochorenie prirodzene.

Podla [12] boli vSetky nakazené osoby v roku 2017 z tejto vekovej skupiny.
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V tejto praci navrhneme experiment, v ktorom pridame preockovanie vakcinou MCV3
na zaciatku siedmej vekovej skupiny, t.j. vo veku 25 rokov. V matematickom modeli mu-
sime pridaf dalsiu skupinu 0sdb, oznacenych Vf}(t) Predpokladame tiez, Ze sa vo vSetkych
krajoch Slovenska urobi opatrenie, kedy sa neché preockovat 95% vnimavej alebo zaocko-
vanej populacie v siedmej vekovej skupine. Pociatocné podmienky sa tym padom mierne
zmenia. Po¢iato¢nt podmienku ‘/]?’7(0) ur¢ime nasledovne: ‘/]37(0) = 0.95*(‘/}17(0)4—1/].27(0)—1—
S;7(0)). Aby sa zachoval rovnaky pocet oséb ako v predoslych experimentoch, musime
upravif aj tieto pociatoné podmienky: V;7(0) = 0.05 * V3;(0), V2(0) = 0.05 * V;%(0) a
S;7(0) = 0.05 * S;7(0).

Rovnice modelu sa zmenia iba v siedmej a 6smej vekovej kategorii. Siedma vekova
skupina bude matf podobny charakter ako piata vekova skupina v povodnom modeli.
Preockovat sa mozu osoby vo veku 25 rokov, ak boli zaockované vakcinou MCV1 a/alebo
vakcinou MCV2 alebo st vnimavé (neboli na oc¢kovani, alebo im vakcina nezaucinkovala,

alebo im ubudla imunita pod kriticki hranicu).

Vysledky experimentu nam ukazali, ze celkovy pocet nakazenych oso6b sa vyrazne zme-
nsil. V prvom scenari sa stav nakazenych osob zlepsil vo vSetkych vekovych kategdriach.
V siedmej vekovej skupine sa nakazili iba 3% z nakazenych osob v povodnom modeli. V

osmej vekovej kategorii to bolo 49% o0sdb a vo zvysnych kategdridch 70 — 93%.

V ostatnych scenaroch vyrazne ovplyvnilo pridanie vakciny MCV3 tiez iba siedmu a
osmu vekovu kategoriu. Pocet nakazenych osob za jeden rok pri piatom scenéri pozoro-

vania vidime v Tab. 17.

Najviac 0sob v kazdom kraji sa v tomto pripade nakazi v prvej a druhej vekovej
skupine. Bolo by to priblizne 90% deti do 15 mesiacov a 18% deti vo veku 15 mesiacov
az 2 roky. Rizikové by zostali aj dalSie detské kategdrie, kde by sa stale nakazilo okolo
0.5—3.5% danej populacie. Ciel zmensif pocet nakazenych osob v siedmej vekovej skupine

nas experiment splnil. Nakazi sa tu priblizne iba 0.01% z celej populécie v danej kategdrii.

Pre lepSie porovnanie s povodnym modelom uvidzame Tabulku 18, ktora ukazuje,
kolko percent 0sdb ochorelo v modeli s vakcinou MCV3 vzhladom na pocet nakazenych

0s0b v pévodnom modeli.

Z Tabulky 18 mozeme vycitat, Ze najvicsia zmena nastala v siedmej vekovej kategdrii.

Nakazilo sa tu iba okolo dvoch percent 0s6b z nakazenych v pévodnom modeli. Vo zvy-
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Tabulka 17: Tabulka po¢tu nakazenych oséb v jednotlivych krajoch a vekovych skupinéch,

pridana vakcina MCV3, scenar 5
V1 V2 | V3 | V4| V5 | V6 | VT | V8

BA || 9181 | 3092 | 1626 | 338 | 788 | 267 | 32 | 104
TT || 5191 | 1602 | 388 | 50 | 72 | 95 | 18 | 46
NR || 5910 | 1779 | 511 | 66 | 93 | 174 | 21 | 52
TN | 5694 | 1912 | 753 | 104 | 192 | 202 | 21 | 51
ZA | 7654 | 2305 | 603 | 91 | 163 | 314 | 33 | 75
BB || 6503 | 2020 | 598 | 127 | 193 | 298 | 24 | 60
PO || 10999 | 3193 | 609 | 243 | 502 | 790 | 58 | 117
KE | 10220 | 3066 | 988 | 342 | 1035 | 653 | 49 | 114

Tabulka 18: Tabulka percentuélneho porovnania nakazenych osob v modeli s pridanim

vakciny MCV3 oproti pévodnému modelu, scenar 5
V1| V2 | V3 | V4 | V5| V6 | V7| V8

BA | 93,8 | 95,5 | 97,9 | 80,0 | 90,1 | 86,8 | 3,1 | 86,7
TT || 81,0 | 86,3 | 82,2 | 51,4 | 51,9 | 71,0 | 2,1 | 70,1
NR || 81,3 | 86,4 | 83,6 | 51,5 | 51,9 | 70,1 | 2,2 | 70,3
TN || 85,6 | 89,6 | 90,5 | 56,3 | 60,7 | 73,6 | 2,2 | 73,6
ZA | 83,3 | 88,9 | 84,0 | 51,8 | 54,1 | 74,6 | 2,2 | 70,0
BB || 84,8 | 89,5 | 86,6 | 57,1 | 59,0 | 74,5 | 2,4 | 73,1
PO || 85,8 | 90,7 | 82,6 | 55,4 | 61,9 | 79,8 | 2,5 | 70,6
KE || 89,3 |1 93,0 | 89,5 | 65,0 | 78,6 | 81,3 | 2,6 | 75,8

$nych skupinéch sa tiez nakazilo vyrazne menej fudi ako v modeli bez uvazovania tretieho
ockovania.

Tento experiment by sa mohol aplikovat aj na model s uvazovanim materskych proti-
latok. Vysledkom by bol priblizne o 20 —30% mensi pocet nakazenych osdb v prvej vekovej
skupine. V ostatnych vekovych kategdériach by sa pocet nakazenych oséb iba mierne zme-

nsil.
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3.6 Vysledky heterogénneho SIR modelu s r6znou dobou dru-

hého ockovania

Pridanie tretieho ockovania a stcasne preockovanie celej populécie vo veku 25 — 64 rokov
by sa mohlo zdat naro¢né a nerealne. V tejto podkapitole preto navrhneme experiment,
v ktorom posunieme vek druhého oc¢kovania vakcinou MCV2. Pracovat budeme s hetero-
génnym SIR modelom s ubtdanim imunity, pripadne s modelom rozsirenym o materské
protilatky.

Systém ockovania je v sicasnosti nastaveny tak, ze k preockovaniu dochadza v 11. roku
zivota. V predoslych experimentoch sa najviac oséb nakazilo v siedmej vekovej skupine v
désledku ubudnutia imunity. Vyskuasali sme teda presunit ¢as druhého ockovania najprv
na vek 6 rokov (Stvrta vekova skupina) a neskor na vek 16 rokov (Siesta vekova skupina)
a 25 rokov (siedma vekova skupina), pripadne 65 rokov (6sma vekova skupina).

Pri kazdom scenari sme vypocitali celkovy pocet nakazenych osob. Na Obr. 14 vidime
tieto pocty pre rézne vekové skupiny, do ktorych bolo presunuté preockovanie vakcinou

MCV2 (z-ové os). Pre jednotlivé scenare je graf odliSeny farebne.
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Obr. 14: Pocet nakazenych osob pri preockovani (MCV2) v réznych vekovych skupindch

pre scenare 2, 3,4 a5
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Cas druhého o¢kovania v prvom scenéri nemal vyrazny vplyv na celkovy podet naka-
zenych 0sob.

V piatom scenari nacasovanie druhého ockovania tiez nemd velky vplyv. Vidime, Ze
a Stvrtom scenari vidime vyrazny rozdiel medzi poctom nakazenych osob pri réznom
nacasovani druhého ockovania. Vyrazne menej fudi by sa nakazilo, ak by sa preockovavalo
az v siedmej vekovej skupine, t.j. vo veku 25 rokov. Pri tychto scendroch uvazujeme
vyraznejSie ubuidanie imunity, ¢o pravdepodobne spdsobuje, ze ockovanie v neskorsom
veku ma pozitivny dopad na vysledny pocet nakazenych osob.

V modeli so zahrnutim materskych protilatok nam vysiel podobny vysledok. V dru-
hom, trefom a $tvrtom scendri bol celkovy pocet nakazenych najnizsi, ak sa preockovanie
uskutocnilo v siedmej vekovej skupine. V prvom a piatom scenari na ¢ase preockovania
velmi nezalezalo.

Podla vyssie uvedenych vysledkov mézeme povedat, Ze ak uvazujeme heterogénny SIR
model s ubiidanim imunity s danymi (vo velkej miere subjektivne) odhadnutymi paramet-
rami, oplatilo by sa na Slovensku presuntt druhé ockovanie na vek 25 rokov. Znova vSak
zdoraziiujeme, ze vzhladom na nevyhody modelu (spojitost, ¢iastkova homogénnost, kedy
kazdy komunikuje s kazdym) a problematické odhady parametrov, sa uvedené vysledky

nesmu brat ako absolitne predikcie hodnot, ale iba ako nahlad do moZznosti modelu.

3.7 Analyza citlivosti modelu na maticu kontaktov

V tejto Casti sa budeme venovaf analyze citlivosti na maticu kontaktov, kedze je to pa-
rameter, ktory podla nés najviac ovplyviiuje vysledky a je azda najtazsie odhadnutelny.
Vyskugali sme prendsobit konstantnou hodnotou pravdepodobnosti stretdvania sa urcené
v Kapitole 2.1. Prenasobovali sme koeficientom 0.1, 0.5, 1.5 a 1.9. Najskor sme tento po-
stup aplikovali na ,pracovné® pravdepodobnosti (vahy), ktoré urcuji interakcie vo vekovej
skupine v = 7.

Na Obr. 15 vidime pocet nakazenych osob pri preockovani vakcinou MCV2 v réznych
vekovych skupinach a pri stvrtom scenari ubiidania imunity, pricom sme menili intenzitu
stretavania sa pracujucej populacie. Vidime, Ze zniZenie poctu kontaktov v tejto vekovej

skupine vyrazne ovplyvnilo vysledky.
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Obr. 15: Pocet nakazenych osob pri preockovani (MCV2) v roznych vekovych skupindch

pre scenar 4, zmena intenzity stretdvania sa vo v = 7.

Na dalSom obrézku vidime ako ovplyvni vysledky, ak zmenime intenzitu stretdvania
sa stredoskolédkov a vysokoskolakov, t.j. vo vekovej skupine v = 6 (obréazok vlavo), alebo
ak zmenime intenzitu stretavania sa vo vSetkych vekovych kategériach okrem v = 6,7
(obrazok vpravo). Mézeme si vSimnut, ze zmena ,Skolskych“ vah neovplyvnila vysledky
az tak vyrazne ako v predchadzajicom pripade. Zmena ,vSeobecnych® vah vsak vysledky
zmenila. Ak sme prenésobili tieto vahy koeficientom 0.1, nenakazil sa takmer nikto, ak
koeficientom 0.5, choroba sa rozsirila vyrazne do siedmej vekovej skupiny, v ktorej bola
komunikacia bez obmedzeni. Sposobilo to dokonca vicsiu epidémiu, ako keby sme ,vsSe-

obecn® komunikéciu neobmedzovali.
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Obr. 16: Pocet nakazenych osdb pri preockovani (MCV2) v réznych vekovych skupindch
pre scendr 4, zmena intenzity stretavania sa vo v = 6 a vo vSetkych vekovych skupinach

okrem v = 6, 7.
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Rovnako moZzeme prenésobit celi maticu kontaktov uréitym koeficientom. Ak napri-
klad prendsobime celt maticu kontaktov (alebo maticu B, t.j. znizime riziko, Ze sa dana
osoba nakazi od druhej osoby) koeficientom 0.5, pocet novych nakazenych osob v kazdom

dni vidime na Obr. 17.
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Obr. 17: Pocet nakazenych o0s6b pri znizeni rizika nakazenia sa koeficientom 0.5, scenar 4.

Zaujimavym pozorovanim je oneskorenie prepuknutia infekcie v jednotlivych krajoch.
Vekové skupiny, v ktorych sa choroba najviac rozsirila by ostali rovnaké (porovnaj s
Obr.12). Najrizikovejsie vekové skupiny by boli prvé, druhd a tretia v Bratislavskom kraji
a prva, tretia a siedma v ostatnych krajoch Slovenska.

Na zaklade vysSie uvedenych zisteni mozeme povedat, Zze parameter B, vypocitany
pomocou matice kontaktov (M) a pravdepodobnosti nakazenia sa (p), velmi ovplyviiuje
vysledky. Preto bez presnejSiecho odhadu tohto doleZitého parametra nevieme vyvodif

doveryhodnejsie vysledky.
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Zaver

Ochorenie osypky a s tym stvisiace ockovanie sa v poslednom cCase ¢asto sklonuje nielen
na Slovensku, ale aj vo svete. Je to vysoko infek¢né ochorenie, ktorého dosledky mdzu
byt velmi tragické. Samotné ochorenie nie je az také rizikové, osoby ho vicésinou preko-
naju. Rizikova je ich oslabend imunita a nasledné pridruzené ochorenia [5]. V nasej préci
sme sa snazili predist epidémii na Slovensku prostrednictvom predikcie Sirenia ochorenia
matematickym modelom.

V prvej kapitole sme predstavili zakladny homogénny SIR model s jednorazovym ocko-
vanim pri narodeni. Model sme matematicky popisali pomocou jednoduchého systému
troch obycajnych diferencialnych rovnic.

V druhej kapitole sme uviedli rozsireny heterogénny SIR model s dvojfazovym oc-
kovanim. Model pozostava z rozdelenia populacie do 6smich krajov Slovenska a Osmich
vekovych skupin. Vek osoby pri ockovani sme potom uvazovali podla aktudlne nastaveného
systému na Slovensku, t.j. o¢kovanie v 15. mesiaci a v 11. roku zivota. Tiez sme do modelu
zahrnuli ubtidanie imunity zaockovanych osob podla piatich scendrov (z ¢oho prvy scenar
znamenal, Ze imunita neubtda).

Stretavanie 0sdb a priemerné pocty ich dennych kontaktov sme odhadli v matici kon-
taktov pomocou roznych parametrov, ako i viacerych subjektivnych predpokladov. Maticu
kontaktov sme potom vyuzili na vyjadrenie rizika, ze sa osoba z konkrétnej vekovej sku-
piny a kraja nakazi od inych osob.

Matematicky sme model opit vyjadrili pomocou systému diferencialnych rovnic. Kvoli
zahrnutiu ockovania pribudli pre kazdy kraj a kazda vekova skupinu dalSie dve diferen-
ciadlne rovnice.

V tretej kapitole sme ukazali numerickd implementéciu heterogénneho SIR modelu do
prostredia Matlab. Urobili sme niekolko experimentov na zéklade aktuédlnej vnimavosti
populécie pri roznych scenaroch ubtidania imunity. Vysledky z modelu nie st najrealne-
jsie. Vo vSetkych pripadoch sa nakazilo prilis vela osob, ¢o vo vSeobecnosti povazujeme
za nedostatok deterministického spojitého SIR modelu a nedostatok dat pri odhadovani
parametrov.

Neskor sme heterogénny SIR model rozsirili o materské protilatky. Svojmu diefatu

modze matka odovzdéavat protildtky od narodenia po urciti dobu. Diefa je potom odolné
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voci ochoreniu, no akonahle uplynie urc¢ita doba, stava sa plne vnimavou osobou. Vysledky
takéhoto modelu ukazali, Zze vyrazne klesne pocet nakazenych oséb u deti do 15. mesiaca.
V ostatnych vekovych skupinidch sme zaznamenali iba mierny pokles poc¢tu nakazenych
0sob.

Ak uvazujeme ubudanie imunity, z vysledkov méZeme vycitat, Ze najviac osob sa
nakazilo v siedmej vekovej skupine. Na zaklade tohto zistenia sme spravili experiment,
v ktorom sme pridali tretie ockovanie vo veku 25 rokov, t.j. na zaciatku siedmej vekovej
skupiny. Vdaka tomu sa vyrazne zmensil poCet nakazenych oso6b nielen v siedmej, ale aj
v 6smej vekovej kategorii.

Na zaver sme skiimali, ako by sa v modeli zmenil celkovy pocet nakazenych oséb, ak
zmenime vek osoby pri druhom ockovani. Pri vécSine scenaroch ubtidania imunity nam
vyslo, Ze najmenej os6b by sa nakazilo, ak ockovanie vakcinou MCV2 uvazujeme na za-
Ciatku siedmej vekovej skupiny. Podla vysledkov vyplyvajicich z odhadnutych parametrov
by sa teda malo presuntf druhé ockovanie proti osypkam z 11. roku na 25. rok Zivota.
Opit vsak zdoraznujeme, ze vzhladom na nedostatky modelu sa tieto vysledky nesmu
brat doslovne.

Vo vSeobecnosti sa najviac os6b nakazilo v Presovskom kraji. Percentualne k celkovému
poctu obyvatelov boli na tom najhorsie Trnavsky a Trenciansky kraj, ak sme uvazovali
ubtdanie imunity. Pri scenari, kedy imunita neubuda, dopadol percentualne najhorsie
Bratislavsky kraj, ¢o je pravdepodobne sposobené najniz$ou zaockovanostou spomedzi

vsetkych krajov.
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Priloha A1l

Pocet kontaktov v Bratislavskom kraji:

0.16 0.62 0.54
0.50 0.73 0.50
043 043 5.75
0.14 0.32 0.32
0.14 0.28 0.32
0.85 0.04 0.14
0.17 0.17 0.14
0.17 0.17 0.17

Ml

Pocet kontaktov v Trnavskom kraji:

0.16 0.55 0.47
0.45 0.73 0.37
0.31 0.31 5.48
0.12 0.28 0.28
0.12 0.24 0.28
0.75 0.04 0.12
0.16 0.16 0.12
0.15 0.15 0.15

Pocet kontaktov v Nitrianskom kraji:

0.16 0.53 0.46
0.44 0.73 0.36
0.31 0.31 5.34
0.12 0.27 0.27
0.12 0.23 0.27
0.71 0.04 0.12
0.15 0.15 0.11
0.14 0.14 0.14

M3

0.54
0.43
0.33
6.30
0.32
0.28
0.14
0.09

0.47
0.37
0.29
4.95
0.28
0.24
0.12
0.07

0.46
0.36
0.28
5.47
0.27
0.23
0.11
0.07

70

0.07
0.43
0.33
0.32
6.26
0.32
0.14
0.04

0.07
0.37
0.29
0.29
4.90
0.28
0.12
0.04

0.07
0.36
0.28
0.27
5.43
0.27
0.11
0.04

0.84
0.04
0.14
0.14
0.32
6.60
0.54
0.02

0.81
0.04
0.12
0.12
0.16
7.92
0.53
0.01

0.84
0.04
0.12
0.12
0.15
6.58
0.51
0.01

0.88
1.75
1.65
1.65
1.65
1.38
1.67
0.19

0.85
1.69
1.59
1.59
1.59
1.35
1.67
0.18

0.87
1.74
1.64
1.64
1.64
1.37
1.63
0.18

0.44
0.44
0.44
0.24
0.14
0.04
0.44
0.90

0.44
0.44
0.44
0.24
0.14
0.04
0.43
0.90

0.44
0.44
0.44
0.24
0.14
0.04
0.44
0.90

(AL1)

(AL.2)

(A1.3)



Pocet kontaktov v Trencianskom kraji:

M4

0.16 0.52 0.45 0.45
043 0.73 0.35 0.35
0.30 0.30 5.48 0.27
0.11 0.26 0.26 6.00
0.11 0.23 0.26 0.26
0.70 0.04 0.11 0.23
0.15 0.15 0.11 0.11
0.14 0.14 0.14 0.07

Pocet kontaktov v Zilinskom kraji:

M5

0.16 0.59 0.52 0.52
048 0.73 041 0.41
0.34 0.34 5.48 0.32
0.13 0.30 0.30 6.02
0.13 0.27 0.30 0.30
0.90 0.04 0.13 0.27
0.18 0.18 0.14 0.14
0.16 0.16 0.16 0.08

Pocet kontaktov v Banskobystrickom kraji:

M6

0.16 0.55 0.48 0.48
0.45 0.73 0.38 0.38
0.32 0.32 5.21 0.29
0.12 0.28 0.28 5.74
0.12 0.24 0.28 0.28
0.71 0.04 0.12 0.24
0.15 0.15 0.11 0.11
0.15 0.15 0.15 0.07

71

0.07
0.35
0.27
0.26
5.97
0.26
0.11
0.03

0.07
0.41
0.32
0.30
2.99
0.30
0.14
0.04

0.07
0.38
0.29
0.28
2.71
0.28
0.11
0.04

0.83
0.04
0.11
0.11
0.15
6.84
0.51
0.01

0.89
0.04
0.13
0.13
0.30
6.59
0.54
0.02

0.82
0.04
0.12
0.12
0.16
6.31
0.49
0.01

0.87
1.73
1.63
1.63
1.63
1.37
1.65
0.18

0.92
1.84
1.74
1.74
1.74
1.42
1.63
0.20

0.93
1.71
1.61
1.61
1.61
1.36
1.53
0.18

0.44
0.44
0.44
0.24
0.14
0.04
0.44
0.90

0.44
0.44
0.44
0.24
0.14
0.04
0.46
0.90

0.44
0.44
0.44
0.24
0.14
0.04
0.43
0.90

(AL.4)

(A1.5)

(AL.6)



Pocet kontaktov v Presovskom kraji:

0.16 0.64 0.57
0.52 0.73 045
0.37 0.37 5.48
0.15 0.34 0.34
0.15 0.30 0.34
1.09 0.04 0.15
0.21 0.21 0.18
0.18 0.18 0.18

Pocet kontaktov v Kosickom kraji:

M8

0.16 0.64 0.57
0.52 0.73 0.44
0.37 0.37 5.21
0.15 0.33 0.33
0.15 0.30 0.33
0.94 0.04 0.15
0.19 0.19 0.15
0.18 0.18 0.18

0.57
0.45
0.35
D.77
0.34
0.30
0.18
0.09

0.57
0.44
0.35
6.04
0.33
0.30
0.15
0.09
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0.07
0.45
0.35
0.34
5.73
0.34
0.18
0.05

0.07
0.44
0.35
0.33
6.00
0.35
0.15
0.05

0.93
0.04
0.15
0.15
0.34
6.35
0.55
0.02

0.86
0.04
0.15
0.15
0.33
6.61
0.53
0.02

0.96
1.92
1.82
1.82
1.82
1.46
1.51
0.21

0.86
1.79
1.69
1.69
1.69
1.40
1.53
0.19

0.44
0.44
0.44
0.24
0.14
0.04
0.48
0.90

0.44
0.44
0.44
0.24
0.14
0.04
0.48
0.90

(ALT)

(A1.8)



Priloha A2

Pociato¢né podmienky stt v zdrojovom kdéde tvorené pomocou nacitavania dat z Ezcelu.

Najskor potrebujeme maticu N = N(0):

9968
6483
7222
6344
8562
7271
11515
10408

15180
10057
11169
9696

12963
11136
17630
16037

23976
16648
18698
16663
22108
18863
29661
27831

34057
26610
31006
26771
35747
32485
49892
46745

25406
24220
29331
24534
34977
31413
48020
44454

46639
23875
66133
57598
77595
66522
101417
89203

384380
336679
405812
350129
400500
381669
457293
453486

102190
86520
111316
97005
98252
102063
106776
109830

(A2.1)

Potom pociatotné podmienky S(0), I(0), R(0), V1(0) a V?(0) vypocitame vynésobe-
nim po zlozkach (znak ”.x”) ako S(0) = s. * N(0), I(0) = i.x N(0), V}(0) = v'. * N(0) a
V2(0) = v2. % N(0), a potom R(0) = N(0)—S(0)—1(0)—V*(0)—V?(0). Premenné s, 1, v

a v? st matice s r6znymi hodnotami pre kazdy scenar. Matica 7 je vSak nulova matica pre

vSetky scenére.

Scenar 1:

0.23
0.20
0.20
0.23
0.21
0.22
0.21
0.21

0.07
0.03
0.04
0.05
0.03
0.04
0.03
0.04

0.02
0.00
0.01
0.01
0.00
0.01
0.01
0.01
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0.04
0.01
0.01
0.02
0.01
0.02
0.02
0.04

0.01
0.00
0.01
0.01
0.01
0.01
0.01
0.01

0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05

o O O o o o o o

0.05

(A2.2)



Scenér 2:

—_ = = = = =

o O o o o o o o

|
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0.77
0.80
0.80
0.77
0.79
0.79
0.80
0.79

0.23
0.20
0.20
0.23
0.21
0.22
0.21
0.21

0.93
0.97
0.96
0.95
0.97
0.96
0.98
0.96

o O O o o o o o
o O O o o o o o

0.07
0.03
0.04
0.06
0.04
0.04
0.03
0.04

0.98
1.00
0.99
0.99
1.00
0.99
0.99
0.99

o O O o o o o o

0.03
0.01
0.01
0.02
0.01
0.02
0.02
0.02
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0.91
0.94
0.94
0.93
0.94
0.93
0.93
0.92

0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05

0.04
0.01
0.01
0.02
0.02
0.02
0.03
0.04

0.94
0.95
0.94
0.94
0.94
0.94
0.94
0.94

0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05

0.03
0.02
0.02
0.02
0.02
0.03
0.03
0.03

0.35
0.37
0.38
0.38
0.36
0.38
0.36
0.36

0.27
0.25
0.25
0.24
0.25
0.24
0.24
0.25

o O O o o o o o

o O o o o o o o

0.11
0.11
0.11
0.11
0.11
0.11
0.11
0.11

0.04
0.04
0.04
0.04
0.04
0.04
0.04
0.04

(A2.3)

(A2.4)

(A2.5)



Scenar 3:
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0.04
0.04
0.06
0.04
0.04
0.03
0.05

0.97
0.99
0.99
0.98
0.99
0.98
0.98
0.98

o O O o o o o o

0.03
0.02
0.02
0.02
0.02
0.02
0.02
0.03
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0.91
0.94
0.94
0.93
0.93
0.93
0.93
0.91

0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05

0.05
0.02
0.02
0.02
0.02
0.02
0.03
0.04

0.93
0.93
0.93
0.93
0.93
0.93
0.92
0.92

0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05

0.03
0.03
0.03
0.03
0.03
0.04
0.04
0.04

0.33
0.34
0.35
0.35
0.33
0.35
0.34
0.33

0.25
0.24
0.23
0.23
0.23
0.23
0.23
0.23

o O O o o o o o

o O o o o o o o

0.13
0.13
0.13
0.13
0.13
0.13
0.13
0.13

0.06
0.06
0.06
0.06
0.06
0.06
0.06
0.06

(A2.6)
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Scenér 4:
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0.91
0.94
0.93
0.93
0.93
0.93
0.92
0.91

0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05

0.04
0.01
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0.02
0.01
0.02
0.02
0.04
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0.92
0.92
0.92
0.92
0.92
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0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05

0.02
0.01
0.02
0.01
0.01
0.02
0.02
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0.32
0.33
0.34
0.34
0.33
0.34
0.33
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0.23
0.23
0.22
0.22
0.22
0.22
0.22

o O O o o o o o

o O o o o o o o

0.08
0.08
0.08
0.08
0.08
0.08
0.08
0.08

0.02
0.02
0.02
0.02
0.02
0.02
0.02
0.02

(A2.9)
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Scenar 5:
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Priloha B

Zdrojovy kéd pre heterogénny SIR model s dvojfazovym ockovanim a ubtidanim imunity:

%SIR model

clear all;

Y%casovy krok

global h;h=0.1; % h casu z dna 0.1 je cca ok pre vsetky scenare

T=365;

global K; K=8; %kolko je krajov

global H; H=8; %kolko je vek.skupin, musi ich byt min 4!!!

global gamma; gamma = 1/5;

global muN; muN = [0.01282 0.00979 0.00907 0.00907 0.01061 0.00958 0.01199 0.01115]/T;

global mu; mu = [0.00462 0.00028 0.00011 0.00011 0.00014 0.00046 0.00409 0.04756]/T;

global beta; beta=0.95xxlsread( kontakty_vysledna’,’ vysledna’,’Al:BL64") ;%komunikuju
vsetci, vahy univerzalne su pomocou clanku exp.vzdialenost

pocetnakazenych=zeros (K,H) ;

% x—aktualna vo vsetkych krajoch

global x; x=[0.929 0.96 0.961 0.921 0.95 0.942 0.954 0.946];

% x2— aktualna zaockovanost druhou vakcinou, moze byt ina v krajoch

global x2; x2=0.95%ones(1,K);

% x2v— aktualna zaockovanost druhou vakcinou, ak neboli na MCV1

global x2v; x2v=0.5%ones(1,K);

%vyvanutie imunity

global PVF; PVF=0.05;

Y%SVF
%scenarl

%global U; U=zeros (K,2);

% %scenar?2

% GMT0=1914;

% sigma=0.92;

% w=0.069;

% Ckrit=150; %350

% global U; U=Ubudanie (GMT0, sigma ,w, Ckrit ) ;

o

% %scenar3

% GMT0=1523;

% sigma=0.97;

% w=0.078;

% Ckrit=120;

% global U; U=Ubudanie (GMT0, sigma ,w, Ckrit ) ;

o

S

% %scenar4
% GMT0=2000;
% sigma=0.9;

S
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% w=0.05;
% Ckrit=150; %350
% global U; U=Ubudanie (GMTO0, sigma ,w, Ckrit ) ;

%scenarh

GMT0=2000;

sigma=0.9;
w=0.03;
Ckrit=150; %350
global U; U=Ubudanie (GMTO0, sigma ,w, Ckrit);

% POCIATOCNE PODMIENKY

%aktualna situacia SR

global N; N=xlsread (’maticaN’, 'B23:130");

% %scenar 1

% S=xlsread (’zaockovanost ’, ’scenarl ’,’B2:19 ") .xN;

% I=xlsread (’zaockovanost ', ’scenarl ’,’B12:119 ) .xN;
% Vl=xlsread (’zaockovanost ’, ’,7’B32:139 ) .xN;
% V2=xlsread (’zaockovanost ’, ’,7B42:149 ) . xN;
% %scenar 2

% S=xlsread (’zaockovanost ’, ,’B2:19 7) .xN;

% I=xlsread (’zaockovanost’,’ ,’B12:119 7) .xN;
% Vl=xlsread (’zaockovanost ’, ’,7’B32:139 ) .xN;
% V2=xlsread (’zaockovanost ’, ’,’B42:149 ) .xN;
% %scenar 3

% S=xlsread (’zaockovanost ’,’ ,’B2:19 7) .xN;

% I=xlsread (’zaockovanost ’,’ ,’B12:119 ) .xN;
% Vi=xlsread (’zaockovanost ’,’scenar3’,’B32:139 ) .xN;
% V2=xlsread (’zaockovanost ', ’scenar3’,’B42:149 ") .xN;
% % scenar 4

% S=xlsread (’zaockovanost ’, ’scenard >, B2:19 ") .xN;

% I=xlsread (’zaockovanost ’,’scenard4 >, 'B12:119 ’) .xN;
% Vi=xlsread (’zaockovanost ’,’scenard ’,’B32:139 ) .xN;
% V2=xlsread (’zaockovanost ’,’scenard ’,’B42:149 *) .xN;

%scenar 5
S=xlsread ( 'zaockovanost’, ’scenar5’,’B2:19 ) .xNj;
I=xlsread ('zaockovanost’, ’scenar5’, B12:119 ") .xN;
Vi=xlsread ( 'zaockovanost’, ’scenar5’,’B32:139 ") .xN;
V2=xlsread ( 'zaockovanost’, scenar5’, ’B42:149 ") .xN;

)

86

87

88

89

R=N-S-1-V1l - V2

%Runge—Kutta 4 metoda

n=T/h;

cas

linspace (h,n*h,n+1);

I(1,7) = 1; % prvy infekcny je z 1l.kraja,

80
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dlzka=length (cas) —1;
y = zeros (6xK+«H,n+1);

y(:

for

end

,1)=[reshape(S.’,1,[]) ’;reshape(I.’,1,[]) ’;reshape(R.’,1,[])

reshape (V1. ,1,[]) ’;reshape (V2.7 ,1,[]) ’];

i=1:dlzka

TRK4

global premenna; premenna=i;
kl=sirspojite(cas(i),y(:,1));
(cas(i)+h/2, y(:,i)+ h/2 % kl);
k3=sirspojite (cas(i)+h/2, y(:,i)+ h/2 x k2);
kd=sirspojite (cas(i+1), y(:,1i)+ hx k3);
y(:,i+l)=y(:,i)+ h/6 * (kl4+2xk2+42xk3+k4);

k2=sirspojite

Y%mozeme pocitat novych infekcnych rovnakym sposobom ako ratame

>;reshape (N.~’

pricom do k1, k2, k3, k4 ulozime iba vektor novych infekcnych

Yn=y (:,1:1/h:end)’

81
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%ockovanie aj v 1l.roku zivota, t.j. v 5.vek.skupine

function dY = sirspojite (t,Y)

global K; global H; global mu; global muN;

global gamma; global beta;

global x; global x2; global x2v;

global U; global PVF;

global premenna; index=1;

global noviinfekcnil; global noviinfekcni2; global noviinfekcni3; global noviinfekcni4;

global noviinfekcni5; global noviinfekcni6; global noviinfekcni7; global noviinfekcni8;

inapom=KxH;

dY = zeros(inapom#6,index); % S—vnimavi(riadky 1—64)—1.kraj riadky:1—8,...
Y%
for j=1:K %pre kazdy kraj j

Y%v=1—vek .skupina 1
pom=(j —1)*H;
dY (pom+1,index) = —beta(pom+1,:)* Y(pom+1,index) * Y(inapom+1:2xinapom ,index)./Y
(3*inapom+pom+1,index) + muN(j)*sum(Y(3*inapom+pom+1:3*inapom+j=*H,index)) — (
muN(j)+mu(l))*Y(pom+1,index) ;
dY (inapom+pom+1,index) = beta(pom+1,:)* Y(pom+1,index) = Y(inapom+1:2xinapom,index
)./Y(3*inapom+pom+1,index) — (muN(j)4gammatmu(1l))=*Y(inapom+pom+1,index);
dY(2*inapom+pom+1,index) = gammaxY (inapom-+pom+1,index) — (muN(j)+mu(1l))=*Y(2*inapom
+pom+1,index) ;
dY (3*inapom+pom+1,index) = muN(j)*sum (Y (3*inapom+pom—+1:3*inapom+j*H, index))—(muN(j
)+Hmu(1))*Y(3*inapom+pom+1,index);
%1V je zatial nulova
noviinfekcnil (j,premenna)=beta(pom+1,:)* Y(pom+1,index) #* Y(inapom+1:2xinapom,
index)./Y(3*inapom+pom+1,index) ;
Y%v=2—vek .skupina, v ktorej sa ockuju prichadzajuci zo skupiny 1
dY(pom+2,index) = —beta(pom+2,:)* Y(pom+2,index) * Y(inapom-+1:2*inapom,index)./Y
(3*inapom+pom+2,index) + (1—x(j))*muN(j)*Y(pom+1,index) — (muN(j)+mu(2))x*Y(pom
+2,index) + muN(j)*x(j)*Y(pom+1,index)«PVF + U(2,1)*Y(4*inapom+pom+2,index) ;
dY (inapom+pom+2,index) = beta(pom+2,:)* Y(pom+2,index) = Y(inapom+1:2xinapom,index
)./Y(3*inapom+pom+2,index) 4+ muN(j)=*Y(inapom+pom+1,index) — (mulN(]j)+gammatmu
(2))*Y(inapom+pom+2,index) ;
dY (2*inapom+pom+2,index) = gammax*Y (inapom+pom+2,index) + muN(j)=*Y(2*inapom+pom+1,
index) — (muN(j)+mu(2))xY(2*xinapom+pom+2,index);
dY (3*inapom+pom+2,index) = muN(j)*Y(3*inapom+pom+1,index) — (muN(j)+mu(2))=Y(3x
inapom+pom+2,index ) ;
dY (4*inapom+pom+2,index )= x(j)*muN(j)*Y(pom+1,index)*(1—PVF)— (muN(j)+mu(2))=*Y(4x*
inapom+pom+2,index )— U(2,1)*Y(4*inapom+pom+2,index) ;
noviinfekcni2 (j,premenna)=beta(pom+2,:)* Y(pom+2,index) #* Y(inapom+1:2xinapom,
index)./Y(3*inapom+pom+2,index) ;
%v=3,4.vek.skupina
for v=3:4
dY (pom+v ,index) = —beta(pom+v,:)* Y(pomtv,index) * Y(inapom-+1:2xinapom,index)./Y
(3*inapom+pom+tv,index) + muN(j)*Y(pom+v—1,index) — (muN(]j)+mu(v))=Y (pom+v,
index) + U(v,1)*Y(4+inapom+pom+tv,index) ;

82



33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

dY (inapom+pom+tv,index) = beta(pomtv,:)* Y(pomtv,index) = Y(inapom+1:2xinapom,index
)./Y(3*inapom+pom+tv,index) + muN(j)=*Y(inapom+pomt+v—1,index) — (muN(j)+gamma+tmu
(v))*Y(inapom+pom+v , index ) ;

dY (2*inapom+pom+v,index) = gammaxY (inapom-+pom+v,index) + mulN(]j)=*Y(2*inapom+pom+tv
—1,index) — (muN(j)+mu(v))=*Y(2*inapom+pom+v,index) ;

dY (3*inapom+pom+v ,index) = muN(j)*Y(3*inapom+pom+v—1,index) — (muN(j)+mu(v))=*Y(3x*
inapom+pom+v , index) ;

dY (4*inapom+pom+v ,index) = muN(j)*Y(4*inapom+pomtv—1,index) — (muN(j)+mu(v))=*Y(4x*
inapom+pom+v , index) — U(v,1) Y (4*inapom+pomtv,index);

if v==
noviinfekecni3 (j,premenna)= beta(pom+3,:)* Y(pom+3,index) % Y(inapom-1:2x

inapom ,index)./Y(3*inapom+pom+3,index) ;

else

noviinfekcni4 (j,premenna)= beta(pom+4,:)* Y(pom+4,index) * Y(inapom-+1:2x
inapom , index)./Y(3*inapom+pom+4,index) ;
end
end
%v=5.vek.skupina—preockovavanie

dY (pom+5,index) = —beta(pom+5,:)* Y(pom+5,index) * Y(inapom-+1:2%inapom,index)./Y
(3*inapom+pom+5,index) + (muN(j)*(1—x2v(j)) + muN(j)=*x2v(])*PVF)x*Y(pom+4,index
) — (muN(j)+mu(5))=*Y(pom+5,index) + U(5,1)*Y(4*inapom+pom+5,index) + U(5,2)xY
(5+inapom+pom+5,index) ;

dY (inapom+pom+5,index) = beta(pom+5,:)* Y(pom+5,index) = Y(inapom+1:2xinapom ,index
) ./Y(3*inapom+pom+5,index) + muN(j)xY(inapom+pom+4,index) — (muN(j)+gammatmu
(5))*Y(inapom+pom+5,index) ;

dY (2*inapom+pom+5,index) = gammax*Y (inapom+pom+5,index) + muN(j)*Y(2*inapom+pom+4,
index) — (muN(j)+mu(5))=*Y(2*xinapom+pom+5,index) ;

dY (3*inapom+pom+5,index) = muN(j)*Y(3*inapom+pom+4,index)—(muN(j)+mu(5))*Y(3x
inapom+pom+5,index ) ;

dY (4*inapom+pom+5,index) = (muN(j)*x2(j)*PVF + muN(j)*(1—x2(j)))*Y(4+*inapom+pom-+4,
index) — (muN(j)+mu(5))*Y(4*inapom+pom+5,index) — U(5,1)*Y(4*inapom+pom+5,
index);

dY (5*inapom+pom+5,index) = muN(j)*x2(j)*(1—PVF)x*Y(4*xinapom+pom+4,index) + muN(j)x*
x2v (j)*(1—PVF)xY(pom+4,index) — (muN(j)+mu(5))=*Y(5*inapom+pom+5,index) — U
(5,2)*Y(5+inapom+pom—+5,index) ;

noviinfekcnib (j,premenna)=beta (pom+5,:)* Y(pom+5,index) * Y(inapom+1:2xinapom ,
index)./Y(3*inapom+pom+5,index ) ;

%v=6,7.vek.skupina
for v=6:(H-1)

dY (pom+v,index) = —beta(pom+v,:)* Y(pomtv,index) * Y(inapom-+1:2xinapom,index)./Y
(3*inapom+pom+tv,index) + muN(j)*Y(pom+v—1,index) — (muN(]j)+mu(v))=Y(pom+v,
index) + U(v,1)x*Y(4*inapom+pom+v,index) + U(v,2)«Y(5*inapom+pom+v,index) ;

dY (inapom+pom+tv,index) = beta(pomtv,:)* Y(pomtv,index) = Y(inapom+1:2xinapom,index
) ./Y(3*inapom+pom+v,index) + muN(j)xY(inapom+pomt+v—1,index) — (muN(j)+gammatmu
(v))=*Y(inapom+pom+v , index ) ;

dY (2*inapom+pom+v ,index) = gammaxY (inapom-+pom+v,index) + mulN(]j)*Y(2*inapom+pom+tv
—1,index) — (muN(j)+mu(v))*Y(2+inapom+pomtv,index);
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dY (3*inapom+pom+v,index) = muN(j)*Y(3*inapom+pomt+v—1,index) — (muN(j)+mu(v))=*Y(3x
inapom+pom+v , index ) ;

dY (4*inapom+pom+v ,index) = muN(j)*Y(4*inapom+pomtv—1,index) — (muN(j)+mu(v))=*Y(4x
inapom+pom+v , index) — U(v,1)*Y(4*inapom+pom+v,index);

dY (5*inapom+pom+v, index) = muN(j)*Y(5*inapom+pom+v—1,index) — (muN(j)+mu(v))=Y(5x
inapom+pom+v ,index) — U(v,2)*Y(5*inapom+pom+v,index);

if v==
noviinfekcni6 (j,premenna)= beta(pom+6,:)* Y(pom+6,index) % Y(inapom-1:2x

inapom , index)./Y(3*inapom+pom+6,index) ;

else

noviinfekeni7 (j,premenna)= beta(pom+7,:)* Y(pom+7,index) % Y(inapom-+1:2x
inapom ,index)./Y(3*inapom+pom+7,index) ;
end
end
%v=8—posledna vek.skupina

dY(j+H,index) = —beta(j*H,:)* Y(j*H,index) * Y(inapom-+1:2xinapom ,index)./Y(3x
inapom+ j*H,index) + muN(j)x*Y(j*H—1,index) — mu(H)*Y(j*H,index) + U(H,1)*Y(4x
inapom+j*H, index) + U(H,2)*Y(5«inapom+j*H, index) ;

dY (inapom+j*H,index) = beta(j*H,:)* Y(j*H,index) * Y(inapom-+1:2%inapom,index)./Y
(3*inapom+j*H,index) + muN(j)«Y(inapom+j+H—1,index) — (gamma+tmu(H) )x*Y(inapom+j
+«H, index) ;

dY(2*inapom+j*H, index) = gammaxY(inapom+j*H,index) + muN(j)*Y(2+inapom+j*H—1,index
) — mu(H)*Y(2*inapom+j*H, index) ;

dY (3*inapom+j*H, index) = muN(j)*Y(3*inapom+j+H—1,index) — mu(H)«Y(3*inapom+jH,
index);

dY (4*inapom+j*H, index) = muN(j)«*Y(4*xinapom+j*H—1,index) — mu(H)x*Y(4*inapom+j«H,
index) — U(H,1)*Y(4+inapom+j*H, index);

dY (5*inapom+j*H, index)

index) — U(H,2)*Y(5*inapom+j=H, index) ;

= muN(j)*Y(5*inapom+j*H—1,index) — mu(H)x*Y(5*inapom+j*H,

noviinfekcni8 (j,premenna)=beta(j*H,:)* Y(j*H,index) * Y(inapom+1:2xinapom ,index)./
Y (3*inapom+ j*H,index);
end

end
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%ubudanie imunity

function U=Ubudanie (GMTO, sigma ,w, Ckrit)

tminl=[0 0 1.75 4.75 9.75 14.75 23.75 63.75]’; %min cas od MCVl v rokoch

[0 1.75 4.75 9.75 14.75 23.75 63.75 99.75]’; %max cas od MCVI v rokoch
tmin2=[0 0 0 0 0 5 14 54]’; %min cas od MCV2 v rokoch
tmax2=[0 0 0 0 5 14 54 90]’; %max cas od MCV2 v rokoch
Hv=[1.25 1.75 3 5 5 9 40 36]’; % kolko rocnikov patri do danej vek.skupiny
U=zeros (H,2) ;
fun=Q(x,t) exp(—(x—log (GMT0xexp(—wxt))). 2 / (2*xsigma”2)); % ubudnutie rocne

for j=1:H
U(j,1)=integral2 (fun, —inf, log(Ckrit),tminl(j) ,tmax1(j))/(Hv(j)=*365%sqrt(2*pi)=sigma);
U(j,2)=integral2 (fun, —inf, log(Ckrit),tmin2(j) ,tmax2(j))/(Hv(j)=*365%sqrt(2*pi)xsigma);

end

end
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