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Abstrakt v statnom jazyku

VIDOVA, Miroslava: Stefanova tiloha s kinetickym podchladenim [Diplomova préaca),
Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Ka-
tedra aplikovanej matematiky a statistiky; skolitel: Mgr. Juraj Kyselica, PhD., Brati-
slava, 2018, 52 s.

V préci sa zaoberdme matematickym modelom tuhnutia podchladenej jednozloz-
kovej kvapaliny pozostavajicim z parcidlnych diferencidlnych rovnic a volnej hranice,
kde vedticou rovnicou je rovnica vedenia tepla. Cielom je numericka simulécia vyvoja
teploty a polohy fazového rozhrania a porovnanie ziskanych rieseni s aproximativnymi
analytickymi (asymptotickymi) rieSeniami. Venujeme sa modelom na polonekonecne;
a konecnej oblasti — predpoklady a podmienky vysvetlime, niektoré aj odvodime
a modely vyjadrime v matematickom tvare. Prevedieme ich na bezrozmerny tvar a vy-
uzitim transformécie z volnej na fixovani hranicu najdeme analytické rieSenie modelu
bez kinetickej rovnice, a pre model s kinetickou rovnicou odvodime jeho asymptotické
riesenia. Tento model riesime aj numericky pomocou nasho programu v prostredi Mat-
lab — vykoname niekolko simulécii a ziskané vysledky porovname s aproximativnymi
analytickymi rieSeniami, ¢o pokladdme za prinos nasej prace, a zaroven splnenie sta-

novenych cielov.

KIcové slova: fazova premena, parcidlne diferencidlne rovnice, rovnica vedenia
) b

tepla, tloha s pohyblivou hranicou, kinetickd rovnica



Abstract

VIDOVA, Miroslava: Stefan problem with kinetic undercooling [Master Thesis], Co-
menius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics,
Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: Mgr. Juraj Kyselica,
PhD., Bratislava, 2018, 52 p.

This study describes and investigates the mathematical model of solidification
of subcooled single-component liquid consisting of partial differential equations and
a free boundary where the leading equation is the heat conduction equation. The aim
is numerical simulation of the temperature and position of the phase interface and com-
parison of the obtained results/observations with approximate analytical (asymptotic)
solutions. We focus on the models of the semiinfinite and the finite area — assumpti-
ons and conditions will be explained, several of them will be deduced and the models
will be expressed in mathematical form. We turn them into a dimensionless form and
using the transformation from free to fixed boundary, we find the analytical solution
of the model without the kinetic equation, and for the model with the kinetic equ-
ation we derive its asymptotic solutions. We also solve this model numerically using
our program in Matlab environment — we perform some simulations and compare the
obtained results with the approximate analytical solutions, which we consider to be

the contribution of our work, while meeting the stated goals.

Keywords: phase transformation, partial differential equations, heat conduction

equation, free boundary problem, kinetic equation



Obsah

Uvod

1 Stefanova dloha
1.1 Zakladny model . . . . . . . ...
1.2 Model s kinetickym podchladenim na polonekon. oblasti . . . . .. ..
1.3  Model s kinetickym podchladenim na konec¢nej oblasti . . . . . . .. ..

1.4 Zbezrozmernenie modelov . . . . . .. ...

2 Riesenia na polonekonecnej oblasti
2.1 Analytické riesenie zakladného modelu . . . . . . .. ... ... .. ..

2.2 Asymptotické riesenia modelu s kinet. podchladenim . . . . . . . . ..

3 Uloha na koneénej oblasti
3.1 Asymptotické riesenia modelu s kinet. podchladenim . . . . . . . . ..
3.2 Limitné rieSenia pre malé hodnoty Stefanovho ¢isla . . . . . . . .. ..

3.3 Porovnanie so zakladnym modelom . . . . ... ... ... ... ..

4 Numerické rieSenia
4.1 Numerickd schéma . . . . . . . . . ...
4.2 Programova realizacia . . . . . .. ...

4.3 Numerické vysledky . . . . . . . ..o
Zaver
Literatura

Priloha A

11
11
14
16
17

20
20
23

26
26
30
30

34
34
37
38

49

51

52



Uvod

Pracovnici v oblasti prirodnych a technickych vied ¢asto experimentalne zistuju alebo
overuju vlastnosti latok — tuhych, kvapalnych ¢i plynnych. Ich zistenia potom vyuzi-
vame v kazdodennom zivote, a zvycajne si to ani neuvedomujeme. Vdaka ich poznat-
kom napriklad vieme, aké materidly st pre ich odolnost voci vlhkosti ¢i chladu vhodné
na pouzitie v stavebnictve, pri akej teplote dochddza vo vysokej peci k taveniu suro-
vého zeleza, alebo aj to, ze po vdychnuti malého mnozstva hélia budeme mat vysoky
a pisklavy hlas. Viac ¢i menej dolezité poznatky pramenia z vedeckej prace. T4 sa vSak
vo vacSej miere nez experimentmi, zaobera predikciami alebo modelovanim. Predpoved
pocasia, odhad brzdnej drahy vozidla, ¢i v dnesnej dobe, pre niekoho neexistujice, no
vacsine strach nahanajice, ¢asto spominané globalne oteplovanie. Zaplavy si jednou
z prirodnych katastrof, ktoré vedci v dosledku globalneho oteplovania predpovedaju.
Ohrozené je Holandsko, Londyn... Na rozdiel od mnohych médii, nechceme vzbudzo-
vat v citatelovi paniku, a preto uvedieme, ze modelovat tak zlozity problém, akym je
topenie ladovcov, a tym spdsobeny néarast vodnej hladiny, znamend predikovat stav
atmosféry, zmenu teploty oceanov, ¢innost biosféry, hlavne ¢innost samotného c¢loveka
atd., na najblizsie desiatky ¢i stovky rokov. To je mozné len po mnohych zjednodu-
Seniach, a vysledky ziskané z prilis zjednoduseného modelu nemézeme povazovat za
smerodajné.

V nasej préci sa preto zaoberdme modelom odrazajicim skuto¢nu situaciu, resp.
situaciu, ktortt mézeme dosiahnuf pri vykonavani experimentu za urcéitych podmienok.
Nepd6jde o globalne oteplovanie, ale skér o ,odteplovanie”. Budeme skimat situaciu,
ked sa kvapalnd faza meni na tuhid, a nie naopak, ako to je v pripade topenia la-
dovcov. Slovami matematickej fyziky — c¢itatelovi predstavime matematicky model
tuhnutia podchladenej jednozlozkovej kvapaliny pozostavajici z parcidlnych diferen-
cidlnych rovnic a volnej hranice tvoriacej rozhranie kvapalnej a tuhej fazy [2], [4], [7],
[10]. Ulohy zaoberajtce sa fazovymi premenami a rychlostou rastu fazového rozhra-
nia sa oznacuju spolo¢nym nazvom Stefanove ilohy. KIicovym parametrom urcujucim
rychlost tuhnutia (rychlost pohybu fazového rozhrania) je tzv. Stefanovo cislo — po-
mer latentného tepla (tepla, ktoré musime odobrat kvapalnej faze ochladenej na teplotu
tuhnutia, aby doslo k fazovej premene) a tepla odovzdaného okoliu. V klasickej Ste-

fanovej tlohe popisujicej fazovia premenu cistej kvapaliny predpokladame, Ze systém
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je v termodynamickej rovnovahe: teplota fazového rozhrania je rovna teplote tuhnu-
tia, pricom rychlosf pohybu rozhrania je urcenéa zakonom zachovania tepla na rozhrani
(Stefanova podmienka). Poloha fazového rozhrania je v takom pripade imerna druhej
odmocnine ¢asu. Nevyhodou uvedeného riesenia je nekonecna rychlost rastu rozhrania
v pociato¢nom casovom okamihu, ¢o nie je fyzikalne realistickym vysledkom. Problém
mozeme vyriesit uvolnenim predpokladu termodynamickej rovnovahy na rozhrani: na-
miesto predpokladu, Ze teplota na rozhrani je rovna teplote tuhnutia, predpokladame,
ze tato teplota je nizsia ako teplota tuhnutia. Fazova premena v pociatoénych okami-
hoch je tak riadend termodynamickou nerovnovahou na rozhrani, t. j. rychlost rastu
rozhrania je funkciou rozdielu medzi teplotou rozhrania a teplotou tuhnutia. To ma za
nasledok konecné hodnoty rychlosti rastu rozhrania v pociatoé¢nom case.

Cielom diplomovej prace je numericka simulacia vyvoja teploty a polohy fazového
rozhrania v uvedenom systéme a porovnanie numerickych vysledkov s aproximativ-
nymi analytickymi rieSeniami. Pred numerickou simulaciou a najdenim aproximativ-
nych analytickych rieseni musime model vhodne upravit a transformovat. Pri hladani
numerickych rieseni ovplyvni nasa volba niektorych parametrov vstupujicich do mo-
delu riesenie, preto numerické simulacie vykoname pre viaceré moznosti hodnét para-
metrov.

V prvej kapitole uvedieme zakladné poznatky o Stefanovej tlohe a odvodime Stefa-
novu podmienku, ktora do modelu vstupuje. Nésledne v matematickom tvare zapiseme
zdkladny model na polonekonecnej oblasti a model s kinetickym podchladenim na po-
lonekonecnej aj konecnej oblasti, a budeme ich nazorne ilustrovat obrazkami. Uvedené
modely tiez transformujeme na bezrozmerny tvar. V [4] je skimany Stefanov problém
s podchladenou kvapalnou fazou a nelinedrnym vzfahom medzi rychlostou rastu fazo-
vého rozhrania a podchladenim. Tento nelinearny vztah bol odvodeny pomocou metdéd
statistickej fyziky a pre malé hodnoty podchladenia ho mézeme aproximovat linearnym
vztahom, ktory predstavuje kineticki rovnicu pouziti v nasej praci. V tejto kapitole
vychadzame hlavne z [2], [4], [7], [9] a [10].

Druhu kapitolu venujeme hladaniu rieseni na polonekonecnej oblasti — pre za-
kladny model vypocitame analytické riesenie, a pre model s kinetickym podchladenim
odvodime jeho aproximativne (asymptoptické) analytické rieSenie. Pred hladanim rie-
seni oba modely transformujeme na fixovani hranicu. RieSenia budu rézne podla toho,
¢i budeme uvazovat velké, alebo malé Stefanovo ¢islo [2], [9], [12].

Ulohou s kinetickym podchladenim na konetnej oblasti sa budeme zaoberat v tretej
kapitole. Transformujeme ju na fixovani hranicu, odvodime jej asymptotické riesenie
a uvedieme podmienky, pre ktoré toto riesenie existuje. Okrem toho najdeme aj limitné
riesenia pre malé hodnoty Stefanovho ¢isla [8]. V zdvere tejto Casti porovname ziskané
vysledky s rieSeniami zdkladného modelu, ktory predtym prevedieme na konecnii oblast.

V stvrtej kapitole vykoname numerické experimenty pre model s kinetickym pod-
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chladenim. Definujeme casopriestoroviu siet, v uzloch ktorej budeme vycislovat nume-
rické riesenie. Uvedeny model napokon diskretizujeme [10], aby sme pomocou metddy
konecnych diferencii [1] a nasho programu v prostredi Matlab nasli numerické rieSenia

pre roznu volbu parametrov vstupujicich do modelu.



Kapitola 1
Stefanova uloha

Josef Stefan bol slovinsky fyzik zijuci v 19. storo¢i, ktory sa vo svojom vyskume veno-
val, okrem iného, aj rychlosti rastu vrstvy ladu na vodnej hladine. Pojmom Stefanova
uloha, alebo tiez Stefanov problém, oznacujeme tlohy zaoberajice sa fazovymi preme-
nami. Najcastejsie ich ndjdeme v modeloch matematickej fyziky. S to tlohy s volnou
hranicou, kde vediicou rovnicou je rovnica vedenia tepla. Ich charakteristickym znakom
je, ze hranice oblasti riesenia nie st vopred zname a su sucastou riesenia. Nelinearita
tychto tloh spésobuje problémy pri hladani analytickych rieseni, ¢asto sa musime uspo-
kojit len s numerickymi alebo aproximativnymi analytickymi rieseniami [5], [10]. V tejto
kapitole obozndmime ¢itatela s formulaciou zédkladného a rozsireného Stefanovho mo-
delu s kinetickym podchladenim na polonekonecnej a konecnej oblasti. Analytickym

a numerickym riesenim tychto problémov sa zaoberame v dalsich kapitolach.

1.1 Zakladny model

Najskor budeme uvazovat model s kvapalinou v polonekonecnej oblasti 0 < 2z < o0
podchladenou na teplotu T, a izotermélnou tuhou fazou s teplotou 7, (teplota tu-
hnutia), pricom T, < T,,. Tento model nazveme zékladnym modelom a ilustrujeme ho
na Obr. 1.1.

Stefanova tloha je zaloZena na poznatkoch z termodynamiky a dynamiky fazovych
premien. Pred uvedenim matematického vyjadrenia zakladného modelu uvedieme do-
lezité pojmy, ktoré sa v danom probléme vyskytuju.

Podstatnou stucastou modelu je Stefanova podmienka. T4 modeluje pohyb fazového
rozhrania v ¢ase pri fazovej premene a vyjadruje zdkon zachovania energie na rozhrani.
Plati, Ze za ¢as At sa fdzové rozhranie posunie priblizne o hAt, kde h predstavuje
okamzitd rychlost pohybu rozhrania, ktord je definovand ako h = ‘3—’;. Na tseku dlzky
hAt dojde k fazovej premene. Teplo, ktoré sa pri tom uvolni, mézeme vyjadrit
th

at = pL—At, 1.1
Qiat = p dt ( )

11
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kvapalna faza

{Ioé‘enfe teploty

pevna faza

z=h(t)

v
-

0 T

m

Obr. 1.1: Zakladny model v ¢ase t, kde z = h(t) predstavuje fazové rozhranie.

kde L je merné latentné teplo, ¢ize mnozstvo tepla, ktoré musime odobrat 1 kilogramu

latky, aby pri teplote tuhnutia/tavenia presla do inej fazy.

Jean Baptiste Joseph Fourier v roku 1811 na zaklade experimentov zistil zavislost

medzi hustotou tepelného toku ¢ a gradientom teploty VT, ktori mézeme napisat ako

q=—kVT(z,1), (1.2)

kde k je sucinitel tepelnej vodivosti.
Ak pozname teplotné pole T v kvapalnej faze, teplo z nej privedené na fazové

rozhranie zapiSseme v jednorozmernom pripade podla (1.2) nasledujicim spésobom:

OT(z,t)

¢=—k 0z

(1.3)
z=ht
Na odvodenie Stefanovej podmienky vyuzijeme zakon zachovania energie [6]. Ak neuva-
zujeme teplo dodané z externych zdrojov, mozeme tento zakon napisat E = E’m — E’out,
kde F predstavuje zmenu vnitornej energie, E;, zmenu energie dodanej do systému
a E,,; naopak, energiu odobrant zo systému. V nagom zdkladnom modeli je vSak tuhd
faza izotermalna, ¢o znamena, ze tok tepla z tuhej fazy smerom k rozhraniu je nulovy,
teda Ey; = 0. Dosadenim (1.1) a (1.3) dostdvame
dh OT(z,t)

pL—At = —k

At
dt 0z ’

ht
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a predelenim nenulovym At ziskame Stefanovu podmienku

an_ ot
dt 0z

Stefanova podmienka (1.4) medzi sebou prepdja dve nezname funkcie — polohu fazo-

oL (1.4)

z=ht
vého rozhrania v case a rozlozenie teploty v kvapalnej faze.

Pri zostavovani zakladného modelu sme okrem predpokladu izoterméalnosti tuhej
fazy a zanedbania tepla dodaného z externych zdrojov, ktoré sme popisali vyssie, prijali

aj dalsie predpoklady a zjednodusenia:
o hustotu p povazujeme za rovnaku pre kvapalni aj tuhu fazu,
e mna fazovom rozhrani uvazujeme konstantnu teplotu 7;, — teplotou tuhnutia,
o predpokladame tiez konstantné merné latentné teplo L,
e neuvazujeme vonkajsie vplyvy, napr. gravitacné, chemickeé.

Kedze uvazujeme izotermalnu tuhu fazu, vedenie tepla prebieha len v kvapaline,

¢ize rovnica vedenia tepla plati pre oblast h < z < co. Pre teplotnu difuzivitu s plati

L
pC’

KR =

kde C' je merna tepelna kapacita.
V case t = 0 je cela oblast 0 < z < oo vyplnena kvapalinou, ktord je podchladena

na teplotu 7., ¢o zobrazujeme na Obr. 1.2.

ZI\

kvapalna faza

v

0

Obr. 1.2: Zobrazenie zadkladného modelu v ¢ase t = 0.
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Podchladenie kvapaliny v zakladnom modeli sposobi fazovi premenu a obe fazy st
v case t > 0 od seba oddelené rovinnym fazovym rozhranim, ktoré je funkciou casu,

oznacujeme h = h(t). Ako vidiet na Obr. 1.1, teplota fazového rozhrania je rovna 7.

Podmienky, predpoklady a zjednodusenia popisané vyssie moézeme zapisat nasledu-

jucim matematickym modelom:

o vedenie tepla:
IT(z,t) O*T(z,t)
K

o 5.2 h <z < o0, (1.5)
o podmienky na rozhrani:
T(h,t) =Ty, (1.6a)
pLi}tL = —k:aTa(?t) L (1.6b)
e pociato¢né podmienky
h(0) =0,
7(0,0) =T, (1.7)

0
T(2,0) =Ty, h <2z < o0.

Ako sme uz uviedli, nezndmou je aj funkcia h = h(t), ¢ize ide o tlohu s pohyblivou

hranicou.

1.2 Model s kinetickym podchladenim na polone-

konecnej oblasti

Aby dochadzalo k tuhnutiu kvapaliny, na fazovom rozhrani musi byt v skutoc¢nosti
nizsia teplota ako je teplota tuhnutia 7T,,, pretoZe teplota tuhnutia (topenia) je takéa
teplota, pri ktorej moézu existovat kvapalna aj pevna faza bez toho, aby u nich doché-
dzalo k zmene fazy [2].

V modeli s kinetickym podchladenim preto na rozhrani uvazujeme teplotu 77, pre
ktoru plati T; < T,,, a zaroven je tato teplota siucastou rieSenia. Vdaka pridaniu ne-
znamej teploty T potrebujeme dalSiu rovnicu, pomocou ktorej 7T urcime. Pre jedno-
duchost budeme predpokladaf, Ze sicinitel tepelnej vodivosti k& v tuhej faze je maly,
a teda vedenie tepla v tuhej fize moézeme zanedbat [2]. Takito tlohu nazveme modelom
s kinetickym podchladenim a znazornujeme ho na Obr. 1.3.

Co zmenime, je okrajova podmienka pre z = h(t), kde budeme vyzadovat teplotu
Tr a do modelu pridame kinetickti rovnicu v tvare

dh

o = G(Tw =), (1.8)
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2% |

kvapalna faza

rozloZenie teploty

Obr. 1.3: Grafickd interpretacia modelu s kinetickym podchladenim na polonekonec¢nej ob-

lasti v case t.

kde G predstavuje kineticky koeficient, ktory je konstantny [11]. Kinetickd rovnica
hovori, ze rychlost rastu fazového rozhrania je timerna rozdielu medzi teplotou tuhnutia
T, a teplotou na rozhrani T;. Zdoéraznime este, ze T; je funkciou ¢.

Ked zohladnime zmenu okrajovej podmienky, a do zakladného modelu pridame ki-
netickd rovnicu (1.8) s tym, ze ostatné predpoklady zo zakladného modelu nezmenime,

dostaneme model s kinetickym podchladenim na polonekonecnej oblasti [8]:

« vedenie tepla:
ol (z,t)  0°T(z,1)
5 a2 h <z < oo, (1.9)

Stefanova podmienka:

dh __ OT(=,1)

— = - 1.10
dt 0z |,_+ (1.10)
e pociatoéné podmienky
h(0) =0, (1.11a)
T(z,0) = f(z), (1.11b)
e okrajové podmienky
T(h,t) =Ti(t), (1.12a)
T(o0o,t) = Ty, (1.12Db)
o kineticka rovnica h
T =G(T,, — Ty), (1.13)

kde funkciu f(z) upresnime v poslednej podkapitole tejto ¢asti nasej préace.
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1.3 Model s kinetickym podchladenim na konecnej

oblasti

Kedze cielom nasej prace je numericka simulacia vyvoja teploty a polohy fazového
rozhrania, a numerické vypocty mézu prebiehat iba na konecnej oblasti, v tejto casti
uvadzame formulaciu modelu s kinetickym podchladenim na konecnej oblasti, t. j. na

h < z < H. Uvedeny model ilustrujeme na Obr. 1.4.

N
z o f z=H
kvapalna faza

rozloZenie teploty

/

Obr. 1.4: Grafickd interpreticia modelu s kinetickym podchladenim na konec¢nej oblasti

v case t.

Prepisanim modelu (1.9)-(1.13) na konec¢nii oblast ziskame:

e vedenie tepla:

IT(z,t) HE)QT(Z, t)

= h H 1.14
ot 022 7 SZ< 4 (1.14)
o Stefanova podmienka:
dh oT
L— = —k— 1.15
PR 02| . (1.15)
e pociatoéné podmienky
h(0) =0, (1.16a)
T(z,0) = f(2), (1.16b)
« okrajové podmienky
T(h,t) =Ti(t), (1.17a)
T(H,t) =T, (1.17b)
« kineticka rovnica h
= =G(T,, —Ty), 1.18
= G(T, -~ Ty) (118)

kde funkcia f(z) je zhodnd s f(z) uvedenou v podmienke (1.11b).
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1.4 Zbezrozmernenie modelov

Ulohy matematickej fyziky si vicSinou uvddzané v bezrozmernom vyjadreni s cielom
znizit pocet nezavislych parametrov [5]. Preto aj my prevedieme modely z predcha-
dzajucich podkapitol na ich bezrozmerné tvary. To znamend, ze musime transformovat

tieto veli¢iny:
 teplota T, [T] = K,
o Cast, [t] =s,
o stradnicova os z, [z] = m.

Nasledujtce transformacie

-~ T(z,t) =T,

Kt
WEN=""8r

~ - z

kde AT = T,,, — T, a [ je fiktivna dizkové 8kéla, vyuZijeme na zbezrozmernenie rovnic

zakladného modelu. Symbolom ,, ~ ¢ oznac¢ime bezrozmerné veli¢iny.

Transformacie jednotlivych ¢lenov rovnice vedenia tepla:

ar ATae(z,f) di ATk 09(z,1)
ot ot dt 12 ot
ar ATae(g,f) dz AT 96(z,1)

dz 9z d=z 1 0z

0°T B ATQ 00(2,1) B AT 9%0(2,1)
92z 1 0z 0z 2 932

Bezrozmerny tvar rovnice vedenia tepla po dosadeni:
00(z,t)  0%0(z,1)
ot 022
Dalej ozna¢me h(t) = lv(f) pre bezrozmerné v, z toho vyplyva
dh(t) ldl/(f)di? B Edu(f)
dt — dt dt [ dt
Zavedieme bezrozmerny parameter .S, Stefanovo ¢islo, definovany vztahom
L
ATC’

¢o spolu s (1.21) dosadime do (1.6b) a dostaneme bezrozmerni Stefanovu podmienku:

(1.20)

(1.21)

S:

dv  90(z,1)
S T IR (1.22)
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Vyuzitim (1.20) a (1.22) mdzeme bezrozmerny zékladny model zapisat takto:

« vedenie tepla:
00(z,1)  9%0(3,1) N
~ = 1.2
57 52 0 V< E< 00, (1.23)
e podmienky na rozhrani:
0(v,t) =0, (1.24a)
dv 90(2,1)
_— = 1.24b
dt 0z |,_,.~ ( )
e pociato¢né podmienky
v(0) =0,
) =0, (1.25)

0
0(2,0) =—1, v < Z < 0.

Teraz prevedieme na bezrozmerny tvar aj model s kinetickym podchladenim na

polonekonecnej oblasti, opat vyuzijeme transformécie (1.19).
Bezrozmerny model s kinetickym podchladenim na polonekonec¢nej oblasti vyjad-

rime v tvare:

e vedenie tepla:
a0(z,t)  0%0(z,1
gzt: ) _ 8(;2’ ) b <i<oo (1.26)
o Stefanova podmienka:
dv 00(z,1)
- = — 1.2
Sdt 02 |_+ (1.27)
e pociatoéné podmienky
v(0) =0, (1.28a)
0(z,0) = j(2), (1.28b)
« okrajové podmienky
-~ T =T,
= = 1.
O(v,t) AT 01, (1.29a)
(00, t) = —1, (1.29Db)
« kinetickd rovnica
dv
— = —Gby, (1.30)
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kde G = % a funkciu j(2) Specifikujeme v nasledujicich kapitolach, a teda funkciu

f(2), ktort sme zaviedli pociatoénou podmienkou (1.11b), mézeme neskor v pripade

potreby vyjadrit prave pomocou j(Z2).

Pre model s kinetickym podchladenim na konec¢nej oblasti volime transformécie

veli¢in ¢ a z takto:
Kt

H?’

a oznacime h(t) = Hv(f) pre bezrozmerné v.

~ z
t= 2 = — 1.31
r==, (131)

Pouzitim tychto transformacii na (1.14)—(1.18) ziskame bezrozmerny model s kine-

tickym podchladenim na konecnej oblasti v tvare:

» vedenie tepla:

00(z,t)  0%0(z,%)

= = z <1 1.32
i gz VS ES (1.32)
o Stefanova podmienka:
dv 90(2,1)
- 1.33
dt 02 |,_+ (1.33)
e pociato¢né podmienky
v(0) =0, (1.34a)
0(z,0) = j(2), (1.34b)
o okrajové podmienky
O(v,t) = 0y, (1.35a)
0(1,1t) = —1, (1.35b)
« kineticka rovnica
dv _ —Ggo (1.36)
ai " '

kde G = €ATH 4 funkeia j(Z) je zhodnd s j(Z) uvedenou v podmienke (1.28b).

V nasledujtcej ¢asti nasej prace kvoli prehladnosti nahradime symboly % a ¢ sym-

bolmi z a t, pricom z a t budu odteraz reprezentovat bezrozmerné veli¢iny.

Dalsie kapitoly venujeme hladaniu rieseni — analytickych, asymptotickych a nu-

merickych — uvedenych zbezrozmernenych Stefanovych problémov.



Kapitola 2
Riesenia na polonekonecnej oblasti

V tejto casti nasej prace najdeme analytické riesenie zakladného modelu z predché-
dzajicej kapitoly. Pre model s kinetickym podchladenim na polonekonec¢nej oblasti
neexistuji analytické riesenia pre vSeobecné hodnoty S — pre S — oo vSak mozno
nahliadnut, Ze riesenia su blizke rieseniam zakladného modelu, a pre S < 1 mozeme
najst riesenie v tvare postupnej viny, existujice pre specialny tvar pociatocénych pod-
mienok. V tejto kapitole uvedené riesenia odvodime — ide o prehladova kapitolu,

v ktorej Cerpame z [2], [3] a [9].

2.1 Analytické riesenie zakladného modelu

V predchadzajicej kapitole sme zédkladny model (1.5)—(1.7) previedli na bezrozmerny
tvar (1.23)—(1.25). Ten teraz budeme riesit analyticky. Hladanie analytického riesenia
nam vsak komplikuje jedna z charakteristik Stefanovej tlohy, ktort sme uviedli na
zaciatku — ide o tlohu s volnou hranicou. T4 sa prejavuje v podmienke (1.24a), ktora
je uréend na hranici zavislej od ¢asu. Vhodne zvolenou transforméciou uvedenou v [2]
vsak cely problém moézeme transformovat na tlohu s fixovanou hranicou, a nasledne ju
analyticky vyriesif.
Pouzijeme transformaciu 0(z,t) — 6(n), kde

n Zf/f a v(t) = 20/t (2.1)

Model mézeme po transformaécii prepisat takto:

» vedenie tepla:
0"(n) = —2n0'(n), A <n < o0, (2.2)

o Stefanova podmienka:
—2AS =60'(N), (2.3)

20
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o okrajové podmienky

6(\) =0, (2.4a)
f(c0) = —1. (2.4b)

Predtym, ako za¢neme uvedeny model riesit analyticky, uvedieme definicie chybovej

a doplnkovej chybovej funkcie, ktoré pri rieSeni vyuzijeme:

erf(x) = \/2% /e_tht,
0

erfe(z) =1 —erf(z) = j% /e’t2dt. (2.5)

Nasleduje analytické riesenie zbezrozmerneného zakladného modelu transformova-

ného na fixovanu hranicu. Integrovanim obycajnej diferencialnej rovnice (2.2) ziskame
0/(77) — 9/(/\)e_772+>\2’

a tuto rovnicu dalej integrujeme, ¢im dostaneme
U]
() — 0(\) = 0'(\) / o=V s,
A
Po dosadeni okrajovej podmienky (2.4a) mame
U
8(n) = 6'()) / e~V s, (2.6)
A

a teraz do (2.6) dosadime dalsiu okrajovii podmienku (2.4b):

—1=0'()) /e_SQHst,
A
z ktorej mozeme pomocou (2.5) vyjadrit
0'(\) = i (2.7)
@erfc()\)' .

Dosadime (2.7) do (2.6) a poéitame aj s vyuzitim vztahu medzi chybovou a doplnkovou

chybovou funkciou (2.5):

_erfe(n)
o) = erfe(\) L (2.8)

¢im sme ziskali analytické riesenie zbezrozmerneného zédkladného modelu transformo-

vaného na fixovand hranicu (2.2)—(2.4b).
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Zderivujme teraz (2.8) a dosadme do (2.3), ¢im po tpravich dostaneme

1
S = . 2.9
VT eMerfe(N) (29)
Funkcia /mAeX erfc()) je rastiica YA. Navyse, pre velké hodnoty A podla [9] plati
—\2
erfc(\) ~ pre A — oo,

Vo
a teda /mAeNerfc(\) — 1 pre A — oo. Po dosadeni do (2.9) ziskame

S — 1%, pre A — 0.

Situaciu ilustrujeme na Obr. 2.1, na ktorom zobrazujeme numerické riesenie algeb-

raickej rovnice (2.9).

08 -
06 |-
04 -

02 -

Obr. 2.1: Numerické rieSenie rovnice (2.9) — zelend krivka, asymptota rieSenia — Cervend
krivka.

Tym sme ukézali, ze ak S — 17 = X\ — oo. To znamend, Ze rieSenia rovnice (2.9)
existuja len pre S > 1. Situdciu ilustrujeme na 2.1. Neexistencia rieseni pre S < 1
je spdsobend podmienkou zdkladného modelu (1.6a), ktorou sme zapisali predpoklad
toho, ze teplota na rozhrani je rovna teplote topenia (tuhnutia). Tento predpoklad
je vyjadrenim termodynamickej rovnovahy na rozhrani. Termodynamicka rovnovaha
vsak nastava len pri dostatocne pomalom raste fazového rozhrania, t. j. pri velkych
hodnotéch S, kedy rozvinutim (2.9) do Taylorovho radu plati

A= \/_S—l-(’)<1) (2.10)

Pre mensie hodnoty S musime brat do tvahy termodynamicki nerovnovahu na

rozhrani, t. j. rozdiel T,, — T7. Tento problém riesi model s kinetickou rovnicou.
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2.2 Asymptotické rieSenia modelu s kinetickym pod-

chladenim

V predchédzajicej kapitole sme naznadili, Ze model (1.9)—(1.13), resp. jeho bezroz-
mernd podoba (1.26)—(1.30), uz nema analytické riesenie. Kvdli tomu pristipime
k hladaniu aproximativnych analytickych rieseni pre velké a malé hodnoty Stefanovho
cisla.

V pripade S — oo predpokladame, Ze pre clen na pravej strane podmienky na
rozhrani (1.27) plati [2]:

- gz . = O(1) pre S — oc.
7 uvedeného vyplyva
d
d% = 0(S™!) = 0, (2.11)

¢o znamena, ze rozhranie rastie pomaly. Dosadenim (2.11) do kinetickej rovnice (1.30)

dostaneme 0; = O(S™!) — 0, a vyuzitim (1.29a) a (1.30) moZeme vyjadrit

TI - Tm

_ -1
AT = O(S™)=1T1; — T, pre S — oc. (2.12)

Tym sme ukazali, ze pre velké Stefanove ¢isla si riesenia vo vediicom rade asymptoticky
ekvivalentné rieseniam zakladného modelu, t. j. modelu s 77 = T,,,, ktorého analytické

rieSenie (2.8) sme odvodili v predchadzajicej podkapitole.

Este doplnime — pre S > 1 plati, Ze analytické rieSenia modelu s kinetickym pod-

chladenim (1.9)—(1.13) konverguju k rieseniu zakladného modelu (2.8) pre t — oo. [12]

Pozrime sa teraz na situaciu, ked S < 1. V tomto pripade najdeme asymptotické
rieSenie, ktoré plati pre t — oo [4], [9], takze v modeli nebudu vystupovat pociatocné
podmienky. Budeme predpokladat 6; = konst., ¢o mozeme oznacit ako —0; = V. Kine-
tickd rovnicu teda zapiSeme % = GV, z ¢oho dostévame v(t) = GVt + Cy. Dosadenim
(1.28a) vypocitame Cy = 0, ¢ize plati

v(t) = GVt. (2.13)

Aj teraz ndm, tak ako v predchadzajicej podkapitole, hranica zavisla od ¢asu kom-
plikuje hladanie analytického riesenia. Preto problém transformujeme na tlohu s fixo-
vanou hranicou pomocou transformécie 0(z,t) — 6(n), kde n = z — GVt. Pre z = v(t)
po dosadeni (2.13) plati n = 0. Z definicie n vyplyva, Ze rieSenie bude v tvare postupne;j
viny pohybujtcej sa rychlostou GV.
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Transformovany model zapiseme v tvare:

o vedenie tepla:

—GVe'(n) = 0"(n), 0 <n < oo, (2.14)
o Stefanova podmienka
SGV = =8/ (n)]-0, (2.15)
o okrajové podmienky
0(0) =0y, (2.16a)
0(c0) = —1, (2.16b)
« kineticka rovnica
V = -0, (2.17)

Integrujeme obycajni diferencidlnu rovnicu (2.14) a dostaneme
—GV(n) +GVe(0) = 6'(n) — 6'(0),

dosadenim (2.15) a (2.16a) a preskupenim ¢lenov ziskame 0'(n) = —GVO—-SGV +GV 0.

Metddou variacie konstant dostaneme
n
8(n) = Coe=9V7 ¢ / e~V =5)(g, — §)GVds
0
n
— Che 9V — eVI(9, — S)GV / V3 ds
0

(2.18)
= Coe 9V — o7V (VN _ 1) (0, — 9)

= e_gV"(Cg —+ 0[ — S) — 1.

Vyuzitim podmienky (2.16a) dostaneme 6(0) = 0; = Co+0;—S—1= Cy =S +1, ¢o
dosadime do (2.18), a teda

0(n) =e 9V7(146;) — 1. (2.19)
Nezndmu hodnotu 6; uréime pomocou podmienky (2.15). Z (2.19) dostaneme

SGV =GV (1+0)),

0, =5 —1. (2.20)
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Z podmienky (2.17) uréime V' = 1 — S, a teda mozeme rieSenie bezrozmerného
modelu s kinetickym podchladenim transformovanym na fixovani hranicu pre S < 1,

vyuzitim vztahov (2.13) a (2.18), zapisat v tvare:

v(t) =G(1—9),

(2.21)
0(n) = Se~90=5m _ 1, n=2z—v(t).

Vsimnime si, ze rieSenie mé fyzikalny zmysel skutoc¢ne len pre S < 1 (t. j. pre 8; < 0).

Este doplnime, Ze na zaklade (2.20) pre S — 0 plati §; — —1, ¢o m6zeme prostred-
nictvom (2.16a) vyjadrit
T] — Too>

¢ize pre velmi malé Stefanovo Cislo je neznama teplota T na rozhrani blizka teplote

T, na ktoru je v nasom modeli podchladend kvapalna faza.



Kapitola 3
Uloha na kone¢nej oblasti

V tejto casti nasej prace sa zameriame na najdenie asymptotickych rieseni modelu
s kinetickym podchladenim na kone¢nej oblasti (1.14)—(1.18), resp. jeho bezrozmer-
ného vyjadrenia (1.32)—(1.36). Pri hladani rieseni aproximujeme teplotu v kvapalne;
faze, ktora je urCena rovnicou vedenia tepla, linearnou funkciou — myslienka tejto
aproximacie je vysvetlend v [2] pre zdkladny model na konecénej oblasti. Ten v tejto
kapitole odvodime, najdeme jeho riesenie a porovname ho s nadjdenym riesenim pre mo-
del s kinetickym podchladenim — nasim prinosom je aplikdcia uvedenej aproximacie
na tento model. Okrem toho najdeme aj jeho limitné rieSenia pre malé hodnoty Stefa-
novho cisla. Pritomnost ohranic¢enej oblasti ma jeden dolezity dosledok — existenciu

kritického casu, v ktorom cely systém zamrzne.

3.1 Asymptotické riesenia modelu s kinetickym pod-

chladenim

Pri hladani asymptotickych rieseni na konecnej oblasti sa opat pozrieme na dva pripady
—pre S — 0 a pre S — oo. Podmienka uréend na hranici zavislej od ¢asu (1.12a) ndm
komplikuje hladanie riesenia, preto aj teraz tlohu transformujeme z problému s volnou
hranicou (1.26)—(1.30) na tlohu s hranicou fixovanou.
Na fixovanie volnej hranice volime transformaciu
1—=2

=t (3.1)

2= (=
Ide o transformdciu uvedent v [10]. Této transformécia transformuje interval (v; 1) na

interval (0; 1), pricom z = v(t) sa zobrazi na ( =1 a z = 1 sa zobrazi na ( = 0.

9¢(z,t)

0¢(z,t)
ot 0z

Najskor uvadzame parcialne derivacie a , ktoré budi neskor vystupovat

26
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v transformovanej rovnici vedenia tepla a podmienke na rozhrani:

d((z,t) 0 l 11—z ]:dy(t) 1—z  du(t) ((2,1)

ot ot |1—v(t) dt L—v@®]2  dt 1—uv(t)
d¢(z,t) 0 1—z | 1
0z _(?zll—u(t)] o 1—u(t)

Kvoli prehladnosti budeme funkciu ((z,t) uvadzat v nasledujicom texte uz bez
argumentov. Pre jednoduchost znacenia budeme funkciu teploty oznacovat rovnakym
symbolom aj po transformacii, t. j. 6((, ).

Transformacie jednotlivych ¢lenov rovnice vedenia tepla:

00(z,t)  00(C,H)dC  DO(C,t) DO, t)du(t) ¢ 90(C.1)
ot ac ot o ac @ 1—u(t)+ ot

90(z,)  96(C,H)IC 90t 1

0z 0C 0z ¢ 1—v(t)
9%0(z,t) L9 [0(¢t)]  0%0(¢,0) 1
922 1—u(t)oz l aC ] A -v)?

Bezrozmerny tvar rovnice vedenia tepla po dosadent:

90(¢,t)  9°0(¢,t) 1 90(¢,t)dv(t) ¢
ot 9 [1—v@®)]2  o¢c At 1—u(t)

(3.2)

Teraz moézeme pouzitim (3.2) a transformovanim Stefanovej podmienky (1.27) na-
pisat model s kinetickym podchladenim transformovany na fixovant hranicu v tvare:

o vedenie tepla:

1-wop et - TG0 g -y T

, 0< (<1, (3.3

o Stefanova podmienka

- u(t)]Sdzgf) _ agéi; 2 N (3.4)

e pociatoéné podmienky
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o okrajové podmienky

0(1,t) = 0,(1), 3.6a)
0(0,t) = —1, (3.6b)
o kineticka rovnica au(i)
v
¥ - —Go;r. (3.7)

Hladanie aproximativnych rieseni modelu (3.3)—(3.7) rozdelime, ako v predchadza-
jucej casti, na dva pripady — pre S — oo a S — 0. Zavedieme konstantu ¢, predstavu-

jucu kriticky cas, v ktorom cely systém v dosledku neustaleho ochladzovania zamrzne.
Plati:

v(t,) =1, (3.8)
0;(t.) = —1. (3.8D)

Uvedené podmienky vyjadruju skutocnost, ze v ¢ase t = t. fazové rozhranie dosiahlo
hornd hranicu, a ze teplota na fazovom rozhrani je rovna teplote hornej hranice. Pri-
pomenme, ze v modeli na polonekonecnej oblasti plati t. = oo.

Pre S — oo aproximujeme funkeiu 6(¢, ) linedrnou funkciou tak, aby spliiala pod-
mienky (3.6a) a (3.6b). Pre velké hodnoty S totiz prebieha vedenie tepla ovela rychlejsie
ako fazova premena (rast rozhrania), preto je teplota v kvapalnej faze v kazdom oka-
mihu priblizne rovna stacionarnemu rieseniu rovnice vedenia tepla na konec¢nej oblasti,
t. j. linedrnej funkcii. Z tohto dovodu je aproximacia linedrnou funkciou zmysluplna.

Volime:

0(¢,t)=—1+(1+6/)C, (3.9)

¢ize funkcia j((¢), ktort sme uviedli v podmienke (3.5b), bude mat tvar:

3(Q) = =1+ [1+6:(0)]¢.
Zderivovanim (3.9) podla ¢ mézeme Stefanovu podmienku (3.4) napisat v tvare

dv(t)
[1_’/@)]5? =140, (3.10)

a dosadit do nej (3.7), ¢im dostaneme
—[1 —v(t)]SGO; =1+ 0y, (3.11)

a po tpravach s vyuzitim pociato¢nej podmienky (3.5a) ziskame

(3.12)
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Rovnicu (3.10) mézeme vyuzit aj na urcenie hodnoty t. integrovanim nasledujicim

[

te
kde [ 6;dt ziskame integrovanim (3.7), a po dosadeni do (3.13) a tpravach, pouzijic

0
(3.5a) a (3.8a), dostavame

sposobom:
te

/(1 +0;)dt, (3.13)

1

Dal$imi krokmi odvodime tvar funkcie v(t). Opit dosadime (3.7) do (3.10) za 6;
a ziskame

11— v()s

a pocitame dalej

Po tpravéich a dosadeni (3.5a) a (3.8a) mozeme zapisaft

V()2 — 2(t) (1 4 gls> 4 if o,

1 N2 2
()1 1+gsi\/(1—g5) -5

Vhodnym pripo¢itanim a odpoc¢itanim ¢, pod odmocninou a vyuzitim vztahu (3.14)

dostavame
y()12_1+7 \/gs —QQt—t)] (3.15)
Aby (3.15) spliiala podmienku (3.8a), musf platit
1
= = 1 —92G28(t —
v(t) =1+ o5 gsw 2G25(t — t,), (3.16)

¢im sme odvodili tvar funkcie v(t) na konecénej oblasti v pripade linedrnej pociatocne;j

teploty. Zderivovanim (3.16) a naslednym dosadenim do kinetickej rovnice (3.7) ziskame

0:(t) = — ! | (3.17)
V1 —202S(t —t.)
Pre uplnost este uvddzame tvar funkcie 6(¢,t) (3.9) po dosadeni (3.17):
B(C,t) = —1+ [1— ! ¢ (3.18)
’ J1-2G25(t—t)) '
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Treba vSak zdéraznit, Ze (3.18) nie je presnym riesenim rovnice (3.3) — pre S — oo

sme rovnicu vedenia tepla v kvapalnej faze nahradili lineArnym teplotnym profilom.

V pripade S — 0 prebieha fazova premena rychlejsie nez proces vedenia tepla,
a preto nemozeme ocCakavat, ze teplota v kvapalnej faze bude v kazdom casovom oka-
mihu blizka linedrnemu profilu tak, ako pre S — oco. Vztahy (3.16)—(3.18) vsak platia
pre aktkolvek kladni hodnotu S za predpokladu, ze teplota v kvapalnej faze je line-
arnou funkciou premennej (. V pripade, ak S — 0 a pociatocné teplota je linedrna
— dana vztahom (3.18) pre t = 0 — porovnanim numerickych rieseni s (3.18) zistime

v zaverecnej kapitole nasej prace velmi dobru zhodu rieseni.

3.2 Limitné riesenia pre malé hodnoty Stefanovho
¢isla

Néjdime teraz riesenia modelu s kinetickym podchladenim na konecnej oblasti za pred-
pokladu (3.9) pre hrani¢nt hodnotu Stefanovho ¢isla, a to pre S — 0.

Rozvinutim (3.17) do Taylorovho radu prvého rddu v bode S = 0 ziskame
0:(t;S) =~ =14+ GS(1 — Gt) + o(S5), (3.19)

kde pre t. sme vyuzili vztah (3.14). Po dosadeni (3.19) do (3.11), zanedbani ¢lena
o(S) — 0 a dpravéach, dostaneme funkciu v(¢; S) pre malé S v tvare

—Gt+1

v(t; S) = —1—g25t+gS+1'

Jej Taylorov rozvoj v bode S = 0 potom mozeme zapisat
v(t; S) ~ Gt — G(1 — Gt)*S + o(9). (3.20)
Aproximéciu (3.9) moézeme potom pre malé S zapisat nasledujicim spésobom:

0(¢,t;S) ~ -1+ GS(1 —Gt)C.

3.3 Porovnanie so zakladnym modelom

V prvej kapitole sme okrem modelu s kinetickym podchladenim, ktorému venujeme
najvicsiu Cast nasej prace, uviedli aj model (1.5)—(1.7), resp. jeho bezrozmerni podobu
(1.23)—(1.25) a nazvali sme ho zdkladnym — neobsahuje kineticki rovnicu, lebo plati
0; = 0, t. j. teplota na rozhrani je rovna teplote tuhnutia. Porovnajme teraz riesenia

modelu s kinetickym podchladenim na konecnej oblasti s tymto modelom.
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Prevedme najskor bezrozmernt podobu zakladného modelu (1.23)—(1.25) na ko-
ne¢nu oblast, t. j. urobme transformaciu (3.1). Ziskame zakladny model na konecnej

oblasti v tvare

e vedenie tepla:

280(C7 t) — 829(§a t) 80(C7 t) dy(t)

[1—v(t)] o ac C[1—w(t)] o dt 0<(<1, (3.21)

e podmienky na rozhrani
6(1,t) =0, (3.22a)

dv(t)  00((,t)

1—v(t)]S = , 3.22b
-l = | (3220)

e pociatoéné podmienky
v(0) =0, (3.23)
0(1,0) =0, (3.24)

0(¢,0)=—1, 0< (< 1.

Kedze pri hladani asymptotického riesenia sme v prvej casti tejto kapitoly vycha-
dzali z predpokladu linearity teploty vo vsetkych ¢asovych okamihoch (3.9), s touto
podmienkou musime pracovat aj pri hladani rieSenia zakladného modelu, aby porov-
nanie rieseni bolo zmysluplné. Pre zakladny model, ako sme uz uviedli, plati 6; = 0,
takze po dosadeni do (3.9) ziskame

06(¢,t)

Dosadenim do (3.22b):
du(t)
1- ~1
s =1,

a naslednym vyriesenim uvedenej diferencialnej rovnice mame

V() =1 (1 - ?Sf) | (3.25)

Viimnime si, Ze (3.25) spliia po¢iatoént podmienku (3.23). Aby (3.25) bolo rieSenim na
konetnej oblasti, musi spliiat aj podmienku (3.8a). Vyuzitim tejto podmienky mdzeme
vyjadrit kriticky cas t., v ktorom cely systém zakladného modelu na konecnej oblasti

zamrzne, nasledujicim sposobom:

S
te=—.
2

(3.26)
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Po upraviach moézeme (3.25) zapisat v tvare

v(t)=1- M;(tc —t), (3.27)

¢im sme odvodili riesenie zakladného modelu na konecnej oblasti za predpokladu line-

arnej teploty vo vSetkych casovych okamihoch.

Porovnajme teraz asymptotické rieSenie modelu s kinetickym podchladenim (3.16)
s rieSenim zakladného modelu (3.27) — pripomenme, Ze obe riesenia existuju na ko-
necnej oblasti a za predpokladu (3.9). Na Obr. 3.1 zobrazujeme obe uvedené riesenia

v spolocnom grafe. Pre tiplnost dodajme, ze riesenia sme vykreslili pre S = 10.

v

T asymptotické riesenie

* @ riesenie zékladného modelu
0.8
07 |-
0.6
0,5
04 |-

0.3

0,2

0.1

0 il I I I

Obr. 3.1: Porovnanie funkcii rastu fdzového rozhrania v(t) pre S = 10 — asymp-
totické riesenie (3.16) (zelend krivka) vs. rieSenie zékladného modelu (3.27) (modra

krivka) — s vyznacenou hodnotou kritického ¢asu t, = 5 zdkladného modelu.

7 Obr. 3.1 vidime pomerne dobrt zhodu medzi obomi rieseniami. V ¢om sa jasne
lisia, je kriticky cas t., v ktorom cely systém zamrzne, t. j. je splnena podmienka
(3.8a) — vidime, ze cely systém zdkladného modelu zamrzne skor. Pre ¢, prislichajice
asymptotickému rieseniu plati vztah (3.14), a po dosadeni hodnét, ktoré uvadzame
v stvrtej kapitole, vypocitame t. = 5,1053. Hodnotu t., pre rieSenie zakladného mo-
delu, sme uviedli priamo do Obr. 3.1 — vy¢islime ju pomocou (3.26) = t. = 5.

Pripomenme, 7e t. je bezrozmernou ¢asovou hodnotou.

Rovnakym spdsobom mézeme porovnat riesenia pre S = 1072. Na Obr. 3.2 vykres-
[ujeme vysledky oboch rieseni — ako vidime, tie sa vyrazne liSia, a rozchadzaju sa uz
pre malé hodnoty t.

Nezhoda medzi rieSeniami, zobrazena na Obr. 3.2, je sposobenda velkym rozdielom
medzi jednotlivymi kritickymi ¢asmi ¢., prislichajicimi asymptotickému rieSeniu mo-

delu s kinetickym podchladenim a rieSeniu zakladného modelu na konec¢nej oblasti.
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asymptotické riesenie
° @ ricsenie zékladného modelu
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Obr. 3.2: Porovnanie funkcii rastu fizového rozhrania v(t) pre S = 1072 — asymp-
totické riesenie (3.16) (zelend krivka) vs. rieSenie zdkladného modelu (3.27) (modra

krivka) — s vyzna¢enou hodnotou kritického casu t. = 0,005 zakladného modelu.

Hodnotu ¢, pre riesenie zakladného modelu uvadzame priamo v grafe — ¢. = 0,005,

a pre asymptotické riesenie ju pomocou (3.14) vyéislime na ¢, = 0, 1103.

Pozrime sa aj na pripad S = 1, ktory ilustrujeme na Obr. 3.3. Zhoda medzi obomi

rieSeniami je lepsia ako v pripade S = 1072, ale nie tak dobra ako pre S = 10.

\Y

L asymptotické riesenie

@ ricienie zékladného modelu
08 -
06

04|

02 -

Obr. 3.3: Porovnanie funkcii rastu fdzového rozhrania v(t) pre S = 1 — asymptotické riesenie
(3.16) (zelena krivka) vs. rieSenie zékladného modelu (3.27) (modra krivka) — s vyznacenou

hodnotou kritického casu t. = 0,5 zdkladného modelu.

Vidime, ze t. = 0, 5 pre riesenie zdkladného modelu, a pre asymptotické riesenie na
zéklade (3.14) plati t. = 0,6053.

7 uvedenych porovnani vyplyva, ze na konec¢nej oblasti st rieSenia zakladného mo-
delu v dobrej zhode s rieSeniami modelu s kinetickym podchladenim v pripade velkych
hodnot Stefanovho ¢isla S.



Kapitola 4
Numerické riesenia

V predchadzajiucej kapitole sme nasli priblizné riesenia modelu s kinetickym podc-
hladenim (1.14)—(1.18), resp. jeho bezrozmernej formulacie (1.32)—(1.36), na konecne;
oblasti. Ako sme uz uviedli, tento problém nema explicitné riesenie, a preto v tejto casti
nasej prace budeme nami zvolenou numerickou metédou hladat jeho numerické riesenia
pre rozne volby parametrov, ktoré do modelu vstupuju. Nakolko ide o tilohu s volnou
hranicou danou podmienkou (1.17a), resp. pre bezrozmerny tvar je volna hranica dana
podmienkou (1.35a), aj v tejto kapitole budeme pracovat s modelom transformovanym

na fixovanu hranicu (3.3)—(3.7).

4.1 Numericka schéma

Problém (3.3)—(3.7) sme sa rozhodli numericky riesit metédou kone¢nych diferencii. To
znamena, ze nasou nasledujticou tlohou je nahradenie diferencidlnych rovnic systémom
diferen¢nych rovnic. Numerické riesenie vycislime v diskretiza¢nych uzloch diskrétne;j
casopriestorovej siete, od hustoty ktorej bude zavisief presnost riesenia. Odchylky
v rieseni budu ovplyvnené aj volbou parametrov vstupujicich do modelu.

Spominanu casopriestorovu siet definujeme nasledujicim sposobom: ozna¢me po-
¢et deliacich bodov intervalu (0, 1) prislichajiceho premennej ¢ ako M € N a pocet
deliacich bodov casového intervalu (0, 7) premennej t ako @ € N. Potom plati

Casopriestorovi siet pre rovnicu (3.3) mozeme potom definovat nasledujtcim spdso-
bom:
G=0—-1A¢ i=1,2,...,. M +1,

ti=(G—1DAt j=1,2,...,Q+1.

Hodnotu numerického riesenia budeme v uzle (i,5) oznacovat 0((;,t;) ~ ¢! a polohu

fdzového rozhrania v(t;) ~ 17. Casopriestorovi siet zobrazujeme na Obr. 4.1.

34
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40 éll é’i -1 é’i é’i +1 l
‘o At

tl
; N o

j1 I
l; *—o—o

T

Obr. 4.1: Ilustracia Casopriestorovej siete, v ktorej je naznaceny aj vypocet teploty 6 v novej

casovej vrstve.

Na presnost numerickych rieseni vplyva aj sposob, akym aproximujeme derivacie
v diferencidlnych rovniciach. Standardne sa na aproximéaciu pouzivaju dopredné, spatné
alebo centralne diferencie [1]. My sme sa rozhodli na diskretizaciu rovnice vedenia tepla

pouzit nasledujice typy [8]:
« pre ¢asovi derivaciu pouzijeme spéatni diferenciu presnosti O(At):

00(Gity) 67— 077" dv(t;) v —vit
o T A a S A

o pre priestorovii derivaciu prvého rddu centralnu diferenciu presnosti O(A¢?):

90(Cinty) 01 — 0,
NG

o pre priestorovii derivaciu druhého rddu diferenciu presnosti O(A(?):

0((ity) 01, —200+ 6],
ocz A2 '

Nahradenim derivacii v rovnici vedenia tepla (3.3) diferenciami ziskavame:

J j—1 J J J J J j i—1
20 —0; _ i —20; +0;_, Oy — iy V) — 17

11— e ; 4.1
=)= A A TYs At (4.1
Pouzime teraz vzfah iz = ¢ — 1, ktory vyplyva z definicie ¢asopriestorovej siete,
a oznacme f = A%t?' Po dosadeni do (4.1) a upravach odvodime
, o -
1=yt =gl |—p— U2 D1 - V?(w — )] +
(4.2)

(i —1)(1 =) (7 — i)
2

0L — )2 + 20] — 8, [u -
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Skratene mézeme diferenénti rovnicu (4.2) vyjadrit v tvare
(1= 272077 = L] ,6] + D}_\0] + UL, 0], (4.3)
kde:

(i —1)(1 =) (7 — it
5 )

Lg—l K=
D], = (1—v7)% +2p,

(i— 1)1 =) (7 — i
5 )

Vyuzitim okrajovej podmienky (3.6b) ziskame 8] = —1 = 63" = — L]+ D]65+U7 3.
Dosadenie druhej okrajovej podmienky (3.6a) do numerickej schémy ndm nepomdze,
pretoze 6; je v modeli sucastou hladaného riesenia, preto zatial len oznac¢ime 6; = 9{\4 1

V dalsej ¢asti vykondme diskretizaciu podmienky na rozhrani (3.4) a z dostupnych
podmienok modelu vyjadrime 6; = 9%4 41 tak, aby sme ju mohli vyuzit v numericke;
schéme.

V rovnici (3.4) pouzijeme na nahradenie jednosmernej derivacie spatni diferenciu
presnosti O(A(?) v tvare

00(Ct)| Oy — 40 + 30,
|\ 2A¢ ’

. ;. dy(t) Ve , . . . . e s e . .
na aproximdciu =~ pouzijeme rovnaku diferenciu ako pri diskretizacii rovnice vedenia

tepla. Dosadenim ziskame

V- it L 0 — A0, + 300,
At 1—ui 2A(

(4.4)

Diskretizovanu kineticki rovnicu (3.7) mézeme zapisat v tvare

I/‘j — yj_l

At = —90‘3\4__’1_1,

a dosadit do (4.4), ¢im dostavame

1 6, — 46, + 36,

G50 =1 2AC ’

a po upravach
Oy — 409, + 30, = —2ACGS(1 — )01 (4.5)
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Teraz moézeme diferencni rovnicu (4.3) spolu s (4.5) zapisat v maticovom tvare

DI Ul 0 0 0 6} (1—vi)205 ' + 12
LDy Ui 0 - 0 0} (1—v7)2657
0 Ly Dj U : :

0 ... 0 Li,, D, U, 01, (1—v9)20%,"
0 0 - 1 -4 3 . —2ACGS(1— w0t

(4.6)

Zapis (4.6) predstavuje implicitni numerickd schému pre rovnicu (3.3) [1].

4.2 Programova realizacia

Numericka schému, ktort sme odvodili a popisali v predchadzajicej podkapitole, sme
naprogramovali v prostredi Matlab.

Pred samotnym vytvorenim algoritmu na riesenie systému rovnic (4.6), sme v nasom
programe definovali fyzikdlne parametre vstupujice do modelu (1.9)—(1.13). Uvadzame
ich v Tabulke 4.1. Citatela upozoriiujeme, ze uvedené veli¢iny si rozmerné a kvoli

prehladnosti uvadzame ich zapis tak, ako v prvych podkapitolach prvej kapitoly.

Néazov parametra Oznacenie Velkost  Jednotka
teplota topenia T 0 °C
teplota, na ktoru je kvapalina podchladena Ty -1 °C
kineticky koeficient G 1074 ms ! K™!
mernd tepelnd kapacita C 4180 Jkg ' K
merné latentné teplo L 334000 Jkg!
stucinitel tepelnej vodivosti k 2,2 Wm! K™
hustota vody p 1000 kg m™®

Tabulka 4.1: Fyzikalne parametre vstupujice do modelu.

Pre tuplnost uvadzame aj dalsie veli¢iny, ktoré s siicastou nasho modelu. Tie zavisia
od volby parametrov uvedenych v Tabulke 4.1.

V Tabulke 4.3 ¢itatela oboznamujeme aj s dalsimi parametrami, ktoré sme vyuzili
pri tvorbe ¢asopriestorovej siete, alebo slizili na nahradenie oo kvoli tomu, Ze numerické
vypocty mozu prebiehat len na konecnej oblasti.

Po definovani fyzikalnych veli¢in a dalsich potrebnych parametrov vstupujucich do
modelu, prichadzame k hlavnej casti programu, v ktorej v dvoch for cykloch, pred-

stavujucich ¢asopriestorovi sief, poéitame rieSenie ststavy (4.6). Rozhodli sme sa, ze
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Nazov parametra  Oznacenie a sposob vypoc¢tu  Velkost  Jednotka

rozdiel teplot AT =T, — Ty 1 °C

teplotna difuzivita K = Cﬁp 5751077  m?s7!

Tabulka 4.2: Parametre vstupujice do modelu zavisiace od volby niektorych fyzikalnych

parametrov uvedenych v Tabulke 4.1.

Nézov parametra Oznacenie Hodnota
ohranicenie priestorovej premennej z H 0,05
ohranicenie ¢asovej premennej ¢ T 8
pocet deliacich bodov priestorovej premennej M 300
pocet deliacich bodov ¢asového intervalu (o; 7) Q 80000
di7ka priestorového kroku AC s
dizka ¢asového kroku At 1074

Tabulka 4.3: Dalsie parametre vstupujtice do modelu.

pociatocné hodnoty 6((,0), resp. 6;(0), urcime podla ziskanych asymptotickych vy-
sledkov (3.9), resp. (3.12). Pociato¢nt hodnotu v(0) pouzijeme z podmienky (3.5a).
Kedze podla (3.3) plati 0 < ( <1 =0 < v(t) < 1 pret > 0, v programe sme museli
pridat podmienku, ktorou sa vypocet ukonéi, ak v(t) > 1 pre ¢t > 0. Ak takd situécia
nastane, vieme numericky urcift aj pribliznii hodnotu kritického casu t., od ktorého
bude cely systém tvoreny len pevnou fazou. Zdoraznime vsak, ze pre numerické riesenie

neplati v(t.) = 1, ale plati
v(t.) < 1Av(t.+ At) > 1, (4.7)

resp. numericky vypocet sa pre t > . ukondi.
Numerické vysledky ziskané pomocou nasho programu uvadzame v nasledujticej

podkapitole. Zdrojovy kod sa nachadza v prilohach.

4.3 Numerické vysledky

Predchadzajicu kapitolu sme venovali odvodeniu asymptotickych rieseni na konecnej
oblasti pre velké a malé hodnoty S. Kedze cielom nasej prace je ich porovnanie s nu-
merickymi rieSeniami, numericku simulaciu vyvoja teploty a polohy fazového rozhrania
sme sa rozhodli vykonat pre rozne hodnoty S, a to konkrétne pre S = 1072, S =1
a S = 10. Okrem porovnania rieseni sa pozrieme aj na rozdiel hodnot kritického ¢asu
te, v ktorom cely systém zamrzne — vypocitaného analyticky (3.14) a ziskaného nu-

mericky.
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Sktimajme najskor rozdiely medzi rieSeniami pre S = 10. V tomto pripade prebieha
proces vedenia tepla rychlejSie ako fazova premena, Cize ocakdvame pomaly rast fa-
zového rozhrania. Aby v programovej realizacii doslo k zmrznutiu systému, t. j. aby
sa dosiahol ¢as t., musime vhodne zvolit ohrani¢enie ¢asového intervalu, ktoré repre-
zentuje parameter 7. Dosadenim parametrov uvedenych v Tab. 4.1, Tab. 4.2 a Tab.
4.3 do vztahu (3.14) pre pripad S = 10 ziskame analytickil hodnotu kritického ¢asu
t. = 5,1053 — pripomenme, Ze ide o zbezrozmernenu ¢asovi hodnotu. Tym mozeme
odévodnif nasu volbu 7 v Tab. 4.3, ¢ize sme pre istotu zvolili vacsiu hodnotu nez
analytickeé t..

Vykreslenim numerického riesenia pre v(t) a jeho porovnanim s asymptotickym

rieSenim na Obr. 4.2 zbaddme pomerne dobrii zhodu medzi obomi rieseniami.

v
T | numerické rieenie
09| / . A a
@ asymptotické riedenie
08
071
06
05 |-
04
03}
02}

01}

0 | | L L L L L L L L
05 1 1.5 2 25 3 35 4 45 4,9454 t

Obr. 4.2: Porovnanie funkcif rastu fazového rozhrania v(t) pre S = 10 — numerické riesenie
(zelend krivka) vs. asymptotické riesenie (3.16) (modra krivka) — s vyznacenou hodnotou

kritického casu t. = 4, 9454 prislichajicou numerickému rieseniu, pre ktorta plati (4.7).

Uz vieme, ze asymptotické rieSenie — modra krivka — dosiahne hodnotu 1 v case
t. = 5,1053. Do grafu sme vyznacili aj numerickti hodnotu t. = 4,9454, ¢ize v prog-
ramovej realizacii cely systém zamrzne skor. Prave to je najvacsim rozdielom medzi
obomi rieseniami. VsSimnime si, Ze zaciatok priebehu maja krivky velmi
podobny — je to dosledkom toho, ze dlé—g” v case t = 0 je v asymptotickom aj nume-
rickom rieseni zvolena rovnako.

Na zdklade porovnania rieseni v(t) ocakévame, aj vzhladom na spolo¢ni pociatoénii
podmienku (3.12) pre asymptotické aj numerické riesenie, podobne dobri zhodu rieseni
funkcie 6;(t). Najvacsi rozdiel medzi rieSeniami bude opaf v hodnote numerického .,

kde pre numerické riesenie plati

9[(t0> >—-1A gj(tc +At) < —1,
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resp. numericky vypocet sa pre t > t. ukonci. Obe riesenia sme vykreslili do jedného

grafu a reprezentuje ho Obr. 4.3.

8 05 1 15 2 25 3 35 4 45 4,9454
0 1 ! ! ! ! ! ! ! ! I

0,1 . s v v .
numerické riesenie

021 @ asymptotické riedenie
03|
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05|
06|
071
08l

091

1 b

Obr. 4.3: Porovnanie funkcii teploty na fazovom rozhrani 6;(t) pre S = 10 — numerické
riesenie (zelend krivka) vs. asymptotické riesenie (3.17) (modréd krivka) — s vyznacenou

hodnotou kritického ¢asu t. = 4, 9454 prislichajicou numerickému rieseniu.

Kedze numerické riesenie existuje len do ¢asu t. = 4, 9454 vyznacenom na Obr. 4.3,
uvedeny graf uz nezachytéva situdciu, ked pre asymptotické riesenie plati 0;(¢.) = —1,
kde, ako sme uz uviedli, analytické t. = 5,1053. Medzi obomi rieSeniami vidime velmi
dobri zhodu priebehu 6;(t), rozchadzaju sa len kvoli rozdielnym hodnotdm kritického

casu t,.

Pozrime sa teraz na rozdiely medzi asymptotickymi a numerickymi rieSeniami pre
S = 1072. Pri malych hodnotdch Stefanovho &sla prebicha fizova premena rychlej-
sie ako proces vedenia tepla. Pre obe riesenia preto ocakdvame mensie hodnoty t.,
¢ize volba 7 uvedena v Tab. 4.3 urcite neohrozi dosiahnutie zmrznutia celého systému
v programovej realizacii. Hodnotu kritického ¢asu pre asymptotické riesenie ziskame
dosadenim do (3.14), ako sme uz popisali pre pripad S = 10, kde jediny rozdiel je prave
v hodnote S — teraz S = 1072, a ziskame ¢, = 0, 1103.

Aj teraz do spolo¢ného grafu, zobrazeného na Obr. 4.4, zakreslime numerické aj
asymptotické riesenie v(t). Vidime prakticky uplni zhodu medzi obomi rieseniami.

Ak by sme v programovej realizacii nezvolili pre cas t = 0 linearnu teplotu podla
(3.18), nemohli by sme ocakavat, ze teplota v kvapalnej faze pocas kratkeho ¢asu po-
trebného na fazovi premenu, daného malym S, bude blizka linedrnemu profilu. Ten
bol predpokladom pre najdenie asymptotickych rieseni v predchadzajicej kapitole Vt.
To znamena, ze numerické a asymptotické riesenia by boli od seba velmi odlisné — aby
sme sa tejto situdcii vyhli, pre ¢ = 0 sme v nasom programe zaviedli spomenutta pod-
mienku (3.18). Okrem toho je 6;(0) na zéklade (3.12) pre malé S blizka —1, t. j. teplota
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Obr. 4.4: Porovnanie funkcii polohy fizového rozhrania v(t) pre S = 1072 — numerické
rieSenie (zelend krivka) vs. asymptotické riesenie (3.16) (modrd krivka) — s vyznacenou
hodnotou kritického ¢asu t. = 0,1102 prislichajicou numerickému rieseniu, pre ktorta plati
(4.7).

v kvapalnej faze je vo vsetkych casovych okamihoch pri odvodzovani asymptotického
aj hladani numerického riesenia mélo odlisnd od —1. Z tohto dévodu mé funkcia v(t)
v oboch pripadoch vyuzitim (3.7) priblizne nasledujuci tvar:

du(t)
dt

= GO~ —G(-1) =G, (4.8)

a teda v(t) = Gt, a to je dovodom, preco pre malé S vychadza velmi dobrd zhoda medzi
numerickym a asymptotickym riesenim.

Velmi dobrii zhodu oboch rieseni aj pre funkciu 6;(¢) ilustrujeme na Obr. 4.5. Ci-
tatela upozornujeme na fakt, ze horizontalnu os, reprezentujicu zbezrozmerneny cas t,
znazornujeme cez bod —1 na vertikalnej osi, reprezentujticu funkciu #;. Ako sme vyssie
uviedli, hodnoty 6; ocakavame pre obe riesenia blizke —1 V%, a zobrazenie horizontéalnej
osi klasickym spésobom cez bod 0 na vertikdlnej osi by viedlo k neprehladnému grafu,
v ktorom by sa zdalo, Ze obe riesenia su identické.

Rozdiel medzi analytickym a numerickym ¢, je v absolitnej hodnote rovny 1074,
preto na tomto grafe nie je taky rozdiel medzi rieseniami v numerickom t., ako to bolo
v pripade S = 10 na Obr. 4.3.

Porovnajme teraz numerické a asymptotické riesenie pre S = 1. Z matematického
hladiska nam totiz ni¢ nebrani vycislit numerické riesenie pre aktkolvek hodnotu pa-
rametra S. V tomto pripade vSak nemozeme oc¢akavat dobri zhodu medzi rieseniami,
nakolko pri hladani asymptotického riesenia sme predpokladali (3.9) — linedrnu teplotu
Vt. Ako sme uz uviedli v predchadzajicej kapitole, tento predpoklad je zmysluplnym
pre S — o0, ¢ize vtedy mozeme ocakavat podobnost numerickych a asymptotickych

vysledkov, resp. ak ho pouzijeme aj pre S — 0, vdaka (4.8) st obe rieSenia takmer
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Obr. 4.5: Porovnanie funkcii teploty na fazovom rozhrani 6;(¢) pre S = 1072 — numerické
rieSenie (zelend krivka) vs. asymptotické riesenie (3.17) (modrd krivka) — s vyznacenou

hodnotou kritického ¢asu t. = 0, 1102 prislichajicou numerickému rieseniu.

identické. To znamena, ze pri inej volbe hodnoty parametra S, v nasom pripade S = 1,
budt vysledky numerického a asymptotického riesenia odlisné.
Pozrime sa najskor riesenia v(t) — pre S = 1 ich ilustrujeme na Obr. 4.6. Ako sme

ocakavali, krivky reprezentujice numerické a asymptotické vysledky sa nezhoduju.

v
1 numerické riesenie

2 @ asymptotické riesenie
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07 -
06
05
04 -
03
02
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0 | |

01 0,2 03 04 0,5022 t

Obr. 4.6: Porovnanie funkcii polohy fazového rozhrania v(t) pre S = 1 — numerické riesenie
(zelena krivka) vs. asymptotické riesenie (3.16) (modra krivka) — s vyznacenou hodnotou

kritického ¢asu t. = 05022 prislichajicou numerickému rieseniu, pre ktoru plati (4.7).

Nezhoda medzi rieSeniami nas neprekvapuje, nakolko z matematického hladiska
ide o riesenia dvoch roznych tloh — numerické riesenie pracuje s tlohou s linear-
nou pociato¢nou teplotou, kde (3.9) plati len pre ¢t = 0, a v dalsich ¢asovych okami-
hoch je teplota dana rovnicou vedenia tepla, pricom asymptotické riesenie sme odvodili

s predpokladom platnosti linedrnej teploty (3.9) Vt. Na zaklade Obr. 4.6 mdzeme na-
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hliadnut, Ze cely systém zamrzne v programovacej realizacii skor, kde pre kriticky cas
plati t. = 0,5022. Dosadenim do (3.14) dostaneme ¢, = 0,6053 — vidime, ze aj rozdiel
medzi tymito ¢asmi je omnoho vics{ nez v pripade S =10 a S = 1072,

Podobny vysledok, t. j. odlisné vysledky numerického a asymptotického riesenia
mozeme pozorovat aj na Obr. 4.7, na ktorom zobrazujeme priebeh funkcie 0;(t) pre
numerické aj asymptotické riesenie.

e| 01 0,2 03 0,4 0,5022
| . e = o .
0 : . ‘ ‘ numerické riedenie

0,1

@ asymptotické rieienie

02|
03
-04
20,5 |-
-06 [~
07 |-
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Obr. 4.7: Porovnanie funkcii teploty na fizovom rozhrani 6;(¢) pre S = 1 — numerické
rieSenie (zelend krivka) vs. asymptotické riesenie (3.17) (modréd krivka) — s vyznacenou

hodnotou kritického casu t. = 0, 5022 prislichajiicou numerickému rieseniu.

Nezhoda rieseni 0;(t) zobrazend na Obr. 4.7 sivisi s réznymi hodnotami funkcie v(t)
v pripade numerického a asymptotického riesenia, a plati pre nu odoévodnenie, ktoré

sme uviedli prave pri vysvetleni odlisnych rieseni v(t) v tejto ¢asti nasej préce.

Zaujimavé numerické rieSenia ziskame volbou 6(¢,0) = —1, ¢ize podmienku (3.12)
nahradime 0;(0) = —1. Sledujme, ako sa pre S = 1072, S =1 a S = 10 meni priebeh
v(t) — Obr. 4.8 a 0;(t) — Obr. 4.9. Citatela upozoriiujeme na fakt, 7e v grafe 6;(t)
pre S = 1072 horizontalnu os, reprezentujicu zbezrozmerneny ¢as t, znazoriiujeme cez
bod —1 na vertikdlnej osi, reprezentujicu funkciu 6;.

Vsimnime si, ze 0; nie je identicky rovna —1, ako by sme mohli ocakavat na zaklade
asymptotickych rieseni odvodenych v tretej kapitole. Tie st vsak podmienené predpo-
kladom linearneho profilu 6({,t) V¢ a volbou pociatocnej hodnoty teploty na rozhrani
v tvare (3.12). Vidime, ze 0;(t) najskor rastie z hodnoty —1 — ¢im vécsie S, tym prudsi
narast — a potom klesa spéaf k hodnote —1.

Uvedeny efekt moze suvisiet s uvolnovanim latentného tepla na fazovom rozhrani:
mnozstvo uvolneného tepla je imerné hodnote Stefanovho ¢isla, na jeho odvedenie z fa-
zového rozhrania do kvapalnej fazy je potrebny nenulovy teplotny gradient na fazovom

rozhrani, a teda hodnota 6;(t) rézna od —1. V pripade, ak uvazujeme linearny tep-



KAPITOLA 4. NUMERICKE RIESENIA

S=10"

0,9
08
07
06

05 -
03

01

44

01 01062

0,9 P i

08 e
07 i

06 =

05 —

04 |- _—
03 —

02 .

01 =

1 1
0,15 0,25

0,9
08 [
/
07| S~
06 s
05
04 —
03 -
02 _—

01

|
0,2949 t

46173t

Obr. 4.8: Porovnanie numerickych rieseni pre S = 1072, S = 1 a S = 10 pre funkciu v(t) pri

volbe 0(¢,0) = —1 a 6;(0) = —1. V kazdom grafe sme vyznacili numericky ziskani hodnotu

kritického casu t., pre ktory plati (4.7).
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Obr. 4.9: Porovnanie numerickych rieseni pre S = 1072, S = 1 a S = 10 pre funkciu 0;(¢) pri

volbe 0(¢,0) = —1 a §;(0) = —1. V kazdom grafe sme vyznacili numericky ziskani hodnotu

kritického ¢asu t., pre ktory plati (4.7).
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lotny profil v kvapalnej faze namiesto rovnice vedenia tepla, je predpoklad 6;(0) = —1
(teplota v kvapalnej faze identicky rovna —1) ekvivalentny predpokladu S = 0 — pri
fazovej premene nedochadza k uvolnovaniu latentného tepla, a teda nenulovy gradient

teploty v kvapalnej faze nie je potrebny.

Numericki simulaciu vyvoja teploty a polohy fazového rozhrania sme sa rozhodli
vykonat aj pre volbu pociatocnej linedrnej teploty v tvare (3.9) a pociatocnu teplotu
na rozhran{ 0;(0) = 0. Vysledok nasich simuldcii pre S = 1072, S =1 a S = 10 ilustru-
jeme pre v(t) na Obr. 4.10, a pre 0;(t) na Obr. 4.11. Zdoéraznime, Ze v tomto pripade
nema zmysel porovnavat numerické vysledky s asymptotickymi rieSeniami odvodenymi
v predchadzajicej kapitole, nakolko tie platia len pri volbe 0;(0) v tvare (3.12).

Na Obr. 4.10 pozorujeme rozdielny priebeh funkcie polohy fazového rozhrania, re-
lativne dobra zhoda s predchadzajicou simulaciou nastava v pripade, ak S = 10. Kvoli
odlisnym podmienkam na teplotu fazového rozhrania v pociatoénom case — teraz
0;(0) = 0, v predchddzajucej simulacii 6;(0) = —1, nés velké rozdiely medzi Obr. 4.9
a Obr. 4.11 neprekvapuji. Vidime, Ze 0;(t) v doésledku neustaleho ochladzovania sys-
tému klesa k hodnote —1. Rozdiely v rieSeniach sa prejavuju aj v réznych hodnotach

kritického casu t., ktory sme do vsetkych grafov vyznacili.
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Obr. 4.10: Porovnanie numerickych riegeni pre S = 1072, S = 1 a S = 10 funkciu v(¢) pri

volbe linedrnej 0((,0) v tvare (3.9) a 0;(0) = 0. V kazdom grafe sme vyznacili numericky

ziskani hodnotu kritického ¢asu t., pre ktory plati (4.7).
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Obr. 4.11: Porovnanie numerickych rieseni pre S = 1072, S = 1 a S = 10 funkciu 0;(t) pri
volbe linearnej 6(¢,0) v tvare (3.9) a 67(0) = 0. V kazdom grafe sme vyznacili numericky

ziskanti hodnotu kritického ¢asu t., pre ktory plati (4.7).



Zaver

Cielom diplomovej prace bola numerickd simuldcia vyvoja teploty a polohy fazového
rozhrania Stefanovej tlohy s podchladenou kvapalnou fazou. Citatela sme oboznamili
so zakladnym modelom a s modelom s kinetickym podchladenim, uviedli sme potrebné
upravy a transformacie pre najdenie analytickych aj numerickych rieseni. Nasli sme
analytické aj asymptotické riesenia, a numerickymi experimentmi sme ziskali viacero
numerickych vysledkov, ktoré sme znazornili graficky. Dalsim cielom bolo porovnanie
ziskanych numerickych vysledkov s aproximativnymi analytickymi rieseniami. Porov-
nanie sme vykonali pre rozne volby Stefanovho ¢isla pouzitim Specialnych pociatocnych
podmienok v nasej programovej realizacii, vdaka ktorym bolo porovnanie zmysluplnym.
Vychddzali sme najmé z préac [2], [4], [9], [10].

Prvi kapitolu sme venovali zhrnutiu poznatkov o Stefanovej tlohe, uviedli sme
odvodenie Stefanovej podmienky a uvedené modely sme zapisali v matematickom vy-
jadreni — zdkladny na polonekonecnej oblasti (1.5)—(1.7), model s kinetickym podchla-
denim na polonekonecnej oblasti (1.9)—(1.13) a model s kinetickym podchladenim na
konecnej oblasti (1.14)—(1.18). V zavere kapitoly sme vsetky previedli na bezrozmerny
tvar. Okrem toho sme ich nazorne ilustrovali prehladnymi obrazkami.

Analytickym rieSenim zakladného modelu a najdenim aproximativnych analytic-
kych rieseni modelu s kinetickym podchladenim na polonekonecnej oblasti sme sa za-
oberali v druhej kapitole. Zakladny model sme transformovali z problému s volnou hra-
nicou na problém s hranicou fixovanou, ¢o nam umoznilo najst jeho analytické riesenie
(2.8). Nakolko model s kinetickym podchladenim analytické riesenie nemé, zapisali sme
spdsob, akym mozeme néjst aproximativne (asymptotické) analytické rieSenia. Tie sme
pre pripad S — oo, resp. S < 1 uviedli — (2.12), resp. (2.21) — kde v druhom pripade
sme na najdenie aproximativneho riesenia opat vykonali transformaciu na fixovanu
hranicu.

V tretej kapitole sme hladali asymptotické riesenie tlohy s kinetickym podchlade-
nim na konecnej oblasti. Transformovali sme ju na tulohu s fixovanou hranicou
a matematicky zapisali (3.3)—(3.7). Zaviedli sme konstantu t. predstavujucu kriticky
cas, v ktorom cely systém v doésledku neustaleho ochladzovania zamrzne, a zapisali
daliie podmienky, ktoré musi asymptotické riesenie spliiat — (3.8a) a (3.8b). Hladanie

rieSeni sme rozdelili na pripady S — oo a .S — 0. Odévodnili sme zmysluplnost apro-
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ximécie teploty linedrnou funkciou a odvodili asymptotické riesenia (3.16)—(3.18). Pri-
nosom nasej prace je aplikovanie uvedenej aproximécie na model s kinetickou rovnicou.
Uviedli sme aj limitné rieSenia pre malé hodnoty Stefanovho &sla. Dalej sme asymp-
totické riesenie porovnali s rieSenim zakladného modelu na konecnej oblasti (3.27),
ktoré sme v tejto casti vypocitali. Obe riesenia sme porovnali graficky pre rozne volby
Stefonovho c¢isla.

Zaverecna kapitola obsahuje numerické experimenty na modeli s kinetickym podc-
hladenim, ktoré sme vykonali. Kedze sme numerické riesenia hladali pomocou metédy
kone¢nych diferencii, v tejto casti sme definovali ¢asopriestorovu siet, v uzloch kto-
rej sme riesenia vycislovali, a ilustrovali sme ju na Obr. 4.1 Vykonali sme potrebné
diskretizacie derivacii a odvodili sme systém diferencnych rovnic, ktory sme zapisali
maticovo, a ziskali sme tak implicitnd numericki schému (4.6). Vytvorili sme program
v prostredi Matlab a pomocou neho sme vykonali numerické simulécie pre rozne volby
parametra S a pociatocné podmienky modelu. Ziskané vysledky sme prehladne gra-
ficky znazornili: Obr. 4.2 — Obr. 4.11, a pri Specidlnej volbe pociato¢nych podmienok
aj porovnali s asymptotickymi rieSeniami, ktoré sme odvodili v tretej kapitole. To po-
vazujeme za prinos nasej prace a splnenie stanovenych cielov — numericky simulovat
vyvoj teploty a polohy fazového rozhrania v podchladenom tuhnicom jednozlozkovom

systéme a porovnat numerické rieSenia s aproximativnymi analytickymi rieSeniami.
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Priloha A

Zdrojovy kod v prostredi Matlab.

RT_m = 0;

RTinf = =17

deltaRT = RT_m - RT_inf;
= T0%(=4)%;

= 4180;

334000;

= 10;

= 2.2;

rho = 1000;

kappa = k/(C * rho);

RH = 0.05;

tau = 8;

Lo
]

T m = 0;
Tainf =»=17
g = RH*G*deltaRT / kappa:

$ - - - - - definovanie casopriestorovej siete - - - - -
M = 300;
Q = 80000;

deltazeta =1 / M;
deltat = tau / Q;
mu = deltat / (deltazeta~2):;

$ - --- - definovanie pociatocnych stavov - - - - -
mat = zeros(M,M);

nu = zeros(Q+1,1);

theta = - ones (M+1,Q+1);

prav zeros (M+1,1);

Qmax = Q;

% z asymptotickeho riesenia
theta(M+1,1) =1/ (- S * g - 1):
theta(1:M,1) = - 1 + (1 + theta(M+1,1)) * linspace(0, 1-1/M, M);

e e NYPOCeE-=t == ==

for j = 2:(Q+1)
nu(j) = nu(j-1) - deltat * g * theta(M+1,j-1);
FE D) > 1

Qmax = j-1;
break
end
for i = 2:(M+1)
L(i-1) =-mu - ( ((1 - 1) * (1 - nu(j)) * (nu(j) - nu(j-1))) / 2);
D(i-1) = (1 - nu(j))*2 + 2 * mu;
OI-1) = =m0 ¥ 00 = 1) = [ = mad)) * 4ma)) < aulj-1x) r 2.5

if i = 2 mat(i-1,i-1:i) = [D(i-1), U(i-1)];
elseif i == M+l mat(i-1,i-3:i-1) = [1, -4, 3];
else mat(i-1,i-2:i) = [L(i-1), D(i-1), U(i-1)1:
end
end
prav(:) = theta(:,j-1) * (1 - nu(j))~2;
prav(2) = theta(2,j-1) * (1 - nu(j))~2 + L(1);

prav(M+l) = - g * theta(M+1,j-1) * S * (1 - nu(j)) * 2 * deltazeta;
theta(2:M+1,]j) = mat \ prav(2:M+1);
end

Obr. 4.12: Nasa programova realizicia na rieSenie (4.6).
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