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Abstrakt v statnom jazyku

BAGIN, Matts: IDENTIFIKACIA ANOMALIT V DATACH [Diplomové praca)], Univer-
zita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra apli-
kovanej matematiky a Statistiky; skolitel: doc. Mgr. Radoslav Harman, PhD., Bratislava,
2020, 65 s.

V tejto praci sme navrhli novy algoritmus REX-DEPTH na identifikdciu a zorade-
nie anomalii v datach. Zakladom algoritmu je neddvno publikovany algoritmus REX,
ktory je okrem iného mozné pouzif na efektivnu konstrukciu elipsodiu minimdlneho ob-
jemu obsahujiceho datové body (MVEE; minimal volume enclosing ellipsoid). Algoritmus
REX-DEPTH je zalozeny na postupnom odstranovani vrstiev datovych bodov leziacich
na hranici MVEE. V praci ukazujeme, Ze navrhnuty algoritmus je vypoctovo efektivny
aj pre velké datové sibory a sposob, ktorym identifikuje odlahlé pozorovania, mé nie-
ktoré vhodné teoretické vlastnosti, ktoré iné algoritmy na detekciu odlahlych pozorovani

nemaju.

KTicové slova: datovd analyza, Minimum Volume Enclosing Elipsoid (MVEE),

identifikacia anomalii, navrh experimentu



Abstract

BAGIN, Matus: Identification of anomalies in the data set [Diploma Thesis|, Comenius
University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department
of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: doc. Mgr. Radoslav Harman, PhD.,
Bratislava, 2020, 65 p.

In this work we proposed a new algorithm REX-DEPTH for identification and sorting
of anomalies in data. The key component of this algorithm is the recently published
algorithm REX, which, among other applications, can be used for an effective construction
of the minimum volume enclosing ellipsoid (MVEE). Algorithm REX-DEPTH is based
on the gradual removal of layers of data points lying on the boundary of the MVEE. In
this work we demonstrate that our proposed algorithm is computationally efficient also
for big data sets and and the resulting method for the oultier identification has many

convenient properties that other methods for outlier detection lack.

Keywords: Data Science, Minimum Volume Enclosing Elipsoid (MVEE), identification

of anomalies, design of experiment
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Uvod

Déatova veda zaznamenala v poslednych rokoch nasledkom néastupu vykonnejsich tech-
nolégii a najméi ovela vyraznejsej dostupnosti dat velky pokrok. Tato disciplina sa uz
aktivne vyuziva takmer v kazdej oblasti bezného zivota. Pomocou analyzy dat vieme ze-
fektivnit produkciu, optimalizovat vyrobu, cielit reklamu, predpovedat pocasie, odhalovat
nové choroby alebo sposoby ich liecenia,...

Samostatnou oblastou v rdmci ddtovej vedy je odhalovanie odlahlych pozorovani,
tzv. detekcia anomadlif. Odlahlé pozorovanie je pojem oznacujici ddtovy bod vyrazne
sa odlisujtici od ostatnych. Algoritmov ako tieto body identifikovat je mnozstvo, ligia sa
pristupom k problému alebo aj samotnym kritériom, podla ktorého uréujeme ¢i je datovy
bod uz dostatoéne odlisny. Detekcia anomdlif m4d opét v praxi sirokospektrélne vyuZitie.
Vieme pomocou nej odhalovat podvody, identifikovat a ndsledne predchddzat hackerské
titoky, pomocou vyrazne odchylenych merani identifikovat chybné meracie pristroje a vela
d'algieho.

V nasej diplomovej praci sa budeme zaoberat detekciou anomdlii pomocou tzv. Mi-
nimum volume enclosing ellipsoid (MVEE). Ide o metédu, v ktorej sa "mrak” dat v
Euklidovskom priestore obkolesi elipsoidom s ¢o najmensim objemom a datové body na
hranici tohto elipsoidu st potom prehldsené za najsilnejsich kandidatov na anomaélie.

Tento pristup uzko stvisi s tlohou na odhad optimalneho névrhu (dizajnu) experi-
mentu. Tato tloha bude pre néds zaujimava najméa kvoli tomu, Ze na jej vypocet bol pred-
neddvnom vypracovany uplne novy Random FEzchange Algorithm (REX), ktory budeme
aj my pouZivat na numerické vypocty.

Hlavnym cielom nasej prace bude jednak popisat podrobnejsie vlastnosti algoritmu
REX a porovnat pristup cez MVEE s inymi zndmymi metédami, ale aj vypracovat prei
modifikdciu, resp. nadstavbu. Konkrétne by sme chceli, aby vedel REX nie len urcit, ktoré
ddtové body st pre nas pripad povazované za odlahlé pozorovania, ale ich aj zoradit
vzhladom na mieru ich odlahlosti, ktord pre potreby tejto prace budeme stru¢ne nazyvat
" hibka” .Vyslednt modifikaciu algoritmu REX sme nazvali REX-DEPTH.

Nasa praca sa sklad4 zo siestich kapitol. Prva ¢ast bude zamerand na prehlad doteraz
zndmych a najéastejsie pouzivanych metéd na detekciu odlahlych pozorovani, predstavime

struény popis jednotlivych metéd a popiSeme ich vlastnosti. V druhej ¢asti sa budeme



venovat nasej vybranej metéde MVEE a jej dudlnej tilohe hladania optimalneho dizajnu
experimentu. V tretej casti si predstavime podrobne samotny algoritmus REX a zakladny
princip, na ktorom pracuje. Vo stvrtej kapitole sa zameriame na nadstavbu algoritmu REX
s nazvom REX-DEPTH, predstavime jeho myslienku, sposob merania hfbky datovych
bodov a prehlad samotného algoritmu. V d’alsej kapitole porovname tento algoritmus s
ostatnymi zndmymi metédami, prehlad porovndvanych vlastnosti zhrnieme v zavereénej
tabulke. V poslednej Siestej kapitole aplikujeme algoritmus REX-DEPTH na d4tovy stibor

opisujuci rozne vlastnosti a kvalitu vin a zhodnotime vysledky.



1 Prehlad vybranych zniamych metéd

Vo vSeobecnosti pozname velké mnozstvo roznych metéd na odhalovanie odlahlych po-
zorovani v datovych suboroch. LiSia sa najmé pristupom a tiez kritériom urcujicim
odlignost jednotlivych datovych bodov. Pozndme napr. metédy zaloZené na hustote bo-
dov, kde sa hladaji body s malym poctom inych bodov v ramei ich okolia. Dalej pozname
metédy zalozené na zhlukovani, pri ktorych sa data rozdelia do zhlukov a bud vzniknui
priamo zhluky tychto odlahlych pozorovani, alebo st za ne prehldsené body nepatriace do
ziadneho zhluku. Niekolko d'alsich metéd uz nespadé do uréitej skupiny, ale st to metédy
vychadzajice z konkrétneho algoritmu pripadne aj samostatnej discipliny.

My sme si v tejto kapitole vybrali niekolko zndmych metéd, ktoré si predstavime
blizsie, popiseme podrobne principy na ktorych pracuju a porovname vyhody a nevyhody

tychto metdd.

1.1 Priestorové zhlukovanie zalozené na hustote (DBScan)

Tento algoritmus bol prvykrat predstaveny v [5], pricom jeho nézov vychadza zo skratky
jeho anglického nazvu Density-based spatial clustering of applications with noise. Je to
algoritmus zalozeny na hustote, ¢o znamena, ze zoskupuje spolu body, ktoré si dostatocne
blizko pri sebe a za odlahlé oznacuje body s nizkou hustotou vo svojom okoli. Ide o jeden
z najpouzivanejsich algoritmov na zhlukovi analyzu.

Uvazujme mnozinu bodov v priestore IR™, ktoré chceme rozdelit na zhluky. Para-
metrom € ozna¢ime polomer ”susedstva’ vzhladom na urcity bod. Druhym parametrom
minPts budeme oznacovat minimalny poc¢et bodov na formovanie zhluku.

DBScan klasifikuje body na jadrové, dosiahnutelné alebo sum na zdklade nasledovnych

vlastnosti:

e Bod p je jadrovym bodom ak aspon minPts bodov je v jeho e -okoli (vratane bodu

p)-

e Bod ¢ je priamo dosiahnutelnsj z bodu p ak bod ¢ je v € -okoli bodu p pricom p je

jadrovym bodom.
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e Bod ¢ je dosiahnutelny z bodu p, ak existuje cesta pi, pa, ..., Pn, kde p1 = p a p, = q

a kde p;4; je priamo dosiahnutelny z bodu p;.

Ak je bod p jadrovym bodom, potom tvori zhluk so vSetkymi bodmi (jadrovymi alebo
nejadrovymi), ktoré si z neho dosiahnutelné. Kazdy zhluk obsahuje aspon jeden jadrovy
bod; nejadrové body mozu byt suc¢astou zhluku, ale formujui len jeho ”hranicu”, kedze z

nich uz nie si dosiahnutelné iné body.

y.

Obr. 1: Ukéazka algoritmu DBScan

Na tejto ukdzke ma parameter minPts hodnotu 4. Cervené body st jadrové, nakolko
st v ich € -okolf aspon 4 body (vratane samotného bodu). Body B a C nie st jadrové, ale
st dosiahnutelné napr. z jadrového bodu A, a teda spolu formuji jeden zhluk. Bod N je
odlahly (Sum), ked'Ze nie je ani jadrovy bod a ani dosiahnutelny z iného jadrového bodu.

Dosiahnutelnost je nesymetricka reldcia, nakolko nejadrovy bod moze byt dosiahnu-
telny z nejakého jadrového, ale z neho uz nie je ziadny iny bod dosiahnutelny. Forméalne
preto dodefinujeme vlastnost prepojenosti. Dva body p a ¢ st vzdjomne prepojené, ak
existuje taky bod o, Ze oba body p a ¢ st dosiahnutelné z bodu o. Relécia prepojenosti je

symetricka.
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Kazdy zhluk potom bude splnat dve vlastnosti:
e Vsetky body v jednom zhluku st vzdjomne prepojené.

e Ak je nejaky bod dosiahnutelny Iubovolnym bodom zo zhluku, je takisto stcastou

daného zhluku.

1.1.1 Popis algoritmu

DBScan pozaduje ako vstup dva parametre € a minPts. Algoritmus za¢ina v lubovolnom
pociatotnom bode. Vytvori sa e-okolie tohto bodu a pokial obsahuje dostatoény pocet
bodov, sformuje sa zhluk. V opa¢nom pripade je tento bod prehlaseny za Sum. Vsimnime
si, Ze tento bod moze byt neskor v e-okoli iného jadrového bodu a teda sticastou zhluku.

Ak sa jadrovy bod stane sicastou zhluku, pridé sa doitho aj e-okolie tohto bodu,
rovnako ako aj e-okolia tychto susednych bodov, pokial je nejaky z nich tiez jadrovy.
Tento proces pokracuje, az kym je dany zhluk naplneny vSetkymi prepojenymi bodmi.
Potom sa vyberie a podobne spracuje novy pociatocny bod, (ktory este nebol navstiveny)
¢im dostaneme novy zhluk alebo Sum.

DBScan moze byt pouzity s lubovolnou normou na meranie vzdialenosti medzi bodmi
(standardne je pouzivand Euklidovskd norma). Této norma moze byt pridand do algoritmu
ako dodatocny parameter.

Priebeh algoritmu popiseme v nasledovnom pseudokdde:

DBSCAN(DB, eps , minPts ,norma) {
C=0 #pocitadlo clusterov

for every point P in database DB {
if label(P) is not null then break

N = Neighbours (DB, P, eps ,norma) #najdi susedov

if |N| < minPts then { #kontrola hustoty
label (P) = Sum
break

}
C=C+1
label (P) = C

12



S =N-{P}
for every point Q from S {

#mnozina susedov

if label(Q) = Sum then label(Q) = C
if label(Q) is not null then break

label (Q) = C

N = Neighbours(DB,Q, eps ,norma) #najdi susedov

if |N| >= minPts then{
S=S+N

Neighbours (DB, Q, eps, norma){
neighbour = empty list
for every point P in database DB {
ak norma(Q,P) <= eps then {
neighbour = neighbour + {P}

}

return neighbour

1.1.2 Vlastnosti

#pridaj novych susedov

#prejde vsetky body

#kontrola vzdialenosti

#pridaj do mnoz.

susedov

Casovd zlozitost algoritmu DBScan bola dlho povazovana ako O(n log(n)). Az v [6] autori

ukézali, Ze zatial ¢o v 2-rozmernom priestore je naozaj rychlost algoritmu O(nlog(n)),

vo viiésej dimenzii moze v najhorsom pripade algoritmus vykazovaf kvadraticki zloZitost,

teda O(n?). T4to zlozZitost sa d4 ale pri nedegenerovanych pripadoch a pri vhodnej im-

plementécii znizit az na linedrnu, O(n).
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Hlavnou vyhodou algoritmu DBScan je, ze dokdze identifikovat anomélie aj pri zloZitejsom
a strukturovanejSom rozlozeni datovych bodov. Vd'aka tomu, Ze sa nesnazi vietky body
nejakym sposobom obalit do jednej skupiny, ale naopak vie sam rozpoznat aj viacero rozne
tvarovanych zhlukov, dokdze najst anomadlie medzi dvoma zhlukmi, dokonca aj kompletne

obkolesenych inymi datovymi bodmi.
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Obr. 2: Vizuilna 2D demonstracia schopnosti algoritmu DBScan rozpoznat odlahlé pozorovania

aj medzi zhlukmi. Tieto odlahlé pozorovania st na obrazku vyznaéené ¢ervenou farbou.

Dalsou z vyhod tohto algoritmu je moznost zvolit si hodnoty parametrov minPts a
e. Uzitoéné to je, najmé ak vopred pozname charakter dat v ktorych chceme anomalie
hladat.

T4to vlastnost je zdroven aj nevyhodou, vzhladom na to, Ze tieto parametre si po
zvoleni rovnaké pre cely datovy sibor. V pripade, ze mame data, v ktorych sa vyraznejsie
meni hustota, tdto metéda by nebola vhodnd na pouzZitie. Rovnako tak pokial ddta ne-
pozname, moze byt problémové vhodne zvolit tieto parametre, kedZe metéda je velmi
citlivd na ich volbu. Této metdda takisto nie je invariantnd na zmenu jednotiek, ¢o si
ukazeme aj na jednoduchom priklade. Na obr.3a je standardne aplikovana metdda, pricom
parametre boli zvolené ako minPts = n/10,e = 1/5 . Na obrézku obr.3b je ten isty datovy

set, ale druhd siradnica bodov, tj. x5 je desatnisobna.

14



3 . 30 .
e o :o ® . 1 e . .:o * o
1] °* &’ . . % 101 ® e . %
s ° ?f‘ ."? o* e ® .".’. *®
) )
’ ° hk&c‘ : P ¢ ’ L] “ke..‘ : e ‘
—1- N o* ® s & O‘.. ..' —10 - o o. e . qo‘-. -.
. .
-2 . - -20 . .
-34 N -30 o
-3 -2 1 0 1 -3 -2 -1 0 1
(a) (b)

Obr. 3: DBScan nie je invariantny na zmenu jednotiek. Data oznacené ako odlahlé pozorovania

su vyznacené ¢ervenou farbou.

Mobzeme pozorovat, Ze pri natiahnut{ druhej stiradnice sa sticasne aj adekvatne k tomu
zmenili body vyhodnotené touto metédou ako odlahlé. Podla ocakdvani bude DBScan pri
rovnakych parametroch minPts a € za odlahlé pozorovania oznacovat ovela viac bodov,

ked'Ze sa natiahnutim stradnice aj vyrazne zvicsili vzdialenosti medzi bodmi.

1.2 Metdéda oporného bodu jednej triedy

Tato metoda je Specidlnym pripadom Standardnej Metddy oporného bodu. Metéda oporného
bodu (skratene SVM z anglického Support Vector Machine) sa pouziva typicky pri se-
paracii dat na dve skupiny, pricom hranica medzi tymito skupinami je v priestore defino-
vana vhodne zvolenou nadrovinou. Pre lepsie porozumenie si preto najskor predstavime

tuto Standardnu metodu.

1.2.1 Metéda oporného bodu (SVM)

Metéda SVM bola prvykrat predstavend v [4], avSak v tej dobe bola menej pouzivana
vzhladom na vypoétovi naroénost. S nastupom modernej techniky nabrala SVM na po-
pularite a zacala sa vyuzivat na rozne aplikécie strojového ucenia. Predstavime si zékladny
princip tejto metédy na linedrne separovatelnom pripade.

Majme mnozinu X s bodmi x; € R", i = 1,2, ..., N pricom ku kazdému z; prislicha
y; s hodnotou 1 alebo -1. Uloha separdcie je najst takd funkciu f : R” — IR, ktora
bude ddvat kladné hodnoty pre z; s prisluchajicim y; s hodnotou 1 a zdporné pre x; s

prislichajicim y; s hodnotou -1.
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Thto funkciu zapiSeme v tvare:

fo(@) = Bo+ B =, (1)

pricom sa budeme snazit vhodne najst parametre 3 = (8y, 8 )7 € IRP**. Thito funkciu
budeme tiez nazyvat aj tzv. rozhodovacia funkcia.

Pri linedrne separovatelnom pripade by sme vedeli tiito funkciu zapisat ako:

f(xi):ﬁo+6fxi>0 Vi:y; =1,

(2)

Nadrovinu {z|8fz = —fy} potom nazjyvame oddelujicou nadrovinou. V pripade, Ze
je takychto nadrovin viac, vyrieSenim nasledovnej tilohy vyberieme ti, ktora je najdalej
od jednotlivych bodov oboch mnozin.

Celé odvodenie tejto ulohy nijdeme v [4], my si napiSeme jej findlny tvar, pricom si

mozme viimnit, Ze ide o tlohu kvadratického programovania:

1 2
min — 3
min |5y (3)
st yi(Bo+ Bla;) > 1, i=1,..,n. (4)

V pripade, Ze tloha nie je linedrne separovatelnd, pridd sa premennd &, ktord pred-
stavuje akusi ”penalizdciu” za prekrocenie hranice oddelujicej nadroviny. Uloha potom

dostane tvar:

L. a
min - +C ;
Bo,B1,€ER™ 2||51|| Zzlgz
st y(Bo+Bla)>1—&,  i=1,..n,
5@207 Z':]-)"'ana
kde konstanta C' predstavuje vahu, akou je pre nas dolezité, aby boli body spravne roz-
delené. Treba ale poznamenat, ze pre vysoké C hrozi tzv. ”pretrénovanost” modelu.
Pretrénovanie modelu nastava, ked je model az prilis naviazany na specifikd danej trénovacej

mnoziny, ¢im straca univerzalnost pouzitia na inych ddtovych siboroch.
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Déta nemusia byt typicky separovatelné len Standardnou nadrovinou v priestore. V
pripade, Ze tvoria zhluky roznych tvarov, vieme si pomoct technikou vyuzivajicou tzv.
kernelové funkcie. Idea tejto metddy je zalozend na zdvihnuti dat do priestoru s vyssim
rozmerom, v ktorom uz bude mozné najst nadrovinu, ktord bude nase body lepsie od-
delovat. Pozndme niekolko tvarov tychto kernelovych funkcii, najéastejsie pouzivané je
Gaussovo jadro, ktoré ma tvar:

K(z,y) = exp <—M) : (6)

222

kde z je tzv. hyperparameter. Podrobnosti o kernelovych funkcidch je mozné najst napr.

v [14]

1.2.2 SVM jednej triedy

Pri klasickom SVM predpokladdme, Ze nase body z; st z dvoch réznych mnozin vzhladom
na y; ku ktorému prislichaji. Pri One Class SVM mame body len z jednej mnoziny, pricom
sa snazime najst model reprezentujici nase déta, aby sme identifikovali oblast v ktorej je
velks hustota bodov, éfm zéroven aj separujeme odlahlé body, teda anomaélie.

Predpokladajme, ze mame body z; € X, ktoré st generované z nejakého rozdelenia P.
Funkciu ¢ : IR" — F zadefinujeme ako tzv. "mapovaciu” funkciu, projektujicu nase data
na priestor F's vysSou dimenziou. Presny predpis tejto funkcie je casto neznamy, pouziva
sa len jej implicitné vyjadrenie.

Kernelova funkcia ma potom tvar:

K(z, ;) = ¢(x)" d(). (7)

Nasou tlohou je néjst takd podmnozinu S, Ze pravdepodobnost Ze bod generovany
rozdelenim P sa bude nachddzat mimo podmnoziny S sa rovnd hodnote vopred zvoleného

parametra v. Uloha potom podla [11] bude mat tvar:

/81 7§€Rn P

n
min %HﬁlHQ + %;62 —p
st. Blo(z) >p—6& i=1..n,
& >0 i=1,...,n.
Moézeme si v&imntt, Ze opit ide o 1lohu kvadratického programovania.
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Tento tvar tlohy je velmi zavisly od parametra v, ktory priamo urcuje, aky podiel
datovych bodov bude oznaceny za odlahlé pozorovania. Preto sa zvykne oznacovat nami
uvedeny tvar tejto metédy aj ako v-SVM metdda.

Riesenim tejto tlohy dostaneme hodnoty parametrov 5 a p. Rozhodovacia funkcia by

mala potom tvar:

f(a) = sgn(B{ ¢(x) — p), (9)
teda déava hodnotu 1 pre body z; vnitri nasej ohrani¢enej podmnoziny S, hodnotu 0 pre
body na hranici a hodnotu -1 pre anomalie, teda body mimo podmnoziny S.

Pomocou Lagrangeovej funkcie a kernelovej funkcie vieme dostat dudlnu dlohu:
1
Hgn 5 ZO&iCKjK(.ﬁIZ'i, l’j)
]

1
st. 0<a; < —, 1=1,...,n, (10)
vn

ZOQ =1.

Riesenim duélnej tlohy by sme dostali hodnoty parametra «, ¢im by sme dostali novy

tvar rozhodovacej funkcie:
f(@) =sgn(>_ K (zi, ) — p). (11)

Tato metdéda ndm teda vytvori separujicu nadrovinu charakterizovani parametrami
b1, v, ktord oddeluje podmnozinu S s velkou hustotou bodov a odlahlé pozorovania mimo

nej, pricom podiel tychto anomalii je vopred definovany parametrom v.

1.2.3 Vlastnosti

Velkou vyhodou metédy One Class SVM je jej rychlost, nakolko je na detekciu odlahlych
pozorovani nutné vyratat len jednu 1lohu kvadratického programovania, ¢o s dostupnou
technikou nie je ¢asovo narocné. Tato metdda takisto velmi dobre funguje aj vo velkej
dimenzii, ¢o byva ¢astd komplikécia pri inych metédach. Za d’alsiu z vyhodu tejto metédy
moZeme povaZzovat jej zavislost na parametri v, ked Ze si vieme sami zvolit, aku cast pozo-
rovani chceme vyhodnotif ako odlahlé. T4to vlastnost je ale vyhodnd vtedy, ak pozname
nas datovy stibor a mame voci nemu isté oakavania. Pokial spracuvdvame nezndme déta,
nutnost volby hodnoty parametra v sa moze stat naopak nevyhodou. Tédto metéda fun-

guje na principe linedrnej separacie, pomocou kernelovych funkcii ale vieme zachytit aj
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nelinedrne pripady. DokéZe preto odhalit aj anomaélie, ktoré st vnutri zhluku, alebo v
okoli roznych nestandardnych tvarov.

Nevyhodou je, uz ako z ndzvu vychddza, Ze tdto metéda vie zachytif len nanajvys
jeden zhluk dat s velkou hustotou. Preto v pripadoch, kde sa moéze vyskytovat vacsi
pocet zhlukov, je tato metéda nevhodna na pouzitie.

Na jednoduchom 2D priklade si ukazeme, ¢i je metoda invariantnd na zmenu jednotiek.
Aplikujeme tuto metodu trikrat s fixnym v na tom istom datovom sibore, pricom ale
stiradnicu z, postupne natiahneme a budeme pozorovat zmenu vo vystupoch. Vyslednt

klasifikdciu odlahlych pozorovani mozeme porovnat v nasledovnych obrézkoch:

Obr. 4: One class SVM

Na obr. 4a je aplikovand metéda One Class SVM s hodnotou parametra v = 0.05.
Na obr. 4b st pouzité rovnaké data, ale suradnica x5 je natiahnuta 10-krat a na obr.4c
je natiahnutd 100-krat. Vidime, Zze vysledky sa vyrazne liSia a s rasticou disproporciou

kles4 schopnost metédy spravne vyhodnotit odlahlé pozorovania.
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1.3 Metdéda konvexného obalu

Poslednou zo standardnych metéd, ktoré si predstavime, je metéda hladania anomélif
pomocou konvexného obalu. Hlavnd myslienka tejto metddy je zalozend na konstrukeii
konvexného obalu okolo vSetkych dat a nédjdeniu tych bodov, ktoré st na hranici tohto
obalu. Vychddzat budeme z ¢ldnku [2], v ktorom je predstavens nadstavba tejto metédy v
podobe postupného odstranovania jednotlivych vrstiev odlahlych pozorovani, tzv. onion
peeling. Tato myslienka bola motivaciou aj pre nasu nadstavbu algoritmu REX.

Najskor si zadefinujeme pojem konvexny obal. Poznédme niekolko roznych definicii,
mozeme ho definovat napr. tak, Ze je to najmensia konvexna mnozina obsahujica vietky

body danej mnoziny.

Obr. 5: Konvexny obal mnoziny bodov

Skonstruovat tento konvexny obal je technicky pomerne zloZité a vypoctovo narocné,
najméa vo vacsich dimenziach. Preto si konkrétny algoritmus na jeho konstrukciu pred-
stavime len na jednoduchom dvojrozmernom pripade.

Algoritmus, ktory pouzijeme, podobne ako v [2], sa nazyva Graham scan. Prvym kro-
kom je najskor si ddta vhodne zoradit. Vyberieme si jeden bod, ktory bude urcite na hra-
nici vysledného obalu, typicky to je bod s najnizsiou y-sturadnicou. Tento bod oznacime
P a bude pre nds predstavovat pivota. Nasledne vsetky ostatné body zoradime v smere

rasticeho uhla voci pivotovi.
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Obr. 6: Grahamov scan

Nésledne sa aplikuje tzv. three-penny algorithm, ktorym sa hladaji body tvoriace dany
konvexny obal. Tento algoritmus funguje tak, ze poénic bodom P vyberie vzdy tri body

v danom zoradenom poradi a aplikuje na ne jedno z dvoch nasledovnych pravidiel:

e Ak st body p, g, zoradené proti smeru hodinovych ruciciek, posun sa o jeden bod

v poradi na d’alsiu trojicu.

e Ak st body p, q,r zoradené v smere hodinovych rucic¢iek, vyhod bod ¢ z polygénu

a s bodom p sa posuil o jeden naspit.

Obr. 7: Three-penny algorithm

Tymto algoritmom teda dostaneme mnozinu bodov, ktoré tvoria hranicu konvexného
obalu nagich dét. Tieto body potom budi pre nds predstavovat mnoZinu odlahlych pozo-
rovani.

T4to metdda je zial velmi pomald, najmé kvoli vypoctu konvexného obalu, ktory je ta-

kisto aj tymto uvedenym sposobom mozny len v dvojrozmere. V préci [9] je predstaveny al-

21



goritmus na vypoéet priblizného konvexného obalu s ¢asovou zlozitostou O(K*2N?log(K)),
kde N je pocet bodov a K je ¢islo blizko poctu vrcholov vo vyslednom pribliznom kon-
vexnom obale. Tento algoritmus je ¢asovo nezavisly na velkosti dimenzie.

V neskorsej kapitole porovname tiuto metodu s nasou nadstavbou REX-DEPTH a
predstavime, v ¢om je nasa metdda rychlejsia a vyrazne efektivnejsia ako metéda uvedena

v tejto podkapitole.

1.3.1 Vlastnosti

Metdda konvexného obalu je velmi intuitivnou metédou, ktord je v malom rozmere lahko
aplikovatelnd a intepretovatelnd. Ako sme uz ale spomenuli, vyratat konvexny obal vo
vicsej dimenzii je casovo a vypoctovo zlozité a tym sa tato metdda stava v takychto
pripadoch neefektivnou.

Rychlost uvedeného algoritmu vieme popisat podrobne, pricom vychidzat budeme z
2]. Algoritmus sa skladd z dvoch ¢asti, prvé je zoradenie bodov vzhladom na pivota,
druhou je konstrukcia samotného obalu pomocou three-penny algorithm resp. algoritmu
"troch minci”. Na zoradenie je sa d4 pouzit Tubovolny standardny algoritmus, ktorého
¢asova narocnost je O(nlog(n)). Na algoritmus troch minci sa pozrieme podrobne.

Vizdy ked sa minca pohne vpred, posunie sa na vrchol, na ktorom minca doteraz
nebola (okrem posledného posunu), takze prvé pravidlo sa aplikuje n — 2 krat. Vzdy ked
sa minca posunie vzad, jeden vrchol sa odstrani, takze druhé pravidlo sa aplikuje n — h
krat, kde h je pocet vrcholov vysledného konvexného obalu. Ked'ze kazdy test proti smeru
hodinovych rucic¢iek zabera konstantny cas, cely algoritmus troch minci zaberie dokopy
cas O(n).

Celkové casové narocnost teda bude:

e Zoradenie zaberie O(nlog(n))

e Algoritmus troch minci zaberie O(n)

e Celkovd casova narocnost teda bude O(n) + O(nlog(n)) + O(n) = O(nlog(n))

Metéda je invariantna na zmenu jednotiek, ¢o vysvetlime jednoduchou tivahou. Plati,
ze konvexny obal je prienikom vsetkych konvexnych mnozin obsahujiucich dané data. Tiez

plati, ze ak nejakt konvexni mnozinu linearne transformujeme reguldrnou transforméaciou
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L, tak obrazom bude konvexnd mnozina obsahujica rovnaké data, ale tiez transformované
transforméciou L. Zaroven prienik systému konvexnych mnozin po transformacii trans-
forméaciou L je rovny prieniku rovnakych konvexnych mnozin jednotlivo transformovanych
transforméciou L.

Tato metdda skonstruuje jeden konvexny obal pre cely datovy sibor, o¢ividne teda ne-
odhali anomalie, ktoré st medzi dvoma zhlukmi, pokial nie si sti¢astou tohto konvexného
obalu. Na rozdiel od predoslych metod do tejto nevstupuju ziadne parametre, ¢o moze

byt vyhodou pokial analyzujeme pre nés nezndme déta.

1.4 Data Envelopment Analysis (DEA)

Ako priklad jednej z nestandardnych metéd na detekciu odlahlych pozorovani je pouzitie
DEA modelov. DEA je matematicka disciplina zaoberajica sa porovnavanim objektov v
ramci danej skupiny a nasledne vyhodnocovaniu miery efektivity jednotlivych objektov. Je
zalozena na aplikovani vedomosti z linedrneho programovania na Specialnych pripadoch. V
praxi sa primarne pouZiva prave na porovnavanie efektivity objektov a odhalovaniu tych
z nich, ktoré su vyrazne efektivne prip. neefektivne. Vo vybranych pripadoch sa da tato
disciplina vhodnou zmenou interpretacie pouzit tiez aj ako metéda na detekciu anomalii.

Najprv si zadefinujeme niekolko zdkladnych pojmov.

Ako uz bolo spomenuté, DEA modelovanie sa zaobera efektivitou. Tato efektivita sa
viaZze k vykondvaniu nejakej uréitej ¢innosti, ktori budeme nazyvat technolégia. Tech-
nolégia T je charakterizovana m vstupmi, ktoré predstavuji napr. rozne materidlne alebo
financné naklady a s vystupmi, ktoré zase predstavuji napr. sluzby alebo vyrobené pro-
dukty.

Samotné hodnoty vstupov budeme oznacovat vektorom z € R™ a hodnoty vystupov
vektorom y € R®. Ak bude pre dvojicu (x,y) platit, Ze zo vstupu x vieme pomocou tech-
nolégie T vyprodukovat hodnotu vystupu y, tak hovorime, Ze pre technolégiu T je dvojica
(x,y) pripustnd. Mnozinu vsetkych takychto pripustnych dvojic budeme oznacovat G a
volat ju mnoZina produkénych moznosti.

Tito mnozinu ale nevieme presne popisat, preto sa standardne pracuje len s jej apro-
ximaciou M, pricom tato mnozina ma dva zakladné tvary. RozlisSujeme konstantné vynosy

z rozsahu, vtedy pojde o Mcgs alebo variabilné vynosy z rozsahu s oznacenim My gs. My
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budeme pre nase ticely pracovat len s variabilnymi vynosmi z rozsahu, mnozina My pg m4

potom tvar:

n n n

MVRS = {(%’,y) I~ RerS | Z)\jil?j S x, Z)\jyj 2 Y, )\ Z 0, Z)\j = 1}

j=1 j=1 j=1

Mnozina M potom moze vyzerat nasledovne:

Obr. 8: Mnozina produkénych moznosti pre variabilné vynosy z rozsahu

V terminol6gii DEA modelovanie rozlisujeme efektivne a pseudoefektivne utvary. Rozlisuju
sa podla toho, na akej casti hranice mnoziny M (oznacovanej ako M) sa nachadzaju.

Tieto dve casti 0 M si teraz zadefinujeme:
e Hranica efektivnosti Hg zlozena z efektivnych bodov na hranici, t.j.
Hp:={(z,y) €M | P y)e M, (2,y) # (x,y): 2 <x,9/ >y}
e Hranica pseudoefektivnosti Hp zlozena z neefektivnych bodov na hranici, t.j.

Hp :={(z,y) € M | 3(',y) € M, (2",y) # (z,y) : o' < z,9/ > y}.

Ako moZeme pozorovat na obr. 8 body A a B st na efektivnej hranici a teda su to

efektivne utvary, bod C je pseudoefektivnym utvarom.
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Pozndme mnoho réznych modelov a pristupov, ako tieto efektivne (pseudoefektivne)
ttvary ndjst. Primédrne sa rozlisuje najmé, ¢ chceme pri niektorom zo §tandardnych mo-
delov pouzit jeho vstupny alebo vystupny tvar. Volba spravneho modelu byva ¢asto roz-
hodujica a je zavisla od vlastnosti daného datového suboru ako aj nasich ocakdvani a
vyrobnych moznosti.

My si na ukazku vyberieme obdlkovy pristup modelu pri variabilnych vynosoch z
rozsahu a predstavime jeho vstupny ako aj vystupny tvar. Celé odvodenie tychto modelov
néjdeme v [7].

Vstupny model si vyberdme v pripade, ked sme spokojni s tdroviiou nasej produkcie
(teda s vystupmi), ale cheeli by sme znizit nédklady (vstupy) spotrebované na dosiahnutie
tejto urovne. Vsetky utvary projektujeme na hranicu mnoziny M vo vstupnom smere a
porovhnavame ich vzdialenost od tejto hranice.

Model méa nasledovny tvar:

BCC-I-OM min#
0.

n
s.t. Z)\jxij < 9:@-0, 1= 1, ., m,
j=1
n
ZAjyrj > Yro, r= ]-7 ey S
j=1

2 M=t
j=1
A >0, j=1,..n

Hodnota parametra # predstavuje koeficient, ktorym moZeme prenasobit vstupy daného
utvary, ¢im sa dany tdtvar sprojektuje na efektivnu (pseudoefektivnu) hranicu mnoziny
M. Je to hodnota z intervalu (0, 1) a zdroven aj priamo uddva vstupni efektivitu daného
utvaru. Tie z nich, pre ktoré je # = 1 st uz na hranici mnoziny M, teda nevieme ich vstupy
uz nijako znizit a teda pre nds predstavuji efektivne (prip. pseudoefektivne) itvary.

Vystupny model m4 podobny tvar. Pouzivame ho naopak v pripadoch, ked sme spo-
kojni so vstupmi, ktoré spotrebuvavame, ale radi by sme pri ich zachovani zvysili iroven

produkcie.

25



Vystupne orientovany obalkovy model pri variabilnych vynosoch z rozsahu ma tvar:

BCC-O-OM  max
7Y

n
s.t. E )\jxij < Lo, 1= 1, ., m,
=1

n
Z)\jyrj 2 Z/)yro, r = 1, ..y S,

j=1
j=1

)‘j ZO, jzl,,n

Parameter ¢ teraz predstavuje maximalnu hodnotu koeficientu, ktorym by sme prenasobili

vystupy utvaru tak, aby bol utvar este stale v mnozine produkénych moznosti. Inymi slo-
vami by sme teda pre kazdy ttvar vedeli pri zachovani vsetkych vstupov vediet vyprodu-

kovat az 1-krat vicsie mnozstvo. Hodnota tohto parametra je z intervalu (1, 00), pricom

1

jeho prevratena hodnota, teda — nam pre dany tutvar urcuje hodnotu jeho vystupnej

<

efektivity.

Opit plati, Ze pokial pre dany utvar je parameter ¢» = 1, produkujeme uZ na ma-
ximalnej moznej Grovni a preto tento utvar povazujeme za efektivny (prip. pseudoefektivny).

Ako sme spomenuli, tdto metéda sa v praxi pouziva na porovnavanie efektivity jed-
notlivych utvarov, na identifikdciu tych efektivnych z nich a odhalovanie priestoru na
zvysenie efektivity ¢i uz na strane vstupov alebo vystupov.

V §pecidlnych pripadoch sa DEA modelovanie d4 vyuzit aj ako alternativna metéda
na identifikdciu anom4lif. Pokial analyzujeme déta, v ktorych vieme ur¢it parametre pred-
stavujice vstupy a vystupy, anomaélie by v takomto pripade pre nis mohli predstavovat
prave tie utvary, ktoré by nas model identifikoval ako efektivne.

Ak by sme napriklad analyzovali efektivitu produkcie ur¢itého mnozstva firiem, firmy,
ktorych efektivita by vysla vyrazne vysokd, by mohli byt kandid4ti na blizsiu analyzu z
dovodu podozrenia na podvod, teda tzv.fraud detection. Rovnako tak by sme takymto
sposobom vedeli identifikovat novinky na trhu (novelty detection), kedze by mohli byt
vyrazne efektivnejsie ako doterajsi priemer trhu.

T4to metéda je vyrazne odlisnd od vsetkych metdd, ktoré sme zatial spomenuli. Ned4,
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sa pouzit v typickych tlohach na detekciu odlahlych pozorovani, nakolko nie je rotacne
symetrickd. Vieme pomocou nej odhalit odlahlé pozorovania len v niektorych urcenych
smeroch.

T4to vlastnost moze byt ale naopak aj velkou vyhodou, najmé ked analyzujeme napr.
vyssie spomenuté ekonomické pripady. Ak by sme takyto subor dat analyzovali niekto-
rou z predoslych metéd, za odlahlé pozorovania by boli povazované nielen firmy, ktoré
pri nizkych vstupoch produkuju vysoké vystupy, ale aj iné (v tomto pripade neziadice)
pozorovania. Mohli by to byt napriklad aj firmy, ktoré maju pri vysokych vstupoch prilis
nizke vystupy, teda velmi neefektivne firmy, ale aj jednoducho také, ¢o maji bud len
velmi vysoké vstupy alebo velmi nizke vystupy (bez ohladu na druhi premenni). V praxi
by pre nas takéto vysledky analyzy nemali velky vyznam.

Hlavnou vyhodou metédy pomocou DEA modelovania je, ze hlada netypické pozoro-
vania len vo vybranom ”podozrivom”smere. Teda napr. v tomto pripade by naozaj nasla

len tie firmy, ktoré maju pri nizkych vstupoch vyrazne vysoki produkciu.

27



2 Minimum Volume Enclosing Elipsoid

2.1 Optimalny navrh experimentu

Predtym, ako prejdeme priamo k tilohe MVEE, si predstavime tilohu hladania optimélneho
navrhu experimentu a sivis tychto dvoch tloh. Vhodny navrh zohrava pri vedeckych expe-
rimentoch kliéovi rolu. Vd'aka nemu dokdZeme vykondvat pokusy, ktoré ndm dodaji
maximalne mnozstvo informacii o danych neznamych parametroch modelu.
Predpokladajme, Ze chceme vykonat experiment pozostdvajici z niekolkych pokusov.
Tieto pokusy budeme vykonévat na jednotlivych ndvrhovych bodoch z patriacich mnozine
X =1{1,2,3,...,n}. Pre ndvrhové body z € X sa predpokladd, ze pozorovana hodnota

Y (z) splita linedrny regresny model
Y(z) = f(z)'B +e(x), (12)

kde f(z) € TR™, m > 2, je zndmy regresor generujuci priestor R™ a e(x) ~ (0,0?) je
nahodny Sum.

Definujme navrh na priestore X ako n-rozmerny vektor w s nezapornymi zlozkami so
sumou 1. V praxi potom ¢len w, reprezentuje podiel pokusov vykonanych v bode .

Informacna matica je potom definovana ako

M(w) =Y w,f(z)f(x). (13)

Nasou snahou je néjst také w, aby bola tato informaéna matica ¢o najvicsia, vzhladom

na nami zvolené kritérium optimality.

Definicia 2.1. Nech ST' je mnoZina m x m kladne semidefinitngch matic a nech ®:
ST — R je kritériom optimality, teda funkcia merajica "velkost” informacnej matice.
Hovorime potom, Ze ndvrh w* je ®-optimdlnym ndvrhom, ak mazimalizuje ®(M(w)) v

triede = vsetkiych ndvrhov:
w* € argmazr {®(M(w)):w € Z}. (14)

Kritérii optimality pozndme niekolko, najpouZivanejsie z nich st A-optimalita, kde

®4(M) = (tr(M~1))~! a D-optimalita, kde ® (M) = (det(M))/™, pricom toto kritérium
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budeme pouzivat aj my. V pripade singularity matice M je kritérium A-optimality formdlne
definované ako 0.

Dostavame sa teda k formulovaniu tlohy D-optimélneho navrhu

mazy>o log(®p(M))
subject to Zwm =1, (15)
w > 0.
Pozn.: log(0) = —o0
Hladanie MVEE je ako sme povedali tizko spiité s tilohou hladania D-optimalneho
navrhu. Pokiisme sa k tlohe (15) odvodit Lagrangeovu dudinu tilohu:

Ulohu (15) prevedieme na minimaliza¢ni a vyuzitim vlastnosti logaritmu a determi-

nantu dostavame:

Mingso log(det(M™1))
M(w) := Z wiv;v;
i—1

subject to Zwi =1,

i=1

w > 0.

Zostrojme si Lagrangeovu funkciu:
L(M,w; u, A) = log(det(M 1)) + u(z w; — 1) +tr(AM — waw?))
i=1 i=1

= log(det(M 1)) +tr(AM) + p Z w; —tr(A Z wivv] ) —

=1 =1

= (log(det(M 1)) 4 tr(AM)) + Z wi(p — v} Avy) — p.

i=1
Lagrangeovu funkciu mdme v separovanom tvare, teda moézeme hladat infimum zvIast

cez kazdu premennt.

=-M'+A=A=M"
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Nakolko je druhy ¢len Lagrangeovej funkcie linedrny a w je nezédporné, tak plati na-

sledovna nerovnost (pricom pre rovnost nastdva optimalita):
T L
pw—v; Av; >0, i=1,..,n.

Dalej si teda vieme napisaf predpis funkcie G, ktord do dudlnej tlohy vstupuje ako

ucelova funkcia:
G(u, A) = infarwl(M,w; u, A) = {log(det(A)) +n — pu | p— vl Av; >0, i=1,...,n}.
Zavedieme si transformaciu A = pWW. Potom:

log(det(A)) +n — p = log(det(uW)) +n —
= log(p" det(W)) +n —
= nlog(u) + log(det(W)) +n — p.
Takisto prepiSeme aj ohranicenie:
"w— viTAvi >0,
p— vl pWo; >0,
1— UZ-Tin > 0.

Celkovo teda dostdavame:
G, W) = {nlog(p) + log(det(W)) +n —u |1 —vf Wv; >0, i=1,....n}.

T ’ e ) . . ) . . c e .
Ucelova funkcia je opét v separovanom tvare, vieme si teda znizit pocet optimaliza¢nych

premennych pomocou néjdenia optima cez premennu fu:
n
qu(u,W)ZE—1:0:5n=u
Po doplneni do funkcie G' dostdvame konecnu formulaciu dudlnej tlohy:

maz  log(det(W)) + nlog(n)

s.t. U?W?}i <1, +=1,...,n.

Moézeme pozorovat, 7Ze dostdvame priamo formuldciu MVEE tlohy pre elipsoid centrali-

zovany v nulovom vektore, a teda tieto dve tlohy su ekvivalentné.
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2.2 Uloha MVEE

V predoslej podkapitole sme predstavili tilohu hladania optimdlneho ndvrhu experimentu.
K tejto tlohe sme odvodili dudlnu tlohu, ¢im sme dostali priamo predpis tulohy MVEE.
V tejto podkapitole sa na nu pozrieme blizsie a odvodime niektoré jej vlastnosti.

Pozrime sa eSte raz na predpis tejto tlohy:

max  log(det(W))
(16)
s.t. viTin <1, 1=1,..,n.

Clen nlog(n) z tcelovej funkcie mozeme vynechat, nakolko neovplyvni jej vysledok,
len ho posunie o konstantu. Matica W pochadza zo substiticie W = %M -1

Velmi uzitoénou vlastnostou Iubovolnej metédy na odhalovanie odlahlych pozorovani
je jej invariantnost na zmenu jednotiek. Umozituje nam identifikovat takéto pozorovania
aj v pripadoch, ked st jednotlivé atribity namerané v roznych jednotkdch bez nutnosti
vhodného skalovania.

Zmena jednotiek predstavuje prendsobenie vektorov s nameranymi hodnotami v; re-

gularnou maticou A. Pozrime sa, ako to ovplyvni maticu M:

= ZwiAviviTAT =A (Z wiviv;f) AT = AMAT,
i=1 i=1

pricom hviezdickou budeme oznacovat matice po transformécii.

Pozrime sa teraz na tcelovu funkciu nasej tlohy:
log(det(W™*)) =log(det (%M*_l)) = log (%)" det(M*1) =
= —nlog(n) — log(det(M™))
= —nlog(n) —log(det(AMA")) =
=— nlog(n — log(det(M)) — log(det(AAT)) =
“og ( + log(det(M~)) — log(det(A) det(A”) =
=log(det (nM >) log(det(A)?) =

=log(det(W)) — log(det(A)?)

Mozeme pozorovat, Ze ucelové funkcia sa nezmeni, iba sa posunie o konstantu.
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f)alej sa pozrieme, ako transformacia ovplyvni podmienku v nasej 1lohe:
vl ATW*Av; <1, i=1,..,n,
%UZTATM*_lAUi <1, i=1,..,n,
%UiTATA—TM‘lA‘lAvZ- <1, i=1,..n,
%viTIM—llvi <1, i=1L.,n,

vIWr, <1, i=1,..,n.

i

Vidime, ze podmienka v nasej tlohe sa danou transformaciou vobec nezmeni.

Mozeme preto konstatovat, Ze tiloha (16) je ekvivalentna s transformovanou tilohou
po prendsobeni vektorov v; reguldrnou transformacnou maticou A. Uloha MVEE je teda
invariantna na zmenu jednotiek.

Doteraz sme v nasej ilohe vzdy uvazovali elipsoid centralizovany v nulovom vektore.
Otézkou preto je, ako by sme riesili pripad, ked tomu tak nebude.

Podrobné vysvetlenie tpravy tlohy pre tento pripad ndjdeme v [13], my budeme
vychddzat z [8]. Postup riesenia takejto ulohy je zaloZeny na idei, Ze dany mrak dat
(vychyleny od nulového vektora) zdvihneme do vyssieho priestoru o jednu dimenziu,
pricom hodnota kazdého vektora v tejto novej dimenzii bude 1. Teda vektory {vy, va, ..., v, } C
IR™ tranformujeme na {(vy, 1), (v2,1,), ..., (v,, 1)} € IR™". V tomto vicsom priestore po-
tom vypocitame standardni ulohu MVEE, ¢im dostaneme elipsoid E* centralizovany v
nulovom vektore. Vyslednym rieSenim potom bude potom elipsoid E, ktory vznikne re-
zom povodného vypoéitaného elipsoidu E* rovinou vsetkych bodov tvaru (v, 1). Tento

vysledny elipsoid E uz len kolmo premietneme do nasho povodného priestoru IR™.
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Na obrdzku 9 moZzeme pozorovat tento postup pre m = 2:

Obr. 9: Spoésob vypoctu ilohy MVEE pre elipsoid bez centralizovaného stredu.

Formélne mozeme tito tlohu zapisat nasledovne:
Nech {vy,v9,...,v,} CIR™, 1 < m < n—1 su vektory neleziace na spolo¢nej nadrovine.

Elipsoid s najmensim objemom, obsahujici {vy, ve, ..., v,} je potom:

EW,0):={veR™: (v-2)W(w-1) <1},

kde® = Y1 wiv, W = =5 [30 ) wi (v — 0)(v; — )" ] ' a w* je D-optimalny névrh pre

linedrny regresny model s (m+1) dimenzionalnymi regresormi f (i) = (v, 1)T,i =1,...,n.
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3 REX (Randomized Exchange Algorithm)

3.1 Definovanie zakladnych pojmov

V tejto kapitole sa podrobnejsie pozrieme na algoritmus REX, ktorym vieme numericky
vyratat optimélny dizajn experimentu, pricom budeme vychédzat z [8]. Predtym ako
prejdeme k samotnému algoritmu si uvedieme niekolko pojmov.

Nosi¢ dizajnu w je definovany ako supp(w) = {x € X : w, > 0}. Tento nosi¢ ma
pre optimalny dizajn tendenciu byt pomerne riedky, vyrazne mensi ako n. Dokonca,
vychadzajiuc z Proposition II1.8 v [10], pozndme tvrdenie, ze vzdy existuje optimalny
dizajn, ktorého nosi¢ nemd velkost vicsiu ako 1+ m(m + 1)/2.

Za requldrny dizajn budeme povazovat také dizajny, pre ktoré bude informaéns matica
M (w) nesinguldrna. Mnozinu vsetkych reguldrnych dizajnov budeme potom oznacovat Zp
a budeme ju zatial povazovat za fixnd .

Vektor disperzie dizajnu w budeme oznacovat g(w) a jeho zlozky st pocitané ako
ge(w) = f' ()M (w)f(z), v € X,

Tento vektor disperzie sa d4 takisto vyratat aj ako

ga(w) = lim Y2l0 =M (w) +aM(e,)] — Wp(M(w))

a—04 (6]

+m,

kde Wp(M) = log(det(M)) je verzia D-optimélneho kritéria a e, je singuldrny dizajn v
bode x (t.j. x-ova zlozka normalizovaného jednotkového vektora). Vychadzajic z tohto
zapisu ndm potom hodnota g¢,(w) indikuje, aka je lokdlka miera zlepSenia, ak by sme
preniesli infinitezimélnu vdhu ndvrhu (pomer poctu pozorovani) do bodu z a z ostatnych
bodov tiito vahu ubrali. Teda inymi slovami pre nas vektor g(w) predstavuje akysi vektor
"pravdepodobnosti” jednotlivych zloziek dizajnu, ze budu aj vo vyslednom optimalnom
dizajne. Dalsfm vyuzitim vektora g(w) je, ze ho hodnotu maz,g,(w) budeme neskor
pouzivat ako kritérium na zastavenie algoritmu.

Efektivitu dizajnu w budeme merat vzdy vzhladom na iny reguldrny dizajn w (w €

Er), konkrétne
. Pp(M(w))
eff(w|w) = 3, (M (@)

Tato efektivita moze byt interpretovand ako pomer vykonanych pokusov potrebnych na

dosiahnutie pozadovanej hodnoty daného kritéria. Nech napr. eff(w|w) = 0.85, to zna-
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mend, ze na dosiahnutie rovnakého mnozstva informécii by ndm stacilo len 85% pokusov
pouzitim dizajnu w v porovnani s poc¢tom pokusov, ktoré by bolo treba pri pouziti dizajnu
w. Nech w € =g, potom ak w* je optimalny dizajn, tak podla [12] plat{

m

efftwlw*) > —— .
(whe™) = Maz e x gz (W)

Pokial je teda w nas aktudlny dizajn a jeho efektivita vzhladom na efektivny dizajn

je priblizne rovn4 1, nie je potrebné uz d'alej pokracovat vo vypocte.

3.2 Prehlad algoritmu

Nech je vektor w regularny dizajn a nech g(w) je n-rozmerny vektor disperzie jednotlivych
zloziek dizajnu w. Hodnota g, (w) potom ako sme uz spomenuli odhaduje pravdepodob-
nost, ze bod z bude v nosi¢i optimalneho dizajnu.

Zakladnd myslienka algoritmu REX je opakovane vyberat skupinu parov dizajnovych
bodov a vykonat medzi nimi optimélnu vymenu vah. Pocet tychto parov nie je fixne uréeny
a moze sa liSit medzi jednotlivymi iterdciami. Vyber tychto bodov z4visi od vektora g(w).

Algoritmus by sa dal schématicky popisat podobne ako v [8] v nasledovnych krokoch:

1. LBE krok. Pri danom aktudlnom dizajne w vyratame g(w) a nésledne vykoname

leading Béhning exchange (LBE) ako:
w 4w+ ag(w) (e — ex), (17)
kde

k € argmin{g,(w): u € supp(w)},
[ € argmax{g,(w): ue X},

a;;l(w) € argmax{P(M(w + ale, —e))) : o € [—wy, wyi]}

Optimalny krok a;;l(w) sa nazyva nulujuci ak je rovny —w; alebo wy.

Vidime, Ze hladanie optimélneho kroku oy, (w) predstavuje pre kazdu iterdciu sa-
mostatny optimaliza¢ny problém. Velkou vyhodou zabezpecujiicou vysoki rychlost
tohto algoritmu je, Ze pre kritérium D-optimality vieme tiito hodnotu vyritat ex-

plicitne. Presny vzorec najdeme v [8].

35



2. Vyber z podpriestoru. Podpriestor S z X na ktorom bude metdda pracovat je
definovany ako zjednotenie dvoch podmnozin. Jedna z nich je vytvorena takzvanym

"pazravym” procesom (Sgreeqy) & druhd je identickd s nosicom aktudlneho dizajnu

w (Ssuzip)'

e Greedy. Polozime L = min([ym],n), a vyberieme body
Sgreedy = {11, 11} CX,

kde [f prislicha k i-tej najvicsej zlozke vektora g(w).
e Nosic. Polozime
Saupp = supp(w).
Nech K je velkost nosica supp(w): K = |supp(w)].
e Aktivny podpriestor. Aktivhu mnozinu S pre body dizajnu potom definu-
jeme ako
S = Sgreedy U Ssupp-
V jednotlivych iterdciach potom uz pracujeme vyhradne len s tymito bodmi
dizajnu. V§imnime si, ze ak by ym > n alebo ak by K = n, tak S by bola cela

mnozina X, teda vSetky body dizajnu. Typicky ale dochadza k situacii, kedy

|S| < n kedy metdéda pracuje na vyrazne mensom podpriestore ako je celé X.

3. Vymeny véh v ramci podpriestoru. Dalsim krokom je $pecifickd vymena véh
medzi parmi v ramci podpriestoru S. Dizajnové body w, také, kde v € S ostanu

bez zmeny.

e Vytvorenie parov. Nech (ki, ..., kx) je rovhomernd ndhodnd permutacia Sy,
a nech (ly,...,l) je rovhomerna ndhodnd permutécia S ecay. Vytvorime po-

stupnost

(k1,01), (Koy 1)y ooy (B, )y ooy (R1y 11, (Roy U)o, (i, Ur) (18)

tvorend K x L parmi z aktivnych dizajnovych bodov.

e Vymeny. Ak LBE krok nebol nulujici v danej iteracii, postupne vykoname

vsetky P-optimalne vymeny medzi parmi bodov z 18 a néasledne dopoc¢itame w

a M(w).
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Ak bol LBE krok nulujici, postupne vykoname vsetky nulujice ®-optimalne

vymeny medzi parmi bodov z 18 a nésledne dopocitame w a M (w).

4. Pravidlo zastavenia. Po dopocitani vektora g(w) skontrolujeme, ¢i je hodnota
maz,g.(w) dostatoéne blizko 1 a ak 4no, algoritmus zastavime. Pokial nie, bude

nasledovat d'alsia iterdcia pocinajiic krokom 1.
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4 REX-DEPTH ako modifikacia algoritmu REX

4.1 Motivacia a zakladna myslienka

V predoslej kapitole sme podrobne opisali, ako pomocou algoritmu REX identifikovat jed-
notlivé body predstavujice Sum. V praxi je ¢asto podstatnejsie tieto body nielen odhalit,
ale vediet ich aj zoradit vzhladom na to, ako velmi st odlisné od zvysku datového setu.

Nech déatovy set predstavuje napr. poistné udalosti a odlahlé pozorovania st podoz-
rivé udalosti resp. potenciondlne podvody. Specidlny tim poistovne, kontrolujici tieto
podozrivé udalosti, nemd kapacitu presetrif jednotlivo kazdi z tychto udalosti. Ovela
uzitocnejsie by bolo, ak by mal k dispozicii zoznam tychto udalosti ale zoradeny postupne
od najviac podozrivej (teda najodlahlejsej) a uz vzhladom na svoje moznosti presetri
vybrany pocet.

V kapitole 1 sme sa pri metéde konvexného obalu stretli s pojmom onion peeling. 1de
o postupné odstranovanie jednotlivych vrstiev odlahlych pozorovani z datového siboru.
V danej metdde to bolo aplikované tak, ze sme vyratali dany konvexny obal a pre kazdy
bod z hranice tohto obalu sme vypocitali jeho nagkalovani Euklidovski vzdialenost od
centra. Tato hodnota pre nas v tomto pripade predstavovala uz spomenutu hibku.

Presne tdto myslienka postupného odstranovania datovych bodov vzhladom na ich
hibku nds motivovala k modifikdcii algoritmu REX.

Majme datovy subor, na ktorom raz aplikujeme algoritmus REX. Vystupom bude
vektor navrhu w s nosicom dlzky p ako aj vektor g, z ktorého vieme urcit body na hra-
nici MVEE. Tieto body na hranici elipsoidu méZeme pripodobnit k bodom na hranici
konvexného obalu pri predoslej metdde, ¢ize rovnako tak st to kandidati na odlahlé po-
zorovania a budeme ich blizsie analyzovat.

Pojem excentricita si zadefinujeme ako akusi vzdialenost daného bodu, resp. jeho
?odlahlost” od zvysku datového siboru. Cfim mé bod mensiu hibku, teda nachadza sa
d'alej od centra, tym m4 vicsiu excentricitu.

Nasou snahou bude teraz zoradit tieto body podla nami zvolenej excentricity. Za-
definujeme ju ako velkost zmeny objemu MVEE po odstrdneni daného bodu z hranice
elipsoidu (pozn.: tdto hodnota je nezapornd). Postupne odstranime vzdy jeden bod z

hranice a zaznamename si jeho prislichajicu excentricitu. Bod, ktory bude mat tiito
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hodnotu najvécsiu, teda po jeho odstraneni sa objem MVEE zmensil najviac, budeme
potom povaZovat za najodlahlejsi.

Zaznamename si ho do vektora odlahlych pozorovani, odstrdnime z nosica, vhodne
preusporiadame vahy na zvys$nych bodoch nosica (tak aby Y w; = 1) a cely postup
zopakujeme. Takymto sposobom budeme postupne "rozbalovat” vektor w aZ po nami

pozadovanu uroven.

4.2 Prehlad algoritmu

Predtym ako prejdeme ku samotnému modifikovanému algoritmu sa zamyslime ako ho
spravit ¢o najuspornejsie. Bolo by neefektivne, ak by sme po kazdom vyhodeni jedného
bodu spustali povodny algoritmus REX na ndhodnom pociatoénom navrhu. Miesto toho
by sme cheeli vyuzit informéciu z predchadzajicej iterdcie, kedze uz optimalny ndvrh
pozname.

Naprogramujeme teda novy algoritmus REX_ repeat, ktory bude fungovat velmi po-
dobne ako povodny REX, len ako vstup dostane n—1 rozmerny vektor navrhu a (n—1)xm
rozmerni maticu F. Nebudeme musiet preto pri opakovanom spuistani algoritmu vzdy
zacinat na nahodnom vektore ndvrhu, ale vyuzitim predoslej informécie a ocakdvania,
7e novy navrh sa nebude velmi 1i8if od predoglého, dostaneme vysledok uz po vyrazne
nizSom pocte iteracii.

Algoritmus bude teda vyzerat nasledovne:

1. Inicidlne spustenie. Spustime prvykrat zakladny algoritmus REX, pricom ako
vstup je n x m matica F' a nadhodny pociatocny vektor navrhu w. Ako vystup
dostaneme optimalny navrh w*, ktorého nosi¢ ma rozmer p, a aktualny objem MVEE

V.

2. Odstranenie bodu navrhu. Nésledne budeme pre kazdy bod z hranice MVEE
aplikovat nasledovny postup. Docasne odstrdnime dany bod z vektora ndvrhu a
aj z matice F. Vektor w* bude mat teraz rozmer len n — 1 ale hlavne suma jeho
¢lenov bude mensia ako 1. Vahu, ktora bola na tomto navrhovom bode preto vhodne
preusporiadame. MoZnosti je niekolko, my sme zvolili takt, Ze celd vadhu daného

bodu premiestnime na bod navrhu, ktory nebol v povodnom nosici, ale ma spomedzi
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ostatnych bodov najvyssiu hodnotu g(x). Tym vytvorime novy vektor w’.

3. Ndjdenie najodlahlejSieho bodu. Tento novy vektor w’ spolu s upravenou ma-
ticou I’ zvolime ako vstup do algoritmu REX_ repeat. Ako vystup dostaneme opét
novy optimélny néavrh (pozn.: predpokladdme, ze bude podobny tomu vo vstupe),
ale najmé hodnotu zmenseného MVEE, ktord oznacime V’. Tento postup zopaku-
jeme pre vSetky body na hranici povodného elipsoidu, pricom si vzdy zapamétame
hodnotu V’. Za najodlahlejsi bod budeme potom povazovat ten, pre ktory bude

hodnota V' najmensia.

4. Odstranovanie vrstiev. Tento najodlahlejsi bod si zaznamendme do vysledného
vektora odlahlych pozorovani a natrvalo ho odstranime z ddtového setu. Iterujeme
znova od kroku 1, pricom uz ale nespustime zakladny REX s nahodnym pociatocnym
navrhom, ale REX_ repeat s navrhom prislichajicim k danému odstranenému bodu

z kroku 2. Iterujeme az po nami zvolenu troven.

Velkou vyhodou aplikovania myslienky postupného odstrafiovania vrstiev dat v al-
goritme REX-DEPTH je najmé vyrazne vyssia rychlost celého algoritmu. Zatial ¢o v
metdde konvexného obalu bolo treba v kazdej iteracii ratat konvexny obal mnohorozmer-
nej mnoziny bodov ¢o je vypoctovo zlozité, v nasej modifikicii bude stacit zratat samotny
elipsoid ¢o je pomocou upraveného algoritmu REX_ repeat ovela efektivnejsie. Rovnako
tak pocitanie excentricity jednotlivych bodov ako zmena objemu elipsoidu je vypoctovo
nenarocna.

Presné vyjadrenie ¢asovej ndrocnosti algoritmu REX-DEPTH nepozndme, nakolko nie
je zndma ani ¢asovd naroc¢nost samotného algoritmu REX. Celt modifikdciu sme sa ale
snazili robit ¢o najviac efektivne. Zakomponovanie pridruzeného algoritmu REX_ repeat
ndm umoziuje vo vypocte vyuzivat informéciu o predoslom optimdlnom navrhu. Takisto
volba sposobu preusporiadania navrhu po odstraneni jedného jeho bodu bola zvolen4 za

ucelom dosiahnutia ¢o najvyssej vypoctovej efektivity.
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5 Porovnanie metod

V tejto kapitole spravime zaveretné porovnanie vybranych metod spomenutych v kapi-
tole 1 aj spolu s nasim algoritmom REX-DEPTH. Porovndme a zosumarizujeme niektoré
vhodné vlastnosti tychto metod, a kazdej z nich spravime a popiSeme jednoduchii nad-
stavbu, ktord pridd metéde schopnost zoradovat odlahlé pozorovania podla excentricity.
Nésledne aplikujeme metédy na datovych siboroch z roznych rozdeleni a porovname
vysledky.

V zévere kapitoly zosumarizujeme vsetky poznatky o tychto metédach v prehladnej
tabulke. Porovndme jednak vlastnosti uz popisané v kapitole 1, ako aj tie, ktoré este
popiseme v tejto kapitole.

Skisme najskor navrhnit jednotlivé nadstavby pre metédy spomenuté v kapitole 1.
Nadstavbu chceme spravit tak, aby sme si mohli vopred zvolit, kolko odlahlych pozorovan{
chceme identifikovat a tiez, aby boli vo vysledku zoradené vzhladom na ich excentricitu.

V metéde DBScan pouzivame dva parametre a to minPts a €. My budeme v nasej jed-
noduchej nadstavbe hybat iba parametrom ¢ a to tak, Ze ho budeme postupne zmengovat.
Pri velkej hodnote € odhalime len pozorovania, ktoré st vyrazne odlahlé, pri zvicsujicej
sa hodnote tohto parametra bude ich pocet narastat. Teda ¢im dlhsie nechdme algoritmus
bezaf a ¢im viac pozorovani sa budeme snazif odhalit, tym mensie bude € a teda tym
budi d'alsie odhalené pozorovania menej odlahlé.

Je zjavné, ze pri fixnom parametri minPts bude pre epsilony £; < &5 a mnoziny
odlahlych pozorovani S(g1) a S(ez) platit: S(g1) 2 S(e2). Ak pre kazdy bod v mnozine
S(ey) plati, Ze v jeho e9-okoli nie je ziaden iny bod, tak urcite nebude ziaden iny bod ani
v jeho zmensenom e1-okoli, teda bude patrit aj do mnoziny S(e1).

Presni myslienku algoritmu popiSseme v nasledovnom pseudokdde:

DBSCAN_modify (DB, minPts ,N){

vystup = zeros (N) #vysledny vektor zoradenych anomalii
T=20 #pocet doteraz odhalenych anomalii
it =1 #cislo iteracie

M = max(DB)—min (DB) #rozsah DB

while T<N:

anomalie = DBSCAN(DB, eps = M/it , minPts, norma)

41



#najdeme vektor anomalii pri aktualnom eps a fixnom minPts
for every points in anomalie:
if bod not in vystup:

#ak sa dany bod este nenachadza vo vektore vystupu

vystup [T] = bod #pridaj bod do vektora vystupu
if T > N-1:
break #skonci, po danom pocte anomalii
it +=1 }

Pre metédu One Class SVM 7zial takito nadstavba nebude mozné, nakolko metdda
nedokdze odhalit len velmi maly pocet odlahlych pozorovani (pri velmi nizkom parametri
V), ¢o je nevyhnutné pre spravne zorad ovanie. Takisto nemdme pri tejto metéde zarucend,
Ze pri rasticom v bude nové mnoZina odlahlych pozorovani nadmnozinou tej predosle;.

Preto nadstavbu tejto metdédy vynechdme a nebudeme ju ani v tejto kapitole po-
rovnavat s ostatnymi metédami.

Poslednou metédou, pre ktoru spravime nadstavbu je metéda konvexného obalu .
Pri tejto metdode nemame ziaden vstupny parameter, preto bude princip mierne odlisny
ako pri metéde DBScan.

Na zaciatku algoritmu vyratame priemer dat, ktory nazveme centrum a bude nezme-
neny pocas celého vypoctu. V prvej iteracii vyratame konvexny obal, a pre kazdy bod z
tohto obalu zrdtame naskdlovani Euklidovski vzdialenost od centra, teda jeho relativnu
vzdialenost vzhladom na rozptyl bodov v danom smere. Bod s najvic¢sou vzdialenostou
pridame do vysledného vektora anomalii a odstranime z nasich dat. Znova vyratame novy
konvexny obal a tento proces opakujeme az po dosiahnutie pozadovaného poctu bodov
vo vektore anomalii.

Princip metddy je popisany aj nasledovne:

ConvexHull_modify (DB,N){

anomalie = zeros (N)

centrum = average (DB)

for k in (1:N):
obal = ConvexHull (DB) #vyratame kvx obal DB
i=0
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for p in obal:
dist [1i]
i4+=1

anomalie [k]

delete point from DB}

DB[max( dist )]

distance (p,centrum)

#vzdial. od centra

#bod s mnajvacsou vzdial.

Pozrieme sa teda podrobnejsie na samotné porovnanie. Budeme porovnivat metédy

DBScan, metédu konvexného obalu a REX-DEPTH. Met6dy budeme postupne aplikovat

na rozne stibory 2D dat a graficky porovname vysledky.

V prvom kroku sa pozrieme na zakladni funkcionalitu metdd pri ich aplikacii na rov-

nomerne rozdelenych 100 bodoch na intervale (0,1) x (0,1). Odlahlé pozorovania budeme
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Obr. 10: DBScan, minPts = 3, = 0.1.
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Obr. 11: Metéda konvexného obalu.
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Obr. 12: REX-DEPTH s po¢tom odl. pozorovani N = 10.

Vsimame si rozdiel medzi metédami, DBScan odhali pozorovania na miestach s nizkou

hustotou, metéda konvexného obalu a REX-DEPTH naopak najdu pozorovania na okraji

datového suboru. V kazdom pripade, aplikdcia metéd na takéto rovnomerne rozdelené
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ddta nem4 velky vyznam, nakolko sa v takomto sibore skutoéne odlahlé pozorovania ani
nenachadzaju.
V druhom kroku preto porovname vsetky tri metédy pri ich aplikacii na 100 bodoch

zo samostatne navrhnutého rozdelenia. Body si generované nasledovne:

x; =ricos(p;), i =1,..,n,

y; = risin(e;), i=1,...,n,
kde r; ~ Cauchy(0,1) a ¢; ~ R(0,27). V tomto ddtovom stbore si uz vyraznejsie
odlahlé pozorovania, preto pouZzijeme nadstavby metdd a porovndme, ako zoradia tieto

pozorovania jednotlivé metédy. Vopred si zvolime fixny pocet, kolko odlahlych pozorovani

chceme odhalit (N = 8).
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Obr. 13: Nadstavba metédy DBScan Obr. 14: Nadstavba metédy konvexného obalu
aplikovana na datach zo Standardného aplikovana na datach zo standardného
Cauchyho rozdelenia Cauchyho rozdelenia.
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Obr. 15: REX-DEPTH aplikovany na datach zo standardného Cauchyho rozdelenia.

Mobzeme si na obrazkoch v&immit, Ze kazd4 z metdd zoradila odlahlé pozorovania inym

sposobom. Ned4 sa objektivne rozhodniit, ktoré zoradenie je spravne, vzdy to zdvisi najmi
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od charakteru spracovavanych dat, pripadne aj o nasej hlbsej vedomosti o nich. Mozeme
ale konstatovat, Ze kazd4 z metéd ndm vratila rozumné vysledky.

Zaujimavejsie to bude, ked rovnaké déta linedrne transformujeme, a to opit tak, ze
druhu sturadnicu natiahneme 10-krat. Overime si, ktoré z metdd su invariantné na zmenu

jednotiek, a ako to ovplyvni vysledné zoradenie.
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Obr. 16: Nadstavba metédy DBScan Obr. 17: Nadstavba metédy konvexného obalu
aplikovand na transformovanych datach. aplikovand na transformovanych datach.
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Obr. 18: REX-DEPTH aplikovany na transformovanych datach.

Na tejto ukazke sa nam potvrdilo, ¢o sme popisali v kapitole 1 a 2.2. Metéda DBScan
nie je invariantna na zmenu jednotiek, vysledne zoradenie sa lisi od predoslého, zatial ¢o

metdda konvexného obalu a REX-DEPTH déavajui rovnaké vysledky aj po transformacii.
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Vsetky doterajsie poznatky o danych metédach zosumarizujeme v nasledovnej tabulke:

DBScan OC SVM Convex Hull REX-DEPTH

Casové zlozitost O(nlog(n))  O(n?) O(nlog(n))* nezndma
Efektivne aj vo velkej dimenzif dno (O(n?*)) 4no nie ano
Odhalenie poz. medzi zhlukmi ano nie nie nie
Invariantnost na zmenu jednotiek nie nie ano ano
Nezévislost na vstupnom parametri nie nie ano ano

Tabulka 1: Porovnanie vlastnost{ metéd.

*takito Easovii zloZitost md metdda len v dvojrozmernom pripade

Z tabulky moézeme konstatovat nasledovné zdvery.

Metoda DBScan je pomerne rychla aj vo vyssej dimenzii a ako jedind z rozoberanych
metdd vie odhalit odlahlé pozorovania aj medzi zhlukmi. Nevyhodou je ale, Ze ddta musia
byt normované a metéda je velmi z4visld na volbe vstupnych parametrov.

Metdéda oporného bodu jednej triedy (One Class SVM) je o nie¢o pomalsia, najmé
kvoli nutnosti rieSenia ulohy kvadratického programovania. Vyhodou ale je, ze casovi
narocnost vypoctu neovplyviiuje pocet atribitov, teda metdda je rovnako efektivna aj
vo vysokej dimenzii. Nie je ale invariantnd na zmenu jednotiek a takisto su jej vysledky
zavislé na vstupnom parametri.

Dalsia v poradi, metéda konvexného obalu, je velmi intuitivna a v dvojrozmere aj
rychla. Je invariantnd na zmenu jednotiek a nie je nutné jej zaddvat vstupné parametre.
Jej najvicsou nevyhodou je velmi naroénd aplikdcia vo vysokej dimenzii, nakolko zrataft
konvexny obal mnozine bodov vo vysokej dimenzii je vypoctovo zlozité.

Pozrime sa na nasu metédu REX-DEPTH. Jej jedinou nevyhodou v porovnani s os-
tatnymi je, Ze sa ndm aplikovanim tejto metédy nepodari odhalit odlahlé pozorovania,
ktoré sa nachadzaji medzi zhlukmi. V pripade takychto dat by sme odporucili pouZit
metédu DBScan. V ostatnych vlastnostiach ale REX-DEPTH ostatné metédy prevysuje.
Je velmi rychly a efektivny aj vo vysokej dimenzii a nie je zavisly na vstupnych paramet-

roch, ¢o je vyhoda najmé pri spracovavani pre nds menej znamych datovych siboroch.
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Tato metoda je takisto invariantna aj na zmenu jednotiek a ako sme vysvetlili v kapitole
2.2, vie si poradit aj s posunom. Je teda invariantnd na fubovolnu afinni transforméciu.

V kombindcii s nizkou ¢asovou efektivitou vieme preto algoritmus REX-DEPTH od-
porucit ako velmi praktickd a efektivnu metédu vhodnii na odhalovanie odlahlych pozo-

rovani aj v rozsiahlych datovych stiboroch.
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6 Aplikacia

V zéaverecnej kapitole nasej prace aplikujeme algoritmus REX-DEPTH na konkrétnom
datovom subore. Graficky a slovne popiseme vsetky vysledky a vyvedieme z nich zavery
analyzy.

Déta, ktoré budeme analyzovat, pochadzaji z UCI Machine Learning Repository a
ide o rozbor fyzikalno-chemickych vlastnosti n = 6497 roznych portugalskych vin ”Vinho
Verde” a vplyv tychto vlastnosti na kvalitu danych vin.

Datovy sibor obsahuje nasledovné stfpce:

Celkova kyslost. Tvoria ju organické kyseliny, ako kyselina vinna, jablénd a mlieéna.

0 — 15, 9]

e Prchavé kyseliny. Vyjadrené vo vine ako kyselina octova. Vplyva na arému vina.

0—1,9]

e Kyselina citrénova. Hladina kyseliny citrénovej, jedno z jej vyuziti je na dodanie

sviezosti. [0 — 1, 1]

e Zvyskovy cukor. Hladina neprekvaseného cukru, vyska jeho koncentracie urcuje

sladkost alebo suchost daného vina. [0 — 65, §]
e Chloridy. Mnozstvo chloridov vo vine. [0 — 0, 611]

e Volny oxid siriéity. MnozZstvo volného SO, pouzivaného najmi na ochranu vina

pred oxidédciou. [1 — 289

e Celkovy oxid siric¢ity. Celkové mnozstvo SO, pri jeho vyssej hodnote sa zvysuje

stabilita volného SO,. [6 — 440]

e Hustota. Ovplyviuju ju vsetky zlozky vina. Sacharidy a kyseliny ju zvysuju, alko-

hol a ine prchavé latky hustotu znizujui. [0,99 — 1, 04]

e pH. Cislo uddva pH-hodnotu vina, vino s nizkym pH chut{ kyslejsie a sviezejsie,

vysoké pH podporuje bakteridlny rast vo vine. [0 — 4, 01]

e Sirany. Mnozstvo siranov vo vine. [0 — 2]
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e Alkohol. Percentudlne mnozstvo alkoholu vo vine. [1,1 — 14, 9]

e Kvalita. Znalecky urcend kvalita daného vina vzhladom na chut, voiu, konzisten-
ciu, ... Cisla st z rozsahu [3 — 9], pricom hodnotenie 3 je pre najmenej kvalitné

vino.
Pozrime sa aj na ukazku prvych 10 riadkov nasich dét:

FK PK CgHiO; 7ZC Cl VSO, C SO, hustota pH SO7 Alc. kvalita

77 041 0,76 1,8 0,611 8 45 09968 3.6 11 94 5
92 052 1 34 061 32 69 09996 12 2 94 4
78 041 0,68 1,7 0,467 18 69 09973 38 1,1 93 5
78 043 0,7 1,9 0,464 22 67 09974 13 11 94 5
86 049 0,51 2 0422 16 62 09979 33 11 9 5
78 0,48 0,68 1,7 0415 14 32 0,99656 3,9 16 91 6
8,7 0,78 0,51 1,7 0,415 12 66 099623 3 11 92 5
8,7 0,78 0,51 1,7 0,415 12 66 099623 3 11 92 5
85 046 0,59 14 0414 16 45 099702 3,3 11 92 5
91 0,76 0,68 1,7 0,414 18 64 099652 2,9 11 91 6

Takisto sa eSte pred zaciatkom analyzy pozrime na histogram vin z hladiska kvality:

Kvalita vina

2836
2138
1079
216 193
30 5
|| [
3 4 5 & 7 2 g

Obr. 19: Histogram vin vzhladom na ich ohodnotent kvalitu.
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Cielom nasej analyzy bude pomocou uvedenych vlastnosti odhalit vina, ktoré si v
nejakom zmysle odlahlé voci "Standardu” a vyhodnotit, & tato odlahlost nejako vplyva
aj na ich celkovu kvalitu. Docasne preto odstranime stipec urcujuci kvalitu vina a na
zvysnych ddtach aplikujeme algoritmus REX-DEPTH ako metédu na detekciu odlahlych
pozorovani bez ucitela. Po identifikovani nami vopred zvoleného poétu pozorovani pri-
radime tymto vinam ich skuto¢nu kvalitu a zhodnotime vysledky analyzy.

Zvolme si pocet odlahlych pozorovani, ktoré chceme odhalit N = 10. Na d4tach teraz
spustime algoritmus REX-DEPTH, pricom ako vstup mu ddme maticu s datami o vinach

a pociatoény nahodny vektor navrhu.

REX_DEPTH (data = vino, pociatocny_-navrh = random)

Pozrime sa na jednotlivé vystupy nasho algoritmu:

e Vektor indexov datovych bodov ind_out dlzky N vyhodnotenych ako odlahlé, zora-

dené na zaklade ich excentricity.

e Vektor timer dizky N, obsahujici trvanie (v sekunddch) kazdej iterdcie, teda kroky
1-4. z kapitoly 4.2.

e Vektor body_na_hranici diiky N, ktory v kazdej iteracii udéava aktudlny pocet bodov
na hranici MVEE. Toto ¢&islo zdroven udava, kolkokrat budeme v danej iterdcii

spustat algoritmus REX _repeat.

K samotnym bodom sa potom pomocou vektora ind_out dostaneme jednoducho zavo-
lanim prikazu vinofind_out/, ¢im dostaneme len identifikované odlahlé datové body aj v
poradi, v akom ich zoradil nas algoritmus.

Vsimnime si, ze ak by sme prvky vektora timer predelili prvakmi vektora body_na_hranici,
dostali by sme priemerny cas, za ktory zbehne odstranenie jedného bodu z hranice MVEE
a vyrdtanie nového (typicky zmenseného) elipsoidu na zvysnych bodoch. Tato hodnota

sa pohybuje priblizne v rozmedzi 1.5 — 3 sekundy.
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Vsetky tieto tri vektory zobrazime v nasledovnej tabulke, pricom priddme aj prislichajicu

hodnotu kvality daného vina:

ind_out timer body na_hranici kvalita

2781 66.9 34 6
4745 76.6 28 3
5049 59.7 32 4
0156 83.9 31 5
5097 68.9 35 4
2018 80.3 32 5
4886 7.2 31 7
1417 73.7 27 3
2127 63.3 29 5
3152 77.5 32 6

Radi by sme si nase vysledky aj graficky vizualizovali. Ked'Ze pracujeme s 11-rozmernymi
datami, na grafické znazornenie v 2D pouzijeme techniku Metody hlavniych komponentov
(Principal Component Analysis, skr. PCA).

Ide o metédu primarne vyuzivanti prave na takuto graficki vizualizaciu, pri ktorej
hladdme takd mnozinu linedrnych kombindci{ povodnych premennych (pozorovani), ktord
zachovéva ¢o najvacsie mnozstvo informécii o povodnych premennych (pozorovaniach) a
zaroven jej dimenzia bude mensia. Viac o tejto metéde najdeme napr. v [3].

My by sme radi zndzornili nase vysledky tak, aby sme mohli pozorovat, Ze pozorovania
identifikované nasou metédou st naozaj odlahlé. Pokial by sme len standardne aplikovali
PCA, dostali by sme sice prvé dva hlavné komponenty najlepsie opisujice cely datovy
stibor, ale po vyznaceni identifikovanych N pozorovani by sme nemali zarucené, ze po
ich projektovani do danej nadroviny definovanej tymito prvymi dvoma komponentami by
bola takato vizualizacia prinosna.

V tomto pripade by bolo vhodnejsie, ak by sme aplikovali PCA len na danych N
pozorovaniach, a do nadroviny definovanej prvymi dvoma hlavnymi komponentami pre-
mietneme cely datovy stbor.

. ) ~ , ~ ~ ’ . 7
Touto technikou budeme mat zarucené, ze nase vybrané pozorovania si v tomto roz-
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mere naozaj odlahlé. Inymi slovami, budeme sa na nase data pozerat ”v tom spravnom
smere” .

Pozrime sa na samotny vypocet. Matica X rozmeru p x N oznacuje data pre odlahlé
pozorovania (kde p = 11), matica X rozmeru p x n oznacuje cely datovy sibor. Po-
dobne vektory p a 7r oznacuju prislusné vektory strednych hodnot.. Vypocet bude potom

prebiehat nasledovne:
¥ = cov(X), kovarianénd matica pre X
¥ = UAUT  Schurov rozklad kovarianénej matice
Y = UT(X — 1) matica hlavnych komponentov pre odlahlé pozorovania
Y = U"(X — @) matica hlavnych komponentov pre vietky body
Y1,y prvé dva hlavné komponenty

Tieto body si teraz znazornime v 2D rovine, pricom farebne vyzna¢ime N bodov
identifikovanych algoritmom REX-DEPTH. Vieme, Ze algoritmus tieto body aj zoradi,

priradime preto k nim aj prislichajtice cisla:

1 2 &

=10 -

—15 1

-15 -10 -5 0 5
Obr. 20: 2D vizualizacia vysledkov algoritmu REX-DEPTH pomocou metédy PCA.

Do nasledovnej tabulky si teraz vypisme samotné hodnoty pozorovanych premennych

pre tychto N identifikovanych vin aj vo vyslednom poradi (od vrchu nadol).
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Zvyraznime pri tom niektoré vybrané hodnoty. Pod¢iarknuté a hrubim pismom su tie

hodnoty, ktoré st najvécsie (najmensie) pre danu premennt v celom datovom stubore, iba

hrubim pismom budd tie, ktoré st druhé najvécsie (najmensie) v celom stubore.

FK PK CgHgO; ZC Cl VSO, CSO, hust. pH SO? Alc. kvalita
7,8 0,965 0,6 65,8 0,074 8 160 1,038 1,3 0,69 11,7 6
6,1 0,26 0,25 29 0,047 289 440 0,993 1,3 0,64 10,5 3
9,2 0,52 1 34 0,61 32 69 0999 12 2 9,4 4
7,7 041 0,76 L8 0,611 8 45 0,99 3,6 1,1 94 5
69 1,9 0,06 2,1 0,061 12 31 0,994 1,3 043 11,4 4
73 1,7 0,09 1,7 0,178 10 89 0,996 3,3 057 9 5
6,2 0,21 0,28 57 0,028 45 121 0991 1,3 1,8 1,12 7
8,6 0,55 0,35 15,55 0,057 355 366,5 1,000 34 0,63 11 3
91 0,33 0,38 1,7 0,062 50,5 344 0995 3,1 0,7 95 5
7,6 0,25 1,1 46 0,035 51 294 0,990 3,3 043 13,1 6

Aby sme este o nieco lepsie porozumeli vysledkom, zobrazme si boxploty pre jednotlivé

premenné. Zoskupené st podla rozsahov danych premennych.

i

Cl hust.
4 é =
8 8
FK ZC Alc.

Obr. 21: Graficka vizualizacia datového suboru pomocou boxplotov.
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Moézeme konstatovat, Ze sme naozaj odhalili pozorovania, ktoré si extremdlne v nejakej
premennej. Pomocou boxplotov tiez pozorujeme, ze nase zoradenie je v stulade s vyskou
excentricity v danych premennych. Takouto analyzou moéZzeme ndsledne aj vyhodnotit,
ako takéto extrémne hodnoty ovplyviuju vyslednua kvalitu vina.

Na prvy pohlad si uz mozeme vsimnit, Ze z prvych 10 vin st az 4 nizkej kvality
(kvalita 3 alebo 4), pricom v celom datovom stibore bolo takychto nekvalitnych vin menej
ako 4% (podla obr. 19). Vina s extremalnymi hodnotami pozorovanych premennych maji
teda tendenciu byt menej kvalitné.

Pozrime sa, ako ovplyvnujui kvalitu extremalne hodnoty niektorych konkrétnych vlast-
nosti. Mozeme si napriklad vsimnit, Ze vysoké hodnoty zvyskového cukru alebo kyseliny
citrénovej nemaji negativny dopad na kvalitu. Takisto aj vino s velmi nizkym obsahom
alkoholu ma stédle dobré hodnotenie.

Naopak velmi vysoké hodnoty oxidu siri¢itého, ¢i uz volného alebo celkového, indikuji
nizku kvalitu vina. Takisto negativny dopad moze mat prili§ vysokd hladina prchavej

kyslosti.
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Zaver

Hlavnym cielom tejto diplomovej prace bolo predstavenie algoritmu REX a najméi konstrukcia
jeho nadstavby REX-DEPTH dodévajicej schopnost zoradit odlahlé pozorovania podla
ich excentricity a jej porovnanie s inymi Standarnymi metédami na detekciu takychto
pozorovani.

V prvej casti sme predstavili niekolko zndmych metéd. Vysvetlili sme zdkladny princip
ich fungovania a tiez popisali a graficky znézornili niektoré ich vlastnoti. Konkrétne
metoda konvexného obalu so svojou nadstavbou onion peelingu bola motivaciou pre nas
algoritmus REX-DEPTH.

V druhej kapitole sme predstavili ilohu MVEE a tiez tlohu hladania optimélneho
navrhu experimentu. K tlohe (15) sme odvodili Lagrangeovu dudlnu tlohu, ¢im sme
ukdzali dualitu tychto dloh. Dalej sme sa pozreli na samotni tlohu MVEE a dokézali jej
invariantnost na zmenu jednotiek ako aj poukézali na sposob riesenia pri necentralizo-
vanych datach.

Tretia kapitola bola uz zamerana na samotny algoritmus REX na vypocet tejto tlohy.
Definovali sme zakladné pojmy a néasledne vysvetlili jednotlivé kroky algoritmu.

V d'alsej kapitole sme skonstruovali nadstavbu REX-DEPTH. Uk4zali sme motivaciu
a zakladni myslienku pre tento algoritmus a spisali jeho jednotlivé kroky.

V piatej kapitole sme porovnévali nas algoritmus s metédami predstavenymi v kapitole
1. Kazdej z vybranych metéd sme spravili jednoduchi nadstavbu na zorad ovanie bodov
a porovnali a graficky vizualizovali dosiahnuté vysledky. V zavere kapitoly sme vsetky
porovnavané vlastnosti zhrnuli v tabulke 1.

V poslednej kapitole sme nas algoritmus aplikovali na konkrétnom datovom sibore,
kde sme hladali odlahlé vina na zéklade chemicko-fyzikdlnych vlastnosti tychto vin. Ta-
kisto sme analyzovali, ¢i takato netypickost v jednotlivych parametroch mé vplyv na
kvalitu daného vina. Vysledky sme graficky znazornili vyuzitim metédy PCA a zhodnotili
dosiahnuté vysledky.

Za hlavny prinos tejto prace povazujeme popisanie algoritmu REX a najmé predstave-
nie vlastnej modifikdcie REX-DEPTH schopnej odhalit odlahlé pozorovania a zdroven ich
aj zoradit na zdklade ich excentricity. Takisto sme porovnali tento algoritmus s vybranymi

znamymi metédami a poukazali na vyhodné vlastnosti nasho algoritmu ako aj vhodné
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sposoby jeho pouzitia. Do budicna by sa dalo experimentovat napriklad s volbou preu-
sporiadania véh na jednotlivych zlozkach vektora navrhu pri prechode na d'alsiu iterdciu
v modifikovanom algoritme, alebo inom efektivnom sposobe odstranovania vrstiev dat a

opakovaného spustania algoritmu s vyuZivanim spétnej informécie.

26



Zoznam pouzitej literatury

1]

[10]

[11]

Atkinson, A.C., Donev, A.N., Tobias, R.D.:Optimum FExperimental Designs, With
SAS, Oxford University Press, Oxford, 2007

Ball, J. E., Harsh, A., Wei, P.:Onion-Peeling Qutlier Detection in 2-D data Sets,
International Journal of Computer Applications, Vol.139 No.3(2016), 26-31

Chapman, K. W., Lapidus, S.H., Chupas, P.J.: Applications of principal component
analysis to pair distribution function data. Journal of Applied Crystallography Vol.48
No.6 (2015), 1619-1626

Cortes, C., Vapnik, V.: Support-vector network, Machine Learning,1-25.s, 1995

Ester, M., Kriegel, H.P., Sander, J., Xu, X. :A Density-Based Algorithm for Discove-
ring Clusters in Large Spatial Databases with Noise, Institute for Computer Science,

University of Munich, Vol.96 No.34(1996), 226-231

Gen, J., Tao, Y: Dbscan revisited: mis-claim, un-fizability, and approximation, Chi-

nese University od Hong Kong New Territories (2015), 519-530

Halicka, M.: DEA modely, ucebné texty, FMFT UK,
Bratislava, 2015, dostupné na internete (6.12.2017):
http://www.iam.fmph.uniba.sk/institute/halicka/text /Text DEA40.pdf

Harman, R., Filov4, L., Richtarik, P.: Randomized Algorithm for Computing Optimal
Approximate Designs of FExperiments, Journal of the American Statistical Associa-

tion, Vol.115 No.529 (2020), 348-361

Hossein, S., Tyrone, L.V.,: Computing the Approximate Convex Hull in High Di-
mensions, Electrical Engineering and Computer Science, Colorado School of Mines,

2016

Pazman, A.:Foundations of Optimum FExperimental Design, Springer Netherlands,

Heidelberg, 1986

Platt, J., Shawe-Taylor, J., Schélkopf, B., Smola, A., Williamson, R.:Support Vector
Method for Novelty Detection, NIPS, 1999

57



[12] Pukelsheim, F.:Optimal Design of Experiments, Society for Industrial and Applied
Mathematics, Philadelphia, 2006

[13] Titterington, D.M. Optimal design: Some geometrical aspects of D-optimality., Bio-
metrika, Vol.62 No.2(1975), 313-320

[14] Yekkehkhany, B., Safari, A. Homayouni, S., Hasanlou, M.:A Comparison Study of
Different Kernel Functions for SVM-based Classification of Multi-temporal Polari-
metry SAR Data,The International Archives of the Photogrammetry, Vol.X1.-2/W3
(2014), 281-286

o8



1

© 00 N O Ot e W N

NN NN NN —E = = s e e
Tt = W N = O © 00 N O Ot = W v = O

Priloha A

Zdrojové kédy naprogramovanych funkcii

A.0.1 REX

def REX_run(Fx, supp_ini, ver=1, gamma=4, eff=1—-1e—9, it_max=

float (" inf”), t-max=30):

f = Fx
start = time.time ()
[n,m] = f.shape

eps = l.e—24
eff inv = 1/eff
delta = 1.e—14

L = min(math. ceil (gammaxm) ,n)
iteracia = 0
supp = supp-_ini

f supp = f[supp]

w = np.zeros(n)
wlsupp] = 1/len(supp)
W_supp = w([supp |

M = np.sqrt(w_supp)*f_supp.T@Q(np.sqrt (w_supp)*f_supp.T).T

g = np.diag(f@np.linalg.solve (M, f.T))/m

isort = np.argsort(—g)

Ix_vec = np.random.permutation(isort [0:L])

K = len (supp)
kx_vec = np.random.permutation (supp)
df=pd.DataFrame(g)

while True:
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k_ind = np.argmin(g[supp])
kb = supp[k-ind]
Ib = np.argmax(g)
vec = [kb,1b]
g_kl = f[vec]|@np.linalg.solve (M, f[vec].T)
al_optLBE = min(w[kb],(g-kI[1,1]—g_k1[0,0]) /(2x(g-k!
[0,0]xg_kl1[1,1]—g_kl[0,1]*x*x2+eps)))
w[kb] = w[kb] — al_optLBE
w[lb] = w[lb] + al_optLBE
M =M+ al optLBE«(f[[1b]].T@f[[Ilb]] — f[[kb]].T@f[[kb
1)
if (w[kb] < delta or w[lb] < delta):
for 1 in range(L):
Ix = Ix_vec|[1]
for k in range(K):
kx = kx_vec [k]
vece = [kx,1x]
g_kl = f[vec]|@np.linalg.solve (M, f[vec].T)
al_opt = min(w[kx] max(—w[lx], (g_kl[1,1]—
g_k1[0,0])/(2*x(g-k1[0,0]*xg_kl[1,1]—g_kl
[0,1]*%2+eps))))
w_tempk = w[kx] — al_opt
w_templ = w[lx] + al_opt
if (w_tempk<delta) or (w_templ<delta):

wlkx] = w_tempk
w[lx] = w_templ
M=M+ al_optx(f[[Ix]].TQ@f[[Ix]] — f]]

kx|].TQf [[kx]])
else:
for 1 in range(L):

Ix = Ix_vec|[1]
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for k in range (K):
kx = kx_vec [k]
vece = [kx,1x]

g_kl = f[vec]|@np.linalg.solve (M, f[vec].T)

al_opt = min(w[kx] max(—w[lx],(g_-kl[1,1]—
g-kl1[0,0]) /(2%(g-k1[0,0]*g_kl[1,1]—g_kl
[0, 1]#%2+eps))) )

wlkx]| = w[kx] — al_opt

w[lx] = w[lx] + al_opt

M=M+ al_opt*(f[[Ilx]].T@f[[Ix]] — f[[kx]].
TGf [ [ kx| ])

supp = np.squeeze (np.argwhere (w>0).T, axis=(0,))

K = len (supp)

w_supp = w|[supp|

g = np.diag(f@np.linalg.solve (M, f.T))/m

isort = np.argsort(—g)

Ix_-vec = np.random.permutation(isort [0:L])

kx_vec = np.random.permutation (supp)

df [iteracia]=g

iteracia = iteracia + 1

end = time.time ()

if (iteracia > it_max) or (max(g)<eff_inv) or (end —
start > t_.max):

break

wsupp_best = w_supp

phi = np.linalg.det (M) *x*(1/m)
timerl = end — start
df [ 'w’]=w

return timerl , wsupp_best, iteracia , w, df,g,phi,f
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1 def REX rep(Fx, w, supp_ini, ver=1, gamma=4, eff=1-1e—9, it_max=
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A.0.2 REX_rep

float ("inf”), t_max=30):

t = Fx
start = time.time ()
[n,m] = f.shape

eps = l.e—24
eff inv = 1/eff
delta = 1.e—14

L = min(math. ceil (gammaxm) ,n)
iteracia = 0

supp = supp-ini

f_supp = f[supp]

w_supp = w[supp|

M = np.sqrt(w_supp)=*f_supp.TQ(np.sqrt (w_supp)*f_supp.T).T

g = np.diag(fQinv (M)@Qf.T) /m

isort = np.argsort(—g)

Ix_vec = np.random.permutation(isort [0:L])
K = len (supp)

kx_vec = np.random.permutation (supp)

df=pd.DataFrame(g)

while True:
k_ind = np.argmin(g[supp])
kb = supp[k_ind]
b = np.argmax(g)
vec = [kb,1b]
g_kl = f[vec]@Qinv(M)Qf[vec].T

al_optLBE = min(w[kb],(g_kl[1,1]—g_k1[0,0]) /(2%(g-kl

[0,0]*xg_kl[1,1]—g_kl[0,1]*%x2+eps)))
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w[kb] = w[kb] — al_optLBE
w[lb] = w[lb] + al_optLBE
M =M + aloptLBEx(f[[lb]].T@f[[1b]] — f[[kb]].T@f[[kb
1)
if (w[kb] < delta or w[lb] < delta):
for 1 in range(L):
Ix = Ix_vec|[1]
for k in range (K):
kx = kx_vec [k]
vec = [kx,1x]
g_kl = f[vec]@Qinv(M)@Qf[vec].T
al_opt = min(w[kx] max(—w[lx],(g_-kl[1,1]—
g_k1[0,0])/(2*x(g-k1[0,0]*xg_kl[1,1]—g_kl
[0, 1]#%2 4 eps))))
w_tempk = w[kx] — al_opt
w_templ = w[lx] + al_opt
if (w_tempk<delta) or (w_templ<delta):

wlkx] = w_tempk
w[lx] = w_templ
M=M+ al_optx(f[[Ix]].Ta@f[[Ix]] — f]]

kx]].Taf[[kx]])
else:
for 1 in range(L):
Ix = Ix_vec|[1]
for k in range(K):
kx = kx_vec [k]

vece = [kx,1x]

g_kl = f[vec]@Qinv(M)@Qf[vec].T

al_opt = min(w[kx] max(—w[lx],(g_kl[1,1]—
g k170,0]) /(2% (g_k1[0,0] g kI1[1,1] —g_kl
[0,1]x*2+eps))))
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wkx] = w[kx] — al_opt

w[lx] = w[lx] + al_opt

M =M+ al_opts(f[[1x]].T@f[[1x]] — f[[kx]].
Taf[[kx]])

supp = np.squeeze (np.argwhere (w>0).T, axis=(0,))
K = len (supp)
w_supp = w[supp|
g = np.diag(fQinv(M)@Qf.T) /m
isort = np.argsort(—g)
Ix_.vec = np.random.permutation(isort [0:L])
kx_vec = np.random.permutation (supp)
df [iteracia]=g
iteracia = iteracia + 1
end = time.time ()
if (iteracia > it_max) or (max(g)<eff_inv) or (end —
start > t_.max):
break
wsupp_best = w_supp
phi = np.linalg.det (M) *x(1/m)
timerl = end — start
df ['w’]=w

return timerl , phi, iteracia, w, g

A.0.3 Hladanie najodlahlejSieho bodu

def REX_find(w,f,g, phi_origin):

ind = np.squeeze (np.argwhere (g>1-1e—8).T, axis=(0,))
volume = np.zeros(len (ind))

Timer = np.zeros(len(ind))

I[ter = np.zeros(len(ind))

i=0

for i in ind:
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w_temp = copy (w)

maxin = np.argmax(np.where(g<l—le—8,g,0))

w_temp [maxin| += w_temp[1i]
w_temp[i] = 0
f_temp = copy(f)

f_ temp[i] = np.mean(f, axis=0)

(timerl, phi, iteracia, wonew, gnew) = REX_rep(f_-temp,

w_temp ,np.squeeze (np.argwhere (w_temp>0).T, axis=(0,))

)

volume [j] = phi
Timer[j] = timerl
Iter[j] = iteracia
j+=1

if phi < phi_origin:
w_out = copy(w_new)
f_out = copy(f_temp)
g_out = copy(g_new)
phi_origin = copy(phi)
ind_out = copy (i)

return ind_out, w_out, f_out,
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