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Abstrakt

GASPER, Jén: SIR modely s ubiidanfm imunity [Diplomovs praca], Univerzita Komenského
v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky
a Statistiky; vedica prace: Mgr. Sona Kilianova, PhD., Bratislava 2020, 57 stran.

V tejto praci sa budeme zaoberat epidemiologickymi modelmi s ubtidanim imunity s
rozsirenymi predpokladmi o dizke trvania imunity. Doteraz pouzivany predpoklad expo-
nencialneho rozdelenia dfiky trvania imunity po vyzdraveni, resp. zaockovani nahradime
vlastnymi rozdeleniami. Odvodime rovnice popisujtce tieto deje a najdeme ich numerické
riesenie. Na zaver porovname vysledky nasho modelu s vysledkami z doterajsich modelov
a ukazeme ze frekvencia epidemiologickych udalosti zavisi od Statistického rozdelenia deky

trvania imunity.

KItcové slova: SIR modely, SIRS model, Ubtidanie imunity, Integrélno-diferencidlne

rovnice, Eulerova metoda, Metoda prediktor-korektor



Abstract

GASPER Jan: SIR models with immunity waning [Master Thesis], Comenius University
in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied
Mathematics and Statistics; Supervisor: Mgr. Sona Kilianova, PhD., Bratislava, 2020, 57
pages.

In this work epidemiological models with broader assumptions on immunity waning
will be discussed. Heretofore used assumption of exponential distribution of immunity
duration after recovery /vaccination will be replaced by general distribution. We will derive
equations describing these processes, solve it numerically and compare our results with
results from previously known models. We will show that frequency of epidemiological

events depends on statistical distribution of immunity duration.

Keywords: SIR models, SIRS model, Immunity waning, Integral-differential equations,

Euler method, Adams-Bashforth method, Predictor—corrector method
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1 Uvod

V tejto praci najprv predstavime niekolko zndmych epidemiologickych modelov z triedy
SIR a potom navrhneme novy model. Tieto modely s zalozené na rozdeleni populéacie
na tych, ktori sa mozu nakazit, potom tych, ktori st nakazeni a napokon tych, ktorf
maji imunitu a nakazit sa nemozu. Z triedy SIR modelov vychddza velké mnozstvo
epidemiologickych modelov, medzi ktoré patria SI, SIS, SIRS, SEIR, SEIRS a dalsie.
V slovenskom jazyku vysla publikédcia [8], ktord prehladnym sposobom vysvetluje rozne
epidemiologické modely. Niektoré infekéné choroby, ako napriklad osypky, neposkytuju po
zaoCkovani dozivotnd imunitu, ako ukazuje ¢ldnok [4] na priklade dlhodobych pozorovani.
Preto sa budeme venovat SIRS modelu, ktory zahfiia predpoklad ubtidania imunity.

Niektoré ¢lanky, ako napriklad [3], pouzivaji tento model a skiimaju jeho citlivost na
coraz dlhsiu ocakdvanu dobu dozitia. Nakata et al. v ¢lanku [15] skima stabilitu rieseni
SIRS modelu. Rouder et al. v ¢lanku [16] pouzivaji vekovo heterogénny SIRS model, aby
optimalizovali plan ockovani. Woolhouse et al. modeluje hladinu protilatok v krvi jednica
pomocou lognormélneho rozdelenia, ktorého strednd hodnota casom klesé [19]. Z tohto
pristupu neskor vychddza aj Mossong et al [14] alebo Zibolenové et al. v ¢lanku [20], kde
st prezentované konkrétne parametre lognormélneho rozdelenia pre pripad Slovenska.

Pri budovani nového modelu budeme vychadzat z [19, 14, 20|, z ktorych prevezmeme
predpoklad o sposobe postupnej straty imunity podla lognormdalneho rozdelenia. Odvodime
sustavu dvoch obycajnych diferencidalnych rovnic, dvoch parcidlnych diferencidlnych rovnic
a jednej explicitnej rovnice, ktord popisuje sirenie choroby s predpokladom straty imunity.
Thto sustavu potom zjednodusime na dve explicitné rovnice, jednu obycajni diferencidlnu
rovnicu a jednu integralnu rovnicu. Predstavime metddy jej rieSenia a porovname vysledky
nového modelu s vysledkami SIRS modelu. Ukazeme, ze SIRS model predpoklada iny
sposob ubtudania imunity a v porovnani s novym modelom predikuje Castejsi navrat
infekéného ochorenia.

Navrhovany model publikoval autor tejto diplomovej prace ako spoluautor v ¢lanku
Mathematical Modeling of an SIR-based infectious disease model with vaccination and

waning immunity, ktory vysiel v oktébri 2019 v ¢asopise Journal of Computational Science.



2 Zname modely

V tejto kapitole predstavime niektoré SIR modely pouzivané v epidemioldgii, ako aj
predpoklady, z ktorych vychadzaju.

Zakladnou myslienkou SIR modelov je rozdelenie homogénnej populécie do troch skupin:
vnimavi (Susceptible), infikovani (Infected) a vylieéent, resp. zotaveni (Recovered).! Medzi
skupinami panuje takito dynamika: vnimav{ sa mozu nakazit pri stretnuti s infekénymi
jedincami. Infekéni jedinci sa postupom casu vyliecia a ziskaji imunitu.

Myslienka pouzif matematiku v epidemioldgii vznikla uz v roku 1926, ked sa v publikécii
[13] pouzili matematické modely na predpovedanie poc¢tu nakazenych domécnosti a pohybu
nakazy. Uz v tomto diele McKendrick spolupracoval s Kermackom, s ktorym v roku 1927
prvykrat sformulovali rovnice SIR modelu v praci [10], kde ich mozno néjst ako systém
(29).2

Pocty vnimavych, infekénych a zotavenych jedincov v ¢ase ¢t budeme oznacovat
S(t), I(t), R(t). Navyse vytvorme oznacenie pre celkovi populdciu N(t) := S(t)+1(t)+R(t).

~ ~ ’ ~ 7 X . 2 - .
V nasom znaceni budeme pouzivat nasledujiice znacnenie:

B : sila infekcie

~ : rychlost zotavenia

4 intenzita porodnosti

v : intenzita tmrtnosti

x : pravdepodobnost zaockovania

0 : intenzita straty imunity

2.1 Zakladny SIR model

Prechodom budeme rozumiet zmenu stavu jedinca, napriklad nakazenie jedinca sposobi
jeho zmenu z vnimavého na infekéného: S — I. Dvoma klticovymi prechodmi pri vetkych

SIR modeloch su:

Wo vigsine slovenskej literatiry sa prekladé ako odolni. V tejto praci véak budeme neskér rozlisovat
jedincov odolnych voéi chorobe z dovodu oc¢kovania a odolnych z dovodu prirodzenej imunity v désledku

zotavenia sa z choroby. Vzhladom na toto upravime aj preklady.
2Ak v uvedenom modeli preskalujeme parameter x — /N, dostaneme SIR model v tvare (1) - (4)

10



e nakazenie sa vnimavého jedinca od infek¢éného (S + I — 25)

e vyliecenie infekéného jedinca a nadobudnutie imunity (I — R)

Zakladny SIR model pouziva iba dva zakladné prechody — nakazenie sa vnimavého

jedinca od infekéného a zotavenie z choroby. Schéma modelu je znazornena na obrazku 1.

~

BN

vI

|
|

Obr. 1: Schéma zdkladného SIR modelu

Sustava diferencidlnych rovnic, ktora popisuje tento model ma tvar:

- )
P a1 @)
o 1) )
O ()

Posledné rovnica je jednoducym sic¢tom predoslych. Podrobné odvodenie zakladného SIR
modelu, moze Citatel ndjst napriklad v [2, 18]. V publikacii [8] st odvodené aj dalsie

epidemiologické modely.

2.2 SIR model s populaécnou dynamikou a ockovanim

Ak rozsirime model o predpoklad umierania a rodenia novych jedincov, dostavame modi-

fikdciu zakladného SIR modelu. Ak pridame prechody zodpovedajice narodeniu, ockovaniu

11



a umrtiu, dostavame

e nakazenie sa vnimavého jedinca od infek¢ného (S + I — 25)

vylie¢enie infekéného jedinca a nadobudnutie imunity (I — R)
e narodenie jedinca bez spesného ockovania® () — S)

e narodenie jedinca a ndsledné tispesné zaockovanie () — R)

umrtie jedinca (S, 1, R — ()

Znak () znaci, ze jedinec sa v danej populécii nenachddza. Graficki schému tohto modelu

~ s 0 ’
mozno najst na obrazku 2.

vN(1l —x) wS
— S —
l B
ul
I >
vNz uR
—> R >

Obr. 2: Schéma SIR modelu

Zéakladny SIR model s populacnou dynamikou a so zahrnutim ockovania je popisany
stustavou styroch diferencidlnych rovnic, pricom posledné je jednoduchym stuc¢tom troch

predchadzajuicich [8].

ds(t)

a7

SHI(t)

¥ N0 =) = s () (5)

3Niekedy sa stane, ze hoci je jedinec vakcinovany, nenadobudne imunitu. Tomuto javu hovorime

primdrne zlyhanie vakciny (angl. primary vaccine failure).

12



T = P — k) =1 ©)
%}Et) =7I(t) — pR(t) + vN(t)x (7)
P N ) - ). ®)

Medzi zakladné predpoklady modelu patri, ze dizka choroby ma exponencidlne rozdelenie
so stredou hodnotou 1/, populédcia je homogénna, ludia sa rodia a umierajii rovnomerne
a 7ze pocty jedincov v jednotlivych kompartmentoch s dostatocéne velké na to, aby sa
epidemiologické scendre dali modelovat pomocou diferencidlnych rovnic.

Niektoré jednoduchsie verzie SIR modelu neuvazuji ockovanie. V modeli (5) - (8) sa to
d4 dosiahnut tak, Ze zvolime parameter ockovania x rovny nule. TaktieZ existuji modely
bez populacénej dynamiky, ¢ize bez narodenia a umierania. Pokial v modeli (5) - (8) zvolime
mieru porodnosti v aj mieru imrtnosti p rovné nule, dostavame modely bez populacnej
dynamiky [5].

Dodajme este, ze v epidemioldgii sa Standardne uvazuje konstantna populécia, ¢o mozno
zabezpecit podmienkou ;1 = v. Tento predpoklad je standardnou sicastou kratkodobych
epidemiologickych predikeif [11]. Aby sme vSak zabezpecili vieobecnost modelu, budeme

intenzitu porodnosti a imrtnosti uvadzat oddelene.

2.3 SIRS model

Tento model rozsiruje zdkladny SIR model o predpoklad straty imunity.* Prechody v SIRS
modeli budi zhodné s predoglym modelom, avsak priddme moznost, Ze sa odoln{ jedinci

stani vnimavymi: R — S. Schému SIRS modelu mozno n4djst na obrézku 3.

4Strate imunity po ispesnom zaockovani sa hovorf sekunddrne zlyhanie vakeiny (angl. secondary vaccine
failure). V pripade, Ze takéto zlyhanie nastdva, je potrebné namiesto SIR modelu pouzit SIRS model. V

pripade osypok sa ukazuje, ze k strate imunity dochddza [4].

13



vN(1l—x) wS

5&
N
\ /
ul
OR 1 —>
vNz uR
—» R —

Obr. 3: Schéma SIRS modelu. Oproti SIR modelu na obrazku 2 je tu znarozneny prechod

R — S, ¢ize vylieteny jedinec sa stane opét vnimavym v dosledku straty imunity.

Predpokladajme, ze dizka trvania imunity mé exponencialne rozdelenie so strednou
hodnotou 1/6. K rovniciam (5) a (7) potom pribudne ¢len £0 R(t) , zodpovedajici prechodu
R — S v dosledku straty imunity [5]:

%(f) - _5% +UN () (1 —x) — pS(t) + OR(t) (9)
T =~ (0 1) (10
%it) =~I(t) — pR(t) + vN(t)x — OR(t) (11)
PO _ N ) - un o). (12)

Opéf plati, Ze v kratkodobych predikcidch moézeme povaZzovat mieru porodnosti a timrtnosti
za rovnaki: v = p, ¢im sa dosiahne nemennd velkost populdcie. Dodajme, Ze ak zvolime

parameter 6 = 0, dostaneme SIR model.’

5D4 sa ukézaf, ze pre parameter # — 0 sa SIRS model sprava asymtpoticky ako SIR model.

14



3 Novy model

Nevyhodou SIRS modelu je predpoklad exponencidlneho rozdelenia dfiky trvania imunity.
V nasom pristupe budeme vychéadzat z ¢ldanku [20], ktory predpokladd normdlne rozdelenie
dfiky trvania imunity.

Okrem troch zauzivanych kompartmentov S, I, R zavedme eSte novy kompartment
vakcinovanych V. V tomto kompartmente budu jedinci, ktori nadobudli imunitu z dovodu
ockovania pri narodeni. Opustat ho budd bud z dévodu straty imunity, alebo timrtia. N4s

model bude pouzivat tieto prechody:

e narodenie jedinca bez tispesného ockovania () — S)

e narodenie jedinca a ndsledné tspesné zaockovanie () — V)
e nakazenie sa vnimavého jedinca od infekéného (S + 1 — 21)
e vyliecenie infekéného jedinca a ziskanie imunity (I — R)

e vyliecenie infekéného jedinca bez ziskania imunity (I — S)
e strata imunity (R,V — 5)

e umrtie jedinca (S, I, R,V — ()

3.1 Ubudanie imunity

Predpoklady o rozdeleni imunity budeme ¢erpat z [12, 14, 20]. Imunita jedinca bude
urcend koncentraciou protilatok v krvi n: pokial bude koncentracia vicsia ako istd kriticks
hodnota Cy,, jedinca budeme povazovat za iminneho (bude v kompartmente vylie¢enych
R alebo vakcinovanych V); v opa¢nom pripade za vnimavého. Oznaé¢me GMT (1) =
GMT,exp (—wt) geometricky priemer koncentrécie protildtok v krvi u jedincov, ktori boli
vylieGeni, resp. vakcinovani pred ¢asom 7. Koncentricia protildtok v tele je najvyssia hned
po vylie¢eni/vakcindcii. Priemernd hodnota hladiny protilatok za¢ina na hodnote GMTj
a potom klesd exponencidlne. Parameter w oznacuje rychlost ubtidania imunity. Dalej
predpokladajme, ze n(7), teda koncentrécia protilatok v ¢ase 7 od posledného vyliecenia,

resp. vakcinacie, je ndhodna premenna s lognormalnym rozdelenim:
Inn(r) ~ N (In(GMTy) — wr, 07,

15



kde o2 je disperzia. Budeme pouzivat hodnoty parametrov GM T, = 1914, w = 0.069, o =
0.92, Crir = 150 z ¢ldnku [20]. Grafické znazornenie rozdelenia hladiny protilatok mozno

ndjst na obrazku 4.

—— GMT(7)
— Clwf
103 1
107
=
=
10" 4
100 1
0 2 40 60 ) 100
T
5000 1
— GMT(7)
— Cl‘nf
4000 |
30001
=
=
2000
1000
U,
0 20 40 60 0 100

Obr. 4: Hladina protilatok v krvi. Okrem geometrického priemeru hladiny protilatok v case 7,
GMT(7) je zndzorneny pés, v ktorom sa nachédza 68% jedincov. Cervenou kritickd hodnota
protilitok. Casové premennd 7 je merand v rokoch a peremennd 7 mé jednotky mIU/ml. Horny

obrazok ma logaritmicku skdlu, dolny obrazok linearnu.

Pre praktické vypocty bude vyhodné poznat normovani premenni 7 tak, aby mala

16



nulovi stredni hodnotu a jednotkovi disperziu:
Inn — In(GMTp) + wr
o

~ N(0,1).
Pre kladny ¢as 7 od posledného vylie¢enia, resp. vakcinacie, bude pre pravdepodobnost
straty imunity platit:

Pr(n(7) < Cirit) = Pr(Inn(7) < In Ckpit)
_py (lnn — In(GMTy) + wr _ In Crpie — In(GMTp) + wT)

o o
_ (ln Crrit — In(GMT,) + wT)
o
_ (ln(Ckm-t/GMTo) + w7'>
o

kde @ je distribucna funkcia normélneho rozdelenia s nulovou strednou hodnotou a jednot-
kovou disperziou.

Ozna¢me P(7) doplnkovii pravdepodobnost, teda pravdepodobnost, Ze jedinec nestrati

imunitu za ¢as mensi ako 7:
ln(C’km/GMTg) + w7>

P(r)=1-@ ( .
— (ln(GMTO/Ckm) B 'LUT) |

o

(13)

¢o plati pre 7 > 0. Grafické zndzornenie funkcie P mozno najst na obrazku 5.

1.0 4

0.81

0.0

Obr. 5: Pravdepodobnost udrzania imunity podla ¢asu od vyliecenia, resp. vakcindcie. Premennd

T sa meria v rokoch.
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Dosledkom uvedenych predpokladov je aj to, ze niektori jedinci Po vylieceni nena-
dobudnt imunitu. Vyéislenim funkcie P(7) v ¢ase 7 = 0 dostaneme pravdepodobnost
P (M) = 0,00282 > 0, teda priblizne 0,282% vylie¢enych jedincov nebude mat
v okamihu vyliecenia dostatocnii hladinu protildtok na to, aby sme ich povazovali za
imunnych. Z tohto dévodu uvazujme prechod I — S s intenzitou (1 — P(0)), ¢o su jedinci,
ktori sa sice vyliecia, ale imunitu nenadobudnt.

Pre tych, ktor{ imunitu nadobudnt, bude mat dekumulativna distribucnd funkcia®
dfiky trvania imunity tvar:

Q(7) == P(7)/P(0). (14)
Mozno ju chapat ako dekumulativnu distribuént funkciu doby trvania imunity za pod-
mienky, ze jedinec nadobudne imunitu.

Strednd doba trvania imunity, po vylieceni je [ P(7)dr = 36,92 rokov. Strednd doba
trvania imunity za predpokladu, Ze ju jedinec nadobudne je fooo Q(1)dT = 37,02 rokov.

3.2 Rovnica pre infekénych

Ked'Ze dodatocné predpoklady nasho modelu sa tykaji iba vnimavych a odolnych jedincov,
rovnica pre infekénych bude mat rovnaky tvar ako v predoslych modeloch. Za maly ¢asovy
krok h sa pocet infekénych jedincov zmeni takto:

SI()

I(t+h)=1I()+p N (D)

h— yI(#)h — ul(t)h, (15)

¢o po uprave a limitnom prechode pre h — 0 dava:

dI(t)
at

S(HI(t)
N(t)

= = I(t) = pl(2). (16)

Tito rovnicu mozno riesit explicitne, pokial st zndme funkcie S(t) a N(¢):

IO _ ss)/N )~ -

dInI(t) = BS(t)/N(t) =~ —n

Ini(t)+C = /BS(Z)/N(Z) — v — pdz

6V literatire znama aj ako funkcia preZita (angl. survival function). Je dand ako rozdiel jednotky a

kumulativnej distribuénej funkcie.
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t

— [ B8N G~ (1 +

I(t) = Cexp / BS(2)/N(2)dz — (7 + p)t

kde integra¢ni konstantu C' dourcéime tak, aby bola splnend pociatocna podmienka.

Dosadime cas t = 0 a dostaneme:
0
10) = Cexp | [ B8Nz (74 )0
0
= Cexp(0—0)
=C

Teda mozeme napisat explicitne vyjadrené I(t), ak pozndme S(t) a N(t):

1(t) = 1(0) exp / BS(2)/N(2)dz — (7 + p)t (17)

7 tohto tvaru vyplyva, Ze pocet infekénych jedincov v modeli nebude menit znamienko.
Vychédzajic z kladného poctu infekénych jedincov 7(0) > 0 budeme mat potom zaruceny
kladny pocet infekénych jedincov v kazdom ¢ase I(t) > 0 pre vsetky ¢ > 0. Vztah (17)

vsak nebudeme pouzivat na numerické uéely, nakolko vykazuje velkd mieru nestability.”

3.2.1 Reprodukéné cislo

Z rovnice (16) vieme povedat, ¢i choroba prepukne, alebo nie. K prepuknutiu dojde, ak
pocet infekénych bude rast, ¢ize

dI(t)

I >0
B = (D)~ ul(0) >0
6% —7—p>0

% >%. (18)

"Pokial dok4dzeme numericky spocitat integral v exponente fg BS(2)/N(z)dz s chybou &, potom I(t)
vypocitané podla vztahu (17) bude exp(g)-krat viicsie. Numerickd chyba na tirovni jednotiek pri vypocte

integralu sa potom prejavi ako radova vychylka pri uré¢ovani poctu infekénych jedincov.
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Hodnota /(v 4 p) pre nds model sa v epidemiolégii nazyva reprodukéné céislo a znaci
sa Ry. Oznacuje pocet vnimavych jedincov, ktorych by nakazil jeden infekény pocas doby
infekénosti v plne vnimavej populdcii. Pre takdto populdciu bude lava strana rovnice
(18) rovné takmer jednej. Z tohto dévodu sa v matematickej epidemiolégii porovnéva
reprodukéné cislo s hodnotou jeden.

V pripade, Ze iba ¢ast populdcie je vnimavd, jeden ¢lovek nakaz{ N (t)/S(t)-krdt menej
Tudi. Mozeme tak zaviest efektivne reprodukéné ¢islo, ktoré bude mat v nasom modeli tvar
B/(v+mp)-S(t)/N(t) a bude oznacovat priemerny pocet ludi, ktorych nakazi jeden infekény
jedinec pocas doby infekénosti v skutoénej populdcii. Pokial je efektivne reprodukéné éislo
vicsie ako jeden, bude poéet nakazenych v skutoénej populdcii rést.® Viac o reprodukénom
¢isle mozno néjst v [9].

Z nerovnosti (18) vyplyva, ze k prepuknutiu choroby déjde, pokial podiel vnimavych
jedincov v populacii S(t)/N(t) prekro¢i hranicu 1/Ry, resp. pocet vnimavych jedincov
prekroci kritickd hodnotu Sk ()N (t)/Ro. Interpretdciu mozno najjednoduchsie ilustrovat
na priklade. Osypkam sa podla [8] odhaduje hodnota reprodukéného éisla okolo 15, ¢ize
jeden nakazeny by v plne vnimavej populdcii nakazil 15 d'alsich jedincov. Pokial je vsak
14 z nich voci osypkam odolnych, jeden infekény jedinec nakazi v priemere iba jedného
d’alsieho. Pocet infekénych jedincov tak bude stagnovat, pokial bude 14/15 populdcie
imtnnej a bude klesat, pokial bude podiel odolnych jedincov este vyssi. Tomuto javu

hovorime kolektivna imunita.?

8Efektivne reporodukéné éislo mozno vypocitat uz v ¢ase t = 0 z pociatoénej podmienky. Pokial je
pociatotnd podmienka zvolend tak, ze N(t)/S(t) > Rp, mozeme otakdvat scendr, v ktorom choroba

prepukne.
9Proti sireniu choroby mozno bojovat preventivnym o¢kovanim a néaslednym budovanim kolektivnej

imunity, pokial je vakcina k dispozicii. Pokial vakcina k dispozicii nie je, proti sireniu ochorenia mozno
bojovat tak , Ze sa nechd nakazit dostatoénd ¢ast populdcie v kratkom ¢ase, aby sa ém skor vybudovala
kolektivna imunita. Tento spésob vSak mozno pouzit iba v priapde infekcii, ktoré nemaji vaznejsie
priznaky. Tret{ typ je zniZovat silu infekcie 3, napriklad prisnejsim dodrZiavanfm hygienickych opatrent,

alebo obmedzenim vzijomného stretdvania sa obyvatelstva.
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3.3 Rovnica pre vyliecenych
3.3.1 Predpoklady

V tejto casti sumarizujeme vSetky poznatky dolezité na to, aby sme odvodili parcidlnu
diferencidlnu rovnicu pre pocet odolnych R.

V diskrétnom modeli oznacme R(t, T) pocet odolnych v ¢ase ¢, ktori boli naposledy
vylieeni v ¢ase pred 7. V kazdom ¢asovom intervale od t — h po t vyzdravie podla (15)
I(t — h)vh jedincov. Vylieceny jedinec bude s pravdepodobnostou 1 — P(0) opét vnimavy
a s pravdepodobnostou P(0) bude mat imunitu s rozdelenim danym dekumulativnou
distribu¢nou funkciou Q(7), ktori sme definovali v kapitole 3 rovnicou (14). Navyse s prav-
depodobnostou (1 — ph)™" nedéjde k jeho timrtiu. Pravdepodobnost, Ze vylieceny jedinec
bude 7 od vylie¢enia mat imunitu, bude rovna P(0)Q(7)(1 — uh)™/". Kedze strata imunity
a tmrtie st nezavislé udalosti, pravdepodobnost, Ze jedinec nestrati imunitu a zarovein
prezije cas 7 po vylieceni, resp. vakcindcii je sucinom ¢iastkovych pravdepodobnosti.

Potom bude podla zdkona velkych éisel platit:
]é(t, 7) = 1(t — 7 — h)yhP(0)Q(7)(1 — puh)™™". (19)

Specidlne pre 7 = 0 plati:

R(t,0) = I(t — h)yhP(0), (20)

takze v case t — 7 muselo platit:

R(t —71,0) = I(t — 7 — h)yhP(0). (21)
Ak pravu stranu rovnice (19) vyjadrime v terminoch rovnice (21), dostavame:
R(t,7) = R(t = 7,0)Q(7)(1 — ph)™™". (22)

Vsimnime si, Ze z rovnice (19) po limitnom prechode h — 0 ostane trividlna rovnost
0 = 0, ¢o pre nds nemd Zziadnu vypovedni hodnotu. Tomuto sa d4 predist: normujeme
funkciu R(t,7) velkostou casového kroku: R(t,7) := R(t,7)/h. Potom sa rovnost (22)
zmeni na

R(t,7) = R(t — 7,0)Q(r)(1 — h)™/™". (23)

Takto upravena rovnica sa potom sprava stabilne pre h — 0 a tak bude moZné urobit

limitny prechod a dostat spojity model.

21



3.3.2 Odvodenie parcialnej diferencialnej rovnice pre vyliecenych

Teraz odvodime parcidlnu diferencidlnu rovnicu pre R(t, 7). Rovnica (23) mus{ platit aj

po malom ¢asovom kroku h:
R(t+h, 7+ h) = R(t — 7,0)(1 — ph) /" 1Q(r + h) (24)

Predpokladajiic kladnost R(¢,T) pre kazdé ¢, 7,'° podelenim rovnic (23) a (24) dostaneme:

R(t,7) _1 Q(7)
R(t+h,7+h) (L= uh) Q(7 +h)

(25)

Casovy krok h mé byt dostatocne maly, takze veli¢ina (1 — ph) bude priblizne rovnd jednej.
Funkcia @, ako sme ju definovali v (14) je kladna. Vyraz na pravej strane je teda dobre
definovany.

Logaritmovanim oboch stran ziskame:
ImR(t,7)—InR(t+h,7+h)=—In(1l—ph)+nQ(1) —InQ(7 + h)

Pripo¢itanim §pecidlnej nuly k lavej strane a predelenim ¢asovym krokom h dostaneme:

InR(t,7) —InR(t+ h,T) N InR(t+h,7) —InR(t+ h, 7+ h))
h h

InQ(1) —InQ(r+h) In(l— ph)

h h

Po limitnom prechode h — 0 mame ziskame parcialnu diferencialnu rovnicu pre In R:

Oln R(t, 1) N OlmR(t,7) dnQ(7)
ot or N dr

—p

. . . s . s . . ’ ~ ~ )
V tejto rovnici sa nachddza derivacia logaritmu, ktord este mozno upravit:

1 OR(t,T) 1 OR(t,7) 1 dQ(r)
R(t,7) ot +R(t,7') or _Q(T) dr s

respektive v tvare

OR(t,7) = OR(t, 1) Q'(1)
T + o = R(t,T) (Q(T) — u) , (26)

0U7 sme ukazali, ze I(t) > 0 pre kazdé t > 0. Pokial Q(7) > 0 pre kazdé 7 > 0, v rovnici (19) je

potom na pravej strane siéin iba kladnych &isel. Pokial obe strany rovnice predelime ¢asovym krokom h,
dostaneme R(t,7) > 0, pokial t — 7 — h > 0. AvSak aj pre pripad nulovej hodnoty R(t,7) pre niektoré ¢,

sa ukdze, ze odvodend rovnica pre kompartment vylieéenych R bude platit.
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ktory bude platit aj v pripade, Ze by niektoré R(t,7) bolo nulové.
Okrajovi podmienku pre tuto parcialnu diferencidlnu rovnicu dostaneme normovanim
rovnice (20):

R(t,0) = I(t — h)yP(0), (27)
respektive po limitnom prechode h — 0:
R(t,0) = I(t)yP(0). (28)

Celkovy pocet odolnych R(t) potom bude v diskrétnom modeli
R(t) = R(t,ih)
i=0

= f: R(t,ih)h
=0

a v spojitom modeli

R(t) = /000 R(t, z)dz.

3.3.3 Overenie rovnice

V tejto casti overime, ze odvodend rovnica naozaj dobre popisuje deje, vyvoj poctu
vyliecenych jedincov podla rovnice (23). Clen (1 — ph)™/" viak déva zmysel iba pre

diskrétny ¢as a pre spojity model ho nahradime jeho limitnym ekvivalentom exp(—pur):

R(t,7) = R(t — 7,0)Q(T) exp(—puT). (29)

Potom plati:

aRétt, 7) 4 aRa(tT, 7) _% (R(t —7,0)Q(7) exp(_,UT)> + % (R(t —7,0)Q(7) eXP(—,UT)>

=28~ 0)Q() exp(—pm) + T (¢~ 7. 0)(~1)@Q(r) exp(—p7)
+ R(t = 7,0)Q'(7) exp(—p7) + R(t — 7,0)Q(7) exp(—p7)(—p)

=R(t — 7,0)Q(7) exp(—ur) (g((:)) - u>
()

¢im je overend platnost rovnice (26).
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3.4 Rovnica pre vakcinovanych

Analogicky k rovnici (23) bude pre kompartment vakcinovanych platit:
V(t.7) = V{t —7.00Q(r)(1 — uh)" (30)
pricom okrajova podmienka bude:
V(t,0) = N(t — h)vxP(0). (31)
V spojitom modeli bude platit rovnica
V(t,7) =V (t—1,0)Q(7) exp(—put), (32)

resp. parcialna diferencialna rovnica:

ov(t,r) ov(tT) . Q'(1) B
ot VT (Q(T) “) (33)
s okrajovou podmienkou
V(t,0) = N(t)vzP(0). (34)

3.5 Rovnica pre vnimavych

Aby sme odvodili rovnicu pre kompartment vnimavych, pozrime sa na prechody medzi
kompartmentami, tykajice sa vnimavych. Vnimavi jedinci pribidaju alebo odbudaju

piatimi sposobmi:
e narodenim bez tspesného ockovania
e zaockovanim, avSak nenadobudnutim imunity
e vyliecenim, avSak bez vzniku imunity
e stratou imunity vylie¢eného/ockovaného jedinca
e Umrtim

e nakazenim
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Za maly ¢asovy krok h teda bude platit:

novonaroden{, novonarodeni, zaoc- vyliecent,
nezaotkovani  kovani, bez imunity bez imunity
7\ 7\ 7\

Ve

S(t+ h) =S(t) + N(t)v(1 — 2)h+ N(t)va(l — P0))h + I(t)yh(1 — P(0))

+ ARstrcnt + A‘/straé_ S(t):uh - 5 S(t)l(t)/N(t)h
~~ S— N -

-~

stratili imunitu  zomreli novonakazen{

Problémom je urcenie ¢lenov ARgqi, AVisirar TePrezentujucich vyliecenych, resp. vakci-
novanych jedincov, ktori pocas ¢asového kroku A stratili imunitu.
3.5.1 Strata imunity vyliecenych

V tejto casti vycislime ¢len ARgy.q; pre diskrétny aj spojity model. Uvazme, podobne ako

pre vnimavych, vSetky prechody tykajice sa kompartmentu vylieCenych:
e vyliecenim a vznikom imunity
e Umrtim
e stratou imunity

A~ ’ )
Potom mozeme napisat:

celkovy pocet vylie- celkovy pocet vylie-

¢enych v case t+h cenych v case ¢ novovyliecen{
-~ é ~ = s imunitou

——
S R(t+hih)h = Y R(tih)h  + I(t)yhP(0)
i=0 1=0

_ R(t, Zh) h,uh - ARstTat )
i=0

= ~ stratili

1munitu

-

novo zomreli

respektive:

ARy =Y R(t,i h)h + I(t)yhP(0)
=0

— Y " R(t,ih)h ph =Y " R(t + h,ih)h.

=0 i=0

Poslednti sumu rozdelime zvlast na prvy séitanec a na zvysok:

ARy =Y _ R(t,ih)h+ I(t)yhP(0)
=0
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oo oo

— Y " R(t,ih)h ph — R(t + h,00h = > R(t + h,ih)h.

=0 i=1

Clen R(t + h,0) je podla (27) rovny I(t)yP(0). Dalej jednotlivé scitance R(t + h,ih)

nahradime podla (25) vyrazom R(t,ih — h)(1 — ph) Qcégﬁ)h) Dostdvame rovnost:

ARy =Y R(t,ih)h + I(t)yhP(0)

i=0
— ) R(t,ih)huh — I(t)yP(0)h
=0
- . Q(ih)
— R(t,ih — h)(1 — ph)————"=h
Posunieme scitaci index poslednej sumy ¢ = 5+ 1, j = 0,...,00 a vykratime clen
+1(t)yhP(0):
ARy =Y R(t,ih)h
i=0
— Y " R(t,ih)h ph
i=0
- . Q(jh + h)
— Y R(t,jh)(1 — ph)~————=h
> (= )=

Podiel % vycislime, ak si citatel aj menovatel vyjadrime zo vztahov (23) a (24):

ARy =Y R(t,ih)h

1=0

— ) R(t,ih)h ph
1=0
- . R(t + h,jh+h
=3 R, jh)(1 — by B P Ih )
=0

R(t, jh)(1 — ph)

= i R(t,ih)h

=0

- i R(t,ih)h ph (36)

=0

— Y R(t+h, jh+h)h

J=0

Prvi a tretiu sumu spojime do jednej, prenasobime $pecidlnou jednotkou a dostavame:

ARy =hY R(t,ih) — R(t+ h,ih+h) = > R(t,ih)uh
=0 =0
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=

ARstrat - R(t7 Zh) - R(t + h, ih + h) > .
> 3 h— " R(t,ih)uh

i=0 i=0
Teraz urobime limitny prechod h — 07.

o [e.e]

dng;t@) :_/(8R(tt,7) +(9R(Tt,7))d7_lu/R(t7Z)dz

OR(t,T) OR(t,T)
t + T

je podla rovnice (26) rovny R(t,T) (%’((TT)) — ,u). Po dosadeni mame

Vyraz

pripraveny clen do spojitého modelu:

st i35 )

o0

S / Rt 1)L gy (37)

Q(r)

V diskrétnom modeli pouzijeme upravenu rovnicu (36).
ARy =Y R(t,ih)h
i=0

— ) R(t,ih)ph?

1=0

- i R(t,ih)h (1 — ph) — f: R(t + h, jh+ h)h. (38)

3.5.2 Strata imunity vakcinovanych

Zopakujuc ten isty postup mozeme prist k vyjadreniu pre vakcinovanych jedincov, ktori

stratili imunitu. Analogicky k rovnici (38) v diskrétnom modeli budeme mat:

AVipar = > _V(t,ih)h (1 = ph) = > V(t + h, jh + h)h. (39)
i=0 =0
V spojitom modeli bude analégiou k (37) rovnica

o0

—stth;t(t) = —/V(t,ﬂ%dr (40)

0
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3.5.3 Diferencialna rovnica pre vnimavych

Vyjdeme z bilanénej rovnice (35). V diskrétnom modeli dosadime vypocitané ¢leny A Rgrqr
a AViq 20 vztahov (38) a (39), ku ktorym pripo¢itame Specidlnu nulu I(¢)hyP(0) —
R(t + h,0)h, resp. N(t)vhzP(0) — V(t + h,0)h.M

Clen ARgypar potom vypocitame ako:

ARunat =3 R (1= k) + 1(0)71P(0)

— R(t+ h,0) —iR(tJrh,thrh)h
=R(t) (1 — ph) + I(t)yhP(0) — R(t + h) (41)

a clen AV, ako:

AVipar = Y _V(ti-h)h (1= ph) = > V(t+ h, jh+ h)h

i=0 =0

—V(1)(1 - h)
Dosadenim tychto vyrazov do rovnice (35) potom dostavame:

S(t+h)=S(t) + N(t)v(l —x)h + I(t)yh(1 — P(0)) + N(t)vz(1 — P(0))h
+ ARstrar
+ AVstrat
— S(t)uh — B S(E)I(t)/N(t)h

=S(t) + N(t)w(1 — 2)h + I(t)vh(1 = P(0)) + N(t)vz(1 — P(0)h
+ (1= ph)R(t) — R(t + h) — I(t)yP(0)
+ (1= ph)V(t) = V(t + h) — N(t)vaP(0)
— S(H)ph — B SMI{)/N(t)h.
Aby sme dostali rovnicu pre spojity model, upravime rovnicu (42). Od oboch strén

odé¢itame S(t) a predelime casovym krokom h. Za ¢leny AR & AViyqr dosadime vyrazy

UTo, ze I(t)hyP(0) — R(t+h,0) = 0, vidno z rovnice (19). Nulovost vyrazu N (t)vhxP(0) -V (t+h,0)h

zas mozno lahko overit z rovnice (31).
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(37) a (40). Limitnym prechodom h — 0 dostavame:

%Y) =N(t)v(1 —z)+ I(t)y(1 - P(0))
+ N(t)va(l — P(0)) — S(t)u — ﬁsﬁ%@ (43)
[ frongn

3.6 Cely model

Teraz mozeme pristipit k zosumarizovaniu vyssie uvedenych rovnic do tiplného modelu,
opisujuceho vyvoj poc¢tu vnimavych, infekénych, vyliecenych a vakcinovanych jedincov v

priebehu casu.

3.6.1 Diskrétna verzia modelu

V diskrétnom pripade mé tento model nasledovny tvar:

SI()

I(t+h)=I(t)+ ﬁwh — I(t)ph — I(t)vh (44)
R(t + h +ih,ih) =yI(t)P(0)(1 — ph)'Q(ih) pre vsetky i > 0 (45)
V(t+h+ih,ih) =N(t)vhaP(0)(1 — ph)'Q(ih)  pre vetky i > 0 (46)

S(t+h)=S(t)+ N(@t)v(l —x)h+ I(t)yh(1 — P(0))
+ N(t)vz(1 — P(0))h

+ Y R(t,ih)h (1 — ph) = > R(t+ h,ih + h)h
=0

— (47)
ES VR (- ) — SV b+ hh
O s,

N(t+h) =S(t+h)+I(t+h) +§:R(t+h,ih)h+§:V(t+h,ih)h (48)

i=0 i=0
. , . , . . ., . ~ 7 )
Poradie, v ktorom su rovnice uvedené, je poradie, v ktorom sa maju rovnice pocitat,

tak, aby vSetky premenné na pravej strane uz mali znamu hodnotu.
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3.6.2 Spojita verzia modelu

V spojitom pripade bude mat model tvar:

%@ —N(#)w(1 - z) + I(H)7(1 - P(0))
N1 = P(O) — 50— 5
: /< SLCuP /< 2,
T =7 10 - i)
i, i3,
i sy (8-

pri okrajovych podmienkach R(t,0) = ~vI(t)(1 — P(0)), V(t,0) = N(t)vazP(0).
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4 Zjednodusenie modelu

4.1 Rovnica pre vyliecenych

Uvedeny model sa d4 zjednodusit. Do rovnice pre pocet vyliecenych v case t

= f: R(t,ih)h
=0

vieme dosadit vyraz R(t,T) z rovnice (23). Nasledne dosadime okrajovii podmienku (27).

Dostavame:

R(t) = i R(t —ih,0)Q(ih)(1 — uh)'h

Z (t —ih — h)yP(0)Q(ih)(1 — ph)'h.

=0

Po ¢asovom kroku h musi platit:
R(t+ h) Z I(t — ih)yP(0)Q(ih)(1 — ph)'h, (54)

¢im dostavame rovnicu pre vyliec¢enych.
V spojitom modeli bude pocet vyliecenych

o0

R(t) = /I(t — 7)vP(0)Q(7) exp(—put)dr.

0
4.2 Rovnica pre vakcinovanych

Pre kompartment vakcinovanych urobime podobne, ¢im dostaneme pre diskrétny model

rovnicu

V(t+h) = i N(t —ih)vzP(0)Q(ih)(1 — uh)'h (55)

=0

a pre spojity model
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4.3 Rovnica pre vnimavych

V diskrétnom modeli ako rovnicu pre pocet vnimavych zoberieme tvar (42). Této rovnica
sa odvolava iba na celkové pocty vnimavych a vakcinovanych a nepotrebuje tidaj o tom,
kedy sa jedinci nakazili.

Pre rovnicu v spojitom modeli dosadime do rovnice pre vnimavych (49) vyjadrenie
poctu vyliecenych (23) a okrajovii podmienku (28). Analogicky pre vakcinovanych dosadime

¢leny (32) a okrajovii podmienku (34). Dostédvame:

%f) —N(#)w(1 - z) + I(H)7(1 - P(0))
S(1)I(t)

N(t)

+ N(va(l — P(0) — S(t)u — B

I(t = 7)yP(0) exp(—p7)Q'(T)dr

N(t — 7)vzP(0) exp(—ur)Q'(7)dT.

0\8 0\8

4.4 Cely zjednoduSeny model

Po tychto tipravdch mozeme zhrnif rovnice popisujiice zjednoduseny model. Vsetky tipravy,
ktoré sme vykonali boli ekvivalentné, teda zjednoduseny model dava tie isté vysledky ako

povodny. Je vsak vypoc¢tovo menej naroény, o ¢om bude re¢ v kapitole 6.2.

4.4.1 Diskrétna verzia modelu

Cely diskrétny model bude mat tvar:

St

I(t+h) =I(t) + BW — I(t)ph — ~I(t)h, (56)
R(t+h) = Z I(t —ih)yP(0)Q(ih)(1 — uh)'h, (57)
V(t+h) = i N(t —ih)vozP(0)Q(ih)(1 — uh)'h, (58)
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S(t+h)=S(t)+ N({t)v(l —x)h
+ I(t)yh(1 = P(0)) + N(t)vz(1 — P(0))h
+ (1= ph)R(t) — R(t + h) — I(t)yP(0)
+ (1= ph)V(t) — V(t + h) — N(t)vzP(0)
— S()uh — B SE)I(t)/N(t)h,

N(t+h)=St+h)+I(t+h)+R(t+h)+V(t+h),

4.4.2 Spojita verzia modelu

Spojity model bude mat tvar:

B =N (1 - 2) + 1071 - PO)
+ N(t)vz(1 — P(0)) — S(t)u — B%égt)

I(t — 7)yP(0) exp(—uT)Q'(T)dr

— pl(t) = ~I(t)

/I (t — 7)yP(0) exp(—p7)Q(T)dT
0

:/N (t — 7)vxP(0) exp(—ut)Q(7)dr
0

N(t) =5(t) + 1(t) + R(t) + V(1)
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5 Porovnanie nového modelu a SEIR modelu

Pokial v nasom modeli zvolime krivku Q(7) = exp (—67) a hodnotu P(0) = 1, dostdvame
model, ktory sa nelisi od SIRS modelu. Tito zhodu modelov teraz dokazeme. Dokaz
urobime pre oba modely - pred zjednodusenim, aj po nom.

Diferencialna rovnica nasho modelu pre infekénych jedincov je rovnaka ako (10),
podobne ako aj rovnica pre celkovii populdciu je zhodnd s rovnicou (12). Pocet vnimavych
jedincov moZeme v oboch pripadoch vypoéitat ako rozdiel celkovej populdcie a ostatnych
kompartmentov. Ostéva dokdzat zhodu v rovnici pre jedincov s imunitou. V SIRS modeli
vsak nie su odliseni jedinci, ktori nadobudli imunitu z dovodu ockovania a ti, ktori nadobudli
imunitu z dovodu prekonania choroby, preto musime séitat kompartment vakcinovanych

a vyliecenych:
(R(t,7)+V(t,7))dr (66)

(1t =y PO)Q(r) exp(—p7)
(67)

FN(t — 1)z P0)Q(7) exp(—,u7)>d7'

4
dt

(1t = T)vexp(—(u+6)7)

0\8

+N(t — 7)veexp(—(u + 6’)7’))6[7‘.

Vyraz (66) zodpovedad poctu derivécii poctu jedincov s imunitou v modeli pred zjed-
nodusenim. Vztah (67) je ekvivalentny dosadeniu okrajovych podmienok (27) a (31) a
ndslednym vyriesenim podla (29) a (32). Zdroveii je to vyraz pre derivdciu celkového poctu
jedincov s imunitou v spojitom modeli.

Pre kladny parameter § moZeme vymenit poradie integralu a derivécie:

PO R
_1_%]\[(75 — T)vrexp(—(pu + 9)7')>d7—

= /(1’(t — 7)yexp(—p +0)7)

0
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+ N'(t — T)vzexp(—p + «9)7))0[7.
Pouzijeme per partes:

W =TI(t—7) w o= —I(t—7)

v o=yexp(—(u+0)7) v =yexp(—(u+0)7)(—p—0)

v =N(t—-r1) u =-—N(t—r7)
v =vrexp(—(p+60)r) v =vrexp(—(u+0)T)(—pn—0)

a pocitame d'alej:

diit) n d‘;it) _ [—I(t — 7)yexp(—(p+ 9)7)]

o0

T7=0

o0

+ |[=N(t — 7)vzexp(— (,u+9)7')] i

= [ -1t~ ryvesp(-p+ 6)) (-1 - 6)
—N(t — T)vrexp(—p+ 0)7)(—p — 0)dr

=I(t)y — (u+96) /It—Tfyexp —(p+0)T)dr
0

+ N(t)ve — (n+0) /Nt—T vrexp(—(p+0)T)dr
0

=I(t)y — (p+O0)R(t) + N(t)ve — (n+6)V(t)
=I(t)y+ N(t)vx — (n+ 0)(R(t) + V(t)).

V predposlednom kroku sme integraly nahradili hodnotami R(¢) a V (¢) podla (63) a (64).
Npokon prichddzame prichddzame ku analégii rovnice (11) zo SIRS modelu. Teda nas
model, ak pouzijeme krivku ubidania imunity Q(7) = exp(—67) a P(0) = 1, je zhodny so
SIRS modelom.

Pri vypocte clenov|[—1(t — 1)y exp(—(u+60)7 )L 0 & [—N(t—T)vaexp(—(u+0)7 )L 0
sme vyuzili kladnost parametra 0.

Vymenu poradia integralu a derivicie mozeme urobit za predpokladu, ze 6 > 0. V

12Predpoklad 6 > 0 je rozumny, ind¢ by sme dostali SIR model.
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takom pripade plati:

/It—T’yexp —(pu+0)7)dr
0

< /N(t —7)vexp(—(u+ 0)7)dr

= [ VO exp(( = )t = 7))y expl—vr — br)dr

— [ VO exp(( - ) expl( = (=) exp(pr — br)dr
_ /0 " N(O) exp((v — i)ty exp(—vr + i — o — B7)dr

_ /0 N (O) exp((v — p)t)y exp(—vr — O7)dr,

¢o je konvergentny integral pre kazdé ¢t € R. V prvom kroku sme ohranic¢ili pocet infekénych
I(t—7) < N(t—7). V druhom kroku sme za ¢len N (¢t —7) dosadili N(0)exp((v—p)(t—7)),
ako ukdzeme v kapitole 6.3.1 rovnicou (77). Nasli sme teda integrovatelni majorantu a

tak je vymena poradia integralu a derivacie pripustna.
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6 Numerické metédy

V tejto casti predstavime numerické metody, pre jednotlivé verzie modelu. Model uvadzame

dokopy v styroch verziach:
e Diskrétny model dany rovnicami (44) - (48),
e spojity model dany rovnicami (49) - (52),
e zjednoduseny diskrétny model dany rovnicami (56) - (60) a
e zjednoduseny spojity model (61) - (65).

Spojity model v tejto praci riesit nebudeme, vzhladom na to, Ze mame k dispozicii

zjednodusenu verziu, ktora je ekvivalentnd, avsak vypoctovo menej narocna.

6.1 Diskrétny model

Diskrétny model predstavujeme v kapitole 3.6.1 rovnicami (44) - (48). Z tohto modelu
sme potom limitnym prechodom h — 0 dostali model spojity. Mozno pozerat aj ako na
numerické riesenie spojitého modelu pomocou doprednej eulerovej metédy, pokial parcidlne
diferencidlne rovnice vieme vyriesit explicitne.

Pri numerickej implementécii je mozné ¢leny (1 — ph)” nahradit ich limitnym ekviva-
lentom exp(—pih) resp. cleny ph a vh clenmi 1 — exp(—ph) a 1 — exp(—vh). Dostdvame

tak konzistentnejsie vysledky, ak zmensujeme h.'3

o0

Z numerického hladiska nie je mozné ratat nekoneéné sumy > :° . ktoré musime

tmax

aproximovat ako koneént sumu ;" kde iyq, je maximélny index, po ktory s¢itujeme.™

13Vyraz (1 — uh) je McLaurinovim polynémom prvého stupiia pre exp(—ph). Pre dostatoéne maly krok

h je aj povodny ¢len (1 — ph) vhodny na numerické pouzitie.
14Zanedbanim ¢lenov prakticky zmenfme funkciu Q(7) na Q(7) X[0,h-imas]s Kde X je indikdtorové funkcia.

Index ipq, by mal byt dostatoéne velky na to, aby hodnota Q(hima.) bola dostatocne blizko nule, aby sa
funkcia Q(7)X[0,h-i,n.,) Prilis nelisila od povodne funkcie Q. Funkcia @ je vo vieobecnosti nerastica. V
nasom pripade je definovand vzfahom (13) a plati lim, . Q(7) = 0, takZe index imq, sa bude dat najst.

V pripade, Ze by uvedend limita nebola rovna nule, bolo by potrebné novy model modifikovat.
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6.2 Zjednoduseny diskrétny model

Zjednoduseny diskrétny model je dany rovnicami (49) - (52) v kapitole 4.4.1.

Opét pri numerickej implementdcii mozeme pouzit nahradenie ¢lenov (1 — uh)?, resp.
ph a vh za ich limitné ekvivalenty exp(—phi), resp. 1 —exp(uh) a 1 — exp(—vh).

Pre kompartment vyliecenych aj vakcinovanych stale plati, Ze nekonecné sumy pocitame
ako konecéné pre dostatoéne velky index i,,q.,. Ak modelujeme po €as tae, vycislujeme
hodnoty v jmaz := tmaz/h €asovych bodoch. Zjednoduseny model md pamétovi zlozitost
O (imaz + Jmaz) namiesto povodnych O (4,42 maz)- J€ to tak, pretoze namiesto dvojrozmer-
nej funkcie R(¢,7) si pamétd iba histériu kompartmentu /. Takymto spésobom mozeme
zvysit presnost za pouzitia tych istych vypoctovych zdrojov, lebo uvolneni pamit pocitaca
mozeme vyuzit na vypocet s omnoho mensim ¢asovym krokom h, resp. omnoho vicsimi
mazs Jmaz-

Alternativne mozeme pouzit ind implementdciu. Ak uvdzime vsetky prechody, vieme

7e pre celkovy pocet jedincov bude platit rovnica:

N(t+h) = N(t) =[St +R) = S@)] + [1(t+ 1) = 1@)] + [R(t + k) = R(8)]

+ v+ - v

- :N(t)uh(l — ) + N(t)vha(1 — P(0)) — Suh] - [mh]
- [Ruh] + [N(t)uha:P(O) - Vuh]

—N(®)( — p)h,

takze celkovy pocet jedincov v populdcii vieme vypocitat explicitne. Potom rovnicu pre
kompartment S mozeme nahradit vyrazom S(¢t + h) = N(t)(v — p)h — I(t + h) — R(t +
h) — V(t + h) a rovnicu pre celkovii populdciu moézeme nahradit vyrazom N (t + h) =
N(t)+ N(t)(v — p)h.

Ku zvyseniu rychlosti vypoctov pomdze, ak si predratame hodnoty P(0)Q(ih)(1 — uh)?,
ktoré sa budi vyskytovat v kazdom ¢asovom kroku. Potom pre kompartment vylieGenych
mozeme sumu I(t — ih)yP(0)Q(ih)'h pocitat ako skaldrny stcin tychto predratanych

hodnot a minulych hodnét I(¢).'> Podobne urobime aj pre kompartment vakcinovanych.

15Vyuzitie skalarneho stéinu dokéze zvysit rychlost vypoétov az Sestnasobne. Taktiez sa ukazuje, ze

funkcia skaldrneho sti¢inu ma mensiu chybu z dévodu pocitacovej aritmetiky.
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6.3 Zjednoduseny spojity model

Zjednoduseny spojity model je dany rovnicami (61) - (65) v kapitole 4.4.2. Riesenie modelu
daného systémom integralno-diferencialnych rovnic, diferencialnych rovnic a integralnych
rovnic je z numerického hladiska ndroéna tloha. V tejto casti vSak predstavime niekolko
tprav, vd aka ktorym sa systém rovnic zmeni na systém jednej diferencidlnej rovnice, dvoch
integralnych rovnic a dvoch explicitnych rovnic, ktorych riesenie je omnoho jednoduchsie.
Tieto rovnice potom budeme riesit linedrnou dvojkrokovou metédou. Upravené rovnice
vsak mozno riesit aj viackrokovymi metédami, alebo inymi numerickymi metédami.

Diskrétny model v rovniciach (56) - (60) mozno chdpaft aj ako numerickt implementéciu
spojitého modelu pomocou doprednej eulerovej metédy, ktord méa chybu radu O(h).16
Nagim cielom bude zostrojit numericki schému, ktord by zjednoduseny spojity model
riesila s chybou rddu O(h?).

Na zvysenie presnosti pri rieSeni ststavy diferencidlnych rovnic mozno pouzit aj triedu
viackrokovych numerickych metod. Tieto metédy maji oproti metédam vyssich radov
triedy Runge-Kutta vyhodu najmi v menSom pocte vyéislovani hodnoty derivécie. V

nasom pristupe pouzijeme dvojkrokovi Adams-Bashforthvu metédu.

6.3.1 Nahradenie rovnic

Prvym krokom k ziskaniu riesenia s viicsou presnostou je nahradenie rovnic jednoduchsimi,
ale ekvivalentnymi.Podobne ako v pripade zjednoduseného diskrétneho modelu mozno

namiesto dvojice rovnic (61) a (65) pouzit vypoctovo menej ndroént alternativu:

S(t) =N(t) — I(t) = R(t) = V(£) (68)
P Ny - ). (69)

Rovnica (68) je trividlna. Rovnicu (69) dostaneme nasledovne:

AN(t) dS(t) dI(t) dR(t) dV(t)
a ar T at T ar T

16Mame tu na mysli lokdlnu aj globalnu diskretiza¢ni chybu.
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=N(t)v(l —z)+ I(t)y(1 — P(0))

S()I(t)
N(@)

- / 1(t — 7y P(0) exp(— ) Q' (r)dr

+ Nwa(l — P(0)) — S(t)u — f

/N (t — 7)vzP(0) exp(—ut)Q' (T)dr
0

SHI()

#5200t - 10
dt /I (t —7)yP(0)Q(7) exp(— /m-)dT]
—1—% /N(t — 1)vzP(0) exp(,m’)Q(T)dT]

Pred tym, ako budeme pokraéovafc7 dalej, upravime integral v predposlednom riadku:

o0

/ I(t — 1) P(0) exp(—pr)Q(r)dr

0

=|z=t—7,dz=—dr,z € (t,—00)|

—00

_ / I(2)7P(0) exp(—pu(t — 2))Q(t — 2)dz

- / 1(z)yP(0) exp(—plt — 2))Q(t — 2)dz,

—00

ktory budeme derivovat podla Leibnitzovho pravidla:

t

2 [ [ 1P exp(-ult - )Q( - 2)d:

— 00

=I(t)vP(0) exp(—p - 0)Q(0)
/ - 0) exp(—p(t — 2)Q(t — =) d=

=1(t)yP(0) exp(—p - 0)Q(0)

t

n / 1(:)7P(0) exp(—plt — 2))(—p)Q(t — 2)dz

—00
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t

n / 1(2)7P(0) exp(—p(t — 2)Q(t — )d=.

Clen Q(0) je z definicie (14) rovny jednej. Po spitnej substitticii

|7 =t—z,dr = —dz,7 € (0,00)| dostdvame:

1(t)yP(0)

o0

u / 1(t — 7y P(0) exp(—im)Q(r)dr

Integral [~ I(t — 7)yP(0) exp(—p7)Q(7)dr sme podla (63) nahradili R(t). Podobnym

postupom zderivujeme aj vyraz:

% [/ N(t —7)vxP(0) exp(,uT)Q(T)dT] .
Dostavame:
N(t)vzP(0) )+ /N (t — 7)vaP(0) exp(—u7)Q' (T)dr. (72)

Ked dosadime vyrazy (71) a (72) spit do rovnice (70), prideme k vyrazu:

=N(t)v(1 - z) + I(t)y(1 — P(0))
SHI(t)

+ N(wa(1 = P(0)) = Sty = B30

I(t = 7)vP(0) exp(—p7)Q'(7)dr

N(t — 7)vzP(0) exp(—ut)Q'(7)dT

0\8 0\8
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+ 2 ) = (0

+ 1(t)7P(0) — pR(t)
+ /I (t — 7)vP(0) exp(—pur)Q'(T)dr
+ N(t)vxP(0) — pV (t)

+ /N(t — 7)vzP(0) exp(—pu7)Q'(T)dT.

Po vykrateni vSetkych ¢lenov nam ostane:

dN (1)

= Nty — pS(t) = pI(t) = pR(t) = uV' (1)
=N(t)v — N(t)u

=N(t)(v = ).

Pouzitie rovnice (61) a (65) je teda ekvivalentné pouzitiu rovnic (68) a (69), ktoré sa vsak
rie§ia omnoho jenoduchsie. Rovnicu pre celkovii populdciu (69) mozno riesit explicitne:
N(t) = N(0)exp((v — p)t). Systém sa tak zmeni na jednu diferencidlnu rovnicu, dve

integralne rovnice a dve explicitné rovnice:

S() =N(H) — I(t) — R(t) - V(2) (73)

A0 5200 1) (74)
R(t) = / 1(t — 7)P(0)Q(r) exp(—pr)d (75)

/ N(t — T)waP(0) exp(—pr)Q(r)dr (76)

N(t) =N (0) expl((v — p)t) (77)

6.3.2 Schéma prediktor-korektor

Takto upraveny systém rovnic obsahuje iba jednu obycajnu diferencialnu rovnicu. Tu
budeme riesit dvojkrokovou metédou typu prediktor-korektor s ¢asovym krokom velkosti

2h. Cielom tejto metddy je vyuzit vyhody implicitnej dvojkrokovej metédy bez nutnosti
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riesit systém rovnic. Problémom je vsak pouzitie dvojkrokovej metddy na zaciatku, kedze
v ¢ase t = 0 nie st zndme hodnoty derivécii v ¢ase t = —2h. Musime preto pouzit nejaku
metédu s presnostou asponi O(h?) na vyéislenie S(2h), [(2h). V naSom pristupe zvolime
vylepsent polygénovi metddu.

V prvej faze vytvorime predikciu pomocou dvojkrokovej Adams-Bashforthovej metédy.

Pri tejto metdde predikujeme numericky nezndmu hodnotu funkcie f v bode ¢ + 2h ako

3

fP(t+2n) = f(t)+h (éf’(t) - %f’(t - 2h)) .

Presnost tejto metédy je O(h?) [1]. Tito presnost chceme zachovat v celom riesent.

Ked méme k dispozicii predikciu f¥, budeme opakovane pouzivat krok korekcie. Zvolili
sme desat korekénych iterdcii, hoci d'alsia numerickd analyza ukézala, Ze uz po Siestej
iteracii nem4 d'aksia korekcia ziadny i¢inok. Korekciu robfime pomocou Adams-Moultonovej
trojkrokovej metédy, pricom za nezndmu hodnotu funkcie f na pravej strane dosadime
predikovani hodnotu. Dostavame tak lepsiu predikciu:

Pt +2h) = f(t) +h (gf’P(t + 2h) + %f’(t) — éf’(t — 2h)>

V nasledujicej iteracii pouzijeme na pravej strane korekcie tiito hodnotu. Po dostatocnom
pocte iteracii sa predikovand hodnota ustdli a tito hodnotu pouzijeme v d'alsom éasovom

kroku. T4to metéda md chybu rddu O (h?).

6.3.3 Simsponovo pravidlo

Hodnoty R(2h),V(2h) podla rovnic (75) a (76) ziskame numerickou integrdaciou Simpso-
novym 1-4-1 pravidlom. Takto ziskané hodnoty maju chybu radu O(h?).}" Zo ziskanych
hodnot potom poéitame pomocou Adams-Bashforthovej dvojkrokovej metody s krokom

2h.

17Na tomto mieste sme sa dopustili drobného zjednodusenia. Chyba pri vypoéte pomocou Simpsonovho
pravidla zavisi nielen od ¢asového kroku h, ale aj od diZky interval na ktorom integrujeme a hodnoty
stvrtej derivacie integrovanej funkcie. Ak nastavime pociatoéni podmienku tak ako v kapitole 7.1, funkcia
I(t) nebude zlava spojitd v bode t = 0. Vyraz pod integralom v rovnici (75) nebude mat pre 7 = 0 stvrti
derivdciu a tak nevieme ohraniéif velkost chyby. Preto budeme zvlast integrovat na intervale 7 € [0,] a

zv14st na intervale T € (t,00). Hodnoty tychto dvoch numerickych integracii potom séftame.
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6.3.4 Interpolacia

Pomocou uvedeného postupu ziskame hodnoty iba v ¢asovych krokoch 0, 2h,4h, . ... Hod-
notu v ¢asovom bode ¢t = h mozeme ziskat napriklad pomocou interpoldcie kvadratickym
polynémom: f(h) = (3f(0) + 6f(2h) — f(4h)) + O(h?). Hodnoty v ¢asovych bodoch
3h,5h, ... mdzeme ziskat kubickou interpoldciou: f(t) = (—f(t —3h) +9f(t —h) + 9f(t +
h) — f(t +3h))/16 + O (h?).
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7 Numerické vysledky

7.1 Parametre a poc¢iatocné podmienky

Numericka schému sme implementovali v jazyku Python 3.7, pouzijuc baliky Numpy
1.17.3 a Scipy 1.3.1. Na kreslenie grafov sme pouzili kniznicu Matplotlib 3.2.1 spolu
s grafickym kompilatorom MiKTEX.

Vo vsetkych pripadoch sme pouzili stanovili poc¢iatocnii podmienku tak, ze sme
vypocitali stacionarny stav bez pritomnosti infekénych jedincov, tak aby celkova populacia
bola pozadovanej velkosti (v nasom pripade N(0) = 10°). Nésledne sme z populdcie zobrali
jedného vnimavého jedinca a nahradili ho jedincom infikovanym. Pociatocné podmienky

su potom

Ay
—~ —~ —~ ~—~ —~
o
S~— N~— S~— S~—
I
— ] —

V pripade diskrétneho modelu bez zjednodusenia bola zvolend okrajova podmienka
V(0,7) =vaN(t—71)P(0)Q(7) exp(—ut), R(0,t) = 0. V pripade zjednodusenych modelov
sme zvolili 1(t) =0,V (t) =V (¢t),R(t) = 0,N(t) = N(0) exp((v — u)t) pre t < 0. Takéto
pociatotné podmienky simuluju ustalené rozdelenie populacie bez vyskytu ochorenia,
v ktorej sa potom nakazi jeden vnimavy jedinec.

Parametre modelu sme zvolili:

h=0,01
Tmaz = 10 000, resp. Tqe = 100
z=0,8
pn=0,01
v=0,01
v =36,

Pokial nestanovime ina¢, funkcia ubtidania imunity P je dand rovnicou (13). Casovy krok
h sme zvolili dostatoéne maly, aby sme dostali ¢o najpresnejsie vysledky. Hornt hranicu

s¢itania sme zvolil tak, aby P(Te) = 1078 bolo dostatoéne malé. Vyberu indexu ipmqq
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sa venuje poznamka 14. Mieru o¢kovania sme zvolili tak, aby bolo moZné demonstrovat
spravanie sa modelu. Napriek tomu, ze miera ockovania je zvolena ako 80%, z doévodu
sekundarneho zlyhania vakeiny je imunnych iba nieco viac ako 10% populacie.

Mieru porodnosti, resp. imrtnosti sme zvolili rovnaki, aby sme dosiahli konstantni
populdciu. Zatial ¢o niektoré zdroje volia tieto parametre ako prevratent hodnotu strednej
diZky 7ivota, tu sa pouziva iny pristup. Parameter v sa d4 interpretovat tak, Ze za maly
casovy interval diZky h sa v populécii velkosti N narodi Nvh jedincov. Podobne sa d&
interpretovat aj parameter p a pocet zomrelych. Potom v reprezentuje pocet narodenych
jedincov po¢as nejakého asového intervalu v pomere ku velkosti populdcie a dfiky ¢asového
intervalu. Podobne y mozno interpretovat ako pocet tmrti za ¢asovy interval v pomere ku
velkosti populécie a dizky ¢asového intervalu. Podla [17] bolo v roku 2019 na Slovensku
5 457 873 obyvatelov, 57 054 Zivonarodenych a 53 234 zomrelych jedincov. Mieru porodnosti
potom moézeme odhadnuif ako 7 = 57 054/(5 457 873 - 1) = 0,01045 a mieru imrtnosti ako
f =53 234/(5 457 873 - 1) = 0,009753. Aby sme zachovali konstantni velkost populdcie,
je potrebné zachovat podmienku p = v. Ako obe hodnoty tak zoberieme ich aritmeticky
priemer, ¢o dava po zaokrihleni na dve platné ¢islice hodnotu 0,010.

Rychlost vyliecenia sme zobrali hodnotu v = 36,5, teda stredna dizka trvania choroby
je 1/ =1/36,5 rokov, ¢o je 10 dni.

Silu infekcie 8 budeme pri jednotlivych scendroch menit. Casové jednotky premennych

t, 7 su roky. Jednotky jednotlivych kompartmentov su jedinci.

7.2 Vysledky nového modelu

Ako prvy scendr sme zvolili pripad prepuknutia choroby, ¢o sa d4 zarucit splnenim
podmienky (18) volbou parametra $ = 50. V druhom scendri sme zvolili pripad, v ktorom
choroba neprepukne. Oproti prvému scenaru sme zmenili iba parameter 5 na hodnotu 35.

Zaujimavo sa vyvijala hodnota N(t) = S(t) + I(t) + R(t) + V(). Pri volbe parametrov
v = u sme ocakavali, Ze ostane konstantna, avsak pozorovali sme oscilacie. Rozdiel maxima
a minima tvoril 2,02 - 1078, €0 mozno v blizkosti ¢isla N(0) = 100 000 pocas 10 000

¢asovych bodov vypoétu vysvetlit ako chyba poéitacovej aritmetiky.
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Obr. 6: Numerické rieSenie modelu (49) - (52) pre 8 = 50. Hore: vietky kompartmenty spolu.
VTavo v strede: vyvoj poctu infekénych. Vpravo v strede: Vyvoj R(t,7). Vlavo dole: celkovy
pocet zotavenych jedincov. Vpravo dole: celkova populdcia. Mozno si v&imnit, ze tvar krivky I(t)

zodpoveda tvaru okrajovej podmienky R(t,0).
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Obr. 7: Numerické riesenie modelu (49) - (52) pre § = 35. Hore: vietky kompartmenty spolu.
VTavo v strede: Vyvoj poctu infekénych. Vpravo v strede: Vyvoj R(t, 7). Vlavo dole: Celkovy
pocet zotavenych jedincov. Vpravo dole: celkovéd populdcia. Uz po jednom roku je pocet infekénych

jedincov zanedbatelny. Dokopy sa nakazili menej ako Styria jedinci.
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7.3 Porovnanie zjednoduseného a p6vodného modelu

V tejto casti porovname vysledky diskrétneho modelu zjednoduseného diskrétneho modelu.
Hoci z matematického pohladu st ekvivalentné, z numerického hladiska dostaneme vysledky,
ktoré sa lisia.

Pre porovnanie sme zvolili prvy scendr z kapitoly 7.2, tj. parameter 3 bude mat hodnotu
50. Tento scendr je pre porovnanie vhodnejsi, ked'Zze pripad prepuknutia choroby popisuje
viac dynamicky dej. Velkost rozdielu medzi vysledkami zjednoduseného a povodného
modelu zobrazuje obrazok 8. Vertikalne osi maju rozne skdlovanie. Pozorovanéd chyba

nepresiahla hodnotu 1077 a tak ju vysvetlujeme ako chybu poéitacovej aritmetiky.

«10-%  Rozdiel v pocte vnimavych 621010 Rozdiel v poéte infekényeh
2]
4 4
1 4
24
01
04
14 9
-2 —11
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
t t
5« 10-3 Rozdiel v pocte vyliecenych «10-?  Rozdiel v pocte vakcinovanych
44 51
31 4
3 4
24
24
1 4
1 4
0+ o]
0 20 40 GO S0 100 0 20 40 GO 80 100

Obr. 8: Rozdiel medzi numerickymi vysledkami diskrétneho modelu pred zjednodusenim a po
fiom. Vlavo hore: rozdiel v poc¢te vnimavych. Vpravo hore: rozdiel v pocte infekénych. VIavo

dole: rozdiel v pocte vyliecenych. Vpravo dole: Rozdiel v pocte vakcinovanych.
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7.4 Porovnanie zjednoduseného modelu a SIRS modelu

V tejto casti porovndame vysledky zjednoduseného diskrétneho modelu (56) - (60) a SIRS
modelu (9) - (12). Aby boli porovnania jednoduchsie, nebudeme rozlisovat jedincov, ktorf
nadobudli imunitu z dévodu vyliecenia z choroby a tych, ktori nadobudli imunitu ockovanim.
Celkovy pocet imunnych jedincov v nasom modeli vypocitame ako stucet poctu vyliecenych
a vakcinovanych R(t) + V().

Parameter ubtidania imunity # v SIRS modeli zvolime tak, aby stredna dizka trvania
imunity bola rovnaka ako v nasom modeli. Ked'Ze parameter 6 reprezentuje prevrateni

hodnotu doby trvania imunity, jeho hodnota bude:

1
= =0,0270.

fooo P(7)dr

SIRS model méZzeme interpretovat ako model, ktory sme odvodili, pokial pouzijeme
exponencialnu krivku ubtdania imunity, ako sme ukazali v kapitole 5. Grafické porovnanie
exponencialnej krivky ubtdania imunity a krivky ubddania imunity podla vztahu (13)

mozno néjst na obrazku 9.

1.04

0.8 1

0.6 1

0.4

0.01

Obr. 9: Porovnanie exponencidlneho ubtidania imunity (oranzovd) a ubidania imunity podla

rovnice (13) (modré).

Ked'Ze exponencidlna krivka ubtidania imunity klesa spociatku strmsie, pocet vnimavych

bude rdst rychlejsie. To sposobi, ze sa skor prekroci kritickd hranica vifmavych Sg.: = N/ R
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a skor prepukne d'alSia vina epidémie, ako sme odvodili v kapitole 3.2.1.
Pociatocnt podmienku SIRS modelu zvolime tak, ze vypocitame ekvilibrium bez
pritomnosti infekcie a nasledne jedného vnimavého jedinca presunieme do kompartmentu

infekénych. Pociatoénd podmienka bude mat tvar:

S(0) =178 429,66
1(0)=1
R(0)=0
V(0)=10 418,58
N(0) =100 000.

SIRS model budeme riesit metédou Runge-Kutta 4. rddu.
Ako prvy scendr zvolme parameter 3 = 50, teda pripad prepuknutia choroby. Grafické

porovnanie vysledkov znazorinuje obrazok 10.
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0 20 40 60 80 100 0 20 40 G0 80 100
t t
Infekent Infekent
200 1
50
A0 150
304

Obr. 10: V Tavom stfpci: vysledky nového modelu. V pravom stipci: vysledky SIRS modelu.
Hore: pocet vnimavych. Dole: poéet infekénych. Mozno si véimnit, Ze epidemiologické udalosti

nastavaji v SIRS modeli castejsie.
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Ako druhy scenar zvolime parameter § = 35, teda pripad, ze choroba neprepukne.
Na tomto priapde bude najlepsie vidief vplyv krivky ubidania imunity na celkovy pocet

vylie¢enych. V oboch pripadoch pocet infekénych velmi rychlo klesne na nulu.

Vaimavi Vnimavi
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75793 |
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T8A2T 1

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
¢ t
Imunni Imuinni
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24209
21572

24208
21571

24207
21570

24206

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 30 100

Obr. 11: V Tavom stipci: vysledky nového modelu. V pravom stipei: vysledky SIRS modelu.
Hore: po¢et vnimavych. Dole: pocet imtinnych. Lavy dolny obrdzok ma podobny priebeh ako
funkcia P exp(—ut), ked'Ze pocet imunnych je konvoliicia tejto funkcie s tizkym pikom poctu

infekénych jedincov v okoli bodu ¢ = 0, ako na obrdzku 7 v strede vlavo.

7.5 Porovnanie spojitého zjednoduseného modelu s exponencial-

nou krivkou ubidania imunity a SIRS modelu

V kapitole 5 sme ukézali, Ze pokial v nasom modeli zvolime exponencidlnu krivku ubtidania
imunity, dostaneme SIRS model. Na tomto mieste porovname numerické rieSenia zjed-
noduseného spojitého modelu a SIRS modelu. Spojity model budeme riesit tak, ako sme
popisali v kapitole 6.3. SIRS model budeme riesit metédou Runge-Kutta 4.rddu. Hoci mo-

dely si matematicky ekvivalentné, rieSime ich roznymi metédami a s roznou diskretiza¢nou
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chybou, preto ocakavame rozlicné vysledky.
Grafické znazornenie rozdielov medzi jednotlivymi kompartmentami, ako aj graf poctu.
Spojity model poskytuje pesimistickejsi odhad poctu nakazenych. Piky infekcie su vyssie

0 5% — 20% a su o nieco §irsie.
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Obr. 12: Rozdiel medzi numerickymi vysledkami zjednoduseného spojitého modelu s expo-
nencidlnou krivkou ubidania imunity a SIRS modelu. VIavo hore: rozdiel v po¢te vnimavych.
Vpravo hore: rozdiel v poéte infekénych. VIavo dole: rozdiel v poéte vylieGenych. Vpravo dole:

pocet infekénych podla zjednoduseného spojitého modelu (modrou) a SIRS modelu (oranzovou).
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8 Zaver

V praci sme predstavili niektoré epidemiologické modely. Predstavili sme SIRS model,
ktorym sa modeluje Sirenie infekénej choroby. Odvodili sme novy deterministicky model
s dodatoénymi predpokladmi ohladom ubtidania imunity. Odvodili sme aj ekvivalentnt,
no vypoctovo jednoduchsiu verziu modelu. Predstavili sme numerické metody na riesenie
novych modelov, pricom sme ukézali rieSenia numerickymi metédami prvého a druhého
radu. Taktiez sme ukazali, Ze v Specialnom pripade je nas model zhody so znamym SIRS
modelom.

Model pred zjednodusSenim je sice numericky narocnejsi na vyrieSenie, avsak pontka
d'alsie moznosti rozsirenia. Reprezentécia pocet vyliecenych jedincov ako funkcia dvoch
premennych ¢ a 7 pontka isti modifikdciu: R(¢,7) mozno transformovat tak, ze bude
reprezentovat pocet vylieGenych jedincov, v ¢ase t, ktori maju hladinu protilatok 7.
Transformovat treba aj okrajovi podmienku. Tymto sposobom mozno do modelu zahrnit
aj zvy$ovanie imunity. Pri stretnut{ imtnneho jedinca s infekénym sa totiz moze stat, ze
hladina jeho protilatok stiipne, ¢o v nasom modeli nie je zachytené. Takéto modely mozu
predstavovat namet budicej vyskumnej ¢innosti.

Medzi nevyhody modelov odvodenych v tejto praci patri, ze vyuzivaji homogenitu
populécie. Druhou, ovela vii¢gou nevyhodou je vyuZivanie zakona velkych éisel, ako bolo
spomenuté v kapitole 3.3.1. Tieto predpoklady vSak v praxi nie si vzdy splnené. Napriklad
v prvom scendri v kapitole 7.2 nastala druhé vlna epidémie, hoci v populdcii sa podla
modelu nachddzalo menej nez 10~® infekénych jedincov, ¢o predstavuje menej ako 1/103
populdcie. Je zrejmé, Ze v praxi by takyto scendr nastat nemohol, hoci tento pocet
infekénych jedincov moze simulovat riziko importu infekcie zo zahranicia. Na rieSenie
problému spojenym so zdkonom velkych ¢isel je potrebné pouzit ini triedu modelov
ako napriklad celoé¢iselné stochastické modely, ktoré mozno riesit pomocou gillespieho
algoritmu.

Trefou nevyhodou modelu je jeho platnost iba pokial [ P(7)dr < oo alebo p > 0. V
opa¢nom pripade neméme zaruceni zaruc¢enu konvergenciu integralov v rovniciach (63)
a (64). Toto je viak iba technicky problém, nakolko pre modelovanie dlhodobejsich procesov
sa musi zvazit vplyv populacnej dynamiky a tak je p > 0. Medzi dlhodobejsie scenére

patria aj tie, pri ktorych maju jedinci imunitu dlhsie ako 20 rokov. V pripade kratkodobych
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scenarov sa nekonecny integral zmeni na konec¢ny integral ohranicenej funkcie, ktorého
kovergencia je zarucena.

Najdolezitejsim poznatkom bolo, Ze zdlezi na tvare funkcie ubiidania imunity P. Pokial
je exponencidlna, tak ako v SIRS modeli, epidemiologické udalosti nastavaju castejsie ako
ked pouzijeme funkciu P tak, ako sme ju predstavili v kapitole 3.1.

Zdrojové kédy k tejto praci su v case publikovania verejne dostupné na internetovej

adrese https://github.com/gasper6/SIRS-model.
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